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RESUMO

Este trabalho investiga a importancia da histéria da Matematica como recurso
pedagogico para 0 ensino de nimeros irracionais e da razdo &urea no ensino fundamental e
médio. A partir de uma abordagem historico-conceitual, sdo explorados o surgimento dos
nameros irracionais, a mistica e a descoberta que envolve o numero de ouro (¢) suas aplicacbes
ao longo da historia e sua relacdo com a sequéncia de Fibonacci. A pesquisa também inclui a
analise de livros didaticos do 9° ano do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio com
focos nesses contetdos, tendo como resultado o desenvolvimento de uma sequéncia didatica
aplicavel a turmas do 9° ano do ensino fundamental e 1° ano do Ensino Médio. Espera-se que
0s resultados apontem que o0 uso de contextos historicos pode tornar o ensino de Matematica
mais significativo, despertando o interesse dos alunos por temas que tradicionalmente geram
dificuldades de aprendizagem, além de sensibilizar autores de livros didaticos para inclusdo

mais consciente desse tema.

Palavras-chave: NUmeros irracionais, Razdo Aurea, Nimero de Ouro, Histéria da Matematica.



ABSTRACT

This study investigates the importance of the history of Mathematics as a pedagogical
resource for teaching irrational numbers and the golden ratio in middle and high school. Based
on a historical-conceptual approach, it explores the emergence of irrational numbers, the
mystique and discovery surrounding the golden number (9), its applications throughout history,
and its relationship with the Fibonacci sequence. The research also includes an analysis of 9th-
grade middle-school and 1st-year high-school textbooks that address these topics, resulting in
the development of a didactic sequence applicable to 9th-grade middle-school and 1st-year
high-school classes. The expected results indicate that the use of historical contexts can make
Mathematics teaching more meaningful, fostering students’ interest in topics that traditionally
present learning difficulties, as well as encouraging textbook authors to more consciously
incorporate this theme.

Keywords: Irrational numbers; Golden ratio; Golden number; History of Mathematics.
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INTRODUCAO

Na minha trajetéria como professor de Matematica, observo que o ensino de
Matematica, especialmente no Ensino Médio, muitas vezes é percebido pelos alunos como algo
distante de suas realidades e desprovido de significado. Essa percepcdo acontece, na minha
opinido, além de outros motivos, por conta da auséncia de contextualizacdo histérica e cultural
dos conceitos trabalhados em sala de aula. Tal pratica pedagdgica distancia-se das diretrizes
propostas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que enfatiza a importancia de
promover uma aprendizagem significativa por meio da valorizacdo da construgéo histérica do
conhecimento, do desenvolvimento do pensamento critico e da articulacdo entre diferentes
saberes (BRASIL, 2018).

Nesse contexto, a Historia da Matematica apresenta-se como uma estratégia didatica
importante, capaz de tornar 0s conteidos mais acessiveis, interessantes e conectados a trajetoria
da humanidade. Ao resgatar os contextos culturais, filosoficos e cientificos nos quais 0s
conceitos matematicos foram desenvolvidos, o professor pode promover reflexées mais amplas
sobre a ciéncia e seu papel social. Essa escolha didatica para o ensino de Matematica esta em
consonancia com a Competéncia Especifica de Matematica n° 1 da BNCC para o Ensino
Fundamental, a qual estabelece que os estudantes devem:

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades
e preocupac0es de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, e
é uma ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e
tecnologicos e para alicercar descobertas e construgdes, inclusive com
impactos no mundo do trabalho (BRASIL, 2018, p. 267, grifo nosso).

Além da BNCC, outros documentos educacionais também destacam a importancia
pedagdgica do ensino da Histdria da Matematica. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
por exemplo, destacam a importancia de uma abordagem matematica que va além da mera
mecanizacdo, incentivando a compreensdo conceitual e histérica dos temas abordados
(BRASIL, 2000). O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), por sua vez,

adota como critério de avaliacdo a capacidade dos materiais didaticos de promover
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contextualizagBes historicas e culturais, contribuindo para uma formagdo mais critica e
significativa dos estudantes (BRASIL, 2021).

Com base nesse referencial tedrico, este trabalho propde investigar como a abordagem
histérica pode contribuir para o ensino dos nimeros irracionais e da razdo 4urea, conectando o
surgimento desses conceitos a diferentes contextos socioculturais e cientificos. Para isso,
realiza-se uma revisdo bibliografica, uma analise de livros didaticos do Ensino Fundamental (9°
ano) e Ensino Médio (1° ano), bem como, de forma complementar, o desenvolvimento de uma
sequéncia didatica aplicavel tanto a turmas de 9° ano quanto do 1° ano do ensino médio. O
objetivo € avaliar o impacto dessa abordagem na compreensdo e no interesse dos alunos por
contetdos tradicionalmente considerados abstratos ou de dificil assimilacéo.

Muito além de sua representacdo numeérica, a razao aurea, que € conhecida desde a
Antiguidade como “namero de ouro”, desperta fascinio por sua presenca em diferentes
manifestacdes da natureza, da arte e da arquitetura. Sua recorréncia em obras como o Parthenon,
em composicdes renascentistas e até mesmo na estrutura de organismos vivos, suscita um
interesse que transcende os limites da Matematica. Assim, para compreender esse numero tao
emblematico, é necessario entender sua origem e seu lugar no conjunto dos nimeros irracionais.

E nesse contexto que se inicia o estudo a seguir.
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DOS NUMEROS IRRACIONAIS A RAZAO AUREA

O objetivo deste capitulo é apresentar o contexto da descoberta do conjunto dos
NUmeros Irracionais do ponto de vista histérico, dando uma base para entendermos como o
nimero de ouro (razdo &urea), que é um numero irracional, influenciou os estudos dos
matematicos ao longo da histéria nos mais diversos contextos. Antes disso, serd apresentada
uma breve explicacdo dos demais conjuntos numéricos que antecedem esse conceito.

Os conjuntos numericos sao classificados de acordo com suas propriedades. Segundo
Dante (2013), essa organizagcdo e fundamental para compreender o desenvolvimento da
Matematica e sua aplicacdo em diversas areas do conhecimento. Nessa perspectiva, temos o
primeiro conjunto, denominado conjunto dos nimeros naturais, que € formado pelos nimeros
positivos e inteiros, utilizados, de forma geral, para a contagem de objetos. Esse conjunto é

representado por N:
N={1,23,4,56,7,..}

O conjunto dos nameros inteiros é formado pelos niUmeros naturais, seus simetricos
negativos e, também, o zero. Segundo Villarreal (2006), os numeros inteiros permitem
representar situacdes do cotidiano que envolvem valores negativos, como aquelas relacionadas
a débitos e créditos. Eles sdo representados pela letra Z:

z=9{.,-3,-2,-1,0123 ...}

Conforme Dante (2013), os himeros racionais sdo aqueles que podem ser expressos na

forma de fracdo entre dois numeros inteiros, com denominador diferente de zero:
Q:{%laez,bez,bqﬁO}

« , . .1 -4 11 4 -19 .
Séo alguns exemplos de nUmeros racionais >3 2 4 = T -19= -/ Logo, esta

claro que, dentro do conjunto dos nimeros racionais, estdo contidos 0s numeros inteiros e,

dentro destes os nimeros naturais. Dizemos que o conjunto dos nimeros naturais esta contido
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no conjunto dos numeros inteiros e o conjunto dos nimeros inteiros esta contido no conjunto
dos numeros racionais:
NczZcQ

Os numeros reais compreendem tanto os racionais quanto os irracionais, formando o
conjunto numérico mais utilizado no cotidiano e no ensino de Matematica.

Os numeros irracionais sdo aqueles que ndo podem ser expressos na forma de fracao.
Sua representacdo decimal é infinita e ndo periddica. Maldonado e Carneiro (2015) destacam
que exemplos classicos desse conjunto incluem nimeros como w, @ e /2, que aparecem
frequentemente em formulas matematicas, fisicas e geométricas. Esse conjunto é representado
por 1.

O conjunto dos numeros reais € representado pela letra R e é formado pela unido dos

nameros racionais e irracionais, o que pode ser expresso por: R =Q U 1.

A DESCOBERTA DOS NUMEROS IRRACIONAIS

A Escola Pitagorica, fundada por Pitdgoras de Samos no século V1 a.C., desenvolveu a
crenca de que todos os fendmenos do mundo poderiam ser expressos por meio de ndmeros
racionais. Os seguidores da Escola Itdlica defendiam a ideia de que “tudo é nimero”. Essa
crenca dos pitagoricos foi abalada pela descoberta de um conjunto de nimeros que ndo podem
ser escritos na forma de fracdo: o conjunto dos numeros irracionais. Essa descoberta foi de
grande importancia para o desenvolvimento da Matematica, jA que mostrou que 0s nUmeros
conhecidos até entdo eram insuficientes para representar certas medidas.

O primeiro exemplo de numero irracional foi V2, obtido a partir do célculo da diagonal

de um quadrado de lado 1. Ao calcular essa diagonal utilizando o Teorema de Pitagoras, tem-

se: d =12 + 12 = +/2 como mostra a figura a seguir.

\/5 1

1

Figura 1 — Quadrado de lado “1” cuja diagonal é V2
Fonte: do autor
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Atribui-se a descoberta dos numeros irracionais a Hipaso de Metaponto, um dos
membros da Escola Pitagorica. Reza a tradicdo que, ao revelar essa descoberta (possivelmente
em segredo), ele teria sido punido ou até banido pelos pitagéricos, pois a existéncia de nimeros
“incomensuraveis” colocava em risco a harmonia matematica idealizada por eles, ao evidenciar
uma limitacdo do sistema numérico para representar determinadas medidas. (Eves, 2004).

Segundo D’Ambrosio (1996), essa descoberta ndo apenas abalou os fundamentos
filosoficos dos pitagdricos, mas também abriu caminho para o desenvolvimento da Matematica

como uma ciéncia mais independente das crencas filoséfico-religiosas.

QUANDO 0 NUMERO DE OURO APARECEU PELA PRIMEIRA VEZ

O numero de ouro, também conhecido como razao aurea ou propor¢do aurea, & um
nimero irracional que é representado pela letra grega ¢ (phi). E um nimero que encantou
matematicos e artistas ao longo dos anos, por conta de sua presencga na natureza e nos objetos
esta associada a ideia de beleza.

A origem do numero de ouro remonta a Antiguidade. De acordo com Livio (2002), o
primeiro registro conhecido dessa razdo aparece no tratado Os Elementos, de Euclides de
Alexandria, por volta de 300 a.C. No Livro VI, Proposicdo 30, Euclides descreve a “divisdo de
um segmento em média e extrema razdo”, como mostra a Figura 2, que é precisamente a
definicdo da proporcdo aurea, embora ele ndao tenha usado esse nome nem identificado o

ndmero como irracional.

a b

& < o
- s

.
a+b

Figura 2 — Segmento “a + b” dividido na razdo extrema e media
Fonte: https://www.geogebra.org/m/AKr2xtAu

Matematicamente de maneira moderna, essa definicdo da razdo aurea pode ser expressa

por:

a+b a 1++/5
Q= :E::»(p: > ~ 1,6180339887

a
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A designacéo da letra ¢ para representar essa raz&o so surgiu muito mais tarde, no século
XX, proposta pelo matematico Mark Barr, em homenagem ao escultor grego Fidias, que
supostamente teria utilizado a proporc¢do aurea em suas obras (Boyer, 2008).

Segundo D’ Ambrosio (1996, p. 9), o fascinio humano pela propor¢édo aurea decorre de
sua presenca simultdnea em fenémenos naturais e criagdes humanas, tornando-a um ponto de
intersecdo entre ciéncia e arte.

Dessa forma, perceber-se que a razdo &urea transcende 0 campo estritamente
matematico, assumindo um papel de conexdo entre diferentes areas do conhecimento. Sua
presenca tanto em producdes humanas quanto em elementos da natureza reforca a ideia de que
a Matematica ndo se limita a nimeros e férmulas abstratas, mas se manifesta de maneira
concreta no mundo que nos cerca. Essa caracteristica contribui para que o nimero de ouro
continue despertando interesse e curiosidade, tornando-se um tema relevante tanto para o ensino

quanto para a reflexdo sobre a beleza e a harmonia presentes na realidade.

NUMERO AUREO E FIGURAS GEOMETRICAS

A razdo aurea também pode ser vista e aplicada na Geometria, indo além de sua
definicdo como ndmero irracional e manifestando-se em formas presentes no nosso dia a dia.

Um exemplo bastante famoso da aplicacdo do nimero de ouro na Geometria ocorre na
proporcao entre os lados de um retédngulo, conhecido como retangulo aureo. Quando a razéo
entre a medida dos lados de um retangulo é um valor proximo ao valor de ¢, dizemos que esse
retangulo € um retdngulo aureo como mostra a Figura 3. Essa propor¢éo pode ser vista em obras
de artes e em projetos famosos de arquitetura. Segundo Livio (2002), o retangulo aureo ja era
utilizado na arquitetura grega antiga, e suas propriedades foram posteriormente associadas ao

conceito de beleza e harmonia na arte e design.

a b

L _J
~"

a+b

Figura 3 — Retangulo &ureo com proporgéo @
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Golden_rectangle




18

Podemos observar também a presenca do nimero de ouro no triangulo isésceles em que
a razdo entre um dos lados iguais e a base ¢ igual a ¢ como mostra a Figura 4. Esse tridngulo é
conhecido como triangulo aureo ou triangulo de ouro, e pode ser identificado em pentagonos
regulares, consequentemente, em estrelas de cinco pontas como mostra a Figura 5. De acordo
com Boyer (2008), foi justamente ao estudar o pentagrama que os pitagéricos tiveram contato
com a razdo aurea, embora sem o formalismo algébrico moderno. A simetria e as divisdes
internas do pentagono ilustram de forma natural a proporgao ¢.

Essa relacdo evidencia como a razdo aurea estd intrinsecamente ligada as formas
geométricas, conferindo ao pentagono e ao triangulo aureo um carater de perfeicdo e harmonia.
N&o por acaso, essas figuras passaram a adquirir também significados simbdlicos em diferentes

culturas ao longo da historia.

b

Figura 4 — Um tridngulo aureo onde a razdo a/b ¢ a razdo aurea ¢. 6 = 36°.
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Golden_triangle_(mathematics)

10 6,18

- - -

Figura 5 — Pentagrama
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Propor%C3%A7%C3%A30_%C3%Alurea
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RAZAO AUREA E 0S NUMEROS DE FIBONACCI

Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, foi um matemético do século XIII cuja
obra teve papel fundamental na introducdo do sistema de numeragdo indo-arabico na Europa.
Nascido por volta de 1170, ele era chamado de Fibonacci, uma forma reduzida da expressao
latina filius Bonacci, que significa “filho de Bonacci”. Em seu livro Liber Abaci, publicado em
1202, ele apresentou as vantagens do novo sistema numérico em comparagcdo com o sistema
romano, dedicando varios capitulos a explicar como usa-lo em célculos praticos e comerciais.
Esse trabalho teve grande impacto na matematica europeia da época (Livio, 2006), ao
apresentar um novo sistema, o qual usamos até hoje, composto pelos algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8,9,alémdo 0. A forte influéncia dos estudos de Fibonacci mostra o porqué ele é considerado
um dos grandes Matematicos de sua época.

A relacdo de Fibonacci com o nimero de ouro tem origem em um problema apresentado
no Liber Abaci, que trata da reproducdo de coelhos, e é possivelmente uma adaptacdo de um
problema do Papiro de Rhind. O enunciado diz o seguinte: dado um par de coelhos colocado
em um espaco fechado, e considerando que a cada més, cada par fértil gera um novo par, sendo
que os coelhos se tornam ferteis a partir do segundo més de vida, quantos pares existirdo ao
final de um ano? A solucdo desse problema originou a sequéncia que hoje leva seu nome, a
sequéncia de Fibonacci, e que revela uma surpreendente ligacdo com a razao aurea, um numero
que aparece em diversos padrdes da natureza, da arte e da arquitetura (LI1VIO, 2006).

A solucdo desse problema pode ser observada na Figura 6 e ocorre da seguinte forma:
no primeiro més, ha apenas 1 par de coelhos; no segundo més, ainda ha somente 1 par, pois eles
ainda ndo se reproduzem; no terceiro més, o par original se torna fértil e gera um novo par,
totalizando 2 pares; no quarto més, o par original gera mais um par, e 0 par nascido no terceiro
més ainda ndo é fértil, entdo agora temos 3 pares; no quinto més, o par original novamente gera
1 novo par, 0 par que nasceu no terceiro més agora se torna fértil e também gera 1 novo par. O
par que nasceu no quarto més ainda ndo se reproduz. Assim, neste més, temos 5 pares de
coelhos. Seguindo esse mesmo raciocinio a sequéncia que mostra a quantidade de pares de
coelhos a cada més é dada da seguinte forma:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144.

Podemos observar que, a partir do terceiro termo da sequéncia, todos os termos séo

obtidos da soma dos dois termos anteriores. A sequéncia numérica que seguem esse padrao €

conhecida como sequéncia de Fibonacci.
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Figura 6 — Representacdo da reproducdo dos coelhos
Fonte: LIVIO, 2006, p. 116.

A sequéncia de Fibonacci possui uma relagdo direta com a razdo aurea. Essa relacao
fica evidente quando calculamos a razdo entre um termo da sequéncia e seu antecessor. A
medida que os termos aumentam, o resultado dessa divisao se aproxima cada vez mais da razdo
aurea.
5+3=1,666
8+5=1,6
13+8=1,625
21 +13~=1,615
34 +21~1,619
5+34=1,6176
A medida que avancamos na sequéncia de Fibonacci, a razdo entre dois termos
consecutivos se aproxima cada vez mais da razéo aurea (¢ ~ 1,618...).
A partir da composicdo de varios quadrados em que as medidas de seus lados
correspondem aos nimeros da sequéncia de Fibonacci, € possivel observar uma sucessao de
retdngulos aureos como mostra a Figura 7 e, consequentemente, a formacao da chamada espiral

aurea. A espiral durea é uma curva logaritmica que pode ser desenhada dentro da sequéncia de
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retdngulos aureos como mostra a Figura 8. Cada quarto de circunferéncia se inscreve em um
quadrado que, ao ser retirado do retangulo, deixa um novo retangulo com as mesmas
proporcoes.

Livio (2006) menciona que essa forma espiral aparece ndo sé em composicdes
geométricas, mas também em padrfes naturais, como conchas, galaxias e furac6es, sendo um

exemplo do encontro entre Matematica, natureza e estética.

Figura 7 — Retangulo aureo formado pela sequéncia de Fibonacci
Fonte: www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/galeria/detalhe.php?foto=681&evento=4.

————

Figura 8 — Espiral durea no retdngulo 4ureo formado pela sequéncia de Fibonacci
Fonte: www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/galeria/detalhe.php?foto=681&evento=4.

Diversas obras de arte, construcdes arquitetbnicas, elementos presentes na natureza,

entre outros exemplos, apresentam formas que agradam ao olhar humano mais do que outras.


http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/galeria/detalhe.php?foto=681&evento=4
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/galeria/detalhe.php?foto=681&evento=4
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Essa sensacdo de harmonia visual muitas vezes, estd relacionada ao uso de proporcoes
especificas, entre as quais a razdo aurea se destaca. Desde a Antiguidade, especialmente entre
0s gregos, essa proporcao foi aplicada com a intencdo de expressar beleza, equilibrio e
perfeicdo. A seguir, serdo apresentados exemplos do uso da razdo &urea em diferentes
contextos, destacando a busca histdrica e estética pelo ideal de beleza. Surge, entéo, a pergunta:

seria a razdo aurea uma representacdo Matematica da beleza?

RAZAO AUREA NA ARQUITETURA E NAS CONSTRUCOES

Desde as civilizagbes antigas, ha registros da presenca da razdo aurea em diversas
construgdes arquitetdnicas. Um dos exemplos mais significativos é o Partenon, localizado em
Atenas, na Grécia, construido entre 447 e 433 a.C. De acordo com Huntley (1985), quando o
frontdo triangular do edificio ainda estava preservado, suas propor¢des podiam ser ajustadas
com precisdo a um retangulo aureo, evidenciando o valor estético e simb6lico dessa razdo em

construcgdes classicas.
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Figura 9 — Representacdo da razdo durea na fachada do Partenon
Fonte: https://www.goldennumber.net/parthenon-phi-golden-ratio/

Outra relacdo emblemética entre o nimero de ouro e a arquitetura pode ser encontrada
na construgdo das piramides do Antigo Egito. Estudos sobre a geometria da Grande Piramide
de Quéops sugerem a possivel presenca da razdo urea em sua estrutura. Segundo Livio (2006),
o0 escritor francés Midhat J. Gazalé relatou que o historiador Herddoto teria aprendido com

sacerdotes egipcios que o quadrado da altura da piramide seria igual a area de uma de suas faces


https://www.goldennumber.net/parthenon-phi-golden-ratio/
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triangulares. Com base nesse relato, Livio explica que, caso essa relacdo geométrica seja
verdadeira, a raz&o entre a altura inclinada da face lateral (s) e a metade da base (a) da piramide
corresponde exatamente ao valor da razdo durea. Utilizando dados reais da construgdo, como a
média dos lados da base (aproximadamente 755,79 pés) e a altura da piramide (481,4 pés).
Calcula-se que a altura inclinada da face triangular € de cerca de 612,01 pés. A razdo s/a, como
mostra no esquema da Figura 10, nesse caso, resulta em aproximadamente 1,62, valor
extremamente proximo da razdo aurea (¢ = 1,618...), com uma diferenca inferior a 0,1%

(LIVIO, 2006, p. 72-73).

Figura 10 — Representacdo das dimensdes da grande Pirdmide
Fonte: LIVIO, 2006, p. 72.

Durante o Renascimento, a razdo aurea passou a ganhar destaque em outras areas além
da Matematica. A partir desse periodo, o nimero de ouro comecou a ser explorado também nas
explicacdes sobre fenbmenos naturais e nas artes, representando a ideia de beleza, proporc¢éo e
harmonia. Apesar sejam frequentes as alegac6es de que monumentos da Antiguidade, como a
Grande Piramide e o Partenon, tenham sido projetados com base na razéo aurea, analises mais
rigorosas indicam que muitas dessas afirmacdes ndo podem ser confirmadas com precisao
historica ou cientifica (LIVIO, 2006, p. 183).
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RAZAO AUREA NA ARTE

Durante o Renascimento, o matemtico Luca Pacioli escreveu a obra Divina
Proportione (1509), na qual apresentou um estudo detalhado da razdo aurea, referindo-se a ela
como “a propor¢do divina”. Em seu tratado, Pacioli ndo apenas destacou as propriedades
geométricas dessa propor¢do, como também estabeleceu relacdo com elementos religiosos,
como a Santissima Trindade e a ideia de perfeicdo associada a Deus. Seu objetivo era revelar
aos artistas e estudiosos o “segredo” por tras das formas mais belas e harmdnicas, considerando
a razdo aurea como uma chave para a beleza nas artes e na natureza. A obra contou ainda com
a colaboracdo de Leonardo da Vinci, por quem Pacioli nutria grande admiracgdo, que ilustrou os
solidos geometricos presentes no livro (LIVIO, 2006, p. 154-156).

Muitas obras, como as Madonas de Giotto, Cimabue e Duccio, sdo frequentemente
associadas ao retangulo aureo, embora estudos técnicos revelem que suas proporgdes variam e,
na maioria dos casos, ndo coincidem exatamente com a razao aurea. Segundo Charles Bouleau,
em sua obra A geometria secreta do pintor (1963), o tratado A Proporc¢éo Divina, de Pacioli,
ndo teria inaugurado uma nova era na arte, mas sim marcado o encerramento de uma longa
tradicdo. Para ele, o livro teria apenas sistematizado um conhecimento transmitido oralmente
por séculos, durante 0s quais a razo aurea ja era considerada uma expressdo da beleza ideal.
Nessa perspectiva, € possivel que artistas como Cimabue, Duccio e Giotto tenham utilizado
esse padrdo estético devido a essa influéncia, considerando também que as trés Madonas foram
pintadas mais de dois séculos antes da publicacéo da obra de Pacioli (LIVIO, 2006, p. 186).

A relacdo entre Leonardo e a razdo aurea torna-se ainda mais interessante quando
analisamos suas obras mais famosas. Diversas pinturas do mestre renascentista, como A Virgem
dos Rochedos e Mona Lisa, sdo frequentemente analisadas sob a Otica da proporcdo aurea.
Embora ainda haja debates sobre a intencionalidade de Leonardo ao aplicar essa razdo em suas
composicBes, muitos estudiosos apontam indicios de que ele usou o retangulo aureo para
estruturar elementos visuais de suas pinturas, refor¢cando a harmonia e o equilibrio das formas.
Dessa forma, Leonardo se destaca como um dos primeiros artistas a aplicar, de maneira
sistematica, conceitos matematicos na construcao da beleza visual.

A Virgem dos Rochedos possui duas versdes: uma no Louvre, em Paris e outra na
National Gallery, em Londres (Figura 11); em ambas, é possivel visualizar uma sequéncia de

retangulos aureos. Segundo Livio (2006, p. 187), a razdo entre a altura e a largura da pintura
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que se acredita ter sido executada primeiro é cerca de 1,64 e a da outra, de 1,58, ambas

razoavelmente préximas de o.

Figura 11 — As duas versdes de A Virgem dos Rochedos, de Leonardo da Vinci
Fonte: https://seguindopassoshistoria.blogspot.com/ Imagem adaptada pelo autor.

Conforme mostra a Figura 12, o retdngulo aureo pode ser encaixado no rosto da Mona
Lisa de algumas formas, embora sejam necessarias algumas ressalvas quanto a exatiddo com

que esses retangulos de fato se encaixam na pintura.

Figura 12 — Mona Lisa com retingulo da propor¢io aurea
Fonte: https://aledesigner.com.br/os-mitos-da-proporcao-aurea/



https://seguindopassoshistoria.blogspot.com/
https://aledesigner.com.br/os-mitos-da-proporcao-aurea/
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Dessa forma, ainda que permanecam controvérsias acerca da real intencionalidade de
Leonardo ao utilizar a proporgdo &urea, ndo ha como negar que sua obra suscita reflexdes
profundas sobre a relacdo entre arte e Matematica. A analise de composi¢des como A Virgem
dos Rochedos e a Mona Lisa evidencia como a presenga da razdo aurea contribui para reforcar
a percepcdo de equilibrio, simetria e harmonia estética, aspectos que tornam as criacdes de

Leonardo da Vinci referéncias na historia da arte.

RAZAO AUREA NA NATUREZA

A razdo aurea pode ser notada um pouco além da arquitetura e da arte, sendo associada
a padrbes recorrentes na natureza, despertando questionamentos sobre a existéncia de uma
ordem matematica no mundo natural. Na natureza, percebemos a presenca da razdo aurea
através da sequéncia de Fibonacci e principalmente por meio da espiral aurea.

Os girassdis chamam a atencdo pelo curioso arranjo de suas pequenas flores (conhecidas
como flosculos), que se distribuem formando espirais em duas direces: no sentido horério e
no sentido anti-horario. Esse padrdo permite a ocupacdo mais eficiente do espaco, permitindo
que cada flésculo receba luz e cresca adequadamente. A quantidade de espirais varia de acordo
com o tamanho da flor. Por exemplo, € comum encontrar girasséis com 34 espirais em um
sentido e 55 no outro. Outros apresentam 55 e 89, 89 e 144, ou até 144 e 233 espirais. Esse
mesmo fendmeno ocorre em uma espécie de pinha, como mostra a Figura 13, com 8 espirais
no sentido anti-horario e 13 no sentido horario. Todos esses nimeros fazem parte da sequéncia

de Fibonacci, o que evidencia como a razao aurea aparece naturalmente em algumas plantas.

Figura 13 — Espiral de flésculos em girassol
Fonte: https://netinhoprofessor.blogspot.com/2011/04/numero-de-ouro.html



https://netinhoprofessor.blogspot.com/2011/04/numero-de-ouro.html
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Figura 14 — Espirais na pinha.
Fonte: https://www.goldennumber.net/spirals/

Temos alguns exemplos na natureza de formas proximas a espiral aurea; mesmo que
ndo matematicamente exata, a presenca dessa forma € bastante interessante. O voo do falcéo-
peregrino como mostra a Figura 15, pode também ser estudado considerando a razdo aurea,
tendo em vista a espiral que representa seu voo. Essa forma de voar ndo é a toa, pois existe uma
explicacdo prética para a ave voar dessa forma. O bidlogo Vance A. Tucker, citado por Livio
(2006), investigou por que os falcdes-peregrinos, mesmo sendo capazes de atingir velocidades
impressionantes em voo, preferem seguir trajetdrias espiraladas em vez de uma linha reta ao
atacar suas presas. A explicacdo esta relacionada a posicéo lateral dos olhos dessas aves, que
exige que elas inclinem a cabeca para manter o foco visual, o que reduz sua velocidade. Em
testes realizados em tunel de vento, Tucker observou que, ao seguir uma espiral logaritmica, os
falcbes conseguem manter a cabeca alinhada e o alvo no campo de viséo. Essa trajetoria explora
a propriedade equiangular da espiral, permitindo que maximizem sua velocidade sem perder a
presa de vista (LIVIO, 2006, p. 141).


https://www.goldennumber.net/spirals/
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I

Figura 15 — Voo do Falcdo formando uma espiral aurea
Fonte: LIVIO, 2006, p. 141.

Outro exemplo em que vemos a espiral na natureza € observado quando analisamos a
concha de moluscos, como o Nautilo na Figura 16. De acordo com o crescimento do animal, a

concha cresce de forma proporcional, mantendo o mesmo formato, que lembra a espiral aurea.

Figura 16 — Concha do néutilo com espiral durea sobreposta.
Fonte: https://www.goldennumber.net/spirals/



https://www.goldennumber.net/spirals/
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Embora também ndo haja uma correspondéncia exata, ainda assim podemos apreciar a
semelhanga entre a espiral durea e o formato de galaxias espirais. 1sso nos mostra como a
Matematica pode auxiliar a descrever as formas da natureza que sdo visualmente mais
agradaveis e harmdnicas. Mario Livio (2006, p. 141-142) observa que a mesma forma espiral
presente em seres microscopicos, como as foraminiferas, e em plantas como o girassol, também
se manifesta no voo de aves e na formacdo das galaxias espirais — sistemas de estrelas que,

segundo ele, ja haviam sido previstos teoricamente por Immanuel Kant, muito antes de serem

confirmados por observacgdes astrondmicas.

Figura 17 — Imgem da Via Lactea com destaque para sua forma em espiral.
Fonte: https://olhardigital.com.br/2021/09/13/ciencia-e-espaco/via-lactea-espiral/

Assim, ao observarmos desde o arranjo das sementes de um girassol até a grandiosidade
das galaxias, percebemos que a razdo aurea, 0s numeros e as formas associadas a ela, vdo além
da arte e da arquitetura, podendo ser associadas ao proprio funcionamento da natureza. Mesmo
quando ndo ha uma correspondéncia matematica perfeita, a recorréncia dessas formas sugere
uma busca constante da natureza por equilibrio, harmonia e eficiéncia. Essa presenca simbolica
da razdo aurea reforca a ideia de que a Matematica ndo apenas descreve fenbmenos, mas

também nos ajuda a compreender a beleza e a ordem do mundo que nos cerca.


https://olhardigital.com.br/2021/09/13/ciencia-e-espaco/via-lactea-espiral/

30

COMO ALGUNS LIVROS DIDATICOS ABORDAM 0S
NUMEROS IRRACIONAIS E A RAZAO AUREA

Este capitulo tem como objetivo analisar a maneira como 0s niimeros irracionais e a
razdo aurea sdo abordados em diferentes livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do
Livro e do Material Didatico (PNLD), tanto do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio.
A escolha dos materiais leva em consideracdo sua adocdo em escolas publicas e seu
alinhamento com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). A anélise busca observar de
que forma o livro trabalha os conceitos, incluindo a parte historica e a contextualizagcdo dos
conteudos.

Os livros selecionados para a analise sao:

e A Conquista da Matematica — 9° ano do Ensino Fundamental, de José Ruy Giovanni Janior,
publicado pela FTD, aprovado no PNLD 2024.

e Matematica e Realidade — 9° ano do Ensino Fundamental, de Antonio Machado, Gelson
lezzi e Osvaldo Dolce, publicado pela Editora Saraiva (Grupo Somos), aprovado no PNLD
2024.

e Telaris Essencial — Matematica — 9° ano do Ensino Fundamental, de Luiz Roberto Dante e
Fernando Viana, publicado pela Editora Atica (Grupo Somos), aprovado no PNLD 2024,

e Matematica — Ensino Médio: Conjuntos e Funcdo Afim, de Joamir Souza, publicado pela
FTD (Multiversos), aprovado no PNLD 2021.

e Matematica e Suas Tecnologias — Ensino Médio: Funcdes, de Eduardo Chavante e Diego
Prestes, publicado pela Quadrante (SM Educacdo), aprovado no PNLD 2021.

A partir dessa selecédo, buscou-se verificar se os livros contextualizam o surgimento dos
nameros irracionais de forma historica, se apresentam a razdo aurea e outros numeros
irracionais importantes. A analise também considera se ha propostas de atividades que

estimulem a reflex&o historica, filoséfica, estética, e cultural em relagdo & Matematica.
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1. A Conquista da Matematica — 9° ano (José Ruy Giovanni Janior — FTD — PNLD
2024)

O livro apresenta uma abordagem inicial bastante interessante ao introduzir o Capitulo
1 sobre nimeros reais, poténcias e radicais. Nas paginas 12 e 13, o conteudo € iniciado com
uma linha do tempo que destaca a forma como o niimero = foi estudado ao longo dos séculos
por diversos matematicos, desde a antiguidade até os dias atuais, como mostra a Figura 17. Esse
recurso ndo apenas contextualiza historicamente o conceito, mas também oferece ao professor
um rico material para promover discussdes em sala de aula sobre a construgéo do conhecimento
matematico ao longo da histéria. A partir dessa introducao, o livro propde questionamentos que
incentivam os alunos a refletirem sobre o que ja sabem sobre o numero 7, suas propriedades e

aplicacdes, estabelecendo assim uma ponte entre o0 conhecimento prévio e 0s novos conteddos.

T—— i T S R —
MRS L — s

Respostas na secao Resoluges comentadas deste Manual. ﬁx’:i
AgOra, pense um pouco e responda no caderno. BB
* COMO 0 NUMEFO x N30 & UM NOMero natural, nem inteiro nem racional, ele faz parte ;5%
de outro conjunto de ndmeros. Que outro NOMero voce Imagina que possa fazer 3
parte desse conjunto? Esse namero deve ter alguma propriedade em comum com ;§;
0 namero x? -
* Como podemos obter uma aproximagao para o nimero x? r§
= Em 2021, 0 nomero x fol esarito com 62,8 trilhoes de digitos na parte decimal. Como~ $%
530 muitos digitos, n3o utilizamos todos sempre que precsamos fazer um claulo §§
matematico. Como fazer, entao, para usar esse namero nos calculos? §§

NUMEROS REAIS,
POTENCIAS E RADICAIS

Até agora, vocé estudou os conjun-
tos dos nimeros naturais, dos nGmeros
inteiros e dos nameros racionais. A cada
conjunto numérico ja estudado, foram
agregados novos ndmeros, formando *» 0 numero x € conhecido ha pelo menos

4000 anos. O Papiro de Ahmes (ou
\RTE AOVO, Conun RUMENC. 3 Papiro de Rhind), assim chamado em
O conjunto dos ntmeros inteiros homenagem ao escriba que o copiou,

agregou ao conjunto dos nimeros por volta de 1650 a.C.. mostra que os » 0 matematico chinés
naturais os opostos deles, enquanto o matematicos egipcios utilizavam o valor Tsu e:l ;Ehs ;&2-50!), » Em 1761, (Jmam Heinrich

7 5 2 1 mero por nossa Lambert (1
conjunto dos ndmeros radonais agregoy 16 Parae nimerox. era, chegou a um valor matemitico nascido em
30 conjunto dos ndmeros inteiros todos entre 3,1415926 e 31415927, Muthouse (regi3o da Alsacia).

0s outros ndmeros na forma 2, em que
a e b sao nimeros inteiros e b # 0,
e que podem ser escritos na forma
decimal ou na forma de frago.

Ainda assim, com esses con-
juntos ndo é possivel escrever todos
0s numeros existentes. Temos, por
exemplo, 0 nimero =, que, entre outras
aplicacdes, 6 muito utilizado no estudo

resultado surpreendente a3 época, parte do territorio
para a época. suico, foi o primeiro a provar

TR

T
) &

de circunferénda. Acompanhe a sequir
um pouco da histéria do namero =.

DA TR WAACA§4 TRPSTOO 4 TS TTERGTION M

» Na Grecia Arquimedes
manzluc.)ambmaax
llnviu'emmti‘ea 6.5

Figura 18 — P4ginas 12 e 13 mostrando a linha do tempo e 1ntroduan ao nimero 7.
Fonte: A conquista da matemética: 9° ano — Ensino Fundamental.

Ao apresentar a evolucdo historica do conceito de m, o livro ndo apenas desperta o
interesse dos alunos pelo contetido, mas também os convida a compreender a Matematica como
parte de um processo coletivo e continuo do desenvolvimento humano, rompendo com a visao

de que os conceitos matematicos surgiram de forma pronta em um momento Gnico da historia.
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Tal abordagem favorece uma aprendizagem mais significativa e critica, conforme orienta a
propria BNCC.

E importante destacar que, nesse momento inicial, o livro ainda ndo apresenta uma
explicitacdo formal sobre o conjunto dos numeros irracionais, mas traz um pequeno texto
resumindo as caracteristicas dos outros conjuntos numericos que foram estudados nas séries
anteriores, deixando claro que existem nimeros como 0 m que ndo se encaixam em nenhum
desses conjuntos. Dessa forma, essa construcdo gradual, partindo do que o aluno sabe, favorece
uma compreensdo mais organica do contetdo, respeitando a progressao da aprendizagem.

O primeiro topico do capitulo, intitulado A geometria e a descoberta do namero
irracional, propde um problema exploratério em que o aluno deve descobrir a medida do lado
“x” de um tridngulo retangulo isosceles, cujos catetos medem uma unidade. A proposta é
resolvida utilizando uma propriedade geomeétrica apresentada anteriormente, sem recorrer

diretamente ao Teorema de Pitadgoras que sera estudado em outro capitulo do livro. O resultado

da atividade leva a conclusdo de que x = /2, introduzindo o aluno de forma natural & ideia de
namero irracional.

A partir dessa descoberta, o livro apresenta um método geométrico bastante visual para

localizar /2 na reta real utilizando compasso, reforcando a ideia de que, embora se trate de um
numero diferente daqueles estudados até entdo (por ser uma raiz ndo exata com infinitas casas
decimais), ele pertence ao conjunto dos numeros reais. Em seguida, o material propde um
método de aproximacdo numeérica da raiz quadrada de 2, por meio de tentativas sucessivas, até
a terceira casa decimal, abordagem que faz parte do segundo momento da sequéncia didatica
apresentada nesse trabalho. Dessa forma, o aluno é gradualmente levado a compreender o
namero irracional como aquele que possui representacdo decimal infinita e ndo periodica.

Apesar de ndo apresentar uma abordagem histérica mais detalhada sobre a descoberta
dos nmeros irracionais ou sobre a razdo aurea, o livro propde como atividade uma pesquisa
sobre Pitagoras, os pitagoricos e o estudo dos nimeros irracionais ao longo da histéria. Essa
proposta inclui, inclusive, a citacdo de um trecho do livro de Howard Eves, o que pode servir
como ponto de partida para o desenvolvimento de trabalhos investigativos pelos alunos,
promovendo o debate em sala de aula e complementando os aspectos historicos que ndo sdo
aprofundados diretamente no texto didatico.

Por fim, o capitulo se encerra com uma sec¢do especifica dedicada ao nimero irracional

7, definido como a razdo entre a medida da circunferéncia e a de seu didmetro. Sao apresentados
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exemplos de sua aplicacdo e um trecho de artigo que discute a historia e 0s usos do nimero,
reforcando a relevancia desse conceito na Matematica e sua conexdo com diferentes momentos

historicos.

2. Matemética e Realidade — 9° ano (Antdnio Machado, Gelson lezzi e Osvaldo Dolce
— Editora Saraiva — PNLD 2024)

A Unidade 1 do livro, intitulada NUmeros reais, esta dividida em dois capitulos: o
primeiro € NUmeros reais e 0 segundo é Poténcias e raizes. Logo no inicio da unidade, como
pode ser observado na Figura 18, o material apresenta imagens de obras artisticas e
arquitetdnicas: a Mona Lisa, a Ultima Ceia, a fachada da Unité d’Habitation € o Partenon,
apontando que, segundo alguns estudiosos, essas criacdes podem conter propor¢des associadas
a razdo aurea. Essa contextualizacdo pode servir de apoio inicial para o professor trabalhar com
uma abordagem interdisciplinar, estimulando discussées em sala de aula que integram Arte,

Historia e Matematica.

Numeros

2 construgoes

S - 1
1 | TR
(| 0 =
| \
e e T W
e« o
Alguns estudioses afirmam que cada obra mostrada nas fotografias man-

tém uma relagdo entre as medidas das dimensdes, conhecida como razdo
durea

Fi.gUr'a 19 — Inicio da Unidade 1 com obras associadas & razio aurea
Fonte: Matemética e Realidade: 9° ano do Ensino Fundamental.
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Na pégina seguinte da obra, como € mostrado na Figura 19, é apresentado o texto
Numero de ouro: serd que estd presente? Que aprofunda o tema da razdo aurea de forma clara
e historicamente fundamentada. O texto apresenta sua origem na obra Os Elementos, de
Euclides, e descreve como ela passou a ser conhecida como “propor¢ao aurea” séculos depois.
A demonstracdo matematica da razdo aurea é apresentada com o auxilio de um retédngulo que
esta divido nessa propor¢do chegando ao valor ¢ =1,618 que representa a razdo procurada. O
texto também discute se ha realmente ou ndo a presenca dessa proporcdao em obras da
Antiguidade, como o Partenon, e nas pinturas de Leonardo da Vinci, mencionando o livro De
Divina Proportione. Por outro lado, o material reconhece o uso intencional da razao aurea em
obras modernas, como as de Salvador Dali e Le Corbusier, com destaque para o sistema
Modulor, aplicado na construcdo do edificio Unité d’Habitation, em Marselha.

Niimero de ouro: sera gque esta presente?

Figura 20 — Pagina com o texto NUmero de ouro: seré que esta presente?
Fonte: Matemética e Realidade: 9° ano do Ensino Fundamental.
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Esse texto € uma excelente oportunidade para o professor trabalhar ndo sé os conceitos
matematicos, mas também a leitura critica, a analise de fontes historicas e a construgdo de
mapas mentais, linhas do tempo ou outras formas de organizacdo do conhecimento. A secdo
ainda apresenta duas questdes iniciais que provocam reflexdo: Vocé j& conhecia o conceito de
razdo aurea? e Como se pode verificar se as obras de arte e construcgdes tém essa relacdo?.

Na sequéncia, inicia-se o capitulo Nameros reais, que apresenta exemplos de todos os

subconjuntos numéricos, incluindo uma breve introducdo aos irracionais. Desse modo, utiliza

como exemplos V2 , , e a constante de Euler, e = 2,718, indicando que esses niimeros podem
ser localizados na reta real, mesmo ndo podendo ser expressos como nimeros racionais (inteiros
ou fragdes). O livro apresenta a demonstracdo geométrica do célculo da diagonal de um

quadrado de lado 1 e de um retédngulo de lados 2 e 1, chegando, respectivamente, aos valores

V2 e /5. O livro sugere ao aluno que com o auxilio das figuras com essas dimensdes e usando
um compasso é possivel identificar esses valores na reta numérica.
O topico especifico Numeros irracionais retoma a definicdo de nimero racional como

sendo aquele que pode ser escrito como fracéo entre dois inteiros com denominador diferente
de zero, 0 que ndo é possivel com v/2. Em seguida, é apresentado o método de tentativas para

encontrar uma aproximagdo com algumas casas decimais de v2, demonstrando que sua

representacdo decimal é infinita e ndo periddica. Outros exemplos de irracionais sdo destacados,

como /3, v/5 e o proprio x, frequentemente aproximado por 3,14. O capitulo conclui essa parte
com a definicdo formal de nimero irracional como aquele que representa um ponto da reta
numérica que ndo corresponde a um namero racional, sendo que a representacao decimal de
um namero irracional ¢ infinita e ndo perioddica. Por fim define também o ndmero real como
todo nimero que é racional ou irracional.

Por fim, o livro propde atividades que trabalham todos os conjuntos numéricos de forma
integrada, permitindo que o estudante relacione as caracteristicas de cada conjunto numérico

estudado até entdo.

3. Telaris Essencial — Matematica — 9° ano do Ensino Fundamental (Luiz Roberto Dante
e Fernando Viana, — Atica (Grupo Somos) — PNLD 2024).

Antes de iniciar o Capitulo 1, que aborda o conjunto dos nimeros reais e, em especial,
0s nUmeros irracionais, o livro apresenta uma se¢do chamada “Ponto de Partida”, que retoma

alguns contetdos das séries anteriores. Essa retomada propde questdes relacionadas a fracdo
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geratriz de uma dizima periddica, associacdo de nimeros racionais a reta numérica, resolucdo
de expressdes com poténcias e raizes, porcentagem e uso de expressdes algébricas, entre outros.
Essa secdo inicial tem como objetivo ativar os conhecimentos prévios dos alunos, preparando-
0s para o aprofundamento que vird na sequéncia.

J& no inicio do capitulo, duas imagens sdo apresentadas para se analisar dois casos
(como mostra na Figura 20): uma plantac¢ao de eucaliptos com 10.000 m? e outra de soja com
8.500 m?, ambas em terrenos quadrados. O lado do terreno de eucaliptos pode ser facilmente
identificado como 100 metros, enquanto o do terreno de soja exige o calculo da raiz quadrada
de 8.500, niimero que ndo possui raiz exata, sendo, portanto, a medida do lado do terreno de
soja um exemplo de nimero irracional. Assim, o livro contextualizada a introdugdo ao nimero

irracional, instigando o aluno a perceber a diferenca entre os dois casos.

Na fazenda de Pedro e Giovana, podemos concluir que a medida de comprimento do lado do terreno
com a plantagéo de eucaliptos € 100 m, ja que 1002 = 10000 e que o terreno tem o formato quadrado.

Contudo, ndo parece tao facil determinar a medida de comprimento do lado do terreno com plantagao
de soja, que também tem o formato quadrado. Qual numero elevado ao quadrado resulta em 85002 Neste
capitulo, vamos aprender que esse é um niimero irracional e vamos aprender maneiras de trabalhar com ele.

4.0)075[3+4=0750u2  =L=07
4 100
alpara comegar d) -26 (-8+3 2,666... = —2,6) x
WA ESCREVANO LIVRO j
1 Quanto mede o comprimento do lado de uma horta quadrada com medida de area de 81 m??
Im(81=9x9)

2 Como vocé indicaria a medida de comprimento do lado de uma praca quadrada com medida de
areade70 m? V70 m

Todos
3 Qual é a caracteristica comum a todos os nimeros racionais? fr

et
4 Como ficam os nimeros racionais a seguir, representados na forma
3 Lige” 3

) = b) -5 -0.5 c)2
4 2 5

7”(75’5:’" 5= 26
17

Figura 21 — Problema inicial do capitulo para calculo dos lados dos terrenos
Fonte: Telaris Essencial — Matematica — 9° ano do Ensino Fundamental.
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O capitulo segue com uma breve revisdo do conjunto dos nimeros racionais, destacando
suas caracteristicas e definindo formalmente que todo nimero racional pode ser escrito como
uma fragdo entre inteiros com denominador diferente de zero. Em seguida, s&o propostas
diversas atividades envolvendo basicamente fragdes e nimeros decimais, reforcando mais ainda
0 conceito de nimeros racionais.

Na sequéncia, o livro apresenta o conjunto dos numeros irracionais, definindo-os
diretamente como nimeros cuja representacdo decimal € infinita € ndo periddica. O nimero ©
¢ introduzido na se¢do “Vocé sabia?”, na qual sua definicdo é apresentada de forma associada
a razdo entre o comprimento da circunferéncia e o didmetro, sendo seguida de uma atividade
com questdes para identificar se um ndmero é racional ou irracional e para o calculo do
comprimento da circunferéncia a partir de seu raio.

No tépico “Mais numeros irracionais”, sdo apresentados exemplos de raizes exatas e
ndo exatas de numeros racionais, incluindo fracdes e decimais, sendo, portanto, as raizes nao

exatas 0s nimeros irracionais. E introduzido o método de tentativa para a obtencdo da

aproximacdo decimal de v2. Logo apos, novamente na secio “Vocé sabia?”, hd uma breve

contextualizacao historica sobre a raiz de 2, citando os babilénios que ja haviam estimado seu

valor e os pitagdricos, que enfrentaram um verdadeiro abalo filos6fico ao reconhecer que v2
ndo poderia ser expresso como um namero racional. O livro destaca esse momento como um
divisor de aguas na histéria do pensamento matematico, e sugere que os alunos realizem uma
pesquisa complementar sobre a descoberta dos nimeros irracionais, 0 que pode enriguecer a
abordagem em sala de aula e promover o desenvolvimento da capacidade investigativa.

O capitulo encerra a parte de niumeros irracionais com uma série de atividades que
envolvem classificacdo de raizes como exatas ou ndo, a comparagdo entre nimeros racionais e
irracionais, a conversao para forma decimal e, em alguns casos, com o uso da calculadora. Por
fim, apresenta o topico “NUmeros Reais”, que integra os conjuntos numéricos estudados e
consolida a ideia de que o conjunto dos nameros reais € formado pela unido dos racionais e

irracionais.

4. Mateméatica — Ensino Médio: Conjuntos e Fun¢ao Afim (Joamir Souza—FTD —PNLD
2021)
A Unidade 1 do livro é dedicada ao estudo dos conjuntos, iniciando com a nogdo de

conjuntos e operacdes entre eles, e depois avangando para o trabalho com todos os conjuntos
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numeéricos ja estudados no Ensino Fundamental, agora com foco em aplicagdes mais
complexas, mais adequadas ao Ensino Médio.

No que se refere aos nimeros irracionais, como pode ser observado na Figura 21, o livro
inicia sua abordagem com o contexto histérico de sua descoberta, atribuindo-a aos integrantes

da Escola Pitagorica, destacando a analise feita por esses estudiosos sobre a medida da diagonal

de um quadrado de lado unitario, que resulta em /2, um nimero que n3o pode ser expresso na
forma racional. O livro relembra o Teorema de Pitagoras e apresenta um pequeno tépico
intitulado “Matematica na Historia”, no qual é contada a histéria de Pitagoras e a descoberta de

Seu teorema.

% Conjunto dos nimeros
irracionais (I)

Vimos que ha indicios de que o desenvolvimento da ideia de nimero racional
teve inicio a partir de situagoes praticas, envolvendo medigdes. Ao longo da historia
da humanidade, acreditou-se, em muitos periodos, que 0s nimeros racionais
eram suficientes para expressar diferentes situagdes observadas na natureza ou
desenvolvidas pelo ser humano

Apesar de essa crenga ter prevalecido em alguns momentos, sabemos que, por
meio da histéria, ha cerca de 2 500 anos um grupo de estudiosos na Grécia antiga
descobriu a existéncia de outro tipo de ndmero, 0 que, na época, causou uma crise
nos fundamentos da Matematica até entdo desenvolvidos.

Os responsaveis por essa descoberta foram os integrantes da chamada Escola
Pitagorica. Eles estudaram uma situacdo que ndo podia ser expressa por um

J
[
C
c
]
)<
Q ndmero racional, no caso, o valor da medida da diagonal de um quadrado de lado
¢ = B
@ unitario. Para determinar essa medida, eles utilizaram o teorema de Pitagoras.
- B
> Q :
La @@
£ O Lembre-se: de acordo com o teorema de Pitagoras, em
3 < um tridngulo retangulo qualquer, o quadrado da medida
3 g dahipotenusa é igual & soma dos quadrados das medidas
>0 i ! dos catetos.
3 Q v-t+c
L a
€
E (o' 1 9\
4 B £
2 F=14+1 -
c a4 e
! d=1+1 ;1
C d=2 3
z

Pitagoras (c. 585 a.C.-c. 500 a.C.) nasceu na ilha de Samos, na Grécia.
Em Crotona, na Italia, ele fundou a Escola Pitagdrica, um centro de estudos
de Filosofia, Matematica e Ciéncias naturais. Uma das descobertas mais
famosas creditadas a Pitagoras € o chamado teorema de Pitagoras, que
corresponde a uma relagdo entre os lados de um triangulo retangulo: o
quadrado da medida da hipotenusa & igual & soma dos quadrados das
medidas dos catetos.

» Busto de Pitdgoras ) Fonte dos dados: EVES, H Introdugdo & histéria da matemitica,
de Samos. Tradugao de Hygino H, Damingues. Campinas: Fd. da Unicamp, 2004, . 9-96,

Figura 22 — P4gina inicial do contetdo de ndmeros irracionais
Fonte: Matemética — Ensino Médio: Conjuntos e Funcéo Afim
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A seguir, é apresentado o método de tentativas para encontrar uma aproximagao decimal

da /2, propondo ao estudante, com o auxilio da calculadora, que encontre uma aproximagao
com quatro casas decimais. Essa atividade tem o objetivo de evidenciar aos alunos que a

representacdo decimal do nimero é infinita e ndo periddica. Além disso, é apresentada uma a

demonstrac&o matematica formal que prova que v/2 ndo pode ser representado como uma frag&o

irredutivel e , portanto, ndo é um namero racional.

O livro também propde um método geométrico para localizar v2 na reta real utilizando
régua e compasso. A construcédo parte de um triangulo retdngulo isésceles com catetos unitarios,
reforcando visualmente a presenca dos irracionais na reta numérica. Apds esse
desenvolvimento, a obra apresenta uma definicdo formal: nimeros que ndo podem ser
expressos como fracdes entre dois inteiros com denominador diferente de zero formam o

conjunto dos nimeros irracionais, cuja representacdo decimal ¢ infinita e ndo periodica. Como

exemplo, o livro traz o valor decimal de v/2 com 15 casas decimais.

Na sequéncia, a obra dedica um topico ao namero irracional « (pi), apresentando sua
definicdo como razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro. Sé&o
mostradas 20 casas decimais de 7, e, em seguida, é proposta uma atividade pratica na qual os
alunos devem desenhar circunferéncias com diferentes didmetros, medir os comprimentos com
régua e barbante, e calcular a razéo entre o comprimento e o didmetro, estimando aproximacgoes
de m. A proposta visa fazer com que os alunos percebam que, embora os valores variem
ligeiramente, todos se aproximam de 3,14, valor comumente usado para 7.

Por fim, no encerramento da abordagem sobre os irracionais, 0 material didatico retoma
a secdo “Matematica na Histéria”, apresentando o método de Arquimedes (Figura 22). O texto
destaca que Arquimedes foi o primeiro matematico a perceber que m era um nimero irracional.
O método utilizado por ele, conhecido como método da exaustdo, consiste em inscrever e
circunscrever poligonos regulares a uma circunferéncia; quanto maior o nimero de lados desses
poligonos, mais proximo seu perimetro estara do comprimento da circunferéncia. Essa
abordagem pode ajudar os estudantes a compreender como 0s conceitos matematicos foram
sendo desenvolvidos ao longo do tempo, valorizando o processo histérico da construcdo do

saber matematico.
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; y G s : ; . = 22
Arquimedes foi o primeiro a perceber que pi era irracional, e que seu valor nio era h
Arquimedes decidiu usar poligonos [...] para se aproximar dos circulos. Desenhou um

poligono fora do circulo e um dentro dele, e depois calculou qual era a razio entre o perime-
tro (circunferéncia) e o didmetro para ambos os poligonos. Como a forma exterior era maior e
a interior menor, ele sabia que o verdadeiro valor de pi situava-se entre as duas razdes.

BENTLEY, P. O livro dos nimeros: uma historia ilustrada da matematica.
Traducdo de Maria Luiza X. de A. Borges. Rio de Janeiro: Zahar, 2009. p. 141-142.
» Quadrado, hexagono
e decagono inscritos
e circunscritos a uma
circunferéncia.

0 método utilizado por Arquimedes para estimar o valor de © € conhecido atualmente
como método da exaustao, em que poligonos regulares sao inscritos e circunscritos a uma
circunferéncia. Quanto maior a quantidade de lados dos poligonos, mais proximos sao 0s
perimetros deles e da circunferéncia.

ILUSTRAGOES: CBOOK PRODUGOES

Figura 23 — Método da exaustdo de Arquimedes
Fonte: Matematica — Ensino Médio: Conjuntos e Fungao Afim

Na sequéncia da unidade, é trabalhado o conjunto dos nimeros reais. Por fim, o livro
propde uma atividade com questdes que exploram todos 0s conjuntos numericos de forma
integrada, com o objetivo de relacionar as caracteristicas de cada conjunto numérico estudado

na unidade.

5. Matematica e Suas Tecnologias — Ensino Médio: Fung¢des (Eduardo Chavante e
Diego Prestes — Quadrante — PNLD 2021)

Essa obra segue uma proposta semelhante ao livro anterior, abordando no Capitulo 1,
intitulado Conjuntos, as no¢des iniciais sobre conjuntos, operacdes com conjuntos e, por fim, a
apresentacdo dos conjuntos numéricos. O livro revisa brevemente os conjuntos dos nimeros
naturais, inteiros e racionais, destacando suas caracteristicas e aplicacdes praticas do cotidiano,
e encerra com o conjunto dos nUmeros reais, onde se inserem 0s nUMeros irracionais.

A introducdo ao tépico dos numeros reais é feita por meio de um pequeno contexto
historico. O texto destaca que a necessidade de considerar outros tipos de nUmeros surgiu na
época do matematico e filésofo grego Pitdgoras. Acredita-se que 0s seguidores da escola
pitagdrica perceberam que a medida da diagonal de um quadrado ndo podia ser expressa por
um namero racional. Esse problema esta relacionado a nocao de comensurabilidade entre dois
segmentos de reta e, tradicionalmente, é associado a aplicagdo do Teorema de Pitagoras ao

comparar a diagonal de um quadrado com seu lado.
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Como ilustrado na Figura 23, € mostrado o célculo da diagonal d de um quadrado de

lado 1, chegando & expressdo d = /2. Em seguida, o livro apresenta 0 método de tentativas para

obter um valor aproximado para essa raiz, destacando que sua representacdo decimal é infinita

e ndo periddica. Essa observacdo permite concluir que v2 ndo é um nimero racional. A
definicdo de numero irracional é entdo apresentada como sendo todo nimero que ndo pode ser
expresso como fracdo entre dois inteiros com denominador diferente de zero. O livro conclui
esse trecho afirmando que, ao unir o conjunto dos nimeros racionais ao dos irracionais, forma-

se 0 conjunto dos ndmeros reais.

Considere o quadrado representado ao lado, cujo comprimento do

lado mede uma unidade
Pelo teorema de Pitdgoras, temos: d '+1"=d =2 d 1
Logo, a medida d corresponde ao namero positivo que, elevado

ao quadrado, resulta em 2, ou seja, d = V2

Observe como podemos obter um valor aproximado para d

Vead =2 logo1=d=2 0147 = d =142"; logo, 1,41 = d = 1,42
4 19881 2006
o14’ = d =15 logo, 14 =d =15 0 1414° = d’ = 1415, logo, 1,414 = d = 1,415

¢ 2 2% 1999396 2002225

Continuando esse procedimento, obtemos um limitante racional inferior e um limitante
racional superior para o possivel valor de d, de modo que a diferenga entre eles se torne
cada vez menor, Esse procedimento continua indefinidamente, pois d ndo serd igual a um
dos limitantes, inferior ou superior, em nenhuma etapa

No entanto, pode-se demonstrar que V2 nio é racional. O nimero d possul uma repre
sentagdo decimal infinita e ndo peri6dica, pois, caso contrdrio, corresponderia a um ndmero
racional

- a
0s numeros que nao Sao racionals, ou seja, que nao [)()(1(‘"\ ser escritos na forma b’ em

quea €Z e b € Z correspondem a ndmeros irracionais. Ao unir o conjunto dos nameros
racionals ao dos nameros irracionais, obtemos o conjunto dos nimeros reais, denotado por R

0 conjunto de todos os numeros irracionals é o complementar de Q, considerando R con
junto universo. Assim, denotaremos esse conjunto por Q

O nimero V2 é irracional, ou seja, V2 € Q". De modo geral, pode-se demonstrar
que, para qualquerpENen&€N { 1}, 0 ndmero /p s6 pode ser natural ou irracional,
ou seja, toda raiz n-ésima ndo exata de um ndmero natural é irracional. Assim,
também sao irracionais

e V3i=173 V10 =215 e V2=119 *V12=229

Na expressdo decimal 0,01001000100001..., o primeiro digito 1 é seguido de um
digito 0, o segundo digito 1 é seguido de dols digitos O e assim por diante, com o
n-ésimo digito 1 seguido de n digitos 0. Como o ndmero de zeros sempre aumenta,
a representacdo decimal ndo é periddica; logo, esta expressdo decimal corresponde
a um nuamero irracional

Pode-se demonstrar que o nimero m, definido como a razdo das medidas do compri
mento C pelo didmetro d de uma circunferéncia, € um ndmero irracional. Se AB é um
didmetro da circunferéncia e a medida do comprimento de MN é igual a medida do com
primento dessa mesma circunferéncia, entdo AB e MN sdo segmentos incomensurdveis

d

al . ig = — == 3141592653589

24 capitulo 1 Conjuntos

Figura 24 — Célculo da diagonal do quadrado de lado 1 e exemplos de irracionais
Fonte: Mateméatica e Suas Tecnologias — Ensino Médio: Funcdes
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A sequéncia do conteudo traz exemplos de nimeros irracionais, como raizes ndo exatas,
nameros decimais ndo periddicos e o nimero 7, definido como a razéo entre o comprimento da
circunferéncia e seu diametro. No entanto, ndo sdo exploradas aplicacGes préaticas, nem ha
aprofundamento histdrico sobre o m ou os demais irracionais.

A obra apresenta a reta real, destacando que todos os nimeros reais, inclusive o0s
irracionais, podem ser localizados nela. No entanto, essa representacdo ndo é acompanhada de
recursos geomeétricos, como construcdes com régua e compasso. A unidade é concluida com o
estudo dos intervalos numéricos com a apresentacdo de alguns exercicios resolvidos, seguidos
por atividades que trabalham de forma integrada todos os conjuntos numéricos estudados, com
0 objetivo de reforcar as caracteristicas de cada um.

Ao comparar as cinco obras analisadas, nota-se que cada uma apresenta caracteristicas
especificas para o ensino dos nameros irracionais, variando no nivel de aprofundamento
conceitual, historico e interdisciplinar. "A Conquista da Matematica — 9° ano" (FTD) destaca-
se pela introducdo gradual, contextualizada e rica dos nimeros irracionais, com abordagem
visual, uso de régua e compasso, aléem da proposta de pesquisa sobre Pitdgoras, mas sem
aprofundamento significativo sobre a razdo aurea. "Matematica e Realidade — 9° ano" (Saraiva)
apresenta a abordagem mais completa e interdisciplinar, integrando Arte, Historia e Matematica
ao explorar com profundidade a razdo aurea e obras como o Partenon e os trabalhos de Da
Vinci, além de introduzir bem os irracionais com exemplos variados e recursos geométricos.
“Telaris Essencial — Matematica — 9° ano" (Atica) também valoriza a contextualizacgo,
utilizando situacdes do cotidiano (como o célculo de areas de terrenos) para introduzir os
nameros irracionais, e propde pesquisas historicas, embora apresente o contetido de forma mais
direta e com menor aprofundamento.

No Ensino Médio, "Matematica — Conjuntos e Funcdo Afim" (FTD) apresenta um
excelente equilibrio entre rigor matematico e contexto historico, com demonstracdo formal da
irracionalidade de V2, construgio geométrica na reta e atividade pratica de aproximagao de ,
sendo o Unico a tratar do método da exaustdo de Arquimedes. Ja "Matematica e Suas
Tecnologias — Funcdes" (SM Educacdo), embora apresente 0s irracionais corretamente, o faz
de forma mais breve e sem atividades investigativas ou exploracdo visual, além de ndo
apresentar aplicacbes do m nem mencionar a razdo aurea. Considerando os critérios da
dissertacdo, como contextualizacdo historica, abordagem interdisciplinar e estimulo a

investigacao, o livro "Matemética e Realidade — 9° ano" mostra-se 0 mais completo e adequado,
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sobretudo pela maneira como articula Matematica, cultura e histéria, alinhando-se aos
pressupostos da BNCC para uma aprendizagem significativa e critica.

Apesar dos avancos na abordagem dos nimeros irracionais e da presenca pontual da
razdo aurea em algumas obras, observa-se que a maioria dos livros didaticos ainda trata esses
contetdos de forma fragmentada ou superficial, limitando-se muitas vezes a definicbes e
exemplos numéricos, sem explorar de maneira mais aprofundada os contextos histéricos, as
conexdes interdisciplinares ou as possibilidades de investigacdo pratica. Diante disso, a
proposta da sequéncia didatica, apresentada no proximo capitulo, tem como objetivo
complementar essas lacunas, oferecendo uma abordagem que usa a Historia da Matematica e
investigacdo, visando tornar a aprendizagem dos numeros irracionais, especialmente da razéo

aurea, mais significativa, contextualizada e coerente com os principios da BNCC.
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UMA SEQUENCIA DIDATICA: NUMEROS IRRACIONAIS E
A RAZAO AUREA

A sequéncia didatica desenvolvida foi elaborada com o intuito de ser aplicada tanto em
turmas do 9° ano do Ensino Fundamental quanto em turmas do Ensino Médio, embora nao tenha
sido implementada neste trabalho. A proposta tem o objetivo de promover a compreensao dos
nameros irracionais e da razao aurea a partir de uma abordagem que integra aspectos historicos,
matematicos e estéticos. Para desenvolver a sequéncia didatica, sdo utilizados uma apresentacao
com 15 slides, uma atividade impressa com duas paginas que seria entregue aos alunos, e um
questionario final de uma pagina que avaliaria a sequéncia didatica. O material completo
encontra-se, respectivamente, nos Apéndices A, B e C deste trabalho. Com duracdo de duas
horas-aula, o objetivo geral da sequéncia é compreender a historia da razdo aurea a partir da
descoberta dos numeros irracionais, e entender por que ela é considerada um nimero importante
para a Matematica. Entre os objetivos especificos estdo: entender o conceito de numero
irracional a partir de exemplos praticos e historicos; associar a razdo aurea com a sequéncia de
Fibonacci; reconhecer a presenca da razdo aurea em diferentes contextos, como na natureza, na
arte e na arquitetura; e relacionar a estética com a Matematica por meio da percepcao da beleza
baseada na proporc¢do aurea.

No primeiro momento, os alunos seriam convidados a resolver um problema

introdutério envolvendo a raiz quadrada de 2, comparando um quadrado de area de 9 cm?, cujo

lado é 3 cm, com um quadrado de &rea de 2 cm?, cujo lado corresponde a /2 cm, como mostra
a Figura 25. Os quadrados seriam desenhados no quadro. Considerando as possiveis lacunas de
aprendizagem, caso fosse necessario, poderia ser realizada uma breve revisdo do conceito da
area de um quadrado, reforcando a relacdo entre a area e a medida do lado, para garantir a
compreensdo dos alunos sobre 0s outros conceitos que seriam abordados na sequéncia. Espera-
se, inicialmente, que os alunos compreendam de forma intuitiva que o lado do quadrado de area

2 cm? € um nimero decimal, ou seja, ndo inteiro, mesmo que ainda ndo consigam determinar
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quais algarismos aparecem ap0s a virgula. Essa atividade serviria como introducéo ao conceito
de ndmeros irracionais.

Se uma regido quadrada tem area E,seaareadeumaregido quadrada
de 9 cm?, cada um de seus lados mede é de 2 cm? qual é a medida de compri-
3 cm. Veja: mento, em centimetros, de cada lado?

X a
[ L] [ET []
a| 2am |a
x=9 ol
x 9cm? X x=J9 a
=3 ;=2
ol o a=+2
X a=7

Figura 25 — Calculo da area de um quadrado de area 2 cm?
Fonte: Do Autor

No segundo momento, os alunos utilizariam calculadoras para obter aproximacdes da
raiz quadrada de 2, sempre aumentando o numero de casas decimais, observando que o
resultado apresenta uma sequéncia infinita e ndo periddica de casas decimais, caracteristica

fundamental dos nimeros irracionais, processo que ¢ mostrado na Figura 26.

Vamos obter arepresentacao decimal do nimero /2 fazendo aproximacdes
sucessivas:

/ 12 = 1(menor do que 2)
=7
"

o V2 estaentre1e?2
22 = 4 (malor do que 2)

/ (1,4)* = 1,96 (menor do que 2)
J2 =? J2 estaentre14e15

\ (1,5)2 = 2,25 (maior do que 2) '§

/ (1,41)2 = 1,9881(menor doque 2)
JI =7

_q P, J2 estaentre141e142
(1,42)2 = 2,0164 (maior do que 2)

/ (1,414)2 = 1999396 (menor do que 2) \
J2 =2

i N 7 J2 estaentre 1,414 e 1,41
(1.415) = 2,002225 (maior do que 2)

Figura 26 — Célculo da aproximago da /2 usando a calculadora
Fonte: Do Autor
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Em seguida, seria apresentado um slide com outros exemplos de nimeros irracionais

que sdo raizes quadradas ndo exatas, como V3, v/7 e V30, reforcando a ideia de que esses
ndmeros ndo possuem raizes exatas. O contexto histérico da descoberta dos nimeros irracionais
seria discutido, destacando as contribuicdes dos babil6nios e dos pitagdricos, além da narrativa
de Hipaso de Metaponto, que, segundo a histdria, foi punido por revelar a existéncia dos
nameros irracionais. Em outro slide, seriam apresentados trés nimeros irracionais importantes
da Matematica: o nimero 7 (pi), o nimero € (Euler) e o nimero ¢ (phi), com algumas de suas
casas decimais, comentando brevemente suas origens e importancia.

No terceiro momento, propde-se aos alunos a resolucdo do famoso problema dos
coelhos que da origem a sequéncia de Fibonacci: dado um par de coelhos colocado em um
espaco fechado, e considerando que, a cada més, cada par fértil gera um novo par, sendo que
0s coelhos se tornam férteis a partir do segundo més de vida, quantos pares existiriam ao final
de um ano? Logo depois, projeta-se um slide com a solucdo do problema, apresentando a
sequéncia de Fibonacci e contextualizando sua origem e relevancia. Os alunos seriam
convidados a dividir nimeros consecutivos da sequéncia para observar que 0 quociente entre
um nimero da sequéncia e seu antecessor se aproxima de um valor constante, aproximadamente
1,618, o valor correspondente a razdo aurea (¢). Espera-se que o0s alunos percebam que o
namero obtido corresponde ao nimero ¢ apresentado anteriormente. Nesse momento, introduz-
se 0 numero de ouro, destacando que ele recebe esse nome, entre outros motivos, por aparecer
em padrdes da natureza.

No quarto momento, cada aluno receberia uma folha com dez imagens, das quais cinco
apresentariam a propor¢do aurea. Os alunos deveriam escolher, entre cada par de imagens,
aquelas que eles consideravam mais belas, promovendo uma reflexao intuitiva sobre a relacao
entre matematica e beleza, sem saber previamente quais imagens continham a proporc¢éo aurea.
Essa atividade foi inspirada no método de comparacdes por pares, conforme descrito por Mario
Livio (2006, p. 207), ao relatar um estudo conduzido pelo psicélogo britanico Chris McManus.
Nesse estudo, McManus utilizou a técnica de comparacéo de retangulos dois a dois para avaliar
se aqueles com proporc6es aureas eram percebidos como mais agradaveis esteticamente. Essa
abordagem metodoldgica é considerada mais confiavel do que classificacdes diretas, pois ha
evidéncias de que os julgamentos estéticos sdo, na maioria das vezes, feitos por meio de

comparag(”)es entre pares sucessivos.
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No quinto momento, seriam apresentados slides que mostrariam o retangulo &ureo,
formado por quadrados cujos lados correspondem aos nimeros da sequéncia de Fibonacci, e a
espiral &urea, construida dentro desse retangulo. Essa apresentacdo visual permitiria que 0s
alunos compreendessem como a sequéncia de Fibonacci, 0 nimero de ouro e as formas
geométricas estdo relacionadas.

No sexto momento, seria contada a histéria do nimero &ureo, enfatizando o por que
matematicos o considerarem divino ou especial. Em seguida, seria discutido se a maior parte
das imagens escolhidas pelos alunos no momento anterior realmente possuia a proporcéo aurea.
Para enriquecer essa analise, seriam utilizados slides que ilustram precisamente onde a razéo
aurea aparece nas imagens avaliadas, incentivando uma reflexdo critica sobre a relacéo entre
Matematica, estética e percep¢cdo humana da beleza.

A sequéncia seria concluida com uma conversa, na qual os alunos poderiam expressar
suas impressoes e reflexdes sobre o contetudo abordado. O dialogo giraria em torno da questéo:
“A beleza pode ser medida matematicamente?”, permitindo que os alunos analisassem
criticamente a ideia da razéo aurea como um padrdo universal de beleza. Esse momento teria
como objetivo consolidar os conhecimentos e estimular o pensamento critico e filosofico sobre
0 papel da Matematica na compreensao e representacdo do mundo. Além disso, seria aplicado
um questionario final, elaborado com o intuito de avaliar a compreensdo dos conceitos

trabalhados e a percepc¢édo dos alunos sobre a relevancia do tema.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Como professor de Matematica o que me motivou a produzir esse trabalho foi a
preocupacao de ensinar Matematica de uma forma mais significativa e interessante para os
meus alunos, indo além das férmulas e calculos. Para isso escolhi tentar abordar e estudar a
proporcao aurea, gque talvez seja um assunto pouco explorado no ensino basico, mas que pode
ser trabalhado dentro de varios contetidos da Matematica. O estudo do “nimero de ouro” ou do
“niimero aureo”, como também é conhecido a proporgdo aurea, é o foco desse trabalho, que
também tem como base a abordagem dos nameros irracionais. Dentro das tendéncias em
educacdo Matematica a que eu considerei mais apropriada para ter como base para 0 meu estudo
e producdo desse trabalho foi a historia da Matematica, ja que os estudos desenvolvidos sobre
0 numero de ouro por varios matematicos ao longo da historia influenciaram o estudo de outros
assuntos dentro da Matematica e o contexto historico ajuda a entender todo esse processo € o
porqué da importancia desse nimero. A descoberta da existéncia dos nimeros irracionais teve
um grande impacto no desenvolvimento da Matematica ja que se acreditava na existéncia
apenas dos conjuntos de nameros até entdo conhecidos e ndo se imaginava existir nimeros que
ndo poderiam ser escritos na forma de fragéo.

No processo de analise dos livros didaticos selecionados, foi possivel perceber que cada
obra traz diferentes abordagens sobre os nimeros irracionais e, em alguns casos, sobre a razéo
aurea. Observou-se que alguns livros priorizam o aspecto formal e algébrico, destacando
definicdes, propriedades e demonstragdes, enquanto outros procuram inserir contextos
historicos e aplicacdes em situacdes reais. Essa diversidade de perspectivas evidenciou a
importancia de uma abordagem equilibrada, em que a formalizacdo matematica seja
acompanhada de referéncias histdricas e de aplicacfes praticas. Nesse sentido, a insercdo da
historia da Matematica mostrou-se ndo apenas um recurso didatico, mas também uma ponte
entre a abstracdo e a realidade dos alunos, justificando sua escolha como base deste trabalho.

Como consequéncia desse estudo, desenvolvi uma sequéncia didatica, na qual apresento

0 conceito e o contexto historico da descoberta dos nimeros irracionais, e sua importancia,
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destacando o nimero de ouro, mostrando como ele intrigou 0os matematicos ao longo dos
tempos e por que é considerado um namero tdo especial. Visando uma possivel aplicacdo da
sequéncia didatica, espera-se que os alunos demonstrem interesse e curiosidade diante da
abordagem histérica e das conexdes entre a Matematica e fenémenos da natureza. Entretanto,
é provavel que surjam desafios, como a necessidade de adaptar a linguagem e os exemplos para
tornar os contelidos mais acessiveis. Em trabalhos futuros, algumas estratégias poderdo ser
ajustadas a fim de facilitar ainda mais a compreenséo dos alunos.

Apesar do titulo do trabalho ser: Divino ou criado pelo homem? Dos nudmeros
irracionais a razdo aurea no ensino, ele ndo tem o objetivo de responder qual das duas
perspectivas € a correta para se considerar a razdo aurea, mas sim mostrar através de uma
abordagem histérica como o homem tem a necessidade de usar a ciéncia, nesse caso a
Matematica, para descrever ou explicar os fendmenos naturais que nos cercam. E muito
confortante descrever a natureza através de simetrias, raz6es e medidas unificadas. 1sso nos da
uma sensacdo de controle, e faz parecer que o mundo a nossa volta pode ser melhor
compreendido. Em contrapartida, por exemplo, se vocé quer medir e analisar uma estrutura
complexa como o corpo humano ou grandes obras da arquitetura, terd rapidamente na méo uma
grande abundancia de medidas para trabalhar. Se vocé tiver paciéncia suficiente para fazer
malabarismos com esses nameros, certamente obtera muitos valores que coincidem com
importantes nimeros das ciéncias. Como vocé ndo esta limitado por nenhuma regra, € muito
facil encontrar medidas e proporcdes que se encaixem com algo que vocé procura, como a razéo
aurea. Discutir essas ideias com os alunos foi um dos objetivos desse trabalho.

Como proposta de continuidade ou aprofundamento deste trabalho, sugiro o estudo de
outros nimeros irracionais relevantes, como o z (pi) € 0 e de Euler, também sob uma perspectiva
historica. Além disso, é possivel abordar, historicamente, os triangulos e a trigonometria,
analisando sua evolucdo desde a antiguidade, sua relacdo com a geometria classica e sua
aplicacdo em diversas civilizagbes, como as do Egito e da Grécia. Essas tematicas ampliam a
compreensdo dos alunos sobre a construcdo do conhecimento matematico e revelam como
diferentes culturas contribuiram para o desenvolvimento da Matematica. Assim, reforca-se o

papel da Historia da Matematica como uma estratégia pedagogica importante.
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APENDICE

APENDICE A - SLIDE UTILIZADO NA SEQUENCIA DIDATICA

NUMEROS IRRACIONAIS E A RAZAO AUREA: AAA
A BELEZA PODE SER MEDIDA
MATEMATICAMENTE?

PROFESSOR: HUDSON GONCGALVES SANTOS

\3 Vocé sabia?
Os babilénios ja haviam calculado o valor de +/2 como
1,4142129 (com erro a partir da sexta casa) e nem se

Assim como V2,

Ned , . . todas as outras raizes quadradas
preocuparamse v 2 eraum numero racional ou nao.

g ; (s o £is a Jmer rais sd
Ja para os pitagéricos (discipulos do matematico e ndo exatas de niimeros naturais sdo

exemplos de ntimeros irracionais.

V3.J7.4/30,495 . V120

e outras sao numeros

filésofo grego Pitagoras; 582 a.C.-497 a.C.), a descoberta

de que /2 néo era racional, mas um nimero dado por
uma cadeia infinita de casas decimais sem nenhum
padréo(y2 = 1,414213562..) causou uma grande crise
de natureza filosoéfica e religiosa, pois, até entao, para
eles, “tudo era numero", subentendendo niimero como
numero racional.

irracionais.



NUMERQS IRRACIONAIS IMPORTANTES DA
MATEMATICA

e =2,7182818284509...
7T =3,141592656589...
© =1,618033988749...

Dado um par de coelhos colocado em um espaco
fechado, e considerando que a cada més cada par
fértil gera um novo par, sendo que os coelhos se
tornam férteis a partir do segundo més de vida,
quantos pares existirao ao final de um ano?
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SEQUENCIA DE FIBONACCI

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55 ...
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RETANGULO DE OURO

ESPIRAL DE OURO
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612.01 / 377.9

1. 619500%
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A BELEZA PODE SER MEDIDA MATEMATICAMENTE?
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APENDICE B - ATIVIDADE IMPRESSA UTILIZADA NA SEQUENCIA DIDATICA

Escola:

Turma: Modalidad: Turno: A
Disciplina: Professor (a): A A
Estudante: Data: /____ 12025 PROFMAT

‘J =i
j“.llhl l.

Coliseu de Roma

Monalisa(Leonardo daVinci) Moga com Brinco de Pérola(Johannes Vermeer)

Piramide de Gizé (Egito)

Stonehenge(Salisbury, Inglaterra)




Via Lactea (Formada por bilhdes de estrelas)

Nautilo(Espécie de molusco)

Planeta Terra visto do espago

Espécie de Peixe
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APENDICE C - QUESTIONARIO FINAL

Questionario de Avaliacao da Sequéncia Didatica

Um niimero irracional é:

a) Um nimero inteiro.

b) Um mimero que possui infinitas casas decimais nao periddicas.
¢) Um numero que pode ser escrito como fragao.

d) Um mimero natural maior que zero.

A raiz quadrada de 2 (v2) é um exemplo de nimero irracional porque:
a) Nao possui raiz quadrada exata.

b) E um niimero negativo.

¢) E muiltiplo de 2.

d) Pode ser escrito como uma fragio simples.

A sequéncia de Fibonacci é formada pela seguinte regra:
a) Cada termo é o dobro do anterior.

b) Cada termo é a soma dos dois anteriores.

¢) Cada termo é sempre par.

d) Cada termo ¢ igual ao quadrado do anterior.

A razio entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci tende a se
aproximar de:

a) 2

b) 3,14

c) 1,618

d) 10

A proporgio aurea () pode ser encontrada em:

a) Apenas em calculos matematicos abstratos.

b) Somente em construgdes arquitetonicas.

¢) Na natureza, na arte, na arquitetura e em outras dreas.
d) Apenas em obras da Grécia Antiga.

O que mais chamou sua atengio na sequéncia de aulas sobre os numeros
irracionais e a razio durea?

Vocé acha que a beleza pode ser medida matematicamente? Justifique sua
resposta.

Em sua opinido, qual a importancia de estudar a relagio entre Matematica,
natureza e arte?
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