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Resumo

Abreu, Lucas Souza de. O ENSINO DE TRIGONOMETRIA: Uma
proposta para o Ensino Médio com o uso do GeoGebra. Goiania,
2025. 133p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.
O ensino de trigonometria é de grande importancia para potencializar o desenvolvi-
mento cognitivo dos alunos, e faz-se cada vez mais necessario buscarmos alternativas
com a intenc¢ao de dirimir duvidas e aumentar & compreensao dos conceitos trigono-
métricos pelos estudantes, os quais sao extremamente valiosos na sociedade. Faz-se
necessario a utilizacao de recursos computacionais no ensino da Matemética na edu-
cacao béasica. Tal fato deve-se a necessidade de adaptar as praticas educacionais as
demandas da sociedade contemporanea. Dai a necessidade de aproveitar as opor-
tunidades oferecidas pela tecnologia para potencializar o aprendizado dos alunos.
De forma geral, observa-se que os alunos tém tido contato cada vez mais precoce
com os meios digitais e ambientes interativos. Nesse contexto, discutir e inserir essas
tecnologias no ambiente escolar torna-se fundamental, uma vez que tais recursos sao
naturalmente atraentes para o publico jovem e podem contribuir de forma signifi-
cativa para o processo de aprendizagem. Este trabalho tem como objetivo apresen-
tar uma pesquisa aplicada sobre os conceitos de trigonometria de forma dinamica,
de modo que essa area da matemética possa ser ensinada aos alunos por meio de
aplicativos de matematica dinamica e sequéncias didéticas. Para isso, o aplicativo
adotado neste estudo é o GeoGebra, que oferece amplas possibilidades pedagogicas,
proporcionando uma organizacao eficiente em sua plataforma online. Este trabalho é
organizado em sua estrutura principal por meio de sequéncias didaticas, que devem
ser desenvolvidas com o auxilio do GeoGebra. As sequéncias didaticas proporcionam

uma melhor organizacao na escrita do trabalho de forma orientada e coerente.

Palavras—chave

Trigonometria, GeoGebra, Geometria dinamica.



Abstract

Abreu, Lucas Souza de. THE TEACHING OF TRIGONOMETRY: A
work proposal for High School education using GeoGebra.. Goiania,
2025. 133p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

The teaching of trigonometry is highly significant for enhancing the cognitive
development of students, and it is necessary to seek alternatives with the aim
to clarify doubts and improve the comprehension of trigonometric concepts by
the students, that are extremely valuable in society. It is Necessary to utilize
computation tools in the teaching of mathematics in basic education, and adapt the
educational practices in response to the demands of contemporary society. Thus,
the necessity take advantage of the opportunities offered by the technology for
enhancing the learning of students. In general, it is observed that the students have
had progressively earlier contact with digital media and interactive environments.
In this contexto, it is became essential to discuss and incorporate this technologies
in the school environmental, given that such resources are naturally attractive for
the young audience, and can contribute of meaning way for the learning process.
The objective of this study is to present an applied research on the concepts of
trigonometry in a dynamic way, so that this branch of mathematics can be taught
for the students through dynamic mathematics applications and didactic sequences.
For this purpose, the application implemented in this study is GeoGebra, that
provides extensive pedagogical possibilities, providing a well-structured organization
on its online platform. This work is organized in its main structure through
didactics sequences with should be developed with the support of GeoGebra. These
instructions sequences offer better organization in the writing of the work, in a

structured and coherent way.

Keywords

Trigonometry, GeoGebra, Dynamic geometry.
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Introducao

Atualmente compreender e entender as relagdes trigonométricas é de ex-
trema importancia no campo teodrico e pratico da matemética, sendo que seu con-
texto nasce da necessidade de estudos baseados em astronomia e navegagao dos
povos Babilénicos cerca de 1900 a.C — 1600 a.C. Como todos os conhecimen-
tos que podem ser adquiridos, o ensino de trigonometria é uma forte linha que
contribui para o desenvolvimento do pensamento logico e ha uma necessidade
de inserirmos metodologias para a construcao desses significados. De acordo com
[Carvalho e Penteado 2021], a inser¢ao de métodos inovadores, baseados em tecno-
logias, cria oportunidades de contribuicao significativa para o aprendizado. Dessa
maneira, ensinar trigonometria com aparatos tecnolégico, influéncia a ampliacao
desses conceitos para extrapolar além da sala de aula.

Em seu livro [Boyer 1974| e seu artigo [Costa 2003], sao debatidos de ma-
neira geral a origem das ideias trigonométricas. No entanto, nao ha uma precisao
concisa sobre seu surgimento. Fica evidente que as civilizagoes antigas, ja apresenta-
vam compreensao pratica de conceitos que usamos atualmente, como por exemplo,
as ternas pitagoricas e a base sexagesimal na “T'abua Plimpton 322", desenvolvidos
pelos babilonicos e que sao de grande importancia para medicao de angulos e tempo.

Com o passar dos tempos, e em todas as literaturas aqui abordadas verificou-
se que os conceitos de trigonométricos foram influenciados historicamente. E possivel
destacar alguns importantes como, Eratostenes (276-195 a.C.), Hiparco de Niceia
(190-120 a.C.), Ptolomeu (90-168 d.C.) e Johann Miiller (1436-1476 d.C.). Dentre
eles podemos destacar Hiparco e Ptolomeu. Seus estudos baseados respectivamente
em “tabela de cordas — primeiras ideias dos senos” e uso da trigonometria para
motivar os estudos de movimento de astros.

De maneira fatual, [Boyer 1974] e [Costa 2003| apontam em seus estudos
que o periodo Grego, é de grande contribuicao para a historia e desenvolvimento dos
conceitos trigonométricos. Nao deixando de observar que esses estudos sao influen-
ciados pelos povos babilénicos e egipcios. Segundo eles, a geometria e trigonometria
pratica exercida por esses povos, corrobora para a maior rigorosidade e construcao

pelos Gregos.
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Segundo |Boyer 1974], Ptolomeu escreveu sua obra “Almagest” (Nomeado
por estudiosos drabes mais tarde), onde apontou em seu estudo a terra no centro do
universo e os demais planetas, sol e estrelas girando em torno dela. No entanto, o mais
importante aqui é o estudo de tabela de cordas, iniciado por Hiparco e aperfeicoado
por Ptolomeu. Na obra, Ptolomeu apresenta os senos de 0° a 90°, dividindo cordas
em comprimentos sexagesimais e segundo as literaturas, versava em calcular angulos
entre estrelas, distancias entre planetas e fazer previsoes de astronomia.

Durante minha experiéncia pedagogica, observei que alunos do Ensino Ba-
sico tém dificuldades em aprender trigonometria. Para tornar o ensino mais simples
e dindmico, estruturei o trabalho com o uso de TICDs (Tecnologias da Informagao
e Comunicagao Digitais), utilizando aplicativos de geometria dinamica'. Segundo
[Silva, Sousa e Carvalho 2022|, o uso de computadores e programas digitais facilita
a interacao dos estudantes com representacoes geométricas virtuais, promovendo
melhor assimilagao dos conceitos matematicos.

O aplicativo utilizado neste estudo foi o GeoGebra, nele encontram-se
recursos pedagogicos variados e permitem a organizacao de sua plataforma conforme
as necessidades dos conceitos envolvidos. O GeoGebra é um software livre disponivel
para computadores, tablets e celulares, funcionando tanto off-line quanto on-line
[Hohenwarter e Fuchs 2005|. Assim, a abordagem do aplicativo motiva a insergao
das regras de geometria bésica, oportunizando a efetividade e o desenvolvimento
dessa pesquisa.

Em [Brasil 2018|, a Competéncia Geral 5 aponta a importéancia de incentivar
diferentes conjecturas e estratégias, incluindo o uso de tecnologias, pois esses recursos
ampliam as formas de validacao dos conhecimentos matematicos.

Outro ponto que motiva nosso estudo, refere-se a transformagao do com-
portamento da sociedade em geral, principalmente dos mais novos. E possivel notar
no contexto em que estamos inseridos, cada vez mais criancas tendo contato precoce
com os meios digitais desde os primeiros anos de vida, e mudar o foco para inserir
recursos digitais no planejamento pedagogico se apresentam com uma necessidade
educacional. Para [Kenski 2012], a presenca constante das tecnologias no cotidiano
impoe & educagao a necessidade de reformular metodologias, considerando os novos
modos de aprender e interagir que emerge na cultura digital.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos: o Capitulo 1 discute a

importancia das tecnologias na educagao e apresenta o GeoGebra, com o objetivo

LGeometria Dinamica esta alinhada & concepgio construcionista de [Papert 1980], que defende
a aprendizagem por meio da experimentacao e manipulagdo de objetos digitais, como acontece
em softwares de geometria dindmica. Essa perspectiva busca tornar o ensino da matemaética mais
ativo, investigativo e significativo, favorecendo a construgao do conhecimento pelo aluno.
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de discutir e inserir essas tecnologias no ambiente escolar, uma vez que tais recursos
sao naturalmente atraentes para o publico jovem e podem contribuir de forma
significativa para o processo de ensino/aprendizagem; o Capitulo 2 traz o contexto
tedrico da trigonometria, delimitados por conceitos dos mais basicos como medicao
de angulos, definicao de angulos, conceitos primitivos como ponto, reta e plano,
segmento de reta, semirreta, classificacao de angulos, e entre outras, aos mais
complexos como, fungoes trigonométricas, lei dos senos, lei dos cossenos e etc; o
Capitulo 3 detalha as sequéncias didaticas, que estao organizadas de forma a mostrar
os conceitos sendo construidos progressivamente, com a apresentacao das estruturas
trigonomeétricas/geométricas para sua criagdo e exibi¢do no processo de ensino; e
o Capitulo 4 propoe discussoes e possiveis aplicagoes do material desenvolvido
objetivando o desenvolvimento de habilidades importantes, como resolucao de

problemas, pensamento critico e investigacao matematica.



CAPITULO 1

Ideias iniciais e as tecnologias na educacao

Neste capitulo, discutiremos, de forma geral, a proposta do trabalho,
abordando sua fundamentacao no contexto educacional amplo, destacando pontos
relevantes sobre o uso da tecnologia no ensino de Matematica e consideragoes

relevantes sobre o GeoGebral.

1.1 Ideias Iniciais

Os avancos tecnologicos em suas diversificadas vertentes, vem promovendo
grandes melhorias em tudo que sao implementados. Na educagao, nao é e, nao sera
diferente. A insercao dos meios digitais, historicamente vem ganhando territorio e
cada vez mais é notério como essas contribui¢gdes vem crescendo e proporcionando
uma visao que acompanha o desenvolvimento da sociedade. Segundo [Moran 2007|,
[Valente 2011| e [Papert 1980], as metodologias baseadas em uso de tecnologias,
devem ir de encontro a necessidade e transformacao social ascendente.

Como aponta, [Valente 2011] e [Moran 2007|, desde pequenos os jovens da
atualidade, apresentam contato precoce com as novas tecnologias, e ainda aponta
que isso pode ocorrer muito mesmo antes de entrar na escola. Diante dessa mudanca
que vem sendo apresentada pela sociedade, inserir e promover o uso consciente
pelos jovens podem desenvolver papel crucial de facilitador do processo de ensino
aprendizagem e forca motriz para motivar cada vez mais essa geragao que tem seu
berco na sociedade da tecnologia.

Por outro viés, a Matemaética é frequentemente vista como uma disciplina
de elevada complexidade, apresentando diversas lacunas no processo de ensino-

aprendizagem na educagao basica. De acordo com o relatério do PISA? |Brasil. 2023],

LGeoGebra é um software dindmico de matemaética para todos os niveis de educacio que retine
geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calculos em uma tnica plataforma.

2 Programme for International Student Assessment é uma avaliacdo internacional, realizada a
cada trés anos pela OCDE (Organizagao para a Cooperagao e Desenvolvimento Econoémico), que
avalia as competéncias e conhecimentos de estudantes de 15 anos em leitura, matematica e ciéncias.
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73% dos alunos brasileiros ndo alcancaram o nivel basico de proficiéncia em Mate-
maética. Os niveis de desempenho, conforme apresentados na Figura 1.1 e 1.2 e
nos documentos oficiais, variam do Nivel 1 ao Nivel 6. Esses dados sao corrobora-
dos também pelo relatério do SAEB (Sistema de Avaliagdo da Educagao Basica)
[Brasil. 2024], reforgando a necessidade de melhorias significativas na abordagem
pedagodgica da disciplina.

Considerando a necessidade de aprimorar o ensino e os resultados em
Matematica, recomenda-se a introducao gradual de ferramentas digitais no ambiente
escolar, a fim de promover impactos positivos de curto, médio e longo prazo na
educagao fundamental. Essa perspectiva esté alinhada a propostas de uso pedagogico
das Tecnologias Digitais de Informagcao e Comunicagao (TICDs), conforme defendido

por autores como [Valente 2011] e [Moran 2007].

Alunos de baixo desempenho Alunos de alto desempenho
(pontuagéo abaixo do Nivel 2) (pontuag&o no Nivel 5 ou superior)
Brasil |
Matematica
Média OCDE
Brasil
Leitura ’
Média OCDE
Brasil I
Ciéncias
Média OCDE | 7]
| 1 I 1
0% 25% 50% 75% 100%

Figura 1.1: Desempenho dos estudantes brasileiros. Fonte: OCDE, Banco de dados do Pisa 2022.
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Figura 1.2: Fonte de dados: OCDE (2023) - Desempenho médio de menias e meninos de 15 anos
em matemaética - disponivel em:

https://ourworldindata.org/grapher/
pisa-mean-performance-on-the-mathematics-scale-by-sex?time=latest&
country=BRATUSA~JPN"ROU“KAZ~FRA.
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A incorporagao de plataformas e ferramentas digitais tem se mostrado uma
estratégia eficaz para potencializar a comunicagao pedagogica e enfrentar desafios
no processo de ensino-aprendizagem. Diversas pesquisas nacionais e internacionais
destacam a relevancia de introduzir tais tecnologias no ambiente escolar desde os

primeiros anos, como forma de alinhar a educacao as demandas contemporaneas

[UNESCO 2019] e [Valente 2011].

1.2 As tecnologias na educacao

A crescente presenca de tecnologias digitais no ensino béasico tem gerado
impactos significativos na forma como se ensina e aprende. O computador, enquanto
ferramenta pedagogica, destaca-se por seu potencial em ampliar o engajamento
dos estudantes e tornar o processo de aprendizagem mais dindmico e eficaz como
apontam [Valente 2011]| e [Moran 2007].

Essa constante transformacao ocasionada pelas tecnologias, bem como
sua repercussao na forma como as pessoas se comunicam, impacta
diretamente no funcionamento da sociedade e, portanto, no mundo
do trabalho. A dinamicidade e a fluidez das relagoes sociais — seja
em nivel interpessoal, seja em nivel planetario — tém impactos na
formacao das novas geracoes. E preciso garantir aos jovens aprendizagens
para atuar em uma sociedade em constante mudanga, preparéa-los para
profissdes que ainda nao existem, para usar tecnologias que ainda nao
foram inventadas e para resolver problemas que ainda nao conhecemos.
Certamente, grande parte das futuras profissdes envolvera, direta ou
indiretamente, computacao e tecnologias digitais. [Brasil 2018](p. 473).

De forma efetiva, é possivel observar que as tecnologias contribuem para
promover um processo de aprendizagem dindmico, personalizado e eficiente. Como os
Parametros Curriculares Nacionais [Brasil. 1997] apontam, as novas tecnologias tém
grande importancia no desenvolvimento corrente de competéncias, e para os autores
[Moran 2007] e [Belloni 2009], reforcar a necessidade de integrar essas inovagoes de
forma critica e pedagdgica para o bom desenvolvimento do ensino aprendizagem.

A integracao do computador como ferramenta pedagogica na educacao
basica fundamenta-se na teoria construtivista, que destaca a importancia do aluno
na construgao ativa do seu conhecimento. A interatividade oferecida pelos recursos
digitais possibilita a explora¢ao auténoma e a construcao de significados, alinhando-
se a abordagens pedagogicas que valorizam o protagonismo do estudante no processo
de aprendizagem [Piaget 1976]; [Papert 1980].

O desenvolvimento na vertente piagetiana é um processo conduzido
por meio das assimilagOes, acomodagoes e equilibragoes, agoes cada
vez mais complexas e elaboradas. O processo chamado por Piaget de
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assimilacao se da quando o individuo organiza e estrutura as experiéncias
em um sistema de relacbes para terem algum significado, havendo
assim uma incorporacdo pelo sujeito, trazendo novos aprendizados. Ao
mesmo tempo em que o individuo adquire novos aprendizados as antigas
estruturas do pensamento sao modificadas e a esse processo se da o
nome de acomodacao. A equilibracao é um processo de auto regulacgao
que o sujeito deve manter entre suas necessidades de sobrevivéncia e as
dificuldades impostas pelo meio, sendo possivel a partir dos processos de
acomodagao e assimilagdo. (MARINHO, 2016, p. 21).

As vastas possibilidades de inserir os recursos digitais na educagao, propor-
cionam a selecao e cumprimento eficiente das demandas impostas pelos documen-
tos regulamentares oficiais. Diante de todos os aparatos/ferramentas tecnologicas
em consonancia com o modelo tradicional de ensino, verbal e escrito, a implemen-
tacao das TICDs propoe grandes desafios aos professores e apontam para o que
[Silva, Sousa e Carvalho 2022|(p. 20) afirma, proporciona suporte personalizado e
melhora a visao pedagogica no contexto educacional.

A avaliagao do impacto do uso de computadores no aprendizado e na
motivagao dos alunos requer a anélise do desempenho académico, o feedback dos
professores e a observagao das atitudes e comportamentos dos estudantes em sala de
aula. Segundo [Valente 2011] e [Moran 2007| esse impacto se reflete na capacidade
ampliada dos alunos compreender, utilizar e aprimorar ferramentas digitais de forma
critica, consciente e responsével.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao
e comunicagdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas
diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar,

acessar e disseminar informagoes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e

coletiva. [Brasil 2018|(p. 9).

De modo geral, a incorporagao do computador como ferramenta pedagogica
no ensino fundamental configura-se como uma area promissora para investigacao
e pratica educativa, capaz de transformar o contexto escolar. Para [Moran 2007] e
[Valente 2011| ao explorar as inter-relagoes entre tecnologia, motivagao e aprendiza-
gem, torna-se possivel desenvolver estratégias voltadas para a criagao de ambientes
educacionais que atendam as demandas dos estudantes contemporaneos.

E imprescindivel reconhecer que as tecnologias educacionais trazem desafios
significativos, tais como assegurar a acessibilidade universal, administrar o grande
volume de informagoes digitais e desenvolver competéncias essenciais como o pen-
samento critico e a resolugao de problemas em um contexto digital em constante
evolucao [Valente 2011|; [Moran 2007].

Segundo [Tezani 2009], a escola é um ambiente educativo que amplia a

aprendizagem humana e incentiva a construcao de conhecimentos, reconhecendo
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diferentes agentes e perspectivas no curriculo escolar. Diante disso, é necessario
incluir as TICDs para fortalecer o desenvolvimento dos conceitos matematicos.

A insercao na sociedade da informacao exige que o profissional da educacao
esteja em constante atualizacao para aprimorar sua pratica pedagogica. O professor
assume um duplo papel: como aprendiz, que inova e se adapta, e como mediador,

articulando a tecnologia aos conceitos matemaéticos para facilitar a compreensao dos
alunos [Moran 2007]; [Tardif 2002].

1.3 O GeoGebra como ferramenta educacional

O GeoGebra, no que diz respeito as suas intencionalidades pedagoégicas,
é possivel notar que ele oferece ampla aplicabilidade de conceitos e vertentes
carregadas de definicoes da geometria plana. E importante ressaltar que ao utilizar o
aplicativo, ele fornece possibilidades metodologicas e apresenta organizagao coerente
para incentivar o ensino aprendizado. Ele, permite visualizar o comportamento
geométrico de conceitos e entender melhor sua aplicabilidade. De acordo com
[Hohenwarter e Fuchs 2005], trata-se de um programa de computador com o objetivo
de estudar Matemaética, especialmente voltado para o aprendizado de geometria e
algebra.

Para |Cordelina G. Pavanelo 2024, fica evidente que o aplicativo esta con-
solidado na comunidade educacional de Matematica. Sua versatilidade demonstra,
de forma eficiente, como o professor pode otimizar o tempo de suas aulas. Dessa
forma, cria-se um ambiente propicio aos aprendizes e motivam-se diversas novas
hipoteses.

Ao utilizar o aplicativo nas aulas de Matemaética:

1) O aprendizado torna-se mais envolvente com a manipulagao 4gil de figuras;
2) A exploragao favorece a assimilagao;
3) H& um estimulo a criatividade com criagoes originais dos alunos;

4) A resolugao de problemas é incentivada pela interagdo intuitiva com os objetos
[Papert 1980].

Assim, o uso do GeoGebra como ferramenta pedagogica proporciona ampliar
as possibilidades de ensino e aprendizagem, favorecendo praticas que motivem o
interesse, a interatividade e a investigagao matemaética. Segundo [Papert 1980], a
intencao de tornar a aprendizagem significativa é uma necessidade que possibilita os

estudantes engajamento na construcao de aparatos e meios digitais. Nessa mesma
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dire¢do, [Carvalho e Penteado 2021] destaca que o uso de tecnologias digitais cria
grandes possibilidades na reconfiguracao do conhecimento matemaético e cria novas

formas de representacao, experimentacao e comunicacao entre professores e alunos.



CAPITULO 2

Trigonometria

De acordo com [Boyer 1974], muito antes de uma conceituagao formal trigo-
nométrica, progressos desenvolvidos pelos povos egipcios e babilonios desenvolviam
uma trigonometria na pratica, eles conheciam informalmente as relagoes entre os
lados de triangulos sem terem conceituado angulo. Tais conceitos foram aplicados
na construcao de monumentos, medicao de terras e astronomia.

O primeiro trabalho formal sobre trigonometria surge quando Ptolomeu
publicou seu trabalho “Almagest” sobre astronomia em 13 volumes, onde segundo
[Boyer 1974] e [Barbosa 1995], apresentou uma tabela de cordas. Essa tabela de
cordas mostrava uma sequéncia de angulos. Uma das primeiras ideias datadas e que
também apresentavam teoremas relativos as cordas.

Entendemos que suas ideias fundamentais estao baseadas na Geometria
Euclidiana. Defini¢oes simples como ponto, reta e plano permeiam a importancia de
serem enunciadas e discutidas. Portanto, neste capitulo, abordaremos os conceitos
bésicos e definiremos os instrumentos tedricos necessérios para o desenvolvimento
deste trabalho. Consideramos que esses elementos sao fundamentais e merecem ser

apresentados de forma clara e objetiva.

2.1 Conceitos Basicos

Os conceitos da trigonometria baseiam-se na medi¢ao de aberturas, conhe-
cidas como angulos. No entanto, para definir um angulo, é necessario compreender
alguns conceitos fundamentais que fazem parte das defini¢coes gerais.

Vamos considerar trés conceitos primitivos’:

!Baseado nas ideias de [Barbosa 1995|, entendemos a Geometria como um jogo e os axiomas
sao mostrados como regras basicas. Dessa forma, aceitaremos como uma sentenga matemaética que
nao é uma defini¢do e é aceita sem precisar de justificativa.
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1) Ponto - pode ser compreendido como uma marca feita com a ponta de uma caneta
ou lapis. Indicaremos a representacao de pontos por meio de letras maitsculas

como na Figura 2.1

B

Figura 2.1: Ponto A, Be C.

2) Reta - pode ser visualizada ao posicionar uma régua sobre o papel e tragar um
risco. Representaremos retas por letras minusculas e ressaltando que uma reta

possui infinitos pontos que podem ser marcados sobre ela como na Figura 2.2.

Figura 2.2: Reta r.

3) Plano - imaginaremos ele, como uma regiao ilimitada que possamos escrever

pontos e retas. Planos serdo representados por letras gregas (Ver Figura 2.3).

Figura 2.3: Representagio do plano a.
Feitas tais colocagoes agora podemos desenvolver algumas ideias sobre
geometria que usaremos mais a frente.

Axioma 1. Em qualquer reta existem pontos que pertencem a reta e pontos que

nao pertencem a reta.
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Figura 2.4: Exemplificagio do Axioma 1 e Axioma 2.

Axioma 2. Em um plano existem infinitos pontos.

Podemos observar a Figura 2.4 justifica os dois axiomas que sao de extrema
importancia. Podendo ainda, considera que os axiomas sao de existéncia como
sdo postos em muitas literaturas como (Citar). E possivel observar que os pontos
A,B,I,K € r,jaos pontos C,D,E,F,G,H,J ¢ r e todos os pontos junto com a

reta r estao contidos no mesmo plano.

Axioma 3. Dados dois pontos existem uma tnica reta que passam por eles. (Veja
Figura 2.5)

Figura 2.5: Exemplificacio do Axioma 3.

Definicao 1. Ao conjunto de todos os pontos entre A e B, inclusive eles, damos o

nome de segmento AB. A e B sao considerados extremidades.

Nos nossos estudos usaremos bastante a definicao 1. Devido a ela podemos
formar o objetivo principal que sao os triangulos. Como esta destacado na Figura
2.6, pode-se ver que para formacao de figuras geométricas fechadas precismos ligar
no minimo 3 segmentos de retas. Ressaltando que os segmentos serao considerados

os lados e os pontos vértices.
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B D E
A
c G F

Figura 2.6: Formagao de duas figuras geométricas: triangulo e um quadrilatero.

Definicao 2. Uma Semirreta 1@ , ¢ definida por uma pedago da reta que comega

em A e passa por B se estendendo infinitamente na direcao de B.

Figura 2.7: Tlustragao da semirreta.

A

B

Figura 2.8: Tlustragao da semirreta.

Definicao 3. Chamaremos de angulo a abertura definidas por duas semirretas de

mesma origem.
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A
Figura 2.9: Angulo BAC, definidos pelos pontos B, A e C, sendo o ponto A o vértice.

Para que possamos medir um angulo, utilizaremos a ferramenta chamada
transferidor, no qual é a representacao de um circulo graduado dividido em 360
partes iguais com o grau representando a medida da fracao ﬁ. Essa ¢ a unidade
bésica em que mediremos um angulo. Veja a Figura 2.10 onde podemos realizar a

medida angular.

Figura 2.10: Medida de um angulo de 90° com o transferidor.

Nesse ponto ja temos ferramentas para podermos discutir algumas relagoes

referentes entre angulos e mais adiante relacionar essas noc¢oes com triangulos.

Definicao 4. Nas medidas dos angulos podemos considerar 4 casos particulares de
medidas:

i) Um angulo medindo 90°, chamaremos de angulo reto;

ii) Um angulo com medida maior que 0° e menor que 90° é chamado de angulo
agudo;

iii) Um angulo com medida de 180° é considerado angulo raso;

iv) Um angulo com medida maior que 90° e menor que 180° é chamando de angulo

obtuso.
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As Figuras 2.11 e 2.12 a seguir retratam essa determinacao da Defini¢ao 4,
mostrando a configuracao desses angulos para que possamos dar prosseguimento aos

estudos aqui correlacionados.

a=90°

Figura 2.11: Primeiro um angulo reto representado e na sequéncia uma angulo agudo.

ﬂ\do\.\ N
A B o D E

Figura 2.12: Primeiro um angulo raso representado e logo depois um obtuso.

Dadas as definigoes anteriores agora podemos falar sobre os triangulos.

Definicao 5. O triangulo é uma figura geométrica formado por trés pontos nao
colineares? e pelos trés segmentos determinados por estes trés pontos. Esses trés
pontos sao denominados de vértices do triangulo e os segmentos sao os lados do

triangulo.

A Figura 2.13 representa um triangulo de vértices A, B, C' e segmentos AB,
AC e BC, que denotaremos por AABC.

2Quando trés pontos sdo nio colineares, eles determinam um plano tnico e formam um tridngulo,
configurando a estrutura bidimensional mais simples da geometria euclidiana. O conceito de
nao colinearidade exerce um papel essencial na formulacao dos axiomas de incidéncia, pois é a
partir dessa propriedade que se define a existéncia e a unicidade do plano. Além disso, constitui
a base para a definicao de entidades geométricas superiores, como planos e poligonos, sendo,
portanto, um elemento estrutural central na organizacao légica da geometria classica. Para maior
aprofundamento veja a referéncia de [Barbosa 1995]).
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Notacao : AABC

B C

Figura 2.13: Notagao a ser usada para triangulos.

Por conveniéncia em si tratando de angulos internos de um triangulo iremos
considerar a representacao dos angulos BAC = fl, ACB = C e CBA = B (Ver
Figura 2.13).

Teorema 2.1. Em todo triangulo a soma dos seus angulos internos é 180°.

Demonstracao. Seja um triangulo ABC qualquer (Ver Figura 2.14). Seja uma reta r
que passa pelo ponto C' e paralela ao segmento de reta AB. Considere os pontos D e
E na reta r. Como a reta r || AB, temos que A = ACE (Angulos alternos internos -

Ver Proposicio A - pagina 60 [Barbosa 1995]) e pelo mesmo fato B = BC'D. Logo,

ACE+C+BCD=A+C+ B =180°

Figura 2.14: Tlustragao do Teorema 2.1.

OJ

Teorema 2.2. (Caso LLL de congruéncia de triangulos) Quando dois triangulos

tem trés lados correspondente congruentes entao eles sao congruentes.

Vamos apenas enunciar o Teorema 2.2 e deixamos como referéncia
[Barbosa 1995]. Cabe ressaltar que os Teoremas 2.1 e 2.2 garantem a rigidez dos

triangulos e impedem deformagoes da estrutura triangular.
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Os triangulos podem ser classificadas de acordo aos seus lados ou angulos

internos. A seguir descreveremos essas classificagoes.

Definicao 6. Os triangulos podem ser classificados quantos aos seus lados em trés

caso:

i) Triangulo equilatero: Possui trés lados congruentes;
ii) Triangulo Isosceles: Possui dois lados congruentes;

iii) Triangulo Escaleno: Possui os trés lados distintos.

F 1
C
H
A B D FE G

Figura 2.15: AABC ¢ equilatero, ADEF & isosceles e AGHI é escaleno.

Definicao 7. Os triangulos podem ser classificados segundos seus angulos:

i) Triangulo Acutangulo: Quando seus angulos sdo agudos;
ii) Triangulo Retangulo: Possui um angulo medindo exatamente 90° (angulo reto);

iii) Triangulo Obtusangulo: Possui um angulo obtuso.

D d
530 390
P 108°
D 37° 32°
o E F G H

Figura 2.16: AABC ¢ acutangulo, ADEF ¢é retangulo e AGHI ¢ acutangulo.

Uma observagao importante que vamos fazer aqui, faz referéncia ao triangulo
retangulo. Considere a Figura 2.16, em especial o ADEF', nele as medidas adjacentes
ao angulo de 90° sao chamadas de catetos e o lado que se opoe ao angulo reto ¢é a

hipotenusa.
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2.2 Teorema de Pitagoras

Desde sua sistematizacao, muito se tem falado sobre esse importante resul-
tado matematico. Suas inimeras aplicacoes na sociedade justificam o destaque dado
a seguir.

O Teorema de Pitagoras é um dos mais célebres e relevantes teoremas da
historia da matematica, desde os seus primoérdios. De acordo com autores como
[Boyer 1974] e [Costa 2003] , registros da antiga Babilénia (ver Figura 2.17) ja
demonstravam o conhecimento de ternos pitagoricos, registrados na tabua Plimpton

322, indicando uma nocgao de triangulos retangulos entre 1800 e 1600 a.C.

Figura 2.17: Imagem Na Folha de S.Paulo, Marcelo Viana fala da Plimpton 322.
Disponivel em: https://impa.br/noticias/
na-folha-de-s-paulo-marcelo-viana-fala-da-plimpton-322/.

Teorema 2.3. (Teorema de Pitagoras) Em qualquer tridngulo retangulo, a medida

da hipotenusa ao quadrado ¢é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Uma interpretagao geométrica para o Teorema 2.3 pode ser vista na

ilustragao da Figura 2.18.


https://impa.br/noticias/na-folha-de-s-paulo-marcelo-viana-fala-da-plimpton-322/
https://impa.br/noticias/na-folha-de-s-paulo-marcelo-viana-fala-da-plimpton-322/
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ty

poligono2=100164;
poligono3/=184'64; o

4 C + _
poligono4 = 16

Figura 2.18: Tlustragdo animada do Teorema de Pitagoras.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/rrwdmhgb

Ressaltamos que a Figura 2.18 é uma adaptagao dos autores Esteban
Munoz e Yela Laura (disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vubbf7km) que
consideramos pertinentes.

Caso o leitor deseje se aprofundar no assunto, recomenda-se a leitura
do material de [Alencar et al. 2022], no qual, junto a seus colaboradores, sao
apresentadas diversas situacoes em que o teorema é demonstrado de forma tedrica
e concisa. Apontamos aqui a importancia de enunciar esse teorema, pelo fato de
necessitarmos dos triangulos retangulos para definirmos as razoes trigonométricas,

principal objetivo desse trabalho.

2.3 Razoes Trigonométricas

Vamos considerar duas semirretas z@ e @ de origem no ponto A. Tomemos
um ponto B em 1@ de maneira que passe um segmento de reta perpendicular por
B e cortando a semirreta 1@ em um ponto C. E sucessivamente consideremos
segmentos de retas paralelos a BC I Bl—C’i I Bz—C’;


https://www.geogebra.org/m/rrw9mhqb
https://www.geogebra.org/m/vubbf7km
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B B Bs

Figura 2.19: Representagao das figura com as semirretas. Criado pelo autor com Geogebra.

Segundo a Figura 2.19 podemos observar os triangulos ABC', AB,C; e AB>,C5 que
sao semelhantes pelo Teorema de Tales®. Consequentemente podemos escrever as

seguintes igualdades entre as razoes

BC:BlclzBQCQZ (2 1)
AC  ACT A ' '

Observe que as razoes em (2.1) ndo dependem exclusivamente dos lados de cada
triangulo e sim do angulo 6. Portanto, podemos definir a relagao trigonométrica

seno do angulo 6:

senfl = — = —==---. (2.2)

E importante também observar que as igualdades em (2.2) se verificam
apenas no intervalo 0° < 6 < 90°.

Aproveitando a mesma representacao da Figura 2.19 vamos definir as
proximas duas relagoes trigonométricas definida para 0° < 6 < 90°: cosseno e

tangente.

AB AB, AB,
AC  AC, AC,

cosf =

tgl =
AB  AB; ABs

30 Teorema de Tales é um dos resultados fundamentais da geometria euclidiana e estabelece uma
relagao de proporcionalidade entre segmentos determinados por retas paralelas que interceptam
duas ou mais transversais. Em sua forma classica, o teorema afirma que: Se um feixe de retas
paralelas intercepta duas transversais, entao os segmentos determinados sobre essas transversais
s@o proporcionais. Para maior aprofundamento veja a referéncia [Barbosa 1995]
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Das relagoes apontadas anteriormente, decorrem duas identidades que sao

importante de discutir

sen 20 + cos® 0 = 1 (2.5)
‘ o
sen
tgh = . 2.6
& cosf (26)

Para justificar (2.5) e (2.6), vamos considerar um triangulo retangulo AABC, como

representado na figura 2.20.

B

Figura 2.20: Triangulo retangulo AABC criado pelo autor no GeoGebra.

b
Na Figura 2.20 podemos observar que senf = E, cos) = — e tgh = g,
a a
substituindo essas igualdades no lado esquerdo da igualdade (2.5) e usando o teorema

de Pitagoras que referente a Figura 2.20 diz que a? = b* + ¢2, concluimos que

2 2 2 2 2
sen20+c0529:(2) +(9) _ ¢ +b - _q

a a a? a?

Por outro lado,

sen c
=4 — _ —+tg0
b g

cos

2l o

Apontamos elas como importantes devido a poder expressar o seno em
fungado do cosseno e seno (vice versa) e expressar a tangente em fungao do seno

e cosseno |Carmo, Morgado e Wagner 2001].

Proposicao 2.4. Quando dois angulos de medidas « e 8 sao complementares ou

seja a + 8 = 90°, entao:

i) sena = cos f3;
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Demonstracao. Para mostrar os dois itens, vamos primeiro considerar um triangulo
retangulo AABC apresentado na figura 2.21. Como BAC = 90°, a + 8 = 90°, logo

os dois angulos sao complementares.

C b A

Figura 2.21: Triangulo retangulo AABC.
Por definigao, temos que:

c c
sena = — e cos B = — = sena = cos 3
a a

c b 1
tga=-etgf=-=>tga=——.
b c tg B
O

Esse resultado possui grande relevancia, pois, ao conhecermos essa relagao,
torna-se possivel determinar os valores das fungoes trigonométricas seno, cosseno
e tangente, para angulos no intervalo de 0° a 90°. Ademais, uma vez calculadas
as razoes trigonométricas para os angulos situados entre (0°, 45°), é possivel
estender esses célculos aos 4ngulos complementares, localizados no intervalo de (45°,
90°), garantindo assim a completa determinagao das fungoes trigonométricas nesse
dominio.

Vamos agora, mostrar os valores das relagoes trigonométricas de alguns
angulos que sao importantes e facilitam célculos de outros. Eles sao conhecidos com
angulos notaveis e baseamos sua demostracao em triangulos que sao conhecidos.

Seja um triangulo AABC equilétero de lado medindo x, pois pela Definigao
6, um triangulo equilatero possui trés lados iguais e trés angulos internos de mesma

medida ou seja cada angulo mede 60°.
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Figura 2.22: Triangulo equilatero de lado medindo z.

Tomemos o ponto D, como ponto médio do segmento AB e baixemos a
perpendicular por C' até D para forma o segmento C'D. E possivel observar que
iremos formar dois tridngulos retangulos, ACDA e ACDB como mostra a Figura
2.23.

60°

D T B
2

Figura 2.23: Representacao do triangulo equildtero AABC e do triangulo retangulo ACDB.

Observando a Figura 2.23, podemos determinar A em fungao de x. Considere

o teorema de Pitagoras em 2.3
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60°

D T B
2

Figura 2.24: Triangulo com valor da altura dependendo de x.

Observando o angulo de 30° na Figura 2.24, verificamos, respectivamente,

pelas equagoes (2.2), (2.3) e (2.4) que:

sen 30° =

8 ol 8

2 1 1 3 V3

= tg30° = — - V2 = tg30° = —.

V3 V3 3

5 T
tg30° = 2- =2 . = —
T T2 BB

Analogamente observando o dngulo de 60° na Figura 2.24 concluimos que:

V3
sen 60° = —2 :m_\/g.ljsen(goo:@’
T 2 T 2

cos 60° =

SIS

1
= 60° = =
COS 5’

|8
SR

zv/3
3 2
tg60° = % :%~;:\/§:>tg30°:\/§.

2

Logo para os angulo de 30° e 60° os valores estao muito bem determinados.

Considere agora um triangulo AABC retangulo isésceles de catetos medidos

x. Observando a Figura 2.25 e aplicando o Teorema 2.3 é possivel calcular o valor

de sua Hipotenusa.



2.4 Lei dos Cossenos 41

B B
45° 45°
a xvV 2
T T
H
Q 45° 45°
A x c AQ T C

Figura 2.25: Triangulo retangulo isosceles de lados medindo z e hipotenusa a.

Por meio da representacao na Figura 2.25 obtemos os respectivos valores

dos sen, cos e tg para o angulo notéavel de 45°:

sen45° = ﬁi = \/Li = sen4bH® = % . % = sen4bH® = \/757
cos 45° = ﬁi = \/Li = cos45° = \/Li . % = cos45° = \/757

tgdd® =7 =1=tg45° = 1.

Todos esses valores foram reunidos em uma tabela que apresenta os angulos
notaveis de 30°, 45° e 60°, ressaltando que também incluimos os valores correspon-

dentes a 0° e 90°, da seguinte forma:

Angulos notéveis

0° | 30° | 450 | 60° | 90°
sen 0 % ? ? 1
CcOos 1 \/2_§ \/72 % 0
tg 0 ‘/; 1 V3 2

Figura 2.26: Organizacio dos valores de sen, cos, e tg.

2.4 Lei dos Cossenos

Teorema 2.5. (Lei dos Cossenos) Seja um triangulo AABC, onde AB = c,
BC = a, AC = b ¢ a medida do angulo BAC' sendo «. Entao,

a? = b* + ¢* — 2bccos(a) (2.7)
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A

Figura 2.27: Lei dos cossenos.

Demostragao: Seja ABC um tridngulo qualquer. Vamos considerar 3 casos: 1) « é
um angulo reto; 2) « é um angulo agudo; 3) a é um angulo obtuso.

12 caso: Inicialmente se a = 90° (Ver Figura 2.28), temos que cos 90° = 0, logo

b? + ¢ — 2bccos o = a?
b2+ 2 —2bc- 0 = a?

b+ = a’.

C

a = 90° fé;

o]

A c

Figura 2.28: Lei dos cossenos para o = 90°.

Por outro lado, como AABC' é um triangulo retangulo em «, o Teorema
2.3 garante que b + ¢ = .
292 caso: Seja agora, a > 90° e D como pé da perpendicular baixada por C' relativo
ao seguimento AB e prolonguemos o segmento AB até D, como na Figura 2.29.
Temos que AD = 2 ¢ CD = h e aplicando o Teorema 2.3 nos ADCA e ADBC,

temos
V=h*+z2ea®=h*+(z+c)?

por meio das duas igualdades podemos isolar h? nas duas equacoes
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h?=b*—12%e h?=a*— (v +c)?
logo pelas duas igualdades obtemos

a— (x4 =0 - d =0 -2+ (z+¢)?
& a? =0 — 22+ 22 + 2z + A2,
ou seja

a® = b* + & + 2zc (2.8)

Como pela nossa representacao o > 90°, cos CAB = —cos(180° — C’//l\B) =
—cos DAC = — cosa. Por outro lado, no ADC'A, note que cos DAC = 7, donde
2 = bcos DAC ou seja

x = —bcosa. (2.9)

E por fim, substituindo x obtido em (2.9) em (2.8) teremos:

a® = b* 4+ 2 — 2bccos . (2.10)

Figura 2.29: Lei dos cossenos para v > 90°.

32 caso: Seja agora, a < 90° e D o pé da perpendicular relativa ao lado AB
passando por C, onde CD = h e AD = z.
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Figura 2.30: Lei dos cossenos para o < 90°.

Como HB = ¢ — x, vamos aplicar o Teorema 2.3 nos tridngulos ADCA e

ADBC, respectivamente é possivel observar as duas situagoes
V=hr+22ea’=h+(c—x)?
novamente vamos isolar h? nas duas igualdades
h?=b*—22eh?®=a%— (c—x)?
e portanto, pelas duas igualdades obtemos
a?—(c—z)?* =0 -1 a® -+ 2cx — 22 = b — 22
& a® =0+ — 2cx. (2.11)

Como o ADCA ¢ retangulo, temos que cos o = 7, portanto
x = bcosa. (2.12)

Pela igualdade (2.12), podemos substituir 0 valor de  em (2.11) concluimos que

a? = b% + ¢ — 2bccos a.. O

Podemos ainda, verificar todas essas casos reunidos no material elaborado
no GeoGebra cujo link se encontra na Figura 2.31. Deslizando o controle k é possivel

identificar os casos aqui apontados e demonstrados para a Lei dos Cossenos.
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Soma = b®> + ¢® = 13.49 + 10.69 = 24.18 e
a®>=3373 2-b-c-cos(A) =—9.55

b>+c*—2-b-c-cos(A) = 24.18 — (—9.55) = 33.73

pol3 = 10.69 113.43°
31.1°

A b

{

pol2 = 13.49

Figura 2.31: Teorema de Pitagoras e Lei dos Cossenos.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/uect2bqf

2.5 Lei dos Senos

Teorema 2.6. (Lei dos Senos) Considere um triangulo AABC com lados AB,
AC e BC de medidas, respectivamente, ¢, b e a. Se R é a medida do raio do circulo

circunscrito a ABC', entao:

a b c

sena  sen3  senf

2R. (2.13)

Demonstracao. Seja uma circunferéncia qualquer de centro O e um AABC' inscrito.
Seja o Ponto D sobre a circunferéncia, de forma que BD seja didmetro conforme

descrito na Figura 2.32.


https://www.geogebra.org/m/uect2bqf
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Figura 2.32: Representagao para Lei dos Senos 2.6.

Observe que D # A e C # C, pois caso contrario o AABC seria retangulo
por um de seus lados ser didmetro na circunferéncia. Dessa forma, ADBC é

retangulo em C', logo podemos obter:

a N a
2R sene

Note que, a = ¢, devido a serem angulos inscritos na mesma circunferéncia,

=2R.

sene —=

subentendem o mesmo arco BC'. Portanto temos:

1~ .
a:§BOC’eazéBOC:>oz:5
Logo

¢ - % _9p (2.14)

Sen « sene

Figura 2.33: Segunda representacao para Lei dos Senos 2.6.
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Da mesma forma que apontamos anteriormente em 2.14, vamos verificar
agora para o angulo 8 na Figura 2.33. Desenvolvendo raciocinio anélogo como em

0, é trivial notar que

b
2R sen¢g

Como ¢ = [, observe que o mesmo segmento de reta AC pertence aos

2R.

sen ¢ =

AABC e ACFEA, logo subentendem o mesmo arco e temos

a a

onf = seng = 2R. (2.15)

Observe a Figura 2.34 e desenvolvendo o mesmo raciocinio feito em 2.14 e

2.15, concluimos que

c C

= 2R. (2.16)

senf)  senp

Figura 2.34: Terceira representagao para Lei dos Senos 2.6.

E por fim, das igualdades (2.14), (2.15) e (2.16), podemos concluir que

b
a = = ¢ = 2R
sena  sen3  senf

2.6 Ciclo Trigonométrico

Para falarmos do ciclo trigonométrico precisamos primeiro de alguns con-

ceitos basicos para sustentar nossas colocagoes.
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Definicao 8. Seja uma circunferéncia de centro O e um angulo central AOB , com

A e B, pontos que pertencem ao angulo e a circunferéncia.

Figura 2.35: Representacao dos arcos AEB ¢ AFB.

Como ¢é possivel observar na Figura 2.35 ficam subentendido dois arcos,

AEB e AFB. O menor e o maior arco respectivamente.

Os arcos para nao ficarem confusos suas medidas, vamos adotar aqui duas

unidades basicas: O Grau e o Radiano.

Definicao 9. O grau é um arco unitario que representa ﬁ da circunferéncia contém

o arco a ser mensurado. Usamos o simbolo ° para representar um arco.

Exemplo 2.7. Observe o arco AAB cuja sua medida ¢ dada por m BAC’: 71°

C
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E interessante ressaltar que a medida de um arco nao depende do raio
da circunferéncia, fator que possibilita entender arcos semelhantes subentendem o

mesmo angulo central.

Figura 2.36: Arcos semelhante.

—~ —~

Como pode-se ver, na Figura 2.36 os arcos (BC) e (DE) subtendem o

mesmo angulo 71°.

Definicao 10. vamos definir aqui o radiano como o arco cujo comprimento é igual

ao raio da propria circunferéncia.

Podemos observar que como 1rad = R e C' = 27 R, entao

360° = 2nrad (2.17)
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ou ainda
180° = wrad (2.18)

Exemplo 2.8. Converta 30° e 60° em radianos.

19) Sabemos que por definigao 360° = 27rad, entao

o _ T_ o _ 30m - T
1° = 180md:> 30° = 180md— 6mal

29) Da mesma forma que no anterior, temos por definigdo 360° = 27rad, entao

°o_ T o _ 607 Y
1° = 180radz> 60° = 1807"ad— 3rad

Exemplo 2.9. Converta grad e rad em graus.

19) Sabemos que 180° = 7rrad, logo

T __180° __ o
6rad— 5 — 30

2°) E por fim, sabemos que 180° = mrad, logo

T _180° _ ppo
3md——3 = 60

Definig¢ao 2.10. (Ciclo Trigonométrico) Definiremos como um circulo unitério,
onde temos definido a origem A que serd comum para todos os arcos. Na trigono-
metria, adotaremos a convengao orientada no sentido anti-horario para positiva e

horéario para negativo (Veja Figura 2.37).

Figura 2.37: Sentido anti-horario e horério do ciclo orientado.

Exemplo 2.11. Sejam os arcos de 148° e —60° (Ver Figura 2.38). O primeiro esta
representado na orientagao anti-horario (Positiva) e o segundo esté no sentido horario

(Negativo).
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Figura 2.38: Representacao dos arcos nos dois sentidos.

Defini¢ao 2.12. (Arcos congruos) Dois arcos sao congruentes se suas medidas
diferem um do outro por um miltiplo de 360°. Ressaltado que, no circulo trigono-
métrico arcos que sao congruentes possuem a mesma extremidade, devido a origem

ser a mesma para todos.

Observe que a = 0, se e somente se, a — 0 = 360° - k. k € Z ou de forma

equivalente o« = 6, se e somente se, « — 0 =27 -k, k € Z

Exemplo 2.13. Consideremos os arcos a = 60°, § = 420°, 6 = 780° e = —300°

Cv

Figura 2.39: Arco congruente aos arcos dados.

a = 60°

0 = 420° = 60° + 360°
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0 = T80° =60°+ 2 - 360°
B =—-300°=60°—1-360°.

Logo, todos os arcos a, 6, § e 5, possuem a mesma extremidade C' e origem
A. Todos diferindo pela quantidade de voltas positivas ou negativas.
Baseado nas ideias de arcos, vamos agora definir relacoes trigonométricas

no ciclo trigonométrico.

Definicao 2.14. Dado um ciclo unitério e um arco AB cuja medida é 0, denomi-
naremos de cosseno e seno de 6 a abscissa e ordenada de B, respectivamente. (Veja
a Figura 2.40)

¢ B(cosd,send)

0

Figura 2.40: Representacao dos arcos definidos para 0° < 6 < 360°.

Definicao 2.15. Dado um ciclo unitario e um arco AB cuja medida é 6, denomi-
naremos de tangente de € a razao entre a abscissa OC' e a ordenada OD, resultante
do prolongamento do segmento OB, de forma que este intersecte o segmento AFE.

O segmento AFE representa geometricamente essa construgao. (Veja a Figura 2.41)

) £
D B
ta — senf
senf cos ¢
0
) A
v cos 6 ¢

Figura 2.41: Representacao da tangente para os arcos definidos para 0° < 6 < 360°.
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Uma observacao importante, apresentada na Figura 2.41, é que também
podemos considerar a tangente sendo a razao entre as medidas do seno e do cosseno
do angulo, pois os triangulos AOCB ¢ AOAE .

ANE

cossec

Figura 2.42: Representacao da secante, cossecante e cotangente definidos de 0° < 6 < 360°.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/dwiqetns

Observagao 2.16. Observando a Figura 2.42 concluimos que:

A) O triangulo AOIB é semelhante ao triangulo AOBC, logo
A 0B
OB OC’
como OB =1 e OC = cos#, concluimos que

1
cosf’

=
~

B) Novamente temos que triangulo AOBH ¢é semelhante ao triangulo AOCB,

assim
OH OB
OB CB’
ou seja
— 1
OH =

senf’


https://www.geogebra.org/m/dw9qetns
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C) Analogamente como o triangulo AOGF' é semelhante ao triangulo AOC'B segue

que -
G _oc
OF CB’
portanto
—_  cosf
G —
sen @

Ositens A) B) e C) da Observagao 2.16 nos motiva dar a seguinte definicao.

Definicao 2.17. Dado um circo unitario e um arco AB cuja medida é 6, Definimos:

i) sec = ﬁ , com 0 # 90° 4+ 180°k, k € Z.
ii) cossecd = — , com 6 # 180°k, k € Z.
iii) cotgf = % , com 0 #£ 180°k, k € Z.

Como apresentado na Definigao 2.17 e Figura 2.42, podemos notar que
a secante ¢ o segmento de reta que esta representado em verde, a cossecante em
vermelho e a cotangente em cor azul.

Motivados pela Definicao 2.12, iremos abordar sucintamente como os
valores das relagoes trigonométricas seno, cosseno e tangente se comportam no 2°,
3° e 4° quadrantes.

12 caso: ¢ pertence ao segundo quadrante, ou seja, 90° < 6 < 180° / § <
f < m: Para ilustrar a ideia geral, vamos considerar um arco com extremidade
no segundo quadrante, conforme mostrado na Figura 2.43. Considere uma reta
qualquer passando por B e paralela ao eixo x, e a construcao de dois triangulos
ACOB e AC'OB'. Nessa representacao, é possivel observar que foram criados dois
arcos: arco AB, com medida d, e o arco A’B’ medindo e. Por construcao e pela
congruéncia de triangulos, ambos os arcos possuem a mesma medida. Logo, podemos
calcular qualquer valor das relagoes trigonométricas definidas, observando que a
projecao do arco no segundo quadrante para o primeiro serd dada por 180° — € ou,

equivalentemente, 7w — 6.
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Figura 2.43: Reducio do segundo quadrante para o primeiro.

Exemplo 2.18. Consideremos o arco 6 de forma que 90° < 6 < 180°. Determine

uma expressao para podemos calcular sen, cos e tg de 6.

Solugao: Vamos observar a principio que foi exposto anteriormente que a projecao
de 0 pelo eixo das ordenadas no primeiro quadrante é dada por 180°—6, logo teremos
a) sen (0) = sen (180° — #) (Observando que o eixo dos senos ¢ positivo no segundo
quadrante)

b) cos(f) = — cos(180° — ) (Observando que o eixo dos cossenos é negativo no

segundo quadrante).

¢) Por fim, tg (0) = sen () B sen (180° — 0)

cos(f)  — cos(180° — 0)
No Exemplo 2.18, junto as representacoes das Figuras 2.42 e 2.43 fica

= —tg(180° — )

evidente que o valores no segundo quadrante estao bem definidos e acessiveis de
serem todos calculados.

As mesmas ideias podem ser definidas para quando 6 estiver no terceiro
quadrante e para o quarto.
29 caso: 6 pertence ao terceiro quadrante, ou seja, 180° < 0§ < 270° / 7 < 0 < 377’
Observando a Figura 2.44, podemos inferir que para o calculo de qualquer relacao
trigonométrica nesse quadrante serda dada por # — 180° ou, equivalentemente, 6 — w

que resultara na projecao do arco no primeiro
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3

e=0,8

A

b
~
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Sy

Figura 2.44: Redugao do terceiro quadrante para o primeiro.

Exemplo 2.19. Consideremos o arco § = 225°. Determine o valor de sen, cos e tg

de 6.

Solugao: Vamos observar a principio que foi exposto anteriormente que a projecao
de @ pela origem no primeiro quadrante é dada por 6 — 180° e que segundo a Figura

2.44, os valores do seno e cosseno sao negativos, logo teremos

2
a) sen (225°) = —sen (225° — 180°) = —sen (45°) = —£

2
2
b) cos(225°) = — cos(225° — 180°) = — cos(45°) = —\/7_
V2
225° - 225° — 180° - 45° 9
c) Por fim, tg(225°) = sen ( ) = sen ) = sen (45°) 2 _q
cos(225°)  —cos(225° — 180°)  — cos(45°) V2

E importante ressaltar que, no terceiro quadrante, os valores das razoes tri-
gonométricas calculadas apresentam seno e cosseno negativos, enquanto a tangente
é positiva, assim como ocorre no primeiro quadrante.

32 caso: # pertence ao quarto quadrante, ou seja, 270° < 6 < 360° / 37” <0 < 2m.
Analogamente, como nos casos anteriores e baseado na Figura 2.45, é facil notar que,
o calculo de qualquer valor das funcoes trigonométricas seré fornecido por 360° — 6

ou 27 — 6.
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- -

Figura 2.45: Reducio do quarto quadrante para o primeiro.

Exemplo 2.20. Consideremos o arco # = 330°. Qual o valor de sen, cos e tg de 67

Solugao: Vamos observar a principio que foi exposto anteriormente que a projegao
de # no primeiro quadrante é dada por 360° — 6 e que segundo a Figura 2.45, o valor
do seno é negativo e cosseno positivo, logo teremos

a) sen (330°) = —sen (360° — 330°) = —sen (30°) = —%

b) cos(330°) = cos(360° — 330°) = cos(45°) = \/—g

2
1
sen (330°) —sen (360° — 330°) —sen (30°) 9

Por fim, tg(330°) = — _ _ 2 _
¢) Por fim, tg(330°) = "oty T con(360° — 330°) cos(30°) 3
2

V3

3

2.7 Formulas de adicao e subtracao

Vamos inicialmente definir a formula para seno, cosseno e tangente da soma.
Vamos tomar uma circunferéncia unitaria e a construcao a inicial dos triangulos
AADC e AAGE, retangulos em D e G. No triangulo AAF E podemos observar que
estao representadas AF = cos(0 + ) e FFE = sen (0 + ) e por fim, AE = 1. Por
construgao vamos considerar convenientemente trés tridngulos semelhantes AAIG
~ AADC ~ AEKG (Ver Figura 2.46) e vamos tentar mostrar o que desejamos.
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i) Considere os triangulo AAIG ~ AADC

A[_AD:> Al cosf
AG  AC " cosB 1

= Al = cos@ - cos 3

AG_ACicosﬁ_ 1
IG CD = FK  senf
i7) Considere agora os triangulo AADC ~ AEKG

= FK =senf - cos 8

AD_EK:>COSH_ EK
AC  EG 1 senf

= FK = cosf -senpf

AC  EG 1 senf3

C’D_KG:senH_ 77 = I =senf -senf

1) Seno da Soma: das afirmagoes baseadas na Figura 2.46, afirmamos que

sen(0+ ) = FE =

Por (2.20) e (2.21) temos que
FE=FK+ EK =

sen (6 + 3) = sen@ - cos B + cosf - sen

2) Cosseno da soma: por outro lado temos que

cos(0 + ) = AF =

Por (2.19) e (2.22), podemos afirmar que

AF = Al - FI =

cos(f + B) = cos@ - cos f — senf - sen 3

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Figura 2.46: Representacio para soma dos angulos 6 e f3.

Para subtragao, vamos tomar um atalho considerando para os dois casos
anteriores a colocagdao de § — 8 ou melhor [# + (—f)]. Logo, teremos

3) Seno da diferenga
sen [0 + (—p)] = senf - cos(—) + cosf - sen (—f) =

cos(—f) =cos B e sen (—f) = —senff =

sen (0 — ) = senf - cos f — cosf - sen 3 (2.25)

4) Cosseno da diferenga

cos|f + (—f)] = cosB - (—cos5) —senf - (—sen ) =

cos(—f) =cosf esen(—f) = —senff =

cos(f — B) = cos @ - cos f + senf - sen 3 (2.26)

5) Para a tangente da soma, 6 + 5 # 0, logo cos(f + ) # 0, vamos considerar a
relagao fundamental

_sen(0+3)  senf-cosf + cosf - sen 3
te(6+5) = cos(f +B)  cosB-cosB —send -senf3
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Dividindo essa ultima igualdade por cos@ - cos 8 (cosf # 0 e cos § # 0), ficaremos

com

senf - cos 5 cosl - sen 3 senp . Senp
_cosf-cosf  cosf-cosB <=0 cosp
tg(0+5) = cosf-cos 3 senf-senfs ~  senfsenfs
cosf-cosfB  cosf-cosf cosf cos 8
tgd +tg B
== ©°9" 2.2
tg (0 + 5) 1120 tgf (2.27)

6) Tangente da diferenga: analogamente se fizermos o mesmo processo para 6 — 3,
cos(0—3) # 0 e cosB-cos 3 (cosf # 0 e cos B # 0), chegaremos depois de desenvolver
todas as operagoes em

tgd —tg

tg (6 —B) = [ERTT (2.28)

2.8 Funcoes Trigonométricas

Seguindo as ideias anteriores, vamos falar um pouco sobre as funcgoes
periddicas antes de definir as trigonométricas. Iremos priorizar nesse momento
essa caracteristica por considerar necessaria sua apresentacao, devido as funcgoes

trigonométricas possuirem comportamentos que sao periddicos.

Definicao 2.21. Seja uma fungao f : R — R. Dizemos que f é periddica se existir

um numero real 7' nao nulo tal que, para x € R, temos x +7T € R e

flx+T) = f(z)

Cabe ressaltar da definicao acima, sendo satisfeita a igualdade, ha a neces-
sidade x € R. E quando um valor minimo positivo existir para 7', diremos que ele

representa o periodo dessa funcao.

Exemplo 2.22. A funcdo f : R — R. Onde f(z) = 3. E possivel notar que para
quaisquer valores de x e T' a condicao é satisfeita. De fato, como f é constante temos
que f(x+T) = f(x) é satisfeita. Apesar de nao ser possivel determinar seu periodo

T, sua lei de formagao mostra que ela é periddica.
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Figura 2.47: Representagao grafica da fungao f(z) = 3.

Uma observacao que deixamos aqui é, nem toda funcao peridédica possui

periodo, como é o caso apresentado no exemplo e representada na Figura 2.47.

Exemplo 2.23. A fungdo f : R — R é periddica. Determine seu periodo. (Ver
Figura 2.48)

S 3 270 \2/ 2 \f/ 8 \o TG
< -2 3

Figura 2.48: Representagao da fungao do Exemplo 3.12.

Note que a funcao ela esta se repetindo o mesmo comportamento de 4 em

4 em seu dominio. E facil observar que f(z +4) = f(x), pelo fato de que

f(0) = f(4) =2
f(1)=f(5)=0
f(2) = f(6) = =2

Observando as trés igualdades acima e a representacao da Figura 2.48, deixa

evidente que a fungao apresentada no exemplo é peridédica e que seu periodo T' = 4.

Defini¢ao 2.24. (Fungao Seno) Dado um numero real x, e seja sua imagem no
ciclo trigonométrico. Determinamos seno de x como a ordenada do ponto B ou seja,

dada f : R — R, definimos a fungao como f(z) = sen () = OD (veja Figura 2.49).
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Figura 2.49: Ordenada de B dado pelo valor OD.

O grafico da funcao seno é chamado de senoide. Para mostrar sua caracteri-
zagao temos a Figura 2.50 mostra a relacao existente entre o arco e o valor aplicado
na funcao. Na figura, também é possivel caso o leitor queira e ache interessante

verificar a representagao da senoide definida de 0° < z < 360°.

—7/2

Figura 2.50: Grafico da fungao seno.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/aehscfg3

Como vimos na Definicao 2.21 a funcao seno é peridédica e portanto, existe
pelo menos um valor real que satisfaga a expressao sen (z + 7') = sen (z), entao
T = 2.

Definigao 2.25. (Fungao Cosseno) Dado um nimero real z, e seja sua imagem
no ciclo trigonométrico. Determinamos cosseno de x como a abscissa do ponto B ou
seja, dada f : R — R, definimos a fungdo como f(z) = cos(x) = OC (Veja Figura
2.51).


https://www.geogebra.org/m/aehscfg3
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Figura 2.51: Abscissa de B dada pelo valor de OC.

Da mesma forma como mostramos o grafico da fungao seno, vamos aqui o

verificar o cosseno na Figura 2.52 seguido de sua animagao.

Fa
o

Figura 2.52: Gréfico da fungao cosseno.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/ttvztysh

Ao observarmos as defini¢oes das fungoes seno e cosseno podemos o discutir
algumas particularidade que merecem atengao.
A primeira caracteristica que pode ser notada é relativo ao valo maximo

e minimo que elas assumem. Quando calculamos alguns valores para a funcao
f(z) = sen(z), temos:

f(0) =sen(0) =0
F(5) =sen(3) =1
) =sen(m) =0

)

O ciclo trigonométrico nos permite perceber que o maior valor que a funcao

assume é 1 e o menor valor ¢ —1. Da mesmas forma que se considerarmos a fungao
f(z) = cos(z), temos:


https://www.geogebra.org/m/ttvztysh
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f(m) =cos(m) = —1
£(%) = cos(%) = 0
f@2m) =cos(2m) =1

E também para a funcao cosseno, o mesmo ocorre dentro do periodo de
0, 27], como as fungoes sao periodicas essas consideragoes permitem dizer que elas

limitadas, logo:

f(z) =sen(z) = —1 <sen(x) <1

f(z) = cos(z) = —1 < cos(x) < 1

Nas animacoes das Figuras 2.51 e 2.52 a construcao do gréafico é sugestiva
e sustentamos como uma comprovacao experimental para essa conjectura.

Para segunda caracteristica vamos definir o conceito de fungao par e impar.
Definicao 2.26. Uma funcao f : R — R é denominada par se, e somente se,

f(z) = f(—x),Vr € R,

Exemplo 2.27. Seja f: R — R, onde f(z) = z2. Ela ¢ uma funcao par. Observe

que
fl=z) = (=2)* =2 = f(z) = f(-2)
Logo a funcao f é par.
Exemplo 2.28. Seja f : R — R, onde f(x) = cos(z). Ela ¢ uma fungao par.

Algebricamente, podemos demonstrar isso usando a formula do cosseno da soma de

dois angulos

f(=z) = cos(—x) = cos(0 — z) = cos(0) - cos(z) — sen (0) - sen (x)
f(=z)=1-cos(x) —0-sen(x) = f(—x) = cos(z)
E se observar a Figura 2.52, onde os valores do cos(x) s@o simétricos em relagdo ao
eixo y, é possivel comprovar geometricamente o que foi posto pela formula da soma.
Definicao 2.29. Uma funcao f : R — R é denominada impar se, e somente se,

f(=x) = —f(x),Vz € R.

Exemplo 2.30. Seja f : R — R, onde f(x) = 3z. Ela é uma fungdo impar.

Observe que

f(=a)=3-(-2) = =2-ze= f(-2) = —f(z)

Logo a funcao f é fmpar.
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Exemplo 2.31. Seja f : R — R, onde f(z) = sen (). Ela é uma fungao impar.
Algebricamente, podemos demonstrar isso usando a férmula do seno da soma de

dois angulos

f(—=z) =sen(—z) =sen (0 — z) = sen (0) - cos(x) — cos(0) - sen ()
f(=z)=0-cos(z) —1-sen(x) = f(—x) = —sen(x)

E se observar a Figura 2.50, onde os valores do sen (z) sdo assimétricos em relac¢ao
a origem, ¢ possivel comprovar geometricamente o que foi mostrado no exemplo

acima.

Definigao 2.32. (Fungao Tangente) Dado um nimero real x. Determinamos
tangente de x como a medida do seguimento de reta AE ou ainda como a razao
entre o seno e cosseno de 6 (Relagao fundamental), ou seja, dada f : R — R,
definimos a funcdo como f(z) = tg(z) = AE de forma que x # § + k7, onde k € Z
(Veja Figura 2.53).

Figura 2.53: Projegdo da reta que forma o segmento AE (Representaciao da tangente).

O grafico da fungao tangente é apresentado na Figura 2.54, nele estao

relacionados os arcos (dominio) aos seus respectivos valores (imagens).
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34/2 o 54/2

€D

Figura 2.54: Gréfico da funcio tangente.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/q3hxq9nb

Definicao 2.33. (Funcao Secante) Dado um ntmero real z. Determinamos
secante de x como a medida do seguimento de reta OI ou ainda como o inverso do
cosseno de 0, ou seja, dada f : R — R, definimos a fun¢ao como f(z) = sec(z) = OI
de forma que x # 7 + km, onde k € Z (Veja Figura 2.42).

Seguindo as mesmas ideias definidas anteriormente, o grafico da fungao esta

representado abaixo na Figura 2.55.

Figura 2.55: Grafico da fungdo secante.
Animagao: https://wuw.geogebra.org/m/tnugkcxv

Definicao 2.34. (Fungao Cossecante) Dado um nimero real z. Determinamos

cossecante de x como a medida do seguimento de reta OH ou ainda como o


https://www.geogebra.org/m/q3hxq9nb
https://www.geogebra.org/m/tnugkcxv
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inverso do seno de #, ou seja, dada f : R — R, definimos a fun¢ao como
f(z) = cossec () = OH de forma que = # km, onde k € Z (Veja Figura 2.42).

Seu grafico pode ser observado na seguinte Figura 2.56. Nele podemos veri-
ficar uma pequena diferenca para o grafico da funcao secante, onde suas diferencas

destoam aonde as fung¢oes nao estao definidas.

3n

Figura 2.56: Gréfico da fungio cossecante.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/fv72gcrv

Enquanto as fungdo cossecante nao esta definida para x # km, a fungao

secante nao estd definida em x # 7 + kw, onde k € Z.

Definigao 2.35. (Fungao Cotangente) Dado um nimero real z. Determinamos
cotangente de z como a medida do seguimento de reta F'G ou ainda como o
inverso da tangente de 6, ou seja, dada f : R — R, definimos a fun¢ao como
f(z) = cotg () = FG de forma que = # km, onde k € Z (Veja Figura 2.42).

n 3n/ 2n sn/2 3n /2

Figura 2.57: Grafico da fungao cotangente.
Animagao: https://wuw.geogebra.org/m/ungc24fk


https://www.geogebra.org/m/fv72gcrv
https://www.geogebra.org/m/ungc24fk
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Na Figura 2.57 é possivel verificar a representacao do gréafica da fungao
cotangente. Nessa verificamos que apesar das mesmas assintotas verticais, ela difere
da tangente pelos valores inversos para cada angulo.

Outro aspecto a ser pontuado aqui, surgem da necessidade da modelagem
de muitos fendémenos e comportamentos periddicos para analisar e estudar fungoes

trigonométricas. Vamos apresentar aqui, uma breve discussao sobre os modelos:

f(z)=a+b-sen(cx +d) (2.29)
g(x) =a+b-cos(cx +d) (2.30)

Podemos aferir que surgiram a partir da combinagao de conceitos mateméa-
ticos e fisicos. Eles sao explorados demasiadamente em modelagem de fendémenos
periodicos, movimentos harmoénicos simples e no estudo de ondas.

Os modelos apresentados nas Figuras 2.58 e 2.59, mostram bem como cada

parametro modifica o comportamento delas.

a=0
@ Deslocamento vertical da fungao.
°]
. e 1 Amplitude da funcao.
c=1 |
s Frequéncia da funcao.

Deslocamento horizontal da funcéo.

o
n
o

f 1

-3m/2 = -m/2 w2

E)

3m/2

Figura 2.58: Modelo referente a f(x) = a+ b-sen (cx + d).
Animacao: https://www.geogebra.org/m/kuqdxzxz


https://www.geogebra.org/m/kuqdxzxz
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o
I
I o

®

Deslocamento vertical da fungao.
°|
, Py S— Amplitude da funcao.

B Frequéncia da funcgéo.

d=0 |
Desl 1to horizontal da funcao.

g\. /
;vz O i n i
1

Figura 2.59: Modelo referente a g(x) = a + b - cos(cz + d).
Animacao: https://www.geogebra.org/m/vc9yjbsc

Observando alguns pontos especiais nas formulas (2.29) e (2.30) junto as
Figuras 2.58 e 2.59, temos:
1) (Deslocamento vertical) A constante a representa a translacdo do grafico. Se
a > 0, a funcao deslocara no sentido positivo de y e se a < 0 o deslocamento seréd
no sentido negativo.
2) (Amplitude da fungdo) A constante b representa uma dilatacdo vertical, onde
a funcao fica maior verticalmente quando aumentamos o seu valor e menor ao ser
diminuido.
3) (Frequéncia/periodo da fun¢ao) A constante ¢ influéncia no periodo do gréafico.
Quanto o valor de 0 < ¢ < 1, a fungao serd comprimida horizontalmente e quanto
¢ > 1 seré dilatada.
4) (Deslocamento horizontal) A constante d translada o grafico horizontalmente. Se
aumentar o valor de d a funcao sera deslocada para esquerda e caso contrario para
direita.

O leitor pode verificar as os quatro pontos levantados no links das Figuras
2.58 e 2.59.


https://www.geogebra.org/m/vc9yjbsc

CAPITULO 3

Sequéncia didatica: Uma proposta de
trabalho

Neste capitulo, serao abordados aspectos relevantes sobre as sequéncias
didaticas e bem como uma possibilidade de orientagao para aplicabilidade no
contexto da sala de aula. E interessante observar que essa abordagem permeia a

pratica pedagogica e incentiva inovagoes.

3.1 Sequéncia didatica para o Ensino Médio

A sequéncia didatica corresponde a uma forma organizada e intencional
de planejar o ensino em etapas articuladas, visando promover a aprendizagem de
maneira progressiva e significativa. Esse tipo de organizacao contribui para o avanco
qualitativo do processo pedagdgico, ao favorecer a compreensao ativa e a construgao
de conhecimentos pelos estudantes [Dolz, Noverraz e Schneuwly 2004].

Além disso, [Zabala 1998] concebe em sua visdo as sequéncias didaticas
como roteiros cuidadosamente planejados, capazes de favorecer a compreensao e a
construcao dos conhecimentos, inclusive no campo da matematica. Assim, espera-
se que esse conjunto de sequéncias, possa contribuir de maneira significativa para
atender os objetivos educacionais propostos nos documentos oficias e principalmente
na BNCC [Brasil 2018].

Ressaltamos que a defini¢ao da quantidade de aulas foi baseada unicamente
na experiéncia em sala de aula, podendo ser ajustada conforme as particularidades
e necessidades de cada contexto educacional. Além disso, sugerimos que o trabalho
seja realizado de forma colaborativa, permitindo que os alunos contribuam uns com

0s outros no processo de aprendizagem.
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3.1.1 Sequéncia 1 — Familiaridade com GeoGebra

Tema: Conhecendo as funcionalidades basicas do GeoGebra.

Componente curricular: Mateméatica

Série: 2° Ano (EM)

Quantidade de aulas: 3.

Objeto de conhecimento (Conteudo): Teorema de Pitagoras: verificagbes experi-

mentais e demonstracdo / Propriedades de Geometria.

Habilidades:

¢(EFO8MAL15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares
de geometria dinamica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos
regulares.

o(EF09MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicagdo do teorema de
Pitagoras ou das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas
por secantes.

¢(EF09MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um
algoritmo para a construgao de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida,

utilizando régua e compasso, como também softwares.

Desenvolvimento da sequéncia

Comece a sequéncia motivando os alunos e questionando-os: O que é o
GeoGebra?

O GeoGebra é um software de matematica dinamica voltado para todos
os niveis de ensino, integrando recursos de geometria, algebra, planilhas, graficos,
estatistica e calculo. Além disso, oferece uma plataforma online com mais de um
milhao de recursos educacionais gratuitos, desenvolvidos por uma comunidade ativa
que cria objetos e materiais voltados as demandas do ensino de matematica.

Para o desenvolvimento das atividades propostas nas sequéncias didaticas,
serd apresentada, a seguir, uma visao geral dos principais recursos que podem ser
explorados por meio dessa ferramenta educacional.

12 Momento: Conhecendo o GeoGebra

Abra o aplicativo GeoGebra no computador por meio do icone apresentado
na Figura 3.1 e oriente os alunos a explorarem as funcionalidades da ferramenta.
Apresente os principais menus e recursos disponiveis, conforme ilustrado nas Figuras

3.2e3.3.
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GeoGebra

Classic

Figura 3.1: Icone do GeoGebra para clicar.

€2 Calculadora - GeoGebra - o X
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Figura 3.2: Janela inicial do GeoGebra.

Em seguida, observa-se as ferramentas, conforme representada na Figura
3.3. Essas ferramentas estao distribuidas em 12 categorias, cada uma das quais
oferece uma variedade de opgoes. Esses recursos possibilitam uma ampla gama de

aplicagoes voltadas a exploracao e analise de propriedades geométricas.
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GeoGebra Calculadora [ A/ Grafica ~

Ferramentas Basicas
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Ferramentas N ;/:/‘
Raizes Reta de
" Regressdo
m
Tabel Editar
PR . °
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Planilha de Selecionar Mover Janela Apagar Exibir / Exibir /
Calc Objetos de Esconder Esconder
Midia
Mm ABC
Inserir Texto
Imagem
Medigbes
4L T
Angulo Distancia Area

Comprimento
Figura 3.3: Ferramentas oferecidas pelo GeoGebra.

Cabe ressaltar que estamos aqui fazendo o uso da Versao 6.0.894.3, por ser
mais recente e oferecer melhor performasse de aplicabilidade.
22 Momento: Atividade 1

1) Observando a Figura 3.3, selecione a ferramenta “Ponto” (Figura 3.4), e marque

dois pontos quaisquer na janela de visualizacao (Ver Figura 3.2).

A
o

Figura 3.4: Ferramenta de "Ponto".

2) Em seguida, utilize a ferramenta “Segmento” para ligar os dois pontos, conforme
representado na Figura 3.5. Ressalte a importancia dessa ferramenta para a etapa

seguinte da atividade.
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Figura 3.5: Selecionando a ferramenta segmento para criar um seguimento definido pelos pontos
AB.

32 Momento: Atividade 2

1) Utilizando a ferramenta “Ponto”, marque na janela de visualizagao os trés pontos
A=(6,1), B=(1,1) e C = (6,5), conforme ilustrado na Figura 3.6.

UU.
BN

n

Figura 3.6: Marcagio dos pontos 4, B e C na janela de visualizagao.

2) Em seguida, marque os segmentos de reta AB, BC' e AC, conforme ilustrado na

Figura 3.7.
6
C
4
a
b
2
B d A
-2 0 2 4 6 8

Figura 3.7: Utilizacdo da ferramenta segmento de reta para os segmentos AB, BC e AC.
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3) Questione os alunos: a figura formada representa um triangulo retangulo? Verifi-
que, com eles, se é possivel aplicar o Teorema de Pitagoras, a®> = b>+c?, conforme

representado na Figura 3.8.

(j
5 p
a? =b*+ ¢
4
g (6.4 = (4)* + (5)°
3 b
41 =25+ 16
2
3
B ¢ A
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.8: Verificacdo dos valores apresentado na criagao do triangulo retangulo.

4) Para finalizar, solicite que os alunos pratiquem por meio da atividade “Sobre o
Teorema de Pitagoras”, disponivel em: https://www.geogebra.org/m/uwhe43sn
(Veja no Apéndice A - A.1).

3.1.2 Sequéncia 2 — Definicao das relagoes trigonométricas

fundamentais

Tema: Defini¢ao das relagoes trigonométricas fundamentais.

Componente curricular: Matematica.

Série: 22 Ano (EM).

Quantidade de aulas: 5.

Objeto de conhecimento (Contetdo): Razoes trigonométricas no Triangulo Retan-

gulo.

Habilidades:

¢(EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares
de geometria dinamica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos
regulares.

¢(EF09MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um al-
goritmo para a construgao de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida,

utilizando régua e compasso, como também softwares.

Desenvolvimento da sequéncia


https://www.geogebra.org/m/uwhe43sn
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12 Momento: Problematizando

Para iniciarmos a sequéncia, vamos considerar uma situagao problematiza-
dora: suponha que, em determinado rio, seja necessario calcular a distancia entre
uma margem e outra, a fim de construir uma ponte que as conecte. Como pode-
mos determinar o comprimento dessa ponte? Seria possivel medir angulos e, a partir

deles, encontrar a medida desejada?

€2 GeoGebra Classic - 2] X
Rl]A XD OO LN 2 oc Q=
O Y=09 =N * 9 =S

~

D T=(8.0)
® A=(302514)

® B-(551

f: Reta(A, B) : a e
] 1 . PERD (@eey
=y=514 e -
, . y .= T ¢
g : Perpendicular(B, f) H - T —— R ——
@
=x=5
C = Ponto(g)
= (5,3.78) ®
h : Reta(A, C)
@
= 1.36x + 198y = 1428
-2 1
8 = Angulo(f, h)
@

= 34.48" -

Figura 3.9: Representacio da distancia do rio com auxilio do GeoGebra.

Solicite que os alunos por meio da janela de visualizagao possam realizar a
mesma criagao. Tomem uma figura como a representada na Figura 3.9 e realizem os

1MeSImos passos a seguir:

1) Tomem a ferramenta “ponto” e marquem os pontos A e B. Em seguida selecione

a ferramenta “reta” passando por A e B;

2) Selecione a ferramenta “Reta Perpendicular” e clique no ponto B e na reta
passando por AB. Quando a reta for apresentada marque o ponto C' de maneira
que passe uma reta perpendicular por BC'. E para finalizar e mostrar o triangulo

selecione novamente a ferramenta “reta”’ e trace a reta AC

3) Para verificar que o triangulo AABC' é retangulo, selecione a ferramenta “Angulo”

e clique nas duas retas passando por AB e BC' e verifique o angulo de 90°;

4) Clicando na ferramenta “Angulo” nas retas que passam por AB e AC para marcar

o angulo entre elas;
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Por meio desses passos executados na janela de visualizagao, ocorre a
necessidade de resolver problemas que relacionam angulos e medidas, e essa relagao
¢ desenvolvida pela Trigonometria. Essa parte sera desenvolvida agora com o auxilio

do aplicativo para que possamos realizar toda as propriedades pertinentes.
22 Momento: Definigdo de Seno de um angulo agudo

A principio vamos considerar a construcao de um tridngulo retangulo
AABC, retangulo em B.

1) Selecione a ferramenta “ponto” e marque os pontos A = (1,1), B = (5,1) e
C = (5,4). Selecione a ferramenta “reta” e ligue os segmentos AB e AC formando

duas retas;
2) Para a formagao de BC), ligue esses pontos pela ferramenta “segmento de reta”,

3) Selecione a ferramenta de “4ngulo” e marque os angulos entre AB e AC' e o angulo

reto;

4) Selecione a ferramenta “reta perpendicular” e clique na reta que passa por AB
para marcar a primeira reta perpendicular por D = (7,1) e Marcar o ponto

E = (7;5,5) passando por AC.

5) Novamente selecione a ferramenta “reta perpendicular” e clicar na reta AB e
marcar a segunda reta perpendicular F' = (9,1) e marcar o ponto G = (9,7)

passando por AC'. Verifique como pode ser desenvolvido na Figura 3.10 a seguir:

GeoGeb )
AR OO LN e 5S¢ Q =
&
D = Ponto(g) :
= (7.1) ®
i : Perpendicular(D, g)
® ,
=x=7
E = Intersecdo(f,i)
= (7.55)
F = Ponto(g) :
= (9.1) ®
j: P dicular(F, g) .
Jj : Perpendicular(F, g
@
= X 9 "
G = Intersecdoff, ) + -
=(9.7) ) @
+

Figura 3.10: Criagdo do autor para definir a relagdo trigonométrica Seno.
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6) Definir o seno do angulo o como a primeira relagao trigonométrica dada por
BC DE FG
AC  AE  AG

32 Momento: Definicao de Cosseno e tangente de um angulo agudo

seno =

Vamos considerar os mesmos passos realizados no 22 Momento, incluindo

agora a definicao de cosseno e tangente.

1) Selecione a ferramenta “ponto” e marque os pontos A = (1,1), B = (5,1) e
C = (5,4). Selecione a ferramenta “reta” e ligue os segmentos AB e AC formando

duas retas;
2) Para a formagao de BC), ligue esses pontos pela ferramenta “segmento de reta’”,

3) Selecione a ferramenta de “4ngulo” e marque os angulos entre AB e AC' e o angulo

reto;

4) Selecione a ferramenta “reta perpendicular” e clique na reta que passa por AB
para marcar a primeira reta perpendicular por D = (7,1) e Marcar o ponto
E = (7, %) passando por AC.

5) Novamente selecione a ferramenta “reta perpendicular” e clicar na reta AB e
marcar a segunda reta perpendicular F' = (9,1) e marcar o ponto G = (9,7)

passando por AC'. Verifique como pode ser desenvolvido na Figura 3.10.

6) Definir o cosseno e a tangente do dngulo o como da mesma forma que definimos

na primeira relagao trigonométrica seno dada por

AB AD AF BC DE FG
= = e tan o = = =

AC AFE AG AB AD AF

42 Momento: Atividade

COS ¥ =

Nesse momento nosso objetivo é realizar a construcao de um triangulos
retangulo qualquer das relagoes trigonométricas por meio dos segmentos de retas

criados.

1) Para construir um tridngulo qualquer, vamos tomar um semicirculo utilizando a
ferramenta "Semicirculo"por dois pontos. Consideremos B e C' de maneira que
sejam o didmetro BC. Marque um ponto A qualquer pelo semicirculo e usando
a ferramenta "Segmento de reta"definir AB, BC' e AC.

2) Nomeie BC' = a, AC' = b e AB = ¢, clicando em nome do segmento e depois
acessar a configuracao no menu "Bésico"para renomear os nomes como colocados

nesse item.
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3) Selecione a ferramenta "Angulo por duas retas"e no triangulo retangulo exibir
a medida de todos os trés. Observe que temos um resultado que garante dado
um ponto A do semicirculo e BC' o didmetro, implica que qualquer tridangulo por

esses pontos formam um triangulo retangulo. Observe a Figura 3.11 a seguir.

4) Na janela de "Algebra"clique no campo entrada e defina o valor da fungao
seno, cosseno e tangente, para aplicar nos préoximos passos. Na construgao os
pontos podem ser movimentados e a animacao possibilitaré verificar os valores

das relacoes trigonométricas variaveis de 0° a 90°.

. ¢ 371
. b 651
c 3.71
tg 29. C— = = .
92078 =7 = 0 =057

Figura 3.11: Relagoes trigonométricas no triangulo AABC
Animagao: https://www.geogebra.org/m/jzc9ukmq

5) Selecione a ferramenta "ABC texto"para podermos exibir as relagbes trigono-
métricas com seus respectivos valores. Digite Seno do menor angulo clicando no
simbolo do aplicativo GeoGebra como na Figura 3.12 para selecionar a referéncia
do argumento e apresentar a configuragao como listadas nos quadros em azul da
Figura 3.11.


https://www.geogebra.org/m/jzc9ukmq
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Figura 3.12: Referéncia do argumento do dngulo menor.

6) Definir as fungoes seno, cosseno e tangente do angulo menor da mesma forma feita
com a referéncia da Figura 3.12 para indexar a referéncia do LaTeX disponivel

no GeoGebra.

7) Ao finalizar solicite que os alunos realizem a "Atividade - Aplicando as ideias de
razoes trigonométricas"desenvolvida com auxilio do GeoGebra, no link: https:

//www . geogebra.org/m/nddrmts3 (Veja no Apéndice A - A.2).

3.1.3 Sequéncia 3 - Lei dos Cossenos

Tema: Lei dos Cossenos.
Componente curricular: Matematica.
Série: 2° Ano (EM).

Quantidade de aulas: 2.

Objeto de conhecimento (Contetudo):Lei dos Cossenos.

Habilidades:
o(EM13MAT308) Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nocoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar

problemas que envolvem triangulos, em variados contextos.

Desenvolvimento da sequéncia


https://www.geogebra.org/m/nddrmts3
https://www.geogebra.org/m/nddrmts3
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Motive os alunos apresentando a Lei dos Cossenos e apontando como

podemos fazer uma criagao para sua representagao criando os passos a seguir:

1) Apresente o teorema de que trata sobre a Lei dos cossenos: "Em qualquer
triangulo, o quadrado da medida de um lado é igual a soma dos quadrados das
medidas dos outros dois lados, menos duas vezes o produto das medidas desses

lados pelo cosseno do angulo formado por eles."

2) Vamos abrir o ambiente do GeoGebra, para criar a representacgao logica. Seja
AABC um triangulo qualquer e marquemos os pontos A, B e C' quaisquer como

na figura 3.13 a seguir.

Figura 3.13: Criagao de um triangulo qualquer AABC - elaborada pelo autor.
3) Utilize a ferramenta "Angulo"para marcar os angulos «, 3 e 6, configurando-os
de forma que seja exiba apenas o valor do angular.

4) Clique nos segmentos de reta e em seguida habilite para exibir o valor dos

segmentos referentes a cada lado do triangulo como na figura 3.14.

C

Figura 3.14: Habilitacdo dos valores de cada lado do triangulo AABC - elaborado pelo autor.

5) Segundo a Lei dos cossenos temos trés casos:

19 caso: > = B>+ —2-b-c- cos(a)
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20 caso: B =a*+c* —2-a-c-cos(B)
3% caso: > =a?*+b*—2-a-b-cos(f)

Vamos a principio verificar o primeiro caso no proximo passo.

6) Vamos habilitar a ferramenta "poligono regular"para verificar a criar as figuras

regulares suporte do triangulo AABC.

7) Para ficar didatico, vamos selecionar a ferramenta "Area'e mostrar a area

ocupada por cada poligono suporte junto com a coloragao para cada uma delas
(Ver figura 3.15).

8) Selecione a ferramenta "Texto"para desenvolvermos o raciocinio demonstrativos

dos célculos. Digite usando a ferramenta LaTeX que esté disponivel no GeoGebra,

como apresentado na figura 3.15.

a?= b+ —2-b-ccos(A) = a® = 256>+ 543 — 2. 2.56-5.43- cos(56.54°)
F

= a>= 6.53+29.48 — 2- 2.56-5.43- (0.55)

= a’ = 6.53 +29.48 — (15.31)

2 _ I
=a" = 20.71 G
= a’ = V2071 A AAeadepoi =20.71
=~ a= 455 Area de pol2 = 6.53 |

95.52°
H Fo\o6-54°  27.955

Area de pol3 = 29.48

Figura 3.15: Verificagdao do 1° Caso em que desejamos para o angulo a.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/dc9hvqtc

Ressaltando que o processo apresentado na figura 3.15 foi desenvolvido no
ambiente do GeoGebra, seguindo todos os passos apontados anteriormente e sua
intengao é movimentar os vértices A, B e C' para verificar o comportamento do

tridangulo em variadas posicoes.

Por fim solicitar que os alunos abram a "Atividade Lei dos Cossenos"disponivel

em https://www.geogebra.org/m/khytyrrs (Veja no Apéndice A - A.3).


https://www.geogebra.org/m/dc9hvqtc
https://www.geogebra.org/m/khytyrrs
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3.1.4 Sequéncia 4 - Lei dos Senos

Tema: Lei dos Cossenos.
Componente curricular: Matematica.
Série: 22 Ano (EM).

Quantidade de aulas: 2.

Objeto de conhecimento (Contetdo):Lei dos Senos.

Habilidades:
o(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nocoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar

problemas que envolvem triangulos, em variados contextos.
Desenvolvimento da sequéncia

Apresente a Lei dos Senos fazendo as motivagoes necessarias. Mostre o

teorema e ressalte a importancia de discutir e criar essa nogao.

1) Vamos considerar uma circunferéncia de cento O e raio OR = R qualquer. Tome-
mos trés pontos A, B e C sobre a ela e com a ferramenta "poligono"selecionamos

eles para formar o triangulo AABC qualquer, inscrito como na figura 3.16.

LEI DOS SENOS

e _ b __ ¢ _,p C —2_y
sena.  sen B sen 7y

Figura 3.16: Construgao do tridngulo inscrito na circunferéncia - Lei dos Senos.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/mdjvsvxm

2) Selecione a ferramenta de "segmento de reta"e por AB, AC, e BC construa
respectivamente de forma auxiliar os segmentos ¢, b e a, habilitando apenas a o
seu nome. Junto a isso, determine o segmento OR que sera o raio e habilite o

modo valor para contrastar com a criacao da figura 3.16.


https://www.geogebra.org/m/mdjvsvxm
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3) Para mostrar a parte final, selecione a ferramenta "texto"e construa todos os
links baseados na figura construida para mostrar de forma didatica a validade da

Lei dos Senos.

4) Para aplicagao pega aos alunos que acessem o link https://www.geogebra.org/

m/y67y2u7e da atividade para aplicagdo do conceito (Veja no Apéndice A - A 4).

3.1.5 Sequéncia 5 - Ciclo Trigonométrico

Tema: Ciclo Trigonométrico de Raio Medindo 1 u.m..
Componente curricular: Matematica.

Série: 2° Ano (EM).

Quantidade de aulas: 5.

Objeto de conhecimento (Contetudo): Ciclo Trigonométrico.

Habilidades:

o(EM13MAT308) Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nocoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar
problemas que envolvem triangulos, em variados contextos.

o(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes econdmicas, sociais e
fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela
analise dos graficos das funcoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

¢(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envol-
vem fenoémenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
entre outros) e comparar suas representagoes com as fungdes seno e cosseno, no

plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.
Desenvolvimento da sequéncia

12 Momento: Criando um circulo de raio unitario.

1) Vamos considerar o ambiente do GeoGebra, os eixos cartesianos e malha quadri-

culada para comegar a construgao como na Figura 3.17.

2) Selecione a ferramente "Circulo dado Centro e um de seus pontos"mancando o
Ponto O = (0,0) no centro do sistema cartesiano e em sequéncia marque o ponto

A = (1,0) na configuragao fixa. Criando dessa forma um circulo unitério.

3) Defina um controle deslizante a de forma que ele varie de 0° a 360°. Para cria o

proximo ponto, vamos usar as coordenadas paramétricas B = (cos(a),sen («)).


https://www.geogebra.org/m/y67y2w7e
https://www.geogebra.org/m/y67y2w7e
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Selecione por fim nesse passo a ferramenta "segmento de reta"e determine OA e

N

Figura 3.17: Ciclo trigonométrico unitério.

a=45°

4) Selecionada a ferramenta "Angulo", para mostrar a abertura formada pelos

pontos AOB como na figura 3.17.

5) Para finalizar,vamos definir um outro angulo 8 de modo que seu valor seja

a/180°. Selecionando a ferramenta "ABC Texto"vamos escrever a expressao

o= 800 — fm de modo que seja possivel vermos o angulo definido em Graus e
convertido em Radianos (Ver figura 3.18).

d 0

B a=9p"
90°
radianos = 180° 7= 0.57rad
079" A

Figura 3.18: Ciclo trigonométrico com definicio do angulo medido em Radianos.

Observacao: Cabe ressaltar que essa conversao deve ser atrelada a representacao
dos casos particulares de arcos, como por exemplo, Arco de meia volta, nulo e

uma volta com enfase em suas respectivas medidas.
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22 Momento: Simetrias no Ciclo unitéario.

Nesse momento vamos mostrar os trés tipos de simetrias, em relacao ao eixo

vertical, ao eixo horizontal e ao centro da circunferéncia.

1) Simetria no 2° Quadrante: Tomaremos um arco qualquer com extremidade

marcada no 1° Quadrante como na Figura 3.17.

2) Selecionando a ferramenta "Reflexdo em relagao a uma reta", clique primeiro no
ponto B e posteriormente no "Eixo y"para gerar o ponto B’ simétrico em relacao
ao eixo. Desenvolva a construcao do segmento de reta OB’ e o ponto C, com seu
respectivo angulo construido e definido entre 0° e 90° para apresentar a relagao

esperada (Ver Figura 3.19).

@=32°

Figura 3.19: Construgio dos arcos congruentes no 1°Q e 2°Q.

3) Ligue na sequéncia também os pontos BB’ e verifique que a medida do arco a e
B sao arcos congruentes. Logo, pode-se verificar que para os arcos medidos no 2°
Quadrante possuem a configuracao dada por # = m — 3 ou § = 180° — /3, como

na Figura 3.20.
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4)

Figura 3.20: Verificando a configuragiao § = 7 — 3 ou § = 180° — f3.

Ressaltando que 0° < o < 90°. Logo, todos os arcos simétricos no 2° Quadrante
possuem correspondentes garantidos e visiveis no 1° Quadrante. Mostre nesse
ponto aos alunos a importancia de visualizar e compreender essa propriedade
dentro desse intervalo delimitado e solicite que todos verifique esses valores de 0°
a 90°.

Simetria no 3% Quadrante: Tomaremos novamente um arco qualquer com extre-

midade marcada no 1° Quadrante como na Figura 3.17.

Selecionando a ferramenta "Reflexdao em relagdo um ponto", clique primeiro no
ponto C' e posteriormente no ponto A para gerar o ponto C’ diametralmente
oposto. Desenvolva a construgao do segmento de reta AC” e o ponto D, com seu
respectivo angulo construido e definido entre 0° e 90° para apresentar a relagao

esperada (Ver Figura 3.21).
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Figura 3.21: Construgao dos arcos congruentes no 1°Q e 3°Q e verificagao da configuracao
0=m+pBoub=180°+p3

7) Na Figura 3.21 é facil verificar pela construgao que a medida do arco a e
sao arcos congruentes. Logo, pode-se verificar que para os arcos medidos no 3°

Quadrante possuem a configuracao dada por § = 7+ 3 ou 0§ = 180° + £.

8) Simetria no 4° Quadrante: Tomaremos um arco qualquer com extremidade

marcada no 12 Quadrante como na Figura 3.21.

9) Selecionando a ferramenta "Reflexdo em relagdo a uma reta", clique primeiro no
ponto C' e posteriormente no "eixo x"para gerar o ponto C” simétrico em relacao
ao eixo. Desenvolva a construgao do segmento de retaAC” e o ponto B, com seu
respectivo angulo construido e definido entre 0° e 90° para apresentar a relagao

esperada (Ver Figura 3.22).
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Figura 3.22: Construgao dos arcos congruentes no 1°Q e 4°Q e verificagao da configuragao
0 =271 — B ou 6 =360°— j.

10) Como nas outras duas simetrias é facil verificar pela constru¢do que a medida
do arco a e 8 sao arcos congruentes. Logo, pode-se verificar que para os arcos
medidos no 4° Quadrante possuem a configuracao dada por § = 27 — 3 ou
6 = 360° — 3, como na Figura 3.22.

11) Para finalizar, solicite que os alunos verifiquem alguns dngulos realizando as mes-
mas construgoes e observando as medidas definidas dentro de cada quadrante:
2°Q, 3°Q e 4°Q: https://www.geogebra.org/m/g7benvdk (Veja no Apéndice
A - Ab).

3.1.6 Sequéncia 6 - Razoes trigonométricas na circunferéncia
unitaria

Tema: Razoes trigonométricas na circunferéncia unitaria.

Componente curricular: Matematica.

Série: 22 Ano (EM).

Quantidade de aulas: 3.

Objeto de conhecimento (Contetido): Ciclo Trigonométrico.

Habilidades:
o(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nocoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar

problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.


https://www.geogebra.org/m/g7benvdk
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¢(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes econémicas, sociais e
fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela
analise dos graficos das fungoes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

o(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envol-
vem fenomenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
entre outros) e comparar suas representagoes com as fungoes seno e cosseno, no

plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de &lgebra e geometria.
Desenvolvimento da sequéncia

Vamos definir agora o "SENO"de um angulo a principio para 0° < o < 90°
e posteriormente estender para 0° < «a < 360°. E na sequéncia definiremos o
"COSSENQO"e a "TANGENTE".

1) Determinemos uma circunferéncia de raio unitaria, marcando primeiro dois
pontos O = (0,0) e A = (1,0), e selecionando a ferramenta "Circulo dados o

centro e um de seus pontos". Tome outro ponto C qualquer no 1° Quadrante.
2) Defina o "Controle deslizante"no formato de angulo definido 0° < a < 90°.

3) Pelo ponto B, selecione a ferramenta "Reta perpendicular'para passar uma
reta perpendicular ao o eixo x e passando por B. Marque o ponto C' como
a interseccdo dos segmentos OC e BC (Utilizar a ferramenta "Segmento'para

tracar os segmentos de retas).
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41°

Figura 3.23: Ilustragio da construcio dos passos.

4) Selecione a ferramenta "Angulo"e clique nos pontos C, O e B nessa sequéncia
para exibir o angulo « e depois clique nos pontos B, C' e O nessa sequéncia para
exibir o dngulo reto e por conseguinte mostrar o tridangulo retangulo(Ver Figura

3.23).

5) Nesse passo vamos utilizar a fun¢ao "SENO"definida no banco de dados do
GeoGebra. No campo de entrada basta escrever sen () que definira o valor a

para ser usado posteriormente.

6) Selecione a ferramenta "TEXTO ABC"para exibir interativamente o valor da

funcao desejada como na Figura 3.24 e 3.25.
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L= /R e
a=33°
o
Text
- 332 = BC 05 _ 5
B I Serif Foérmula LaTeX sen = O_B = ]_ = '
sen a=\frac{BCHOB} = \frac{h}{g}=a
q Avancado A P
Visualizar €2 aBy  Férmula LaTeX
(area vazia) A
B C
(0] a
c f
g h n
i a
B \ Q
CANCELAR Q
Figura 3.24: Edigao do texto em linguagem Tex.
a=233°
{J
BC 0.54
B =2 2" _ 054
sen 33 OB 1 0.5

3 ¢

Figura 3.25: Exibigao do seno do argumento junto ao seu valor.

7) Para a o cosseno, basta seguir os mesmos passos para definir a escrita e apresentar

o valor como na Figura 3.26.

8) Para escrever o valor da Tangente, vamos inicialmente prolongar o segmento de

reta OB, até a reta perpendicular a circunferéncia passando por A.

9) Selecione a ferramenta "Reta Tangente"e clique no ponto A e na circunferéncia.

Use a ferramenta "Intersecao"e clique nas retas que passam por OB e AD, para

marcar o ponto D.
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10) Modifique a configuracio do ponto para ver o valor do segmento de reta AD.

Lembrando que esse valor representa a tangente do angulo definido (Ver Figura

3.26).

11) Vamos escrever a fungao "d = tan(«)"para retornar o valor d desejado para
podermos escrever seus valores como fizemos no seno e cosseno anteriormente.

Definiremos também um segmento de reta AD para mostrar o valor da tangente
como na Figura 3.26.

a=41°
()
Y sen4lofg—gfg:066
: =087 cos4l° :%=¥: 0.75
= tg 41° :g—g:%: 0.87

41°

Figura 3.26: Esquema dos valores dos Senos, cossenos e tangentes.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/axbkwxwa

12) De maneira analoga definir as relagdes trigonométricas inversas secante, cosse-
cante e cotangente (Ver figura 3.27).


https://www.geogebra.org/m/axbkwxwa
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sec 44° = 1.39

cosec 44° = 1.44
cosec

cotg 44° = 1.04

Figura 3.27: Esquema de valores: Secante, cossecante e cotangente.
Animacao: https://www.geogebra. org/m/vzhxnchm

13) Para finalizar solicite que os alunos facam a atividade https://www.geogebra.
org/m/n99ybbrg (Veja no Apéndice A - A.6).

3.1.7 Sequéncia 7 - Fungoes Trigonométricas

Tema: Trigonometria.

Componente curricular: Matematica.
Série: 2° Ano (EM).

Quantidade de aulas: 5.

Objeto de conhecimento (Contetido): Fungdes trigonométricas.

Habilidades:

¢(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes econdmicas, sociais e
fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela
anélise dos graficos das fungoes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

¢(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envol-
vem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,

entre outros) e comparar suas representagoes com as fungoes seno e cosseno, no


https://www.geogebra.org/m/vzhxnchm
https://www.geogebra.org/m/n99ybbrg
https://www.geogebra.org/m/n99ybbrg
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plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

Desenvolvimento da sequéncia

As funcgoes trigonométricas tem uma vasta aplicagdo em nosso cotidiano.
Sabemos que o som viaja por meio de ondas e que permite nossos ouvidos receberem

a sonoridade nao tao regular por meio das fungoes seno e cosseno.

Exemplo 3.1. A matemética desempenha um papel essencial no processamento de
som e musica pelos computadores. Embora os computadores nao "ougam"como nos,
eles conseguem representar e manipular as ondas sonoras de maneira matematica,
utilizando fungoes trigonométricas.

Tal colocagao é um exemplo classico de fungoes trigonométricas, nas quais,
nos possibilitam entender e compreender os comportamentos desses conceitos valio-
sos presente em nossa cotidiano. Observe a Figura 3.28, onde é apontado o compor-

tamento constante e oscilante da fungao seno.

-2

Figura 3.28: Exemplo de fungio seno que representa essa ideia (Criada pelo autor).

1) Vamos em primeiro lugar definir a funcao seno. Na Janela de visualizagao vamos
construir uma circunferéncia unitaria centrada em O = (0,0). E nesse mesmo

passo vamos definir um controle deslizante o de 0° a 360°.

2) Vamos criar um ponto B = (cos(a), sen (a)) e vamos definir o setor OAB clicando

na ferramenta "Setor Circular". Clique na "Angulo"para escrever o «.

3) Vamos definir agora uma curva com os parametros b = (u,sen (u),u, 0, @) sendo

na sequéncia uma curava definida em funcao de wu, baseado na variavel u e
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iniciando em 0 < w < «. Vamos criar nesse passo o ponto C' = (a,sena),

que sera animado para percorrer a curva b.

4) Vamos demarcar duas retas perpendiculares uma passando por B e o eixo x
e outra por C' e o eixo x, na sequéncia usar a ferramenta "intersecao entre
dois objetos"para marcar os pontos D e E respectivamente. Finalize esse passo
tracando os segmentos de reta BD, CE e BC.

5) Finalize a construgao mostrando as retas y = 1 e y = —1, para mostrar o ponto

méaximo e minimo que a fungao atinge em sua imagem (Veja Figura 3.29).

Figura 3.29: Elaboracio e edigao do autor. Funcao seno sendo criada de forma interativa.
Animacao:https://www.geogebra.org/m/kazpywrk

6) Analogamente podemos fazer o mesmo processo para fungao cosseno. Como é

possivel ver na Figura 3.30.

Figura 3.30: Elaboracao e edigao do autor. Fungao cosseno sendo criada de forma interativa.

Animacao: https://www.geogebra.org/m/apjgbu’a

7) Para Funcdo tangente, vamos trocar a curvatura b = (u,tg(u),u,0,a) e C' =
(o, tg ). Utilizando a ferramenta "reta tangente", clique na circunferéncia e no
ponto A, prolongue o segmento de reta OB por meio da ferramenta "reta'"e

marque a intersecao entre ela e a tangente.


https://www.geogebra.org/m/kazpyw7k
https://www.geogebra.org/m/apjg5u7a
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8) Pelo ponto C| tragar uma reta perpendicular passando pelo eixo x e pelos pontos

o segmento de reta AD.

9) Por fim para essa ilustragao vamos definir, as assintotas: 1) x = 7; 2) v = 37”;
e3)x = 57” . Ressaltando que essas retas sao onde a tangente nao se encontra
definida.

L b | o |
a=420 3 : |
() 3 3 3
« 3 3 3
o[o A (! ! o E

Figura 3.31: Elaboracio e edi¢ao do autor. Funcao cosseno sendo criada de forma interativa.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/xzxzjxtb

10) Analogamente podemos definir as fungoes trigonométricas inversas secante, cos-

secante e cotangente (Veja as Figuras 3.32, 3.33 e 3.34).

Figura 3.32: Fungao secante sendo criada de forma interativa.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/xzxzjxtb


https://www.geogebra.org/m/xzxzjxtb
https://www.geogebra.org/m/xzxzjxtb
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Q

“0SSecT

s 3n/2 2n

Figura 3.33: Fungao cossecante sendo criada de forma interativa.

Animagao: https://wuw.geogebra.org/m/rge2jppk

T 3n/ 2n | 5mn/2

Figura 3.34: Fungao cotangente sendo criada de forma interativa.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/caqjwwnc

11) Para finalizar vamos definir os modelos f(z) = a + b -sen(cx + d) e g(x) =
a+ b - cos(cx 4+ d) com a intengao de verificar como s@o os comportamentos das

funcoes, observando suas propriedades fundamentais.

12) Selecione um arquivo novo no GeoGebra, em sequéncia defina 4 controles des-
lizantes: a - serd o deslocamento vertical da funcao; b - serd a amplitude; ¢ -

frequéncia da funcao; d - deslocamento horizontal.

13) Digite exatamente no campo de entrada a primeira fungao f(x) = a+b-sen (cx +
d).

14) Digite exatamente no campo de entrada a segunda funcao g(x) = a+b-cos(cx+d).

A representagao destes dois passos dever ficar expostos como na Figura a seguir.


https://www.geogebra.org/m/rge2jppk
https://www.geogebra.org/m/caqjwwnc
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o ]

-5 o 5 ®
a=05 Deslocamento vertical da fungao.
b=1 ) 5
e . . |
5 ]
I S Amplitude da fungao.
c=1 b=1 =
o 0 —@ 50 c=1 |
o = = Frequéncia da fungéo.
d=0 d=0
(O] B ———
0 @ 5 ® ‘ Deslocamento horizontal da fungéo.
N
f(x) = b d
® (x) = a+b sen(cx-+d) ;

= 0541 sen(1x)

03,
g(x) = a+b cos(cx+d) /
= 0541 cos(1x)

8 - 2 0 w2 m

@  Deslocamento vertical da fungdo.

@  Amplitude da funco.

Figura 3.35: Representacio dos modelos das funcdes f(z) e g(x).
Animagao: https://www.geogebra.org/m/vcIyjbsc

15) Cabe ressaltar que a escrita dessas fungoes possibilita a visualizagdo de muitas
propriedades. As principais sao: Deslocamento vertical e horizontal, Frequéncia
e amplitude. Para finalizar solicite que os alunos facam a atividade no link

https://www.geogebra.org/m/jmhdu3ew (Veja no Apéndice A - A.7).

3.1.8 Sequéncia 8 - Soma e Subtragao de arcos

Tema: Trigonometria.

Componente curricular: Matematica.
Série: 22 Ano (EM).

Quantidade de aulas: 3.

Objeto de conhecimento (Contetido): Soma e Subtragao de arcos.

Habilidades:

¢(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes econdmicas, sociais e
fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela
analise dos graficos das funcoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

o(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envol-
vem fendmenos periodicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
entre outros) e comparar suas representagoes com as fungoes seno e cosseno, no

plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

Desenvolvimento da sequéncia


https://www.geogebra.org/m/vc9yjbsc
https://www.geogebra.org/m/jmhdu3ew
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Introduza a ideia de que podemos somar e subtrair arcos, assim como
somamos e subtraimos nimeros, enfatizando a analogia entre operagbes numeéricas
e geométricas. Demonstre essas primeiras ideias explicando dialogicamente como

podemos fazer a representacao por meio da demostragao e mostrando exemplos.

1 cos (6+B) s 8

Figura 3.36: Construgio para demostragiao da soma de arcos.

Utilize como exemplo a construcao da Figura 3.36. Demonstre as formulas de
adicao e subtragao para seno, cosseno e tangente. Posteriormente a apresentagao das

formulas de arcos, solicite que os alunos sigam os passos para elaborar a ferramenta.

1) No GeoGebra, crie um circulo trigonométrico unitario. Marque um ponto C' para
formar o BC. Em seguida, utilize a ferramenta "Reta perpendicular"e clicando
no ponto C' e, depois no eixo x. marque o ponto D na interse¢ao obtida e finalize

aplicando a ferramenta "Poligono"para desenhar o triangulo AADC.

2) Marque o ponto FE, para formar o arco C'E. Novamente, utilize a ferramenta
"Reta perpendiculare clicando no ponto E e, depois no eixo x. marque o ponto

F na intersecao obtida e finalize aplicando a ferramenta "Poligono"para desenhar
o triangulo AAFE.

3) Utilize a ferramenta "Reta perpendicular"clique no ponto E e no segmento de
reta AC. Marque o ponto G, por fim utilize a ferramenta "Poligono"para desenhar
o tridangulo AAGE.
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4) No ponto G, utilize a ferramenta "Reta perpendicular"e clicando no ponto e,
depois no eixo x. Marque o ponto I para formar o triangulo AAIG utilize a

ferramenta "Poligono".

5) Ressalte aos alunos a importancia de compreender esse processo para realizar
a atividade posteriormente. Cabe ressaltar que ficaremos com a elaboracao
junto aos alunos nesse ponto, devido ao acessarem a atividade essa mesma
elaboragao estar disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vb29kchp (Veja
no Apéndice A - A.8).

3.2 Avaliacao das sequéncias didaticas

Nesse aspecto, a avaliacao contempla trés vertentes. A primeira, diagnostica,
tem como objetivo identificar os pontos fortes e fracos do aluno em determinada area
de conhecimento, permitindo um levantamento inicial das dificuldades e habilidades.
A segunda, formativa, corresponde a evolugao da avaliagao diagnoéstica, na qual
o processo de descoberta conduz a novas elaboracoes de aprendizagem, sempre
mediadas pelo professor. Por fim, a avaliagdo somativa busca, por meio da média de
trabalhos individuais e em grupo, debates, provas e analise das atividades realizadas,
atribuir uma nota conceitual que reflita o percentual de objetivos de aprendizagem
alcangados, desenvolvidos ou demonstrados pelo aluno.

A quantidade de aulas pode ser ajustada conforme o ritmo da turma e o
nivel de familiaridade com o GeoGebra. As atividades devem ser flexiveis, permitindo
diferentes niveis de exploracao, desafios extras ou simplificagbes. Recomenda-se

registrar as dificuldades mais comuns para possibilitar ajustes em futuras aulas.


https://www.geogebra.org/m/vb29kchp

CAPITULO 4

Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como objetivo apresentar uma pesquisa aplicada
sobre os conceitos de trigonometria de forma dindmica, de modo que essa area da
matematica possa ser ensinada aos alunos por meio de aplicativos de geometria
dinAmica e sequéncias didaticas. Nesse aspecto, foi discutido a importancia da
integracao dos recursos tecnoldgicos e a trigonometria, vislumbrando as formas
como tais aparatos influenciam no mundo moderno e como sao exercidos o poder de
contribuicao educativo.

Realizando uma breve reflexao sobre o trabalho, é interessante elencar al-
guns pontos pertinentes. Primeiro, as sequéncias elaboradas visam oferecer um apoio
pedagdgico complementar, de forma que o professor possa experimentar geometria
dindmica e promover maior interatividade em sala de aula [Moran 2007|. Segundo,
busca-se incentivar a criagao de materiais pedagogicos utilizando as novas tecnolo-
gias [Valente 2011]. Terceiro, pretende-se proporcionar uma melhor compreensio da
visualizacao dos conceitos trigonométricos construidos historicamente.

Diante dos conceitos expostos no referencial teorico, tratando de documen-
tos oficiais como a BNCC |Brasil 2018]| e diretrizes inerentes ao sistema educacional,
o trabalho buscou agregar tais demandas organizadas para boa compreensao dos
interesses pedagogicos e com objetivos bem definidos.

Apesar das contribuicoes apresentadas, este trabalho possui algumas limita-
¢oes que devem ser consideradas. Primeiramente, as sequéncias didéaticas propostas
nao foram aplicadas ou avaliadas empiricamente em sala de aula, o que impede a
verificacao pratica de sua eficicia no processo de ensino e aprendizagem. Além disso,
a pesquisa se restringe a um recorte tedrico e metodologico voltado ao uso de apli-
cativos de geometria dinamica, sem explorar comparacoes com outras abordagens
pedagdgicas ou ferramentas digitais. Outra limitacao refere-se & auséncia de uma
analise quantitativa ou qualitativa sobre o impacto real das tecnologias no desem-
penho dos alunos, o que abre espago para futuras investigacoes. Por fim, o trabalho
esta delimitado a um contexto educacional especifico, podendo apresentar resultados

diferentes em outras realidades escolares ou niveis de ensino.
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Como continuidade deste estudo, sugerem-se futuras pesquisas que possam
aprofundar e ampliar os resultados aqui apresentados. Um caminho importante é a
aplicagao pratica das sequéncias didaticas propostas em turmas reais da Educagao
Basica, analisando o impacto do uso de aplicativos de geometria dinadmica no de-
sempenho e na motivagao dos alunos. Outra possibilidade ¢ a avaliagao comparativa
entre diferentes plataformas digitais, verificando quais recursos favorecem melhor
a aprendizagem dos conceitos trigonométricos. Também se recomenda investigar a
formacao continuada de professores voltada ao uso de tecnologias educacionais, a fim
de compreender como esses profissionais integram tais ferramentas em sua pratica
docente.

Esperamos que este estudo possa contribuir com a formagao e pesquisa para
professores na Educagao Bésica. Dessa forma, acreditamos promover por meio da
geometria dinamica, a elaboragao de novos materiais pedagogicos com motivagao
na pesquisa cientifica, promover inovagao com as novas tecnologias e principalmente
corroborar para educacgao publica de qualidade.

As discussoes sobre melhorias na educagao sao antigas, e observa-se esse
debate se resumir sempre em melhorias na qualidade de ensino e aprendizagem.
Cabe apontar ainda, inovagao tecnolégica nao substitui o papel do professor, pelo
contrario, motiva novos papeis na selecao e aplicagao delas no ambiente educacional
de forma eficaz alinhadas as necessidades da evolucao social.

Por fim, defendemos que as propostas educacionais com tecnologia procuram
criar possibilidades e agregar no desenvolvimento educacional com recursos capazes
e eficientes, para tornar o ensino motivador, desafiador e acessivel para alunos e

professores.
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APENDICE A

Atividades desenvolvidas no GeoGebra

A.1 Atividade - Teorema de Pitagoras

eObjetivo: Verificar o teorema de Pitagoras e suas aplicagoes.

O teorema diz: Em um triangulo retangulo qualquer,o quadrado da medida da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Ou seja, se os

catetos medem b e ¢ e a hipotenusa mede a, entdo a? = b* + 2.

Exemplo A.1. Observe o comportamento de como o Teorema se comporta com as

areas suportes dos quadradados criados nos lados do triangulo ABC.

0=1

e
Teorema de Pitagoras

(2]
N
+
o
N
]

az

pOlIgoNo4L=316] i | |
| | |
| |

Figura A.1: Animacio criada com Geogebra. Edicdo do autor. disponivel em:https://www.
geogebra.org/m/uwhe43sn


https://www.geogebra.org/m/uwhe43sn
https://www.geogebra.org/m/uwhe43sn
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Questao 1: Qual é o valor da hipotenusa de um triangulo retangulo, sabendo-se

que os catetos medem 8 e 15 unidades?

=

) 12
B) 17
C) 14
D) 23
E) 20

Questao 2: Qual é o valor de x na figura abaixo?

C

12

X
A)5
B) 10
Q) 12
D) 13
E) 7

Questao 3: Determine o valor de x e y respectivamente na figura a seguir:

a) A
m D 15cm F

A) 15 cm e 64 cm.
B) 8 cm e 12 cm.
C) 15 cm e 8 cm.
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D) 225 cm e 8 cm.
E) 225 cm e 64 cm.

Questao 4: Qual das alternativas apresenta um triangulo retangulo?
A)4cm, 5 cme 12 cm.

B) 8 cm, 6 cm e 10 cm.

)

)
C) 2 cm, 5 cm e 9 cm.
D)5 cm, 12 cm e 7 cm.
)

E) 10 cm, 6 cm e Hcm.

Para ajudar na "Questao 4"clique no ponto B e C para selecionar um por vez e
em seguida utilize a seta para cima ou para baixo no ponto B e seta para direita
ou esquerda no botao C. Ao fazer isso vocé pode verificar as medidas dos lados dos

triangulos com suas respectivas medidas de forma interativa.

H B D

Area de pol1 = 50

Area de pol3 = 25 740

Area de pol2 = 25

Questao 5: Qual das alternativas representa a diagonal d1 e d2 de cada quadrado

respectivamente?
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E)6e4.

A.2 Atividade - Aplicando as ideias de razoes tri-

gonométricas

eObjetivo: Exibir e calcular o seno, cosseno e tangente de angulos quaisquer

sabendo a medida dos lados de um triangulo retangulo.

Consideremos um triangulo retangulo ABC a seguir:

Em relagdo ao angulo 6, definimo a relagées como:

Figura A.2: Figura para utilizar nas questdes subsequentes. Disponivel em: https://www.

geogebra.org/m/nddrmts3.

Questao 1: Observe o tridngulo retangulo abaixo e determine o valor das razoes

trigonomeétricas que estao corretas.


https://www.geogebra.org/m/nddrmts3
https://www.geogebra.org/m/nddrmts3
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A)senf = X e tgl = 3.
B) cosf =2 e senf = 1.
C) th——esenezg.
D) cosf =2 e senf = 1
E) tgd =2 e cosf = 2.

Questao 2: Calcule o valor de ¢ no tridngulo retangulo abaixo.

C

Considere :

8 3

sen 8 = 5

4

8 cos = 5
A 4 v 3
B c A - =
tgh=
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E) 0,064.

Questao 3: Calcule o valor de b no triangulo retangulo abaixo.

lw)

Considere :

10 .

sen § = 3

5

) X cosﬁ’_ﬁ
12

b=+

5

Questao 4: Sabendo que o tridngulo ABC é retangulo e que senf = %, determine

o valor de h.

Considere :

4
. senf = 3
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A) 12.
B) 9.
C) 2.
D) 5.
E) 3.

e ANGULOS NOTAVEIS

Os angulos notaveis sao os angulos de 30°, 45° e 60°, que sdao importantes na
Trigonometria e em célculos que envolvem razoes trigonométricas como seno, cosseno
e tangente. A denominacao "notéveis"se deve a sua importancia e frequéncia de uso
em problemas de matematica, principalmente na Trigonometria. Os valores do seno,
cosseno e tangente para esses angulos sao conhecidos e podem ser encontrados em

tabelas trigonométricas, demostrados com maior facilidade ou memorizados.

Razoes Trigonométricas dos angulos de 30° e 60

No tridngulo equiladtero ABC de lado a vamos tracar a altura AD.

a
Obtemos entao FG = 5 ese aplicarmos o teorema de
av3
Pitagoras vamos Encontrar EF = T\/_ .

Temos dois angulos definidos, /FGE = 60° e ZFEG = 30°.

Definimos entéo:
C E

a
SR R

1) cos60° = 5372
2)sen60°=f=ﬁ lzﬁ

a 2 a2

a3

3)tg60°=+=%§.§= V3

2
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Razodes Trigonomeétricas do angulo de 45°

No tridngulo iséscles ABC vamos considerar que ele
possui dois angulos de 45° e o terceiro medindo 90°.

Questao 5: Determine o valor de x ( Observe os angulos notéveis acima):

10

Questao 6: Determine o valor de x e y respectivamente ( Observe os angulos

notéaveis acima):
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4 m

D 300 D

A)2me2m.

)
B)ﬂme4\/§m.
C) 2m e 2v/3 m.
D)2\/§m62m.
E)2\/§me2\/§m.

Questao 7: Determine o valor de x (Observe os angulos notaveis acima):

60°

A 10 m

A.3 Atividade - Aplicacoes Lei dos Cossenos

eObjetivo: Verificar a Lei dos cossenos e testar em atividades semelhantes.
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Teorema (Lei dos Cossenos) Seja um triangulo AABC, onde AB = ¢, BC' = a
e AC = b. Entéo,

a* = b + * — 2bccos(a)

1° Modelo para ajudar a resolver as questdes (Clique nos pontos A, B ou C e ajuste para chegar a medida

desejada).
cos(A)=0.6
cos(B)= 0.9 C100.4°
cos(C)= —0.2
55 83
30.1°
495° B
10.8
= B+E—2bccos(d) =a? =55+ 1087 —2 55108 cos(49.5%)

=a?= 30141162 — 2- 55108 0.6

=0?= 301 +1162— 76.8

=a?= 60.5

= 0® =685

=a= 83
2° Modelo para ajudar a resolver os exercicios.

Nimero

a = cos(a) o= B4 —2bccos(A) = a’ = 2632+ 4.167 —2- 2.63-4.16- cos(80.78%)
= 0.16 =a?= 691 +17.31 — 2- 2.63-4.16- (0.16) F
b= f =a’= 6.91+17.31 — (3.5)
= 601 =at= 2071
= = a® =+20.71
= 17.31 =a= 455
d = cos(a)
= 0.16
e = 2fh cos
= 35
k = 2fh cos
= 35

A) 0,1.
B) 0,2.
C) 0,3
D) 0,4.
E) 0,5.

Questao 2: Qual o cosseno do menor angulo do triangulo de lados medindo 7, 8 e 107
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Questao 3: Na figura a seguir, determine a medida do lado b.

E
10 b
50°
D 8 F
A)5)5.
B) 6,8.
C) 78.
D) 9,8.
E) 6,82
Questao 4: Determine x na figura abaixo:
A
14 cm
C
B X

A) 5 cm.
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Questao 5: Determine o valor de x:

A
X
10 m
60° C

B 16m
A) 10 m
B) 11 m
C)12m
D) 13 m
E) 14 m

A.4 Atividade - Aplicacoes Lei dos Senos

eObjetivo: Verificar a Lei dos senos e testar em atividades semelhantes.
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Teorema (Lei dos Senos) Considere um tridingulo AABC' com lados AB, AC
e BC de medidas, respectivamente, ¢, b e a. Se R é a medida do raio do circulo

circunscrito a ABC, entao:

a b c
sen o - sen 3 - senf =3l

h = 3

_ LEI DOS SENOS
@
@
(@)
Suite GeoGebra o

Questao 1: No triangulo ABC seguinte, determine o valor de x.)

8m

60° 45°

SaozE=
N NS
B

O
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E) 12.

Questao 2: Dado o tridngulo abaixo, e sabendo que dois de seus angulos sao de
159 e 45° respectivamente e que o lado em comum mede 18, quais sdo os valores
aproximados dos lados x e y respectivamente? Dados: sen 15° = 0,26; sen 120° =
0,86 e sen 45° = 0,70

45 T .

A) 5,44 m e 14,65 m.
B) 14,65 m e 5,44 m.
C) 16 m e 6 m.

D) 14,65 m e 20,65 m.
E) 5,44 m e 20,65 m.

Questao 3: Determine a distancia d indicada na figura (Utilize v/6 22 2,45).
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Questao 4: (Prova Diagnostica/GO — 2025) Um tunel sera construido para atraves-
sar uma montanha. Um estudante de engenharia preparou um esbog¢o com algumas
medidas para estimar o comprimento desse ttinel. Nesse esboco, ele representou os
pontos P e (Q como a entrada e a saida desse tunel e utilizou um terceiro ponto de
referéncia, denominado O, de modo que os segmentos OP segmento PQ e OQ forma-
ram um angulo de 50° e o representa o comprimento desse tunel. Observe abaixo o
esbogo feito por esse estudante no qual a figura em cinza representa a vista superior

da montanha onde sera construido esse tunel.

Dados:

sen 50° = 0,8
cos 50° = 0,6
sen70° = 0,9
cos 70° = 0,3

Montanha —»

De acordo com esse esboco, qual seré a medida do comprimento, em metros,

desse tunel?

A) 321,43 m.
B) 400,00 m.
C) 450,00 m.
D) 506,25 m.
E) 900,00 m.

Questao 5: (FUVEST — SP - Adaptada) Em um triangulo ABC o lado AB mede
e o angulo C, oposto ao lado AB, mede 45°. Determine o raio da circunferéncia que

circunscreve o triangulo.
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>

Q
— — — ~—

2 m.

vs)

4 m.

6 m.

O

8 m.
10 m.

A.5 Atividade - Aplicacoes de trigonometria e si-

metrias
eObjetivo: Verificar arcos simétricos no 22 Q, 3° Q e 4° Q.

Questao 1: Verifique a simetria dos arcos de 1509, 135°, 120° respectivamente
no 12 quadrante. (Observe a representagao e movimente o controle deslizante para

verificar o angulo desejado.)
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129°

Arco simétricos projetado
no 1° quadrante:

B = (180° - 129°) = 51°

ra
La

Questao 2: Verifique a simetria dos arcos de 240°, 225° 210° respectivamente
no 1° quadrante. (Observe a representagiao e movimente o controle deslizante para

verificar o angulo desejado).

217°
[ ]
Arco simétricos projetado
no 1° quadrante:
F
17° B =(360°-217°) = 143°
AA B=37°
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uestao 3: Verifique a simetria dos arcos de = ? ? respectivamente
tao 3: Verifiq imetria d de 300°, 330°, 315° respecti t
no 1° quadrante. (Observe a representa¢ao e movimente o controle deslizante para

verificar o angulo desejado).

297°

Arco simétricos projetado
7° no 1° quadrante:

a=29
f A\ 0f=63°
K B = (360° - 207°) = 63°

A.6 Atividade - Aplicagcoes de trigonometria no

ciclo trigonométrico

eObjetivo: Aplicar as relagdes trigonométricas no ciclo trigonométrico.
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Relacdes trigonométricas na circunferéncia
; I
Numero 15 a=36°
o
a = sen(a)
G sen 36° = 0.59
= 0.5877852522925
c cos 36°=0.81
b = cos(a ¢ 'y
) F C"f C tg 36°=0.73
= 0.8090169943749 05
d— tg(a) sen n
= 0.7265425280054 62 -
-15 -05 A’J 05 15 2 25
Reta
h : Reta(A, B) -05
O
=y=0
i : Perpendicular(C, h)
O
= x = 0.8090169943749
| : Reta(B, EixoY) -15
®
Figura A.3: Animacdo suporte para realizar as atividades desse conjunto 1.
Relagdes trigonométricas inversas na circunférencia
O = Intersecio(EixoX, EixoY) @ 2
® = 0.0) 6;=30 sec30°=1.15
X cosec 30°=2
A = Ponto(EixoX)
(©)
= (1,0) cotg 30°=1.73
c: Circulo(O, A) cotg 8 G
® 7
=x+y =1
c
. 0; = 30° cosec 8 o B
0° @ 360° G S
B = (cos(01), sen(61))
o 30° A\ |
= (0.8660254037844, 0.5)
0 2
sec®
f = Segmento(0,A)
(@)
=1
g = Segmento(0, B)
(@)
=1 o
a

Figura A.4: Animacdo suporte para realizar as atividades desse conjunto 2.

Questao 1: Calcule o valor de cos 330°.

Questao 2: Determine o valor de sen 16°.



Apéndice A

126

A) -0,8.
B) 0,8.
C) 0,5.
D) -0,36.
E) -0,64

Questao 6: Por meio das relagoes trigonométricas no inicio da atividade, determine

a alternativa correta.

A) sen 30° > sen 10° .
B) sen 30° < sen 10°.
C) sen 30° > sen 60°.
D) sen 30° = 0.

E) sen 30° = sen 60°.
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Questao 7: Por meio das relagoes trigonométricas no inicio da atividade, determine

a alternativa correta.

A) cos 1502 > sen 150°.
B) sen 302 = sen 150°.
C) cos 30° = cos 150°.
D) cos 30° < cos 150°.

E) cos1502 = sen 150°.

Questao 8: Resolva a equacdo senz = 3, sabendo que 90%<x<180°.

Questao 9: Determine os possiveis valores para cosz = 1 , onde 0°2<x<360°.

2

Questao 10: Por meio das relagoes trigonométricas no inicio da atividade, deter-

mine a alternativa correta.

A) cotg 30° < tg 30°.
B) cosec 30° < sen 30°.
C) sen 30° = cos 30°.
D) cosec 302 = sec 30°.
)

E) cotg 30° > tg 30°.
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A.7 Atividade - Funcoes trigonométricas e suas
aplicacoes

eObjetivo: Analisar os conceitos dos modelos trigonométricos e verificar o

comportamento das fungoes.

Modelo para verificar as transformacées que acontecem alterando os pardmetros a, b, c e d.

a=0

(¢ s
-5 ® 5 d
a=0
O b=1 . @ Deslocamento vertical da fungao.
5 ° 5 N
. — PE Amplitude da fungao.
c=1 =
Q@ c=1 ‘
0 el 5 d o Frequéncia da fungéo.
il 51
O d=03 as 0'3. Deslocamento horizontal da fungao.
0 e d

f(x) = a+b sen(cx+d)

(©)
= 1sen(1x+0.3) A,
P g(x) = a+b cos(cx+d)
O
= 1 cos(1x+0.3) — B 0 /2 ™
@ Deslocamento vertical da fungdo. \g

@  Amplitude da funggo. -1

-~ -

Figura A.5: Modelo para aplicar nos exercicios da sequéncia didatica.

Questao 1: Seja g(x) = a+cos(x) . O que acontece com o grafico da fungdo quando

modificamos o parametro a?

A) O grafico tem deslocamento horizontal.

B) Nao ocorre mudanga da imagem da fungao.

C) Muda a amplitude.
)
)

O

O gréafico tem deslocamento vertical.

E) Ocorre mudanga do periodo da fungao.

Questao 2: Seja f(x) = b-sen (). O que acontece com o grafico da fun¢ao quando

modificamos o parametro b?

A) O grafico tem deslocamento horizontal.
B) O grafico tem deslocamento vertical mantendo a amplitude da onda.
C) Muda a amplitude da onda.
D)
)

E) Se a<0, o periodo muda.

Se b<0, o periodo muda.

Questao 3: Marque a resposta certa sobre a fungao g(x) = cos(2x).
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A) periodo:

vl

B) periodo: 27.

)
)
C) periodo: 7
D) periodo: .
)

E) periodo: 4.

Questao 4: Qual o gréfico representa a fungao f(x) = 2sen(zx)?
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/

- -mi2

1 /N )

m
" \./ 3“\/"
-1

0O
/\ 2
1 /
c /2n 3n /2 - P ni2 Wr
-1
-2
O -
3
2
D
1
-2n 3n/2 -n -mi2 0 mi2 m ns2 2n
-1
O 1
£
-2 ~3n/2 -n -mi2 0 w2 n an/2 2n
-1

Questao 5:

Figura A.6: Alternativas da questao 4.

Qual grafico representa a fungao g(z) = cos(2z)?



Apéndice A 131

=2n -3n/2 -n -mi2 0 ni2 n ni2 n
O
2n 3mi2 m w2 0 mi2 w Sms2 n

Figura A.7: Alternativas para questao 5.

A.8 Atividade - Adicao e Subtracao de Arcos

eObjetivo: Compreender e aplicar os conceitos de adigao e subtracao de arcos
utilizando representacoes visuais e exercicios praticos, promovendo a interacao

e a reflexao.
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B =54° | COSSENO DA SOMA

cos(6+B) = cosB-cosp - senB-senf

cos(15°+54°) = cos15°-cos54° - sen15°-sen54°

05 (0+B) (s § €0s(69°) = 0.97-0.59- 0.26-0.81

cos(69°) = 0.57-0.21

cos(69°) = 0.36

Figura A.8: Representacio do cosseno da soma de arcos.

Questao 1: Dado um arco de 30° e outro de 45°, encontre o cosseno da soma do

arco resultante. (Utilize a representagao acima para determinar esse valor).

SENO DA SOMA

sen(6+pB) = senBb-cospP + senf-coso

sen(17°+50°) = sen17°-cos50°+sen50°-cos1

sen(67°)=0.29:-0.64+0.77-0.96

sen(67°)=0.19+0.73

sen(67°)=0.92

Figura A.9: Representagio do seno da soma de arcos.

Questao 2: Dado um arco de 30° e outro de 45°, encontre o seno da soma do arco

resultante. (Utilize a representagdo acima para determinar esse valor).
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COSSENO DA DIFERENGCA

b (6-B) % en B cos(a-B) = cosa-cosP + sena-sen

{ F genﬁ% c0s(12°-40°) = cos12°-cos40° + sen12°-sen40°

/:
Q COS <9_B)COS (F | |

c0s(28°) = 0.98-0.77+0.21-0.64
08(28°) = 0.75+0.13

c0s(28°) = 0.88

Figura A.10: Representacio do cosseno da diferenca de arcos.

Questao 3: Dado um arco de 60° e outro de 30°, encontre o cosseno da diferenga

do arco resultante. (Utilize a representagao acima para determinar esse valor).

°
J SENO DA DIFERENGCA
I : sen(8-B) = senB-cosP - send-cosa
SAC
A sen(27°-62°) = sen27°-cos62°-sen62°-cos27°
@ \ B
ucos (6-8) Fcos 6| sen(35°)=0.45-0.47-0.88-0.89

sen(35°)=0.21-0.79

sen(35°)=-0.57

Figura A.11: Representacio do seno da diferenca de arcos.

Questao 4: Dado um arco de 60° e outro de 30°, encontre o seno da diferenca do

arco resultante. (Utilize a representagao acima para determinar esse valor).
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