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Resumo

Esta dissertacao estuda o uso de tecnologias digitais no ensino de Geometria Espacial no
Ensino Médio, com foco no desenvolvimento e na proposi¢ao de um produto educacional
que consiste em atividades mediadas pelo GeoGebra 3D e pela Realidade Aumentada
(RA). O objetivo ¢ auxiliar o professor na abordagem dos conceitos de esfera, cone e
cilindro. A pesquisa é de natureza qualitativa e descritiva, fundamentada na Teoria dos
Registros de Representacao Semidtica de Raymond Duval e na Teoria dos Niveis de Pen-
samento Geométrico de Van Hiele. O produto educacional propde oito atividades voltadas
a exploragao de conceitos de volume e propriedades dos sélidos redondos na Geometria
Espacial, sendo quatro de construgdao no software GeoGebra 3D e quatro de exercicios
de ENEM e Vestibulares. Destaca-se que uma dessas atividades utiliza Realidade Au-
mentada (RA). A etapa culminante aborda o volume da esfera e o Principio de Cavalieri,
permitindo aos estudantes observarem e manipularem objetos tridimensionais em ambi-
ente interativo, relacionando representacoes planas e espaciais. Todas as atividades tém
a versao pronta para impressao e para serem aplicadas na sala de aula com a mediacao
do professor. As atividades integradas com GeoGebra 3D e a Realidade Aumentada fa-
vorecem o desenvolvimento do raciocinio espacial, facilitam a compreensao das relagoes

métricas e contribuem para a articulagao entre registros visuais e algébricos.

Palavras-chave: Geometria Espacial. GeoGebra 3D. Realidade Aumentada. Teoria

Semiotica. Teoria de Van Hiele.



Abstract

This master thesis studies the use of digital technologies in the teaching of Spatial Ge-
ometry in High School, focusing on the development and proposition of an educational
product consisting of activities mediated by GeoGebra 3D and Augmented Reality (AR).
The main objective is to support teachers in addressing sphere, cone and cilinder. The
research is qualitative and descriptive in nature, grounded in Raymond Duval’s Theory
of Semiotic Representation Registers and Van Hiele’s Theory of Geometric Thought Le-
vels. The educational product proposes eight activities aimed at exploring concepts of
volume and properties of round solids in Spatial Geometry, with four activities focused on
construction within the GeoGebra 3D software and four based on exercises from national
exams (ENEM) and college entrance exams. It is highlighted that one of these activities
uses Augmented Reality (AR). The culminating stage addresses the volume of the sphere
and Cavalieri’s Principle, allowing students to observe and manipulate three-dimensional
objects in an interactive environment, linking planar and spatial representations. All ac-
tivities have a version ready for printing and for immediate application in the classroom
with teacher mediation. The activities integrated with GeoGebra 3D and Augmented
Reality favor the development of spatial reasoning, facilitate the comprehension of metric

relations, and contribute to the articulation between visual and algebraic registers.

Keywords: Spatial Geometry. GeoGebra 3D. Augmented Reality. Semiotic Theory. Van
Hiele Theory.
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Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) traz uma visdo importante sobre
o Ensino de Matematica, mostrando que a Geometria Espacial é uma disciplina essen-
cial para a formacao integral do aluno. A proposta é ajudar criancas e adolescentes a
aprender a visualizar, raciocinar sobre relacoes espaciais e resolver problemas do cotidi-
ano. Segundo a BNCC (BRASIL, 2018)), os principais objetivos no campo da Geometria
Espacial envolvem a visualizacdo e a representagao, o estabelecimento de relagbes entre

figuras geométricas, o calculo de medidas e a resolucao de problemas.

Essa visao ¢ consistente com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs), pois
o documento estabelece que as acoes especificas de ensino contribuam para o desenvol-
vimento de capacidades de pensar, como percepcao do espago, abstracao e generalizacao
de propriedades matematicas. Contudo, apesar de sua relevancia, a Geometria Espacial
ainda ocupa um espacgo reduzido nos curriculos escolares e, muitas vezes, é trabalhada de
forma fragmentada, com énfase em cédlculos algébricos e pouca exploracao visual. Esse mé-
todo popular pode ser uma barreira para a aprendizagem porque nao promove uma com-
preensao das propriedades dos sélidos, nem o tipo de raciocinio geométrico que pretende-se
que os alunos alcancem. Nesse sentido, como afirma |[Lorenzato (1995), aqueles que pro-
curam um facilitador de processos mentais, encontrardo na Geometria o que precisam:
prestigiando o processo de construgdao do conhecimento, a Geometria valoriza o descobrir,
o conjecturar e o experimentar. Essa visao reforca a necessidade de tratar a Geometria
nao apenas como um conjunto de férmulas a serem aplicadas, mas como um campo de
investigacdo e desenvolvimento do raciocinio matematico, no qual o aluno ¢é estimulado
a explorar, conjecturar e validar ideias. Partindo dessa proposta de renovagao, a BNCC
estabelece dez competéncias gerais a serem desenvolvidas durante a Educacao Basica.
Dentre elas, duas sdo as mais importantes para o ensino de Matematica e, em particular,

pode-se citar:

I. Pensamento cientifico, critico e criativo: Exercitar a curiosidade intelectual e
recorrer & abordagem propria das ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexao,
a andlise critica, a imaginacao e a criatividade, para investigar causas, elabo-
rar e testar hipdteses, formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive
tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes dreas. II. Cultura
digital: Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e co-
municagao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar infor-

magodes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e
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autoria na vida pessoal e coletiva. Brasil (2018, p.9)

Apesar da énfase da BNCC no desenvolvimento de raciocinio critico, espacial e
tecnologico, a superacao das dificuldades de aprendizagem dos alunos em Geometria Espa-
cial exige uma analise pedagbgica fundamentada. Para compreender como o pensamento
geométrico é construido e quais atividades cognitivas sao requeridas pelas novas compe-
téncias, é essencial o apoio em referenciais tedricos especificos. Este estudo baseia-se,
portanto, em duas contribui¢oes essenciais do campo da Educagao Matematica. A pri-
meira é a Teoria dos Registros de Representagao Semiotica, de Raymond Duval (DUVALL
2023)), que investiga como os alunos interpretam e representam os objetos matematicos
por meio de diferentes registros, como graficos, linguagem natural, figuras planas e mo-
delos tridimensionais. Segundo Duval| (2023), os objetos mateméticos ndo podem ser
percebidos diretamente; eles s6 se tornam acessiveis por meio de representacoes semio-
ticas. Assim, para que ocorra a aprendizagem, é fundamental que os estudantes sejam
capazes de converter informacoes entre registros distintos, como do algébrico para o gra-
fico ou do simbdlico para o geométrico. Essa perspectiva é de grande valor no estudo da
Geometria Espacial, pois a compreensao de solidos exige a coordenacao de representacoes

em multiplos registros.

A segunda contribuicao tedrica é a Teoria dos Niveis de Pensamento Geométrico
de Van Hiele, que explica o desenvolvimento cognitivo dos alunos na compreensao de
conceitos geométricos (NASSER; SAT’ANNA| 2010). Essa teoria é estruturada em niveis
de habilidades, desde a mais simples de visualizar e reconhecer formas até a criacao de
defini¢oes e a demonstracao de propriedades. Passar de um nivel para o proximo nao é
automatico, mas exige um processo de ensino estruturado, que possibilite ao aluno atingir
o nivel de pensamento superior subsequente. Portanto, o professor atua como mediador
para apresentar atividades que levem o aluno do reconhecimento intuitivo de formas para
algo mais avancado e formal. As atividades propostas neste trabalho sao orientadas por
essa teoria, de modo a possibilitar que os alunos se movimentem entre diferentes niveis
de compreensao da Geometria Espacial. Nesse sentido, a articulagdo teorica estabele-
cida entre Duval e Van Hiele demonstra que a tecnologia atua como um recurso didatico
potencializador, pois a mobilizagao e a conversao entre os diferentes registros de repre-
sentacao (visual, algébrico e linguagem natural), facilitadas pelo dinamismo do GeoGebra
3D, constituem a condi¢ao para que o estudante avance do nivel de visualizacao para os

niveis subsequentes de pensamento geométrico.

Além do embasamento tedrico, este estudo também valoriza o papel das tecnolo-
gias digitais no ensino e aprendizagem da Matematica. Nas ultimas décadas, o desen-
volvimento de softwares de geometria dindmica revolucionou a forma como os conceitos
geométricos podem ser explorados em sala de aula. Entre essas ferramentas, o GeoGebra

ocupa lugar de destaque por ser gratuito, acessivel, de c6digo aberto e amplamente uti-
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lizado em contextos escolares. Sua versao em trés dimensoes (GeoGebra 3D) possibilita
a construgao, manipulagao e visualizacao de sélidos geométricos em ambiente dinamico,
ampliando as possibilidades de aprendizagem. Outro recurso relevante é a Realidade Au-
mentada (RA), que permite integrar os objetos construidos no GeoGebra 3D ao espago
fisico, oferecendo ao estudante a oportunidade de interagir com modelos tridimensionais

de maneira mais concreta e envolvente.

Enquanto outros pacotes de softwares também exploram a geometria 3D e a re-
alidade aumentada (por exemplo: NIZ, ARSolids, Unity e Blender) a maioria enfrenta
limitacoes em torno da complexidade para uso em sala de aula ou custos, além da necessi-
dade de habilidades técnicas avancadas em programacao e modelagem 3D. Por outro lado,
no que diz respeito a realidade escolar, o GeoGebra acaba sendo um software apropriado
(e simples de usar também) pela grande quantidade de materiais de apoio que existem
na sua comunidade de usuarios mundial. Além disso, sua manuseabilidade é consistente
com a cultura de competéncias digitais recomendada pela BNCC e é pedagogicamente

estratégica para o ensino de Geometria Espacial.

Com base neste cenario, o objetivo geral deste trabalho é apresentar oito ativi-
dades com visualizacao e representacdo em Geometria Espacial, embasadas nas teorias
de Duval e modelo de Van Hiele, juntamente com agoes com tecnologias digitais como o
GeoGebra 3D, que podem contribuir para a melhoria da compreensao dos alunos. Deve-se
ressaltar que o material didatico criado ao final, Apéncice A - Atividades para Imprimir,
refere-se a sistematizacao e a consolidacao da aprendizagem. Este material é composto
por questoes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e Vestibular, acompanhadas
de estratégias de resolugao que utilizam o GeoGebra 3D, permitindo ao professor uma
selecao agil de atividades para impressao. Portanto, neste trabalho, pretende-se forne-
cer subsidios tedricos e praticos que complementem a pratica pedagdgica do professor de
Matematica e contribuam para um processo mais significativo, dinamico e articulado no

ensino-aprendizagem.

O trabalho estd estruturado em 6 capitulos: no capitulo 1, apresenta-se uma re-
visao bibliografica, que inclui o estudo de dissertagoes, artigos e revistas sobre o uso de
tecnologia e o ensino de Geometria Espacial. No capitulo 2, discute-se a fundamentacao
tedrica que embasa a pesquisa, abordando a teoria de Duval, o modelo Van Hiele, o papel
dos materiais concretos e digitais no ensino de Matematica e a Geometria Espacial nos
livros didaticos do Ensino Médio. No capitulo 3, detalha-se a fundamentagao matematica,
na qual sao apresentados os conteidos de Geometria Espacial trabalhados nas atividades
propostas. No capitulo 4, explora-se o GeoGebra 3D, com foco na sua interface, recur-
sos e estratégias de utilizagdo, incluindo a funcionalidade de Realidade Aumentada. No
capitulo 5, sdo apresentadas as atividades propostas de aplicacao no GeoGebra 3D, que

consistem na construcao dos sélidos redondos e o capitulo 6 traz as Consideracoes Finais.
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1 Revisao Bibliografica

O ensino de Geometria Espacial tem recebido atencao significativa em pesquisas
que buscam superar os obstaculos relacionados a visualizagao e a abstragao de sélidos
geométricos. Esses desafios decorrem, segundo Pais| (1996), do cardter ndao perceptivo dos
objetos matematicos, exigindo, em sala de aula, processos de mediacao simbolica e repre-
sentacao. A progressao do pensamento geométrico, por sua vez, ocorre de forma gradual,
do reconhecimento visual a dedugdo formal e ao rigor tedrico, sendo este um processo
descrito em detalhe pelo modelo de Van Hiele, conforme Kaleff, Henriques e Rei| (1994])
explicam. Essa evolucao do pensamento esta diretamente relacionada as experiéncias de
aprendizagem e as oportunidades de manipulacao e exploragao de figuras tridimensionais.
Nesse contexto, o uso de recursos como o software GeoGebra, é defendido por Henriques
e Ponte| (2012) e Moura, Krindges e Wielewskil (2015) como mediador entre a percepgao
e a abstragao, permitindo que os estudantes avancem nos niveis de compreensao. Além
disso, a relevancia do modelo de Van Hiele é demonstrada em trabalhos de analise como
o de Barros, Barros e Bisconcim (2025)) que evidencia a necessidade de alinhamento entre

a abordagem de ensino e o nivel cognitivo do estudante nos materiais didaticos.

Outra vertente importante envolve a criagdo de materiais didaticos digitais ou im-
pressos para apoiar o ensino da Geometria Espacial. Pesquisas como as de [Franga, (2015)
e Silval (2021) mostraram que a produgao de planificagoes, jogos e aplicativos auxiliam
professores e alunos ao possibilitar a exploragao das propriedades dos soélidos de forma
interativa. Essas abordagens contribuem para a aprendizagem significativa (PELIZZARI
et al., 2002), pois favorecem a rela¢ao entre o novo conhecimento e as estruturas cognitivas

prévias dos estudantes.

As pesquisas recentes evidenciam que a integracao de tecnologias digitais ao ensino
da Geometria Espacial constitui uma estratégia promissora, abrangendo softwares de geo-
metria dindmica, recursos de Realidade Aumentada (RA), modelagem 3D e jogos digitais
(SILVA; PAZUCH] [2024)) e (DIAS| |2025)). Entre os recursos investigados na literatura,
o GeoGebra 3D ¢é apontado como o software de geometria dindmica mais recorrente em
pesquisas sobre Geometria Espacial (SILVA; PAZUCH] 2024). Sendo gratuito, acessi-
vel e interativo, ele possibilita a manipulacao de soélidos tridimensionais e a articulacao
eficiente entre percepcao e raciocinio formal. O software facilita a observacao e a mani-
pulagao de figuras, o que, por sua vez, estimula o professor a promover a experimentacao
e a formulagdo de hipdteses, ampliando a compreensao geométrica dos estudantes. Essa
eficicia é atestada em pesquisas do PROFMAT, como os trabalhos de Aratjo| (2023) e
Avanzi| (2024)), que destacam o engajamento dos alunos e a facilidade na transicao entre

representacoes planas e espaciais.
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A Realidade Aumentada (RA), por sua vez, potencializa a experiéncia do Geo-
Gebra 3D. |Cardoso et al.| (2014) destacam o papel crescente da RA na educagao, uma
vez que facilita a assimilacdo do conteido ao permitir a visualizagdo e interacao com
as informagoes. Essa tecnologia permite projetar solidos virtuais em ambientes reais,
oferecendo experiéncias concretas e interativas com os objetos matematicos. Trabalhos
como os de Leme (2017)), Bandeiral (2017)), Paixao| (2019) e Junior| (2025) demonstram
que a RA amplia a percepcao tridimensional e aumenta a motivacdo em sala de aula, es-
timulando o envolvimento dos estudantes. A integracao da RA e do GeoGebra, portanto,
proporciona vantagens claras na visualizagao e na compreensao de conteidos geométricos,
aproximando a Matematica do cotidiano, conforme sintetizam |Souza/ (2020), Silva, (2017)),
Valentim| (2017), |Dantas| (2018), |Oliveira (2019), Lima| (2021), Santos| (2021), [Martins
(2021)), |Oliveira (2021)) e Amorim e Mendes| (2024).

Embora o GeoGebra e a RA sejam predominantes, outras ferramentas também
figuram nos trabalhos analisados. |Santos (2015) explorou a relagdo entre fungdes qua-
dréaticas e Geometria Espacial; Fontes (2018) investigou o uso do software GeoGebra 3D
aliado a materiais alternativos, como por exemplo, solidos geométricos em acrilico. Ja
Dantas (2018) e [Oliveira (2021)) analisaram o uso de jogos digitais e lousas interativas
como apoio ao ensino da Geometria Espacial, reforcando que a diversidade de recursos
enriquece a pratica pedagogica, desde que articulada a objetivos de aprendizagem bem
definidos.

Portanto, a revisao bibliografica evidencia um movimento consistente em direcao
a integracao de tecnologias digitais no ensino da Geometria Espacial. O GeoGebra 3D
e a Realidade Aumentada se consolidam como ferramentas de maior potencial, enquanto
os estudos sobre os niveis de Van Hiele oferecem suporte teérico para compreender os
processos cognitivos envolvidos. Ao promover a visualizagao, favorecer a experimentacao
e apoiar o raciocinio logico, essas abordagens se mostram alinhadas as demandas contem-
poraneas da educacao matematica e oferecem subsidios valiosos para a formacao docente

e a aprendizagem dos estudantes.

No préximo capitulo, apresentam-se os fundamentos tedricos que embasam este
trabalho.
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?2 Fundamentos Tedricos

Segundo |Lorenzato| (1995) pesquisas psicolégicas indicam que a aprendizagem ge-
ométrica é necessaria ao desenvolvimento da crianca e dos adolescentes, pois iniimeras
situagoes escolares requerem percepgao espacial, tanto em Matematica (por exemplo:
algoritmos, medicoes, valor posicional, séries, sequéncias...) como na leitura e escrita.
Aprender nesse cendrio abrange variaveis que dizem respeito tanto ao aluno quanto as
dimensoes estruturais e metodologicas da escola. Do ponto de vista do aluno, pode-se
destacar sua dificuldade em pensar em abstracoes, uma habilidade que raramente ¢é exer-
citada e cujo desenvolvimento nao é suficiente, bem como a incapacidade de imaginar
formas tridimensionais, o que interfere na compreensao de relagoes espaciais mais com-
plexas. Além disso, se o conteido ndo estiver relacionado com o proprio mundo do aluno,
pode se tornar menos interessante e sem importancia para ele, resultando em menor en-
gajamento. Em parte do contexto escolar, os recursos disponiveis sao insuficientes em
termos concretos, como por exemplo, sélidos de acrilico, que sao necessarios para visu-
alizar e trabalhar com objetos geométricos. Ademais, o modelo de ensino predominante
ainda prioriza a memorizacao de férmulas e dedica pouco tempo a construcgao efetiva da
compreensao. Essa realidade é agravada pela caréncia de atividades praticas e investiga-
tivas (como desenho com compasso/régua, uso de softwares de geometria ou investigagao
de situagoes aplicadas), as quais sdo cruciais para a eficicia do ensino e da compreensao

da Geometria Espacial.

2.1 A Teoria dos Registros de Representacao Semiédtica de Duval

A Teoria dos Registros de Representagao Semidtica foi desenvolvida por Raymond
Duval, filésofo, psicélogo e professor emérito da Universidade du Littoral Cote d’Opale.
Suas pesquisas, realizadas entre 1970 e 1995 no Instituto de Pesquisa em Educagao Ma-
temética (Institut de Recherche sur [’Enseignement des Mathématiques - IREM) de Es-
trasburgo, contribuiram significativamente para a compreensao dos processos cognitivos
envolvidos na aprendizagem matematica. Duval investigou, entre outros temas, a utili-
zagao da linguagem natural nos procedimentos matematicos, a leitura e interpretagao de
textos, além da aprendizagem de raciocinios e argumentagoes especificas da area (DUVAL]
2009).

A teoria proposta por Duval destaca que a atividade matemética esta fundamen-
talmente ligada a utilizacao de diferentes registros de representacao semiotica, tais como
graficos, tabelas, equagoes, linguagem natural, diagramas e figuras. O conhecimento ma-

tematico distingue-se pelo fato de seus objetos nao serem perceptiveis diretamente, exi-
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gindo a mediacao de representagoes para que possam ser compreendidos. Diferentemente
das ciéncias empiricas, em que os objetos de estudo sao acessiveis sensorialmente, como
pedras na geologia, plantas na biologia ou sons na miusica, os objetos matematicos nao
podem ser apreendidos pelos sentidos de forma imediata. Ntumeros, fungdes ou vetores,
por exemplo, nao existem como entidades fisicas, mas apenas por meio de representacoes
que permitem sua manipulagao. Essa caracteristica evidencia que a matemadtica exige

processos de abstragao e raciocinio légico mediados por registros semioticos.

Essa dependéncia das representacoes leva Duval a postular a indissociabilidade de
dois atos cognitivos: a Semiose e a Noésis. A Semiose refere-se ao ato de lidar com a
representacao de um objeto matematico, como escrever uma fragao, desenhar um grafico
ou construir um modelo de cubo em madeira. Ja a Noésis corresponde a apreensao
conceitual do objeto, isto é, a compreensao de que a fracdo expressa uma relagdo parte
do todo, que o grafico traduz uma variacao de crescimento (ou decrescimento) ou até
nao ter variacao, ou que o cubo de madeira é apenas um modelo de um cubo ideal.
Em termos simples, Semiose é o ato de trabalhar com a forma de representar, enquanto
Noésis é a compreensao da ideia que esta sendo representada. A Teoria dos Registros de
Representagao Semiética destaca, assim, que o acesso a compreensao (Noésis) s6 é vidvel
pela manipulagdo efetiva dos sistemas de representagdo (Semiose), conforme sublinha

Duval (1993): "Nao hé Noésis, sem Semiose'.

Compreender como os alunos transitam entre registros, por meio dos processos de
tratamento e de conversao, torna-se essencial para o ensino e a aprendizagem. O trata-
mento é uma transformagao intrarregistro (realizada dentro de um mesmo registro, como
resolver uma equacao ou simplificar uma fragao), e a conversao ¢ uma transformagao inter-
registro (passagem de um registro para outro, como de uma equagdo para um grafico).
A conversao é o ato cognitivo fundamental que permite ao estudante acessar o conceito,
tornando-se a esséncia da Noésis. Enquanto o tratamento corresponde as habilidades de
calculo e manipulagdo simbdlica e permite avancar na resolugao de um problema, essa
transformacao intrarregistro é insuficiente para a apreensao total do objeto matemaético.
O verdadeiro obstaculo cognitivo e, consequentemente, a origem do fracasso na aprendi-
zagem, reside frequentemente na dificuldade de conversao. Segundo Duval (2003), o aluno
pode ser proficiente em tratar as representacoes, mas falhar em reconhecer o mesmo ob-
jeto quando representado em um registro diferente. E a conversdo que exige do aluno a
descentralizagdo do signo (a representagao) em favor do objeto invariante que as diver-
sas representagoes compartilham, permitindo que ele estabeleca as conexdes conceituais
necessarias. A descentralizacao do signo significa que o estudante consegue distinguir o
objeto matematico do registro semidtico especifico que o representa, superando a confusao
entre o signo e o objeto (o conceito). O dominio da matematica, portanto, pressupoe a
capacidade nao apenas de realizar tratamentos eficientes, mas, sobretudo, de coordenar

as conversoes necessarias, como ilustra o exemplo:
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[...] océlculo numérico. Os alunos podem muito bem realizar a adigdo desses
nimeros com a sua escrita decimal e com a sua escrita fracionaria, mas nao
pensar em converter, se necessario, a escrita decimal de um nimero na sua
escrita fraciondria (e vice-versa), ou mesmo falhar nessa conversdo. E muito
comum que esse tipo de exemplo seja apresentado para explicar que os alunos
chegam ao ensino médio e nado sabem calcular! Isso é esquecer que a escrita
decimal, a escrita fraciondria e a escrita com expoente constituem trés registros

(DUVAT), [1993).

A sistematizacao dos registros é um dos pilares da teoria. Duval formaliza as cate-
gorias mobilizadas na atividade matematica, tipicamente classificadas em quatro grandes
familias: o Registro Linguistico/Discursivo (envolvendo a lingua natural, usado para des-
crigao e argumentagio), o Registro Figural (composto por figuras, diagramas e desenhos,
essencial em geometria), o Registro Algébrico/Simbolizado (incluindo férmulas e equa-
coes) e o Registro Tabular/Numérico (tabelas e escritas numéricas). Essa classifica¢ao
estd interligada a distingdo fundamental entre registros discursivos (linguisticos) e néo
discursivos (figural, algébrico, tabular). A coordenagao entre esses dois grandes tipos de
registro é indispensavel, por exemplo, na Geometria Espacial, onde o raciocinio exige a
articulacao entre a visualizacao figural e a descri¢do discursiva, pois a compreensao dos
solidos depende tanto da visualizacao quanto da formalizagao algébrica, exigindo que o
estudante seja capaz de converter informagoes entre diferentes modos de representacao

para construir um entendimento consistente.

Essa distingao evidencia que, para cada representagao, associa-se uma significagao
operatoria especifica, o modo como as regras de tratamento sao aplicadas, que é distinta
do objeto conceitual que esta sendo representado. Esta distingao ¢é critica para o acesso a
Noésis, pois, como aponta [Duval| (1993)), na escritura de um nimero, é preciso distinguir
a significacao operatoria fixada ao significante e o nimero representado. Assim, a signifi-
cagao operatoéria nao é a mesma para 0, 25, para i e para 25 - 1072, Cada um destes trés
significantes 0, 25, i e 25-1072, tem uma significacio operatoria diferente, mas representa

0 mesmo numero.

A conversao permite ao estudante descentralizar o signo e reconhecer o objeto
invariante apesar das diferentes significacbes operatorias, sendo, assim, um dos pilares
da aprendizagem matematica significativa. Essa abordagem é particularmente relevante
para compreender e diagnosticar as dificuldades de aprendizagem observadas em sala de
aula, sobretudo quando os estudantes nao conseguem estabelecer conexoes entre diferentes
representagoes de um mesmo conceito. A Teoria dos Registros de Representagao Semidtica
oferece, portanto, uma lente poderosa para propor intervencoes pedagogicas mais eficazes.
Ao focar na necessidade de conversao e coordenacao dos registros de representacao, a

teoria de Duval tem fundamentado pesquisas em educagdao matematica, inclusive no ensino
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da Geometria Espacial. Ela reforca que o desenvolvimento do pensamento matemaético
depende intrinsecamente da habilidade do aluno em gerenciar e articular as representacoes

semiodticas dos objetos.

2.2 A Teoria dos Niveis de Pensamento Geométrico de Van Hiele

A Teoria dos Niveis de Pensamento Geométrico, desenvolvida pelos educadores
holandeses Pierre e Dina Van Hiele na década de 1950, oferece um modelo estrutural
fundamental para o desenvolvimento do pensamento geométrico. Esta teoria baseia-se na
premissa de que a aprendizagem geométrica nao é um processo continuo ligado a idade
do aluno, mas sim uma progressao através de niveis de pensamento que sao alcangados
mediante a qualidade da instrucao e das atividades didaticas (KALEFF; HENRIQUES;
REI [1994). Essa caracteristica confere ao professor um papel central como mediador,

responsavel por planejar o ensino de modo a promover a ascensao do aluno a niveis

superiores de raciocinio (MOURA; KRINDGES; WIELEWSKI, 2015).

O modelo ¢ dividido em cinco niveis de compreensao que descrevem as caracte-
risticas do pensamento do aluno em Geometria. A progressao comeca no Nivel 1, ou
Visualizagdao, onde o aluno reconhece e nomeia as figuras com base em sua aparéncia
geral (forma), sem conseguir identificar ou usar suas propriedades formais. Ao avangar, o
estudante alcanca o Nivel 2, ou Anédlise, em que ja identifica e descreve as propriedades
dos elementos geométricos, mas ainda sem estabelecer relacoes légicas entre elas. Apenas
no Nivel 3, ou Deducao Informal, o aluno é capaz de estabelecer relagdes entre as propri-
edades, classificar figuras e pode formular defini¢oes de forma intuitiva. Em seguida, o
Nivel 4, ou Deducao Formal, marca o momento em que o pensamento se torna abstrato
e o estudante compreende o papel das demonstragoes e do sistema axiomatico. Por fim,
o Nivel 5, ou Rigor, é o nivel mais elevado, em que o aluno atua com abstracao maxima,

comparando e construindo diferentes sistemas axiomaticos formais.

A transicdo entre esses niveis é um processo que exige a exposicdo a experién-
cias de aprendizagem programadas (KALEFF; HENRIQUES; REI, |1994)). A eficicia do
ensino geométrico, seja ele focado em Geometria Plana ou Espacial, estd diretamente li-
gada ao alinhamento das atividades com o nivel em que o aluno se encontra, garantindo
que o desenvolvimento dos conceitos seja coerente com o estdgio do pensamento geomé-
trico (BARROS; BARROS; BISCONCIM], [2025). O aluno sé consegue compreender a
linguagem de um nivel se j& domina o nivel anterior, o que reforga a necessidade de um
planejamento didatico que respeite essa progressao e ofereca as ferramentas necessarias
para a transicao (MOURA; KRINDGES; WIELEWSKI, 2015)).

A sistematizacao apresentada no Quadro 1 evidencia como o desenvolvimento do

pensamento geométrico ocorre em niveis progressivos, exigindo do professor uma inten-
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cionalidade didatica que respeite o estdgio em que o aluno se encontra e crie condi¢oes

para avancar ao nivel seguinte.

Quadro 1. Quadro de Niveis de Compreensao Segundo Van Hiele

Deducgao informal

¢oes entre propriedades, com-
parando e classificando figuras.
O aluno compreende relagoes de
inclusdo entre classes de solidos,
mas sem formalizar demonstra-
coes.

Niveis de compre- | Caracteristicas Exemplos

ensao

Nivel 1 Reconhecimento das figuras | Reconhecer uma esfera por-

Visualizacao pela forma global, sem conside- | que “parece uma bola”;
rar suas propriedades. O aluno | identificar um cilindro por-
identifica e nomeia sélidos, | que “parece uma lata”.
mas pode confundir objetos
semelhantes visualmente.

Nivel 2 O aluno percebe e lista proprie- | Identificar que um cubo tem

Analise dades das figuras, mas nao esta- | “seis faces quadradas”, ou
belece relagoes entre elas. Foca | que um cone circular reto
em caracteristicas isoladas. tem “uma base circular e

uma ponta”.
Nivel 3 Capacidade de estabelecer rela- | Concluir que “todo cubo é

um prisma reto de base qua-
drada”; perceber que uma
esfera e um cilindro sao cor-
pos redondos.

Nivel 4
Deducgao formal

Entendimento da estrutura lo-
gica da Geometria. O aluno
compreende teoremas, axiomas
e consegue construir demons-
tragoes formais.

Demonstrar a féormula do
volume de uma piramide
usando o principio de Cava-
lieri; provar que a area la-
teral de um cilindro ¢é igual
ao perimetro da base vezes
a altura.

Nivel 5
Rigor

Capacidade de trabalhar com
diferentes sistemas axiomaticos
e comparar estruturas geomé-
tricas em niveis mais abstratos.

Analisar propriedades dos
solidos em geometria eucli-
diana e compara-las com re-
presentagoes em geometria
projetiva ou nao euclidiana.

Fonte: (KALEFF; HENRIQUES; REI, [1994)

O Quadro [I| traduz, portanto, a esséncia do modelo de Van Hiele, ao ilustrar que o

dominio da geometria depende de uma progressao estruturada. Fica clara a necessidade de

o planejamento didatico ser sensivel a esses niveis, garantindo que as atividades propostas,

sobretudo aquelas voltadas para a Geometria Espacial, fornecam as bases conceituais

necessarias para que o aluno ascenda de um nivel de raciocinio para o préximo, evitando

lacunas que comprometam a compreensao dos conceitos mais abstratos.
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2.3 O Papel dos Materiais Concretos e Digitais no Ensino de Ma-

tematica

No ambiente de sala de aula existente, o ensino e a aprendizagem de Geometria
Espacial sao desafiadores, especialmente no que diz respeito a conceituacao e compreensao
de figuras tridimensionais. FEssa dificuldade é decorrente do desafio na superacao da
transigao entre os niveis, especificamente do Nivel de Visualizacao (Nivel 1) para o Nivel
de Anélise (Nivel 2), conforme os Niveis de Pensamento Geométrico de Van Hiele. A
manipulac¢io de recursos constitui um elemento crucial para o acesso conceitual (Noésis)
ao objeto matematico, que, segundo a Teoria dos Registros de Representacao Semidtica
de Duval, s6 é viavel pela Semiose (manipulagao dos sistemas de representagao). Segundo
Lorenzato| (1995), os materiais manipulaveis impulsionam essa progressao, permitindo ao

estudante mover-se da acao concreta para a abstragao.

Historicamente, materiais concretos (sélidos geométricos, blocos e dobraduras)
geram representagoes no registro figural (ndo discursivo). Tais representagoes sao indis-
pensaveis para que o estudante perceba a figura como um todo, estabelecendo a base do
Nivel de Visualizagao (Nivel 1) de Van Hiele. A Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Duvall (2009) estabelece que o tratamento de objetos matematicos comega
no uso desses registros. No contexto atual, essa mediagao é ampliada pela incorporacao
de materiais digitais e softwares de geometria dindmica. Estas ferramentas, ao oferecerem
visualizacao dindmica e manipulagdo interativa de objetos em 3D, facilitam as atividades
de conversao entre o registro figural e o registro da lingua natural, essencial para que
o aluno descreva as propriedades das figuras e, consequentemente, avance para o Nivel
de Anélise (Nivel 2) de Van Hiele. A coordenagdo entre as atividades de conversao e
tratamento constitui a chave para a compreensao (Noésis) em Geometria, conforme pre-
coniza Duval. [D’Ambrosio| (1996) enfatiza que praticas conectadas a realidade do aluno,
por meio de experiéncias concretas (fisicas ou virtuais), promovem essa compreensao e
contribuem para o desenvolvimento do raciocinio formal. Assim, os materiais, concretos
ou digitais, atuam como mediadores nesse processo cognitivo, facilitando a transicao da

percepcao visual para o raciocinio formal e consolidando o avanco nos niveis de Van Hiele.

2.4 A Geometria Espacial nos Livros Didaticos do Ensino Médio:
Contribuicoes e Limitacoes

O livro didético exerce grande influéncia no sistema escolar brasileiro. Além de
estar presente no cotidiano da sala de aula, ele se constitui em um dos elementos basicos
da organizacao do trabalho do professor, de modo que sua avalia¢ao se tornou uma politica

de Estado, conforme apontado por |Silva e Siqueira| (2016)). Diante da escassez de materiais
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didatico-pedagdgicos, o livro didatico é, na maioria das vezes, o inico recurso que aporta os
estudos para o aluno (FREITAS; FRACALOSSI, [2013). No caso da Geometria Espacial,
a relevancia desse material é ainda maior, pois ele organiza contetidos de alta abstracao e
orienta a sequéncia didatica, podendo favorecer ou limitar o desenvolvimento do raciocinio

geométrico.

Com o intuito de compreender como esse contetido vem sendo tratado, realizou-
se uma andlise de cinco cole¢bes aprovadas pelo Programa Nacional do Livro Didético
(PNLD), a saber: Quadrante (CHAVANTE; PRESTES, 2016), Conexdes com a Ma-
tematica (LEONARDO, [2016]), Prisma Matemética (BONJORNO; JaNIOR; SOUZA|
2016)), Contato Matematica (SOUZA; GARCIA| 2016) e Matematica: Ciéncia e Apli-
cagoes (IEZZI et al. [2016)). O estudo considerou como base as diretrizes do Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD) e da Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

A investigacao evidenciou diferencas relevantes quanto a clareza conceitual, & con-
textualizacao dos conteudos, a diversidade e profundidade das atividades, a presenca de
recursos visuais e tecnolégicos e ao alinhamento com as competéncias da BNCC. Enquanto
ha obras que apresentam propostas que articulam situacgoes do cotidiano, questoes dis-
cursivas e sugestoes de uso de softwares, outras se restringem a exposicao tedrica e a
aplicagao direta de formulas. Além disso, constatou-se que, mesmo nos livros que men-
cionam tecnologias digitais, como o GeoGebra, nem sempre sdao oferecidas alternativas
vidveis para contextos escolares sem infraestrutura adequada, o que gera um descompasso

entre as propostas e a realidade de muitas escolas publicas.

Quadro 2. Quadro de Avaliacao de Livros Didaticos — Geometria Espacial

Critério Quadrante| Conexoes | Prisma Contato Matematica
Clareza concei- | Sim Sim Sim Sim Sim

tual e organiza-
¢ao didatica

Contextualizacao | Nao Sim Sim Sim Nao
dos conteidos

Diversidade e | Nao Sim Sim Sim Nao
qualidade  das

atividades

Recursos visuais | Sim Sim Sim Sim Nao
e tecnologicos

Integracao com | Nao Sim Nao Sim Nao

a BNCC e esti-
mulo a cidadania
Viabilidade de | Nao Nao Nao Nao Nao
aplicacao nas
escolas publicas

Fonte: Préprio Autor
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De forma geral, os resultados apresentados no Quadro [2| demonstram que, em-
bora todas as colegoes atendam as exigéncias minimas do PNLD, persistem diferencas
significativas na abordagem da Geometria Espacial. As cole¢oes Conexdes com a Mate-
matica, Prisma Matematica e Contato Matematica destacam-se pela contextualizacao e
pelo incentivo ao uso de recursos tecnolégicos, o que sugere a proposicao de atividades
que promovem a conversao entre registros semidticos (como o figural e o da lingua na-
tural), um aspecto crucial para o avango do aluno ao Nivel de Anélise (Nivel 2) de Van
Hiele. No entanto, o incentivo tecnolégico nem sempre é acompanhado de alternativas
viaveis para a realidade das escolas publicas. Por outro lado, as cole¢oes Quadrante e
Matematica: Ciéncia e Aplicagdes permanecem restritas a exposicao tedrica e a aplicacao
de féormulas, focando o tratamento prioritariamente no registro algébrico. Essa limitacao
impede a mobilizacao de diferentes representagoes, dificultando a superagao do Nivel de
Visualizagao (Nivel 1) de Van Hiele e, consequentemente, o desenvolvimento do racioci-
nio geométrico. Tais constatagoes reforcam a importancia de uma escolha criteriosa por
parte dos professores, de modo a priorizar materiais que favorecam a articulacdo entre
os diferentes registros de representacdo, essenciais para a aprendizagem conceitual e o

desenvolvimento das competéncias previstas pela BNCC.

No préximo capitulo, apresenta-se a fundamentacao matematica de Geometria

Espacial, abrangendo os conceitos que sao trabalhados nas atividades propostas.
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3 Fundamentacao Matematica

A obra Os Elementos, escrita por Euclides por volta de 300 a.C., constitui um
marco fundador da Matematica. Nela, o autor organizou de forma sistematica o conhe-
cimento matematico acumulado por gregos e povos anteriores, estabelecendo um método
dedutivo baseado em defini¢oes, postulados e proposi¢coes demonstradas logicamente. Esse
modelo de exposi¢ao, partindo de um pequeno conjunto de nocoes aceitas como evidentes
e construindo a partir delas um edificio teérico coerente, serviu como paradigma nao ape-

nas para a Geometria, mas para toda a ciéncia matematica nos dois milénios seguintes

(EUCLIDES, [2009)).

Vale destacar que se trata de uma obra com milhares de anos e recebeu no Brasil,
uma traducao direta do grego classico para o portugués num trabalho realizado pelo Prof.
Dr. Irineu Bicudo, que dedicou cerca de 25 anos ao aprendizado da lingua e ao trabalho

de verter integralmente Os Elementos para nosso idioma.

Durante séculos, a autoridade de Os Elementos permaneceu praticamente incon-
testada. O método axiomatico euclidiano orientou o ensino e a pratica da Matemaética,
tornando-se referéncia de clareza e rigor. No entanto, suas “defini¢des” iniciais, como a do
ponto e da reta, eram de carater intuitivo e nao formal, e os postulados assumiam como
evidentes certas propriedades do espago fisico, em especial o famoso quinto postulado ou

postulado das paralelas.

As tentativas de provar esse postulado, tornando-o um teorema a partir dos demais
impulsionaram a criagao das geometrias nao euclidianas, nos séculos XVIII e XIX, por
autores como Gauss, Lobachevsky e Bolyai. Essas descobertas revelaram que a geometria
euclidiana nao era a tnica possivel, mas apenas um caso particular dentro de um quadro
mais amplo de coeréncia logica. Esse fato trouxe a tona a necessidade de repensar os

fundamentos da disciplina.

Foi nesse contexto que David Hilbert publicou, em 1899, sua obra Grundlagen der
Geometrie (Fundamentos da Geometria), na qual prop6s um sistema axiomético completo,
explicitando com precisao logica todas as nogoes primitivas e relagoes entre pontos, retas
e planos (HILBERT] 2003).

Diferentemente de Euclides, Hilbert nao buscava apoiar-se na intuicao geométrica,
mas garantir consisténcia, independéncia e completude do sistema dedutivo. Com isso,
estabeleceu um novo padrao de rigor formal que influenciou profundamente nao sé a

Geometria, mas também a filosofia da Matematica e o desenvolvimento da légica no
século XX.
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A partir dessa evolucgao histérica dos fundamentos, torna-se necessario adotar um
referencial didatico que incorpore o rigor formal sem perder a clareza conceitual essencial
ao ensino. Para estabelecer a notacao, os conceitos e as defini¢bes que estruturam esta
fundamentagao matematica, e que serao a base da anélise das atividades propostas, optou-
se por seguir a obra A Matematica do Ensino Médio, Volume 2, de [Lima, Carvalho e
Morgado| (2006). Essa escolha se justifica por dois fatores principais: primeiramente, o
livro é reconhecido por apresentar os conteiidos de Geometria Espacial com o rigor exigido
pela formagao matematica e, em segundo lugar, por sua vasta adocao e influéncia como
referéncia didatica no ensino superior e na formacao de professores no Brasil, garantindo
a uniformidade e a coeréncia necessarias a abordagem dos contetidos subsequentemente

analisados.

3.1 A Geometria como Campo de Formacao

Segundo Georges Barthélemy| (2003) a geometria, etimologicamente "medida da
terra', teria sido inventada para responder as necessidades de medicoes de terra apds cada
cheia do Rio Nilo, para reconstruirem as porcoes alagadas. Modernamente o urbanismo e a
arquitetura também induzem a problemas para os quais primeiramente foram encontradas
solugoes praticas e mais tarde tedricas. A Geometria é, provavelmente, o ramo mais antigo
da Matematica, pois nasceu das necessidades praticas do ser humano: medir distancias,

areas e volumes, construir instrumentos e edificagoes, representar a natureza e expressar-se
artisticamente (YOUSSEF, 2004).

No que diz respeito ao ensino de Matematica, segundo Pavanello| (2004), a Geome-
tria constitui um campo privilegiado para desenvolver a capacidade de abstracao, gene-
ralizagdo e projegdo, permitindo ultrapassar o imediatamente sensivel. Nesse sentido, seu
ensino nao deve se reduzir a mera aplicacao de formulas, mas de uma compreensao de sig-
nificados e contextos nos quais a Matematica pode ser aplicada acrescentando qualidade

a formacao intelectual dos estudantes.

3.2 Pontos, Retas e Planos

Do ponto de vista axiomatico, considera-se o espaco tridimensional formado por
pontos, retas e planos, cujas relagoes basicas sao descritas por postulados. Entre eles,

segundo [Lima, Carvalho e Morgado| (2006]), destacam-se.
Postulado 1. Por dois pontos distintos passa uma tnica reta.

Postulado 2. Trés pontos nao colineares determinam um tnico plano.
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Postulado 3. Se dois pontos de uma reta pertencem a um plano, entao a reta inteira

esta contida nesse plano.

Postulado 4. Se dois planos possuem um ponto em comum, entao eles compartilham

pelo menos uma reta.

Esses enunciados expressam propriedades fundamentais que permitem organizar
do ponto de vista pedagogico a Geometria do espaco, sem recorrer a defini¢oes formais de
ponto, reta ou plano. Tais nog¢oes permanecem primitivas; o que importa é o conjunto de
relagoes estabelecidas entre elas. Esse método, herdado da tradi¢ao euclidiana e sistema-
tizado em obras modernas como a de Lima, Carvalho e Morgado| (2006), fornece a base

para deducoes posteriores e para a construcao coerente da Geometria Espacial.

Pelo Postulado 1, duas retas distintas nao podem ter mais de um ponto em comum.
Se tiverem mais de um, entdo sao coincidentes, ou seja, sdo a mesma reta. Quando
compartilham exatamente um ponto, diz-se que sdo concorrentes. Nesse caso, como existe
um ponto comum e é possivel encontrar em cada uma das retas outro ponto que pertence a
uma das retas e nao pertence a outra, os trés pontos formados (o de interse¢ao e um de cada
reta) nao sao colineares. Dessa maneira, determinam um tunico plano que contém ambas
as retas. Ou seja, retas concorrentes sempre sao coplanares. Por fim, mesmo quando nao
se intersectam, duas retas podem sim determinar um plano se forem coplanares. Para
caracterizar essa propriedade pode-se recorrer ao postulado das paralelas: por um ponto
externo a uma reta, existe uma tunica reta paralela a ela no espago, exatamente como
ocorre na Geometria Plana. Essa reta esta contida no mesmo plano determinado pela
reta original e o ponto dado, pois pode-se tomar um ponto de uma das retas e outro
ponto na outra reta. Como estdo em retas diferentes, esses pontos nao sao colineares e
portanto, conforme o Postulado 2 e o Postulado 3, existe um tinico plano que possui essas

retas.

Analogamente, considera-se a situacao em que sdo dadas uma reta r e um plano
a. Pode ocorrer de haver um ponto em comum com os dois objetos ou nenhum ponto em
comum. Caso hajam dois pontos em comum, conforme o Postulado 3, a reta r estaria
inteiramente no plano. Havendo um ponto em comum, caracteriza-se a situagao dizendo
que a reta é secante ao plano. E nao havendo qualquer ponto em comum, diz-se que a

reta é paralela ao plano.

Analisando a situacdo em que sao dados dois planos « e 3, os Postulados 1, 2, 3 e
4 permitem concluir que ha somente duas possibilidades: ou os planos possuem intersecao
ou nao a possuem. Caso haja intersecao, se os planos possuem dois pontos distintos em
comum, pelo Postulado 3, sua intersecdo é uma reta tnica. Se os planos possuem pelo
menos um ponto em comum, o Postulado 4 garante que eles possuem pelo menos uma reta

em comum. Nao havendo qualquer ponto em comum, diz-se que os planos sao paralelos.



Capitulo 3. Fundamentacio Matemdtica 33

Essas caracterizagoes sdo essenciais para a construcao de argumentos geométricos
complexos e também aparecem com frequéncia na resolu¢do de problemas envolvendo

solidos geométricos, planos de simetria e projecoes espaciais.

Definigao 5 (Posicao relativa de duas retas). Duas retas r e s do espago sao:

1. coplanares se existe um plano « que contém r e s (Postulados 2 e 3) e nesse caso

ha duas possibilidades:

1.1) paralelas se ndo possuem ponto em comun;

1.2) concorrentes se possuem exatamente um ponto em comum.
2. reversas, se nao sao coplanares.

Defini¢ao 6 (Posigio relativa de reta e plano). Dada uma reta r e um plano «, ocorre

exatamente um dos casos:

1. r é paralela a « e nesse caso ha duas possibilidades:

1.1) nao ha interse¢ao da reta com o plano: rNa = &;

1.2) a reta estd inteiramente contida no plano: r C a.
2. r é secante a «, isto é&: r N a = {P} para algum ponto P.

Definigao 7 (Posigao relativa de plano e plano). Dados os planos « e 3, ocorre exatamente

um dos casos:

1. a e B sdo paralelos e nesse caso ha duas possibilidades:
1.1) anp=g;
1.2) a=p.

2. « e [ sao secantes, isto & a NG =r.

As Tabelas [1] 2] e [3] resumem o estudo da posicao relativa entre duas retas r e s,

uma reta r e um plano « e os planos a e f3.

Tabela 1 — Posicao relativa das retas r e s

Posicao relativa de r e s Intersecao de r e s 7 e s sdo coplanares?
Concorrentes um ponto Sim
Paralelas nenhum Sim
Reversas nenhum Nao
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Tabela 2 — Posicao relativa de r e «

Posicao relativa de r e a  Intersecao de r e «

r contida em « a propria reta r
T secante a « um unico ponto
r paralela a « vazia

Tabela 3 — Relacoes entre dois planos a e 3 no espaco

Posicao relativa de a e f Intersecao de o e (8
planos secantes uma reta
planos paralelos nao possui interse¢ao

3.3 Sélidos Geométricos

Nesta se¢ao sao definidos os sélidos geométricos, e, ao trata-los, uma das questoes
centrais é determinar o espago que eles ocupam. Essa reflexao leva a necessidade de definir
o conceito de volume, que, de maneira intuitiva, pode ser entendido como a quantidade
de espaco envolvida por esse solido. Para quantificar esse espaco, é necessario adotar uma
unidade de medida. No universo matematico, adota-se como unidade de volume o cubo

de aresta unitaria.

A medicao de volume é um processo complexo, pois a existéncia de objetos irre-
gulares, muito pequenos, grandes demais ou macigos inviabiliza medigoes fisicas diretas.
Nesse sentido, a necessidade de generalizacao impulsionou a criacao de meios sistemati-
cos e suficientemente gerais para calcular volumes com base em determinadas medidas
caracteristicas de cada objeto. E nesse contexto que surgiram, por exemplo, ferramentas

tedricas robustas como o Principio de Cavalieri (NETO) 2013)).

3.3.1 O Principio de Cavalieri

Considere dois sélidos apoiados sobre um mesmo plano de tal modo que qualquer
plano horizontal (plano de corte) que os intersecte produza segoes com areas iguais. Nesse

caso, diz-se que os dois sélidos tém o mesmo volume.

A Figura [1] ilustra essa ideia: dois sélidos fatiados horizontalmente em camadas
muito finas. Se as areas de cada camada correspondente forem iguais, entao a soma
aproximada dos volumes das fatias sera a mesma para ambos os solidos. Quanto mais

finas forem as fatias, mais préoximo estaremos da igualdade exata de volumes.
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Figura 1 — Principio de Cavalieri

plano de corte

Ar= Ay

Fonte: Proprio Autor

O Principio de Cavalieri afirma: Se dois sélidos estao contidos entre dois planos
paralelos e, para qualquer plano entre eles, a area da secao do primeiro sélido é igual a

area da secao correspondente do segundo, entao os dois sélidos tém volumes iguais.

Esse principio serd adotado como ferramenta teérica para o calculo dos volumes

dos principais solidos apresentados nesse trabalho.

3.3.2 Piramides e Cones

Quando houver referéncia a um poligono plano P,, a notagao P, : AiA>...A,,
subentende que os vértices Ay, As, ..., A, e A; sdo adjacentes e os segmentos A;A,,
AgAs, ..., A, 1A, e A, Ay formam as arestas desse poligono. Se um ponto V' é exterior ao
plano do poligono P, (Figura [2)) a notacao V ArAx1 para k = 1,2,...,n — 1 subentende
tridngulos de vértices nesses pontos com V' A, A; representando o ultimo tridngulo. Essa

descricao sera registrada com a defini¢ao a seguir.

Definicao 8. Dado um poligono plano P,, e um ponto V' externo ao plano que contém
P,, chama-se Piramide de base P, a regiao do espago que é limitada pelos tridngulos
VARAg 1 paral <k <n—1eVA,A; e pelo poligono P,,.
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Figura 2 — Uma piramide pentagonal, um tetraedro e um cone circular reto

o2 (»

Fonte: Proprio Autor

Essa defini¢ao pode ser generalizada se o poligono for substituido por uma curva
~ fechada, plana e sem auto-intersecoes, que passa a ser denominada curva simples, con-

siderando V' um ponto externo ao plano de 7.

Definicao 9. Chama-se cone de base v e vértice V' a regiao do espago que ¢é limitada pela

familia de retas que passam por v e V' e pelo interior da curva simples ~.
Definicao 10. Um cone ¢ dito circular quando sua base é uma circunferéncia.

Definicao 11. Um cone circular é chamado de cone circular reto se o segmento de reta
que liga o vértice V' ao centro O da base (o eixo do cone) for perpendicular ao plano

que contém a base.

Definicao 12. Em um cone reto, cada segmento que liga o vértice a um ponto da base
~ é chamado geratriz do cone. A uniao de todas as geratrizes e da regiao limitada por y

é chamada superficie do cone.

3.3.2.1 Volume do cone

Considere um cone circular de altura h e base de area By, apoiado em um plano
horizontal. Pode-se compara-lo a uma piramide com as mesmas dimensoes e aplicar o

Principio de Cavalieri.

Ao seccionar o cone (e a pirdmide) por um plano paralelo a base, cria-se um cone
menor (ou pirdmide menor) semelhante ao cone original. A razao de semelhanga k é dada

pela razao entre as alturas:

==
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No caso do cone, a semelhanca dos tridngulos formados pela altura, o raio da base
e a geratriz (ou a altura, o raio da segao e a geratriz) garante que a razao dos raios é igual

a razao das alturas:

M (3.1)

Como a razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao

de semelhanca, tem-se:

Substituindo a expressao (3.1]), tem-se:

2
/ /
LI
B h
Como a mesma razao se aplica a piramide correspondente, conclui-se que os dois
sOlidos tém o mesmo volume. Dessa forma, o volume do cone V. é:
1
‘/conezg'Ab'ha

em que Ay é a drea da base do cone. A Figura [3]ilustra essa construgao.

Figura 3 — Comparagao entre o cone circular reto e uma piramide

Fonte: (SAUER; NUNES| 2025)

3.3.2.2 Area lateral do cone

Para o cone reto de base circular, a superficie lateral pode ser desenrolada em
forma de setor circular de raio igual a geratriz ¢ do cone e arco de comprimento 27r. A
area Ay, desse setor é proporcional a area do circulo completo, numa razao igual a do

comprimento do arco sobre o comprimento total da circunferéncia:
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Ar 27r

T 2mg’
Portanto:

Ap = mRg.

Essa construgao é ilustrada na Figura []

Figura 4 — Superficie lateral do cone circular reto

Fonte: (SAUER; NUNES| 2025)

3.3.3 Prismas e Cilindros

Sejam « e § dois planos paralelos distintos e P, : A1 As...A,, um poligono contido
no plano a (Figura . Seja r; uma reta secante ao plano « pelo ponto A; e seja By a
intersecao de r; com . Tomando retas r, por A, e paralelas a r; para k = 2,3, ...,n sao
obtidos pontos By no plano 8 os quais originam um poligono Q,, : By Bs...B,, no plano .
O poligono Q,, é congruente com P,.. Os poligonos Ay B1ByAs, AsByBsAs, ..., A, B,B1A;
sao paralelogramos. Esses paralelogramos e os poligonos P, e Q,, definem uma regiao do

espaco.

Definicao 13. Nas condigbes descritas, chama-se prisma a regiao do espaco definida pelos
poligonos P,,, 9, e pelos paralelogramos A;B;ByAs, AsBoB3As, ..., A,_1B,_1B,A, e
A,B,B1A;.

Um caso particular de muito interesse ocorre quando a base é um paralelogramo.
Neste caso, o prisma é chamado de paralelepipedo. Paralelepipedos sao prismas que tém
a particularidade de que qualquer de suas faces pode ser tomada como base (duas faces
opostas quaisquer estao situadas em planos paralelos e sao ligadas por arestas paralelas

entre si).

A generalizagao natural de prisma é a nog¢ao de cilindro.
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Definicao 14. Sejam « e § planos paralelos e distintos a e 3, v uma curva simples no
plano « e r uma reta secante a « por um ponto A de . Considerando o conjunto de
todas as retas paralelas a r e que possuem algum ponto de 7, chama-se cilindro a regiao

do espaco limitada pelo conjunto de todas essas retas paralelas e pelos poligonos P, e Q,,.

Cada uma das retas pertencentes a familia de retas que passam por € dita geratriz

do cilindro.

Figura 5 — Uma prisma pentagonal, um paralelepipedo e um cilindro

- _ Q
Q

Fonte: Proprio Autor

3.3.3.1 Volume do cilindro

Do modo como é definido, um cilindro é formado por duas bases congruentes con-
tidas em planos paralelos, ligadas por segmentos de reta chamados geratrizes do cilindro.
Para qualquer plano horizontal que seccione o cilindro, a se¢do obtida é sempre congru-
ente a base. Para aplicar o Principio de Cavalieri, considera-se um prisma cuja area da
base seja igual a drea da base do cilindro (A) e cuja altura seja a mesma (h). Como
o cilindro e o prisma possuem secoes transversais de areas iguais em todas as alturas
(Acitindro = Aprisma = Apase), conclui-se que eles possuem o mesmo volume. Ou seja: o
volume de um cilindro V_jinaro € obtido pelo produto da area da base A (troca-se A por

Ay) pela altura h, que é a distdncia entre os planos paralelos que contém as bases.

‘/cilindro - Ab - h.

A Figura [0] representa a ideia.
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Figura 6 — Comparagao entre o prisma e o cilindro circular

.'“Iu h

g

Fonte: (SAUER; NUNES, 2025)

3.3.3.2 Area lateral do cilindro

Além do volume, é 1til avaliar a drea da superficie lateral (.S;) do cilindro. Sempre
é possivel desenvolver essa superficie num plano. Resultara um paralelogramo em que um
dos lados tem a medida de uma geratriz e o outro lado terd como medida o comprimento
L., da curva simples v que define a base do cilindro. A distancia entre os planos que

possuem as bases do cilindro, define a altura h do cilindro. Dessa forma:
Sy = L,h,

resulta na area lateral do cilindro reto. No caso de um cilindro de base circular, isto é,

é uma circunferéncia de raio r, entao escreve-se:

Sl = 2nrh.

A Figura [7] representa essa planificagao.

Figura 7 — Area lateral do cilindro
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Fonte:(SAUER; NUNES, 2025))
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3.3.4 A Esfera

Definicao 15. Dados um ponto P, e um nimero real R > 0, chama-se esfera de centro

P, e raio R, o conjunto de todos os pontos P do espaco cuja distancia a P, ¢ igual a R.

Trata-se de uma superficie no espacgo tridimensional que pode ser vista como o
andlogo espacial da circunferéncia. Ainda que a palavra “esfera” também seja usada,
informalmente, para se referir ao sélido delimitado por essa superficie, neste trabalho é

usada como referéncia a superficie desse soélido.

A posigao relativa de um ponto em relacao a uma esfera depende de sua distancia
ao centro. Pontos cuja distancia ao centro for menor que, maior que, ou igual ao raio
R, sao, respectivamente pontos interiores, pontos exteriores ou estdo sobre a superficie

esférica.

3.3.4.1 Volume da esfera

Para avaliar o volume de uma esfera, aplica-se o Principio de Cavalieri a esfera.
Conforme o enunciado do Principio de Cavalieri é necessario compara-la a outro sélido
de volume conhecido. E esse sélido deve ser tal que quando um plano secciona ambos os
solidos, as secoes transversais possuem mesma area. Para isso, considera-se uma esfera de
raio R, apoiada em um plano horizontal. A uma distancia h do centro, a secao da esfera

é um circulo de raio vV R2 — h? e a area desse circulo é:

A =7(R* - h?). (3.2)

Um cilindro circular equilatero é definido quando o didmetro de sua base € igual a
sua altura, ou seja, h = 2R. Dentro desse cilindro, sdo considerados dois cones circulares
cujo vértice é o centro do cilindro, e cujas bases sao as circunferéncias do topo e da base.
Esses cones sao idénticos e posicionados simetricamente em relagao ao seu vértice comum.
A regiao do espaco internamente ao cilindro e externamente aos cones é conhecida como
anticlepsidra. As se¢bes transversais dessa anticlepsidra por planos de corte paralelos a
base do cilindro resultam em coroas circulares de raio externo R e raio interno h (em

razao do cilindro ser equilatero), cuja area é dada por:

A=n(R?— 1. (3.3)

Desse modo as secoes da esfera e da anticlepsidra sao regides planas de mesma
area (expressoes e Pelo Principio de Cavalieri, os dois s6lidos possuem o mesmo

volume.
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A Figura[§|ilustra a correspondéncia entre a esfera e a clave de corte que possibilita

essa equivaléncia de areas.

Figura 8 — Construcao no GeoGebra 3D

Fonte: Préprio Autor

Assim, o volume da esfera é determinado por meio da avaliacdo do volume da
anticlepsidra. O célculo dessa figura é realizado subtraindo-se os volumes de dois cones
idénticos do volume total do cilindro de base circular. E fundamental considerar que a
altura de cada cone equivale a metade da altura do cilindro e que suas bases possuem a

mesma area da base do cilindro. Portanto:

1 4
Visjora = 7R? - 2R — 2 (5732 . R) — S

3.3.4.2 Area da superficie da esfera

Diferentemente do que ocorre com cilindros e cones, a superficie da esfera nao
pode ser desenvolvida sobre o plano. Em outras palavras, a esfera nao é uma superficie
desenvolvivel. Por isso, é impossivel utilizar um argumento geométrico simples para obter

sua area lateral.

Entretanto, ha uma justificativa plausivel, ainda que intuitiva, para a férmula da
area da superficie da esfera, mesmo sem fazer uso direto do calculo diferencial. Uma estra-
tégia consiste em imaginar que a superficie da esfera foi dividida em um grande ntimero de
pequenas regides, como uma malha muito fina, cada uma delas aproximadamente plana.
Ao conectar-se cada regiao ao centro da esfera por segmentos de reta, obtém-se pequenos

cones com altura aproximadamente igual a R, o raio da esfera.

A soma dos volumes desses cones é aproximadamente

1 1 1 1
—A —A o+ -A,R=-A
3 1R+ 3 oR+ -+ 5 R 3 R,
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em que Aj, A, ..., A, sdo as areas das pequenas regides da superficie e A é a area total

da esfera. Sabendo que o volume da esfera é §WR3, pode-se escrever:
4 1
—mR* = _AR.
37 T3

Logo, A = 47 R%.
No préximo capitulo, apresenta-se o software GeoGebra 3D e os comandos utili-

zados nas atividades propostas neste trabalho.
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4 O GeoGebra 3D: Ambiente Dinamico para

a Geometria Espacial

Conforme apontam [Silva, Souza e Castelluber| (2024)), o GeoGebra é um software
educativo interativo que favorece a aprendizagem de conceitos matematicos por meio de
representacoes dindmicas, acessiveis tanto a professores quanto a estudantes dos diferentes
niveis de ensino. Desenvolvido por Markus Hohenwarter, o programa integra, em um tinico
ambiente, recursos de Geometria, Algebra e Célculo, oferecendo funcionalidades como

construcao de régua e compasso digital, além de calculos de alta ou baixa complexidade.

O GeoGebra ¢ particularmente poderoso em auxiliar o ensino de Matematica, pois
facilita oportunidades incomparaveis para investigar a correlagdo entre expressoes em va-
rias formas: visual, algébrica e numérica. Dessa forma, o sistema facilita uma progressao
para a compreensao das propriedades geométricas, raciocinio logico e pensamento mate-

matico de maneira mais intuitiva e interativa.

Ressaltam-se as caracteristicas do GeoGebra que o estabeleceram como o soft-
ware mais utilizado na educacao matematica: seu status de programa de codigo aberto
(licenga GPL), que permite o uso e a distribuigdo gratuita, e sua versatilidade em ope-
rar em multiplos sistemas operacionais. Sua relevancia pedagogica reside principalmente
na capacidade de integrar de forma interativa diversos conceitos da Matematica, o que
propicia uma visualizacao dindmica e incentiva o aprendizado orientado visualmente e
a construcao de conexdes em vez da mera memorizacdio (MARQUES; BAIRRAL; PE-
REIRA| 2023). Além disso, o software oferece uma vasta comunidade online e recursos
de personalizagao que apoiam o planejamento de aulas e o aprimoramento das praticas

de ensino.

O GeoGebra 3D é uma das extensoes do aplicativo que foi criado em particu-
lar para ajudar os alunos a investigar ideias matematicas em 3D. Por meio do ambiente
localizado em <https://www.geogebra.org/3d>, tem-se uma interface intuitiva para ma-
nipular e visualizar objetos em 3D. Ao contrario do plano 2D do GeoGebra Classic, sua
versao 3D possibilita desenhar planos, sélidos, superficies e curvas no espaco, aumentando

dramaticamente o potencial de uso para aprender e ensinar Geometria Espacial.

O manual <https://geogebra.github.io/docs/manual/en/> e os tutoriais no site
oficial <https://www.geogebra.org/> sao referéncias confidveis para estudar e aprimorar
o uso do software, trazendo explicacoes sobre seus principais comandos, além de exemplos

de aplicacao.


https://www.geogebra.org/3d
https://geogebra.github.io/docs/manual/en/
https://www.geogebra.org/
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4.1 A Interface do GeoGebra 3D

O GeoGebra 3D oferece uma interface que facilita a manipulagao fluida e interativa
de objetos tridimensionais, aprimorando a experiéncia de quem o utiliza ao trabalhar com
objetos tridimensionais em contraste com o foco bidimensional do GeoGebra Classic. O
ambiente grafico é composto por uma janela central de visualizacao tridimensional, onde
¢é possivel manipular e explorar figuras no espago, como planos, esferas e vetores, com
recursos de rotagao, ampliacao e transformagoes em 3D. A principal distin¢do em relacao a
versao classica é a presenca de uma grade tridimensional interativa, crucial para posicionar
e alinhar objetos, e o uso de comandos especificos para trabalhar com coordenadas e
elementos espaciais. Assim, o GeoGebra 3D proporciona uma visualiza¢ao mais avangada
e completa, tornando-o adequado para a exploracao de conceitos geométricos complexos

e a analise de relagoes espaciais.

4.1.1 Interface Basica e Fontes de Criacao

O trabalho no GeoGebra 3D é sustentado por trés elementos integrados. Sao eles:

« Janela de Visualizacao 3D: é o espago central onde os objetos geométricos espaciais

(sélidos, planos, vetores) sdo representados e manipulados;

o Janela de Algebra: lista todos os objetos criados, exibindo suas coordenadas, valores
numéricos e equagoes correspondentes. E vital para conferir a coeréncia algébrica

das construcgoes espaciais;

« Barra de Entrada ou Janela de Comandos: esta é a ferramenta-chave do GeoGebra
3D para o rigor matemaético. E nela que o usudrio insere comandos exatos (como
Cilindro(A,B,5) para um raio preciso) e expressoes matematicas complexas. O te-
clado virtual, que se ativa nessa barra, facilita a insercao de simbolos e icones para

a realizacao de operagoes como radiciagao e potenciagao.

A Figura [9]ilustra os elementos citados.
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Figura 9 — Janela de Visualizagao
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Fonte: Préprio autor

A barra de ferramentas é o principal recurso grafico do GeoGebra 3D para a
criacdo e manipulagao de elementos no espago. Ela se localiza a esquerda da janela de
visualizacao e agrupa ferramentas relacionadas sob icones principais, o que otimiza a

interface e o processo de construcao.

4.1.2 A Barra de Ferramentas e as Funcdes de Construcao 3D

A estrutura da barra de ferramentas é estritamente focada nas necessidades do
ambiente tridimensional. As funcoes de construcdo podem ser acessadas pelos icones
dessa barra ou pela janela de entrada, por meio de comandos de sintaxe especificos. As

categorias essenciais de ferramentas incluem:

o Construcao Primitiva: possibilitam a criacdo de pontos em 3D e vetores no espago.
Estas ferramentas, facilmente acessiveis na primeira se¢ao da barra, sao a base para

definir posic¢oes e diregoes dos solidos;

o Solidos: oferecem comandos diretos para a criacao de formas 3D a partir de suas
bases, como cilindro, cone, prisma e esfera. KEssas ferramentas garantem que as

figuras construidas sejam imediatamente manipulaveis no ambiente 3D;

« Planos e Retas: permitem a construgao de planos no espago (como o plano perpen-
dicular utilizado para segdes) e retas no espago, fundamentais para definir eixos de

rotagao ou planos de corte;

o Medicao e Volume: esta categoria é crucial para a Geometria Espacial, pois inclui
recursos para calcular volume, area de superficie de sélidos e distancia entre pontos

no espaco;

» Controle Deslizante: o controle deslizante é o elemento fundamental para a dinamica

no GeoGebra 3D, embora seja uma ferramenta de criagao. Ele é acessivel na barra
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principal e cria uma varidvel numérica manipuldvel que pode ser utilizada para
controlar, como neste trabalho, a posi¢gao de um plano mével (a altura h de corte),

estimulando a exploragao e a observacao de regularidades.

Em sintese, a integragao dessas ferramentas e fun¢des no ambiente 3D transforma
o GeoGebra 3D em uma plataforma de geometria dindmica espacial, permitindo que o
estudante va além da simples visualizacao para investigar ativamente as propriedades e

relagoes espaciais dos objetos.

4.2 Funcionalidades do Menu Principal (GeoGebra 3D)

O menu principal do GeoGebra 3D (representado pelo icone =, no canto superior
esquerdo) concentra as ferramentas de gerenciamento de arquivos e as configuragdes glo-
bais do aplicativo. A lista de opgoes é exibida conforme a Figura [I0] e suas principais
fungoes sao detalhadas, conforme a documentagao oficial do software GeoGebra/ (2025).
E importante notar que todas as construgoes podem ser salvas e o formato de arquivo
padrao do GeoGebra 3D ¢é o .ggb.

Figura 10 — Menu de opg¢oes do GeoGebra 3D
_—) = GeoGebra
Calculadora GeoGebra 3D
% Limpar Tudo

Abrir

Salvar online

@ X p

Salvar no computador

Compartilhar

A

Exportar Imagem

Baixar como

l« @

Visualizar Impresséo

n [}

a Configuragtes

Fonte: Préprio autor

o Limpar Tudo (Novo): inicia uma nova construgio, excluindo todos os objetos e

comandos da janela de visualizacao e do campo de entrada;

o Abrir: permite carregar trabalhos previamente salvos, seja de arquivos locais (no

formato padrdao) ou de recursos armazenados na conta online do GeoGebra;

o Salvar online: armazena o trabalho atual na conta GeoGebra do usuario, permitindo

o acesso de qualquer dispositivo logado;
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o Salvar no computador: baixa o arquivo da construgao no formato padrao do Ge-
oGebra. Esta ¢ a forma recomendada para criar um backup local ou continuar a

construgao posteriormente sem depender de conexao;

o Compartilhar: cria um link direto para a construcao online, facilitando o comparti-

lhamento do recurso com professores e colegas;
o Exportar: permite obter o registro visual ou o cédigo da construcao:

— Exportar imagem: gera uma figura em formato .png para inser¢ao em relatorios

ou trabalhos;

— Baixar como: permite salvar em diferentes formatos, como HTML ou cédigo

para aplicativos (disponibilidade varia conforme a plataforma e a construgao).

o Visualizar Impressao: abre a tela de pré-visualizagao, permitindo o ajuste do layout

e da formatacao da construgao antes da impressao;

o Modo Exame: restringe temporariamente o acesso a outros aplicativos e a internet,

sendo utilizado em ambientes de avaliagdo controlada;

« Configuracoes: abre o painel de ajustes do aplicativo, onde é possivel modificar
a precisao numérica (ntimero de casas decimais), o idioma, o tamanho da fonte e

outras configuragoes avancadas;

e Ajuda: redireciona o usuario para o Centro de Ajuda ou para o Forum da Comuni-

dade GeoGebra 3D, fornecendo suporte técnico e tutoriais.

Recomenda-se sempre salvar o trabalho no formato .ggh para garantir a continui-
dade da construcao e, adicionalmente, utilizar a opgao Exportar Imagem como registro

final do trabalho realizado.

4.3 Edicao, Interacdo e Personalizacdo dos Objetos

Esta subsecao detalha os procedimentos técnicos para manipular e personalizar os
objetos construidos na janela de visualizacao 3D, cobrindo ajustes de visualizac¢ao (zoom/
rotagdo), alteracao de estilo (cores) e interagdo com pardmetros (controle deslizante). As
informagoes apresentadas estao em conformidade com a documentacao oficial do |(GeoGe-

bra (2025).

4.3.1 Manipulagdo da Janela de Visualizacdo (Zoom e Rotac3do)

O controle da Janela 3D é essencial para a exploracao espacial do objeto. No
GeoGebra 3D, as fungbes de zoom e rotagao sdo executadas por meio de gestos (em

dispositivos méveis) ou do mouse (em desktops).
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« Rotacao do Objeto/Céamera:

— Dispositivos moveis: toque e arraste o dedo na area da janela 3D para rotaci-

onar a visualizacao em torno da origem.

— Desktop: clique e arraste o botao esquerdo do mouse na janela 3D.
» Zoom (Amplia¢ao/Reducao):

— Dispositivos méveis: use o gesto de pinga (pinch-to-zoom) na area da janela
3D.

— Desktop: utilize a roda de rolagem (scroll) do mouse para ampliar ou reduzir

o objeto.

4.3.2 Personalizagdo de Cores e Estilos (Propriedades)

A alteracdo da aparéncia visual dos objetos é feita por meio do menu de configu-
ragoes ou propriedades de cada elemento. O acesso para essas configuracoes é feita por

selecao sobre o objeto ou pelas propriedades.

o Selegao: clicando diretamente sobre o objeto na janela 3D, como mostra a Figura

il

Figura 11 — Selecao sobre o objeto

= GeoGebra Calculadora 3D < "’

A = Intersegio(EixoY, EixoX)  } - 3
= (0,0,0)
B8 = Ponto(EixoX)
- (300

w (@ o

@ C=001)

o ¥ Ciindro(A,C3)
= 33920

@ D=(0015
e Cone(C,D,3)
= 827
h = Volume(a)

= 33929

i = Volume(e)

Fonte: Préprio autor

o Acesso as propriedades: selecionando o item correspondente na janela de algebra e
clicando no icone dos trés pontinhos e apds em configuragoes, como ilustra a Figura
L2l



Capitulo 4. O GeoGebra 3D: Ambiente Dindmico para a Geometria Espacial

50

Figura 12 — Acesso as Propriedades
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Fonte: Préprio autor

o

« Ajuste de cor: no painel de propriedades, acessando a aba Cor (Figura permite

definir a cor desejada e o ajuste da opacidade (transparéncia) do objeto.

GeaGebra  Calculadora 3D

Figura 13 — Aba Cor
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Fonte: Préprio autor
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« Ajuste de estilo: na aba Estilo é possivel configurar a espessura da linha (dos con-
tornos) e o estilo de preenchimento do sélido (Figura [14).

n

Figura 14 — Aba Estilo
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Fonte: Préprio autor
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Este processo é fundamental para diferenciar sélidos, planos ou vetores em uma

construcao complexa.

4.3.3 Articulacdo com o Controle Deslizante

O controle deslizante é uma ferramenta que permite a variacdo dinamica de um
pardmetro (nimero, angulo ou valor inteiro), sendo crucial para a exploragao de conceitos
matematicos. A sintaxe para a criagdo do controle deslizante na janela de entrada é
definida pelo valor minimo e maximo que a variavel pode assumir, bem como o incremento,
que representa o0 passo ou a variacdo minima pela qual o valor do parametro deve ser

alterado a cada manipulacao do controle.

E fundamental destacar que, no GeoGebra 3D, a sintaxe de entrada de dados exige
o uso do ponto (.) como separador decimal, e ndo a virgula (,), o que deve ser observado

ao definir os valores do incremento, valor minimo e valor maximo.

1. Criacao do parametro (Controle Deslizante)

o Método via comando: utilize o campo de entrada e digite o comando de criacao

do controle deslizante, no formato:

Nome do Parametro = ControleDeslizante (Valor Minimo,

Valor Maximo, Incremento).

Exemplo: Crie um pardmetro de altura (h) que varia de 0 a 10, com incre-

mento 0,1 (Figura . O comando a ser digitado na janela algebra é:

h = ControleDeslizante(0,10,0.1).

Figura 15 — Via comando

= GeoGebra Calculadora 3D < 0

4+ h=ControleDeslizante(0,10,0.1) : 3

Fonte: Préprio autor
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e Ao pressionar Enter, o GeoGebra 3D cria e exibe o controle deslizante direta-

mente na janela de dlgebra para uso no ambiente 3D (Figura [16]).

Figura 16 — Controle criado

= GeoGebra Calculadora 3D < 0
h=0
(&)

: = o
0 @———————— 10 )

+  Entrada

Fonte: Préprio autor

2. Configuracao e ajuste

e Se o controle deslizante precisar de ajustes finos, clique no parametro na ja-
nela de algebra e acesse suas configuragoes (Figura para alterar o nome,

intervalo, incremento ou ativar a animacao, conforme mostra a Figura

Figura 17 — Configuracao do Controle Deslizante

= GeaGebra Calculadora 3D < 0

) h=0 Remover controle deslizante

-3
=] 0 @ 10

Duplicar entrada
+  Entrada Apagar
@& Configuragdes

Fonte: Préprio autor
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Figura 18 — Ajustes
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Fonte: Préprio autor

3. Vinculagdo ao objeto (Extrusao)

« O nome do parametro criado (por exemplo, h) deve ser usado como a dimensao

variavel na construcao geométrica.

Exemplo: Crie uma figura por meio da ferramenta Extrusao. Selecione a fer-
ramenta Retas e Poligonos, clique em Poligono, apés crie um poligono clicando
nas posigoes dos pontos que a complete na malha (na Figura (19| foi criado um
tridngulo). Selecione a ferramenta Extrusdo para Prisma, clique no poligono

criado e, na caixa de didlogo de altura, digite o nome do pardmetro (h) (Figura
e pressione OK.

Figura 19 — Ferramenta Extrusao

= GeoGebra Calculadora 3D < 0
Solidos - -]
=]

Planos

i - fo -
Planoportrés  Plno  Piano Pay

Circulos.

Fonte: Préprio autor
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Figura 20 — Altura h
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Fonte: Préprio autor

4. Articulacao

o O solido resultante aparecerd na janela 3D. O objeto se modifica em tempo real
quando o controle deslizante (h) é movido, demonstrando a relagdo paramétrica

entre a altura e o volume (ou forma) do sélido (Figura [21).

Figura 21 — Resultado

= GeoGebra Calculadora 3D < 0
h=68 : -
0 e e 10 @
A=(5.3.0) :

o

B = (-2.95,2.79, 0)

C=(-248,-3.22,0)

@ © @ 0 o

a2 = Segmento(C, B, t1)

=603

b = Segmento(A, C, t1)

@

=671

© = Segmento(B, A, t1)

=206

£ = Poligono(A, C, B)
=612 a

L] & = Prisma(tl,h)

Fonte: Préprio autor

4.4 Recursos e Estratégias de Construcao no GeoGebra 3D

A implementacao das atividades de Geometria Espacial desta pesquisa exigiu o
uso estratégico dos recursos do GeoGebra 3D, priorizando a precisdo na construcao e a
capacidade de dinamismo das figuras tridimensionais. Enquanto a barra de ferramentas
oferece acesso rapido a formas geométricas, o rigor da modelagem de sélidos e a mani-
pulacdo de segoes planas dependem do uso direto da barra de entrada (comandos) e de

ferramentas avancadas de definicdo de varidveis e controle de figuras.

O Quadro (3| detalha os comandos e recursos essenciais do GeoGebra 3D utiliza-
dos nas atividades de construcao, andlise volumétrica e visualizacao de sec¢oes planas,

indicando suas fungoes técnicas e a justificativa didatica em todo o projeto.
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Quadro 3. Quadro de Comandos e Recursos Essenciais para as Atividades

Recurso/Comando

Funcdo Técnica Central

Justificativa Didatica

Ponto(<Objeto>)

Cria um ponto livre no ambi-
ente 3D ou fixo em um objeto
(linha, plano).

Elemento fundamental para a cons-
trucao de todos os s6lidos. Essencial
para fixar bases, vértices e centros.

Esfera(<Ponto>, <Raio>)

Cria uma esfera definida
com precisao por seu centro
(ponto) e raio (valor numérico
ou deslizante).

Essencial para a modelagem de esfe-
ras e objetos esféricos, permitindo o
célculo exato do seu volume e area.

Cilindro(<Ponto>,
<Ponto>, <Raio>)

Cria um cilindro circular reto
definido com precisdo por
seus pontos da base e raio.

Garante que os sélidos de compa-
racdo tenham dimensdes rigorosas
(base e altura), o que é fundamental
para a andlise e verificagao de volu-
mes.

Cone(<Ponto>, <Ponto>, | Cria um cone circular reto de- | Permite a construc¢ao de cones com a
<Raio>) finido por seus pontos (vértice | precisao geométrica necessaria para
e centro da base) e raio. as atividades que envolvem a relagao

volume/altura.

PontoMédio(<Ponto>, Calcula e cria o ponto que | Essencial para garantir a simetria

<Ponto>) estd exatamente no meio do | das construgdes e ajuda a posicionar
segmento de reta definido por | outros elementos de forma precisa e
dois pontos. centralizada.

Volume(<Sélido>) Calcula e exibe o valor numé- | Permite a quantificacao e verificagdo
rico do volume do sélido cons- | numérica do calculo do volume.
truido.

Area(<Figura>) Calcula e exibe o valor da | Utilizado para a comparagdo numé-

area de uma figura plana (se-
¢do transversal).

rica entre areas de figuras planas.

Controle Deslizante

Cria uma varidvel numérica
manipulavel, que controla um
valor (altura h, 4ngulo «, raio
r) na figura.

Elemento central da dindmica. Per-
mite a exploracao interativa de como
a variacdo de um pardmetro afeta o
solido ou a se¢ao plana.

Intersecdo de duas Superficies
(ou IntersecaoGeométrica)

Gera a figura 2D (a secao) re-
sultante do encontro entre o
sélido e o plano de corte.

Produz a se¢ao plana em tempo real.
Este comando é a chave para a ana-
lise de éarea transversal em qual-
quer atividade que envolva cortes e
o Principio de Cavalieri.

FragaoEmTexto(<Expressao>

Converte um resultado deci-
mal da janela de dlgebra para
sua representacao fraciondria.

Permite a validagdo algébrica e a
comparacao direta do resultado nu-
mérico com a fracao esperada.

Fonte: Adaptado do Manual (GeoGebra, [2025)).

O uso do software GeoGebra 3D na construcao dos sélidos espaciais, embora fo-

cado na visualizagdo (registro figural) e manipulagdo, introduz um elemento intrinseco
de Geometria Analitica ao gerar automaticamente as equagoes cartesianas e paramétri-
cas dos objetos. Essa interface dupla, visual e analitica, é uma caracteristica potente do
software que, se nao mediada, pode gerar um ruido desnecessario para o aluno focado
na formacio conceitual da Geometria Espacial. E vital que o professor reconheca esse
aspecto e direcione a atencao do aluno exclusivamente para a interface grafica, evitando
que o excesso de informagoes analiticas na janela de dlgebra desvie o foco do objetivo
didatico.



Capitulo 4. O GeoGebra 3D: Ambiente Dindmico para a Geometria Espacial 56

A manipulacao de sélidos e a visualizacao de cortes seccionais no ambiente 3D do
GeoGebra 3D ja constituem um avanco significativo em relagdo aos modelos estaticos.
No entanto, para promover uma imersdo em que efetivamente é possivel combinar o
mundo real com a representacao digital, o potencial da Geometria Dindmica é ampliado
com a integragdo da Realidade Aumentada. Esta tecnologia permite que as construgoes
digitais saiam do plano do monitor e sejam visualizadas no espaco fisico da sala de aula,

adicionando uma camada extra de concretude a abstracao.

4.5 Realidade Aumentada

A Realidade Aumentada (RA) é uma tecnologia que combina elementos virtuais
com o ambiente fisico de forma interativa e em tempo real. Segundo a definicao classica de
Azuma| (1997)), trata-se de um sistema que alia os mundos real e virtual, é interativo em
tempo real e esta registrado em trés dimensoes. Esta abordagem representa uma técnica

de interface computacional que utiliza o espaco tridimensional de forma multissensorial.

No contexto pedagdgico, o uso crescente da RA na educacao é um fato positivo.
A compreensao dos conteudos torna-se mais facil quando existe a possibilidade de vi-
sualizacdo prévia da informac@o que se pretende transmitir, por meio de técnicas como
a visao computacional (CARDOSO et al., 2014). Em especial na Geometria Espacial,
a RA apresenta grande potencial ao permitir a manipulacao de objetos tridimensionais

sobrepostos ao mundo fisico, favorecendo a exploragao de conceitos abstratos.

Nesse cenério, diferentes aplicativos tém sido desenvolvidos com foco na educagao
matematica, como o GeoGebraAR, que possibilita a visualizacdo e manipulagao de sélidos
em 3D. A utilizacao dessas ferramentas amplia a interagdo e o engajamento dos estudantes,
que demonstram motivacao inicial pela possibilidade de interatividade e facilidade de uso
(CARDOSO et all 2014). A Realidade Aumentada (RA) atua como uma extensao da
visualizacao dinamica oferecida pelo GeoGebra 3D, levando a construgao digital para o
espago fisico da sala de aula. Antes de descrever o processo de interagdo, é fundamental

detalhar os passos para a instalagao do aplicativo em dispositivos méveis.

45.1 Guia de Instalacdo do GeoGebra 3D com Funcionalidade RA

O acesso a Realidade Aumentada é realizado por meio do aplicativo Calculadora
GeoGebra 3D (ou GeoGebra Calculator Suite), disponivel gratuitamente nas principais

plataformas de download:

1. Para Dispositivos Android (Celulares e Tablets):

a) O dispositivo precisa ser compativel com o servigo de Realidade Aumentada
do Google, o ARCore;
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b) Abra a Google Play Store;

c) Instale o aplicativo de base: Google Play Services for AR (ou ARCore), caso

nao esteja instalado;

d) Pesquise e instale o aplicativo principal: Calculadora GeoGebra 3D ou a Geo-
Gebra Calculator Suite.

2. Para Dispositivos iOS (iPhone e iPad):

a) Abra a App Store;

b) Pesquise e instale o aplicativo: Calculadora GeoGebra 3D.

A Figura ilustra a interface do aplicativo nas plataformas de download e a

Figura 23] apresenta a tela principal apds a abertura.

Figura 22 — Interface do Aplicativo Calculadora GeoGebra 3D em Plataforma de Down-

load
& geogebra 3d Q ¢
Calculadora GeoGebra 3D
A & Instalado @
o u . Mais de 1 mi
7 mil Classificagcdo b ioad
avaliagoes ® Livre ® ownloads

Dynamic Mofhenllcs for Everyone

Represente fungdes 3D, superficies e outros objetos em
3D com essa ferramenta

Fonte: Préprio autor
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Figura 23 — Tela principal do aplicativo
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Fonte: Préprio autor

4.5.2 Processo de Interacdo com a Realidade Aumentada (GeoGebraAR)

O processo de interagao com o GeoGebraAR segue uma sequéncia logica que fa-

cilita a exploracao e a manipulagao dos conceitos geométricos em um ambiente imersivo

(GeoGebral, 2025):

« Acesso e ativacao (Figura : ap6s criar o sélido geométrico desejado (ou abrir
um material ja pronto) dentro do GeoGebra 3D, ativa-se a funcao de Realidade

Aumentada (AR) por meio do icone especifico, ligando a cdmera do dispositivo;



Capitulo 4. O GeoGebra 3D:

Ambiente Dindmico para a Geometria Espacial

99

Figura 24 — Acesso e ativacao
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+  Entrada..

B @

Algebra Ferramentas

Fonte: Préprio autor

 Identificacao do plano (Figura: o dispositivo utiliza a cAmera e o servico de AR

(como o ARCore) para rastrear o ambiente e identificar uma superficie plana (como

uma mesa ou o chao). Esta superficie é reconhecida como a ancora digital, onde o

solido sera projetado;
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Figura 25 — Identificagdo do plano
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Fonte: Préprio autor

« Projegao e calibracdo do sélido (Figura : o objeto geométrico é projetado em
escala sobre o plano fisico (ancora digital), criando a ilusdo de que ele é real e estd
na frente do aluno. O sistema se calibra para garantir que a manipulacao do objeto

seja responsiva ao movimento do usuario no mundo real;
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Figura 26 — Projegao do Sélido
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Fonte: Préprio autor

o Interacao Dindmica: a manipulagdo do objeto 3D é realizada pelo movimento do
dispositivo no espaco tridimensional (translagao e rotagao). Isso permite girar, apro-
ximar e até mesmo caminhar em torno do objeto digital, explorando propriedades

(faces, arestas e vértices) de forma dindmica, como se ele fosse palpavel.

O processo de interacao com o GeoGebraAR é dinamico e imersivo. Depois de
criar o solido e ativada a funcdo de Realidade Aumentada (AR), o sistema rastreia o
ambiente para identificar uma superficie plana (ancora digital) e projeta o objeto geomé-
trico sobre ela. A manipulacao do objeto é feita pelo movimento do dispositivo no espago
tridimensional, permitindo uma exploracao detalhada de suas propriedades. A Figura

ilustra essa interacao dinamica do objeto 3D com um ambiente real.
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Figura 27 — Interagao com o GeoGebraAR

Fonte: (ALEXANDRE, 2017)

No préximo capitulo, apresentam-se as atividades envolvendo sélidos redondos
que podem ser aplicadas pelo professor para sistematizar as defini¢des ja estudadas da

Geometria Espacial.
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5 Atividades Propostas

Neste capitulo, apresentam-se oito atividades voltadas para a revisao de concei-
tos de Geometria Espacial no Ensino Médio, fundamentadas na Teoria dos Registros de
Representagdo Semidtica de Duval e na Teoria dos Niveis de Pensamento Geométrico de
Van Hiele. As propostas articulam construgoes no software GeoGebra 3D com a resolu-
cao de questoes do ENEM, buscando oferecer alternativas didaticas para a abordagem
da Geometria Espacial no contexto escolar. Cada atividade contempla diferentes formas
de representacao como linguagem verbal, registros algébricos, representagoes graficas e
modelos tridimensionais digitais, favorecendo, em potencial, a conversao entre registros
discursivos e nao discursivos, conforme indica Duval. Do mesmo modo, espera-se que
a progressao cognitiva requerida pelos exercicios dialogue com os niveis de compreensao
geométrica descritos por Van Hiele, permitindo que os estudantes avancem da simples vi-
sualizacao de solidos para a analise de propriedades e relagdes espaciais, e posteriormente
para formulagdes que possam ser generalizadas. Assim, a utilizacdo do GeoGebra 3D
pode constituir-se como recurso de apoio, capaz de ampliar as possibilidades de visualiza-
¢ao, manipulacao e exploracao dindmica dos conceitos de Geometria Espacial no Ensino
Médio, sem, no entanto, substituir a mediagao pedagogica planejada pelo professor. A
penultima atividade inclui Realidade Aumentada para o calculo do volume da esfera, em-
pregando o Principio de Cavalieri. A tultima envolve uma questdao de vestibular sobre
o mesmo assunto e tem como objetivo aplicar, de forma pratica e interativa, a relacao
entre o volume da esfera e o seus solidos auxiliares (cilindro e cone retos). A manipulagio
da construcao 3D diretamente no ambiente real favorece a visualizagdo e a compreensao

conceitual.

O GeoGebra 3D, como software de Geometria Dindmica, gera automaticamente
as equagoes analiticas (cartesianas, paramétricas ou vetoriais) de todos os objetos cons-
truidos, exibindo-as na Janela de Algebra. Por isso, uma vez que o foco desta sequéncia
didatica estd na formagao conceitual da Geometria Espacial (visualizac¢ao e propriedades)
e nas conversoes de registros segundo Duval, e ndao nos detalhes da Geometria Analitica,
o professor deve orientar os alunos a ignorar ou a ocultar estas equagoes. Recomenda-se
que o aluno mantenha o foco exclusivamente na representacao grafica 3D e nos comandos
de construcao, para que nao haja desvio da atencao para o contetdo analitico, que esta

além dos objetivos primérios desta intervencao.

O publico atendido corresponde aos alunos do Ensino Médio, que ja tenham es-
tudado Geometria Espacial. Consideram-se como materiais necessarios: computador ou
celular (aplicativo Calculadora 3D, instalado ou acesso a versdao online); folha impressa

com as instrucoes da atividade; materiais de uso pessoal como lapis, borracha, régua e
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caderno para registros.

Considerando o numero de paginas da atividade de RA, sua impressao integral
pode nao ser viavel em todos os contextos escolares, devido aos custos e a restricao de
recursos. Sugere-se que o professor considere a disponibilizagdo do material em formato
digital, por meio de plataformas de gerenciamento de aprendizagem (como Google Clas-
sroom, Moodle ou WhatsApp), para consulta e preenchimento digital pelos alunos. A
projecao do conteiido em tela ou quadro, quando houver infraestrutura, também cons-
titui uma alternativa vidvel para a apresentacao em aula. A versdo impressa pode ser

reservada apenas para a folha de registro de respostas, se necessario.

Caso o menu de ferramentas nao exiba todas as op¢oes citadas nos proximos passos
(como Segmento ou Esfera), clique na opgao MAIS (localizada no final da lista) para
expandir e acessar todas as ferramentas disponiveis no GeoGebra 3D, como ilustra a
Figura [28|

Figura 28 — Opc¢ao Mais
GeaGebra Calculadora 3D

Ferramentas Basicas

@ A h § )
. iy .’:-
Mover Ponto Piramide

MAIS ¢———

Fonte: Préprio autor

No Apéndice A estao disponibilizadas as atividades para impressao.

5.1 Atividade 1: Construcao de uma Esfera

Objetivo: Construir uma esfera no software GeoGebra 3D, utilizando recursos
bésicos de representacao tridimensional, de modo a introduzir o sélido geométrico e esta-

belecer uma base para analises posteriores relacionadas ao calculo de volume.

Contextualizagao: O professor pode iniciar a aula discutindo exemplos de ob-
jetos do cotidiano que apresentam forma esférica, exibir imagens reais ou utilizar um
modelo fisico (por exemplo: uma bola, uma laranja, planeta Terra, bola de sorvete)
para destacar caracteristicas da esfera, como simetria, raio e sua relacdo com a cir-

cunferéncia. Caso a escola disponha de materiais acrilicos educativos, recomenda-se o
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uso de esferas transparentes desmontaveis, que permitem observar o interior e discu-
tir o conceito de volume. Também ¢é possivel recorrer a planificacoes esféricas simpli-
ficadas, como mapas-mundi, e propor que os alunos identifiquem objetos esféricos pre-
sentes no ambiente escolar. Uma dica boa é usar videos, como por exemplo no link:
<https://www.youtube.com/watch?v=>5x50ibIN750>| de onde foram retiradas as ima-
gens da Figura [29]

Figura 29 — Objetos que lembram uma esfera

¥ \

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=5x50ibIN750

5.1.1 Atividade no GeoGebra

Enunciado: Construa uma esfera no GeoGebra 3D.

1) Acesse o GeoGebra em: <www.geogebra.org/3d>. A tela inicial é semelhante a Figura
50

Figura 30 — Tela inicial do GeoGebra 3D
GeaGebra "’

+  Entrada. o

Fonte: Préprio autor

2) Crie o centro da esfera.

e Clique em Ferramentas — Ferramentas Béasicas — Ponto;


https://www.youtube.com/watch?v=5x50ibIN750
www.geogebra.org/3d
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« Clique em qualquer lugar no espaco para criar o ponto A (o centro da esfera),
como indicado na Figura

Figura 31 — Ferramentas basicas do GeoGebra 3D
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Fonte: Préprio autor

3) Defina o raio da esfera.

e Ainda com a ferramenta Ponto, clique em outro local da tela para criar o ponto
B, distante de A;

« O ponto B, juntamente com o ponto A (centro), determina o comprimento do
raio da esfera (Figura 32)).

Figura 32 — Pontos A e B

Fonte: Préprio autor

4) Construa a esfera.

« Selecione a ferramenta Esfera (Centro & Ponto) em Ferramentas — Sélidos —
Esfera: Centro & Ponto.
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 Clique primeiro no ponto A (centro da esfera) e, em seguida, clique no ponto

B (que define o raio). A esfera é exibida conforme a Figura

Figura 33 — Esfera de Centro A e raio definido pelo ponto B

= GeoGebra Calculadora 3D < m
<]

Revolucio

exnsi Prsma
Planos Q

Fonte: Préprio autor

Observacgao ao professor: A ferramenta Esfera (Centro & Raio), que exige que
a medida do raio seja digitada numericamente ou referenciada por um segmento existente
(como o segmento AB), também é uma alternativa vidvel para a construcio. Recomenda-
se a utilizagao da ferramenta Centro & Ponto neste tutorial por ser mais intuitiva e direta
para os alunos que estao iniciando a exploragao. Seguem os passos para a construcao da

esfera com a ferramenta Esfera (Centro & Raio) mantendo as mesmas instrugoes 1 e 2.

1) Acesse o GeoGebra em: |[<www.geogebra.org/3d>.
2) Crie o centro da esfera.

e Clique em Ferramentas — Ferramentas Béasicas — Ponto;

« Clique em qualquer lugar no espaco para criar o ponto A (o centro da esfera).
3) Defina o raio da esfera.
o Ainda com a ferramenta Ponto, clique em outro local da tela para criar o ponto
B, distante de A;
e O ponto B determinard o comprimento do raio da esfera;

o Em seguida, na ferramenta Segmento (Ferramentas — Retas e Poligonos —
Segmento), selecione A e B para construir o segmento AB, que representaréd o
raio da esfera (Figura [34)).


www.geogebra.org/3d
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Figura 34 — Segmento AB

Fonte: Préprio autor

4) Construa a esfera.

« Selecione a ferramenta Esfera (Centro & Raio) em Ferramentas — Sélidos —
Esfera: Centro & Raio;

 Clique primeiro no ponto A (centro da esfera). Ao surgir a caixa de texto para
a defini¢do do raio, digite AB (certifique-se de usar as letras maitsculas para
A e B, conforme a notagao dos pontos). Confirme o valor clicando em OK. A

esfera sera exibida conforme a Figura

Figura 35 — Esfera de centro A e raio AB

Fonte: Préprio autor

Esta etapa de construcao no GeoGebra 3D permite aos estudantes visualizar a
esfera e articular seus elementos conceituais (centro e raio) com a representacao digital em
um ambiente tridimensional. A experiéncia com essa visualizacdo e manipulagao serve de
preparacao para a proxima secao. A seguir, a Atividade Aplicada utilizara esse raciocinio
espacial para abordar a interpretagao e a resolu¢ao de um problema contextualizado da

Geometria Espacial.
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5.1.2 Atividade aplicada

A questao envolvendo o sélido esfera foi extraida da prova amarela Exame Nacional

do Ensino Médio para pessoas privadas de liberdade do ano de 2010.

Enunciado: Se pudéssemos reunir em esferas toda a dgua do planeta, os didmetros

dessas esferas seriam conforme a Figura

Figura 36 — Didmetros das Esferas de Agua

Toda 4gua do planeta
1,39 bihdes de km®
1385 km
. Agua doce do planeta
35,03 milhdes de km®
406 km
. A?.s doce subterranea
0,53 milhdes de km®
272 km
* Agua doce superfica
58 km 104,59 mil km®

Fonte: <https://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/provas/2010/2010 PV __
reaplicacao PPL__D2 CDb5.pdf>

A razao entre o volume da esfera que corresponde a agua doce superficial e o

volume da esfera que corresponde a agua doce do planeta é:

=

29
D) 5

136

E) 55

Sugestao: O professor pode sugerir que o aluno resolva a questao algebricamente

e também com o GeoGebra. Em seguida, pode solicitar a comparacao dos resultados
obtidos.


https://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2010/2010_PV_reaplicacao_PPL_D2_CD5.pdf
https://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2010/2010_PV_reaplicacao_PPL_D2_CD5.pdf
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Resolugao algébrica: Para calcular o volume de uma esfera, usa-se a expressao
4
V = —ars.
3
A agua doce superficial tem 58 km de didametro, ou seja, 29 km de raio. Substi-

tuindo r por 29 na expressao do volume, obtém-se:

4
V, = g7r(29)3.

Ja a esfera de dgua doce do planeta tem 406 km de didmetro, sendo seu raio 203

km e seu volume:

4
V, = g7r(203)3.

A razao entre os volumes é:

7

= 57:1(2209?3;3 - ((220933;3 - (22093)3 B (1) - &13'

Portanto, a alternativa correta é A.

Resolugao no GeoGebra: Crie o ponto A (aleatério) na janela de visualizagao
(centro das esferas). Construa as duas esferas: uma representando a dgua doce superficial
(a = Esfera(A,29)) e outra a dgua doce total do planeta (b = Esfera(A,203)). Redimen-

sione no zoom para visualizar as duas esferas.

Para calcular os volumes de cada esfera, utilize os comandos:
V1 = Volume(a) e V2 = Volume(b).

Para apresentar o resultado da razao entre os volumes na forma de fracao, digite
na Janela Algebra: R = FracioEmTexto(V1/V2) e aperte a tecla Enter. Os passos desse
comando e do resultado final sdo apresentados nas Figuras [37, [3§] e

Figura 37 — Ferramenta FracdoEmTexto (nimero)

GeaGebra Calculadora 3D < B "’

@ A=(10,100,0) : - o

a: Esfera(A, 29)
(©]
& =(
b: Esfera(A, 203)

x + 100 + (y - 100)° + 2* = 841

T = (x4 1007 4 (y- 1007 + 2 = 41209

VI = Volume(a)
= 102160.4043

V2 = Volume(b)

= 35041018.6765

Fonte: Préprio autor
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Figura 38 — Comando

GenGebra

©  A=(100,100,0) :

Aigebra a: Esfera(A, 29) :
© = (x + 100) + (y - 100)* + 22
&

b: Esfera(A,203)

Il
=)

see

= (x + 100) + (y - 100)* + 2*

Il
.

V1 = Volume(a) H

= 102160.4043

V2 = Volume(b) :
= 35041018.6765

. Vi
+ R = FragdoEmTexto (V_Ql)

Fonte: Préprio autor

Figura 39 — Razao entre os volumes das esferas

@ A=(100 100,0) : — o
B
Aigebra a: Esfera(A, 29)
© (x + 100)* + (y - 100) 8
= (x+ 2+ (y - 2 427
&
b: Esfera(A,203) H
= (x+ 100 + (y-100)* + 2 = 4
V1 = Volume(a) H 600
= 102160.4043
V2 = Volume(b)
= 35041018.6765
1.3
W1,
@ Rr-= = :
+ 1 =
@

Fonte: Préprio autor

Dessa forma, pela construcao no GeoGebra 3D, conclui-se que a resposta correta

é a alternativa A.

Sugestao ao professor: Solicite que os alunos facam prints das etapas da cons-
trucdo e registrem as dimensoes utilizadas (raio, volume e razao). Vale destacar que,
ao construir a esfera no GeoGebra 3D, o software gera automaticamente sua equagao
candnica na aba Algebra. Esse contetido, entretanto, ndo é o foco da atividade, que
esta direcionada a visualizagao espacial e a comparacgao entre volumes. Portanto, nao ha

necessidade de explorar ou explicar a equacao neste momento.

Exploracao da construgao: Incentive o raciocinio légico sobre os conceitos com
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perguntas do tipo: O que significa, em termos de razdo, afirmar que o volume da esfera
maior ¢ 343 vezes o da menor? Se o raio da esfera aumenta, o que acontece com o seu

volume?.

Observagao ao professor: A questao proposta, ao ser resolvida tanto de forma
algébrica quanto com o uso do GeoGebra 3D, oferece uma oportunidade rica para o
desenvolvimento do raciocinio matematico, alinhado as teorias de Duval e de Van Hiele.
A abordagem com o software permite que o aluno explore o problema em diferentes
niveis, seguindo uma progressao natural. No Nivel 1 de Van Hiele (Visualizagdo), os
alunos reconhecem a forma da esfera, comparando-a intuitivamente com outros sélidos.
A visualizacao das duas esferas no GeoGebra 3D ajuda o aluno a perceber a diferenca
entre seus tamanhos e a relagao entre elas. Essa percepcao visual é o ponto de partida
para a compreensao do problema. Em seguida, no Nivel 2 (Andlise), o aluno comega a
identificar as propriedades especificas da esfera, como o raio e o volume, e a estabelecer
relacoes entre elas. A manipulacdo do software, onde se inserem os valores dos raios
para obter os volumes, reforca essa compreensdo. Paralelamente a essa progressao, a
atividade explora a teoria de Duval, promovendo a articulagdo e conversao entre diferentes
registros de representagao semidtica, o que é potencializado pelo software. A progressao
ocorre em etapas: primeiro, o aluno realiza a conversao do registro simboélico-algébrico
(insergao dos raios e da formula do volume no GeoGebra 3D) para o registro visual-grafico
(visualizacao das esferas 3D). Em seguida, a exploragao da construgao no GeoGebra 3D
estimula a conversdo do registro visual para o registro simbolico-numérico (comparagao
das dimensoes e o calculo do volume). Por fim, o questionamento sugerido estimula o
aluno a realizar o tratamento dentro do registro visual (por meio da manipulagdo) e a
retornar ao registro da lingua natural para a resposta final, consolidando a compreensao
do objeto matematico em diferentes registros e aprofundando o aprendizado de forma

significativa.

5.2 Atividade 2: Construcao de um Cilindro Reto

Objetivo: Explorar as propriedades e relagoes métricas do cilindro reto por meio
de sua constru¢do em um ambiente dindmico (GeoGebra 3D) para a resolucao de proble-

mas envolvendo area e volume.

Contextualizacao: O professor pode iniciar a aula com uma conversa sobre a
presenca de objetos cilindricos no cotidiano, como latas de refrigerante, canos, rolos de
papel higiénico e velas, como alguns indicados na Figura . E possivel, ainda, utilizar
um modelo fisico (como uma lata vazia) para destacar as caracteristicas do cilindro: duas
bases circulares paralelas e uma superficie lateral que, ao ser planificada, se transforma

em um retangulo. O uso de planificagbes impressas pode ser um recurso interessante. O
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professor pode pedir que os alunos tragam embalagens cilindricas para a sala de aula,
explorando suas dimensoes e propriedades de forma préatica. Essa abordagem reforca a
relacdo entre as formas geométricas e o mundo real, preparando-os para a construgao no
GeoGebra 3D.

Figura 40 — Objetos que lembram um cilindro

—
@ 5

o 1
A
i |

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=IzUYEfb9y3k

5.2.1 Atividade no GeoGebra

Enunciado: Construa um cilindro reto no GeoGebra 3D.

No GeoGebra 3D, a ferramenta Cilindro permite criar esse solido a partir de duas
bases. Para garantir que o cilindro tenha bases planas horizontais, é necessario atentar-se
a posicao dos centros dessas bases. Pelo conceito, um cilindro reto ¢ aquele em que o eixo
¢é perpendicular as bases, o que significa que os centros das bases devem ter as mesmas
abscissas e ordenadas, diferindo apenas na cota. Dessa forma, o eixo AB (que une os
centros das bases) fica paralelo ao eixo z, assegurando que o cilindro seja reto. Seguem

0s passos para a constru¢ao no GeoGebra 3D:

1) Acesse o GeoGebra 3D em: |[<www.geogebra.org/3d>.

A tela inicial é semelhante a Figura

Figura 41 — Tela inicial do GeoGebra 3D
= GeaGebra 0

+  Entrada )

Fonte: Préprio autor


www.geogebra.org/3d
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2) Crie os centros da base e do topo do cilindro:

e Clique em Ferramentas — Ferramentas Basicas — Ponto;

o Clique em algum lugar no espago para criar o ponto A (centro da primeira
base);

« Crie o ponto B, alterando apenas a coordenada z. Para isso, observe as coor-
denadas do ponto A na aba Algebra e modifique apenas o valor da coordenada

z no ponto B, como ilustrado na Figura [42]

Observagao: Caso o ponto A tenha alguma coordenada decimal, escreva-a com ponto
na Janela Algebra. Por exemplo: A = (1.3,4.6,8).

Figura 42 — Pontos A e B: centros das bases do cilindro

= GeaGebra calculadora 3D Pl ~TriBUR ENTRAR

I

O A=@L9 i - @
B=(215)

& |+ FEnd

Fonte: Préprio autor

3) Selecione a ferramenta Cilindro (Ferramentas — Sélidos — Cilindro). Clique sequen-
cialmente nos pontos A (centro da primeira base) e B (centro da segunda base).
Na caixa de texto que surgir, digite o valor numérico do raio (por exemplo, 3 ou a
varidvel do raio, como r). Confirme o valor clicando em OK. O cilindro serd exibido

conforme a Figura [43]

Figura 43 — Cilindro construido no GeoGebra 3D

= GeoGebra calculadora 3D Pl RiBUR ENTRAR

I

O A=@210 : - &
O B=219

p a: Cilindro(A, B, 5)
C

= 3027

+  En

Fonte: Préprio autor
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Caso seja necessario, ajuste o zoom, como orientado na subsec¢ao 4.3.1}

Esta etapa de construcao do cilindro no GeoGebra 3D permite a visualizagao e a
articulagdo entre as propriedades do sélido (raio e altura) e sua representagao tridimen-
sional. A experiéncia com a manipulagdo do objeto estabelece o vinculo necessirio com
o raciocinio espacial. A seguir, a Atividade Aplicada do ENEM utilizara esse raciocinio
e a compreensao dos elementos do cilindro para a interpretacao e a resolucao de uma

situagao-problema contextualizada que envolve a aplicacao da férmula de volume.

5.2.2 Atividade aplicada

A questao envolvendo o sélido cilindro foi extraida da prova amarela do Exame
Nacional do Ensino Médio do ano de 2015.

Enunciado: Para resolver o problema de abastecimento de agua foi decidida,
numa reuniao do condominio, a construgao de uma nova cisterna. A cisterna atual tem
formato cilindrico, com 3 m de altura e 2 m de didmetro, e estimou-se que a nova cisterna
deveréd comportar 81 m? de 4gua, mantendo o formato cilindrico e a altura da atual. Apds
a inauguracao da nova cisterna a antiga serd desativada. Utilize 3,0 como aproximagao
para w. Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna para atingir o volume

desejado?

Resolugao algébrica: Considerando os dados do problema, tem-se na antiga
cisterna: h =3 m e d = 2 m. Como o raio é a metade do didmetro, tem-se o raio da
antiga cisterna igual a 1 m. Na nova cisterna, tem-se os seguintes dados: V =81 m? e a
altura permanece 3 m. O objetivo do problema é calcular de quanto deve ser o aumento,

em metros, do raio da nova cisterna.

O volume do cilindro ¢é dado por:

V = 7rh.

Substituindo na expressao os valores conhecidos da nova cisterna: V =81, h = 3

e m = 3, conforme solicitado no enunciado, tem-se:



Capitulo 5. Atividades Propostas 76

81=3.-7r%-3. (5.1)

Efetuando as multiplicagdes no 2° membro da equagao (5.1)), obtém-se:

81 = 9r2.

Isolando 72, tem-se:

2:§:

9.
9

r

Resolvendo a equacdo polinomial do 2° grau r? = 9 para r, chega-se:

r = +3.

Como o raio nao pode assumir valor negativo, considera-se apenas r = 3.

Assim, o raio da cisterna nova deve ser de 3 metros. Comparando com o raio da

cisterna antiga, que era 1 metro, tem-se a diferenca de 2 metros.

Portanto, o aumento necessario no raio da cisterna é de 2 metros, correspondendo

a alternativa (C).

Resolucao no GeoGebra: No campo de entrada do GeoGebra 3D, sdo definidos
os parametros iniciais h = 3, dy = 2, rg = 1 e V = 81, que correspondem, respectivamente,
a altura, ao didmetro, ao raio da cisterna antiga e ao volume da cisterna nova. Ambas as
cisternas sao modeladas como cilindros retos, isto é, sélidos cujos eixos sao perpendicu-
lares as bases circulares. Para que o software construa corretamente essa configuracgao, é
necessario que os pontos que definem o eixo do cilindro possuam as mesmas coordenadas
nos eixos x e y, variando apenas no eixo z, que representa a altura. Essa escolha assegura
que o eixo do cilindro seja vertical, caracterizando-o como reto e preservando a simetria

entre as bases. Assumindo os pontos A e B, digita-se na Janela Algebra:

A=(1,5,0), B=(1,5h).

O ponto A representa o centro da base inferior e o ponto B indica o centro da
base superior do cilindro. O fato de ambos terem as mesmas coordenadas x e y (1 e 5)

assegura que o eixo do cilindro seja vertical, caracterizando um cilindro reto.

O cilindro que representa a cisterna antiga ¢ construido utilizando o comando
Cilindro (ponto, ponto, raio), disponivel na barra de ferramentas do GeoGebra 3D. Nesse

comando, o primeiro pardmetro corresponde ao ponto central da base inferior (A), o
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segundo ao ponto central da base superior (B), e o terceiro ao valor do raio (rg). A

digitacao pode ser realizada no campo de entrada conforme segue:

Cy = Cilindro(A, B, rg).
A Figura [44] apresenta os parametros e o cilindro correspondente.

Figura 44 — Cisterna antiga
GeoGebra 0

h=3 ; - @

© A=(L50)

B = (L5 h)
= (1L5.3)

C,: Cilindro(A, B, ro)

5l

= 9.42

I

+

Fonte: Préprio autor

Para determinar o raio da cisterna nova, utiliza-se a expressao do volume do cilin-

dro:

V = ar?h. (5.2)

Contudo, conforme o enunciado do problema, deve-se adotar m = 3. Assim, a

equagao (5.2)) torna-se:

V = 3r?h.
Isolando o parametro r;:
%
=44/ —.
" 3h

A digitacao da raiz quadrada deve ser realizada por meio do teclado do GeoGebra,
localizado no canto inferior esquerdo. Como o raio nao pode assumir valor negativo,

considera-se apenas o valor positivo. A Figura [45] apresenta o valor obtido.
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Figura 45 — Raio da cisterna nova

= GeoGebra 0
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Fonte: Préprio autor

O cilindro que representa a cisterna nova é construido utilizando os pontos C' e D,

definidos como: C' = (8,5,0) e D = (8,5, h), por meio do comando:

Cy = Cilindro(C, D, ry).

Cores distintas sao atribuidas a cada cilindro para facilitar a diferenciagao visual
(verifique a subsecao [4.3.2). O aumento no raio da cisterna nova para atingir o volume

desejado ¢é apresentado pela expressao:

R = r —7To,
como verificado na Figura [46]

Figura 46 — Imagem das cisternas e solucao da questao
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= 84.82
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Fonte: Préprio autor

Portanto, a resposta da questao é (C).

Exploracao da construgao: A construcao no GeoGebra 3D possibilita que os

alunos visualizem a diferenca entre a cisterna antiga e a nova, destacando a relagdo entre
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o raio e o volume do cilindro. Ao representar os dois cilindros lado a lado, torna-se
perceptivel como o aumento do raio, mantendo a altura constante, impacta diretamente
no volume do sélido. Essa visualizagao contribui para a compreensao de que, em cilindros

de mesma altura, o volume cresce proporcionalmente ao quadrado do raio da base.

Para favorecer a compreensao, podem ser propostos os seguintes questionamentos:

1. Se a altura da cisterna fosse duplicada, mas o raio permanecesse igual, como o

volume seria alterado?

2. E se o raio da cisterna fosse dobrado, mantendo-se a mesma altura, qual seria a

alteracao no volume?

Assim, a atividade articula a exploracao dindmica no GeoGebra 3D com o calculo
algébrico, permitindo que os estudantes compreendam de forma integrada a relacao entre

as dimensoes do cilindro e seu volume.

Observacao ao professor: A atividade proposta a partir da questao do ENEM
2015 (cisterna) promove a articulacao entre diferentes registros de representacao, conforme
a teoria de Duval. O enunciado do problema mobiliza inicialmente o registro verbal-
discursivo ao descrever as dimensoes da cisterna original e a necessidade de ampliar seu
raio para atingir o volume desejado. A construcdo no GeoGebra 3D, representando a
cisterna antiga e a nova como cilindros retos, corresponde ao registro figural-dinamico,
possibilitando a visualizacao tridimensional e a comparacao direta entre as duas formas.
Na sequéncia, ocorre a transicao para o registro algébrico-simbdlico por meio da utilizacao

da férmula do volume do cilindro e da resolucao da equacgado que determina o novo raio.

Sob a 6tica dos niveis de Van Hiele, a atividade inicia-se no Nivel 1 (Visualizagdo),
quando o estudante identifica a figura cilindrica e reconhece sua estrutura. Avanga para o
Nivel 2 (Anélise) ao manipular as grandezas relacionadas (raio, altura e volume), compre-
endendo como se interligam. Por fim, alcanga o Nivel 3 (Deducao Informal) ao relacionar
a necessidade de aumentar o raio com a expressao matematica do volume do cilindro, re-
conhecendo que a modificacao geométrica decorre diretamente da férmula. Dessa forma,
a atividade favorece a integracdo entre os registros algébrico e geométrico, fortalecendo a

compreensao conceitual e o raciocinio matematico.

5.3 Atividade 3: Construcao de um cone circular reto

Objetivo: Explorar as propriedades e relagoes métricas do cone por meio da cons-
trugdo em um ambiente dindmico (GeoGebra 3D), utilizando recursos de representagao

tridimensional para a resolucao de problemas envolvendo area e volume.
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Contextualizacao: O professor pode comecar a aula explorando objetos do dia
a dia em formato de cone, como sorvetes, chapéus de festa, cones de transito ou funis
(Figura . Um modelo fisico, como um cone de acrilico, pode ser utilizado para mostrar
a base circular, a altura e o vértice. A planificacio do cone (um setor circular e um
circulo) pode ser trabalhada por meio de recortes, permitindo que os alunos montem o
solido e compreendam sua estrutura. Também é possivel pedir que os alunos caminhem
pela escola em busca de objetos conicos ou utilizar imagens, videos e cenas de filmes em

que esse formato aparece (por exemplo, cones de sorvete ou chapéus).

Figura 47 — Objetos que lembram um cone

Fonte: https://in.pinterest.com/pin/719168634240037288/

5.3.1 Atividade no GeoGebra

Enunciado: Construa um cone circular reto utilizando o GeoGebra 3D.

1) Acesse o GeoGebra 3D em: <www.geogebra.org/3d>. A tela inicial estd representada

na Figura (48|
Figura 48 — Tela inicial do GeoGebra 3D
= GegGebra 0
+ Entrada *

8

@ z
@
Q

]

Fonte: Préprio autor


www.geogebra.org/3d
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2) Defina o centro da base e o vértice

Para garantir que o cone circular seja reto, o centro da base e o vértice devem estar
perfeitamente alinhados verticalmente. Para isso, é necessario que o centro da base
(ponto A) e o vértice (ponto B) possuam a mesma abscissa e a mesma ordenada,

diferenciando-se apenas na cota (que define a altura).

o Defina o ponto A, que representa o centro da base do cone, com coordenadas
arbitrarias. Para isso, clique em Ferramentas — Ferramentas Basicas — Ponto
e clique em algum lugar do plano. De maneira alternativa, digite na aba

Algebra o ponto A, por exemplo: A = (2,4,1);

« O vértice, ponto B, deve ser definido de modo que o segmento AB seja paralelo
ao eixo da cota. Para tal, o vértice deve herdar a abscissa e a ordenada do
ponto A e ter a cota aumentada pela altura h desejada. Por exemplo, para uma
altura h = 7, insira na Janela Algebra o comando B = (2,4,8). O resultado

pode ser verificado na Figura [49]

Figura 49 — Pontos A e B

= GeoGebra calculadora 3D < ENTRAR
O A=@41 ; - o
B
i .C. B=(2428) .
- ‘ z
@_ + Entrada 8 e

Fonte: Préprio autor

3) Construgao do cone

Utilize a ferramenta Cone na secao Sélidos;

Selecione o Ponto A (Centro da Base);

Selecione o Ponto B (Vértice);

Insira o valor numérico do raio solicitado pelo software, por exemplo, 5.
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As Figuras [50] e [51] retratam os passos da construcao do cone reto.

Figura 50 — Ferramenta Cone

= GeaGebra Calculadora3D < ENTRAR
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Fonte: Préprio autor
Figura 51 — Construcao do Cone Circular Reto
= GeoGebra cCalculadora 3D < ENTRAR
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Fonte: Préprio autor

A construcao do cone no GeoGebra 3D permite a visualizagao e a articulacao dos
elementos conceituais do sélido (raio da base e altura) com sua representacao tridimensio-
nal. Na sequéncia, a atividade aplicada do ENEM abordara a interpretacao e a resolucao

de uma situacao-problema contextualizada que envolve o célculo do volume do cone.

5.3.2 Atividade aplicada

A questao envolvendo o sélido cone foi extraida da prova azul do Exame Nacional
do Ensino Médio do ano de 2022 (questao 153).
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Enunciado: Uma empresa produz e vende um tipo de chocolate, macico, em
formato de cone circular reto com as medidas do didmetro da base e da altura iguais a 8

cm e 10 cm, respectivamente, como apresenta a Figura [52

Figura 52 — Dados da Questao 153 - ENEM 2022

- A

10 cm

Fonte: ENEM 2022 - prova azul

Devido a um aumento de preco dos ingredientes utilizados na producao desse
chocolate, a empresa decide produzir esse mesmo tipo de chocolate com um volume 19%

menor, no mesmo formato de cone circular reto com altura de 10 cm.

Para isso, a empresa produzira esses novos chocolates com medida do raio da base,

em centimetro, igual a

Resolucao algébrica:

O volume de um cone circular reto é dado por

1
V= gwrzh,

em que r representa o raio da base e h a altura.

No cone original, tem-se 7p =4 cm e h = 10 cm e o novo cone deve ter o mesmo

formato, mas com volume 19% menor, ou seja, 81% do volume inicial. Logo,

81
mor2-h=m-r*h.

100
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Considerando que h é constante e o fator m pode ser simplificado, ao substituir
ro = 4, a expressao resulta em:
, 81-16

r=——.

100

Portanto,

9-4
r=44/—— = +£3,6cm.
10
Como o raio nao pode assumir valor negativo, considera-se apenas r = 3,6 cm, alternativa

C.

Resolucao no GeoGebra: Considerando os dados do problema, abra o GeoGe-
bra 3D (acesse o GeoGebra em: <www.geogebra.org/3d>)) e defina os pardmetros iniciais
no campo de entrada: ro = 4, h = 10. Estes parametros correspondem ao raio original
da base, a altura do cone e a fracao de reducao do volume, respectivamente. Na Figura

observam-se os parametros.

Figura 53 — Parametros para construgao do cone
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Fonte: Préprio autor

Em seguida, construa o cone original (Cy) considerando os pontos (0,0, ) e (0,0, 0),
e raio igual a ry. Essa escolha de pontos facilita a representacao do cone reto, porém po-
dem ser arbitrarios, desde que as abscissas dos pontos sejam iguais e ordenadas de ambos

pontos sejam iguais também. As Figuras [54] e |55 mostram a construgao do cone.


www.geogebra.org/3d
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Figura 54 — Comando Cone (Ponto, Ponto, Raio)

GeaGebra -]

=4 : Pl *

higebra h=10

& A CO=cone

Ferramentas -

Cone > Cone 0

Conelnfinito »
Cone( Circulo, Altura )

Cone( Ponto, Ponto, Raio ) |

Cone( Ponto, Vetor, Angulo )

4. Calculadora GeoGebra 3D

Fonte: Préprio autor

E possivel observar que foi digitado o comando Cone (Ponto,Ponto,Raio) na aba
Algebra, e nao clicado na aba Ferramentas — Sélidos — Cone, j& que os pontos A e B

nao foram criados antecipadamente.

Figura 55 — Cone construido
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Q
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4. Calculadora GeoGebra 3D B
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Fonte: Préprio autor

O volume pode ser obtido por meio do comando Vj = Volume (C,). Redimensione
no zoom para visualizar o cone na tela. Para determinar o novo raio (resposta da questao),
com volume 19% menor, ou seja, 81% do volume inicial, utiliza-se a relacao entre volumes

e raios, dado que a altura permanece constante:
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/ 81

E importante ressaltar a importancia da resolucdo da equagio 1D passo a passo,

a mao, para retomar critérios da Matematica Bésica como porcentagem, radiciacao e
solugdo de equagdes. Essa abordagem algébrica garante a consolidacao dos conceitos
fundamentais antes da exploracao tecnologica. Em seguida, para a verificagao do resultado
e a visualizagao grafica no GeoGebra 3D, a inser¢ao da raiz quadrada pode ser realizada
utilizando o teclado do GeoGebra (icone de teclado), que estd abaixo dos comandos de

entrada, como ilustrado na Figura [56]

Figura 56 — Digitacao dos comandos — ENEM 2022

= GepGebra -]
=14 : "2 o
B
Atgebra h=10
@& . C0: Cone((0, 0, h),(0, 0, 0),10)
T =165 P
[, 8l
— 2
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Q
= 3.6
123) f(x) ABC #&- X
x ¥ z T 7 8 9 x +
’ Nz 4 5 6 + -
< > o 1 2 3 =
( ) b= 0 < > “

Fonte: Préprio autor

O novo cone (C,,), posicionado a direita do original para fins comparativos, pode

ser construido com o mesmo comando anterior Cone(Ponto,Ponto,Raio):

C, = Cone ((12,0, k), (12,0,0), 7).

Para obter o volume, digite:

V1 = Volume (C,,)

Dessa forma, o software permite visualizar simultaneamente os dois sélidos, com-

parando seus volumes e dimensoes, e confirmando o resultado obtido analiticamente, como

na Figura
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Figura 57 — Comparacao dos cones no GeoGebra 3D — ENEM 2022
GeaGebra =]
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Fonte: Préprio autor

Conclui-se que, ao reduzir o volume em 19%, o novo raio da base passa a medir

3,6 cm, alternativa C.

Exploragao da construgao: A construcao no GeoGebra 3D possibilita ndo ape-
nas a visualizacao comparativa entre os dois cones, mas também a analise de como a
variacdo do raio impacta diretamente o volume do sélido. Sugere-se que os alunos ma-
nipulem o valor percentual dado no problema, alterando a fragao % com aumento ou
reducao percentual. Essa exploracao evidencia que a reducao do raio nao ocorre de forma
linear em relacao a reducao do volume, uma vez que o volume depende do quadrado do
raio. Além disso, a observacao simultanea dos cones, com volumes distintos, mas altura
constante, favorece a compreensao da relacao entre as grandezas geométricas e permite
discussoes sobre proporcionalidade e dependéncia quadratica. Recomenda-se, ao final, que
os estudantes registrem prints das etapas da construgao e descrevam, com o vocabulario

técnico adequado, as diferencas identificadas entre os soélidos.

1. Se a reducdo do volume fosse de apenas 10%, qual seria o novo valor do raio?

2. Mantendo o raio original e reduzindo a altura em 19%, o volume diminuiria na

mesma, proporgao?

Observacao ao professor: A atividade proposta a partir da questao do ENEM
2022 explora intensamente a articulacao entre diferentes registros de representagdo, con-
forme a teoria de Duval. O enunciado do problema ja mobiliza o registro verbal-discursivo
ao descrever as dimensoes do cone original e a necessidade de reduzir seu volume. A
construcao do cone no software corresponde ao registro figural-dindmico, permitindo a

manipulacdo visual e a comparacao entre o cone original e o cone reduzido. A seguir, a
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passagem para o registro algébrico-simbolico ocorre no calculo da determinagdao do novo

raio.

Do ponto de vista dos niveis do modelo de Van Hiele, a atividade comeca no Nivel
1 (Visualizagao), com a identificagdo do cone a partir de sua forma caracteristica. Avanga
para o Nivel 2 (Andlise) quando o estudante manipula as grandezas envolvidas (raio,
altura e volume) e observa suas relagdes. Por fim, atinge o Nivel 3 (Dedugao Informal)
ao relacionar a reduc¢ao no volume com a expressao da férmula do cone, compreendendo
que o ajuste necessario no raio decorre diretamente dessa relacdo. Assim, a atividade
cria condig¢oes para que o aluno conecte os calculos algébricos a representagao geométrica,

fortalecendo o raciocinio matematico de forma integrada.

5.4 Atividade 4: Volume da Esfera usando o Principio de Cavalieri

no GeoGebra 3D com RA

Objetivo: Conduzir o aluno a compreensao da féormula do volume da esfera a
partir do Principio de Cavalieri, utilizando o ambiente tridimensional do GeoGebra 3D.
A construcao envolve trés tipos de soélidos redondos: uma esfera, um cilindro e dois
cones, que, combinados, formam o sélido conhecido como anticlepsidra. A visualizagao
é aprimorada pelo controle deslizante, que permite observar as se¢oes planas e verificar
que as areas correspondentes sdo iguais ao longo da altura, o que confirma o principio

geométrico proposto, enunciado na subsecao [3.3.1}

Contextualizagao: O professor pode iniciar a aula com uma discussao sobre a
dificuldade em determinar o volume de corpos redondos, como a esfera, em comparacao
com solidos de faces planas, por exemplo, o prisma. A esfera, em particular, ndo permite
uma simples decomposi¢ao em formas mais elementares. Essa dificuldade histérica moti-
vou a busca por métodos de comparagao. Pode-se introduzir a ideia de areas de corte ou
secoes transversais por meio de um exemplo concreto. Para isso, a Figura [58|ilustra duas
pilhas de moedas, uma reta e outra obliqua. O professor pode questionar: Se cortarmos

esses dois objetos na mesma altura, a area do corte serd a mesma?.

Figura 58 — Ilustracao do Principio de Cavalieri com Pilhas de Moedas

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br /matematica/principio-cavalieri.htm
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Essa exploragdo pratica, mesmo que imaginaria ou visualizada pela Figura
estabelece a base para o Principio de Cavalieri. A atividade no GeoGebra 3D visa verificar
visual e numericamente essa relacdo entre a esfera e um sélido auxiliar anticlepsidra,

demonstrando a validade do principio.

Resolugao algébrica: Calculo do volume da esfera de acordo com o Principio de

Cavalieri

Para deduzir a férmula do volume da esfera (Vs ferq), comparam-se os volumes da
esfera e de uma anticlepsidra (Vanticiepsiara)- Este sélido auxiliar é formado por um cilindro
equilatero, cuja altura é igual ao didmetro da base, do qual se subtraem dois cones. As

bases dos cones coincidem com as bases do cilindro, conforme ilustra a Figura [59}

Figura 59 — Esfera, Clepsidra e Anticlepsidra

Fonte: (SAUER; NUNES, 2025)

De acordo com o Principio de Cavalieri, o volume da esfera é igual ao volume da
anticlepsidra:

V:as fera — ‘/anticlepsid'ra-

Como o soélido anticlepsidra é obtido subtraindo-se dois cones de um cilindro equi-

latero, tem-se:

‘/esfe?"a = Vecilindro — 2 ‘/cone- (54)
Substituindo as expressoes dos volumes na expressao ([5.4)):

2 2
V;:sfe'ra =TT hcilindro —2--mr hcone-

3

Considerando as relagoes entre os solidos: a altura do cilindro é igual ao didmetro

da esfera (hejinaro = 27), € a altura de cada cone é igual ao raio da esfera (heone = 7):

1
Vesfera = T2+ (2r) — 2+ §7WQ ST (5.5)
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Logo, efetuando as operagdes e simplificando a equacao (5.5)), chega-se a féormula

do volume da esfera:

2 6mrd — 2w 4
Vesfera = 2 — = = —qr3.

3 3 3

5.4.1 Atividade no GeoGebra

Enunciado: Construa uma esfera e uma anticlepsidra com dimensoes equivalentes

para a visualizacao do Principio de Cavalieri no GeoGebra 3D.

Previamente, digite na Janela Algebra o raio r = 2 da esfera e altura h = 4 do

cilindro.

Observagao: Para trocar as cores e configurar a visualizagao dos sélidos no Geo-
Gebra 3D, utilize a descrigdo na subsecao

Construgao da esfera: Abra o GeoGebra 3D (acessivel em: <www.geogebra.
org/3d>) e crie uma esfera com centro no ponto A = (0,4,2) e raio r = 2. Para isso,

digite no campo de entrada o comando:

A=(0,4,2), a=Esfera(A,r).

A esfera é o primeiro solido da construcao e representa o objeto de estudo cujo
volume se deseja compreender. O comando Esfera(Centro,Raio) cria uma esfera de centro
A =(0,4,2) eraio r = 2. Redimensione a tela para visualizar melhor. A Figura [60]ilustra

o resultado inicial.

Figura 60 — Esfera criada no GeoGebra 3D

= GeoGebra Calculadora 3D < ENTRAR

r=2 H S O

=]
i h=4

& @ A=(0.42) : s1z

. aEsfera(A,r) H a

= X (y-8f 4 (z-2) =4

+ Entrada.

Fonte: Préprio autor

Construcao do cilindro: Em seguida, cria-se o cilindro que servira de base para


www.geogebra.org/3d
www.geogebra.org/3d

Capitulo 5. Atividades Propostas 91

a construgao da anticlepsidra. Definem-se os pontos B = (0,—4,0) e C = (0,—4,4)
(digite-os na aba Algebra), que correspondem aos centros das bases inferior e superior,
respectivamente. Esses pontos tém as mesmas abscissas e ordenadas, variando apenas a

cota, o que garante que o cilindro seja reto (isto é, com eixo perpendicular as bases).
Digite o comando: b = Cilindro(B, C, r).

O pardmetro r representa o raio, igual ao da esfera, e o comando Cilindro(Ponto,

Ponto,Raio) gera o sélido, conforme mostrado na Figura

Figura 61 — Cilindro criado com raio 2
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Fonte: Préprio autor

Para auxiliar na construgao dos cones, determine o ponto médio do eixo do cilindro,

ou seja, o segmento de reta que une o centro das duas bases (B e (). Digite:

D = PontoMédio(B, C).

A ferramenta do Ponto Médio cria o ponto D que é o centro da anticlepsidra,
equidistante das duas bases do cilindro (Figura [62)).
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Figura 62 — Ponto médio do eixo do cilindro
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Fonte: Préprio autor

Construgao dos cones: O so6lido conhecido como anticlepsidra é obtido retirando-
se do cilindro dois cones de mesmo raio e altura igual a metade da altura do cilindro. Para

isso, utilizam-se os comandos:

¢; = Cone(C, D,r), ¢y = Cone(B,D,r).

O comando Cone(Ponto,Ponto,Raio), criado na digitagdo de ¢; e ¢z, tem para-
metros ponto central da base, vértice e raio da base. O primeiro cone (c¢;) é construido
a partir da base superior do cilindro, e o segundo (c2) a partir da base inferior. Esses
comandos criam dois sélidos perfeitamente ajustados ao cilindro, formando a estrutura da
anticlepsidra (Figura. Recomenda-se aplicar uma cor distinta aos cones para facilitar

a identificagdo durante as comparagoes visuais.
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Figura 63 — Cones superior e inferior inseridos no Cilindro
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Fonte: Préprio autor

A Figura [64] mostra a Clepsidra (em roxo) e a Anticlepsidra (em azul).

Figura 64 — Anticlepsidra

Fonte: |<https://brasilescola.uol.com.br/matematica/principio-cavalieri.htm>

Controle deslizante e plano de intersecao: para investigar as se¢oes planas
dos solidos e aplicar o Principio de Cavalieri, cria-se um controle deslizante que permite
movimentar um plano horizontal ao longo da altura dos sélidos. Digite no campo de
entrada do GeoGebra 3D:

L = ControleDeslizante(0, 4,0.01).

Cria-se, assim, um controle com valor minimo 0, maximo 4 e incremento de 0.01,

possibilitando a variacao continua da altura.

A instrugao a seguir direciona a criagdo de uma ferramenta essencial para a de-
monstragao do Principio de Cavalieri no GeoGebra 3D. O comando cria o objeto p, que
é um plano horizontal paralelo ao plano base (XY). A varidvel L representa o Controle
Deslizante criado, permitindo que o plano se mova dinamicamente pela altura dos sélidos,
de z=0az=4


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/principio-cavalieri.htm
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Crie um plano paralelo ao plano zy com equacao z =

p:z=1L.

Esse plano intercepta a esfera, o cilindro e os cones

mostra a Figura

L, digitando:

simultaneamente, conforme

Figura 65 — Plano de intersecao z = L
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Fonte: Préprio autor

Intersecoes e areas das segdes planas: O proximo passo consiste em identi-

ficar as curvas de intersecao entre o plano p e cada sélido. Para isso, utilize o comando

IntersecaoGeométrica(plano,quédrica), digitando na aba Algebra os comandos (a cada

comando digitado, clique na tecla Enter para o préximo):

ia = IntersecaoGeométrica(p, a);

P, b);
p,cl)

ic2 = IntersegaoGeométrica(p, c2)

1b = IntersecdoGeométrica

1cl = IntersecaoGeométrica

(
(
(
(

?

Essas interse¢oes representam, respectivamente, o circulo seccionado da esfera, o

do cilindro e das bases dos cones. Com o plano em diferentes alturas, é possivel observar

que as areas se mantém equivalentes, demonstrando o Principio de Cavalieri. As Figuras

[66] e [67] mostram essas intersegoes com cores vermelhas para

facilitar a andlise visual.

o
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Figura 66 — Intersecao da esfera com o plano xy
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Figura 67 — Intersecao do cilindro com o plano xy
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=7
. ic2: IntersacioGeométrica(p, c2)
= X = (0,4, 1.54) + (0.46 cos(t), 0.46 si
+ Entrada...
BEM 4 Calculadora GeoGebra 3D v

Fonte: Préprio autor

Area da segao circular: Com o objetivo de verificar a igualdade das areas no

GeoGebra 3D, foi criada uma secao plana p : z = L que intercepta simultaneamente a

esfera e a anticlepsidra. A partir dos sélidos previamente construidos, esfera, cilindro e

os dois cones, utiliza-se o comando IntersecioGeométrica(plano,quadrica) para obter as

quatro curvas correspondentes: uma secao circular na esfera, uma no cilindro e duas nos

cones. Agora, aplica-se o comando Area() a cada uma delas, nomeando-as como Areaa,
Areab, Areacl e Areac2.
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Areaa = Area(ia

(ia);

Areab = Area(ib);
Areacl = Area(icl);
Areac2 = Area(ic2).

Para confirmar que as areas das se¢des da esfera e da anticlepsidra sdo iguais,
calcula-se no GeoGebra 3D as diferencas das areas do cone superior e inferior do cilindro

(conforme segue o Principio de Cavalieri). No GeoGebra 3D digita-se:

Areacoroal = Areab — Areacl;

Areacoroa2 = Areab — Areac2.

As Figuras [68) e [69] fornecem dois exemplos distintos da equivaléncia de dreas de
segao transversal. A Figura [6§ ilustra a comparagdo das dreas de corte na regiao do
cone superior, e a Figura |69 demonstra a mesma igualdade na regido do cone inferior.
Em ambos os casos, observa-se que a area da secao da esfera ¢ igual a area da secao
do sélido auxiliar, anticlepsidra, (cilindro subtraido dos dois cones), o que é visualmente
e numericamente confirmado pelos calculos apresentados no GeoGebra 3D, validando a

aplicagao do Principio de Cavalieri.

Figura 68 — Area da secao esférica com a se¢do do cone superior

= GeoGebra Calculadora 3D < 0
r=2 o
&
Bgetra h=4
& O A=(042
a: Esfera(A,r)
o
R A |
© B-(0-40
@ =049
b: Cilindro(B, C,r)
O = 50.27
1
D = PontoMédio(B, C) : n
O]
- (0,42 2 Q
cl: Cone(C,D, r) : 3 e-\
O = 838
[

Fonte: Préprio autor



Capitulo 5. Atividades Propostas 97

Figura 69 — Area da secao esférica com a secao do cone inferior

= GeoGebra Calculadora 3D < 0
B Areaa = Areaia) o
. = 017
. & Areab = Areafib)
= 1257
Areacl — Area(icl)
=7
Areac? — Area(ic2)
- 34
Arzacoroal = Areab — Areacl L
=1 “
Araacoroa2 = Areab — Areac2 : z Q
= 017
Q
3
+ Entrada...
=

Fonte: Préprio autor

Analise final e volume da esfera: Ao variar a posicao do plano p, observa-se
que a diferenca entre a area do cilindro e a do cone correspondente é sempre igual a area

da secao da esfera.

Essa coincidéncia numérica das areas, confirmada visual e computacionalmente no
GeoGebra 3D, evidencia o Principio de Cavalieri, segundo o qual, se dois sélidos possuem
a mesma altura e segOes transversais de areas iguais em todos os planos paralelos as
bases, entao possuem volumes iguais. Assim, a experiéncia no GeoGebra 3D permite
compreender concretamente que a area das secoes circulares da esfera é idéntica a da

anticlepsidra em qualquer altura, validando geometricamente o Principio de Cavalieri.

Visualizacao em realidade aumentada: Apds a finalizacdo da construgao,
salve o arquivo online e abra-o no aplicativo Calculadora GeoGebra 3D no celular. Com o
comando AR, posicione o modelo no ambiente fisico e observe a sobreposicao dos solidos
em escala real. Essa experiéncia torna o conceito mais concreto, permitindo ao aluno ex-

plorar e compreender a geometria dos sélidos sob diferentes perspectivas espaciais (Figuras

0] e 7).
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Figura 70 — Visualizagdo do modelo no GeoGebra 3D (celular)

Fonte: Préprio autor

Figura 71 — Realidade Aumentada com a anticlepsidra e esfera

Fonte: Préprio autor

A visualizacdo dos modelos da esfera e da anticlepsidra por meio da Realidade

Aumentada (RA) ilustra a principal vantagem desta tecnologia: a superagao da limitagao
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da representacao bidimensional. Ao sobrepor o modelo 3D ao ambiente fisico do estudante,
a RA potencializa o nivel de visualizagao, permitindo a interagao, a rotagao e a inspe¢ao do
objeto em seu préprio espaco. Este recurso é fundamental para a construcao do raciocinio

espacial e a apreensdao dos elementos conceituais dos sélidos de revolucao.

Na sequéncia, a Atividade Aplicada de Vestibular abordara a interpretacao e a
analise de uma questdao de natureza conceitual que envolve a defini¢ao e as condigoes do

Principio de Cavalieri.

5.4.2 Atividade aplicada

A questao sobre o Principio de Cavalieri foi extraida do vestibular da Universidade
Estadual de Feira do Santana (UEFS) no ano 2012/1, caderno 2, questao 49.

Enunciado: O italiano Bonaventura Francesco Cavalieri (1589 — 1647), que foi
discipulo de Gallileu, publicou, em 1635, sua Teoria do Indivisivel, contendo o que hoje
¢ conhecido como “principio de Cavalieri”. Entretanto, sua teoria, que permitia que se
encontrassem rapidamente com exatidao a area e o volume de muitas figuras geométricas,
foi duramente criticada na época. Segundo seus criticos, a teoria nao se mostrava sufici-
entemente embasada. Em 1647, Cavalieri publicou a obra Ezercitationes geometricae sex,
na qual apresentou sua teoria de maneira mais clara. Esse livro transformou-se em fonte
importante para os matematicos do século XVIL. (E CALCULO..., 2011). De acordo com

o Principio de Cavalieri, pode-se afirmar que, dados sélidos geométricos P1 e P2,

A - se esses sOlidos possuem seccoes meridianas de mesma area, entdo P, e Pp tém

volumes iguais.

B - se esses sélidos possuem bases de mesma area e alturas de mesma medida, entao P;

e P, tém volumes iguais.

C - se esses solidos possuem areas laterais iguais e alturas de mesma medida, entao os

solidos P, e P, tém volumes iguais.

D - se esses sOlidos possuem &reas totais iguais e alturas de mesma medida, entao P; e

P, tém volumes iguais.

E - e um plano «, se qualquer plano [, paralelo a «, que intercepta um dos sélidos,
também intercepta o outro e determina, nesses solidos, sec¢oes de mesma area,

entao P, e P, tém volumes iguais.

Resolugao tedrica: O Principio de Cavalieri é um teorema em geometria que
estabelece a seguinte condicao de igualdade volumétrica, baseada nos dados da questao

do vestibular da UEF'S:
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Dados dois sélidos P; e P, situados entre dois planos paralelos a e 3, se todo
plano ~ paralelo a a que intercepta um dos solidos também intercepta o outro,
e as areas das secoes planas resultantes sao sempre iguais, entao os volumes

dos dois sélidos sao iguais (Vp, = Vp,).

As alternativas A, B, C e D estao incorretas porque sugerem que a igualdade de
volume depende de outras medidas (drea total, perimetro de secdo, area lateral ou area
da base). O volume de sélidos ndo depende da area total ou da forma da base, mas sim

da relagdo entre as areas de suas segoes transversais em toda a altura.
A alternativa E é a Unica que descreve precisamente essa condi¢ao fundamental.

Resolugao no GeoGebra: O recurso interativo disponivel em <https://www.
geogebra.org/m/k7acqad5>| pode ser utilizado como uma demonstracao visual do Prin-
cipio de Cavalieri. Ao manipular o controle deslizante do recurso, o aluno observa um
grafico dinAmico que compara a area de duas se¢Oes transversais em diferentes alturas.
Essa validagao visual e grafica confirma a premissa da Alternativa E, que estabelece que a
igualdade de volumes é garantida quando planos paralelos determinam se¢oes de mesma

drea nos solidos. A Figura [72]ilustra uma imagem do site.

Figura 72 — Principio de Cavalieri

GeaGebra Q, Pesquisar (@ Googleclassroomjl (o_‘} Tarefajl 0

Principio de Cavalieri

Autor: Ramiro Michelon

Topico: Geometria

w=14

Quanidada dalajas
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Nimam da vérices da pali
imam de virbom do paligane, ’ ‘
o >
> v
. - S
- (S
Murada prisma » -
S "
1S 2
- L3
L3 -
S <]
. e [ 2
W Fihapam lajes > »
< »
[ st - »
U-‘ -'1
- =l
= >
Transhare as lgas
u=0 Dois sdlidos, nos quais todo plano secante (paralelo a um dado plana)
. determina supedicies de areas iguais. sao solidos com volumes iguais,
=1

Mudar a curvatura do salida L

Fonte: <https://www.geogebra.org/m/k7acqad5>

Exploracao da construgao: A exploragao desta questao conceitual deve ser con-

duzida no ambiente interativo do GeoGebra 3D (<https://www.geogebra.org/m/k7acqad5>),


https://www.geogebra.org/m/k7acqad5
https://www.geogebra.org/m/k7acqad5
https://www.geogebra.org/m/k7acqad5
https://www.geogebra.org/m/k7acqad5

Capitulo 5. Atividades Propostas 101

com o objetivo de visualizar a definicdo do Principio de Cavalieri.

Esta exploracao evidencia que a igualdade volumétrica nao depende da forma
externa dos solidos, mas sim da relacao entre as areas de suas se¢oes em todas as alturas,
validando a condigao estabelecida na Alternativa E. A atividade é, portanto, uma traducao

figural e dindmica da definicao formal do principio.

Observagao ao professor: A atividade proposta a partir da questao 49 da UEFS
2012/1 explora intensamente a articulagdo entre diferentes registros de representagio,
conforme a teoria de Duval. O enunciado ja mobiliza o registro verbal-discursivo ao
exigir a defini¢do formal do Principio de Cavalieri. A seguir, o recurso interativo (<https:
/ /www.geogebra.org/m/k7acqadb>)) corresponde ao registro figural-dindmico e grafico,
permitindo a visualizagao da condigao estabelecida na alternativa correta (E): a igualdade

das areas das se¢oes transversais.

Essas representacoes sio complementares. E na articulacio entre o texto da de-
finigdo formal (registro verbal) e a verificacdo grafica da igualdade de areas (registro
figural/grafico) que ocorre a compreensdao conceitual. O uso do GeoGebra 3D potencia-
liza o desenvolvimento da Noésis (a apreensao do conceito), ao fornecer multiplas formas

de representar e validar o Principio de Cavalieri.

Do ponto de vista dos niveis do modelo de Van Hiele, a atividade estimula o avango
do aluno do nivel 1 (visualizagao) para o nivel 2 (andlise). O aluno deixa de reconhecer
os sOlidos apenas por sua forma global para compreender as propriedades que garantem
a igualdade de volumes. A questao atua diretamente na formacgao do raciocinio dedutivo,
pois exige a identificagdo precisa do Principio de Cavalieri, um elemento essencial para o

aprendizado significativo da geometria de soélidos.

No préximo capitulo, apresentam-se as consideragoes finais.


https://www.geogebra.org/m/k7acqad5
https://www.geogebra.org/m/k7acqad5
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6 Consideracoes Finais

O presente estudo foi elaborado para contribuir com o ensino-aprendizagem da
Geometria Espacial, integrando teoria, pratica e tecnologia, com énfase no GeoGebra
3D como ferramenta didatica. Com oito atividades propostas, acompanhadas de roteiros
pedagogicos detalhados, elas guiam os professores e alunos na exploracao de sélidos ge-
ométricos e proporcionam uma vivéncia pedagogica significativa por meio da Realidade
Aumentada (RA).

O ponto alto da proposta reside na abordagem, que conecta um principio geomé-
trico fundamental, como o Principio de Cavalieri, a sua validacao visual em um software
dindmico e a sua aplicagao em problemas de alta complexidade. Dessa forma, o traba-
lho estabelece o ciclo completo do raciocinio matematico, partindo da fundamentacao

geométrica para o calculo formal.

Do ponto de vista tedrico, as construcoes no GeoGebra 3D possibilitaram a arti-
culacdo de diferentes registros de representacao semiotica (figural, algébrico, simbélico),
incentivando a transicao do concreto para o abstrato, conforme argumentado por Duval.
E na Noésis, estimulada pela interatividade do software, que o aluno avanca nos niveis
do modelo de Van Hiele, partindo da percepcao global (nivel visual) para a anéalise das

propriedades e relagoes métricas (nivel analitico).

A pesquisa também revelou a extrema relevancia da analise dos livros didaticos no
contexto do PNLD (Programa Nacional do Livro Didatico). Para além do campo tedrico,
os critérios de andalise estabelecidos nesta dissertagao, sintetizados na estruturacao de
tabelas comparativas de registros de representagao, serviram como instrumento pratico
e decisivo no processo de escolha das colegbes didaticas adotadas na unidade escolar em
que atuo. Essa transposicao da pesquisa para a pratica pedagogica permitiu um olhar
técnico diferenciado, superando escolhas baseadas apenas na aparéncia do material ou em
tradigoes editoriais. A aplicacao da metodologia de andlise deste trabalho possibilitou
identificar, de forma objetiva, qual colecdo oferecia o suporte necessario para a conversao
de registros e a visualizacao dinamica, garantindo que o material selecionado estivesse
verdadeiramente alinhado as necessidades de desenvolvimento do raciocinio geométrico
dos alunos. Assim, a pesquisa demonstrou sua eficicia imediata como ferramenta de

avaliacao qualitativa de materiais de ensino.

Em suma, este trabalho oferece uma contribuicao que vai além do simples uso
de tecnologia, propondo uma abordagem que fortalece o raciocinio dedutivo e a com-
preensao espacial. Buscou-se criar materiais acessiveis e de qualidade, que sirvam como

estimulo para que os docentes utilizem as tecnologias digitais como aliadas na mediagao
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do conhecimento matematico.

Como desdobramento deste trabalho, propde-se a criacao de atividades a serem
realizadas no GeoGebra 3D para construcao e andlise de outros sélidos, como prismas e
piramides, que permitam a exploracao de relagoes métricas e volumétricas por meio da

interacao continua com seus elementos.
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Construcao de uma Esfera no GeoGebra 3D

1) Acesse o GeoGebra em: |[<www.geogebra.org/3d>.
A tela inicial é semelhante a Figura

Figura 73 — Tela inicial do GeoGebra 3D
= GeoGebra (\/)

+  Entrada o

Fonte: Préprio autor

2) Crie o centro da esfera.

o Clique em Ferramentas — Ferramentas Basicas — Ponto;

o Clique em algum lugar no espago para criar o ponto A (o centro da esfera),

como indicado na Figura [74]

Figura 74 — Ferramentas basicas do GeoGebra 3D

= GeoGebra Calculadora 3D < ENTRAR

®
Fonte: Préprio autor

3) Defina o raio da esfera.

e Ainda com a ferramenta Ponto, clique em outro local da tela para criar o ponto
B, distante de A;


www.geogebra.org/3d
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« O ponto B, juntamente com o ponto A (centro), determina o comprimento do
raio da esfera (Figura [75)).

Figura 75 — Pontos A e B

Fonte: Préprio autor

4) Construa a esfera.

« Seclecione a ferramenta Esfera (Centro & Ponto) em Ferramentas — Sélidos —
Esfera: Centro & Ponto.

+ Clique primeiro no ponto A (centro da esfera) e, em seguida, clique no ponto
B (que define o raio). A esfera é exibida conforme a Figura

Figura 76 — Esfera de Centro A e raio definido pelo ponto B

GeaGebra  Calculadora 3D < 0

]

tor Reta
Feramenas |0 OO0 R Perpendicular

Fonte: Préprio autor
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Atividade Aplicada de Esfera

Fonte: ENEM PPL 2010 - prova amarela - questao 154

Enunciado: Se pudéssemos reunir em esferas toda a agua do planeta, os didmetros

dessas esferas seriam conforme ilustra a Figura [77]

Figura 77 — Didmetros das Esferas de Agua

Toda agua do planeta
1,39 bihdes de km?
1385 km
. Agua doce do planeta
35,03 milhdes de km®
406 km
. A?.va doce subterrdnea
0,53 milhdes de km®
272 km
* Agua doce superfical
58 km 104,59 mil km?®

Fonte: ENEM 2010 para Pessoas Privadas de Liberdade (PPL)

A razao entre o volume da esfera que corresponde a agua doce superficial e o

volume da esfera que corresponde a agua doce do planeta é:

=

29
136

136

203"
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Construcao de um Cilindro Reto no GeoGebra 3D

No GeoGebra 3D, a ferramenta Cilindro permite criar esse solido a partir de duas bases.
Para garantir que o cilindro seja reto, é necessario atentar-se a posi¢cao dos centros dessas
bases. Pelo conceito, um cilindro reto é aquele em que o eixo é perpendicular as bases. Isso
significa que os centros das bases devem ter as mesmas abscissas e ordenadas, diferindo
apenas na cota. Dessa forma, o eixo AB (que une os centros das bases) fica paralelo
ao eixo z, assegurando que o cilindro seja reto. Seguem os passos para a constru¢ao no

GeoGebras:

1) Acesse o GeoGebra em: |[<www.geogebra.org/3d>.

A tela inicial é semelhante & Figura

Figura 78 — Tela inicial do GeoGebra 3D
= GeoGebra (\/)

+  Entrada o

Fonte: Préprio autor

2) Crie os centros da base e do topo do cilindro:

o Clique em Ferramentas — Ferramentas Basicas — Ponto;
o Clique em algum lugar no espago para criar o ponto A (centro da primeira

base);

« Crie o ponto B, alterando apenas a cota. Para isso, observe as coordenadas do
ponto A na aba Algebra e modifique apenas o valor da cota no ponto B, como

ilustrado na Figura [79

Observagao: Caso o ponto A tenha alguma coordenada decimal, escreva-a com ponto

e nao virgula, na Janela Algebra. Por exemplo: A = (1.3,4.6,8).


www.geogebra.org/3d
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Figura 79 — Pontos A e B: centros das bases do cilindro

= GeaGebra calculadora 3D Pl ~risUR ENTRAR
D A=@210 : - a

O B=@L5)

@ |+ Enmd

Fonte: Préprio autor

3) Selecione a ferramenta Cilindro (Ferramentas — Sélidos — Cilindro). Clique sequen-
cialmente nos pontos A (centro da primeira base) e B (centro da segunda base).
Na caixa de texto que surgir, digite o valor numérico do raio (por exemplo, 3 ou a

variavel do raio, como r). Confirme o valor clicando em OK. O cilindro sera exibido

conforme a Figura80}

Figura 80 — Cilindro construido no GeoGebra 3D

= GeoGebra calculadora 3D < ENTRAR
O A=210 : - =
O B=@13

& a: Gilindro(A, B, 5)
=307

+  Entrada

Fonte: Préprio autor

Observagao: caso seja necessario, ajuste o zoom e altere as cores. Faga prints das

etapas da construcao do cilindro.
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Fonte: ENEM 2015 - prova amarela - questao 163

Enunciado: Para resolver o problema de abastecimento de agua foi decidida,
numa reuniao do condominio, a construcao de uma nova cisterna. A cisterna atual tem
formato cilindrico, com 3 m de altura e 2 m de didmetro, e estimou-se que a nova cisterna
deverd comportar 81 m? de 4gua, mantendo o formato cilindrico e a altura da atual. Apds
a inaugurac¢ao da nova cisterna a antiga serd desativada. Utilize 3,0 como aproximagao
para w. Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna para atingir o volume

desejado?
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Construcao de um Cone Reto no GeoGebra 3D

1) Acesse o GeoGebra em: <www.geogebra.org/3d>. A tela inicial estd representada na

Figura
Figura 81 — Tela inicial do GeoGebra 3D
= GeaGebra [/}
+  Entrada.. o
)
@ z
@
Q
= o

Fonte: Préprio autor

2) Defina o centro da base e o vértice

Para garantir que o cone seja reto, o centro da base e o vértice devem estar per-
feitamente alinhados verticalmente. Para isso, é necessario que o centro da base
(ponto A) e o vértice (ponto B) possuam a mesma abscissa e a mesma ordenada,

diferenciando-se apenas na cota (que define a altura).

e Defina o ponto A, que representara o centro da base do cone, com coordenadas
arbitrarias. Para isso, clique em Ferramentas — Ferramentas Béasicas — Ponto
e clique em algum lugar do plano. De maneira alternativa, digite na aba

Algebra o ponto A, por exemplo: A = (2, 4, 1);

« O vértice, ponto B, deve ser definido de modo que o segmento AB seja paralelo
ao eixo da cota. Para tal, o vértice deve herdar a abscissa e a ordenada do
ponto A e ter a cota aumentada pela altura h desejada. Por exemplo, para
uma altura h = 7, insira na aba Algebra o comando B = (2, 4, 8). O resultado

pode ser verificado na Figura


www.geogebra.org/3d
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Figura 82 — Pontos A ¢ B

= GeoGebra Calculadora 3D < ENTRAR
o Ta—@ay NS o

]

fe | O B=(249) ; 1

@& + Entrada...

Fonte: Préprio autor

2) Construgao do cone

Utilize a ferramenta Cone na sec¢ao Solidos;

Selecione o Ponto A (Centro da Base);

Selecione o Ponto B (Vértice);

Insira o valor numérico do raio solicitado pelo software, por exemplo, 5.

As Figuras [83] e [84] retratam os passos da construcao do cone reto.

Figura 83 — Ferramenta Cone

= GeoGebra Calculadora3D < ENTRAR
-
P Reta Reta Paralela L 0
g PRI e
2 L t
" 2
@ .
o Sélidos
A 3 S 6
Piande  Prama  Torssdo
Cone
=4 ~Rao .
. ‘
o :
— O

Cone o Fazer

9 s> €
Q
Planos
Q
3

Fonte: Préprio autor
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Figura 84 — Construgao do Cone Circular Reto

= GenGebra Calculadora 3D < ENTRAR
O A=241) : o~ 2
E L
e () B=(24.8)
@& a: Cone(A, B, 5)
Femramentas .
= 18326
+ | Entrada..

(2 (2 (»

4> Calculadora GeoGebra 3D

Fonte: Préprio autor
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Nome:

Professor:

Atividade Aplicada de Cone

Fonte: ENEM 2022 - prova azul - questao 153

Enunciado: Uma empresa produz e vende um tipo de chocolate, maci¢o, em
formato de cone circular reto com as medidas do didmetro da base e da altura iguais a 8

cm e 10 cm, respectivamente, como apresenta a Figura.

Figura 85 — Dados da Questao 153 - ENEM 2022

- A

10 cm

Fonte: ENEM 2022 - prova azul

Devido a um aumento de preco dos ingredientes utilizados na producao desse
chocolate, a empresa decide produzir esse mesmo tipo de chocolate com um volume 19%

menor, no mesmo formato de cone circular reto com altura de 10 cm.

Para isso, a empresa produzira esses novos chocolates com medida do raio da base,

em centimetro, igual a

(A) 1,52
(B) 3,24
(C) 3,60
(D) 6,48

(E) 7,20
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Nome:

Professor:

Volume da Esfera: aplicacao do Principio de Cavalieri em RA

Conceito-Chave: Principio de Cavalieri Se dois s6lidos tém a mesma altura e as areas de
suas secoes transversais, por planos paralelos a base, sdo sempre iguais, entdo os sélidos

tém volumes iguais.

Instrugao Inicial: Abra o GeoGebra 3D (acessivel em: <www.geogebra.org/3d>). Para
esta exploragdo no GeoGebra 3D e Realidade Aumentada (RA), defina os pardmetros

iniciais na aba Algebra: r =2 e h = 4.

Etapa 1: Preparando os Sélidos

1. Construgao da esfera

Crie uma esfera com centro no ponto A = (0,4, 2) e raio r = 2. Para isso, digite na
Janela Algebra o comando: A = (0,4,2) e a = Esfera(A, r).

A Figura [86] ilustra o resultado inicial.

Figura 86 — Esfera criada no GeoGebra 3D

= GeaGebra Calculadora 3D < ENTRAR

Fonte: Préprio autor

2. Construcao do cilindro

Crie o cilindro que serve de base para a construcao da anticlepsidra. Definem-
se os pontos B = (0,—4,0) e C = (0,—4,4) (digite-os na Janela Algebra), que

correspondem aos centros das bases inferior e superior, respectivamente.

Digite o comando: b = Cilindro(B, C,r) para gerar o sélido, conforme mostrado na

Figura


www.geogebra.org/3d
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Figura 87 — Cilindro criado com raio 2
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Fonte: Préprio autor

Determine o ponto médio do eixo do cilindro, digitando: D = PontoMédio(B, C).
O resultado est4 ilustrado na Figura

Figura 88 — Ponto médio do eixo do cilindro
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Fonte: Préprio autor

3. Construcao dos cones

O sélido conhecido como anticlepsidra é obtido retirando-se do cilindro dois cones
de mesmo raio e altura igual a metade da altura do cilindro. Para isso, utilizam-se

os comandos: ¢; = Cone(C,D,r) e ¢o = Cone(B, D, ).

A Figura |89 mostra a esfera, o cilindro e os dois cones.

Figura 89 — Cones superior e inferior inseridos no Cilindro

Il
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Fonte: Préprio autor
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A Figura [90| mostra a Clepsidra e a Anticlepsidra.

Figura 90 — Clepsidra e Anticlepsidra

Fonte: |<https://brasilescola.uol.com.br/matematica/principio-cavalieri.htm>

Etapa 2: Ferramentas de interacao

1. Controle deslizante e plano de intersecao

Para investigar as secOes planas dos solidos e aplicar o Principio de Cavalieri,
cria-se um controle deslizante que permite movimentar um plano horizontal ao
longo da altura dos sélidos. Digite no campo de entrada do GeoGebra 3D: L =
ControleDeslizante(0, 4,0.01).

Crie um plano paralelo ao plano xy com equacao z = L, digitando: p: z = L.

Esse plano intercepta a esfera, o cilindro e os cones simultaneamente, conforme

mostra na Figura [91]

Figura 91 — Plano de intersecao z = L

GeoGebra Calculadora 3D < ENTRAR

Fonte: Préprio autor

2. Intersecoes e areas das segOes planas

O préximo passo consiste em identificar as curvas de intersecdo entre o plano p
e cada solido. Para isso, utilize o comando IntersecioGeométrica, digitando na
aba Algebra os comandos (a cada comando digitado, clique na tecla Enter para o
proximo): ia = IntersegdoGeométrica(p, a), ib = IntersecioGeométrica(p, b), icl =
IntersecaoGeométrica(p, 1) e ic2 = IntersegaoGeométrica(p, ¢2),

Essas interse¢oes representam, respectivamente, o circulo seccionado da esfera, o do

cilindro e das bases dos cones. Com o plano em diferentes alturas, é possivel observar

que as areas se mantém equivalentes, demonstrando o Principio de Cavalieri. As


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/principio-cavalieri.htm
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Figuras [92] e 93] mostram essas intersecoes com cores diferenciadas para facilitar a

andlise visual.

Figura 92 — Intersecao da esfera com o plano xy
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Fonte: Préprio autor

Figura 93 — Intersecao do cilindro com o plano xy
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Fonte: Préprio autor

3. Area da segdo circular

Aplique o comando Area() a cada uma das Intersecgoes (ia, ib, icl e ic2), nomeando-
as como Areaa = Area(ia), Areab = Area(ib), Areacl = Area(icl) e Areac2 =
Area(ic2).

Para confirmar que as areas das se¢oes da esfera e da anticlepsidra sao iguais, calcula-
se no Geogebra 3D as diferengas das areas do cone superior e inferior do cilindro
(conforme segue o Principio de Cavalieri). Na aba Algebra do GeoGebra 3D, digite:

Areacoroal = Areab — Areacl e Areacoroa2 = Areab — Areac2.

As Figuras e fornecem dois exemplos distintos da equivaléncia de areas de

secao transversal.
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Figura 94 — Area da secao esférica com a secao do cone superior
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Fonte: Préprio autor

Figura 95 — Area da secao esférica com a secao do cone inferior
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Fonte: Préprio autor

Etapa 3: Visualizacdo em Realidade Aumentada

Apos a finalizacao da construcao, salve o arquivo online e abra-o no aplicativo
Calculadora GeoGebra 3D no celular. Com o comando AR, posicione o modelo no ambi-
ente fisico e observe a sobreposicao dos sélidos em escala real. Faca prints das imagens

refletidas em realidade aumentada.
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Nome:

Professor:

Atividade Aplicada de Principio de Cavalieri

Fonte: Vestibular da Universidade Estadual de Feira do Santana (UEFS) no ano 2012/1,

caderno 2, questao 49.

Enunciado: O italiano Bonaventura Francesco Cavalieri (1589 — 1647), que foi
discipulo de Gallileu, publicou, em 1635, sua Teoria do Indivisivel, contendo o que hoje
¢é conhecido como “principio de Cavalieri”. Entretanto, sua teoria, que permitia que se
encontrassem rapidamente com exatidao a area e o volume de muitas figuras geométricas,
foi duramente criticada na época. Segundo seus criticos, a teoria nao se mostrava sufici-
entemente embasada. Em 1647, Cavalieri publicou a obra Ezercitationes geometricae sex,
na qual apresentou sua teoria de maneira mais clara. Esse livro transformou-se em fonte
importante para os mateméticos do século XVII. (E CALCULO..., 2011). De acordo com

o Principio de Cavalieri, pode-se afirmar que, dados sélidos geométricos P1 e P2,

A- se esses sOlidos possuem sec¢Oes meridianas de mesma area, entao P, e P, tém

volumes iguais.

B- se esses s6lidos possuem bases de mesma area e alturas de mesma medida, entao P;

e P, tém volumes iguais.

C- se esses sOlidos possuem areas laterais iguais e alturas de mesma medida, entao os

solidos P e P, tém volumes iguais.

D- se esses solidos possuem areas totais iguais e alturas de mesma medida, entao P; e

P, tém volumes iguais.

E- e um plano «, se qualquer plano (3, paralelo a «, que intercepta um dos soélidos,
também intercepta o outro e determina, nesses soélidos, secgoes de mesma area,

entao P; e P, tém volumes iguais.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Revisão Bibliográfica
	Fundamentos Teóricos
	A Teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval
	A Teoria dos Níveis de Pensamento Geométrico de Van Hiele
	O Papel dos Materiais Concretos e Digitais no Ensino de Matemática
	A Geometria Espacial nos Livros Didáticos do Ensino Médio: Contribuições e Limitações

	Fundamentação Matemática
	A Geometria como Campo de Formação
	Pontos, Retas e Planos
	Sólidos Geométricos
	O Princípio de Cavalieri
	Pirâmides e Cones
	Volume do cone
	Área lateral do cone

	Prismas e Cilindros
	Volume do cilindro
	Área lateral do cilindro

	A Esfera
	Volume da esfera
	Área da superfície da esfera



	O GeoGebra 3D: Ambiente Dinâmico para a Geometria Espacial
	A Interface do GeoGebra 3D
	Interface Básica e Fontes de Criação
	A Barra de Ferramentas e as Funções de Construção 3D

	Funcionalidades do Menu Principal (GeoGebra 3D)
	Edição, Interação e Personalização dos Objetos
	Manipulação da Janela de Visualização (Zoom e Rotação)
	Personalização de Cores e Estilos (Propriedades)
	Articulação com o Controle Deslizante

	Recursos e Estratégias de Construção no GeoGebra 3D
	Realidade Aumentada
	Guia de Instalação do GeoGebra 3D com Funcionalidade RA
	Processo de Interação com a Realidade Aumentada (GeoGebraAR)


	Atividades Propostas
	Atividade 1: Construção de uma Esfera
	Atividade no GeoGebra
	Atividade aplicada

	Atividade 2: Construção de um Cilindro Reto
	Atividade no GeoGebra
	Atividade aplicada

	Atividade 3: Construção de um cone circular reto
	Atividade no GeoGebra
	Atividade aplicada

	Atividade 4: Volume da Esfera usando o Princípio de Cavalieri no GeoGebra 3D com RA
	Atividade no GeoGebra
	Atividade aplicada


	Considerações Finais
	Referências
	Apêndices
	Atividades para Imprimir


