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Resumo

Esse trabalho busca investigar a presenca de representacoes da geometria hiperbdlica na
natureza, com énfase em sua manifestacao em estruturas naturais como corais e lesmas, e
se justifica a partir da analise dos documentos norteadores da educacao bésica, uma vez
que a exploracao dessa geometria é evidenciada em tais documentos. O objetivo deste
trabalho é explorar como o plano hiperbélico pode ser identificado em padroes naturais,
possibilitando uma visualizacao e uma aplicagao mais concreta e acessivel ao cotidiano,
implicando em uma compreensao mais profunda dessa geometria e das interagoes entre a
matematica e o mundo natura. A pesquisa aborda as tentativas de representar o plano
hiperbolico tanto de forma abstrata quanto por meio de exemplos concretos encontrados
na natureza, ou construidos com croché, por exemplo.

Palavras-chave: Geometria Hiperbodlica, Plano Hiperbolico, curvatura, Corais Hiperboli-
cos, Croché.



Abstract

This paper seeks to investigate the presence of representations of the hyperbolic geometry
in nature, with emphasis on its manifestation in natural structures such as corals and
snails, and is justified by the analysis of guiding documents for basic education, since
the exploration of this geometry is evidenced in such documents. The objective of this
work is to explore how the hyperbolic plane can be identified in natural patterns, enabling
a more concrete and accessible visualization and application in everyday life, implying a
deeper understanding of this geometry and the interactions between mathematics and the
natural world. The research addresses attempts to represent the hyperbolic plane both
abstractly and through concrete examples found in nature, or constructed using crochet,
for example.

Keywords: Hyperbolic Geometry, Hyperbolic Geometry, Curvature, Hyperbolic Corals,
Crochet.
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1 Introducao

A geometria hiperboélica, uma das Geometrias nao euclidianas, aparece como um
dos contetudos de Geometria que devem ser explorados na Educagao Basica e em cursos de
graduacao. A presenca de conceitos de geometria hiperbolica no curriculo da educacao ba-
sica aparece indiretamente nas habilidades elencadas na Base Nacional Comum Curricular

e diretamente citada no Parametro Curricular do Ensino Médio do nosso estado.

Nessa perspectiva, as Geometrias Nao Euclidianas tém como objetivo nao apenas
enriquecer o entendimento matematico dos alunos, expandir a percep¢ao da matematica
como uma construcao histérica, mas também os conecta com realidades cotidianas onde
esses conceitos sao mais aplicaveis do que se imagina. No entanto, a dificuldade de visua-
lizacdo e a abstragao dessa geometria tornam a aprendizagem um desafio, especialmente
para os estudantes que nao possuem um conhecimento prévio profundo em geometria

avancada.

Neste contexto, nosso trabalho apresenta uma breve histéria sobre o surgimento
da Geometria Hiperbolica, conceitos e demonstragoes iniciais e uma investigacao de como
se deu a construgao das formas de representagao do plano hiperbolico, visando facilitar o
entendimento dessa geometria pelos alunos. A exploracao de diferentes modelos de repre-
sentacao € essencial para que se possa visualizar o espago hiperboélico de maneira acessivel.
O foco desta pesquisa sera em duas abordagens: a observacao de representagoes do plano
hiperbélico na natureza, amparado com a interdisciplinaridade com os componentes cur-
riculares das Ciéncias da Natureza, e a utilizagao do croché como uma ferramenta para

modelar essas estruturas geométricas de forma concreta e didatica.

A natureza, com sua infinidade de padroes e formas, apresenta uma abundancia
de exemplos que podem ser analisados sob a 6tica da geometria hiperboélica. Organismos
como corais, flores e conchas possuem arranjos que, ao serem observados de perto, revelam
padroes geométricos que podem semelhantes as estruturas geométricas da geometria hi-
perbodlica, onde os objetos geométricos nao se comportam como na Geometria Euclidiana.
Essas estruturas sao uma excelente forma de introduzir o conceito de curvatura negativa e
outras propriedades da geometria hiperbdlica de uma maneira que é visualmente acessivel

para os alunos.
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Por outro lado, abordaremos o croché, como uma ferramenta inovadora para a
criacao de modelos geométricos no ensino de geometria. Essa forma de representagao
foi inspirada na natureza e foi apresentada pela professora Daina Taimina da Universi-
dade de Cornell em 1997. Ao utilizar o croché para representar figuras geométricas, é
possivel visualizar fisicamente as propriedades da geometria hiperboélica de uma maneira
que as representagoes tradicionais, como as projecoes em papel ou modelos digitais, nao
conseguem. O croché permite a manipulagao tatil da geometria, o que pode tornar o
aprendizado mais concreto e compreensivel. Com ele, é possivel criar modelos de superfi-
cies que ilustram a curvatura negativa caracteristica do plano hiperbélico, proporcionando

aos alunos uma experiéncia pratica que complementa a teoria matematica.

Ao combinar essas duas perspectivas, as representacoes naturais e as artificiais
criadas pelo croché, esta dissertacao busca apresentar uma abordagem didética e inovadora
para o ensino da geometria hiperbdlica, ou mesmo para sua introducao na Educacao

Basica, contribuindo para uma compreensao mais acessivel e engajante do assunto.

Sendo assim, estruturamos nosso trabalho da seguinte forma: No Capitulo 2, apre-
sentamos a justificativa do nosso trabalho, fundamentada nos parametros da Base Naci-
onal Comum Curricular (BNCC) e no Referencial Curricular para o Ensino Médio do
Parané, além de destacar a importancia da interdisciplinaridade como principio norte-
ador da pesquisa. No Capitulo 3, abordamos o surgimento da Geometria Hiperbolica,
tragando seu desenvolvimento historico e as bases matematicas que a sustentam. No Ca-
pitulo 4, discutimos o conceito de curvatura, explicando-o de maneira acessivel e intuitiva,

de modo a facilitar a compreensao do leitor.

No Capitulo 5, apresentamos os modelos do plano hiperbélico que surgiram ao
longo da histoéria, explorando o seu surgimento e as caracteristicas de cada um. No
Capitulo 6 daremos um énfase especial nos modelos da professora Daina Taimina, que
representam o ponto alto do trabalho. Esses modelos servem como um elo entre os modelos
do plano hiperbdlico, o material didatico para facilitar a visualizacao das propriedades
dessa Geometria e a relacao com as formas da natureza, oferecendo uma conexao visual

e conceitual rica para os alunos e para o ensino da Geometria.

No Capitulo 7, apontaremos as caracteristicas da Geometria Hiperboélica que apa-

recem nos elementos da natureza (semelhancas). Tais apontamentos foi construido a

14



partir de uma pesquisa que buscamos elencar espécies de corais, lesmas marinhas, plantas
e flores que exibem caracteristicas geométricas compativeis com a geometria hiperbolica,
partindo dos modelos de croché da professora Daina Taimina, estabelecendo uma ponte

entre os conceitos matematicos e a observagao de formas naturais do espacgo que vivemos.
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2 Justificativa

O Componente Curricular da Matemaética é um desafio para estudantes e profes-
sores devido a dificuldade de compreensao e a falta de percepcao, pelos alunos, da Mate-
mética no cotidiano e consequentemente a falta de motivacao para o estudo da mesma.

De acordo com D’ Ambrosio [38]:

E muito dificil motivar com fatos e situacdes do mundo
atual uma ciéncia que foi criada e desenvolvida em ou-
tros tempos em virtude dos problemas de entao, de uma
realidade, de percepcoes, necessidades e urgéncias que
nos sao estranhas. Do ponto de vista de motivagao con-
textualizada, a matematica que se ensina hoje nas es-

colas é morta (D> AMBROSIO, 1996, p.31)[38].

Dessa forma, faz-se necessario buscar estratégias de ensino da matematica a fim de
torné-la interessante, atraente e prazerosa aos olhos dos discentes e tornar a aprendizagem

significativa.

Entre as diversas areas da Matemaética, a Geometria pode ser explorada para
tornar o ensino mais atrativo e contextualizado, uma vez que ela permeia nosso cotidiano
com aplicacoes em &areas como a arquitetura e engenharia, se manifesta na natureza e
ainda, de acordo com Duval [33], o ensino da geometria favorece trés diferentes vertentes

do processo cognitivo: a visualizagao, o raciocinio e a construgao.

A area da Geometria é vista como uma ferramenta para interagir e descrever o
espago no qual vivemos, ou seja, esta fortemente ligada a realidade. Segundo essa mesma
perspectiva, Lorenzatto (1995, p. 5) [33| justifica a importancia do ensino da Geometria
da seguinte forma:

A necessidade do ensino de Geometria ¢ justificada pelo
fato de que um individuo sem esse contetido, nunca po-
deria desenvolver o pensar geométrico, ou ainda, o raci-
ocinio visual, além de nao conseguir resolver situacoes
da vida que forem geometrizadas. Nao podera ainda
utilizar-se da Geometria como facilitadora para a com-

preensao e resolugao de questoes de outras areas do co-
nhecimento humano.

Nesse contexto, é essencial que o discente tenha condicoes de realizar conjectu-

ras, investigar, perceber propriedades, descrever, explorar e fazer representacoes, como
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por exemplo, na caracterizacao de formas geométricas, pode-se utilizar objetos ou for-
mas concretas encontradas no ambiente e no cotidiano ao invés de explorar somente as

definigoes.

Nessa perspectiva, decidimos explorar a Geometria Nao Euclidiana devido a sua
relevancia historica e tedrica, o seu papel crucial em varias areas modernas, como fisica,
cosmologia e computacao grafica, sua manifestacdo na natureza e a Compreensao de
que essas Geometrias nao apenas enriquecem nossa percepc¢ao do espago, mas também

esclarece questoes fundamentais sobre a estrutura da realidade.

Ao fazermos um levantamento no banco de dissertagoes do Programa ProfMat com
o tema Geometria Hiperbodlica ou que abordem alguma tépico da mesma, encontramos
22 trabalhos. Um trabalho trata somente da histéria e dos modelos de Beltrami. Cinco
trabalhos tém por objetivo introduzir os conceitos e fundamentos iniciais de Geometria
Hiperbolica e os demais trabalhos, em sua maioria, tratam de propostas de insercao
das Geometrias Nao Euclidianas na Educacao Bésica e a utilizacao de softwares para

exploracao das propriedades dessas Geometrias.

Sendo assim, nao ha algum trabalho com o objetivo de evidenciar o plano hiper-
bolico ou as formas hiperbdlicas presentes na natureza e a criacao de modelos palpéaveis

que possibilitem a visualizagao, manipulagao e compreensao dessa geometria.

Na escola, os alunos sao apresentados a geometria de Euclides que funciona muito
bem sob superficies planas, porém, o mundo em que vivemos nao é perfeitamente plano
e apresenta curvaturas o que exige que conhecamos propriedades e ferramentas que nao
sao oferecidas pela Geometria Euclidiana. Um exemplo muito simples, é a verificacao da
soma dos angulos internos do triangulo ser dois retos que em uma superficie ligeiramente

curva nao é verificada.

Outras situagoes, como na navegacao em que se deve levar em consideracao a
curvatura da Terra, a Geometria Euclidiana dé lugar a outro tipo de Geometria, ou seja,
cada Geometria é usada na situagao que for mais adequada. Para tanto, é necessario que
se conhecga e reconhecga propriedades e representagoes das Geometrias Nao Euclidianas,
no nosso caso, a Geometria Hiperbdlica. Esse contato com a Geometria Hiperboélica na
Educagao Basica é amparado por documentos que norteiam o ensino no pais e no estado

do Parana, como a Base Nacional Comum Curricular e o Referencial Curricular para o
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Ensino Médio do Parané.

2.1 Base Nacional Comum curricular e o Referencial Curricular

para o Ensino Médio do Parana

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ o documento que direciona o cur-
riculo do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, determinando as competéncias e habi-
lidades que devem ser desenvolvidas durante a Educagao Bésica. De acordo com a BNCC
[5], as competéncias sao entendida como a mobiliza¢ao de conceitos e habilidades para

resolver situacoes do dia a dia.

A BNCC se divide em cinco tematicas: Nameros, Algebra, Geometria, Grandezas
e Medidas e Probabilidade e Estatistica. Tais tematicas irao nortear as habilidades que

devem ser desenvolvidas ao longo da Educagao Basica.

Para os anos finais do Ensino Fundamental, a BNCC ressalta que a area de Mate-
mética e suas tecnologias devem garantir que os discentes consigam relacionar situacoes
do mundo real com conceitos e propriedades matematicas, fazendo indugoes e conjectu-
ras. Ou seja, deve-se esperar que os alunos desenvolvam a habilidade de utilizar conceitos
matemaéticos para resolver problemas e interpreté-los. Nessa perspectiva, a BNCC aponta

como competéncia a ser alcancada no Ensino Fundamental:

1. Reconhecer que a Matemaética é uma ciéncia humana,
fruto das necessidades e preocupagoes de diferentes cul-

2

turas, em diferentes momentos historicos, e é uma ci-
éncia viva, que contribui para solucionar problemas ci-
entificos e tecnologicos e para alicergar descobertas e
construcgoes, inclusive com impactos no mundo do tra-

balho [5].
No que diz respeito a Geometria nos anos finais do Ensino Fundamental, a BNCC aponta
para o estudo de posicao, formas e relagoes entre elementos de figuras planas e espaciais,
além das transformacgoes geométricas e simetrias, de modo que os alunos sejam capazes

de fazer demonstragoes simples e desenvolver o raciocinio hipotético-dedutivo.

De acordo com a BNCC [5], no que diz respeito as habilidades e objetos de co-
nhecimento, a aprendizagem dos conceitos matematicos nos anos finais do Ensino Fun-

damental estd ligada a conexoes que os discentes realizam entre o objeto matematico e o
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seu cotidiano e entre os demais componentes curriculares. Salienta que, para haver uma
aprendizagem com contexto e significativa, deve-se langar mao nao somente do cotidiano,

mas de outras areas do conhecimento e da Histéria da Matemética.

Entretanto, os alunos devem ser capazes de abstrair o contexto, isto é, possam
fazer questionamentos e reflexdes sobre o que aconteceria se algum conceito fosse retirado
ou acrescentado de uma situacdo ou problema. E importante notarmos que essa tltima
habilidade nos remete ao problema do quinto postulado de Euclides, afinal, levaram-se
anos para que grande mateméaticos percebessem que o quinto postulado nao dependia dos
outros quatro e que seria possivel construir um outro tipo de geometria, tao solida quanto
a geometria Euclidiana, acrescentando a negagao do quinto postulado, o postulado das

paralelas.

Para o Ensino Médio, a BNCC propoe o aprofundamento dos conceitos mateméati-
cos trabalhados no ensino Fundamental, salientando que nessa etapa os estudantes devem
desenvolver representagoes mais sofisticadas. Em relagao as competéncias, devem ser ca-
pazes de analisar situacoes nos mais variados contextos, como situagoes do dia a dia e

fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas.

Ainda sobre o Ensino Médio, a BNCC apresenta as habilidades, das quais é im-

portante apresentarmos duas delas:

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cien-
tificos ou divulgados pelas midias, que empregam uni-
dades de medida de diferentes grandezas e as conversoes
possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Inter-
nacional (SI), como as de armazenamento e velocidade
de transferéncia de dados, ligadas aos avancos tecnol6-
gicos

(EM13MAT509) Investigar a deformagao de angulos e
areas provocada pelas diferentes projecoes usadas em
cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem
suporte de tecnologia digital.|5]

Analisando essas habilidades e as demais ideias apresentadas na BNCC pode-se
perceber que o ensino de Geometria Nao Euclidiana atende as necessidades e as concepgoes
apresentadas, uma vez que a mesma possibilita um entendimento mais abrangente sobre o
espaco, as formas e as relagoes entre os objetos, incentiva o desenvolvimento do raciocinio
logico, critico e abstrato, competéncias fundamentais que a BNCC elenca para o Ensino

Médio.
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A Geometria Nao Euclidiana apresenta ao aluno uma outra perspectiva de espaco,
mostrando que conceitos de reta, tridngulo e de outras figuras podem variar de acordo com
a curvatura do espaco, além de preparar o estudante para compreender alguns fenémenos
do mundo real, como por exemplo, a Teoria da Relatividade, o sistema navegacao e o
GPS. Ainda, o estudo de Geometrias Nao Euclidianas pode estimular a curiosidade e a
compreensao de que a Matematica é uma area dindmica, que evoluiu a partir de ideias

anteriores que contribuiram para a valorizacao e entendimento do progresso cientifico.

A presenca de formas do dia a dia que apresentam Geometria Hiperbolica permite
aos alunos perceberem as mudancas dos angulos e das figuras geométricas ja conhecidas,
estabelecendo uma ponte entre o mundo real e o abstrato, como por exemplo, o colarinho

de uma camisa ou uma folha de alface que assumem formas onduladas.

Ao analisar esses objetos, os estudantes podem visualizar como a curvatura ne-
gativa faz com que a superficie se expanda mais rapidamente & medida que se distancia
do ponto central. A percepcao e analise dessas caracteristicas no ambiente ou espago,

estabelece a conexao proposta pela BNCC do componente curricular com o cotidiano.

Com a atualizacao das Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e
a instituicdo da BNCC para a etapa do Ensino Médio, o Estado do Parana iniciou a
elaboragao do Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana [28]. Tal docu-
mento apresenta um texto introdutério abordando o cenério atual do Ensino Médio em
todo o estado, as necessidades e percepcoes dos estudantes nessa etapa do ensino e a

fundamentagao tedrica utilizada para construgao do documento.

Depois, no topico Formacao Geral Basica, aparece a organizacao curricular com
as competéncias e habilidades, dividida em quatro areas de conhecimento: Linguagens e
suas tecnologias, Matematica e suas tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas tecnologias

e Ciéncias Humanas Sociais e Aplicadas.

A secao dos Itinerarios Formativos possui a apresentacao do Projeto de Vida como
componente curricular no Ensino Médio, os Principios Organizadores dos Itinerarios For-
mativos e, na ultima se¢ao, quatro Itinerarios Formativos (um para cada area de conheci-
mento) e as trilhas de aprendizagem. Por ultimo, sdo explicados os principios do Itinerario

da Formacao Técnica e Profissional.

O Referencial Curricular do Parana traz claras reflexoes na area da Mateméatica e
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suas tecnologias, é orientado pela Base Nacional Comum Curricular apresentando os Ob-
jetos de Conhecimento que sao os contetidos que contemplam cada habilidade apresentada

na BNCC.

Figura 1: Quadro retirado Referencial Curricular do Parana para o Ensino Médio

Comp ias Especificas

Habilidades

Obj de Conheci

1. Utilizar estratégias, conceitos
e procedimentos matematicos
para interpretar siluagies em
diversos  contextos,  sejam
atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da MNatureza
e Humanas, das questies
socioecondmicas ou
tecnologicas, divulgados por
diferentes meios, de modo a
contribuir para uma formagao

geral.

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situacdes econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela
analise dos graficos das fungdes representadas e das taxas de variagio, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesguisas estatisticas
apresentadas em relatorios divulgados por diferentes meios de comunicacdo,
identificando, quando for o caso, inadequacBes que possam induzir a erros de
interpretacdo, como escalas e amostras ndo apropriadas.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas
midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversies

Fungdes.
Porcentagem.
Estatistica.

Medidas.

Matematica financeira.

Geometria plana.

possiveis entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (S1), como as de
armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avangos
tecnoldgicos.

Geometria espacial.
Geometria ndo euclidiana.
(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioecondmica (indice de | Probabilidade.
deserwolvimento humano, taxas de inflagdo, entre outros), investigando os processos
de célculo desses nimeros, para analisar criticamente a realidade e produzir
argumentos.

(EM13MAT105) Uilizar as nogdes de transformacgdes isométricas (translacdo,
reflexdo, rotag&o e composigdes destas) e transformacdes homaotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgdes humanas (fractais,
construgdes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT106) |dentificar situacdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas, levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método
contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

Fonte: Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana [28|

Na unidade tematica da Geometria, o Referencial, inicialmente, ja apresenta as Ge-
ometrias Nao Euclidianas e a analise dos elementos da natureza, bem como a importancia

do trabalho com esse contetudo:

As Geometrias (Euclidiana e Nao Euclidiana) estao pre-
sentes de diversas formas, nas mais variadas situagoes:
na natureza, nas artes, nas ciéncias, nos jogos, nas
construcoes etc. Desenvolver o pensamento geométrico
nessa etapa de ensino implica em ter conhecimentos de
geometria plana e espacial em um nivel de abstragao
mais complexo. Os estudantes devem desenvolver tam-
bém habilidades para identificar e utilizar as transfor-
magcoes isométricas e homotéticas, para construir figu-
ras e analisar elementos da natureza, como os fractais,
representados nas estruturas microscopica e macroscod-
picas, de um floco de neve ou de uma grande nuvem, e
diferentes produc¢oes humanas, como as obras de arte,
ou ainda padroes de repeti¢ao étnicos como indigenas,
da cultura afro, entre outros. Assim como reconhecer
composicoes geométricas na engenharia e arquitetura.
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Com relagao as Geometrias nao euclidianas, elas sur-
gem entre o final do século XVIII e o inicio do século
XIX e ganham importancia no inicio do século XX com
a Teoria da Relatividade Geral e, posteriormente, com
o desenvolvimento da Teoria dos Fractais (PARANA,
2008). O seu surgimento mostrou que, para compre-
ender diversos problemas da realidade e do mundo ci-
entifico além das relacoes matematicas com a propria
geometria euclidiana é necessério incorporar na educa-
¢ao bésica o estudo das Geometrias Nao Euclidianas.
(Parana [28])

Posteriormente, o documento organiza em quadros contendo a Habilidades da

BNCC que devem ser desenvolvidas, os objetos de conhecimento e os contetidos. E pos-

sivel observar a presenca da Geometria Hiperbolica e outras Geometrias Nao Euclidianas

como contetidos a serem trabalhados.

Figura 2: Quadro retirado Referencial Curricular do Parana para o Ensino Médio

UNIDADE TEMATICA 03

isométricas (translag&o, reflexdo, rotacdo e composicdes
destas) e transformagbes homotéticas para analisar
diferentes produgdies humanas como construgdes civis,
obras de arle, entre outras.

GEOMETRIAS
Habilidades a serem desenvolvidas Objetos de ¢ imento Contetdos
(EM13MAT105) Utilizar as nogdes de transformacdes | Geometria plana. Transformagdes isométricas  (translacio, reflexdo,

rotacdo e composicdes).
Geometria espacial.
Transformagdes homotéticas.
Geometria nao euclidianas.
Fractais.

Mogdes de geometria eliptica e hiperbdlica.

Geometria projetiva.

Fonte: Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana

Portanto, esse trabalho se ampara em uma analise dos documentos oficiais que

norteiam a Educagao Bésica em nosso Estado e pais.
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2.2 Interdisciplinaridade

Ao longo dos anos, a medida que novos conhecimentos surgiram, o estudo se tor-
nou cada vez mais fragmentado, dando origem a diversas Ciéncias, como a Biologia e a
Matematica, além de areas como Fisica e Quimica. Esse aprendizado nas ciéncias é fun-
damental, pois permite que os alunos vejam o mundo de uma forma nova, compreendendo

detalhes e discernindo conceitos de maneira mais clara.

Nesse sentido, & medida que os campos de conhecimento nas Ciéncias se desen-
volveram, notamos como a Matematica se relaciona com a Biologia na Educagao Basica.
Infelizmente, muitas vezes, a Matemaética é vista de forma restrita, focando apenas em
ler, organizar dados e realizar calculos de maneira mecénica, sem que se perceba seu
verdadeiro significado. E essencial entender que a Matematica vai além da simples inter-
pretagao de dados em graficos; ela esta presente nas decisoes que fazemos e nas ideias que
desenvolvemos. Contudo, ao longo dos anos letivos, a Matematica e a Biologia tendem a
se afastar, e isso ocorre por varias razoes, desde a falta de conexao entre elas nos livros

didaticos até as dificuldades que os professores enfrentam em sala de aula.

A interdisciplinaridade surge, entao, como uma resposta
a essas mudancas na forma de produzir ciéncia e en-
tender a realidade, além de refletir os aspectos politico-
administrativos do ensino e da pesquisa nas instituigoes.
Um dos principais desafios é a rigidez e a artificiali-
dade das disciplinas, que muitas vezes nao conseguem
se adaptar as novas demandas do processo educativo
e a produgao de conhecimentos inovadores (PAVIANI,
2008, p.14) [?].

Neste contexto, a interdisciplinaridade se torna um elo que conecta diferentes disci-
plinas, oferecendo uma visao mais integrada do conhecimento. Ela desempenha um papel
importante ao reunir varias tematicas e conteidos, promovendo a inovacao de recursos e
dindmicas que podem enriquecer a aprendizagem. Assim, a interdisciplinaridade facilita
o didlogo entre diferentes areas, ajudando a criar uma compreensao mais profunda das

relacoes que existem entre elas.

As Diretrizes Curriculares para o Ensino Médio garantem que: “A interdiscipli-
naridade e a contextualizacao devem assegurar a transversalidade e a articulacao do co-
nhecimento de diferentes componentes curriculares, propiciando a interlocucao entre os

saberes das diferentes areas de conhecimento”.(BRASIL, 2013, p.189)[?|.
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Nesse contexto, o trabalho interdisciplinar vai além de simplesmente juntar disci-
plinas; ele se torna um caminho que ajuda os estudantes a perceberem as conexoes entre
as diferentes areas do conhecimento. Ao explorar esses lagos que entrelacam os saberes,
os alunos se sentem motivados a buscar, por conta propria, um aprofundamento do que

aprenderam na escola.

A falta de envolvimento entre a Matematica e as Ciéncias da Natureza, cujo um
dos componentes é a Biologia, tem um impacto direto na Educagao Basica. Nos topicos
de Biologia que utilizam a Mateméatica, bem como nos conceitos matematicos aplicados
a Biologia, muitos professores se sentem despreparados para explicar como essas areas se
conectam, sua origem, e por que essa relacao é importante. Como diz o filésofo Edgar

Morin: “E preciso distinguir, mas nao separar”|[34].

Para que os alunos realmente aprendam de forma significativa, a interdisciplinari-
dade e a contextualizacao sao essenciais. Quando conseguimos integrar diferentes areas
do conhecimento, facilitamos a compreensao da complexidade da natureza, ajudando a
evitar um pensamento limitado e a alienacao. Essa conexao nao apenas enriquece o apren-
dizado, mas também prepara os alunos para enfrentar os desafios do mundo de maneira

mais ampla e critica.

Galileu Galilei, embora nunca tenha dado uma definicao clara do que entendia por
Natureza, acreditava que ela tinha uma estrutura matematica. Para ele, a Matematica
era a chave para compreender o mundo ao nosso redor. Ele via a esséncia da Natureza
em linguagem matematica, o que o levou a afirmar que, para entender o universo, era
essencial recorrer a essa linguagem.

“O Universo (...) nao pode ser compreendido a menos
que primeiro aprendamos a linguagem no qual ele esta
escrito. Ele esta escrito na linguagem Matematica e os
seus caracteres sao o triangulo, o circulo e outras figu-
ras geométricas, sem as quais é impossivel compreender

uma palavra que seja dele: sem estes ficamos as escuras,
num labirinto escuro” (Galileu Galilei, 1626)[14].
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3 Génesis da Geometria Hiperboélica

As informacoes historicas apresentadas nesse capitulo foram escritas com base
na dissertacdo de mestrado intitulada A Génese da Geometria Hiperbdlica, de 2005 da

Faculdade de Ciéncias do Porto, cujo autor é José Maria Eduardo Samuco [35].

Explorar a origem da geometria é um enorme desafio, pois essa pratica é mais
antiga que a escrita. O historiador grego Herddoto (século V a.C) defendia a ideia de
que a geometria teria iniciado no Antigo Egito advindo da necessidade de medir terrenos
depois da inundacao anual do vale do rio Nilo, afinal, a palavra “Geometria” tem origem
no grego geometrein que significa medigao da terra (geo significa terra e metrein significa

medir).

Tales de Mileto (século VI a. C.), matemaético grego, teria introduzido a geometria

na Grécia de acordo com um relato de Eudemo-Proclo:

“Tales, que tinha estado no Egito, foi o primeiro a trazer
essa teoria para a Grécia; ele proprio descobriu muitas
coisas e ensinou os principios de muitas delas aos seus
sucessores, tratando umas de modo mais geral e outras
de modo mais sensivel” (Samuco, J. M. E. (2005)) [35].

Tales teria sido o primeiro matemético a colaborar para instituir a geometria de-
dutiva, isto é, a veracidade das proposicoes se dava a partir do raciocinio dedutivo, da

demonstracao utilizando as hipoteses admitidas.

Proximo a Mileto, na ilha de Samos, nasceu Pitagoras (571-496 a.C.), que estu-
dou no Egito e posteriormente se estabeleceu em Crotona, onde teria fundado & Escola
Pitagorica ou Escola de Crotona com carater de culto religioso e filosoéfico cultivando a
purificacao do espirito através da misica e matematica. Os pitagoéricos continuaram na

mesma perspectiva de Tales buscando uma geometria dedutiva.

A Escola Pitagorica fez sua grande contribuicdo com a descoberta da incomensu-
rabilidade, contrariando a crenca dos primeiros pitagoricos de que era possivel encontrar
uma medida para todo segmento de reta. Essa descoberta teria provocado uma crise entre
os pitagodricos por ter contrariado seus fundamentos filoséficos. Ainda, como consequéncia
da incomensurabilidade, houve a distin¢ao entre os dominios numéricos e geométricos. As-
sim as demonstragoes utilizando a teoria das proporgoes foram abandonadas e surgindo,

entao,dois dominios da matematica: a aritmética e a geometria.
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Por volta de 300 a.C., Euclides de Alexandria publicou Os Elementos, uma obra
em treze livros e 465 proposicoes que se tornou um marco na geometria devido a sua
organizacao e rigor logico. Baseado nos trabalhos de antecessores gregos como Pitagoras
e Eudoxo, Euclides estruturou sua geometria a partir de cinco postulados, cinco nogoes
comuns e diversas defini¢oes. De acordo com Braz [6], os livros que compoem Os Elemen-
tos sao:

Livro I: Fundamentos da Geometria Plana.

Livro II: Algebra Geométrica.

Livro III: Teoria da circunferéncia.

Livro IV: Figuras inscrita e circunscrita

Livro V: Teoria das proporcoes abstratas.

Livro VI: Figuras geométricas semelhantes e proporcionais.
Livro VII: Fundamentos da teoria dos ntimeros.

Livro VIII: Sequéncias de ntimeros em progressoes geométricas.
Livro IX: Teoria dos nimeros.

Livro X: Classificacao dos incomensuraveis.

Livro XI: Geometria dos soélidos.

Livro XII: Medicao de figuras.

Livro XIII: So6lidos Regulares.

Euclides tentou definir conceitos bésicos como ponto, reta e plano, mas nao conse-
guiu fazer de maneira totalmente clara. No primeiro livro, destacou a defini¢ao de linhas
retas paralelas como aquelas que, estando no mesmo plano e prolongadas indefinidamente,
nunca se encontram. O livro I dos Elementos inclui quarenta e oito proposi¢oes, que sao
demonstradas com base nos postulados, nas no¢oes comuns e em proposicoes previamente
provadas. A seguir, apresentamos os postulados e no¢oes comuns estruturados por Eucli-
des. Estes foram retirados do livro Os elementos de Fuclides traduzido diretamente do

grego por Irineu Bicudo. [12].

3.1 Postulados

1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
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3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no lado no qual estao os menores do que dois retos

Figura 3: Quinto Postulado

Fonte: A Génese da Geometria Hiperbodlica, 2009

O primeiro postulado garante que é possivel tragar uma reta passando por dois
pontos dados, o segundo indica a infinitude da reta em qualquer sentido e o terceiro
postulado trata da possibilidade de tracar uma circunferéncia a partir de dois pontos
dados com um deles sendo o centro. O quarto postulado contribui para a formulacao
do quinto, também conhecido como postulado das paralelas, que é o mais importante e

conflitante componente dos elementos.

O enunciado do quinto postulado refere-se a existéncia, ou seja, se verificarmos a
hipotese de que a soma dos angulos indicados for inferior a dois retos entao as duas retas,

cortadas por uma transversal, se intersectam.

Apos apresentar os postulados, Euclides detalhou cinco Noc¢oes Comuns no Ele-
mentos|12|, amplamente aceitas e de conhecimento geral. As trés primeiras tém um
carater logico, enquanto a quarta esta relacionada ao conceito de movimento rigido, per-
mitindo a sobreposicao de figuras sem alterar suas formas. A quinta nocao é clara para

grandezas fisicas, como medidas e volumes, mas nao se aplica a conjuntos infinitos.
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3.2 Nogoes Comuns

1. As coisas iguais & mesma coisa sao também iguais entre si.

2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao iguais.
3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sao iguais.

4. E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos sao desiguais.

5. E os dobros da mesma coisa sao iguais entre si.

6. E as metades da mesma coisa sao iguais entre si.

7. E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.

8. E o todo [¢] maior do que a parte.

9. E duas retas nao contém uma area.

O postulado das paralelas foi considerado por alguns sucessores de Euclides como
um teorema e procurou-se demonstra-lo durante mais de dois mil anos. No entanto, todas
as tentativas foram fracassadas, de forma que cada tentativa de demonstracao culminou
na descoberta de resultados equivalentes ao quinto postulado que se buscava provar. O
primeiro trabalho que buscou demonstrar o quinto postulado teria sido o Tratado de

Arquimedes (287-212 a.C.), intitulado “Sobre rectas paralelas” [35].

Proclo, matemaético conhecido por seus comentarios sobre Os Elementos, criticou

o quinto Postulado de Euclides:

“Este deve ser absolutamente irradiado do conjunto dos
postulados, porque é um teorema que envolve intme-
ras dificuldades que Ptolomeu se propos esclarecer num
certo livro e cuja demonstracao exige muitas defini¢oes
e teoremas. Euclides, alids, demonstra a proposigao re-
ciproca deste postulado como sendo um teorema |...|.
Resulta manifestamente do que precede que ¢é preciso
encontrar uma demonstragao do teorema proposto e que
ele difere da natureza especial dos postulados” (Samuco,
J. M. E.(2005))[35].
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Proclo apresenta uma tentativa de demostracao do quinto postulado. No entanto,
ele proprio criticou-a pois assumiu que por um ponto fora da reta passa uma tnica paralela

a ela, o que é equivalente ao quinto postulado.

Os matematicos Arabes Ibn al-Haytham (965-1039) e Omar khayyam (1048-1131)
tentaram utilizar a reducao ao absurdo como tentativa de demonstragdo. As demons-
tragoes de ambos levaram a contradigoes e afirmacgoes equivalentes. Depois, Jhon Wallis
(1612-1703) fez uma tentativa utilizando o seguinte axioma: Toda figura tem uma seme-

lhante de tamanho arbitrdrias.

O francés Adien- Marie Legendre (1752-1833) fez varias tentativas de demonstragao
do quinto postulado nas suas edigoes do livro “Elementos de Geometria” de 1794 até 1823.
Tentou demonstrar a partir dos quatro primeiros postulados, no entanto, Legendre nao
obteve sucesso. Ja o matematico e fisico escocés John Playfair (1748-1819) foi responsével
por substituir o quinto postulado por um outro de escrita mais simples: “Por um ponto
exterior a uma reta passa uma so reta paralela a dada”. Essa substituicao para o postulado
¢ 0 mais usado nos tempos modernos, no entanto, essa alternativa ja tinha sido enunciada

no século V por Proclo.

Faz-se necessario, ressaltar algumas outras alternativas de substituicao equivalen-

tes do postulado das paralelas que foram retirados de Arcari, pagina 31 [4]:

1. Ha pelos menos um triangulo cuja soma dos angulos internos é igual a um angulo

raso.
2. Existe um par de triangulos semelhantes e nao congruentes.

3. Existe um par de retas igualmente distantes uma da outra em todos os pontos
4. Por trés pontos nao colineares pode-se tragar uma circunferéncia.

5. Por qualquer ponto no interior de um angulo menor que 60° pode-se sempre tracar

uma reta que intercepta ambos os lados do angulo.

Gerolamo Saccheri (1667-1733) matematico e filosofo, era padre jesuita e professor
de teologia e iniciou seu trabalho com a Geometria Nao Euclidiana estudando os trabalhos

de Nasir ed-din, (1201-1274) que além de estudar astronomia, também tentou provar o
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postulado das paralelas, mas acabou assumindo uma proposicao-axioma que era equiva-
lente ao quinto postulado. Esses escritos, além de serem a primeira investigagao cientifica
do quinto postulado, foram a tinica tentativa de prova durante um longo periodo que vai
dos gregos antigos até a época do Renascimento, e que posteriormente foi traduzido para

o latim, no século XVII, por John Wallis e utilizado por ele em Oxford.

Saccheri escreveu “Euclides Livre de Todos os Erros” de 1733, sua obra mais conhe-
cida, que buscava principalmente provar o quinto postulado e que praticamente descobriu
uma das Geometrias Nao Euclidianas. Assumiu as vinte e sete primeiras proposi¢des no
livro I dos Elementos e tomou como hipdtese que o quinto postulado era falso. Usou um
método particular de raciocinio, em que assume a proposi¢ao como falsa para chegar a
conclusao que a mesma é verdadeira. Utilizou também, que a reta é infinita e continua.
Sua principal estratégia é a utilizagao de um quadrilatero com dois lados opostos per-
pendiculares a base e congruentes, que ficou conhecido como quadrilidtero de Saccheri,

tendo-o formulado da seguinte forma:

Proposicao 1 Se um quadrildtero ABCD tiver os dngulos consecutivos A e B retos e os

lados AD e BC iguais, entao os angulos C' e D sao iguais.

Figura 4: Quadrilatero de Saccheri

D C

0 i~

A B
Fonte: A Génese da Geometria Hiperbolica, 2009

Saccheri tragou as diagonais AC e BD aplicou a Proposicao: Se dois tridangulos tém
dois lados correspondentes iquais e o dngulo por eles formado igual, entao os terceiros lados
e 0s dngulos opostos aos lados iguais também sao iguais|12] dos Elementos de Euclides

nos triangulos ACB e ABD concluindo que as diagonais eram congruentes.

Posteriormente, aplicou a Proposicao: Se dois tridngulos tém os trés lados corres-

pondentes iguais, entdao os dngulos compreendidos entre os lados iguais também sao iguais
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[12], dos Elementos de Euclides nos triangulos ACD e BCD deduzindo que os angulos do

topo, C e D sao iguais.

Depois, Saccheri tentou provar proposi¢oes voltadas para os angulos C e D do qua-
drilatero. O tamanho desses angulos estariam ligados ao tamanho do lado CD em relagao
ao lado AB (maior, igual ou menor) e implicaria que os dngulos seriam respectivamente
agudos, retos ou obtusos. Como consequéncia, levaram-no a um resultado relacionado a
soma dos angulos internos do triangulo, apresentando a ideia de que essa soma poderia ser
igual, maior ou menor que dois a4ngulos retos. Saccheri trabalhou individualmente cada
uma das trés hipoteses com o objetivo de mostrar que a hipotese do angulo obtuso e a hi-
potese do angulo agudo levariam a uma contradicao, e entao usando a reducao ao absurdo

deveria valer a hipotese do angulo reto o que implicaria no postulado das paralelas.

Em seguida, Saccheri buscou provar a relagao entre o quinto postulado de Euclides
e as hipoteses dos angulos do topo do quadrilatero. Ele pretendia provar que o quinto
postulado era verdadeiro em todos os casos, no entanto, veio a falhar no seu objetivo
e nao tendo descoberto qualquer contradicao sugeriu que o postulado de Euclides seria
impossivel de demonstrar. De forma mais detalhada, Saccheri assumiu a infinitude da
reta para eliminar a hipétese do angulo obtuso, mas teve maior dificuldade na hipétese do
angulo agudo que culminou provando teoremas que atualmente sao classicos da Geometria

Nao Euclidiana e acabou for¢ando uma contradi¢ao no desenvolvimento do seu trabalho.

Vale ressaltar que se Saccheri nao tivesse se concentrado somente em encontrar
uma contradicao para a hipotese do angulo agudo, ele teria recebido os méritos pela

descoberta da Geometria Nao Euclidiana.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) foi um matematico conhecido por ter sido o
primeiro a publicar uma demonstracao da irracionalidade de 7 e por ser um dos precursores
da descoberta da Geometria Nao Euclidiana com seu livro de 1766 Die Theorie der
Parallellinien, o qual possui deducoes de propriedades de Geometria Nao Euclidianas

mesmo nao aceitando-as.

Lambert utilizou quadrilateros contendo trés angulos retos e estudou as possibi-
lidades para o quarto, assim como Saccheri, haviam trés hipoteses: angulo reto, angulo
obtuso e angulo agudo, sendo a primeira hipotese ja provada a luz da Geometria Euclidi-

ana.
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Baseado na hipotese do angulo obtuso, Lambert mostrou, caso fosse possivel essa
geometria, a soma dos angulos internos de um tridangulo seria maior que dois retos. E,
a hipotese do angulo agudo, conduziu Lambert a descoberta de que a soma dos angulos
internos de um tridngulo é menor que a soma de dois retos. Ainda, analisou a area
dos triangulos de acordo com a segunda e terceira hipoétese e chegou a concluir que na
hipotese do angulo agudo poderia-se considerar mais um caso de congruéncia de triangulos,
relacionada aos dois triangulos possuirem dois angulos congruentes, o que na Geometria
Fuclidiana é um caso de semelhanca de tridngulos. No entanto, acabou utilizando a
mesma tatica de Saccheri para concluir sobre a hipotese do angulo agudo, forcando uma

contradicao, as quais foram consideradas imprecisas e insatisfatoria.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833), iniciou seus estudos sobre o quinto postulado
de forma diferente dos anteriores, considerando trés hipoteses sobre a soma dos angulos
internos do triangulo: ser maior, menor ou igual a dois retos. Para eliminar a primeira
hip6tese assumiu a infinitude da reta, no entanto, mesmo depois de muitas tentativas, nao
conseguiu eliminar a hipétese da soma ser menor que dois retos. Contribuiu para popula-

rizar o problema do quinto postulado através do suas edicoes de Eléments de Géométrie.

Johann Bolyai (1802-1860), matematico hungaro, se interessou em sua juventude
em estudar sobre a teoria das paralelas. Em 1823 escreveu uma carta ao seu pai, Wolfgang
Bolyai (1775-1856), indicando ter descoberto um novo tipo de Geometria, de fato, havia

inventado a primeira Geometria Nao Euclidiana:

“Resolvi publicar um trabalho sobre a teoria das para-
lelas, mal arranje o material e as minhas circunstancias
o permitam. Nao completei o meu trabalho, mas o ca-
minho que segui torna quase certo que o objetivo sera
alcangado, se isso for de todo possivel; o objetivo ainda
nao foi atingido, mas efetuei descobertas maravilhosas
que me deixaram extasiado, e seria motivo de lamento
se as perdesse. Quando as vires, querido pai, também
perceberas. Presentemente nao posso dizer mais nada
exceto isto: Criei um novo universo do nada. Tudo o
que te enviei até hoje nao passa duma casa de cartas
em compara¢ao com uma torre. Tenho a certeza que
isto me trard honra, tal como se ja tivesse completado
a descoberta” (Samuco, J. M. E.) [35].

Em 1825 J. Bolyai enviou seu trabalho, mas o manuscrito s6 chegou ao seu pai

em 1829 que publicou a teoria no apéndice do primeiro volume dos Ensaios com o titulo
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“A ciéncia do espago absoluto com uma demonstracao da independéncia da verdade ou
falsidade do axioma XI de Euclides (que néao pode ser decidido a priori) e também a
quadratura do circulo no caso da sua falsidade”. |, em 1832, depois de muitos atrasos, o

que levou a nao ser o primeiro a publicar sobre uma Geometria Nao Euclidiana.

Figura 5: Johann Bolyai

Fonte: <https://pt.m.wikipedia.org/wiki/J%C3%Alnos Bolyai>

Em 1829, Nikolai Lobachevsky publicou o artigo “Sobre Fundamentos da Geome-
tria”, seu primeiro trabalho apresentando uma Geometria Nao Euclidiana, a Geometria
Hiperbolica. O documento estava escrito em russo e nao teve muito impacto, no entanto,
apresentava todo o desenvolvimento da Geometria Hiperbolica, que foi denominada por

Lobachevsky de Geometria Imaginéaria.

Figura 6: Johann Bolyai

Fonte: <https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Nikolai Lobachevsky# >

33



As descobertas de Johann Bolyai e Nikolai Lobachevsky foram independentes um
do outro, mas ambos sabiam que Carl Friedrich Gauss (1777-1855) nao havia conseguido
demonstrar o quinto postulado de Euclides. Enquanto Bolyai nao publicou mais do-
cumentos sobre o assunto, Lobachevsky publicou, em francés um documento chamado
Geometria Imagindria no Jornal de Crelle em 1837 e um livro, em alemao, denominado
““Investigacoes Geométricas sobre a Teoria das Paralelas”, em 1840, na intencao de fazer
sua obra conhecida. Posteriormente, ja cego, Lobachevsky expos tudo sobre sua geome-

tria, mas nesse momento chamou “Pangeometria”.

A Geometria imaginaria de Lobachevsky impulsionou o desenvolvimento analitico
da Geometria Nao Euclidiana, procurando construir uma estrutura geométrica partindo
da negacao do quinto postulado, enquanto J. Bolyai se aprofundou na relacao de depen-
déncia de teoremas da geometria relacionadas ao quinto postulado, fazendo demonstracoes

que independessem do tal postulado.

Lobachevsky foi reconhecido e indicado por Gauss a Sociedade Cientifica de Got-
tingen em 1824, porém, Bolyai nao recebeu qualquer reconhecimento piiblico e morreu
antes de ter recebido o merecido reconhecimento pelo seu trabalho. Dessa forma, a des-
coberta da primeira Geometria Nao Euclidiana, a Geometria Hiperbolica, é vinculada
principalmente a Johann Boliay, Nokolai Lobachevsky e Carl Friedrich Gauss, geometria

essa que corresponderia a hipotese do angulo agudo levantada anteriormente por Saccheri.

E importante aprofundarmos no papel importante que Gauss exerceu no desen-
volvimento da Geometria Hiperboélica. Primeiramente, assim como Lambert e Saccheri,
tentou demonstrar o quinto postulado de Euclides utilizando reducao ao absurdo, mas logo
percebeu que esse postulado seria independente dos outros quatro e aceitou a existéncia
de uma geometria partindo da negacao do postulado das paralelas, isto é, admitindo que
poderiam ser tracadas mais de uma paralela a um reta por um ponto fora. Denominou
essa geometria de Anti- Fuclidiana, em seguida de Geometria Astral e por fim, Geometria

Nao Fuclidiana e considerou que a mesma poderia estar relacionada com o espago fisico.

Gauss nao publicava todas suas descobertas, pois gostava de investigar as suas
provas até que concluisse uma obra-prima sem falhas ou pouco rigor matemético, sendo
assim nao foi atribuido a ele a descoberta dessa nova geometria, mas para aqueles que

primeiro as publicaram. FEm 1824, Gauss ja constatava detalhes da sua nova geometria
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e pretendia publicé-la como é possivel perceber na carta que enviou a Franz Taurinus

(1794-1874):

“E verdade que a sua demonstracao de que a soma dos
trés angulos dum triangulo plano nao pode ser maior do
que 180° carece de rigor geométrico. Mas isto por si s6
pode ser facilmente remediado, e nao ha davida que a
impossibilidade pode ser provada rigorosamente. Mas a
situacao ¢ bastante diferente na segunda parte, a assun-
¢ao de que a soma dos angulos nao pode ser menor do
que 180°; este é o ponto critico, o recife no qual todos os
naufragios ocorrem |[...]. A assuncdo de que a soma dos
trés angulos ¢ menor que 180° conduz a uma geometria
curiosa, bastante diferente da nossa (a euclidiana), em-
bora consistente, que desenvolvi com inteira satisfacao,
de modo que eu possa resolver todos os problemas com
base nela [...]| Todos os meus esfor¢os para descobrir
uma, contradicao, uma inconsisténcia, nesta Geometria
Nao Euclidiana foram infrutiferos e a tinica coisa a que
é oposta as nossas concepgoes é que, se é verdade, deve
haver no espaco uma magnitude linear, determinada por
si mesma (mas desconhecida por nés). Mas parece-me
que nos sabemos, apesar da sabedoria da palavra de di-
zer nada dos metafisicos, bastante pouco ou quase nada
mesmo, acerca da verdadeira natureza do espaco, para
considerar absolutamente impossivel aquilo que nos pa-
rece nao natural. Se esta Geometria Nao Euclidiana
fosse verdade, e fosse possivel comparar essa constante
com tais magnitudes como encontramos nas nossas me-
di¢oes na terra e nos céus, poderia entao ser determi-
nado a posteriori. Consequentemente, em gracejo as ve-
zes expressei o desejo que a Geometria Euclidiana nao
fosse verdade, uma vez que ai terfamos a priori um pa-

drao absoluto de medigao. [...]” (Samuco, J. M. E.)[35].

Nessa carta, a “constante” que se refere Gauss seria a constante do espago, ou o

raio da esfera da geometria Esférica ou, ainda, o raio de curvatura do plano da geometria

de Lobachevsky.

Gauss recebeu em janeiro de 1832 o trabalho de J. Bolyai e escreveu a M. Bolyai,
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“...Agora uma palavra acerca do trabalho do seu filho.
Se comegar por dizer que nao posso elogia-lo ficara sur-
preso por momentos, mas nao posso fazé-lo de outro
modo. Elogia-lo seria elogiar-me, porque o conteudo do
trabalho, a abordagem que o seu filho faz, e os resulta-
dos a que chegou coincidem quase por completo com as
meditagoes que levei a cabo ha 30 ou 35 anos. De facto,
estou extremamente surpreso pelo trabalho.” (Samuco,
J. M. E. )[35].
Tais correspondéncias de Gauss indicam que pensou muito sobre o assunto das
Geometria Hiperbolica, chegou a resultados, mas acabou adiando a publicacao de seu

trabalho devido a necessidade de apresentar algo que considerasse impecavel.

A aceitacao da Geometria Hiperbolica sofreu dificuldades e foi retardada devido o
trabalho de Lobachevsky ter sido escrito em russo e o seu nome, assim como o de J. Bolyai,
serem novidade na comunidade cientifica. Entretanto, os trabalhos de Lobachevsky pu-

blicados em francés e alemao contribuiram para disseminagao dessa nova teoria.

O Jornal de Matemética na Itélia, em 1867, passou a publicar os trabalhos de
Geometria Hiperbolica e no seu sexto volume trouxe um famoso trabalho de Eugenio
Beltrami (1835-1900) intitulado “Uma tentativa de interpretacio da Geometria Nao Eu-
clidiana”. Nos outros demais volumes do Jornal era frequentemente publicados trabalhos
sobre Geometria Nao Euclidiana o que contribuiu para difusao do conhecimento dessa
nova geometria, assim como uma leva de publicagdes que aconteceram em 1868 e 1872,
alguns com foco em tornar mais simples a interpretagao dos trabalhos dos fundadores da

Geometria Hiperbodlica.

Outros matematicos como Felix Klein e Henri Poincaré, por exemplo, contribuiram
para estabelecer inquestionavelmente a independéncia do quinto postulado com demons-

tracoes relacionadas a consisténcia da hipdtese do angulo agudo.

Nao é surpresa que nenhum matemaético tenha encontrado uma contradicao ou
demonstracao para a hipétese do angulo agudo, afinal, sabe-se que a geometria construida
a partir de uma cole¢cao de axiomas acrescida da hipotese do angulo agudo é consistente,
da mesma forma que a geometria euclidiana desenvolvida a partir dos mesmos axiomas e

acrescida do quinto postulado (hipdtese do angulo reto) é consistente.
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4 Curvatura

Para entendermos as caracteristicas que fazem os seres da natureza semelhantes,
de forma aproximada, com modelos de planos hiperbolicos, que apresentam curvatura
negativa, e até mesmo entendermos os modelos, é necessario compreendermos a ideia de
curvatura. De modo simplificado, a curvatura, é utilizada para estudar curvas que nao

sao circulos nem linhas retas, medindo a falha de uma curva em ser uma linha reta.

No inicio do século XIX, o matematico alemao Carl Friedrich Gauss, comecou a
explorar a ideia de classificar superficies de acordo com sua curvatura em diferentes pon-
tos. Tal curvatura poderia ser positiva, negativa ou zero. De acordo com Taimina [22],
na década de 1820, Gauss trabalhava como agrimensor (profissional que mede, mapeia
e monitora espagos fisicos), e essa experiéncia agugou sua curiosidade em estudar a geo-
metria das superficies. Seu principal interesse era como determinar a curvatura de uma

superficie arbitraria sem precisar saber a forma dessa superficie.

Figura 7: Curvaturas

Fonte: <https://ik-ptz.ru/en/exam-tests—2014-for-physics/gde-peresckayutsya-
parallelnye-pryamye-osnovnye-ponyatiya.html>

De forma simplificada, uma curvatura gaussiana indica de que forma uma superficie
se curva na vizinhanca de um ponto. Mas, para analisarmos a curvatura da superficie

precisamos primeiro entender a curvatura da curva unidimensional.

Intuitivamente, diremos que a linha reta nao é curva, enquanto a circunferéncia
o é. Ainda, é possivel intuir que quanto maior o raio da circunferéncia menos curva

ela sera, pois podemos olhar apenas para uma regiao e parecera reta, ou ainda, que o
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circulo pequeno possui uma curva mais acentuada. Portanto, a curvatura da circunferéncia
estéd inversamente relacionada ao raio. Considerando uma circunferéncia de raio R, sua

curvatura C', serd C' = B

Agora, em uma curva suave vamos escolher um ponto P fixado e dois pontos
quaisquer P, e P, na curva de forma que P esta contido no segmento P P,. Considere
a unica circunferéncia que contém P, P e P,. A medida que os pontos P, e P, se
aproximam de P vamos obter a circunferéncia que mais se aproxima da curva e possui

mesma tangente. Tal circunferéncia é denominada circunferéncia osculante (ProloS¢ic,

V.)[30].

Figura 8: Circunferéncia osculante

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

Observe que a circunferéncia pode mudar de lado se a curva nao for constante. A
escolha de qual lado da curva representa a curvatura positiva e qual representa a curvatura
negativa é uma convencao arbitraria. Definiremos a curvatura positiva quando o circulo

osculante esta abaixo da curva e negativa quando esta acima.

Para ilustrar a curvatura em um cenéario cotidiano, vamos analisar uma paisagem.
Podemos verificar a curvatura local pelo circulo que melhor se ajustaria & curva naquele
ponto. Em uma colina, a curvatura é positiva, pois o circulo se encontra abaixo da
superficie (no solo). Ja em um vale, a curvatura é negativa, pois o circulo fica acima do

solo.
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Figura 9: Paisagem

Fonte: Autor

Dispomos, até o momento, dos elementos para determinar a curvatura de uma
superficie. De acordo com (Prolos¢i¢, V.)[30], basta selecionar um ponto qualquer S
sobre a superficie. Considere um vetor v que seja tangente a superficie em S e um vetor
n que seja normal em S. O plano que contém n e v intersecta a superficie forma uma
curva, conhecida como curva normal da superficie no ponto S na diregao de v.
Quando alteramos a dire¢ao de v, obtemos diferentes curvas normais. Focamos em duas
dessas curvas normais: uma com curvatura maxima k; e outra com curvatura minima k.
Essas curvaturas, chamadas de curvaturas principais, ocorrem em diregoes ortogonais
entre si. A curvatura gaussiana no ponto S, indicada por K, é entao definida como
o produto das curvaturas principais: K = k; - ko. Isso significa, de maneira simplificada,
que a curvatura da superficie em um ponto, pode ser determinada pelas curvaturas das

curvas unidimensionais nesse ponto.

Figura 10: Curvas principais da superficie: Sela

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>
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Outra forma de identificar a curvatura da superficie é observando somente o plano
tangente a superficie no ponto. Se a superficie estiver totalmente em um lado do plano
tangente ela sera positiva no ponto, e se o plano intersecta a superficie na regiao vizinha,
sera negativa no ponto, como podemos observar na sela acima. Note que no caso da esfera,
ela fica inteiramente em um dos semiplanos determinados pelo plano tangente, pois possui

curvatura positiva em todos os seus pontos.

Figura 11: Plano tangente a esfera

Fonte: Autor

Vamos ilustrar essa ideia em uma paisagem tridimensional. Imaginemos uma pai-
sagem ha montanhas, vale e o fundo do lago em forma de tigela. Podemos desenhar duas
curvas que se cruzam para definir um ponto no topo de uma colina e um ponto na bafa.
Em ambos os casos temos curvatura positiva, ja que positivo vezes positivo da positivo.
Mas no vale, ha uma curva positiva e uma curva negativa, logo, a curvatura da superficie

serd negativa.
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Figura 12: Curvas em uma paisagem

Fonte: Autor

Outra caracteristica que pode ser visualmente percebida é que a superficie com
curvatura positiva constante se fechara em si mesma, enquanto a superficie com curvatura

negativa constante se estendera indefinidamente (Taimina, (2018))[22].
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5 Representacoes do Plano Hiperbdlico

As propriedades e resultados de Geometria Hiperbolica sao dificeis de imaginar
e visualizar, principalmente quando se estd costumado a Geometria de Euclides. Os
conceitos e representacoes da Geometria Euclidiana, como angulo de 90° graus, linhas
retas, superficies de curvatura zero, aparecem em objetos que utilizamos diariamente
(mesa, televisao, casas e construgoes em geral). Em contrapartida, a geometria hiperboélica
lida com um tipo de espaco curvo que nao se comporta da maneira que esperamos. Esse
comportamento vai contra nossa intuicao visual, pois nao nos foi apresentada no mundo
fisico que experimentamos diretamente o que a torna dificil de imaginar e abstrair. A
geometria hiperbdlica também ¢é mais dificil de representar em duas dimensoes, o que

exige construgoes mais elaboradas.

A dificuldade de imaginar as propriedades da geometria hiperbodlica levou a criagao
de modelos visuais que traduzem essas propriedades para algo mais proximo do que con-
seguimos visualizar. Esses modelos ajudam a abstrair e entender essa geometria, mesmo

que ela nao se comporte como o espago plano da geometria euclidiana.

Neste capitulo, buscaremos superar esse obstéculo, apresentando os modelos mate-
méaticos (modelos do sistema axiomético hiperbolico) e fisicos do plano hiperbolico. Ainda,
esses modelos, construidos por matematicos, serviré de suporte teérico para identificar as
caracteristicas do plano hiperbodlico na natureza. Afinal, ao buscarmos representacoes
no nosso mundo de superficies com caracteristicas que lembram a geometria hiperbélica,
possibilitamos a visualizacao os conceitos basicos que tornam a abstracao menos dificil,
proporcionando um ponto de referéncia mais préximo da nossa realidade e, consequente-

mente, tornam a aprendizagem significativa.

A rigor, a Geometria Hiperbolica é um sistema axiomético consistente e, assim, um
modelo para esses sistema serd um conjunto de relagoes e objetos definidos para atender a
termos primitivos do sistema e satisfazer os axiomas. Sendo assim, ao construirmos toda
a teoria (proposigoes e teoremas) a partir desses axiomas, esses resultados também serao

verdadeiros no modelo.

Considerando as limitagdes da geometria euclidiana em relagao a geometria hi-

perbolica, é natural que, ao adaptar conceitos hiperbdlicos para o contexto euclidiano,
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algumas propriedades precisem ser ajustadas. Dessa forma, hé diferentes modelos que

preservam distintas caracteristicas da estrutura hiperbdlica.

Alguns desses modelos possuem propriedades proprias, que nao sao necessaria-
mente parte da teoria da geometria hiperbdlica. De acordo com Prolos¢i¢, V. [30], Se
uma caracteristica existe na teoria, ela deve ser mantida no modelo, mas o contrario nem
sempre ocorre. Por isso, nao é correto afirmar que um modelo especifico é, de fato, um

plano hiperbdlico ele representa apenas uma interpretacao do plano.

5.1 Modelo de Beltrami

Ao longo do tempo, varios matemaéticos se concentraram em estudar o conceito de
curvatura constante negativa. Em 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
apresentou uma palestra sobre os fundamentos da geometria, onde surgiu uma pergunta
importante: “Existe alguma superficie no espaco tridimensional com curvatura negativa
constante?” (Taimina, D.)[22]. A resposta levou a nogao do que hoje conhecemos como

o Plano Hiperbolico.

Em 1868, o matematico italiano Eugenio Beltrami (1835-1900) apresentou o pri-
meiro modelo, com o objetivo de divulgar a nova geometria e dar significado a nova
descoberta. O modelo de Beltrami é uma superficie que foi intitulada “Pseudoesfera”. Tal
superficie ja era conhecida pelos matematicos da época, mas Beltrami foi o responsével

por relacionar a Pseudoesfera com a geometria hiperbolica [30].

Figura 13: Modelos Originais de Beltrami

Fonte: Departamento de Matemaética. Universidade de Pavia, Italia
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A Pseudoesfera pode ser obtida a partir da rotagao de uma curva denominada “trac-
triz” em torno da sua assintota. Essa curva pode ser imaginada da seguinte forma: Um
homem andando com seu cao na coleira, porém o cachorro esta resistindo a acompanhé-lo.
O homem esta no ponto S, [ ¢ o caminho que estao fazendo e o ponto P sera o cachorro.
Pela resisténcia do cachorro, a coleira ficara esticada e serd o segmento PS. A caminhada
inicia com a coleira PS perpendicular ao caminho [ e conforme o homem caminho o ca-
chorro resistindo formaré a curva que chamamos de tractriz, que também é conhecida

como “Caminho do Cao obstinado” (Prolosci¢, V.)[30].

Figura 14: Tractriz
}}

S l
Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

Pelos conhecimentos de curvatura no capitulo anterior sabemos que a Pseudoesfera
se trata de uma superficie de curvatura gaussiana negativa constante. Mas ainda precisa-
mos definir o que sao pontos, linhas e planos dentro deste modelo. O plano é interpretado
como a propria superficie; pontos sao definidos como pontos na superficie, enquanto as
linhas correspondem as geodésicas da superficie. O que denominamos por geodésica,
representa o caminho mais curto entre dois pontos na superficie. Por exemplo, na esfera,
as geodésicas sao os grandes circulos. Ja na pseudoesfera, ha trés tipos distintos de ge-
odésicas: a tractrix, o circulo e a tractrix rotativa, esta tltima podendo ser visualizada

como uma curva que se enrola ao redor da pseudoesfera vérias vezes.

De acordo com (Prolosci¢, V.)[30], a pseudoesfera nao representa um modelo com-
pleto da geometria hiperbélica. Um dos problemas estd em sua borda: como a tractrix,
que usamos para descrevé-la, comega em um ponto especifico, a pseudoesfera possui uma
borda circular em uma de suas extremidades, o que impede que as geodésicas se estendam
infinitamente em ambas as direcoes. E possivel pontuar alguns outros problemas, mas

vamos resumir utilizando um resultado publicado por David Hilbert em 1901.
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Figura 15: Pseudoesfera

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

Hilbert provou que nao existe uma superficie regular e completa com curvatura
negativa constante que possa ser imersa no espago euclidiano tridimensional. Isso significa
que a pseudoesfera nao pode ser entendida como modelo para todo o plano hiperbélico,

mas apenas para uma parte dele.

Apesar de suas limitagoes, a pseudoesfera desempenha um papel histérico fun-
damental no desenvolvimento da geometria hiperboélica. Ela permitiu grandes avangos
na compreensao dos conceitos e relagoes exclusivos desse plano e abriu caminho para a

criacao de outros modelos para a geometria hiperbolica.

Figura 16: Pseudoesfera - Foto Original

Fonte: <http://www-dimat.unipv.it/cornalba/lezioni/beltrami.pdf>
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5.2 Modelo de Beltrami-Klein

Em 1868, no mesmo artigo que publicou sobre a Pseudoesfera, Beltrami apresentou
um modelo em forma de disco. Em 1971, esse modelo foi aprimorado pelo matematico

Felix Klein (Prolosci¢, V.) [30].

O modelo de Beltrami-Klein, consiste em fixarmos um disco no plano euclidiano,
chamado de Disco Absoluto. O plano hiperbélico é formado pelo pontos euclidianos no
interior do disco e sem a borda. Os pontos da borda do disco sao chamados Pontos Ideais

(pontos no infinito). Fora do disco, os pontos chamados Ultra-ideais.

Figura 17: Plano e retas no modelo de Beltrami-Klein

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

As retas sao cordas sem as extremidades e cada uma delas se relaciona com dois
pontos ideais. Isso ocorre porque interpretamos a linha hiperbodlica neste modelo como
parte de uma linha euclidiana que se encontra dentro do circulo absoluto, entao fica claro
que, para quaisquer dois pontos no circulo, existe uma tnica linha hiperboélica que os

conecta.

Ainda, é necessario pensar como essas retas podem ser infinitas se estao dentro
do disco. Fica dificil de imaginar que essas cordas possam ser maiores que o diametro do
disco. A questao é que a distancia dentro desse modelo é medida de forma diferente do

euclidiano.

A ideia de distancia pode ser ilustrada da seguinte forma: Um homem bidimen-
sional que mora no disco decide fazer uma caminhada. Um observador de fora do disco

percebera que o homem esta diminuindo a medida que se aproxima da borda do disco,
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no entanto, quando o homem dentro do disco mede sua altura, nada mudou de quando
iniciou a caminhada. Essa ideia é parecida com o conceito de limite, e da mesma forma,

nao importa o quanto ele caminhe, jamais alcancara a borda.

Figura 18: Distancia no disco de Beltramini-Klein

il ——

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

O disco de Beltrami-Klein mantém a “retidao” das linhas euclidianas, mas isso
vem com algumas implicagoes. Se medirmos os angulos de um triangulo nesse disco da

maneira euclidiana dara dois 180°, o que nao ¢é ideal para a geometria hiperbdlica.
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5.3 Modelo de Poincaré

Em 1882, o matemético francés Henri Poincaré (1854-1912) investigou dois mo-
delos de geometria hiperbdlica que hoje levam seu nome: o disco de Poincaré e o
modelo do Semi-Plano de Poincaré. Inicialmente, vamos focar no modelo do disco,
que surge de maneira natural apés o disco de Beltrami-Klein, com o qual compartilha
varias semelhancas. No entanto, embora sejam parecidos, o disco de Poincaré apresenta
uma vantagem significativa em relagao ao disco de Beltrami-Klein: ele preserva os angulos
euclidianos. Em outras palavras, o angulo hiperbolico entre duas linhas que se cruzam no
disco de Poincaré é idéntico ao angulo euclidiano entre essas mesmas linhas. Isso torna o
modelo de Poincaré mais ttil e nos permite vé-lo como uma versao aprimorada do disco

de Beltrami-Klein (Proloséi¢, V. [30]).

Em ambos os modelos, o plano hiperbdlico e seus pontos sao representados de ma-
neira semelhante. O plano hiperbélico reside dentro de um disco fixo no plano euclidiano.
Os pontos hiperbolicos sao os pontos euclidianos situados dentro desse disco, enquanto
os pontos na borda do disco sdao chamados de Pontos Ideais e aqueles fora do circulo
sao considerados Pontos Ultra-Ideais. A principal diferenca entre os dois modelos esta
na defini¢ao das retas, o que determina a distingao fundamental entre o disco de Poincaré

e o de Beltrami-Klein.

Figura 19: Disco de Poincaré

o -

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

No disco de Poincaré, existem dois tipos de retas: a reta pode ser um didmetro
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euclidiano do disco absoluto ou um arco de uma circunferéncia que seja ortogonal a borda
do disco. Os pontos finais no limite do circulo nao fazem parte da reta. Vale destacar
que um didmetro do disco também se encontra com a borda em angulos retos e pode ser

interpretado como um arco de um circulo de raio infinito.

De acordo com Agustini [1], usando os axiomas de ordem de Hilbert, uma reta
deve ter comprimento infinito. Isso significa que nao podemos usar a métrica euclidiana,
j& que, segundo essa métrica, arcos de circulo ou diametros possuem comprimentos finitos.
Portanto, precisamos usar outro tipo de métrica para que as retas e semirretas hiperbodlicas

possam ter comprimento infinito.

Figura 20: Distancia no Disco de Poincaré

ammm—————
- -
- ——-

Fonte: Autor

Consideremos um segmento hiperbolico AB e sejam C' e D os pontos do disco que
representam as “extremidades” da reta hiperbolica que contém o segmento AB. Definimos
a distancia hiperbdlica dp (A, B), que é a distancia entre os pontos A e B no disco,
ou o comprimento hiperbolico do segmento AB no disco D’, como sendo a aplicacao

dp : D' x D' — R dada por

AC -BD

dp(A,B) =In (AD : BC) ,

onde AD, BC, AC e BD sao os comprimentos euclidianos. O logaritmando acima ¢é
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conhecido como razao cruzada e é sempre maior ou igual a 1 (a igualdade ocorre quando

A = B), o que garante que dp/ (A, B) > 0.

Ao contrario do comprimento hiperbélico no disco, que é diferente do comprimento
euclidiano, a medida do angulo hiperbélico coincide com a medida do angulo euclidiano,
no entanto, é necessario utilizarmos retas tangentes. Isso significa que, se duas retas
hiperbodlicas r e s se encontram em A, os quatro angulos formados por essas retas terao
medidas iguais as dos angulos formados pelas retas euclidianas r’ e s’, que sdo tangentes

aresem A.

Figura 21: Medida de Angulo no Disco de Poincaré

Fonte: Autor

A geometria hiperbodlica, em particular o disco de Poincaré, despertou interesse
nao s6 entre matematicos, mas também de um artista renomado. Em 1958, um dos mais
importantes foi o artista grafico holandés Maurits Cornelis Escher (1898-1972), inspirado
pelo modelo do disco de Poincaré, criou Circle Limit I, a primeira de uma série de quatro
obras chamada Curcle Limit. Nela, ele desenvolve padroes que se repetem infinitamente
dentro de um disco. A semelhanca entre Circle Limit I e o disco de Poincaré é evidente.
Ao seguir as linhas dos espinhos dos peixes, é possivel desenhar uma linha reta euclidiana
que passa pelo centro do disco ou um arco de um circulo ortogonal ao limite. Embora
os peixes diminuam & medida que se aproximam da borda, todos tém o mesmo tamanho,

tanto os brancos quanto os pretos (Prolos¢i¢, V. (2021)[30]).

Em 1959, Escher revisitou a obra, tornando-a mais refinada. A nova versao, cha-
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Figura 22: Circle Limit I - Escher

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

mada Chrcle Limat 111, mostra uma linha branca conectando as espinhas dorsais dos peixes
da mesma cor, criando um efeito de movimento sequencial entre os peixes, que nadam de
cabeca para cauda em uma dire¢ao tinica. Embora esta versao seja mais esteticamente
atraente do que Circle Limit I, uma observagao cuidadosa revela que as linhas brancas nao
formam angulos retos com a borda do disco, o que indica que nao sao linhas hiperbdlicas.

No entanto, isso nao diminui o valor artistico de Escher (Prolosci¢, V. (2021)[30]).

Figura 23: Circle Limit III - Escher

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

Entre os modelos de geometria hiperbolica, o disco de Poincaré se destaca por
sua capacidade de ilustrar de forma clara diversos objetos geométricos. Sendo assim,

utilizaremos esse modelo para demonstrar resultados de geometria hiperbdlica.
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5.3.1 Resultados de Geometria Hiperbdlica no Disco de Poincaré

Os resultados aqui apresentados foram demonstrados com base no livro Introduc¢ao
a Geometria Hiperbdlica Plana - Edson Agustini, (2022)[1]. Primeiros demonstraremos

alguns resultados de Geometria Euclidiana:

Axioma 2 Axioma de Pasch: Sejam A, B e C trés pontos nao colineares e v uma
reta no plano determinado por A, B e C que nao passa por nenhum desses pontos, mas

que intersecta o segmento AC, entdao r intersecta o segmento AB ou o segmento BC.

Figura 24: Axioma de Pasch

A

Fonte: Autor

Teorema 3 (Proposicio I.16 - Livro 1 de “Os Elementos”): Teorema do Angulo Externo.
Em qualquer tridngulo, se um dos seus lados for estendido, o dngulo externo gerado serd
sempre maior do que qualquer um dos dngulos internos que nao compartilham o mesmo

vértice.

Demonstracao:

Considere o tridangulo ABC' e prolonguemos o lado BC' até um ponto F', de modo
que C esteja entre B e F. Considere o ponto D como sendo o ponto médio do lado AC

e I/ um ponto no prolongamento do segmento BD tal que BD = DFE.

Os triangulos ABD e CDFE sao congruentes pelo caso LAL (Lado-/ingulo-Lado ).
De fato, observe que AD = DC pelo ponto médio, BD = DFE por construcao e ADB =

CDEFE por serem angulos opostos pelo mesmo vértice.
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Figura 25: Desenho suporte para a demonstracdo do Teorema do Angulo Externo

A E

B C
Fonte: Autor

Da congruéncia dos triangulos, segue que BAC = ACE.

No entanto,

m(ACF) = m(ACE) + m(ECF) = m(ACE) < m(ACF)

~

Portanto, m(BAC) < m(ACF), como queriamos demonstrar. Analogo para ABC.
U

Proposigao 4 Sejam ABC um tridngulo e r uma reta que passa por A e por uwm ponto

interior ao triangulo ABC. Entdao, a reta r intersecta o lado BC' do tridngulo.

Demonstracao:

Note que r nao pode intersectar AB ou AC' em outro ponto distinto de A, pois
haveriam dois pontos distintos pertencentes a reta e aos segmentos e, dessa forma, r
deveria conter AB ou AC' e, portanto, r nao passaria pelo ponto, que chamaremos de I,

no interior do triangulo ABC.

Sejam s a reta que contém o lado AB e D € s de modo que A esteja entre B e
D. Chamando de  a medida do angulo [ AB e de a a medida do angulo interno A do
triangulo ABC. Como r passa por I, segue que [ < «, o que significa que a reta r nao

possui pontos interiores ao triangulo DAC' e, portanto, r nao intersecta DC'.

A reta r intersecta o triangulo DBC no ponto A € BD. Pelo Axzioma de Pasch, r
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Figura 26: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 3

Fonte: Autor

deve intersectar BC' ou DC'. Mas ja provamos que r nao intersecta DC', logo 7 intersecta

BC', como queriamos demonstrar.
OJ

Os resultados de Geometria Hiperbolica sao construidos a partir do seguinte sis-

tema axiomatico:

1. Axiomas de Incidéncia

e Dois pontos distintos determinam uma reta.

e A reta que passa por dois pontos distintos é tnica.

e Trés pontos nao colineares determinam um plano.

e O plano que passa por trés pontos nao colineares é tnico.

e Uma reta que possui dois pontos distintos em um plano esta contida nesse

plano.

e A interse¢do de dois planos distintos que tém um ponto em comum possui

necessariamente outro ponto em comum.

e Em uma reta existem pelo menos dois pontos. Em um plano existem pelo
menos trés pontos nao colineares. No espaco existem pelo menos quatro pontos

nao coplanares.
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2. Axiomas de Ordem

e Se o0 ponto B esta entre os pontos distintos A e C, entao B também esta entre

C e A, e sao trés pontos distintos colineares.

e Se A e C sao dois pontos distintos de uma reta, entao existe pelo menos um
ponto B entre A e C' e existe pelo menos um ponto D tal que C esté entre A

e D.

e De quaisquer trés pontos distintos de uma reta, sempre havera um, e somente

um, que esté entre os outros dois.

e (Azioma de Pasch) Sejam A, B e C trés pontos nao colineares e r uma reta
no plano determinado por A, B e C' que nao passa por nenhum desses pontos
mas que intersecta o segmento AC, entao r intersecta o segmento BC. ou o

segmento AB.

3. Axiomas de Congruéncia

e Se A e B sao dois pontos distintos e A’ é a origem da semirreta s, entao existe
um unico ponto B’ distinto de A" em s tal que o segmento AB é congruente ao

segmento A’B’. Além disso, todo segmento é congruente a si mesmo.

e Se o segmento AB ¢é congruente ao segmento C'D e ao segmento EF', entao o

segmento C'D é congruente ao segmento FF (transitividade).

e Sejam AB e BC segmentos em uma reta r com apenas B em comum. Além
disso, seja A’B’ e B'C' segmentos em uma reta r’ com apenas B’ em comum.
Se o segmento AB for congruente ao segmento A’B’ e o segmento BC' for

el x 2
congruente ao segmento B’'C" | entao o segmento AC' é congruente ao segmento
A'CY

e Sejam um semiplano o e um angulo A. Tomemos uma semirreta s com origem
em B contida na reta que determina o semiplano o. Entao, existe apenas um
angulo B com lado em s contido no semiplano ¢ e congruente ao angulo A.

Além disso, todo angulo é congruente a si mesmo.

e Se o angulo A é congruente ao angulo B e ao angulo C', entao o angulo B é

congruente ao angulo C (transitividade).
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e Dados dois triangulos ABC' e EFG, se AB é congruente a EF'; AC' é congru-
ente a FG e o angulo Ae congruente a E, entdo os triangulos ABC' e EFG

sao congruentes (caso LAL).
4. Axiomas de Continuidade

e Axioma de Arquimedes: Sejam AB e C'D dois segmentos. Entao, existe
um numero finito e distinto de pontos Ay, As, As, ..., A, na reta que passa por
A e B, tal que os segmentos AA;, A1 As, AsAs, ..., A, 1A, sao congruentes a
CD e o ponto B esta entre A e A,.

e Axioma de Dedekind: Suponha que o conjunto de todos os pontos de uma
reta r estd na uniao dos conjuntos nao vazios C; e Cy. Suponha ainda que
nenhum ponto de C esté entre dois pontos de (5 e vice-versa. Entao, existe
um tunico ponto O de C; ou Cy entre quaisquer P, € C, e P, € Cy com O
diferente de P; ou Ps.

Postulado de Lobachewsky: “Por um ponto nao pertencente a uma reta dada,

podem ser tracadas pelo menos duas retas distintas que nao intersectam a reta dada’.

Figura 27: Postulado de Lobachewsky

Fonte: Autor

Proposicao 5 Sejam r uma reta e P um ponto nao pertencente a r. FEntdo, existem

infinitas retas que passam por P e nao intersectam r.
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Demonstracao:

De acordo com o Postulado de Lobachewsky, existem duas retas s e s’ passando

por P, de forma que sNr =0 e s’ Nr = (. Considere:

1. @ € r o pé da perpendicular PQ.

2. «a e [ os angulos de vértice P, formados com PQ e s e, PQ e s’ em um mesmo

semiplano.
3. Sem perda de generalidade que o < 5 (ja que s e s’ sdo distintas.)
4. R um ponto no interior do angulo [ e seja QPR = ~v de modo que a < v < f3.

5. Seja s” uma reta passando por P e R, ou seja, s” é distintas de s e s'.

Figura 28: Desenho suporte para a demonstracao da Proposigao 5

!

Fonte: Autor

Vamos provar que s” ndo intersecta r. De fato, suponha por absurdo que s”"Nr = A,
formando o triangulo PQA. Entao a reta s que passa pelo ponto P entra no tridngulo e

pela Proposicao 4 a reta s intersectaria r o que é uma contradicao. Analogo para a reta

s
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Figura 29: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 5

Fonte: Autor

Logo, " é paralela a r. Consequentemente, como existem infinitos Angulos v em

R entre « e § para infinitos pontos R temos infinitas retas s” paralelas a r.

Proposicao 6 Sejam r uma reta e P um ponto nao pertencente a r. Teremos:

e (C: conjunto das retas que passam por P e nao intersectam r;

e (C5: conjunto das retas que passam por P e intersectam r.

Entao, existem exatamente duas retas distintas s e s' de Cy que determinam no plano

hiperbolico dois pares S7 e Sy de setores angulares opostos pelo vértice P, de tal modo que
01281 €CQCSQ.

Demonstracao:

Considere ) um ponto de r e PQ) perpendicular a r em Q).

Seja a reta m passando por P e perpendicular a P() e, portanto, nao intersecta r.

Considere A e B pontos de m, tal que P esteja entre A e B.

Analisando o triangulo AQ B, pelo Azioma de Pasch, toda reta e passa por P corta

o segmento AQ) ou o segmento BQ).
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Vamos analisar as retas que cortam o segmento A(Q). Cada ponto desse segmento

representa uma reta que o corta. Tais pontos podem ser divididos em duas classes:

1. O conjunto C; pontos que representam as retas que nao intersectam r.

2. O conjunto Cy pontos que representam as retas que intersectam r.

Inicialmente, sabemos que os conjuntos C e Cy sao disjuntos e que A € C e Q € (.
Vamos provar que se C' € (5 entao CQ C Cs.

De fato, considere C’ € r e que faz parte da reta que passa por P e C. Considere
o ponto D entre C e (). A reta que passa por P e D entra no triangulo PC’Q pelo vértice
P, assim pela Proposicao 4, ela corta o lado C'Q) C r. Portanto, todo ponto no segmento
C'@Q representa uma reta que intersecta r. Analogo para pontos que estejam no conjunto

C1, ou seja, se C' € (] entao AC C (.

Figura 30: Desenho suporte para a demonstragao da Proposicao 6

Fonte: Autor

Usando o Azioma de Dedekind, sabemos que existe somente um ponto S € AQ

que separa os conjuntos C; e Cy, basta concluirmos que se S estd em C ou Cs.

Se S € (5 entao a reta que passa por PS intersecta r em um ponto S’ e tomemos
um ponto S” de modo que S’ esteja entre S” e (). A reta que passa em P e S” intersectara
AQ em um ponto F' de modo que F' ¢ SQ. Assim, F' € C5 e S estéa entre F' e (), ambos
pontos de Cs, o que é uma contradi¢gao, uma vez que S é o ponto de separagao. Logo

S e .
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Figura 31: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 6

Cc

Fonte: Autor

Anélogo pode ser feito no segmento B(Q).

Definicao 1 A reta que passa por S € denominada Paralela a r em P e as demais

retas que nao intersectam r sao denominadas Hiperparalelas a r em P.

Definicao 2 Tridngulos Generalizados sao figuras geométricas formadas por semirretas
que possui um ou mais vértices sendo pontos ideais. Os pontos ideais serao simbolizados

pela letra w. Os vértices ideais formarao dngulo nulo.

Proposigao 7 Se uma reta r entra em um tridngulo generalizado ABS) passando por um

de seus vértices, entdo r intersecta o lado do tridngulo generalizado oposto a esse vértice.

Demonstracao:

Considere a reta r entrando em ABS) pelo vértice A. Seja AQ) perpendicular a

reta BG em Q e m(QAQ) = .

Vamos analisar alguns casos:
1. Se a medida de BAQ < a, entdo, pela Proposicao 4, temos r N BQ # 0 .
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Figura 32: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 7

Fonte: Autor

2. Se a medida de BAQ > «, teremos outros casos para analisar:

e Se r entra em AQSY, entao, pela Proposicao 4, temos r N Q) # ().
e Se r entra em ABQ), entao, pela Proposicao 4, temos r N BQ # 0.

e Se r contém @, entdo r N BN = {Q} # 0.

Agora, se r entra em ABS) pelo vértice €, e, consideremos um ponto P € 7 no

interior do triangulo ABS2, Logo, jﬁ intersecta B{) em um ponto C'.

Dessa forma, a reta r entra no triangulo ABC e Pelo Axioma de Pasch, r corta

AB ou BC.

A reta r nao corta BC. De fato, se r cortasse BC, entao possuiriam um ponto de

intersecao e o ponto ideal w em comum. Logo, pelo axioma de incidéncia r = ﬁ
Concluimos entao que r N AB # ().

O

Proposicao 8 Se uma reta r entra em um tridngulo generalizado ABSQ intersectando um
de seus lados, mas nao passando por nenhum de seus vértices, entao r intersecta um dos

outros dois lados do tridngulo generalizado.
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Figura 33: Desenho suporte para a demonstracao da Proposi¢ao 7

Fonte: Autor

Demonstracao:
Se a reta r entra no triangulo generalizado ABS2 por A€}, entao r N AQ = C.

Figura 34: Desenho suporte para a demonstracao da Proposigao 8

Fonte: Autor

Temos dois casos a considerar:

1. Se r entra em BCSQ, pela Proposicao 7, temos que r N BQ £ ().

2. Se r entra em ABC, pela Proposicao 7, entao r N AB # ().
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Observacao: r nao contém BC, pois, caso contrario, teriamos que B € r, o que

¢ uma contradicao com a hipotese inicial.

Ainda, se r entra no triangulo ABS) por AB, entao temos outros dois casos:

Figura 35: Desenho suporte para a demonstracao da Proposigao 8

Fonte: Autor

1. Se r entra em ACSQ, aplicando proposicao anterior, temos que r N A # ().

2. Se r entra em BCY), pela proposicao anterior, temos que r N BQ # (.

Portanto, r intersecta um dos lados do triangulo generalizado.

O

Teorema 9 (Teorema do Angulo Externo para Tridngulos Generalizados) Um
dangulo externo de um tridngulo generalizado € sempre maior do que o dngulo interno que

nao lhe seja adjacente.

Demonstracao:

Inicialmente, é importante pontuar que o dngulo externo de um triangulo genera-
lizado é sempre nao nulo. Entao, ele € maior que o angulo nulo dos vértices ideais. Basta

mostrarmos que no triangulo ABS), o angulo externo em B é maior do que o angulo em
A
Consideremos a semirreta ﬁ Temos trés possibilidades para ﬁ:
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(i) A reta ﬁ entra no triangulo ABSQ pelo vértice B, isso implica que B?ﬂﬁ ={C}
pela Proposigao 7. Consideremos um tridangulo ABC' com um angulo externo o e um
angulo interno nao adjacente também igual a a. Esse cenario leva a uma contradicao

com o Teorema do Angulo Externo.

(ii) A reta BD coincide com o lado BS} do triangulo ABS). Nesta situacao, vamos
considerar M o ponto médio de AB, N o pé da perpendicular de M sobre a reta

ﬁ, el e ﬁ tal que LA = BN. Para o ponto L, existem trés situacoes possiveis:

(1) Caso N coincida com B, entdo L sera igual a A, e o angulo « sera reto.
Isso resultaria em um angulo de paralelismo reto, no entanto todo angulo de

paralelismo sera agudo.

(2) Se N estiver localizado entre B e €2, escolhemos L de forma que A se situe

entre L e € (como mostrado na terceira figura abaixo).

(3) Caso N esteja tal que B fique entre N e , tomamos L como sendo o ponto
entre A e Q. Os casos (2) e (3) s@o anélogos. Pelo critério de congruéncia de
tridngulos LAL, temos BNM = ALM. Portanto, os pontos L, M e N sao
colineares, e ML ¢é perpendicular a reta zﬁ Essa configuracao novamente
leva a uma contradicao com o fato do angulo de paralelismo ser agudo, pois

resultaria em um angulo de paralelismo reto.

Concluimos, portanto, que a situac¢ao (ii) nao pode ocorrer.

Figura 36: Desenho suporte para a demonstracao do Teorema 9

Fonte: Introducao a Geometria Hiperbolica Plana - Edson Agustini

(iii) A reta BD divide um angulo externo do triangulo ABQ (como ilustrado na quarta

figura acima).
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Portanto, em todos os casos provamos a validade do resultado do Teorema do

angulo externo para triangulos generalizados. 0

Proposicao 10 (Caso “lado-dngulo” (LA) de congruéncia para triégngulos ge-
neralizados) Sejam ABS) e A'B'Q) triangulos generalizados. Se AB = A'B’ e A= 2’,
entao ABQ) = A'B'QY.

Demonstracao:

Devemos mostrar que B = B’ e poderemos assumir a congruéncia usando o caso
ALA ja conhecido. Vamos supor inicialmente que B > B’ = ’. Considere C' no interior

de ABQ de modo que ABC = A'B'QY = §.

Figura 37: Desenho suporte para a demonstracao da Proposi¢ao 10

Fonte: Autor

Entao, a semirreta ﬁ intersecta o lado A2 do triangulo ABS) em um ponto D.

Assim, temos:
ABD=ABQY =3 (1)

Seja D' € A'QY tal que AD = A’D’. Como AB = A’B’ e ="' por hipotese, entao

ABD = A'B'D’, pelo caso de congruéncia de triangulos LAL juntamente com (1), temos
ABD = ABY =7,
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_— . ST 4 . 5
o que ¢ uma contradicdo, uma vez que a semirreta B’D’ divide o angulo A’B’Q) e, conse-
quentemente, A'B'D’ < A'B'Y.

A A~

Portanto, B = B'.
O
Proposicao 11 (Caso “dngulo-dngulo” (AA) de congruéncia para tridngulos
generalizados) Sejam ABQ) e A'B'QY triangulos generalizados. Se A=A eB = E\/,
entao ABQ) = A'B'CY.
Demonstracao:

Nosso objetivo sera mostrar que AB = A’'B’ para usar o caso ALA ja conhecido
da Geometria Euclidiana.

Figura 38: Desenho suporte para a demonstragao da proposicao 11

Fonte: Introducao a Geometria Hiperbolica Plana - Edson Agustini

Suponhamos, para fins de contradicao, que AB > A'B’. Seja C € AB tal que

AC = A'B’. De acordo com o caso de congruéncia LA para triangulos generalizados

A

demonstrado anteriormente, temos que ACQ2 = A'B'Q). Assim, concluimos que C =

B = B, o que implica que

ACQ = CBQ,

o que gera uma contradi¢ao com o Teorema do Angulo Externo para Tridngulos Genera-

lizados, ja que ACQ 6o angulo externo do triangulo generalizado BC).

Portanto, devemos ter AB = A’B’, como desejado. O
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Proposicao 12 A soma dos dngulos internos de um tridngulo ordindrio € menor do que

dois retos.

Demonstracao:

Suponhamos que exista um triangulo ordinério cuja soma de angulos internos seja
igual a dois retos. Pela Segunda Proposi¢ao de Legendre (Se eziste um tridngulo cuja
soma dos dngulos internos € igual a 7™ radianos, entao a soma dos dngulos internos de
qualquer tridngulo € igual a ™ radianos.), concluimos que todos os tridngulos ordinarios
possuirao soma de angulos internos igual a dois retos, que é precisamente o equivalente

ao Axioma das Paralelas de Euclides ja provado.

Assim, chegamos a uma contradi¢ao com o fato de que tal axioma nao vale na Ge-
ometria Hiperbodlica e, portanto, todo triangulo ordinario possui soma de angulos internos

menor do que dois retos.

U

Proposigao 13 A soma dos dngulos internos de um tridngulo generalizado é menor do

que dois dngulos retos.

Demonstracao:
Podemos dividir em trés casos:
12 caso: Triangulo generalizado AB().

Sem perda de generalidade, vamos supor que A>Be m(f?) = 3. Consideremos

a altura relativa ao vértice A e chamemos de C' o ponto onde a altura intersecta o lado

BS.

De um lado, temos o triangulo retangulo ordinario ABC', e, de outro, o triangulo
retangulo generalizado ACS). Definimos ainda a = o’ + o”. A partir disso, temos as

seguintes desigualdades:

T
<_
a+ 5

. A m A ~
Pois um dos angulos mede 5 logo a soma dos outros dois angulos nao pode exceder essa
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Figura 39: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 13

Fonte: Autor

medida e,

T
o’ < 5 ¢ o angulo de paralelismo e portanto é agudo),

e sabemos que 2 é nulo por definicao. Assim, podemos deduzir que o/ + " + 8 < 7.

Como o + " = a, concluimos que:

a+pB<m.

22 caso: Triangulo generalizado A€,

—

Por defini¢ao, os angulos nos pontos 2; e {2, sao nulos. Note que as semirretas A€y
e Ay sao paralelas ao lado 21§25, & esquerda e a direita, respectivamente, e tracarmos
a perpendicular do ponto A até a reta §2192, 0 que nos permite utilizar o angulo de

paralelismo. Sabemos que os angulos de paralelismo sao agudos, logo, podemos afirmar

que:

o +d" =a<mT.
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Figura 40: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 13

Fonte: Autor

32 caso: Triangulo generalizado ;,€)3.

E imediato que a soma dos angulos desse triangulo seja menor que 7 radianos,

pois, por defini¢ao, os trés angulos sao nulos, o que resulta em uma soma igual a zero.

[l

Quadrilateros

Definicao 3 Consideremos um quadrilatero convexro ABCD, que € denominado Qua-
drildtero de Saccheri com base AB, topo DC' e laterais AD e BC quando os lados

laterais sao congruentes e perpendiculares a base, ou seja,

AD=BC, AD L AB e BC L AB.

Definicao 4 Um quadrildtero é dito Quadrildtero de Lambert quando possuir trés

dangulos internos retos.
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Figura 41: Quadrilatero de Saccheri

Fonte: Autor

Figura 42: Quadrilatero de Lambert

Fonte: Autor

Proposicao 14 O segmento ligando os pontos médios da base e do topo de um quadrild-

tero de Sacchert ABCD é perpendicular a esses lados. Além disso, os dngulos do topo C

e D' sao congruentes e agudos.

Demonstracao:

Sejam M e N os pontos médios do topo e da base, respectivamente. Usando o

caso de congruéncia de triangulos LAL, temos:

ADN =BCN = DN = NC.
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Aplicando o caso de congruéncia LLL, obtemos:

DNM =CNM = NM 1L DC.

Além disso, como

AND=BNC e DNM=CNM = NM L AB,

também temos que

ADN=BCN e NDM=NCM = D=C.

Figura 43: Desenho suporte para a demonstracao da Proposicao 14

Fonte: Autor

Quanto aos angulos do topo serem agudos, podemos usar a Primeira Proposicao de
Legendre, a soma dos angulos internos de um tridangulo é menor ou igual a 7. Consideremos
os tridangulos ABD e BDC', se a soma dos angulos internos de algum desses triangulos fosse
exatamente igual a 7 radianos, pela Segunda Proposicao de Legendre, isso implicaria que
todos os triangulos teriam a soma dos angulos internos igual a 7 radianos, o que levaria ao

5° Postulado de Euclides, o que contradiz o Postulado de Lobachewsky. Portanto, a soma
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dos angulos internos dos triangulos ABD e BDC' é estritamente menor que 7. Assim,

temos:

m(D)+m(C) <7 = m(D)<

| N

Como desejado.

Proposicao 15 O dngulo interno nao conhecido de um Quadrildtero de Lambert é agudo.

Demonstracao:

E possivel dividir um quadrilédtero arbitrario em dois triangulos. De acordo com a
Primeira Proposi¢ao de Legendre, a soma dos angulos internos de cada triangulo resultante

dessa decomposicao ¢, no maximo, igual a 7 radianos.

Se por acaso um dos triangulos tivesse a soma dos angulos internos igual exata-
mente a 7 radianos, a Segunda Proposicao de Legendre nos levaria a conclusao de que
todos os triangulos teriam a soma dos angulos internos igual a 7 radianos. Isso impli-
caria a aceitacao do 5° Postulado de Euclides, o qual é incompativel com o Postulado
de Lobachewsky. Portanto, concluimos que a soma dos angulos internos de cada um dos

triangulos que formam o Quadrilatero de Lambert é estritamente menor que 7 radianos.

Com isso, o angulo desconhecido do quadrilatero deve ser um angulo agudo.

5.4 Modelo do Semi-Plano de Poincaré

O modelo do semiplano de Poincaré é uma representacao do plano hiperbélico no
qual usamos o semiplano superior do plano euclidiano, ou seja, a regiao acima de uma reta
horizontal. A reta horizontal, chamada reta absoluta, serve como uma espécie de “limite”
do plano hiperbdlico, mas ela nao faz parte dele. Os pontos hiperbolicos sao os pontos da
geometria euclidiana situados no semiplano superior, mas excluindo a reta absoluta. Os

pontos sobre a reta absoluta serdo os pontos ideais (Prolosci¢, V. [30]).
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Figura 44: Semi-Plnao de Poincaré

Fonte: <https://www.mathos.unios.hr/mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

Uma linha hiperbélica pode ser representada de duas maneiras distintas. A pri-
meira é como um raio euclidiano que parte de um ponto na reta absoluta e é perpendicular
a ela. A segunda forma é como um semicirculo euclidiano, cujo centro esté localizado na
reta absoluta, com todos os pontos da linha sendo ortogonais a essa reta. Essas duas

¢

formas sao as maneiras de representar as chamadas ‘‘retas” no modelo do semi-plano

Poincaré.

Os pontos ideais podem ser entendidos como representacoes do infinito, assim como
no outro modelo, e marcam as extremidades das retas dentro do modelo. Além disso, ha
um ponto especial, chamado ponto ideal Z, que esta relacionado com as retas verticais
no semiplano. Embora todas essas linhas verticais sejam “paralelas”, elas compartilham o

mesmo ponto ideal Z, o que as torna assintoticamente paralelas entre si.

Em suma, modelo do semiplano de Poincaré é amplamente usado em diversas areas,
como anélises complexas, principalmente por ser util em certos calculos e transformacoes
mateméticas. Esse modelo, embora nao ofereca a melhor visualizacao em todos os casos,
facilita muitos procedimentos e representa bem a geometria hiperbdlica, onde as linhas

sao semicirculos ou segmentos de semicirculos, todos ortogonais a reta absoluta.

5.5 Modelo de Thurston

Mesmo o matematico David Hilbert provando que era impossivel descrever uma
superficie com curvatura negativa constante e infinita em todas as dire¢oes usando apenas
uma equagao, o interesse por tais superficies continuou, e Robert Osserman (1926-2011),

matemaético estadunidense conhecido por suas pesquisas em Geometria Diferencial explo-
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rou métodos alternativos para compreender e representar o plano hiperboélico no espaco de
terceira dimensao (Taimina, D.[22]). Em 2008, escreveu para uma colega sobre as ideias

que teve para construcao dessa superficie:

“Em vez de tentar construir uma superficie na forma
de um gréfico que eu pudesse provar que tinha que ser
hiperbdlica, eu poderia tentar comecar com uma super-
ficie de Riemann cléssica dada como uma cobertura ra-
mificada do plano que eu sabia ser hiperbélica e, em se-
guida, ver se eu poderia ‘desvendé-la’ para que pudesse
ser incorporada como um grafico em todo o plano.|...]
entao fiz um modelo usando uma vizinhanca de um
ponto de ramificacao simples conectando duas folhas;
podia-se corta-lo ao longo de um raio do ponto de rami-
ficacao, dobra-lo em forma de leque consistindo em 16
setores em forma de cunha com um angulo de 45 graus
cada. e, em seguida, cole os dois lados do corte nova-
mente|...]” (Taimina, D. [22]).

Essa construgao, ou tentativa de construgao de Osserman, mostra que o desejo de
construir um modelos fisicos do plano hiperbdlico é mais atual que imaginamos. Dessa
forma, falaremos a partir desse capitulo sobre a elaboragao de outros modelos fisicos como
o de Beltrami. O primeiro é conhecido como “Plano Hiperboélico Anular” desenvolvido por

William Thurston.

Primeiro, vale ressaltar que a demonstracao do Teorema de Hilbert (“Nao € possivel
existir uma superficies reqular e completa com curvatura negativa constante”) levou aos
matemaéaticos uma ideia de que nao seria possivel construir uma superficie completa de
curvatura negativa constante (ou seja, um plano hiperbolico) em nosso espaco euclidiano
tridimensional. Contudo, em 1954, o matemético holandés Nicolaas Kuiper (1920-1994)
levantou a possibilidade da existéncia dessa superficie, embora ele proprio nao tivesse

elaborado um método pratico para sua constru¢do (Taimina, D. [22]).

Mas foi na década de 1970, que William Thurston, personagem principal desse
nosso capitulo, introduziu uma abordagem relativamente simples, pois usa apenas papel,
para representar o plano hiperbélico no espago tridimensional usando anéis (tiras) de
papel (que deu origem ao nome “anulares”), sem a necessidade de féormulas matematicas

complexas.

William Paul Thurston, conhecido por todos como Bill, foi um matematico extraor-

dinério, cujas contribui¢oes transformaram profundamente diversas areas da matematica.
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Seu trabalho abrangeu campos como foliagoes, automorfismos de superficies, topologia de
variedades tridimensionais, geometria hiperbodlica, a famosa geometrizacao das variedades

de 3 dimensoes, entre outros.

Figura 45: William Thurston

Fonte:
<https://hyperbolic-crochet.blogspot.com /2012 /08 /bill-thurston-1946-2012.html >

Além de suas realizacoes académicas, Bill sempre teve um forte interesse por edu-
cacao. Ele e outros estudantes do New College, dedicaram-se a ensinar matematica para
jovens de comunidades menos favorecidas, compartilhando seu entusiasmo pela disciplina

com aqueles que mais precisavam de apoio.

De acordo com o jornal Notices of the AMS (2015)[27], Thurston também era
muito habilidoso com as maos e gostava de construir coisas. Em sua casa em Princeton,
ele tinha uma oficina onde costumava criar diversos objetos. Uma histéria marcante
sobre sua habilidade de improvisar foi quando, ao receber convidados e perceber que
nao havia camas suficientes, ele saiu, comprou madeira e, em poucas horas, construiu
um beliche. Sua mae, Margaret, uma costureira habilidosa, costumava criar superficies
impressionantes baseadas nos desenhos que Bill fazia. Essa troca criativa entre mae e

filho refletia sua conexao com a arte de fazer e construir.

Desenvolveu técnicas para construir modelos geométricos quase suaves, usando
discos euclidianos colados, o que evidencia ainda mais sua abordagem inovadora e criativa
a matemaética. Ao longo de sua vida, Bill Thurston nao s6 deixou um legado matematico
imenso, mas também tocou as vidas de muitas pessoas com seu espirito inovador, sua
paixao pela educagao e seu entusiasmo em explorar a matematica de maneiras criativas e

acessiveis (Paul, W. |27]).
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A ideia do modelo com anéis de papel, nasceu quando ainda estava na graduacao,

por volta de 1966, quando ele propds um modelo de papel que consistia em anéis colados,

formando uma representacao visual do plano hiperbélico. Em 1997, essa técnica foi popu-

larizada por meio de cursos e palestras apresentados pelo Professor David Henderson, que

havia aprendido o método diretamente de Thurston no final da década de 1970 (Taimina,

D. [22]).

Figura 46: Modelo de William Thurston feito por David Henderson

Fonte: <Crocheting Adventures Hyperbolic Planes - Daina Taimina, 2018>

Thurston relatou a sua colega Daina Taimina (que falaremos posteriormente) sobre

a construcao do seu modelo de papel e a relagao com o modelos de Beltrami:

“Nao me lembro de ter visto os modelos de papel de
Beltrami, embora eu soubesse que Beltrami havia mos-
trado que a pseudoesfera tinha a geometria intrinseca
do plano hiperbolico. No New College (ele se formou
em 1967 ), um punhado de alunos de matemaética re-
alizou um ‘semindrio sénior’ em geometria (puramente
estudantes) e nos passamos por grandes partes do li-
vro Geometria de Coxeter. Eu olhei para alguns outros
livros sobre geometria e geometria hiperbolica que esta-
vam disponiveis na biblioteca, mas eu nao sabia muito.
Eu estava lutando para entender como era o plano hi-
perbélico, entao comecei a junta-lo de uma forma 6bvia
(enquanto também fazia isso para uma esfera, para ori-
entacao) usando circulos concéntricos com forma obtida
usando trigonometria |...|

Logo ficou 6bvio que as formas no caso hiperbélico eram
convergindo, entao mudei para usar anéis congruentes.
Eu estava tentando modelar o plano hiperbdlico, nao
a imagem da pseudoesfera, mas é claro que logo ficou
6bvio que vocé poderia envolver a constru¢ao em torno
de uma pseudoesfera.” (Taimina, D. [22]).
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Esse modelo pode ser construido da seguinte forma: Corte diversas tiras anulares
idénticas (um ‘“anel” é a regiao compreendida entre dois circulos concéntricos). Junte as

tiras colando o circulo interno de uma no circulo externo da outra.

Figura 47: Constru¢ao do Modelo William Thurston

Tape together

/

Tape together /‘
¥

If lh\xs annular
strip is kept flat

on the plane, then
this edge will ruffle,
and this edge will bend
up like the start of acone

Fonte: <https://pi.math.cornell.edu/ dtaimina/crochet/hplane.htm>

E essencial que todas as tiras tenham o mesmo raio interno (mesma largura) e
0 mesmo raio externo, ja os comprimentos das tiras podem variar. Também é possivel
cortar uma tira anular menor ou aumentar o comprimento de uma tira, unindo duas
tiras ao longo de suas extremidades retas. A superficie obtida sera, naturalmente, uma

aproximagao da superficie desejada (Taimina, D.& Henderson, D. [17]).

5.6 Modelo da Bola de Futebol Hiperbdlica

H&a também uma construcao poliédrica do plano hiperbdlico que nao utiliza dire-
tamente o modelo de Thuston, mas que é mais acessivel para alunos e professores. Esse
método, desenvolvido por Keith Henderson, filho de David Henderson , é chamado de

Bola de futebol hiperbolica (Taimina, D., & Henderson, D. [17]).

Nesse modelo, a superficie hiperbélica é formada por uma combinagao de poligonos
que criam a curvatura negativa do espaco hiperbélico, lembrando a estrutura de uma bola
de futebol, pois a bola também ¢é formada com poligonos, mas com formas e ntimero de

lados ajustados para essa curvatura.
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Figura 48: Keith Henderson e sua bola de futebol hiperbdlica

Fonte: Experiencing Geometry: Euclidean and Non-Euclidean with History - David
Henderson e Daina Taimina 2005.

Uma bola de futebol tradicional é formada por hexagonos (poligono de seis lados)
e pentagonos (poligonos de cinco lados), com hexagonos brancos ao redor de alguns pen-
tagonos pretos. Na versao hiperbodlica, esse padrao é alterado para refletir a geometria
hiperbdlica. Em vez da estrutura convencional, onde hexagonos e pentagonos se combi-
nam, a bola hiperbélica usa um maior ntimero de hexagonos, pois os pentagonos pretos
sao substituidos por heptagonos (poligono de sete lados). Isso faz com que a superficie se
curve negativamente, expandindo-se de acordo com as propriedades do espago hiperbélico,

a medida que mais hexagonos sao colocados em volta dos heptégonos.

Figura 49: Bola de futebol hiperbdlica

| .Fonte:
<https://www.math.tamu.edu/Sottile /teaching/17.1 /Hyperbolic _Soccerballs.html>
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6 Geometria e Croché - Os Modelos de Daina Taimina

Este capitulo sobre os crochés hiperboélicos tem um caréater especial para nosso
trabalho, pois representa a intersecao das duas vertentes que buscamos aqui discutir: a
criacao de modelos matematicos do plano hiperbdlico e a presenca desse tipo de geometria
na natureza. Ao explorar o croché como uma forma de modelar superficies hiperbdlicas,
estamos nao apenas aprofundando a compreensao da matematica, mas também ligando-a

diretamente ao mundo natural.

O croché hiperbolico de Daina Taimina, nao é apenas uma técnica criativa de
modelagem matematica, mas também uma maneira de visualizar como estruturas geomé-
tricas complexas, como as superficies hiperbolicas, podem surgir em fenémenos naturais.
Isso nos permite perceber a geometria nao como algo abstrato e distante, mas como algo

presente e palpavel ao nosso redor.

Assim, este capitulo conecta quatro areas de conhecimento: a matematica, a ob-

servacao da natureza, a arte e os recursos didaticos.

Daina Taimina nasceu em Riga, Letonia, em 1954, e faz parte da Universidade
de Cornell. Durante sua graduacao, ela enfrentou grandes dificuldades com a matéria.
De acordo com ela, a geometria hiperbolica exigia um esfor¢o de imaginacao consideravel
para ser compreendida. Apoés concluir a disciplina, ela esperava nunca mais ter que lidar
com essa teoria matemaética abstrata. No entanto, 20 anos depois, como professora na
Universidade de Cornell, ela se viu incumbida de ensinar geometria hiperboélica. Diante
da falta de alternativas, ela teve que buscar uma maneira de tornar concretos os con-
ceitos complexos que nao conseguia visualizar. Foi nesse momento que, utilizando sua

criatividade, ela desenvolveu o modelo de croché do plano hiperboélico (Prolosci¢, V. [30]).

A ideia de Taimina foi inspirada no modelo dos discos anulares de Willian Thurs-
ton, cuja principal caracteristica observada por Daina era que o modelo dos anéis de papel
que refletia a expansao exponencial que ocorre ao se afastar de um ponto no espacgo hi-
perbolico. No entanto, é possivel perceber pelo Capitulo anterior que o modelo de papel

de Thurston era dificil de construir, fragil e pouco préatico.
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Figura 50: Daina Taimina e William Thurston

Fonte: <https://hyperbolic-crochet.blogspot.com />

Em junho de 1997, Daina participava de um workshop onde observava David Hen-
derson (1939-2018) da Universidade de Cornell ajudando os participantes a estudar concei-
tos da geometria hiperbdlica usando o modelo que aprendeu com Thurston. A superficie
hiperbodlica de papel de David, no entanto, estava tao desgastada e fragil que ele temia
manused-la demais. Daina, entao, teve uma ideia: “Deve haver uma maneira de criar um

modelo mais durével” (Henderson, D. W., & Taimina, D. [16]).

Em seu livro, Crocheting adventures with Hyperbolic Planes, 2018 [22|, a professora
Daina relata sua experiéncia com suas prorpias palavras:
Aprendi pela primeira vez sobre um modelo de papel do
plano hiperbolico em junho de 1997. O professor David
Henderson, agora meu marido, estava conduzindo um
workshop sobre o ensino de geometria para professores
universitarios e estava mostrando o modelo que apren-
deu com Bill Thurston no final dos anos 1970 (Taimina,
D)[22].
O modelo de papel original foi utilizado tantas vezes pelo professor David nas
aulas e workshops de geometria que com o tempo, a superficie de papel se deteriorou.

Em 1986, um grupo de professores do ensino médio que participavam de um programa

de verao com David colaboraram na criacao de uma nova versao de maior escala, que
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também seria usada em diversas aulas e workshops ao longo dos anos seguintes e teria o

mesmo desgaste da primeira.

Daina entao comecgou a experimentar diferentes formas de construir modelos mais
duréveis. Inicialmente, ela tentou trico, mas o resultado nao era suficientemente rigido.
Foi entao que ela se estabeleceu no croché. Ela aprimorou sua técnica e criou seu primeiro
pequeno plano hiperboélico. Mais tarde, enquanto acampava nas florestas da Pensilvania,
Daina continuou a experimentar com o croché e comegou a explorar suas aplicacoes ma-
tematicas, desenvolvendo modelos que pudessem ilustrar a geometria hiperbodlica de uma

forma mais robusta e visualmente clara (Henderson, D. W., & Taimina, D. [16]).

Figura 51: Primeiro plano hiperbdlico anular de malha de Daina 1997

Fonte: Experiencing Geometry: Euclidean and Non-Euclidean with History - David
Henderson e Daina Taimina, 2005.

A professora Daina provou que o modelo de croché é, de fato, um modelo isométrico
do plano hiperbodlico, mostrando que ele preserva as distancias, o que é essencial para
entender a geometria hiperbolica de forma pratica e visual. A demonstracao seré omitida
nesse trabalho por usar conceitos de isometria, inversao, distorcao entre outros que nao
foram aqui abordados e por demandar de uma estrutura matematica mais complexa ja

que é feita toda no ambito da Geometria Diferencial.

O modelo pode ser construido seguindo os passos que a professora Daina disponi-

bilizou em seu artigo Crocheting the Hyperbolic Plane de 2001, [16]:
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1. Para comecar, cerca de 20 pontos correntinha sao
suficientes.

2. Para o primeiro ponto de cada carreira, insira a
agulha de croché na segunda corrente a partir da
agulha. Pegue o fio e puxe-o através da corrente,
criando dois lagos na agulha. Em seguida, pegue
o fio novamente e passe-o pelos dois lagos. Isso
completa o primeiro ponto de croché.

3. Para os proximos pontos, repita o processo acima
para cada corrente subsequente. Ou seja, insira
a agulha na proxima corrente e faca o ponto de
croché normalmente, pegando o fio e passando-o
pelos dois lagos.

4. Para o ponto (N+1), insira a agulha na mesma
lacada que o ponto anterior, ou seja, no lago do
ponto N. Repita esse processo até chegar ao final
da carreira.

5. Ao terminar a carreira, antes de comegar a pro-
xima, faga um ponto corrente extra para dar inicio
a nova carreira.

6. Finalizando o modelo: Quando o trabalho atingir
o tamanho desejado, termine puxando o fio através
do tltimo laco da tdltima corrente.

Essa construgao usa um algoritmo simples que consiste em aumentar os pontos
colocando um ponto a mais a cada N pontos. Isso quer dizer que se N=3, entao no quarto
ponto vocé fara dois pontos. O nimero de pontos de uma linha para a proxima em uma
proporcao constante, N para N + 1 determina o raio do plano hiperbélico. A medida
que acrescentamos pontos a mais o niimero de pontos de cada linha cresce rapido, quanto
maior a proporc¢ao mais rapido aparecerao as ondulagoes, simbolizando o crescimento

exponencial do plano hiperbdlico.
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Figura 52: Modelo de croché da Pseudoesfera

Fonte: : <https://www.mathos.unios.hr/ ~mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

O modelo de croché acima lembra a pseudoesfera, com sua borda ficando mais
ondulada a medida que se expande. As linhas hiperboélicas podem ser facilmente tracadas
nos pontos do croché, e ao esticar o modelo, é possivel fazer com que cada uma dessas

linhas se torne perfeitamente reta no sentido da geometria euclidiana.

Figura 53: Retas no modelo de croché

Fonte: : <https://www.mathos.unios.hr/ “mdjumic/uploads/diplomski/PRO21.pdf>

Na imagem acima, é possivel visualizar o Postulado de Lobachevsky (Existem in-
finitas linhas paralelas a wma reta dada) com trés retas passando pelo mesmo ponto e
nao intersectando a quarta reta apresentada. Elas também mostram como duas linhas
paralelas se aproximam em um ponto e depois se afastam uma da outra em ambas as dire-

¢oes. Taimina foi capaz de demonstrar diversas outras propriedades do plano hiperboélico
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utilizando o método do croché.

Figura 54: David Henderson e o modelo de croché

Fonte: Experiencing Geometry: Euclidean and Non-Euclidean with History - David
Henderson e Daina Taimina , 2005.

O modelo de plano hiperbélico de croché criado por Daina tem uma aparéncia
bastante tnica e fascinante. As formas dos planos da professora parecem com padroes

organicos e lembram algumas espécies de corais marinhos.

Em 2005, as ideias de Taimina sobre croché e geometria hiperboélica motivaram
as irmas Christine e Margaret Wertheim a idealizarem o Hyperbolic Crochet Coral Reef
Project [39]. Desde entdo, diversos recifes de corais confeccionados com croché foram

criados em diferentes partes do mundo.

O projeto dos corais inspirados nos planos hiperbolicos de Daina ganhou grande
reconhecimento. Em janeiro de 2024, o famosos jornal The New York Times publicou um
artigo intitulado The Crochet Coral Reef Keeps Spawning, Hyperbolically |32], que relata
a historia da criagao dos recifes de corais pelas irmas Wertheim e a relagao com o trabalho

da professora Daina.

Um plano hiperboélico exibe curvatura negativa cons-
tante; em todos os pontos, a superficie se curva para
longe de si mesma. A vida nos recifes prospera, por
assim dizer, no hiperbolismo; a estrutura de superficie
curvada dos corais maximiza a absorcao de nutrientes,
e os nudibranquios se deslocam pela dgua com franjas
ondulantes (The New York Times,[32]).

De acordo com o jornal, até aquele momento (janeiro de 2024), cerca de 25.000
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Figura 55: Hyperbolic Crochet Coral Reef Project

crocheteiras (ou “reefers”) formaram um arquipélago global com mais de 50 recifes como
forma de homenagear e fazer um apelo a esses ecossistemas, as florestas do mar, que estao
em risco devido as mudangas climéticas. O projeto também aborda conceitos matemati-
cos, uma vez que muitos organismos dos recifes de corais apresentam caracteristicas que

se assemelham & curvatura tnica da geometria hiperbdlica.

Figura 56: Hyperbolic Crochet Coral Reef Project

vf i T i

onte: <https://crochetcoralreef.org/>
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As formas marinhas do projeto de recifes de corais hiperbélicos, sao retratadas
eximia perfeicao, através da técnica do croché. Christine Wertheim, artista e escritora,
explicou ao jornal que os corais feitos de croché sao representacoes abstratas da natureza.

Enquanto sua irma Margaret Wertheim se responsabilizava pela pesquisa cientifica e a
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abordagem matematica. No site oficial do projeto, apresentam brevemente os conceitos de
geometria hiperbdlica e a relagao com os organismos do mar, enfatizando que as superficies
hiperbélicas lembram mais uma criatura marinha do que qualquer outra coisa, e que corais,
algas e lesmas do mar apresentam geometria hiperbodlica em suas superficies, pois sempre
que um organismo precisa maximizar sua area de superficie para captar nutrientes, as
superficies hiperbolicas oferecem uma solugao perfeita, compactando uma grande area em
um espaco tridimensional reduzido. Corais e outros organismos filtradores evoluiram para
adotar essa solugdo geométrica eficiente para otimizar sua alimentagao. (The New York

Times,[32]).

O objetivo das irmas Wertheim com o projeto do recife de corais era semelhante ao
de Daina, possibilitar que as pessoas apreciem, manipulem e experimentem para adquirir

as ideias mateméticas.

Concluiremos este capitulo com uma citagao da professora Daina, que resume sua
dedicagao ao estudo do plano hiperbélico: “A matemética é uma parte natural e profunda
da experiéncia humana, e as vivéncias de significado na matemaética sao acessiveis a todos”

(Taimina, D. [22]).

Figura 57: Daina Taimina

Fonte: <https://www.liepajniekiem.lv/zinas/sabiedriba/viesojas-matematike-un-
maksliniece-daina-taimina/ >
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7 Geometria Hiperboélica e suas manifestacoes na Na-

tureza

Diversas formas observadas na natureza podem ser explicadas por conceitos geomé-
tricos. Um exemplo claro sao as abelhas que constroem colmeias com células hexagonais
para armazenar o mel. Outro fendémeno geométrico recorrente na natureza sao as espirais
logaritmicas, que possuem a peculiaridade de manter sua forma independentemente da
escala, com o intervalo entre as voltas sucessivas aumentando de forma constante. O mais
interessante é que essa forma espiral é bastante comum no mundo natural. Exemplos
disso incluem o arranjo das sementes de girassol e a organizacao das inflorescéncias da
couve-flor. A fascinacao por essa curva remonta ao século XVII, quando Jacob Bernoulli

se dedicou ao estudo de vérias curvas planas (Ferreira Filho [13]).

A natureza apresenta uma diversidade surpreendente de formas e estruturas que
refletem principios geométricos complexos e uma das mais intrigantes é a representacao
dos espacos hiperbolicos. Esses padroes podem ser observados em organismos como co-
rais, lesmas marinhas e folhas de alface, cada um deles exibindo caracteristicas que vao
além da estética, desempenhando papéis fundamentais em suas ecologias e biologias. Nos
corais, as formas hiperboélicas maximizam a superficie exposta a luz solar e ao fluxo de
agua, essenciais para a fotossintese das zooxantelas que habitam suas células. As lesmas
marinhas, também utilizam essas estruturas para otimizar a captura de luz e nutrientes,

permitindo a incorporagao de cloroplastos das algas em seus tecidos (Almeida, M. J.,

Nobre, A., Maciel, M., Forjaz, A., & Aguiar, C. A.[3]).

De acordo com Firmo C. D. S. [15], podemos dizer que as primeiras estruturas
a aproveitar ao méaximo a geometria de seus elementos para se fortalecer, explorando
as propriedades das superficies hiperbélicas, surgiram muito antes do aparecimento do
ser humano e continuam sendo construidas até hoje pela natureza. Isso acontece tanto
em organismos vivos quanto em estruturas inorganicas. Nao é dificil encontrar essas
superficies hiperbolicas no dia a dia, como nos galhos das arvores, nas folhas, nas pétalas
das flores e até nas teias de aranha. A curvatura dupla das superficies hiperbodlicas,
por exemplo, é bastante comum nas folhas e pétalas das plantas, pois oferece maior

estabilidade, ajudando-as a se manter equilibradas mesmo quando o vento sopra. Se essas
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estruturas fossem planas, provavelmente precisariam ser mais espessas (o que demandaria
mais matéria e energia) para suportar o mesmo efeito ou, caso contrario, seriam menores

e teriam menos area exposta ao ambiente.

O matematico aplicado Shankar Venkataramani da Universidade do Arizona, é
conhecido por seu trabalho em geometria e suas aplicacoes na biologia e na fisica. Sua
pesquisa explora a modelagem matemética de formas geométricas que aparecem na na-
tureza, incluindo superficies hiperbolicas e estruturas complexas. Venkataramani e seus
alunos, investigam como essas formas podem ser usadas para otimizar processos naturais,
como a absor¢ao de nutrientes e a circulagao de fluidos dentro de organismos biologicos.
De acordo com o pesquisador, seus estudos indicam que essas superficies proporcionam
um ponto ideal estrutural, que permite aos organismos manterem um equilibrio entre rigi-
dez e flexibilidade, possibilitando que “se movam e mudem de forma com um baixo custo

energético” (New York Times [32]).

De acordo com Margaret Wertheim [40], “Enquanto a natureza tem experimen-
tado com formas hiperbolicas por centenas de milhdes de anos, os mateméticos passaram
centenas de anos tentando provar que tais estruturas eram impossiveis”. Ainda, segunda
ela, essas formas sao particularmente vantajosas quando ha necessidade de maximizar a
area de superficie, como é o caso de animais que se alimentam por filtracao. As formas
hiperbolicas podem ser encontradas em células, cactos e até mesmo em flores, como os

lirios-de-chama.

Seguindo essa perspectiva, apresentaremos algumas dos principais organismos da
natureza que apresentam semelhangas com as caracteristicas do plano hiperbélico e pro-
priedades da geometria hiperbodlico. Faze-se necessario pontuar, que nesse trabalho nao
contém todas as criaturas, nem todas as informagoes cientificas dos que aqui forem apre-
sentados, uma vez que existem dezenas de milhares de espécies de alguns grupos de animais

e plantas.

Vale ressaltar que realizei uma pesquisa em foruns especializados e consultei pro-
fessores da area de biologia para identificar quais espécies de corais, com seus respectivos
nomes cientificos e caracteristicas, poderiam estar mais alinhadas com os padroes observa-
dos no croché da professora. Esse processo se mostrou bastante dificil, pois a diversidade

de espécies de corais é vasta, com milhares de variagoes a serem consideradas. A tarefa
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de mapear essas espécies e suas caracteristicas tinicas exigiu uma anélise detalhada dada

a riqueza biolégica dos corais e suas intimeras formas e estruturas.
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7.1 Corais

As informacoes biologicas sobre os corais aqui apresentadas foram retiradas do ma-
nual Introduction to Coral Reef Ecosystems, Threats, and Solutions [10]. De acordo com o
manual, o coral faz parte do filo Cnidaria, que também abrange anémonas do mar e aguas
vivas. Diferentemente das anémonas-do-mar, os corais produzem exoesqueletos de carbo-

nato de calcio, que fornecem suporte e prote¢ao ao organismo. Uma das caracteristicas

Figura 58: Coral

Fonte: <https://fastcompanybrasil.com/impacto/conheca-o-recife-de-corais-gigante-das-
profundezas-da-costa-do-taiti/ >

mais marcantes dos cnidarios é a presenca de células urticantes chamadas cnidocitos, que

eles usam para capturar suas presas, além de uma cavidade estomacal bastante ampla.

Os polipos, que sao os pequenos animais que formam os corais, podem se agrupar
em grandes colonias. Milhares desses polipos podem cobrir um tnico ramo ou monticulo
de coral. Cada poélipo tem um corpo cilindrico pequeno, com uma boca cercada por

tentaculos que sao, por sua vez, urticantes.

Os corais tém a capacidade de formar grandes coldnias, criando o que chamamos de
cabecas de coral. Cada cabega pode ser composta por centenas ou até milhares de poélipos,
que estao todos conectados por um tecido comum, incluindo suas cavidades digestivas.
Isso implica que, quando um poélipo se alimenta, toda a colonia se beneficia, estabelecendo
uma dindmica de cooperacao e interdependéncia entre esses organismos. Cada polipo
secreta um exoesqueleto perto de sua base e, ao longo de muitas geracoes, a coldnia

constroi um esqueleto caracteristico da espécie, que pode crescer por varios metros.

Os corais sao muito sensiveis e as condi¢Oes precisam ser exatamente certas para

que prosperem. Os corais precisam de:
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1. Luz solar

2. Agua quente (Aproximadamente de 162C e 292.)
3. Baixos nutrientes.

4. Agua livre de sedimentos.

5. Agua salgada.

6. Um substrato duro para crescer.

As colonias de corais se expandem principalmente por meio da reproducao asse-
xuada dos polipos. No entanto, os corais também se reproduzem sexualmente: durante
a noite, geralmente proxima a lua cheia, polipos da mesma espécie liberam seus gametas
simultaneamente. Os ovos fertilizados se transformam em planulas, as formas moéveis ini-
ciais dos polipos. Quando essas planulas se tornam maduras, elas se fixam no fundo do

mar e comec¢am a formar novas colonias.

Embora alguns corais consigam capturar plancton e pequenos peixes usando suas
células urticantes, a maior parte da energia e dos nutrientes que eles necessitam vem de
dinoflagelados unicelulares fotossintéticos que habitam seus tecidos. Esses organismos
microscopicos, conhecidos como zooxantelas, também sao responsaveis pela cor vibrante
dos corais. Como esses corais dependem da luz solar para sobreviver, eles prosperam
em aguas rasas e claras, geralmente a menos de 60 metros de profundidade. Os corais

desempenham um papel fundamental na formacao dos recifes de corais.

Existem milhares de outras espécies de corais pelo mundo, no entanto, em nossa
pesquisa identificamos algumas que possuem caracteristicas mais proximas do plano hi-
perbolico. De acordo com Daina Taimina [22], essas superficies da natureza tém curvatura
negativa constante (aproximada), mas obviamente nao se estendem indefinidamente. Em

todas as imagens é possivel perceber que a curvatura negativa é mais evidente nas bordas.

7.1.1 Agaricia (Coral Folha de alface)

O coral folha de alface, também chamado de coral repolho, coral prato ou coral

vaso, é facilmente reconhecido por sua aparéncia caracteristica, que se assemelha a grandes

91



folhas de alface, com bordas onduladas e uma forma conica que se eleva. Esses corais se
alimentam de plancton e sao encontrados em cores suaves como amarelo, verde e marrom,

o que contribui para sua beleza nos recifes (Types of Coral Reef Species) [9].

Figura 59: Coral folha de alface

Fonte: <https://www.coralsoftheworld.org/>

As amplas estruturas do coral folha de alface fornecem abrigo para uma variedade
de organismos marinhos, oferecendo um espago seguro onde pequenos animais podem se
esconder de predadores. Essa caracteristica faz com que o coral seja uma peca chave nos

ecossistemas marinhos.

Esses corais rochosos formam recifes e se desenvolvem em coldnias vibrantes em
vérias regioes do Indo-Pacifico, prosperando especialmente em aguas rasas, a profundida-
des de até 20 metros. Sua presenca nao s6 enriquece a biodiversidade local, mas também

desempenha um papel fundamental na preservacao e satude dos recifes de corais [9].

Tabela 1: Informagoes sobre o Coral Folha de Alface

Nome Cientifico Agaricia agaricites

Nomes Comuns Coral folha de alface, coral folha, coral repolho, coral vaso
Tipo Coral duro, ramificado

Tamanho Maximo Diametro de até 3 pés (0,9 m)

Habitat Profundidades de 15 a 245 pés (5 a 75 m)

Estado de Conservagcao Menor preocupacao

Fonte:https://www.citrusreef.com /blogs /news/types-of-coral-reef-species

Observe que, na primeira figura, o coral folha de alface apresenta ramificagoes com-

plexas que se estendem em diferentes dire¢oes. Suas bordas exibem uma clara curvatura
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Figura 60: Coral folha de Alface
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dupla negativa, criando ondulagoes que lembram superficies hiperbolicas. Essas ondula-
¢oes nao seguem um padrao uniforme, mas distribuem-se de maneira natural. O mesmo
é percebido na segunda figura, as ondulagoes das bordas formam curvatura negativa e

lembram o crescimento exponencial do plano hiperbdlico.

Além disso, as ramificacoes estao dispostas de forma a maximizar a area de super-
ficie e essa estrutura também favorece a interacao com a luz e os nutrientes presentes na

agua.

93



7.1.2 Trachyphyllia Geoffroyi (Coral-cérebro aberto)

O coral-cérebro aberto é uma espécie vibrante e de vida livre, predominante na re-
giao do Indo-Pacifico. Esse coral pode ser encontrado em diversos habitats, mas costuma
ser encontrado em profundidades consideraveis para os padroes de corais. Os poélipos sao
carnudos. Quando os tentéculos se retraem durante o dia, um grande manto se estende
além do perimetro do esqueleto. Isso se retrai se for perturbado (Types of Coral Reef Spe-

cies) [9]. Comumente, essa espécie apresenta uma forma bastante lobada, exibindo cores

Figura 61: Coral cérebro aberto

Fonte: <https://www.coralsoftheworld.org>

intensas que podem variar de multicoloridas a monocromaticas, abrangendo praticamente

todas as tonalidades do arco-iris.

Em geral, os corais-cérebro aberto sao relativamente pequenos, com diametro que
raramente ultrapassa 20 cm. No entanto, esses corais enfrentam ameacas significativas,
como a captura excessiva para o comércio de aquarios, a degradagao de seus habitats

naturais e os efeitos do aquecimento global [9].

Tabela 2: Informagoes sobre o Coral Cérebro Aberto

Nome Cientifico Trachyphyllia geoffroyi

Nomes Comuns Coral cérebro aberto, coral cérebro dobrado, coral repolho
Tipo Coral duro

Tamanho Maximo Diametro de até 8 polegadas (20 cm)

Habitat Profundidades de 100 a 130 pés (30 a 40 m)

Estado de Conservagao Quase ameacado

Fonte:https: / /www.citrusreef.com/blogs/news/types-of-coral-reef-species
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Figura 62: Coral cérebro aberto

Fonte: <https://www.coralsoftheworld.org>

O coral cérebro aberto apresenta sulcos profundos e curvas onduladas nas suas
bordas que formam superficies de curvatura negativa, tipicas do plano hiperbélico. Essas
ondulagdes se distribuem de maneira intricada, criando padroes que parecem infinitamente
detalhados, uma caracteristica associada a modelos geométricos como as bordas do disco

de Poincaré.

A curvatura negativa do coral é visivel nas dobras que percorrem sua estrutura,
com depressoes e elevagoes que formam Geometrias complexas. No coral cérebro, es-
ses padroes geométricos nao sao apenas estéticos, mas também funcionais, ajudando na

circulagao da agua e na troca de nutrientes.
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7.1.3 Stichodactyla haddoni (Anémona de tapete de sela)

As anémonas de tapete de sela exibem uma paleta de cores que varia de tons
arenosos de marrom a verde, azul e roxo, e servem de lar para sete espécies diferentes de
peixes-palhaco. Essas anémonas sao facilmente reconheciveis por seus tentaculos curtos,
bulbosos e pegajosos. Elas possuem um grande disco com dobras relativamente proximas,
conferindo-lhes uma aparéncia semelhante a um tapete ondulado (Types of Coral Reef

Species) [9].

Figura 63: Amémona Tapete de sela
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Como muitas outras anémonas-do-mar, as anémonas de tapete de sela sao carni-
voras e se alimentam de uma variedade de invertebrados, além de capturar particulas de

alimento que ficam suspensas na agua [9|.

Essa espécie é geralmente encontrada solitaria em recifes e em fundos arenosos

macios, frequentemente fixando-se ao substrato.
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Tabela 3: Informagoes sobre a Anémona-Tapete-de-Sela

Nome Cientifico Stichodactyla haddoni

Nome Comum Anémona-tapete-de-sela, anémona-tapete-de-haddon
Tipo Coral mole

Tamanho Maximo Diametro de até 2,5 pés (0,75 m)

Habitat Profundidades de 13 a 130 pés (4 a 40 m)

Estado de Conservagao Menor preocupacao

Fonte:https: / /www.citrusreef.com/blogs /news /types-of-coral-reef-species

Figura 64: Amémona Tapete de sela

Fonte: <https://www.shutterstock.com/pt/search/stichodactyla-haddoni>

Observe nas imagens que os tentéculos da anémona dispoem-se de forma ramifi-
cada e ondulada, formando padroes que lembram modelos geométricos como o primeiro
modelo de Beltrami, onde as linhas curvas criam uma sensacao de expansao infinita. Essa
organizacao nao apenas confere beleza ao organismo, mas também otimiza a distribuigao

de recursos e a interacao com o ambiente.

Figura 65: Anémona Tapete de Sela e o Modelo de Beltrami

Fonte: Wikipedia o Fonte: Universidade de Pavia
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7.2 Lesmas do Mar

As lesmas do mar fazem parte da classe Gastropoda que compreende os caramu-
jos, caracois e lesmas. Sao conhecidas como nudibranquios, sao fascinantes criaturas do
mar. Embora muitas vezes sejam chamadas de lesmas marinhas, apenas uma parte delas
pertence & ordem Nudibranchia, um grupo especifico de gastropodes. O que realmente
distingue os nudibranquios é a auséncia de concha, tanto interna quanto externa, e seu
apetite quase exclusivamente carnivoro. Eles sao predadores habilidosos, alimentando-se

de esponjas, cniddrios, ascidias e outros invertebrados marinhos [23].

Esses moluscos exploram um nicho pouco aproveitado por outros habitantes do
oceano, como esponjas e ascidias que possuem compostos toxicos e cniddrios com células
urticantes. Além disso, algumas espécies de nudibranquios se alimentam até mesmo de
outros nudibranquios ou dos ovos de diferentes espécies. Em geral, esses animais variam
de milimetros a poucos centimetros de comprimento e vivem perto do fundo do mar,
onde podem facilmente se aproximar de suas presas. A beleza e a complexidade dos

nudibranquios tornam-os uma parte essencial da diversidade marinha [42].

7.2.1 Glossodoris atromarginata

Essa espécie bastante comum apresenta uma coloragao que varia entre branco-
creme e marrom-claro. E facilmente identificavel pela linha preta que contorna a borda
sinuosa do manto, além da borda preta ao redor das bolsas de rinéforo “antenas”, das
macas pretas dos rinoforos e da borda preta das guelras simples. As guelras tendem a
se mover ritmicamente enquanto o animal se desloca. Os individuos dessa espécie podem
atingir até 60 mm de comprimento. Tal espécie é encontrada no oceanos Pacifico e Indico

tropicais e subtropicais [36].

A Glossodoris atromarginata possui uma curvatura suave em seu corpo, com as
bordas do manto formando ondulagoes visiveis. Essas ondulagoes possuem manifestacao
de uma geometria semelhante & curvatura negativa. As ondula¢oes do manto criam uma
estrutura tridimensional que expande a &rea superficial do corpo, permitindo que o nu-
dibranquio maximize o contato com o ambiente marinho, facilitando processos como a

respiracao e a troca de nutrientes [36].
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Figura 66: Glossodoris atromarginata

Fonte: <htps: / /reefguide.org/doriprismaticaatromarginata.html>

7.2.2 Glossodoris Cruenta

De acordo com The Sea Lug Forum [37], a Glossodoris Cruenta é uma espécie de
nudibranquio pertencente a familia Chromodorididae. Este molusco marinho é conhecido
por suas cores vibrantes e padroes distintos, que frequentemente incluem combinagoes de

vermelho, laranja e amarelo, com bordas contrastantes.

Os nudibranquios dessa espécie sao encontrados principalmente em recifes de coral
e areas costeiras do oceano Pacifico, onde habitam ambientes marinhos rasos. Eles se

alimentam de esponjas, que sao sua principal fonte de alimento [41].

Figura 67: Glossodoris cruenta

Fonte: <http://www.umiushi.info/kanri/photo dsp eng.php>

Observe nas imagens que a Gloossodoris Cruenta possui um corpo arredondado,

de cor branca com creme, e bordas contrastantes em tons mais escuros, como marrom
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ou preto. As bordas apresentam curvatura suave e ondulada de seu corpo e bordas que
formam pequenas elevacgoes e criam uma geometria semelhante a curvatura negativa en-
contrada no plano hiperbélico. Além disso, as bordas e padrdes repetitivos da Glossodoris
atromarginata, com suas ondulagoes e variagoes de cor, podem ser vistas como uma ma-
nifestagao visual de uma geometria complexa, semelhante aos padroes que aparecem nas
representagoes do plano hiperboélico. A estrutura ramificada das bordas, organizada de
forma eficiente, também remete a ideia de expansao e ramificacao continua, caracteristica

das superficies hiperbolicas [41].

7.2.3 Ardeadoris symmetrica

Ardeadoris symmetrica é uma lesma-do-mar de tamanho médio, com até 45 mm
de comprimento. O manto tem formato oval, com uma ampla saliéncia sobre o pé. A
margem do manto forma uma série de pregas, frequentemente com uma grande prega
distintiva de cada lado, aproximadamente na metade do comprimento. A borda do manto

tem uma aparéncia espessa [26].

A cauda do pé é visivel, projetando-se além da margem posterior do manto. Os
rinoforos podem se retrair em bolsos protetores. As branquias também podem se retrair
em um bolso protetor. A branquia é disposta em um arco ao redor do anus, aberto
posteriormente, com cada extremidade do arco formando uma espiral para dentro. As
branquias se movem continuamente com um ritmo regular e ritmico quando expandidas

[41].

Figura 68: Ardeadoris Symmetrica

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Ardeadoris symmetrica>
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O manto da Ardeadoris Symmetrica apresenta pregas e ondulagoes que aumentam
a area superficial do corpo, de forma similar & maneira como a geometria hiperbodlica
permite que uma superficie se expanda em um espacgo limitado. Observe que diferente
das outras lesmas apresentadas, a Ardeadoris apresenta ramifica¢oes no final da borda
criando a ideia de infinidade, andlogo ao disco de Poincaré. Essas ondulagoes e pregas

formam padroes que lembram a curvatura negativa tipica do plano hiperbdélico.

7.3 Plantas

A maior parte da vida de uma planta depende de suas folhas, pois é nelas que ocor-
rem processos essenciais como a transpiragao, a respiracao e a fotossintese. A fotossintese
é o processo pelo qual as plantas capturam a energia da luz solar e convertem substancias
minerais absorvidas do solo (4gua e sais minerais) e do ar (gas carbénico) em substancias
organicas. A partir das folhas, o alimento produzido é distribuido para os demais 6rgaos

da planta [8].

Elas sao superficies achatadas, geralmente amplas e com grande diversidade de
formas, onde se concentram os tecidos responsaveis pela fotossintese, como o mesofilo

foliar, que contém parénquima clorofiliano.

7.3.1 Alface

De acordo com Noumedem |[25], a lactuca sativa, mais conhecida como alface,
¢ uma planta amplamente reconhecida em todo o mundo, especialmente por seu papel
nas saladas, sopas e pratos vegetarianos. Além de ser um ingrediente saboroso, a alface
possui notaveis propriedades medicinais. Cultivada globalmente, ela se destaca como um
dos vegetais de folhas verdes mais consumidos crua, gragas ao seu sabor e alto valor

nutricional.

Considerada uma importante fonte de fitonutrientes, a alface apresenta uma va-
riedade significativa de caracteristicas morfoldgicas e genéticas. Sua histéria remonta ao
Egito antigo, onde foi cultivada pela primeira vez. Hoje, é apreciada nao apenas por seu
uso culindrio, mas também por suas aplicagoes na medicina, ajudando em condi¢oes como

dor, problemas estomacais, inflamacoes e infecgoes do trato urinério.
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Figura 69: Alface

Fonte: https://depositphotos.com/br/photos/alface-cortada.html

Figura 70: Ramificagoes da folha de alface

Fonte: https://depositphotos.com/br/photos/alface-cortada.html>

A folha de alface é um exemplo notavel de como a geometria hiperboélica se ma-
nifesta na natureza, refletindo adaptagoes funcionais importantes. Sua estrutura foliar,
caracterizada por bordas onduladas e uma disposi¢cao expandida, maximiza a érea de su-
perficie exposta a luz solar, essencial para a fotossintese. A dupla curvatura presente nas

folhas de alface confere um enrijecimento de suas bordas (Firmo C. D. S.)[15].
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7.3.2 Euphorbia Abyssinica (Cacto)

De acordo com Cavalcante, |7], os cactos s@o plantas que vivem muito bem sem
agua, geralmente nao possuem flores, mas apresentam espinhos e caules suculentos. Exis-
tem muitas espécies de cactos no Brasil e no mundo, que aparecem nas paisagens semiari-
das e estao sempre verdes. A espécie de cacto Euphorbia abyssinica possui area nativa no
nordeste do Sudao até a Somaélia. Trata-se de uma arvore suculenta que cresce principal-
mente em biomas de deserto ou arbustos secos. Também é conhecida como cato vela do
deserto e gosta de sol, podendo atingir até 10 metros de altura. Possui também, pequenos

espinhos agrupados [20].

Figura 72: Cacto

Figura 71: Ondulagao na folha de cacto

Livro: Crocheting adventures with
hyperbolic planes - Daina Taimina
(2018)

Fonte:
<https://powo.science.kew.org>

E possivel perceber a curvatura negativa presente nas bordas da folha de cacto.
Além disso, o crescimento de cactos segue um padrao de ramificacao que pode lembrar a
estrutura hiperbélica, com a planta se expandindo de maneira que otimiza a exposicao ao
ambiente sem ocupar mais espaco do que o necessario. Essa expansao ¢ util na captacao

de luz solar, ja que a area se torna maior.
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7.3.3 Ilex aquifolium L. (Azevinho)

O azevinho, cientificamente denominado Ilex aquifolium L., pertence a familia
Aquifoliaceae. Esta espécie é popularmente conhecida por vérios outros nomes, como
azevim, azevinho-espinhoso, espinha-sempre-verde, zebro, picafolha, pica-rato, visqueiro,

aquifélio, teio e vidreiro (Monteiro [24]).

As folhas do azevinho sao alternadas, coridceas, com formato que varia de ovado
a lanceolado, podendo alcancar até 10 cm de comprimento e 5 cm de largura. A face
superior das folhas é brilhante e de cor verde escura, enquanto a face inferior apresenta
uma tonalidade mais opaca. A forma das folhas também varia ao longo da planta: nos
ramos mais velhos e na parte inferior, as folhas possuem espinhos, enquanto nos ramos
mais novos e na parte superior, as folhas sao desprovidas de espinhos. Essa variacao na

aparéncia das folhas serve como um mecanismo de defesa contra herbivoros [31].

Figura 74: Azezinho com sua folha e fru-
tos

Figura 73: Folha de Azezinho adulto
abaixo e uma folha jovem

Fonte: <hftps: / /bucolico-
anonimo.blogspot.com /2014 /02 /os-
picos-das-folhas-do-azevinho.html>

Fonte:

<https:/ /revistajardins.pt/encanto-do-
azevinho />

Observe que a curvatura negativa na folha de azevinho aumenta a medida que a
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planta vai envelhecendo, como é possivel perceber na imagem 72. Essa curvatura fica

evidente nas bordas formadas para a criagao dos espinhos da folha.

7.3.4 Celosia argentea (Crista de galo)

Celosia argentea var. cristata ¢ uma variedade da espécie Celosia argentea, perten-
cente & familia Amaranthaceae, que inclui plantas tanto comestiveis quanto ornamentais.
A espécie Celosia argentea é dividida em dois grupos principais: o grupo Plumosa e o
grupo Cristata. Este ultimo é conhecido por suas flores coloridas e de forma peculiar, que

se assemelham & cabega de um galo [11].

De acordo com Anderson Porto [11], as folhas da Celosia sao elipticas, estreitas
e alongadas, com as laterais mais curvadas e uma ponta estreita, podendo ser verdes ou
apresentar tonalidades vermelha, as extremidades sao densas, planas e aveludadas, com

formato semelhante a crista de galo.

Figura 75: Flor Crista de Galo

Fonte: <https://www.sitiodamata.com.br/especies-de-plantas/crista-de-galo-celosia-
argentea.html>

Na figura acima, é possivel perceber semelhangas visuais com a pseudoesfera des-
crita por Beltrami, e as bordas sao onduladas e possuem uma curvatura negativa, pare-
cendo uma superficie que se expande em todas as direcoes, similar ao conceito da pseu-

doesfera.
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Figura 76: Ondulacao da flor Crista de Galo

Fonte: <https://superuniversodasplantas.com.br/crista-de-galo/>

7.3.5 Brugmansia suaveolens (Trombeta de anjo)

A Brugmansia suaveolens é uma planta pertencente a familia Solanaceae, originaria
de regioes tropicais da América do Sul, incluindo o Brasil, onde é encontrada em florestas
de planicie, margens de rios e areas urbanas. Trata-se de uma arvore que pode atingir
entre 1,8 e 4,6 metros de altura, com folhas ovais que chegam a medir até 25 cm de
comprimento e 15,2 cm de largura, crescendo mais robusta em locais sombreados. Suas
flores, com formato de trompete ou corneta possui fragrancia doce, tém cerca de 30
cm de comprimento e apresentam cores variadas, como amarelo, laranja, creme ou rosa,
sendo as mais comuns as de coloragao branca (Lusweti, A., Wabuyele, E., Ssegawa, P., &

Mauremootoo, J.) [2].

Figura 77: Flor Trompeta de Anjo

Fonte: <https://www.picturethisai.com/pt/wiki/Brugmansia suaveolens.html>

Analisando as imagens acima, a flor exibe uma estrutura que pode ser compa-
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Figura 79: Pseudoesfera

Figura 78: Trombeta de anjo

Fonte: ~—
<https:/ /florescoloridas.com.br /flores /flor-
trombeta-de-anjo/ >

Fonte:
<http://www.matematica.seed.pr.gov.br>

rada visualmente & pseudoesfera, especialmente devido a sua forma curvada e a volumosa
expansao das pétalas. A pseudoesfera, uma superficie com curvatura negativa, é caracte-
rizada por sua estrutura esférica distorcida, que se expande para fora em uma curvatura

negativa e o mesmo pode ser observado na pétala da flor.

Quando observamos a flor da trombeta de anjo, suas pétalas formam uma espécie
de trompete ou corneta, apresentam uma curvatura que pode ser associada a forma de
uma pseudoesfera. A abertura da flor, com suas bordas onduladas e arredondadas, criando
uma forma que parece se expandir para fora de maneira fluida e organica como o modelo

de Beltrami.

7.3.6 Lirio de Chama (Gloriosa Superba)

A Gloriosa Superba mais cinhecida como Lirio de Chama, é da familia Colchica-
ceae. A faixa nativa desta espécie é Tropical, mais particularmente aparece na Africa do
Sul e Oceano Indico Ocidental. Cresce principalmente no bioma tropical seco. E usada
como veneno e remédio, tem usos ambientais e chama atencao por sua beleza exotica.
E interessante frisar que esta planta é venenosa e toxica o suficiente para causar mortes

humanas e animais se ingerida [21].

As pétalas do Lirio sao longas, estreitas e onduladas, que se curvam para tréas,

dando a planta a aparéncia de uma chama. Essa caracteristica torna as flores muito
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Figura 80: Lirio de Chama

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Gloriosa superba>

atraentes para polinizadores, como beija-flores e insetos. A forma das pétalas pode ajudar
a planta a resistir ao vento ou a outras condi¢oes adversas, como a umidade excessiva.
Além disso, a curvatura das pétalas pode reduzir a evaporacao excessiva de dgua das flores

em climas quentes.

Esse formato da pétala pode ser comparado as formas que aparecem em geometria
hiperbdlica, onde as curvas possuem curvatura negativa e remete ao crescimento expo-
nencial do espago. Assim, as pétalas onduladas podem, em uma analogia visual, lembrar

as curvas hiperbodlicas.

7.4 Platelmintos

O Filo Platyhelminthes, conhecido como o filo dos vermes achatados, engloba
animais invertebrados com corpo achatado apresentando simetria bilateral. Esses orga-
nismos, também chamados de platelmintos, podem ser de vida livre, habitando ambientes

aquaticos ou terrestres, como é o caso das planarias, ou podem ser parasitas de outros
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seres vivos, incluindo os seres humanos [29).

Figura 81: Espécies de platelmintos

Fonte: <https://lkenhm.nus.edu.sg/app/uploads/2018/10/2018nis077-125.pdf>

A imagem apresenta as seguintes espécies de Platelmintos: (A) Pseudobiceros
fulgor; (B) Pseudobiceros hancockanus; (C) Pseudobiceros hymanae; (D) Pseudobiceros

stellae; (E) (F) (G) e (H) Pseudobiceros.

Todos eles possuem um corpo achatado que se estende rapidamente formando
as curvas e ondulacao nas bordas, uma caracteristica que pode ser associada a curvatura
negativa do plano hiperbolico. Esse achatamento é uma adaptagao que otimiza a superficie
do organismo, facilitando a troca de nutrientes e a absor¢ao em um espaco limitado. A
simetria bilateral dos platelmintos também pode ser comparada & estrutura geométrica do
plano hiperbolico, pois proporciona um equilibrio simétrico que permite uma distribuicao

eficiente dos recursos.
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As ondulagoes, que apresentam curvatura negativa, no corpo dos platelmintos

ajudam na locomogao utilizando menos energia.
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8 Proposta de Aula e Oficina

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta de aula e uma oficina, ambas ela-
boradas com base nos conceitos discutidos ao longo do trabalho, ou seja, desejamos que
nosso trabalho sirva como um material completo para introducao da Geometria Hiperbo-

lica, tanto na Educagao Basica quanto no Ensino Superior.

A proposta de aula é voltada para alunos do Ensino Médio, com o objetivo de
explorar a geometria hiperbolica de maneira acessivel, relacionando-a com as formas da
natureza e utilizando os modelos da professora Daina Taimina. A oficina, por sua vez,
oferece uma abordagem pratica e criativa, permitindo que os participantes explorem es-
sas ideias de forma mais imersiva, utilizando o croché como ferramenta para entender a
geometria hiperboélica e suas manifestagoes naturais, tendo como publico alvo os alunos

da Educacao basica, do Ensino Superior, professores e amantes da Geometria.

8.1 Proposta de Aula: “Explorando a Geometria Hiperbélica na

Natureza”

Objetivo da Aula: Introduzir e explorar o conceito de geometria hiperbélica,
utilizando modelos geométricos criados pela professora Daina Taimina. Relacionar a ge-
ometria hiperboélica com formas naturais, como corais, lesmas marinhas, plantas e flores,
para demonstrar como a matematica pode ser observada no mundo ao nosso redor. Pro-

mover a interdisciplinaridade, conectando conceitos matematicos com biologia e arte.
Publico-alvo: Alunos da 3% Série do Ensino Médio .
Contetdo: Introdugao a geometria hiperbolica.
Curvatura e como ela se aplica a formas geométricas e naturais.
Exemplos de formas naturais que exibem caracteristicas da geometria hiperbolica.
Conceitos fundamentais de Geometria Hiperbolica Plana.

Duragao da Aula: Aproximadamente 4 a 5 aulas.

1. Apresentacao das Formas da Natureza e Anélise das Ondulagées (20 minutos)

Objetivo: Estimular a observagao das formas naturais, destacando suas caracte-
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risticas e ondulagoes.

e Apresente imagens de diferentes formas naturais, como corais, plantas, lesmas
e platelmintos. Vocé pode utilizar imagens de organismos que exibem padroes

geométricos evidentes, como corais e plantas que seguem padroes curvos.

e Divisao em grupos: Divida os alunos em grupos e peca que cada grupo
pesquise sobre um dos grupos de seres vivos: plantas (com foco nas espécies

apresentadas), corais, lesmas marinhas e platelmintos.

e Apresentagao dos resultados: Cada grupo deve apresentar o que encontrou
sobre a forma de vida e as caracteristicas desses organismos. O objetivo é
que eles identifiquem as ondulagoes, formas curvas e padroes geométricos nos

organismos que pesquisaram.

Discussao em grupo: Apoés as apresentagoes, o professor deve conduzir a discussao
para que os alunos percebam que hé uma caracteristica comum entre esses seres

vivos: as ondulagoes.

e Perguntas para os alunos: Quais formas e padroes geométricos vocés conse-
guiram identificar nas formas naturais que pesquisaram? Como as ondulagoes
podem ser benéficas para os corais, que sao filtradores, e para os outros seres

vivos apresentados?

Conclusao da etapa: O professor deve enfatizar como as ondulagoes sao caracte-
risticas visiveis nesses organismos e como elas desempenham um papel importante

em suas funcgoes vitais.

A Natureza e a Geometria

Objetivo: Relacionar a natureza com a geometria, destacando como certos orga-

nismos exibem padroes geométricos.

e Explique aos alunos que a relacao entre geometria e formas naturais é uma

questao antiga e fundamental para entender o mundo ao nosso redor.

e Apresente o video “10 Provas Incriveis de Que a Geometria da Natureza é
perfeita e surpreendente” que mostra vérios exemplos de como a geometria se

manifesta de maneira impressionante na natureza.
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Discussao sobre o video: Apds o video, abra espago para que os alunos comparti-
lhem suas impressoes e observacoes. Pergunte o que eles acharam mais interessante
e se conseguiram identificar mais exemplos de padroes geométricos nas formas na-

turais.

Relacao com as ondulagoes: Durante essa discussao, o professor deve direcionar
os alunos para observarem a forma das ondulagoes nas imagens e videos, preparando

o terreno para a introdugao do conceito de curvatura na proxima etapa.

3. Introdugao ao Conceito de Curvatura (15 minutos)

Objetivo: Apresentar o conceito de curvatura e como ele explica as ondulagoes

observadas na natureza.

e Explique que a curvatura é um conceito matematico que nos ajuda a entender
como as formas se curvam ou se dobram. Diferencie a curvatura positiva
(como na superficie de uma esfera) da curvatura negativa (como na geome-

tria hiperbélica, onde as linhas paralelas se afastam).

¢ Relacionando com a natureza: Retome os exemplos discutidos anterior-
mente (corais, plantas, lesmas) e mostre como as ondulagoes e curvaturas des-
ses organismos sao vitais para seu funcionamento. A curvatura negativa, por
exemplo, é observada na superficie de certos corais, e essa curvatura ajuda na

filtragem da agua.

e Exemplo visual: Mostre figuras ou modelos que exemplifiquem a diferenca
entre curvaturas positivas e negativas, como uma esfera e um modelo de croché
hiperbolico (por exemplo, da professora Daina Taimina). Os alunos podem

visualizar como as curvas e ondulacoes podem ser explicadas matematicamente.

4. As curvaturas e as formas da Natureza nos corais de croché

Apresentar o projeto do Recife de corais e sua histéria, frisando a influéncia da

professora Daina Taimina.

Explorar os modelos de corais hiperboélicos (Pseudoesfera, Disco de Poincaré, Bola

de futebol Hiperbolica e Modelo dos Anéis).

Apresente os modelos de croché desenvolvidos pela professora Daina Taimina.
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Levar alguns modelos de corais para que os alunos possam manipular é essencial

nessa etapa.

Explique como esses modelos representam visualmente caracteristicas de uma geo-

metria diferente da qual eles ja conhecem (Geometria Euclidiana).

5. Introducao a Geometria Hiperbolica

Introduzir a Geometria Nao Euclidiana - Geometria Hiperbolica com a sua histo-
ria de forma que os aluno possam entender todo o processo e sejam imerso nessa
descoberta. A introducao da geometria nao euclidiana é uma jornada fascinante e
instigante, que pode ser abordada de maneira a capturar o interesse dos alunos e

permitir que eles entendam todo o processo historico e conceitual.

Nessa etapa é importante usar recursos visuais, como slides, para que os alunos

conhecam os personagens envolvidos.

Nessa mesma etapa pode-se apresentar os modelos utilizados em Geometria Hiper-

bolica e alguns dos resultados e definicao de Geometria Hiperbolica Plana.

6. Encerramento e Discussao

¢ Reflexao final: Pergunte aos alunos o que aprenderam sobre a Geometria
hiperbélica e como isso pode ser aplicado para entender as formas naturais.
Discuta como a geometria pode ser observada em muitos aspectos do mundo

natural.

e Pergunta para reflexao: Como o estudo da curvatura pode nos ajudar a

entender melhor os organismos naturais, como corais e plantas, que vimos
hoje?
7. Avaliacao

A avaliacao pode ser feita durante a discussao e apresentagao dos grupos, observando
se os alunos conseguiram identificar corretamente as caracteristicas geométricas nas

formas naturais e compreender a relagao entre essas formas e a curvatura.

114



8.2 Proposta de Oficina: “Entre Lagos e Curvas: Geometria Hi-

perboélica, Croché e as Formas da Natureza”

Objetivo da Oficina: Oferecer uma experiéncia prética e imersiva para aprender
sobre a geometria hiperbodlica, suas propriedades e aplicagoes na natureza. Estimular a
criatividade e o pensamento interdisciplinar, conectando a matematica, a biologia e a arte,
por meio da criacao de modelos e da observacao de formas naturais que seguem padroes

geométricos hiperbodlicos.

Piblico-alvo: Estudantes do Ensino Médio, professores ou interessados em geo-

metria, biologia e arte.
Duragao: 3 horas (ou conforme a disponibilidade do ptblico).

Materiais Necessarios:

e Modelos impressos ou imagens dos modelos de croché da professora Daina Taimina.

e Linha de croché, tesouras e agulhas.

1. Boas-vindas e Introdugao ao Tema
Breve introdugao ao conceito de geometria hiperbolica (histéria e modelos de planos
hiperbolicos). Explique a curvatura negativa de forma acessivel e como ela aparece
no plano hiperboélico. Pergunte aos participantes se ja ouviram falar de geome-
tria nao-euclidiana e se conseguem identificar padroes geométricos em formas da

natureza.

2. Conexao com a Natureza: Exemplos de Corais e Qutras Formas Naturais
Nessa etapa, o objetivo é explorar a geometria hiperbélica nas formas naturais,
discutindo corais, lesmas marinhas, plantas e flores que exibem caracteristicas dessa
geometria. Apresente imagens ou videos sobre organismos naturais que apresentam
padroes geométricos relacionados & geometria hiperbolica. Explique como esses
padroes podem ser entendidos por meio da matematica. Pergunte aos participantes
sobre suas observacoes e percep¢oes sobre como a geometria pode ser vista no mundo

natural. Incentive-os a refletirem sobre outros exemplos que podem conhecer.

3. Oficina Pratica: Criando Modelos Hiperboélicos

Nesse momento, o objetivo é permitir que os participantes experimentem criar seus
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proprios modelos de geometria hiperbolica, usando o croché ou outro material de
modelagem simples. Explique como a professora Daina Taimina usa o croché para
representar modelos geométricos complexos. Os participantes poderao aprender a
fazer modelos simples que representem curvaturas hiperbolicas (no proximo capitulo
apresentamos alguns modelos e o passo a passo para construi-los). Fornega linhas
coloridas, agulhas e instrugoes basicas para que eles criem pequenas amostras de
croché que se assemelham a formas hiperbolicas. Dé espago para que os participantes

experimentem e explorem os préprios modelos, ajudando-os conforme necessario.

Discussao e Exposicao dos Modelos Criados
Permita que os participantes compartilhem suas criagoes e discutam o processo de
elaboracao dos modelos, refletindo sobre como a geometria hiperbélica pode ser

aplicada a diferentes areas, incluindo a matematica, biologia e arte.

Atividade de Exposicao: Organize os modelos criados pelos participantes em
uma area de exposicao. Cada grupo ou participante pode explicar o que criou, qual

a relagao com a geometria hiperbdlica e como a natureza inspirou seus modelos.

Discussao Final: Incentive uma conversa sobre as conexoes feitas durante a oficina,
abordando questoes como a interdisciplinaridade, como a geometria é observada na

natureza e a utilidade desses modelos na educacao e na compreensao da matematica.

Encerramento e Reflexoes Finais
Faca perguntas para os participantes refletirem sobre o que aprenderam durante a

oficina e como a geometria pode ser aplicada em outras areas do conhecimento.

116



8.2.1 Modelos de Corais Hiperbolicos de Croché

Nesta secao, vamos apresentar alguns modelos de plano hiperbélico que se asseme-
lham a corais e o passo a passo para sua construcao. Todas as informacoes foram retirados

do Institute For Figuring [19].
Modelo 1: Plano Hiperbdlico

Figura 82: Modelo 1: Plano Hiperbolico

Fonte: Institute For Figuring

PASSO 1: Para fazer um plano hiperbélico basico de croché, comece com uma

linha de pontos corrente. Recomendamos 15 ou 20 pontos para sua primeira tentativa.

PASSO 2: Apoés a linha de correntes, comece a primeira carreira fazendo croché
em 5 pontos, depois aumente no sexto ponto. (Vocé pode usar ponto baixo, meio ponto
alto ou ponto alto, conforme preferir.) Continue repetindo este padrao: faga 5 pontos

altos, aumente 1; faga 5 pontos altos, aumente 1, seguindo assim até o final da carreira.

PASSO 3: Vire e repita o padrao na proxima carreira e em todas as carreiras

subsequentes.
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Modelo 2: Plano Hiperbélico Mais Crescido

Em nosso primeiro modelo, a taxa de aumento é de 1 em cada 5 pontos. Para
fazer um modelo mais franzido, aumente mais rapidamente. Em nosso proximo modelo,

a taxa de aumento é de 1 em cada 4 pontos.

Figura 83: Modelo 2: Plano Hiperboélico Mais Crescido

Fonte: Institute For Figuring

PASSO 1: Comece com uma linha de pontos corrente.

PASSO 2: Apoés a linha de correntes, comece a primeira carreira fazendo 3 pontos
altos e aumentando no quarto ponto. Continue repetindo o padrao: faga 3 pontos altos,

aumente 1; faca 3 pontos altos, aumente 1.
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Modelo 3: Pseudoesfera

Neste modelo, vocé faz croché hiperboélico em volta de um circulo.

Figura 84: Modelo 3: Pseudoesfera

Fonte: Institute For Figuring

PASSO 1: Comece com uma linha de correntes.

PASSO 2: Apoés uma duzia de pontos, vocé precisa transformar a linha em um
circulo. Para fazer isso, faga 3 pontos de croché na tultima corrente e entao junte esse

grupo de pontos em um pequeno cone.

PASSO 3: Comece a fazer croché ao redor da borda do cone, aumentando em

uma taxa regular. Aqui a taxa de aumento é de 1 em cada 3 pontos.
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Modelo 4: Outra Pseudoesfera

Figura 85: Modelo 4: Outra Pseudoesfera

Fonte: Institute For Figuring

Aqui a taxa de aumento é de 1 em cada 2 pontos, entdao o modelo franze mais
rapido. Se vocé aumentar em uma taxa regular, sempre alcangara uma forma matemati-
camente perfeita. Esta forma é o equivalente hiperboélico de um cone; sua ponta se estende
até o infinito. Nao é necessério fazer uma pseudoesfera perfeita se vocé quiser fazer corais

de croché.
PASSO 1: Faca croché em 4 correntinhas.
PASSO 2: Junte as correntinhas em um circulo.

PASSO 3: Comece a fazer croché em volta do circulo, aumentando em uma taxa

regular aumentando um ponto em cada ponto.
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Modelo 5: Plano Hiperbélico Duplo

Aqui voceé faz croché hiperboélico em ambos os lados de uma linha, trabalhando em

um padrao de “pista de corrida”.

Figura 86: Modelo 5: Plano Hiperboélico Duplo

Fonte: Institute For Figuring

PASSO 1: Comece com uma linha de correntes.

PASSO 2: Faga croché ao longo de um lado da corrente, aumentando em uma

taxa regular. (Neste modelo, aumenta-se 1 em cada 2 pontos.)

PASSO 3: No final da carreira, aumente 5 pontos na tltima corrente, depois vire

e volte ao longo do outro lado, continuando a aumentar na mesma taxa.

PASSO 4: Continue o croché hiperbolico ao redor da borda da pista de corrida em
todas as carreiras seguintes. Esta forma, semelhante a uma alga marinha, é, na verdade,

dois planos hiperbodlicos unidos.
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Modelo 6: Coral Hiperbélico

Figura 87: Modelo 6: Coral Hiperbdlico

Fonte: Institute For Figuring

PASSO 1: Para obter esta forma bonita, comece com uma linha de 15 correnti-

nhas.

PASSO 2: Na primeira carreira, faga croché em volta da corrente em ambos os

lados, aumentando em cada ponto.
PASSO 3: Na segunda carreira, aumente em 2 de 3 pontos.
PASSO 4: Na terceira carreira, aumente em cada segundo ponto.

PASSO 5: Na quarta carreira, aumente em cada terceiro ponto. E assim por

diante.

Vale lembrar que organismos vivos sao sempre irregulares. Para obter corais com

a aparéncia natural, tente variar a taxa de aumento dentro do modelo.

122



9 Consideracoes Finais

Ao longo desta pesquisa, buscamos estudar a construcgao historica da geometria
hiperbodlica e suas diversas representacoes, cujo objetivo principal esta em pontuar as
semelhancas dessa geometria com elementos da natureza, como as formas encontradas
em plantas e corais, bem como os beneficios dessas caracteristicas para a vida desses

organismos.

Um ponto central do nosso estudo foi a forma como a professora Daina Taimina
utilizou o croché para representar o plano hiperbodlico, oferecendo uma maneira tnica
de visualizar conceitos matematicos abstratos. Esse modelo fisico tem um grande valor
pedagodgico, pois transforma a geometria hiperbodlica, algo que, & primeira vista, pode
parecer aos alunos distante e dificil de compreender, pela dificuldade de visualizacao, em

algo concreto e acessivel.

Ao observarmos as formas geométricas presentes na natureza, como as que en-
contramos em Varias espécies nos corais, percebemos que a geometria hiperbdlica nao é
apenas uma abstracao matematica, mas algo que se manifesta no mundo ao nosso redor e
que essa manifestagao ¢ essencial para esses corais realizarem a captura e absorcao de nu-
trientes necessarios. Para as lesmas marinhas essa estrutura corporal, com caracteristicas
do plano hiperbélico, contribui para a locomocao. Essa conexao entre teoria matematica e
observagoes naturais torna mais tangivel, enriquece entendimento, traz significado e torna
a matematica mais atraente aos olhos dos estudante. Quando vemos esses padroes em
corais, por exemplo, conseguimos compreender de forma mais profunda como a geometria

hiperbélica funciona, nao apenas nos livros, mas no mundo real.

A representagao do plano hiperbolico através do croché é um excelente exemplo de
como podemos usar modelos fisicos para ajudar na visualizagdo de conceitos abstratos.

O croché de Taimina permite que os alunos toquem e explorem fisicamente a geometria.

A inclusao da geometria hiperbélica no curriculo escolar, como aparece no Refe-
rencial Curricular do Paran, justifica ainda mais a necessidade de se explorar essa area

do conhecimento com os estudantes.

Esperamos que este estudo contribua para a valorizacao das Geometrias Nao Eu-

clidianas na Educagao Basica, em especial a Geometria Hiperbdlica, e nao somente no
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ensino, mas na apreciacao de suas conexoes com o mundo natural. E que, por meio de
modelos fisicos como o croché, os alunos e educadores possam explorar e entender a be-
leza e a aplicabilidade dessa area da matematica de uma maneira mais acessivel e criativa.
Salientamos ainda, que desejamos que nosso trabalho possa servir de material didatico

para aulas de Geometria Hiperbdlica.
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