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RESUMO

DOS SANTOS PRAXEDE, R.S.P. Aritmética Modular e Educag¢io Matemdtica: Uma
Proposta Diddtica a Partir do Design Residual. 2025. 160 f. Dissertacao (Mestrado em
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional do Departamento de
Matematica da Faculdade de Formagao de Professores) — Unidade Sdo Gongalo,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2025.

Este trabalho apresenta uma proposta didatica de ensino que aproxima a aritmé-
tica modular da pratica geométrica, com uma abordagem motivadora que busca tornar o
aprendizado mais dinamico e estimulante, incentivando a compreensao e a exploracao de
construgoes geométricas, como poligonos estrelados, mandalas e designs de residuos, com
atencao a sua estrutura e caracteristicas. O trabalho também aborda aspectos histéri-
cos e teoricos relacionados a teoria dos niimeros, introduzindo elementos essenciais, como
relagoes, classes de equivaléncia, divisibilidade, o algoritmo da divisao, congruéncias e
classes modulares, bem como demonstracoes e teoremas que sustentam essas construcoes
matematicas, oferecendo a base necessaria para o desenvolvimento das aplicagoes e cons-
trucoes propostas. Além disso, o GeoGebra também é utilizado como ferramenta para
construir e visualizar essas figuras, permitindo uma analise pratica e interativa.

Palavras-chave: Algoritmo da divisao. Congruéncia modular. Poligono estrelado. Design

de residuos.



ABSTRACT

DOS SANTOS PRAXEDE, R.S.P. Modular Arithmetic and Mathematics Education: A
Didactic Proposal Based on Residue Design. 2025. 160 f. Dissertagao (Mestrado em
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional do Departamento de
Matematica da Faculdade de Formagao de Professores) — Unidade Sdo Gongalo,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2025.

This final project presents a didactic teaching proposal that connects modular
arithmetic with geometric practice through a motivating approach aimed at making le-
arning more dynamic and engaging. It encourages the understanding and exploration of
geometric constructions such as stars polygons, mandalas, and residue designs, focusing
on their structures and characteristics. The research also addresses historical and theo-
retical aspects related to number theory, introducing essential concepts such as relations,
equivalence classes, divisibility, the division algorithm, congruences, and modular classes.
Additionally, it presents demonstrations and theorems that support these mathematical
constructions, providing the necessary foundation for the development of the proposed
applications and activities. Moreover, GeoGebra is employed as a tool for constructing
and visualizing these figures, enabling practical and interactive analysis.

Keywords: Division algorithm. Modular congruence. Star polygon. Residue design.
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INTRODUCAO

A Aritmética Modular ocupa um lugar especial dentro da Teoria dos Numeros,
sendo um dos temas mais expressivos e significativos da Matematica. Desde os estudos
de Carl Friedrich Gauss, no inicio do século XIX, esse campo tem se mostrado essencial
para compreender fendmenos numéricos que envolvem periodicidade e simetria. Embora
seja amplamente reconhecida por suas aplicagbes em diversas areas, como criptografia,
computacao e teoria da informagado, sua presenca no ensino basico ainda é limitada e,
muitas vezes, tratada de maneira abstrata, sem conexoes com o que o aluno vivencia ou

pode visualizar concretamente.

Diante dessa realidade, este trabalho propoe uma abordagem didatica que busca
aproximar a Aritmética Modular da pratica geométrica, promovendo uma aprendizagem
mais visual, interativa e significativa. A ideia é articular conceitos aritméticos com cons-
trugdes geométricas, explorando figuras como poligonos estrelados, mandalas e designs de
residuos, que surgem naturalmente das relagoes entre niimeros inteiros e moédulos. Essa
proposta desperta o interesse do estudante e incentiva uma percepcao mais ampla da Ma-
tematica, compreendida também como forma de arte, em que nimero, simetria e beleza

se unem em expressao visual e criativa.

A motivacao para desenvolver esta pesquisa vem da necessidade de repensar o
modo como contetidos matematicos mais abstratos sao apresentados em sala de aula.
A partir da observagao da préatica docente, percebe-se que muitos alunos tém dificul-
dade em compreender conceitos como divisibilidade, resto e congruéncia, justamente por
nao encontrarem neles um sentido visual ou pratico. Ao unir a aritmética a geometria,
pretende-se oferecer uma nova perspectiva de ensino, na qual o estudante possa construir,
experimentar e interpretar padroes por meio de imagens e simetrias. O uso do GeoGebra
é parte essencial desse processo, pois possibilita representar e explorar dinamicamente as

relacbes modulares.

Além do aspecto visual e motivador, esta pesquisa também se fundamenta na ideia
de que o ensino da Matematica deve estimular o pensamento investigativo. O aluno, ao
construir uma figura modular, ndo apenas observa um resultado artistico, mas é levado a
formular perguntas, identificar regularidades e compreender propriedades numéricas por
tras daquilo que vé. Assim, o conteiudo deixa de ser apenas uma aplicacdo mecéanica de
regras e passa a ter um carater exploratério e reflexivo, que valoriza a compreensao con-

ceitual.
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Partindo dessas consideracoes, o problema que orienta este estudo pode ser apre-
sentado pela seguinte pergunta: Como a utilizacdo de construcoes geométricas baseadas
na Aritmética Modular, com apoio do software GeoGebra, pode contribuir para tornar
o ensino desse contetido mais visual, dindmico e significativo no contexto da Educacao

Matemética?

O objetivo principal é propor e analisar uma abordagem didatica para o ensino
da Aritmética Modular que integre construgoes geométricas e o uso do GeoGebra, favo-
recendo a compreensao conceitual e o interesse dos estudantes pela Matematica. Para
alcancar esse propédsito, revisam-se os fundamentos tedricos da Aritmética Modular ;
investiga-se o potencial da visualizacao geométrica como recurso pedagbgico; desenvolvem-
se atividades exploratérias com o GeoGebra; e analisam-se as contribuig¢oes da proposta

a partir de sua aplicacdo em contextos de ensino.

A pesquisa, de natureza qualitativa e carater exploratério, foi organizada em duas
etapas complementares. A primeira correspondeu a um estudo bibliografico da historia da
teoria de niimeros e, da teoria referente a Aritmética Modular. A segunda etapa envolveu
a elaboracao e aplicacao da proposta didatica baseada no design residual, utilizando o
GeoGebra para a construcao de figuras geométricas associadas as congruéncias modula-
res. As atividades foram desenvolvidas com alunos do Ensino Médio e licenciandos em
Matematica, e a andlise dos resultados considerou as observacoes realizadas pelo autor ao

aplicar as atividades propostas e as respostas aos questionarios aplicados apos as oficinas.

O texto esta organizado de forma a conduzir o leitor do contexto tedrico a aplicagao
pratica da proposta. No primeiro capitulo, apresenta-se um panorama historico da Teoria
dos Numeros e do desenvolvimento das congruéncias modulares, destacando o percurso
conceitual que vai desde os problemas de divisibilidade na Antiguidade até a formulagao
sistematizada de Gauss. Esse resgate histérico busca evidenciar o valor formativo e con-

ceitual da Aritmética Modular.

O segundo capitulo discute as nogoes fundamentais de relagoes e classes de equiva-
léncia. Sao abordadas as principais propriedades das relagoes e sua importancia no estudo
de estruturas matematicas de natureza diversa, fornecendo a base tedrica necesséaria para

a compreensao e estudo das congruéncias modulares.

No terceiro capitulo, sao tratados os principais aspectos da aritmética dos ntime-
ros inteiros, com énfase nos conceitos de divisibilidade, algoritmo da divisao, algoritmo
de Euclides e propriedades das congruéncias. Além das demonstragoes e exemplos, este

capitulo estabelece o elo entre os fundamentos teéricos e a abordagem pratica proposta
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posteriormente.

O quarto capitulo constitui o ntcleo central da pesquisa e apresenta a proposta
didatica baseada no design residual, em consonancia com as orientacoes da Base Naci-
onal Comum Curricular (BNCC), que valoriza o desenvolvimento do raciocinio légico,
da argumentacao e da capacidade de estabelecer conexoes entre diferentes representa-
¢oes matematicas. Nele sao descritos o processo de elaboracao das atividades, o uso do
software GeoGebra e as etapas de aplicagdo com os estudantes. As andlises realizadas
buscam compreender como as construgoes geométricas contribuem para a aprendizagem
dos conceitos de congruéncia e divisibilidade, e como a visualizacao pode tornar o estudo

da Aritmética Modular mais envolvente e acessivel.

Por ultimo, os anexos reinem os materiais utilizados nas oficinas, os registros
produzidos pelos participantes e os instrumentos de coleta de dados. Esses documentos
complementam o estudo e possibilitam que outros pesquisadores e professores possam

reproduzir ou adaptar a proposta em diferentes contextos educacionais.

Assim, o trabalho busca contribuir para o ensino da Matematica ao propor uma
forma de trabalhar a Aritmética Modular que valoriza a visualizacao, a criatividade e
o pensamento investigativo. Mais do que apresentar um contetido, o objetivo é mostrar
que aprender Matematica pode ser uma experiéncia viva, prazerosa e inspiradora, em que

teoria e pratica se unem na construcao do conhecimento.
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1 ORIGENS HISTORICAS DA TEORIA DOS NUMEROS E DAS
CONGRUENCIAS MODULARES

Neste capitulo, sera apresentada uma breve descri¢ao histérica da Teoria dos Nu-
meros, com énfase no desenvolvimento dos estudos sobre divisibilidade e congruéncias ao
longo do tempo. Nosso objetivo é destacar o contexto em que essas ideias surgiram, as
contribuigoes de diferentes matematicos e as circunstancias histéricas que favoreceram seu
avango, evidenciando a importancia desse campo para o progresso da Matematica e para
suas intimeras aplicagoes em diversas dareas. As definigdes e conceitos formais relacionados
a esses temas serao abordados em capitulo posterior, de modo que aqui privilegiaremos a

perspectiva historica e o papel desses topicos na evolugao do pensamento matematico.

1.1 Origem da Teoria dos Numeros

A origem da Teoria dos Numeros remonta a Antiguidade, quando as primeiras
civilizagoes ja demonstravam interesse pelas propriedades e relagoes entre os niimeros in-
teiros. Registros histéricos indicam que egipcios e babilonios, por volta de 2000 a.C.,
utilizavam técnicas aritméticas avancadas para resolver problemas praticos, como parti-
lhas, medigoes e calculos astronémicos. Contudo, foi na Grécia Antiga que esses estudos
adquiriram um carater mais sistematico e teérico, especialmente a partir das contribuicoes
da Escola Pitagérica, que via nos niimeros a esséncia da harmonia e da ordem do universo,
atribuindo-lhes também um significado filos6fico. O principio de Pitagoras (570-495 a.C.)
era expresso na afirmacao de que “o numero é a esséncia das coisas”. Os nimeros natu-
rais, as fragoes positivas e suas propriedades foram estudados de forma pioneira pelos
pitagéricos em meados do século VI a.C., que dedicaram especial atengdao as questoes
de divisibilidade, analisando com rigor os niimeros pares e impares e desenvolvendo uma
teoria sobre tais classes, posteriormente incorporada por Euclides em sua célebre obra Os

Elementos.

Os pitagéricos também se interessaram pela relagdo entre um ntimero e a soma de
seus divisores. Se a soma de todos os divisores fosse maior que o proprio niimero, este era
denominado abundante; se fosse menor, era chamado deficiente; e, se fosse exatamente
igual, recebia o nome de perfeito. Introduziram ainda o conceito de numeros amigdveis,
que consistem em pares de niimeros nos quais a soma dos divisores de um deles corresponde

exatamente ao outro, e vice-versa.
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Na obra Os FElementos, escrita por Euclides de Alexandria por volta de 300 a.C.,
encontram-se treze volumes — denominados “Livros” — que retinem, de forma sistema-
tica, o conhecimento matematico acumulado até sua época. O conteudo é apresentado a
partir de definigdes, postulados e axiomas, seguidos de proposigoes (teoremas), constitu-
indo o mais antigo registro conhecido da aplicagao do método axiomatico que chegou até

7

nos.

Figura 1 - Pagina de titulo da primeira versdo em inglés dos
*Elementos de Euclides*, de Sir Henry Billingsley (1570).

Fonte: STANFORD, Charles Thomas. Pagina de titulo da primeira
versao em inglés dos Elementos de Euclides. Wikimedia

Commons, 1570.

Os Livros VII, VIII e IX de Os Elementos sao dedicados a Teoria dos Numeros.
Para os gregos da época, a palavra “ntiimero” designava o que hoje chamamos de niimero
natural, e, nesses livros, cada niimero era representado por um segmento de reta. Assim,
Euclides referia-se a um niimero como AB e nao empregava as expressoes “é multiplo de”
ou “é dividido por”, mas sim “é medido por” ou “mede”. O modelo concreto de nimero
utilizado por Euclides consistia em um segmento de reta de comprimento igual ao valor
numérico, tomando como unidade de medida um comprimento arbitrario u; por exemplo,

o numero 7 era representado como um segmento AB de comprimento 7u.

Figura 2 - Modelo concreto do nimero de Euclides
u
A B
Fonte: Vidigal, (28, p.52)

Uma caracteristica fundamental dos niimeros inteiros é que um deles nem sempre
divide exatamente o outro, e Euclides interessou-se particularmente pelo estudo dessa
relacao, desenvolvendo a teoria da divisibilidade. Nos Livros VII, VIII e IX de Os Ele-

mentos, encontram-se resultados sobre a aritmética dos inteiros que permanecem validos
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e Uteis até os dias atuais. Entre eles destaca-se o que hoje conhecemos como Lema da
Divisao de Fuclides, segundo o qual, dados dois nimeros inteiros a e b > 0, é sempre pos-
sivel expressar a na forma a = bq + r, onde ¢ é o quociente e r é o resto, com 0 < r < b.
Esse resultado constitui a base para o desenvolvimento da aritmética modular, permi-
tindo formalizar o conceito de congruéncias e conduzindo, entre outros desdobramentos,

ao Teorema Chinés do Resto.

A divisao de um inteiro por um divisor positivo, ao produzir quociente e resto,
estabelece uma relacao entre quatro nimeros — dividendo, divisor, quociente e resto —
e o estudo dessas relagoes abre caminho para um dos ramos mais importantes da Teoria
dos Numeros: a aritmética modular. Este campo tem aplicagoes praticas notaveis, como
na determinacao de enderecos de memoria em sistemas computacionais e nos processos

de codificacao e decodificacdo de mensagens.

Alguns séculos apds Euclides, por volta de 250 d.C., o matematico grego Diofanto
de Alexandria contribuiu de maneira significativa para a Teoria dos Numeros. Em sua obra
Arithmetica (“Ciéncia dos Numeros”), composta originalmente por treze volumes, dos
quais apenas seis sobreviveram, Diofanto concentrou-se na teoria algébrica dos nimeros
e no estudo de equagodes, hoje conhecidas como diofantinas. A coletanea reunia 130
problemas, cujas solucoes exigiam técnicas engenhosas, muitas das quais permaneceram
incompletas ou desconhecidas por séculos, especialmente no caso de equagoes diofantinas
exponenciais. Considerado o pai da dlgebra, Diofanto exerceu influéncia profunda sobre o

pensamento matematico, inspirando avancgos que se estenderiam por muitos séculos.

Figura 3 - Pagina de titulo da edigdo de 1670 de Arithmetica de
Diofanto, traduzida por Claude-Gaspard Bachet e com

comentarios de Pierre de Fermat

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM
LIBRI SEX,
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
LIBER ¥NVS,

CPA COMMENTARIIS €.G. BACHETL V. €.
c bfernstionsbur DIF. e VERMATE. Senateess Tolofart.

Neeefit Dofiring Anslice inveorm noaum sollsituss
T pitalie

Fonte: SWETZ, Frank Jl. Mathematical Treasure: Bachet’s Arithmetic

of Diophantus. Mathematical Association of America, 2000.
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1.2 A Teoria dos Ntuimeros na Idade Média

Com o declinio do Império Romano e a transicao para a Idade Média, parte signi-
ficativa do conhecimento matematico grego correu o risco de se perder. No entanto, a tra-
di¢ao indiana e, sobretudo, o florescimento cientifico no mundo islamico desempenharam
papel decisivo na preservaco, traducéo e expansdo dessas ideias. Na India, mateméaticos
como Aryabhata (476-550) e Brahmagupta (598-668) desenvolveram métodos algébri-
cos e introduziram avangos notaveis, como o uso sistematico do zero e a consolidacao
da notacao decimal posicional, elementos que transformariam profundamente os calculos
aritméticos. No periodo medieval, difundiu-se também o método de riscar, possivelmente
de origem hindu, como forma mais utilizada de realizar divisoes (Wall, 2014). Tal técnica
consistia em sucessivas tentativas de encontrar multiplos aproximados do divisor, risca-los
do dividendo e prosseguir com as parcelas restantes, até obter o quociente e o resto. Por
exemplo, na operacao 1987 + 32, a aplicacao do método de riscar leva ao quociente 62 e
ao resto 3, o que, na notacao algébrica moderna, se expressa como 1987 = 62 x 32+ 3. De
maneira equivalente, podemos reinterpretar o procedimento na base decimal, decompondo
o dividendo como 1-10%+9-10%>+8-10+7-1 e aproximando cada parcela com multiplos

adequados de 32, o que conduz ao mesmo resultado.

No mundo islamico, estudiosos como Al-Khwarizmi (c. 780-850) e Al-Kindi
(c. 801-873) traduziram para o arabe as obras de Euclides e Diofanto, incorporando-as
a um corpo mais amplo de conhecimentos herdados também da tradicdo indiana. Al-
Khwarizmi, em particular, teve papel central na disseminacao do sistema de numeracao
hindu-arabico e no desenvolvimento de métodos algébricos que se tornariam referéncia na
matematica medieval. Essa intensa atividade intelectual resultou em tratados originais
que exploravam propriedades dos niimeros inteiros, algoritmos de calculo e ideias precur-

soras da aritmética modular.

A partir do século XII, com as traducoes realizadas em centros como Toledo e Pa-
lermo, esses textos arabes chegaram a Europa medieval, reintroduzindo e enriquecendo o
legado da Antiguidade classica. Essa circulacao de ideias nao apenas preservou os funda-
mentos da Teoria dos Niimeros, mas também preparou o terreno para o seu florescimento
durante o Renascimento, quando nomes como Fermat, Euler e Gauss dariam inicio a uma

nova era para esse campo da matematica.
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1.3 A Teoria dos Niimeros no século XIX

Com o advento do Renascimento e o fortalecimento do espirito cientifico na Eu-
ropa, a Teoria dos Numeros comegou a se consolidar como um campo de estudo auténomo.
Entre os pioneiros desse movimento destaca-se Pierre de Fermat (1607-1665), magistrado
e matematico francés que, inspirado pela leitura de Arithmetica de Diofanto, passou a
investigar propriedades dos niimeros inteiros e a formular enunciados ousados, muitos dos
quais sem fornecer demonstracoes completas. Entre suas contribui¢des notaveis estao o
Pequeno Teorema de Fermat, que estabelece um importante critério para congruéncias
envolvendo nimeros primos, e o célebre Ultimo Teorema de Fermat, que permaneceria
sem demonstragao rigorosa por mais de trés séculos até ser provado por Andrew Wiles em
1994. Fermat também explorou ideias precursoras da teoria das probabilidades e incenti-
vou a correspondéncia matematica como meio de circulagao de descobertas, influenciando
diretamente geracoes posteriores de mateméaticos. Sua obra marcou o inicio de um peri-
odo fértil para a Teoria dos Numeros, que encontraria em Euler e Gauss alguns de seus

maiores expoentes.

Leonhard Euler (1707-1783), matemaético suigo, deu continuidade as ideias de Fer-
mat e foi responsavel por sistematizar e expandir significativamente a Teoria dos Numeros.
Euler introduziu conceitos fundamentais, como a fungao totiente ¢(n), que associa a cada
inteiro positivo n a quantidade de inteiros positivos menores do que n que sdo coprimos
com n, estudou propriedades dos niimeros primos e desenvolveu métodos avancados para
resolver congruéncias e equagoes diofantinas. Seus trabalhos proporcionaram nao apenas
generalizacoes de resultados de Fermat, mas também estabeleceram ferramentas essenci-
ais para o desenvolvimento da aritmética modular e da andlise combinatéria. Além disso,
Euler foi pioneiro na exploracao de séries infinitas e produtos envolvendo niimeros primos,
conectando a Teoria dos Niimeros a outras areas da matematica, como a algebra e a ana-
lise. Seu legado consolidou a Teoria dos Niimeros como um campo sistematico, rigoroso
e fértil para investigacoes futuras, preparando o terreno para a obra monumental de Carl

Friedrich Gauss no século XIX.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico alemao, consolidou a Teoria dos
Numeros como disciplina rigorosa e sistematica em sua obra Disquisitiones Arithmeticae
(1801). Nesse trabalho, Gauss introduziu a notagdo moderna para congruéncias e desen-
volveu métodos gerais para o estudo das propriedades dos nimeros inteiros, incluindo a
teoria dos residuos quadraticos, a distribuicao de ntimeros primos e a solucao de equacoes
diofantinas. Ele estabeleceu principios fundamentais da aritmética modular, proporcio-
nando um formalismo claro e unificado, que até hoje serve de base para pesquisas em

matematica pura e aplicada. A abordagem de Gauss combinava rigor 16gico, generalidade
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e clareza de exposi¢do, marcando uma ruptura com o estilo mais exploratorio de seus
predecessores e permitindo que a Teoria dos Ntumeros se tornasse um campo auténomo,

coerente e central na matematica moderna.

Na passagem do século XVIII para o XIX, Gauss era amplamente considerado o
“principe dos matematicos” por seus contemporaneos. Para ele, a matematica represen-
tava elegdncia e harmonia, e a Teoria dos Numeros recebia especial atencao e estima.
Gauss afirmava que “A Matematica é a rainha das ciéncias, e a Teoria dos Numeros é
a rainha da Matematica” (BURTON, 2016, p. 63). Em sua obra cldssica Disquisitiones
Arithmeticae (1801), Gauss apresentou formalmente a definigdo de congruéncia, que se
mostrou essencial para a Teoria dos Niumeros e suas multiplas aplicagoes. Tal definicdo
permite a formalizacao da aritmética do relogio e a resolucao de diversos problemas en-
volvendo periodicidade. A definicdo de congruéncia apresentada a seguir foi retirada da

edicao espanhola do livro de Gauss, Disquisitiones Arithmeticae:

Defini¢ao 1.3.1. (16, p.7) Se um nimero a divide a diferenca dos nimeros b e c,
dizemos que b e ¢ sdo congruentes de acordo com o modulo a; se ndo forem, dizemos
que sao incongruentes; o numero a € chamado de médulo. Ambos os niimeros b e ¢, no

primeiro caso, sao chamados um residuo do outro e, no sequndo caso, nao residuos.

Figura 4 - Definicao original de congruéncia de Gauss, 1801

i, Si numeriié 4 numeroruii 4, ¢ differen-
tiam mietitut, b et ¢ sécundum a-congrui dicuatur,
gin ininus, iicongruii ipsuint @ modulum ap‘)eila-
hiis. Vterque nimerorum b. ¢ priori in casi
alrerids Fesiduiurh ;i1 posterion vero sorivesidiiim
YVocatur.

Fonte: Disquisitiones Arithmeticae, 1801. pl. (15).

1.4 A Teoria dos Numeros na época moderna

Na época moderna, a Teoria dos Numeros consolidou-se como um campo central
da matematica, caracterizado pela coexisténcia de pesquisa puramente tedrica e de aplica-
¢Oes praticas relevantes. Entre as principais linhas de investigacao destacam-se a Teoria
Analitica dos Numeros, que utiliza ferramentas da andlise matemédtica para estudar a
distribuicao dos nimeros primos; a Aritmética Modular, que investiga propriedades de
numeros inteiros em relacao a restos de divisoes; a teoria algébrica dos niimeros e a geo-
metria aritmética. Problemas classicos, como a Conjectura de Goldbach, que propoe que

todo niimero par maior que dois é a soma de dois primos, continuam a inspirar pesquisas
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profundas. A Teoria dos Ntumeros também se conecta com outras areas da Matematica,
como a combinatoria, na contagem e estruturacao de conjuntos numéricos, e a teoria dos
grafos, na modelagem de relagoes entre niimeros ou estruturas aritméticas. Paralelamente,
a disciplina encontra aplicacoes diretas em criptografia, algoritmos de computacao, codi-
ficacao de informagoes e seguranca digital, nas quais problemas de fatoragao de niimeros

grandes e congruéncias desempenham papel fundamental.

O leitor interessado em aprofundar-se nos aspectos historicos da Teoria dos Niume-
ros pode recorrer a diversas obras que abordam o desenvolvimento desta disciplina desde
a Antiguidade até a era contemporanea. Para a Antiguidade e o periodo cldssico, obras
como A History of Mathematics de Carl B. Boyer (4) e Mathematics and Its History de
John Stillwell (26) apresentam anélises detalhadas sobre Euclides, os pitagéricos e Dio-
fanto. Para a Idade Média, destacam-se estudos sobre a tradicdo matematica islamica,
como Mathematics in the Medieval Islamic World de J. L. Berggren (3), que explora as
contribui¢oes de Al-Khwarizmi e outros matematicos drabes na preservacao e expansao
do conhecimento grego e indiano. Quanto a época moderna, obras como Number The-
ory: An Approach through History from Hammurapi to Legendre de André Weil (30)
e The Higher Arithmetic de H. Davenport (8) contextualizam os avangos introduzidos
por Fermat, Euler e Gauss, incluindo a consolidacao da aritmética modular, o desenvol-
vimento da teoria algébrica dos niimeros e a formulagao de problemas cldssicos, como a
Conjectura de Goldbach. Essas leituras permitem ao leitor compreender nao apenas os
resultados matematicos, mas também o contexto cultural, social e cientifico em que sur-
giram, oferecendo uma perspectiva completa e enriquecedora sobre a trajetéria da Teoria

dos Nimeros.
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2 PRELIMINARES CONCEITUAIS PARA O ESTUDO DAS
CONGRUENCIAS: RELACOES E CLASSES DE EQUIVALENCIA

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas defini¢bes fundamentais, essenciais
para a correta compreensao desta dissertacao e para o desenvolvimento dos estudos rela-
cionados as congruéncias. Iniciaremos abordando o conceito de relagao e suas principais
propriedades, com especial énfase nas relacoes de equivaléncia, cuja compreensao revela-se
central para o estudo das congruéncias. Esse conceito permitird interpretar as congruén-
cias ndo apenas como operagoes aritméticas sobre nimeros inteiros, mas também como
estruturas matematicas com propriedades préprias, oferecendo um entendimento mais

profundo e abstrato de sua natureza e aplicac¢oes.

As referéncias base para todos os conceitos estudados neste capitulo sdo os livros

de Domingues (9) , Rosen (23), Ayres (13) e Vidigal (28).

2.1 Relagoes

Iniciamos definindo, de maneira intuitiva, o conceito de relagdo como uma corres-
pondéncia entre dois conjuntos nao vazios. Para ilustrar essa ideia de forma concreta,
considere o seguinte exemplo da relagdo “é professor de” entre dois conjuntos de indivi-
duos. Nesse caso, cada elemento de um conjunto pode estar relacionado a um ou mais
elementos do outro conjunto, representando vinculos profissionais que ocorrem na vida

cotidiana.

Exemplo 2.1.1. Consideremos os conjuntos de individuos E = {Robson, Joio} e
F = {Rafaela, Pedro, Adriana}. Suponhamos que existam relagoes é professor de entre
os elementos desses conjuntos, conforme indicado a sequir: Robson é professor de Rafa-
ela; Joao € professor de Rafaela, Pedro e Adriana. Observe que, essa relagdo pode ser
representada de maneira visual por meio do sequinte diagrama de flechas, no qual cada
elemento de E é conectado por uma seta aos elementos de F' com os quais mantém a

relacao € professor.
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Figura 5 - Exemplo intuitivo de relacao

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Observe que a afirmacao “Robson é professor de Rafaela” pode ser representada
de maneira equivalente como a dupla ordenada (Robson, Rafaela). Sequindo essa ideia, é
possivel descrever toda a relacao € professor de no exemplo anterior por meio do conjunto

de pares ordenados:

R = {(Robson, Rafaela), (Jodo, Rafaela), (Jodo, Pedro), (Joao, Adriana)}.

Essa representacao permate tratar a relacao de um outro jeito, tornando explicito
quais elementos de um conjunto estao relacionados a quais elementos do outro, e servird

como base para a definicao formal do conceito de relacao.

Antes de apresentarmos a defini¢do formal de relagdao, é importante relembrar o

conceito de produto cartesiano entre dois conjuntos.

Defini¢ao 2.1.1 (Produto cartesiano). Sejam E e F' dois conjuntos nao vazios. O pro-
duto cartesiano de E por F é o conjunto formado por todos os pares ordenados (z,y),

comx € E ey € F. Denotamos este produto cartesiano por E X F', ou seja,

ExF=A{(z,y)|r€ Eeye F}.

Além disso, dois pares ordenados (x,y) e (u,v) sao iguais, (z,y) = (u,v), se, e

somente se, t =u ey = v.

Definig¢ao 2.1.2 (Relagao binaria). Uma relag@o bindria R (ou simplesmente, rela¢io)

entre os conjuntos E/ e F' é um subconjunto do produto cartesiano E X F', ou seja,
RCEXxF.

Dizemos também que R é uma relagdo de E sobre F. Quando E = F, dizemos que
R € uma relagdo definida sobre E.

A notagio a Rb (“a relaciona-se com b sequndo R”) indica que (a,b) € R. Caso
(a,b) & R, escrevemos a Rb.
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A seguir, apresentamos alguns exemplos que nos permitem esclarecer esse conceito.

Exemplo 2.1.2. Sejam os conjuntos E' = {0,1,2,3} e FF' = {4,5,6}. O produto cartesi-
ano E x F esta dado por

E x F ={(0,4),(0,5),(0,6),(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6), (3,4),(3,5),(3,6)}.

Observe que, uma relacao de E em F' € um subconjunto do produto cartesiano E X F. Os

sequintes sao alguns exemplos de relagoes de E em F':
i) By ={(0,4),(0,5),(0,6)};
it) Ry ={(0,4),(1,4),(1,5),(2,6)};
iti) Ry ={(2,5),(3,6)}.

Exemplo 2.1.3. Considere os conjuntos A = {0,1,2} e B = {1,2,3}, cujo produto

cartesiano €
Ax B=1{(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), (2,3)}.

Esse produto reune todos os pares ordenados possiveis entre os elementos de A e B.

Definimos a relacao
R={(z,y) € Ax B|x+y épar}.

Analisando os pares, observamos que apenas aqueles cuja soma € par pertencem a

relacdo:
R = {M, (0, 2)7M7 (1, 1)?%? (1, 3)?%? (2, 2)?%}-

Portanto, os elementos que satisfazem a relacao sao:
(0,2),(1,1),(1,3) e (2,2), isto é, R =1{(0,2),(1,1),(1,3),(2,2)}.

As relagoes podem surgir em diferentes contextos e areas da Matematica, assu-
mindo significados e aplicagoes variadas. Elas aparecem, por exemplo, em situac¢oes que
envolvem comparacao, correspondéncia, ordem ou equivaléncia entre elementos de um

conjunto. No exemplo a seguir, apresentamos uma relacao de carater geométrico.
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Exemplo 2.1.4. Seja S = {s1, 82, 83,81} 0 conjunto de segmentos de reta no plano R?

dado na figura 6: Em S definimos a relagio R mediante

Figura 6 - Exemplo relacdo no plano cartesiano R

S3 S4

59

S1
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

siRs; se, e somente se, s; € paralelo a s;.

A relagio R inclui todos os pares de segmentos que sao paralelos entre si, ou seja,

R = {(s1,51), (51, 82), (52, 51), (52, 52), (83, 83), (53, 54), (84, 53), (54, 84) }-

Visando introduzir uma nova forma de representar as relagoes, apresentamos a

seguir a definicao de digrafo.

Definigao 2.1.3 (Grafo - digrafo). Um grafo orientado, ou simplesmente digrafo,
é constituido por um conjunto V de vértices e um conjunto E de pares ordenados de
elementos de V', chamados arestas.

Em uma aresta (a,b) € E, o vértice a é denominado vértice inicial e o vértice b

¢ denominado vértice final.

Os digrafos servem como uma forma visual e intuitiva de representar relagoes
binarias entre elementos de um conjunto. Cada vértice do digrafo corresponde a um
elemento do conjunto, e cada aresta orientada (a,b) indica que o par (a,b) pertence a
relacdo R. Assim, a direcdo da aresta representa o sentido da relagdo entre os elementos:

uma aresta que parte de a e chega a b significa que a se relaciona com b.

Exemplo 2.1.5. Considere A ={1,2,3,4,5,6} e a relagio bindria R definida por
R={(z,y) e Ax A | (x—y)=2k, paraalgum k € Z}.

A relacao R € representada pelo digrafo na Figura 7.
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Figura 7 - Exemplo digrafo de uma relagao

)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

S

2.2 Relacoes e Classes de equivaléncia

Dentre as diversas relagbes que podem ser estabelecidas entre elementos de um
conjunto, destacam-se as relagoes de equivaléncia, por seu papel fundamental em varias
areas da Matematica como a geometria, a algebra e a teoria dos conjuntos, pois fornece
uma base formal para a nocao de “ser igual em certo sentido”. Nesta se¢do, definimos as

relacoes de equivaléncia e apresentamos suas principais propriedades.

Definigao 2.2.1 (Relagdo de equivaléncia). Seja R uma relag¢do definida sobre um con-
junto nao vazio E. Dizemos que R é uma relagdo de equivaléncia se satisfaz as

sequintes propriedades, para todos a,b,c € E:
i) Reflexiva: aRa, para todo a € E;
i1) Simétrica: Se aRb, entio bRa;
1) Transitiva: Se aRb e bRc, entdo aRc.
A seguir alguns exemplos de relagoes de equivaléncia.

Exemplo 2.2.1. A relagdo de igualdade sobre R é um exemplo clissico de relacao de

equivaléncia, pois satisfaz as trés propriedades fundamentais:

i) Reflexiva: Todo nimero real é igual a si mesmo. Ou seja, a = a para todo a € R.

i1) Simétrica: Se um nimero real a € igual a b, entao b também € igual a a. Isto mostra
que a ordem dos elementos nao altera a igualdade: para quaisquer a,b € R tais que

a = b temos imediatamente que b = a.

iti) Transitiva: Se a € igual a b e b € igual a ¢, entdo a € igual a c. Ou seja, para

quaisquer a,b,c € R, a =b e b = ¢ implica que a = c.
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Portanto, a igualdade em R é uma relagdo de equivaléncia, pois satisfaz reflexivi-

dade, simetria e transitividade de maneira natural.

Exemplo 2.2.2 (Relagdo de congruéncia entre tridngulos no plano). Seja T o conjunto

de todos os triangulos no plano bidimensional R%. Definimos a relacio R em T por
R={(T1,T5) € T x T | Ty € congruente a T5},

Em outras palavras, Ty RTy quando existe uma isometria do plano (i.e., uma composi¢ao
de translagdo, rotagao e/ou reflexio) que envia Ty sobre Ty.

Observe que, a relagio R é uma relagao de equivaléncia sobre T, pois:

i) R é Reflexiva: Todo triangulo T é congruente a si mesmo (a isometria identidade
mostra TRT ).

it) R € simétrica: Se Ty € congruente a Ty, entdo existe uma isometria f com
f(Th) = Tz; sua inversa ft é também uma isometria que leva Ty em Ty, logo
ToRT.

1) R € transitiva: Se T1RTy e ToRT3 entao hd isometrias f e g com f(Ty) = Ty e

9(Ty) = Ts; a composicio go f é uma isometria que leva Ty em T3, logo Ty RT5.
Notemos que, nem toda relacao ¢ uma relagao de equivaléncia.

Definigao 2.2.2 (Relacao antissimétrica). Seja R uma relagio definida sobre um conjunto
nao vazio E. Dizemos que R é uma relagdo antissimétrica se sempre que aRb e bRa,

entdo a = b.

Se consideramos, por exemplo, E como uma classe de conjuntos e definimos em F
a relagdo R dada pela inclusao de conjuntos (isto é, A R B se e somente se A C B) temos
que a relacao R é antissimétrica e nao é simétrica. Desse modo, temos um exemplo de

relagao que nao é uma relagao de equivaléncia.

A seguir, definimos o conceito de classe de equivaléncia, o qual possibilita agrupar

elementos relacionados por uma relagao de equivaléncia.

Defini¢ao 2.2.3 (Classe de equivaléncia). Seja R uma relagio de equivaléncia sobre um
conjunto E. Seja a € E. A classe de equivaléncia de a, médulo R, é o subconjunto

a C E formado por todos os elementos b que estao relacionados com a pela relagio R:
a={beFE | bRa}.

Observe que, a # () pois, a € a uma vez que a relagdo R é de equivaléncia.
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O conjunto formado por todas classes de equivaléncia moédulo R sera indicado por

E/R e chamado conjunto quociente de E por R. Isto é,
E/R={a | ac E}.
Exemplo 2.2.3. Seja E = {a,b,c}. Em E considere a relagio:

R ={(a,a),(b,b),(c,c), (a,b), (b;a)}.

O digrafo que representa esta relacao é a Figura 8. Observe que, R € de fato uma relacao

de equivaléncia.

Figura 8 - Exemplo de Relacao de Equivaléncia

(@

/
Q@ @

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Neste exemplo, as classes de equivaléncia, mddulo R, sio a = {a,b}, b = {a,b} e
¢ ={c}. O conjunto quociente estd dado por E/R = {{a,b},{c}}.

Proposicao 2.2.1. Seja R uma relacao de equivaléncia definida sobre um conjunto nao

vazio E. Sejam a,b € E. Entao, as sequintes proposicoes sao equivalentes:
i) a Rb;
i) a € b;
iii) b € a;
w) a=">.
Demonstra¢do. Vamos provar a sequéncia de implicagoes i) — 1) — iii) — iv) — 7).
i) — ii) E uma consequéncia de definicio de classe de equivaléncia.
ii) — 1ii) Como a € b, entdo aRb. Logo, da simetria de R, segue que bRa e, portanto, b € @.

iii) — iv) Se b € @, da definigao de classe de equivaléncia segue que bRa.

Seja x € @. Logo xRa e, como bRa, da simetria de R, segue que aRb. Da transiti-

vidade de R temos que xRb. Logo, x € @ e, portanto, @ C b.
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Seja y € b. Logo, yRb e como por hipdtese bRa, da transitividade de R, segue que
yRa. Assim, y € @ e, portanto, b C a.

Portanto, @ = b.

iv) — i) Seja x € @ = b. Entdo xRa e wRb. Pela simetria de R, temos aRx e, pela transiti-

vidade, temos que aRb.

]

Definigao 2.2.4 (Partigdo de um conjunto). Seja E um conjunto nao vazio. Dizemos
que uma familia ¥ de subconjuntos ndo vazios de E é uma particao de E se satisfaz as

sequintes condigoes:
i) quaisquer dois subconjuntos distintos de § sdao disjuntos;

it) a unidao de todos os elementos de ¥ € iqual a E, ou seja,

JA=E.

AeS

Exemplo 2.2.4. Seja F = {1,2,3,4}. Observe que, & = {{1},{2,3},{4}} é uma parti-

¢ao do conjunto E.

Figura 9 - Exemplo de Particao

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Nos resultados a seguir, demonstraremos que toda relagao de equivaléncia definida
sobre um conjunto E induz naturalmente uma particao desse conjunto, agrupando seus
elementos em classes de equivaléncia disjuntas. De forma reciproca, também mostraremos
que toda particao de E determina uma relacao de equivaléncia em F, na qual dois elemen-
tos estao relacionados se, e somente se, pertencem ao mesmo subconjunto da particao.
Assim, existe uma correspondéncia biunivoca entre relagoes de equivaléncia e parti¢oes

de um conjunto.

Proposicao 2.2.2. Se R ¢ uma relagio de equivaléncia sobre um conjunto E, entdo E/R

¢ uma particao de E.
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Demonstragio. Para provar que E/R é uma particao de F, precisamos verificar duas

condicoes:

1. Quaisquer dois elementos distintos de F/R sdo disjuntos. Para tal fim, sejam
a,b € E/R tais que a Nb # (. Entdo existe x € aNb, ou seja, xRa e zRb.
Pela simetria de R, aRz, e pela transitividade, aRx e x Rb implicam aRb. Logo, da

Proposicao 2.2.1, segue que a = b.

Assim, quaisquer duas classes de equivaléncia ou sao disjuntas ou coincidem.

2. Devemos provar que |J a = E. Primeiramente, observemos que, para cada a € F,
aclE
a C FE, portanto

UackE.

Além disso, para cada x € E, pela reflexividade de R, xRx. Logo, = € T e, portanto,

r € U a. Assim,
acl

EC | a
IS

Umavezque J aC EeEC U asegue que
a€E a€FE

Ua==E.
acE

Portanto, F/R é uma parti¢ao de E. [

Proposicao 2.2.3. Se & é uma particao do conjunto E, entdo existe uma relagcio R de

equivaléncia sobre E tal que E/R = .

Demonstracdo. Seja R a relacao sobre E definida por:
xRy se, e somente se, 3 A€ Jtalquexr € Aey € A,

ou seja, = estd relacionado com y se existe um subconjunto A da particio & ao qual

pertencem x e y. Provaremos que R é uma relagao de equivaléncia.

i) Para todo x € E, existe um subconjunto A C F tal que A € e z € A; portanto,

xRx. Logo, R ¢ reflexiva.

ii) Se z e y sdo elementos quaisquer de E tais que xRy, entdo =,y € A, para algum

A € & Segue que y,x € A, e portanto yRx. Logo, R é simétrica.

iii) Sejam z,y,z € E tais que 2Ry e yRz. Isso significa que z,y € A e y,z € B, para
certos A, B € §. Entao y € AN B, e como & é uma particdo, isto é, seus conjuntos
sao disjuntos dois a dois ou iguais, segue que A = B. Portanto, z,z € A, o que

implica xRz. Logo, R é transitiva.
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]

Exemplo 2.2.5. Seja E = {a,b,c,d,e}. Consideremos a particio S = {{a,b,c},{d,e}}
de E.

Figura 10 - Um outro exemplo de uma particdo de um

conjunto

b c d
E

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Observe que, sequindo o método indicado na demonstragao anterior podemos definir

em E a relacdo de equivaléncia:

R ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(b,c),(c,b),(c,c),(a,c),(c,a),(d,d),(de),(ed), (ee)}
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3 ARITMETICA DOS NUMEROS INTEIROS: DIVISIBILIDADE,
CONGRUENCIAS E CLASSES RESIDUAIS

Neste capitulo, sdo apresentados conceitos fundamentais da teoria dos nimeros
que servirao de base para a compreensao aprofundada das congruéncias modulares e sua
aplicagao didatica. Iniciamos com a nocao de divisibilidade e suas propriedades, passando
pelo algoritmo da divisdo e o conceito de maximo divisor comum (MDC), até chegar a
definicdo formal de congruéncia. A seguir, abordamos as principais propriedades das
congruéncias e, por fim, exploramos a congruéncia linear, essencial para a resolucao de

equagoes no conjunto dos inteiros.

A exposigao dos contetidos segue as abordagens e demonstragoes presentes no livros
de Hefez (17), Santos (24) e Domingues (9), que oferecem uma base sélida e acessivel para

o estudo da aritmética dos inteiros sob uma perspectiva tanto formal quanto aplicada.

3.1 Divisibilidade e Algoritmo da Divisao

Definigao 3.1.1 (Divisor). Sejam a e b € Z. Dizemos que b divide a (ou que b € um
divisor de a ou que a é um maltiplo de b) se existe ¢ € 7 tal que bc = a. Para indicar

que a divide b, usaremos a notagdo a | b. Logo, a negagao € atb, ou seja, a nao divide b.

Nos niimeros inteiros Z, definimos a seguinte relagao por:
bRa se, esomentese, b]|a.

As seguintes proposi¢des mostram algumas das principais propriedades satisfeitas

por esta relacao.

Proposicao 3.1.1. Seja a € Z. Entao, a | a.

Demonstragio. De fato, observe que a = a - 1, para todo a € Z e, portanto, a | a. O
Proposigao 3.1.2. Sejam a,b € Z. Sea|b eb | a, entdo a = +b.

Demonstrag¢io. Se a | b entdao b = a - k' para algum k' € Z. Analogamente, se b | a entao
a=0b- k" para algum k" € Z. Operando obtemos b = ak’ = (bk")k’, entdo b =0b- (k" - k')
e dai 1 = (k" - k). Portanto, k" = k' = £1, o que implica em a = +b. ]

Proposigao 3.1.3. Sejam a,b,c € Z. Sea|beb|c entioa]c.
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Demonstrag¢io. Se a | beb]| ¢, entdo

b = ak' paraalgum k' € Z;
c = bk" paraalgum k" € Z.
Logo, ¢ = bk" = (ak")k" = a(k'k") e, portanto, alc. O

Proposicao 3.1.4. Sejam a,b,c € Z. Sea|bea|c, entao a | (bx + cy), quaisquer que

sejam 0s inteiros T e y.

Demonstragio. Se a | b entdao b = a - k' para algum k' € Z. Multiplicando os elementos
desta igualdade por x obtemos bx = axk’. Analogamente se a | ¢ entdo ¢ = a - k" para
algum k" € Z. Multiplicando por y, temos que cy = ayk”. Logo, somando membro a
membro obtemos:

bx + cy = axk’ + ayk”

e, dai bz + cy = a(xk’ + yk”). Portanto, a | (bx + cy). ]
Proposicao 3.1.5. Sejam a,b,c € Z. Sea|bec|d, entioa-c|b-d.
Demonstragio. Se a | be c|d entdao

= ak’ paraalgum k' € Z
d = ck” paraalgum £’ € Z.

Multiplicando membro a membro obtemos:
bd = (ak’)(ck”) e dai bd = (ac)(k'k"). Portanto, ac | bd. O

Observe que, em particular, a relagao “ser divisor de”, definida nos ntimeros intei-
ros, nao € uma relagdo de equivaléncia, pois nao satisfaz a propriedade de simetria. A

Tabela 1 apresenta um resumo das propriedades dessa relagao.

Tabela 1 - Principais propriedades da relacao “ser divisor de” em Z

Propriedade | Descricao

Reflexiva Sim, ver Proposicao 3.1.1.

Simétrica Nao é simétrica. Por exemplo, 2 | 4, mas 4 { 2.
Transitiva Sim, ver Proposicao 3.1.3.

Mesmo quando um nimero inteiro nao divide exatamente outro, é sempre possi-
vel realizar a divisdo entre eles. A diferenca, nesse caso, é a existéncia de um nimero
adicional, denominado resto. Essa possibilidade é assegurada pelo Algoritmo da Divisao,

apresentado e demonstrado no teorema a seguir, o qual constitui a base para o Algoritmo
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de Euclides, que sera estudado na proxima se¢ao.

“O procedimento de Euclides baseia-se em um resultado tao fun-
damental que muitas vezes é tomado como 6bvio: o teorema da
divisdo. De forma geral, esse teorema afirma que um nimero inteiro
a pode ser dividido por um inteiro positivo b, de modo que o resto
da divisdo seja menor que b".(6, p.173).

Teorema 3.1.1 (Algoritmo da Divisdo). Sejam a,b € Z, com b # 0. Entao, existem
inteiros q e r tais que
a=bg+r e 0<r<|bl.

Nessas condicoes, os inteiros q e r sao unicos, sendo chamados, respectivamente, de quo-

ciente e resto da divisdo euclidiana de a porb.

Demonstragio. Sejam a,b € Z, com a > 0. Ha duas possibilidades a considerar:
1. Se b é miltiplo de a, entao existe um inteiro g tal que
b=a-q.

Nesse caso, o resto da divisao é r = 0.

2. Caso contréario, b ndo é multiplo de a. Assim, b encontra-se entre dois multiplos
consecutivos de a, isto é,

a-g<b<a-(qg+1),
para algum inteiro q.

Subtraindo a - ¢ em toda a desigualdade, obtemos:

O<b—a-gq<a-(¢g+1)—a-q = 0<b—a-g<a.

Definindo r = b — a - g, temos:

b=a-q+r, comO0<r<a.

Das duas situagoes acima, concluimos que, dados dois inteiros a e b, com a > 0,

sempre existem inteiros q e r tais que
b=a-q+r, onde0<r<a.

O caso em que a < 0 ¢ analogo. m
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3.2 Algoritmo de Euclides

Antes de introduzir o Algoritmo de Euclides, que constitui um dos principais resul-
tados da Teoria dos Numeros, apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais

que servirao de base para sua compreensao.

Definigao 3.2.1 (Méximo divisor comum). Sejam a,b € Z, com a # 0 oub # 0. Dizemos
que d € Z € um divisor comum de a e b quando d | a e d | b. O maior dentre todos

os divisores comuns de a e b € denominado mdximo divisor comum, ou simplesmente
MDC de a eb, é denotado por MDC(a,b) ou (a,b).

O seguinte resultado, conhecido como Identidade de Bézout, nomeada em home-
nagem ao matemaético francés Etienne Bézout (1730-1783), estabelece uma relacdo fun-
damental entre o maximo divisor comum de dois inteiros e as suas combinacoes lineares,
mostrando que o MDC pode ser expresso como uma soma de multiplos inteiros desses

numeros.

Proposicao 3.2.1 (Identidade de Bézout). Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0, e seja

d = (a,b) o mdzimo divisor comum de a e b. Entdo, existem inteiros xy € yo tais que
d = axy + byp.

Os inteiros xy e Yo sao chamados de coeficientes de Bézout correspondentes a a e b.

Demonstragao. Considere o conjunto de todas as combinagoes lineares de a e b:
S={ax+by|zyecZ}

O conjunto S contém nimeros positivos, negativos e o zero. Seja ¢ € S o menor inteiro
positivo do conjunto, ou seja, ¢ = axg + by para alguns xy, yo € Z.
Vamos provar que ¢ | a e ¢ | b. Suponha, por absurdo, que ¢ { a. Pelo Algoritmo

da Divisao, existem inteiros ¢ e r tais que
a=cqg+r, O0<r<e.
Entao,

r=a—cq=a— (axy+byy)g = a(l — qze) + b(—qyo).

Portanto, r também é uma combinacgao linear de a e b. Isso é um absurdo, pois r é um
inteiro positivo menor que ¢, e ¢ foi escolhido como o menor elemento positivo de S. Logo,
¢ | a. De forma anéloga, provamos que c | b.

Escrevendo (a,b) = d, existem inteiros k; e ks tais que

a:dkrl € b:de
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Entao,
c = axg + byy = dk1xo + dkayo = d(k12o + k2yo),

ou seja, d | ¢. Assim, temos d < ¢ com ¢,d > 0. Por defini¢ao de d como o maior divisor
em comum de a e b, nao ¢é possivel que d < ¢, logo d = c.

Concluimos, portanto, que
(a,0) = d = c = axo + byo,

ou seja, 0 maximo divisor comum de a e b pode ser expresso como uma combinacao linear

de a e b. O
Proposicao 3.2.2. Sejam a,b,t € Z com t > 0. Entdo (ta,tb) = t(a,b).

Demonstragio. Da Proposigao 3.2.1, segue que (ta,tb) é o menor nimero positivo da
forma
atr + bty, x,y € Z.

Observe que, este valor é t vezes o menor valor positivo que pode ser escrito como uma
combinagao linear da forma

ar + by, x,y € 7.

Da Proposigdo 3.2.1, segue também que, este udltimo numero é (a,b) e, portanto,

(ta,tb) = t(a,b). O
Proposicao 3.2.3. Sejam a,b,c € Z. Se c > 0 e a e b sao divisiveis por c, entdo

(2.8) = L(a,b).

Demonstragio. Da Proposicao 3.2.2, segue que (ta,tb) = t(a,b) para todo t € Z*. Por

outro lado, como ¢ | a e ¢ | b, temos que %,% € 7Z. Logo, substituindo a e b por % e %,

respectivamente, e considerando ¢ = ¢ na expressao (ta,tb) = t(a,b), obtemos:

( a b) <a b)
c-—,c- =c|—,-].
c c c' c

Portanto, (a,b) = ¢ (%, %) e, dai, (%, g) = %(a,b). ]

o
|

Defini¢ao 3.2.2 (Numeros relativamente primos). Sejam a,b € Z. Dizemos que a e b

sao relativamente primos ou primos entre si, se (a,b) = 1.

Proposicao 3.2.4. Sejam a,b € Z*. Entdo ((aab), (Tbb)
b

(a,b)

) =1, ou seja, 0os numeros ﬁ €
bl

s$ao primos entre si.

Demonstragio. Se (a,b) = 1, isso significa que a e b sdo relativamente primos, ou seja,

nao possuem divisores comuns além de 1 e a afirmagao é trivial.
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Suponhamos, agora, que a e b nao sejam relativamente primos, isto é, (a,b) = k
comk €Z*ek#1.

Considere agora (%, %) = d. Da Proposicao 3.2.2, temos que

a b a b

Como (a,b) = k, segue que k = k - d, o que implica d = 1. Portanto, (%, %) =1,

. a__ _a b __ b ~ . .
ou seja, y = 5 € ¢ = (g 540 relativamente primos. ]

Proposicao 3.2.5. Sejam a,b,z € Z. Entdo, (a,b) = (a,b+ ax).

Demonstragio. Seja d = (a,b). Logo, da Proposi¢ao 3.2.1, segue que existem inteiros
e 7o tais que

axo+byo =d, xo,y0 € Z,

e dai

d = axo — axyo + byo + arye = a(zo — wyo) + (b + ax)y,.
Ou seja, d pode ser escrito como uma combinagao linear de a e b+ ax. Por outro lado, se
f = (a,b+ ax), da Proposicao 3.2.1, segue que existem x; e y; inteiros tais que

f=axi+ (b+ax)y1, 1,951 €Z,

e, de fato f é a menor combinacao linear de a e b+ ax. Assim f < d. Operando em

f =ax1 + (b+ ax)y, obtemos
[ =axi + (b+ ax)y; = axy + byy + axyy = a(xy + 2y1) + byr, x1,y1 € Z.

Logo, f também ¢é combinacao linear de a e b e da minimalidade de d segue que d < f.
Portanto, f = d. m

Proposigao 3.2.6. Sejam a,b,c € Z com ¢ # 0. Se (a,b) =1 e a | bc entio a | c.

Demonstra¢io. Como (a,b) = 1, da Identidade de Bézout 3.2.1, segue que existem
x,y € Z, tais que ar+by = 1. Multiplicando esta igualdade por ¢, temos que acr+bcy = c.
Por outro lado, a | ac, e, por hipétese, a | be. Logo, da Proposigao 3.1.4, segue que

a | acx + bey. E, portanto, a | c. ]
Proposicao 3.2.7. Sejam a,b € Z. Se a = bq+r com q,r € Z, entao (a,b) = (b, 7).

Demonstragao. Da igualdade a = bq + r, qualquer divisor comum de b e r também divide
a, poissed | bed|r, entdo d | (bg + r) = a. Portanto, todo divisor comum de b e r é

também divisor de a.
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Por outro lado, se d é um divisor comum de a e b, segue de r = a — bg que d | r.
Logo, os conjuntos de divisores comuns de {a, b} e {b,r} coincidem.

Como o maximo divisor comum é sempre positivo, conclui-se que (a,b) = (b,r). O

O Algoritmo de Euclides é um método simples e eficiente para determinar o maximo
divisor comum (MDC) entre dois ntimeros inteiros. Ele se baseia em divisdes sucessivas,
substituindo o niimero maior pelo resto, até que esse resto seja zero. O 1ltimo resto
diferente de zero é o MDC. Esse procedimento ¢é importante porque simplifica calculos e

demonstragoes sobre divisibilidade, sendo amplamente utilizado na Matematica.

Teorema 3.2.1 (Algoritmo de Euclides). Sejam ro = a e r1 = b inteiros nao negativos,

com b # 0. Aplicando sucessivamente o algoritmo da divisdo, obtém-se:
Ti = qiy1Tj+1 +Tjr2, 0 < rjpe <1y,

para j =0,1,2,... ., n—1, er, 1 = 0. Nessas condicoes, o mazrimo divisor comum de a e

b € o ultimo resto nao nulo, isto ¢€,
(a,b) = ry.
Demonstragio. Aplicando o algoritmo da divisao a rp = a e r; = b, obtemos:
ro=qr1 +12, 0< 1y <1y
Em seguida, dividimos r; por 7y, obtendo:
ri=qoro+ 13, 0<1r3 <.

Prosseguindo de forma sucessiva, temos a sequéncia:

ro = qir1 + 12, 0<ry <y,
T = qory + 13, 0<rsg<ry,
T9 = Q313 + Ty, 0<ry <rs,
Th—2 = qn-1"n—1 + Tn, 0<r, < Tn—1,

Tno1 = Qqn’n + 0.

Observe que cada resto satisfaz

0< Tjv2 < Tjt1,
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de modo que a sequéncia

TE>T9 >T3 > .-

é precisamente decrescente de inteiros positivos. Como nao é possivel existir uma se-
quéncia infinita de inteiros nao negativos precisamente decrescente, o desenvolvimento
nao pode continuar indefinidamente. Assim, apds um numero finito de passos, algum
resto deve ser igual a zero, ou seja, existe n tal que r,.; = 0. Portanto, o algoritmo
necessariamente termina.

Da tltima igualdade, temos (r,_1,7,) = r,. Da Proposicdo 3.2.7, segue que

(rj_1,7;) = (rj,7;41) para todo j. Assim, retrocedendo na sequéncia, obtemos:

(nyTne1) = (Fn_1,7m_2) = -+ = (r1,70) = (a,b).

Portanto, o maximo divisor comum de a e b é o ultimo resto nao nulo da sequéncia, ou
seja,

(a,b) = ry.
[

A Tabela 2 resume as etapas envolvidas no Algoritmo de Euclides para calcular o

méximo divisor comum de dois nimeros inteiros.

Tabela 2 - Resumo dos passos do Algoritmo de Euclides para o calculo do MDC

Passo | Descricao
1 Dado dois inteiros a e b (a > b > 0), divide-se a por b.

Determina-se o quociente ¢ e o resto r da divisao: a = bg+r, com 0 < r < b.

Se r =0, entdao o MDC é b.

Repete-se o processo até que o resto seja zero.

2
3
4 Caso contrario, substitui-se a <~ b e b + r.
5
6

O dltimo resto nao nulo é o maximo divisor comum de a e b.

Exemplo 3.2.1. Vamos determinar (1126,522).
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Aplicando o Algoritmo de Euclides temos que

1126 = 2 x 522 + 82
5922 =6 x 82+ 30
82 =2 x 30+ 22

30=1x22+8

22=2x8+6
8§=1x6+2
6=3x2+0.

Portanto,

2 = (2,6) = (6,8) = (8,22) = (22,30) = (30,82) = (82,522) = (522, 1126).

3.3 Congruéncias

Nesta secao, estudaremos o conceito de congruéncia entre niimeros inteiros, uma
das ideias mais importantes da aritmética. Para isso, faremos uso dos conceitos e re-
sultados previamente apresentados sobre divisibilidade, algoritmo da divisao e restos da
divisao euclidiana. Mostraremos como a nocgao de congruéncia surge naturalmente desses
fundamentos e como ela define uma das rela¢oes de equivaléncia mais relevantes em Teoria

dos Nimeros.

Definicao 3.3.1 (Congruéncia). Seja m € Z*, m > 2. Dizemos que os inteiros a e b
sao congruentes modulo m se m divide a — b. Para denotar que a € congruo com b,

mdédulo m, escrevemos a = b (mod m). Assim,
a=b (modm) < m|(a—0).
Ou equivalentemente
a=b (modm) < a—b=mk, paraalgum k € Z.

Exemplo 3.3.1. Vamos determinar se cada uma das afirmacgoes a sequir é verdadeira ou

falsa:
i) 45 =24 (mod 7).
i) 37 = 37 (mod 8).

iti) 17 =12 (mod 4).
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Solucao:

i) De fato, 45 € congruente a 24 mddulo 7, pois: 45 — 24 = 21.
Observe que 21 é maltiplo de 7, uma vez que 21 = 7 - 3. Logo a afirmagdio é

verdadeira.

it) De fato, 37 é congruente a 37 mdodulo 8, pois: 37 — 37 = 0.

Observe que 0 é maltiplo de 8, uma vez que 0 = 8-0. Logo a afirmagdo € verdadeira.

iti) Observe que 17 nao é congruente a 12 médulo 4, pois 17 — 12 = 5 e, 4 nao divide

5. Logo, a afirmagao iii) € falsa.

Seja m € Z*, m > 2. No conjunto dos ntimeros inteiros Z, definimos a relacao
aRb se, esomentese, a=b (modm).

Na seguinte proposi¢do mostramos que esta relacao é de fato uma relacdo de equi-

valéncia.

Proposi¢ao 3.3.1. Seja m € Z*, com m > 2. Para quaisquer a,b,c € Z, valem as

sequintes propriedades:
i) (Reflexividade) a = a (mod m);
i) (Simetria) a =b (mod m), entdo b =a (mod m);
it1) (Transitividade) a =b (mod m) e b =c (mod m), entio a = ¢ (mod m) .

Demonstragio. i) (Reflexividade) Como a —a = 0 e m | 0, segue que m | (a — a).

Portanto, a = a (mod m) e a relagao é reflexiva.

ii) (Simetria) Suponha que a = b (mod m). Isso significa que m | (a — b), ou seja,
existe k € Z tal que a — b = mk. Consequentemente, b—a = —mk, e como —k € Z,

temos que m | (b — a). Assim, b = a (mod m) e a relagao é simétrica.

iii) (Transitividade) Suponha que @ = b (mod m) e b = ¢ (mod m). Entédo, existem
k, k' € Z tais que

a—b=mk e b—c=mk.
Somando essas duas igualdades, obtemos
a—c=m(k+Fk).

Como k + k' € Z, concluimos que m | (a — ¢), isto é, a = ¢ (mod m). Portanto, a

relacdo é transitiva.

]
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Uma vez demonstrado que a relagdo “ser congruente a médulo m” é uma relacao
de equivaléncia, é natural se perguntar qual é a classe de equivaléncia associada a cada
numero inteiro nessa relacdo. Antes de responder a essa questao, apresentamos algumas

propriedades adicionais de interesse sobre as congruéncias.

Proposicao 3.3.2. Sejam € Z*, m > 2. Para quaisquer a,b, c,d € Z valem as sequintes

propriedades:
i) Sea=0b (mod m) ec=d (mod m), entio a+c=b+d (mod m).
it) Sea=b (mod m) e c=d (mod m), entio a-c=b-d (mod m).
iii) Se a =b (mod m), entdo a-c=0b-c (mod m).

Demonstra¢io. i) Se a=0b (mod m) e ¢ =d (mod m), existem k, k' € Z tais que
a—b=mk e c—d=mk.
Consideremos a diferencas:
(a+c)—(b+d)=(a—0b)+ (c—d).
Substituindo as igualdades acima, obtemos:
(a+c)— (b+d) =mk+mk' =m(k+ k).
Como k + k' € Z, segue que m | [(a + ¢) — (b+ d)]. Portanto,

a+c=b+d (modm).

ii) Sea=b (mod m) e c=d (mod m), entdo existem k, k' € Z tais que:
a—b=mk e c—d=mk.
Consideremos a diferenca:
ac —bd = ac — ad + ad — bd = a(c — d) + d(a — D).
Substituindo as igualdades acima, obtemos:
ac — bd = a(mk') + d(mk) = m(ak’ + dk).

Assim, m | (ac — bd) e, portanto, ac = bd (mod m).



44

iii) Se a = b (mod m), entao existe k € Z tal que a — b = mk. Multiplicando ambos os

lados da igualdade por ¢, temos:
ac — bc = m(ck).

Logo, m | (ac — be) e, portanto, ac = be (mod m).

Corolario 3.3.1. Sejam m € Z*, m > 2 e a,b € Z. Se a = b (mod m), entdo

a” =b" (mod m), comn € N.
Demonstragao. Procedemos por indugao sobre n.
i) Provamos que a propriedade vale para n = 1:

a' =b"  (mod m).

ii) Assumimos que a propriedade vale para n, ou seja,

a®=0b" (mod m)

e provamos para n + 1. Usando o item i), na Proposi¢do 3.3.2, temos que

a®-a=0b"-b (mod m) e, portanto, a"™ = v"*! (mod m).
[

Na Definicao 2.2.3, foi apresentado o conceito de classe de equivaléncia de um
elemento a € F, médulo uma relacdo de equivaléncia R definida sobre E. Vimos que esse
conceito consiste no conjunto a = {b € E | bRa}. Na defini¢do a seguir, aplicamos esse

conceito ao contexto especifico da relagdo de equivaléncia “ser congruente a, médulo m”.

Definic¢ao 3.3.2 (Classe de Equivaléncia médulo m). Seja a € Z. A classe de equiva-
léncia de a modulo m ou, classe de congruéncia de a médulo m denotada por a,

¢ o conjunto:

a={beZ|b=a (modm)}.

Proposigao 3.3.3. Sejam € Z, com m > 2. O conjunto quociente Z./ R onde rela¢io R
¢ definida por:

aRb se, e somente se, a=b (mod m)

possui exatamente m classes de congruéncia distintas. A saber,

(0,1,2,....m—1}.
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Demonstragio. Seja a € Z. Aplicando o algotimo da divisao (ver Teorema 3.1.1) para a

e m, temos que existem q,r € Z tais que

a=mq—+r com 0<r<m.

Logo,

a—r=qm
Portanto, a = r (mod m). Logo, a R e pela implicagao i) — iv), na Proposicao
2.2.1, segue que a = r. Como r € {0,1,2,...,m — 1}, temos que:
Z/R=1{0,1,2,...,m—1}.

y ee m— 1}

Suponhamos que existam duas classes, 7 e s, iguais em {0, T,
T ela implicacao

T N

0 <r,s < m representadas por elementos r e s com r < s. Logo, 7 =35 e

iv) — 1), na Proposicao 2.2.1, temos que rRs, ou seja,
r=s (modm).
De r = s (mod m) segue que m | (s — r). Mas, isto implicaria que m < s —r o
que é uma contradicao, pois 0 < s —r < m. Portanto, r # s.

Concluimos que {0,1,2,...,m — 1} é constituido por exatamente m elementos

distintos dois a dois, ou seja,

Z/R=1{0,1,2,....m —1}.

Exemplo 3.3.2. Descricao das classes de congruéncia modulo 4.

Da proposicio 3.3.3, seque que as classes de congruéncia modulo 4 sao:

A classe do 0 esta dada explicitamente por:

0 = {beZ | b=0 (mod4)}
= {beZ | b—0=4k, para algum k € 7}
= {beZ | b=4k+0, para algum k € Z}

Assim, 0 € o conjunto formado por todos os nimeros inteiros que deizam resto 0 quando

divididos por 4. Analogamente, 1 é formado por todos os nimeros inteiros que deizam
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resto 1 quando divididos por 4; 2 é formado por todos os nimeros inteiros que deizam
resto 2 quando divididos por 4 e 3 é formado por todos os mimeros inteiros que deizam
resto 3 quando divididos por 4.

Por outro lado, na Proposicao 2.2.2, vimos que toda relacao de equivaléncia induz
uma particio sobre um conjunto e que cada uma das partes dessa particio corresponde

precisamente as classes de equivaléncia de seus elementos. Portanto, com a relagdo
aRb se, e somentese, a=b (mod4),

obtemos uma particio de 7

Figura 11 - Particdo de Z induzida por a = b (mod 4)

0 1 2 g
=0 (mod 4) b=1 (mod 4) b=2 (mod 4) b=3 (mod 4)
8, 4,0, 4,8 12..\ ..=7,-3,1,5,9,13..\..-6, -2, 2, 6, 10, 14..\ ..-5, -1, 3, 7, 11, 15...

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

O exemplo anterior nos mostra como as congruéncias e as classes de congruéncia
constituem ferramentas poderosas que permitem particionar o conjunto dos niimeros in-
teiros em subconjuntos com propriedades em comum, dentro dos quais é possivel escolher
qualquer representante. Observe que, por exemplo, na classe 0 poderiamos igualmente
escolher o representante 8, representando essa classe como 8, e obteriamos exatamente o

mesmo subconjunto de elementos.

As congruéncias e o estudo de suas classes vao muito além de um procedimento
algébrico repetitivo ou mecanico: elas formam um dos conceitos fundamentais da Teoria

dos Numeros e desempenham um papel central em diversas areas da Matematica.

A seguir definimos um tipo especial de equagao que envolve congruéncias.

Definigao 3.3.3 (Congruéncia linear). Sejam a,b € Z. Uma congruéncia linear é
uma equacao da forma

ar=b (mod m),
comm € ZT, m > 2.

Proposicao 3.3.4. A equagdo axr = b (mod m) tem solugdo se, e somente se, d = (a, m)

divide b.
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Demonstragio. Suponha que a equagao ax = b (mod m) possui uma solucdo, digamos
xo € Z. Logo,

arxg=b (mod m).

Dai axy — b = mk ou, equivalentemente, b = axy — mk. Mas, d = (a,m), portanto d | b.
Reciprocamente, se d | b temos que b = dk para algum k € Z. Da Identidade de

Bézout (ver Proposigao 3.2.1), segue que existem r, s € Z tais que
d = ar + sm.

Mas, b = dk e, portanto b = (ar + sm)k. Operando obtemos b — a(rk) = (sk)m, ou seja,

a(rk) =b (mod m). Portanto, zo = rk é solugao de ax = b (mod m). O

Definicao 3.3.4. Seja m € Z, m > 2, e seja a € Z. Dizemos que um inteiro b é o

tnverso multiplicativo de a modulo m se
a-b=1 (mod m).

O inverso multiplicativo de @ médulo m existe se, e somente se, (a,m) = 1. De
fato, o inverso de a médulo m é uma solu¢ao da equacao ax = 1 (mod m) e como visto

na Proposigao 3.3.4 esta equagao possui solugao se, e somente se, (a,m) = 1.

Exemplo 3.3.3. Encontrar o inverso multiplicativo de 4 maddulo 13.
O inverso de 4 modulo 13 existe, pois (4,13) = 1. Escrevendo 1 como combinagao
linear de 4 e 13 temos
1=13+4-(-3).

Ou seja,
4.(=3)—1=-13.

Logo, 4-(—3) =1 (mod 13). Isto é, x = —3 é uma solugdo da equagio 4-x =1 (mod 13)

e, portanto, x = —3 € o inverso de 4 modulo 13. Observe que:
—3=10 (mod 13).

Portanto, o inverso de 4 maodulo 13 ¢é 10.

Para resolver uma congruéncia linear ax = b (mod m), procedemos da seguinte

forma:
1. Calcule d = (a, m).
2. Verifique se d | b.

i) Se d 1 b, a congruéncia nao possui solugao (Proposicao 3.3.4).
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ii) Se d | b, entdo hé exatamente d solugdes incongruentes modulo m.
3. Divida a congruéncia por d, obtendo uma forma equivalente:

adr =V (modm),

a b m
ondea’:—,b’:gem’:—.

d d
4. Como (a’,m’) = 1, existe o inverso multiplicativo de a’ médulo m’, denotado por
(a’)~'. Multiplicando ambos os lados da congruéncia por esse inverso, obtemos a
solugao principal:

r=d ' (modm).
5. As demais solu¢oes médulo m sao obtidas adicionando multiplos de m/:

r=ad ' +km' (modm), parak=01,...,d—1.
Exemplo 3.3.4. Vamos resolver a congruéncia linear 3z = 6 (mod 15).
Sequindo os passos acima:

1. Calculamos d = (a,m). Ou seja,

d=(3,15) = 3.
2. Como 3|6, i.e., d|b seque que hd exatamente 3 solugoes congruentes modulo 15.

3. Dividindo a congruéncia por 3, obtemos a forma equivalente:

r=2 (mod 5),

3 1
7,2:§e5:—5.
3 3 3

4. Observe que, neste caso em particular, o inverso multiplicativo de 1 modulo 5 existe,

onde 1 =

pois (1,5) =1 e coincide com 1. Mas, multiplicando ambos os lados da congruéncia
por esse inverso temos exatamente a mesma equacao, assim a solucao principal da
equagdo estd dada por

x=2 (mod5).

5. As demais solugoes modulo 15 sao obtidas adicionando mailtiplos de 5. Isto €,

r=2+5k (mod 15), para k =0,1,2,



sao as solugoes da equagdo 3x =6 (mod 5). Ou seja,

r=2 (mod 15), r=2+45=7 (mod 15),

r=2+10=12

49

(mod 15).
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4 PROPOSTA DIDATICA COM DESIGN RESIDUAL:
CONGRUENCIAS MODULARES NA EDUCACAO BASICA

Neste capitulo, apresentamos detalhadamente uma proposta pedagégica voltada ao
ensino de congruéncias modulares na educacao basica, fundamentada em abordagens di-
daticas investigativas e interdisciplinares. A proposta busca integrar conteidos da Teoria
dos Numeros a elementos visuais, como mandalas e padroes geométricos gerados por meio
do chamado design residual, promovendo o desenvolvimento do raciocinio matematico, da
criatividade e da sensibilidade estética dos estudantes. Além da descricdo minuciosa da
atividade, este capitulo também apresenta os questionarios aplicados com o objetivo de
recolher percepgoes sobre a proposta, tanto de uma turma do ensino basico quanto de
uma turma de graduandos do curso de Licenciatura em Matemaética da Faculdade de For-
magao de Professores da Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ). Os dados
gerais obtidos a partir das respostas desses questionarios sao analisados de forma a ofere-
cer subsidios para a reflexao sobre a eficicia e o potencial formativo da proposta aplicada

em diferentes contextos educacionais.

4.1 Aritmética Modular na Formacao Docente e no Ensino Basico:

Justificativas Didaticas e Curriculares

A teoria das congruéncias modulares, tradicionalmente inserida apenas em niveis
mais avancados da educacao matematica, tem ganhado crescente atencao de pesquisado-
res e educadores como um contetido de grande valor conceitual e formativo para alunos
da educacao basica. No Brasil, onde a matematica escolar ainda é fortemente marcada
por praticas mecanicas e algoritmos descontextualizados, a introdugao de congruéncias
modulares no ensino fundamental e médio pode representar uma via eficaz para desen-
volver o raciocinio matematico, a compreensao de estruturas numéricas e a conexao entre

diferentes areas da matematica, como a aritmética e a algebra.

Segundo Beltran e Rodriguez (2019), a aritmética modular “pode ser considerada
como um ponto de partida no uso de equagoes algébricas”, promovendo uma aborda-
gem mais integrada dos conteidos matematicos e estimulando a participagao ativa dos
estudantes em tarefas de natureza investigativa. Os autores defendem que o ensino de
congruéncias desde o inicio do ensino médio contribui nao apenas para a motivacao dos
alunos, mas também para o reconhecimento de aplicagoes histéricas e modernas das con-
gruéncias, como na criptografia, no calculo de calendérios e na teoria dos codigos. Como

afirmam, “apesar de sua inegavel importancia, a aritmética modular esta amplamente
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ausente dos curriculos escolares” (2, p.3), indicando uma lacuna curricular que precisa ser

enfrentada.

A implementagao do ensino de congruéncias também oferece a oportunidade de
ressignificar o ensino da divisao inteira, tradicionalmente tratado de forma algoritmica
e mecanica. Ao abordar o algoritmo da divisdo a partir da ideia de restos e classes de
equivaléncia, os estudantes desenvolvem uma compreensao mais profunda e conceitual dos
ndimeros inteiros. Como apontam Jorissen et al. (2019), uma das pedras angulares para a
aprendizagem significativa da Teoria dos Ntumeros ¢ “conectar congruéncias lineares com
equagoes lineares na élgebra, para evitar nogdes procedimentais” (18). Esta transi¢ao, do
algoritmico ao conceitual, é fundamental para preparar os alunos para desafios futuros

em matematica e em outras areas.

Do ponto de vista da formacao docente, a relevancia da teoria dos niimeros elemen-
tar, onde se situam as congruéncias modulares, também é reconhecida como componente
essencial na formagao inicial dos professores de matematica. Wing Yee Lo (2020) afirma
categoricamente: “uma compreensao profunda da teoria elementar dos nimeros deve ser
abordada na formagao docente” (19, p.13), enfatizando que essa compreensao vai além
da simples transmissao de contetido: trata-se de capacitar os futuros professores a diag-
nosticar concepgoes equivocadas dos alunos, propor atividades significativas e articular

diferentes dominios matematicos em sua pratica pedagogica.

Nesse sentido, é necessario que os cursos de Licenciatura em Matematica no Brasil
incluam o estudo das congruéncias modulares nao apenas como contetido matematico for-
mal, mas também como tema de investigacio didtica. E importante que os licenciandos
reflitam sobre o papel dessas ideias no desenvolvimento cognitivo dos alunos, questionem
a rigidez do ensino baseado em algoritmos sem compreensao e proponham sequéncias di-
daticas que explorem, por exemplo, o conceito de resto como classe de equivaléncia, o
comportamento ciclico das operagoes modulares, aplicagoes em situagoes reais, ou o uso

de representagoes visuais, como tabelas e diagramas circulares.

Além disso, a abordagem investigativa e contextualizada das congruéncias contri-
bui para formar professores mais criticos, criativos e conscientes da matemética como
construcao historica e cultural, ampliando seu repertério metodolédgico e sua capacidade
de despertar o interesse dos alunos pelo raciocinio mateméatico. A superacao do ensino
centrado apenas na técnica mecanica da divisao inteira abre espaco para uma matematica

viva, significativa e interligada com o mundo contemporaneo.

Uma vez estudados os conceitos de relacao de equivaléncia, divisibilidade e con-
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gruéncias, assim como suas principais propriedades, apresenta-se, a seguir, uma funda-
mentacao didatica para a atividade proposta, a qual sera detalhada em se¢do posterior.
Trata-se de uma atividade baseada na construcao de mandalas, estrelas e padroes geo-
métricos gerados por meio de congruéncias modulares e design residual, cuja intencao é

evidenciar as conexoes entre a matematica e elementos estéticos e culturais.

Essa fundamentacao busca demonstrar como tais contetdos podem se articular
com as competéncias e habilidades previstas na BNCC' - Base Nacional Comum Curricu-
lar, documento normativo que define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os
alunos da educacao bésica no Brasil devem desenvolver ao longo da escolariza¢ao. Além de
contribuir para o desenvolvimento do pensamento matematico, o objetivo é mostrar que,
mesmo nao estando explicitamente previstos nos documentos oficiais, contetiidos como as
congruéncias modulares podem ser abordados de maneira significativa, interdisciplinar e
contextualizada, enriquecendo o repertério conceitual e didatico dos estudantes e profes-

sores.

O Novo Ensino Médio, implantado nas escolas publicas brasileiras, permite o apro-
fundamento do ensino da matematica por meio da ampliagao da carga horaria, incluindo
momentos de reforco escolar e o itinerario formativo “Matematica para a Vida”. Essa
abertura no curriculo proporciona oportunidades para que os estudantes se envolvam de

forma mais significativa com os contetidos matematicos, conforme destacado por Wall (29,

p.vii):
“Ideias matematicas ndo sao assuntos para serem repetidos superfi-

cialmente. Em vez disso, é preciso se envolver com elas e explora-las,
pois sao feitas para serem entendidas em acdo. Muitas vezes, o fazer
matematico se torna um pouco como atravessar correndo um belo
parque s6 porque é um atalho para o nosso destino. Ao contra-
rio da crianga que anda lentamente, nés raramente nos demoramos
a examinar uma flor especial ou caminhar impulsivamente por um
desvio tortuoso. Economizamos tempo, mas a nossa experiéncia é

empobrecida’”.

A proposta pedagogica apresentada enfatizarda também o uso da tecnologia,
alinhando-se a Competéncia Geral 5 da BNCC, que incentiva a compreensao, utiliza-
¢do e criacao de tecnologias digitais de forma critica e ética, permitindo ao estudante

comunicar-se, resolver problemas e exercer protagonismo na vida pessoal e coletiva (5,
p.9).

No Ensino Fundamental, a articulacdo entre os diferentes campos da

matemética — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade — deve possi-
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bilitar que os estudantes relacionem observagoes empiricas do mundo real a representacoes
como tabelas, figuras e esquemas. Essa associacao favorece o desenvolvimento de habili-
dades como indugao, conjectura e deducao, além de promover o uso da matemética para

resolver problemas contextualizados (5, p.265).

A proposta também dialogard com a Competéncia Geral 3, voltada a compreensao
das relagoes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da matemaética e de
outras areas do conhecimento, contribuindo para o desenvolvimento da autonomia inte-

lectual e da confianga na constru¢ao do conhecimento matematico (5, p.267).

Quanto ao campo de Numeros, a BNCC defende o desenvolvimento do pensamento
numérico e a ampliagao da compreensao sobre os significados das operagoes, por meio da
resolucao de problemas com ntimeros naturais, inteiros, racionais e reais em diversos con-

textos escolares e sociais (5, p.527).

Embora as congruéncias modulares nao estejam formalmente incluidas nos docu-
mentos curriculares oficiais, a BNCC permite uma organizagao curricular flexivel, que
possibilita a abordagem de contetidos de forma interdisciplinar e contextualizada. Entre

as habilidades com as quais a proposta pedagogica podera dialogar, destacam-se:

i) (EM13MAT507): Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungoes afins
de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao de férmulas e resolugao

de problemas;

ii) (EM13MAT405): Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemaética;

iii) (EM13MAT315): Investigar e registrar, por meio de fluxogramas, algoritmos que
resolvem problemas (5, p.544).

Dessa forma, a proposta pedagdgica que sera apresentada a seguir busca integrar o
estudo das congruéncias modulares e da divisibilidade a uma pratica didatica interdisci-
plinar e visualmente estimulante, fundamentada em atividades que envolvem a construcao
de padroes geométricos, como mandalas e estrelas, por meio do design residual. Trata-se
de uma abordagem que promove a articulagdo entre conceitos matematicos, raciocinio
logico, uso da tecnologia e sensibilidade estética, contribuindo para uma experiéncia de

aprendizagem mais rica, significativa e culturalmente conectada.
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4.2 Orientagoes Pré-Atividade: Algoritmo para Construgao das Figuras

com Congruéncias

Nesta secao é apresentada um guia pratico com o algoritmo geral para a constru-
¢ado de figuras como estrelas, mandalas e formas baseadas em design residual utilizando
congruéncias modulares. A orientacao detalha os procedimentos técnicos e as etapas ne-
cessarias para gerar as figuras, servindo como referéncia direta para os professores ou
responsaveis pela aplicacdo da atividade em sala de aula. Recomenda-se que este guia
seja revisitado com atencao antes da realizagao da proposta com os alunos, de modo a
garantir fluidez e clareza durante a conducao da atividade. Parte-se do pressuposto de
que o aplicador ja possui familiaridade com o conceito de congruéncia e suas propriedades
basicas, uma vez que este conhecimento ¢é essencial para compreender a logica subjacente

as construgoes apresentadas a seguir.

4.2.1 Construcao de Estrelas de n pontas

Considere dois niimeros naturais n e k tais que 1 < k < n—1e mdc(n, k) = 1. De-
finimos uma estrela de parametros (n, k), ou simplesmente uma estrela (n, k), como
uma figura geométrica formada pela uniao de segmentos de reta conectando vértices de
um poligono regular inscrito em uma circunferéncia, segundo uma regra especifica de li-

gacao baseada em congruéncia modulo n.

Inicialmente, divide-se uma circunferéncia em n partes iguais, marcando-se n pon-
tos igualmente espacados, que representarao os vértices da estrela. A cada ponto
z € {0,1,...,n — 1} associa-se o ponto (x + k) (mod n), tragando-se um segmento de
reta entre eles. Este processo é repetido iterativamente a partir de um ponto inicial, de
modo que a cada passo se avanca k unidades, no sentido horario, sobre a circunferéncia,

utilizando-se a aritmética modular.

Introduzindo a variavel t € N, que representa o ntimero de passos realizados a
partir da posigao inicial (denotada por 0). A posicao de cada vértice visitado pode entao
ser descrita pela expressao:

x=t-k (modn).

O procedimento de construgao consiste em iniciar na posicao 0 e, sucessivamente,
conectar os pontos nas posicoes 0, k, 2k, 3k, ..., até que se retorne ao ponto inicial. Este

retorno ocorre quando, para algum inteiro positivo ¢, tem-se:

r+t-k=z (modn).
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Subtraindo x de ambos os lados da congruéncia, obtém-se:
t-k=0 (modn),
o que significa que o produto t - k é divisivel por n, ou seja:
n|t-k.

Assim, o menor inteiro positivo t que satisfaz essa condigao é:

n

R —
mdc(n, k)

Portanto, a estrela gerada serd uma figura tnica e continua (isto é, conectada em um

tnico ciclo) se, e somente se, mdc(n, k) = 1.
Simetria na Construgao:

Observa-se ainda que, se (n, k) define uma estrela, entao (n,n — k) também o faz.
De fato, um salto de n — k unidades no sentido anti-horario equivale a um salto de k

unidades no sentido horéario, uma vez que:
n—k=—k (mod n).
Analogamente, para um vértice inicial v, tem-se:
n—v=-v (modn).

Logo,
(n—v)(n—Fk)=(-v)(—k)=v-k (mod n).

Ezxemplo ilustrativo: Considere n = 10, k = 3 e vértice inicial v = 1. Entao:

10-1=9=-1 (mod 10),

= 9.-7=63=3 (mod 10).
10-3=7=-3 (mod 10),

A figura a seguir ilustra a equivaléncia entre o salto de k£ = 3 unidades no sentido
horério e o salto de n — k = 7 unidades no sentido anti-horario, ambos partindo do vértice

1 e chegando ao vértice 4.
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Figura 12 - Simetria na construgao

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Dessa forma, conclui-se que o mapeamento:
z—y=xz+(n—k) (modn)

também representa uma aresta vilida da estrela gerada por (n, k), evidenciando a simetria

do processo construtivo.

Exemplo 4.2.1 (Estrela (8,3)). Seja n = 8 o nidmero de vértices e k = 3 o passo uti-
lizado na construgao da estrela. Como mdc(8,3) = 1, € possivel construir um poligono
estrelado, isto €, uma figura conexa, na qual todos os vértices serdao visitados exatamente

uma vez antes de retornar ao ponto de partida.

Considerando os wvértices numerados de 0 a 7, e wutilizando o mapeamento

r—y=x+k (mod n), temos a sequinte sequéncia de iteragoes, onde x =t-k (mod n):

e 2=0:-3=0=y=0+3=3 (mod 8)

e z=1-3=3=y=3+3=6 (mod 8)

e 1=2-3=6=>y=6+3=9=1 (mod 8)

e 1=3-3=9=y=9+3=12=4 (mod 8)

e 2=4-3=12=y=12+3=15=7 (mod 8)

e 1=5-3=15=y=15+3=18=2 (mod 8)

e r=6-3=18=y=18+3=21=5 (mod 8)

e r=7-3=21=y=21+3=24=0 (mod 8)
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Portanto, a sequéncia de conexdes entre os vértices, que define as arestas do poli-

gono estrelado, ¢ dada por:
0—=3—=6—1—4—=7—2—5—0.

Observa-se que o caminho retorna ao vértice inicial apds 8 etapas, percorrendo
todos os vértices exatamente uma vez. Isso confirma que o poligono gerado é uma estrela

completa de parametros (8,3).

Figura 13 - Estrela (8, 3)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

A seguir, apresentamos um exemplo ilustrativo para o caso em que mdc(n, k) # 1.
Nessas circunstancias, a construcao do poligono nao resulta em uma figura estrelada, mas
sim em miltiplos ciclos disjuntos, cada um formando um poligono regular. O nimero

. 7’ . 7’ n Ve .
desses ciclos serd igual a mdc(n, k), e cada um conterd exatamente —————— vértices.
mdc(n, k)
Tal comportamento decorre da impossibilidade de gerar um ciclo iinico que percorra todos

os vértices da circunferéncia com um tnico passo k.

Exemplo 4.2.2. Considere o caso em que o numero de vértices é n = 12 e o passo
utilizado na construgao é k = 2. Observa-se que mdc(12,2) # 1. Portanto, o procedimento
de ligagdo iterativa nao gera um poligono estrelado, mas sim um conjunto de poligonos
requlares desconexos.

Os vértices estao numerados de 0 a 11 ao longo da circunferéncia. Aplicando o
mapeamento r — y = x + k (mod 12), e iniciando na posi¢io x = 0, obtemos a sequinte

sequéncia:
e 2=0=y=0+2=2 (mod 12)
e 2 =2=y=2+2=4 (mod 12)

ez =4=y=44+2=6 (mod 12)
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e 2=6=y=6+2=8 (mod 12)
e 1=8=y=8+2=10 (mod 12)
e 1=10=y=10+2=12=0 (mod 12)

Constata-se que a trajetoria retorna ao ponto inicial O apds percorrer apenas o0s
vértices de indice par. Assim, para incluir os demais vértices, € mecessdrio iniciar um

novo ciclo a partir do vértice 1, aplicando novamente a mesma regra de mapeamento:
e x=1=y=1+2=3 (mod 12)
e 1=3=y=3+2=5 (mod 12)
e 1 =5=y=5+2=7 (mod 12)
e 1 =7T=y=7+2=9 (mod 12)
e 21 =9=y=9+2=11 (mod 12)
e x=11=y=11+2=13=1 (mod 12)

Dessa forma, obtém-se dois ciclos distintos, cada um correspondendo a um poligono

reqular inscrito, como seque:

0—2—4—6—8—~10—0,
1=3—=5—=7T—=9— 11~ 1.
Tal construgao evidencia que, quando mdc(n, k) # 1, a figura resultante nao é uma

estrela, mas sim a unidgo de mdc(n, k) poligonos requlares disjuntos, cada um contendo

n
———— vértices.
mdc(n, k)

Figura 14 - Poligono Regular (12, 2)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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4.2.2 Construcao de Design de Residuos

O design de residuos consiste em uma construcdo geométrica fundamentada na
aritmética modular, em que se considera um par de inteiros (m,n) tais que 1 < n < m
e mdc(m,n) = 1. Sobre uma circunferéncia, distribuem-se m — 1 pontos igualmente

espacados. Cada ponto x é conectado a um ponto y, definido pela congruéncia:
y=n-z (modm).

A conexao dos pares (x, n-x (mod m)) da origem a padroes visuais simétricos e a repre-

sentacoes geométricas interessantes.

A construgao do design de residuos (m,n), para 1 <n < m e mde(m,n) = 1, pode

ser realizada conforme os seguintes passos:

1. Fixar o médulo m.
2. Escolher um valor n tal que mdc(m,n) = 1.

3. Dividir uma circunferéncia em m—1 partes iguais, marcando m—1 pontos igualmente

espacados sobre ela. Numerar os pontos de 1 até m — 1.

4. Para cada ponto z, conectar ao ponto y determinado pela congruéncia:

y=n-x (modm).
Apbs conectar todos os pares (x, n -z (mod m)), as linhas entrelagadas formarao
padroes geométricos simétricos.

Exemplo 4.2.3. Vamos construir o design de residuos para o par (m,n) = (19,9).

Sequindo os passos estabelecidos:

1. Fizamos m =19 (mod 19).
2. Escolhemos n =9, para o qual mde(19,9) = 1.

3. Dividimos a circunferéncia em 18 partes iguais, marcando e numerando os pontos
de 1 até 18.

4. Aplicamos a congruéncia

y=9-z (mod19), para cada x€{1,2,...,18}.
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Calculando as correspondéncias, temos:
e x=1:y=9-1=9 (mod 19) = (z,y) = (1,9);
o v =2:y=18 (mod 19) = (z,y) = (2,18);
e 1 =23:y=27=8 (mod 19) = (x,y) = (3,8);
e x=4:y=36=17 (mod 19) = (z,y) = (4,17);
e =5:y=45=7 (mod 19) = (z,y) = (5,7);
e x=06:y=54=16 (mod 19) = (z,y) = (6, 16);
e 2=T:y=63=6 (mod 19) = (z,y) = (7,6);
e 1=8:y=72=15 (mod 19) = (z,y) = (8,15);
e 1=9:y=81=5 (mod 19) = (x,y) = (9,5);
e x=10: y=90= 14 (mod 19) = (z,y) = (10, 14);
e x=11:y=99=4 (mod 19) = (z,y) = (11,4);
e £=12: y =108 = 13 (mod 19) = (z,y) = (12,13);
e £=13: y=117=3 (mod 19) = (z,y) = (13, 3);
e x=14: y =126 =12 (mod 19) = (z,y) = (14,12)
e z=15:y=135=2 (mod 19) = (z,y) = (15,2);
e v =16 y=144 =11 (mod 19) = (z,y) = (16, 11);
e =17 y=153=1 (mod 19) = (z,y) = (17,1);

e x=18: y=162=10 (mod 19) = (z,y) = (18, 10).

Por fim, conectam-se todos os pares (x,y) obtidos para formar o design de residuos

correspondente ao par (19,9).
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Figura 15 - Design de Residuos (19,9)

—~ W

Fonte: Elaborada pelo autor

2025).

Exemplo 4.2.4. Vamos construir o design de residuos para o par (m,n) = (11,7).

Sequindo os passos estabelecidos:

1. Fizamos m =11 (mod 11).
2. Escolhemos n =17, e observamos que mdc(11,7) = 1.

3. Dividimos a circunferéncia em (11 — 1 = 10) partes iguais, marcando
(11 — 1 = 10) pontos igualmente espagados ao longo da circunferéncia e os enu-

meramos de 1 até 10.
4. Aplicamos a congruéncia y = 7-x (mod 11).
Calculando, obtemos:
e x=1y=7-1=7 (mod 11) = (z,y) = (1,7);
e x=2,y=7-2=14=3 (mod 11) = (z,y) = (2,3);
e 2=3y=7-3=21=10 (mod 11) = (z,y) = (3,10);
e v=4;,y=7-4=28=6 (mod 11) = (z,y) = (4,6);
e x=5;,y=7-5=35=2 (mod 11) = (z,y) = (5, 2);
e 1=6,y=7-6=42=9 (mod 11) = (z,y) = (6,9);
e x=T7,y=7-7T=49=5 (mod 11) = (z,y) = (7,5);
e =8 y=7-8=56=1 (mod 11) = (z,y) = (8,1);

e x=9,y=7-9=63=8 (mod 11) = (z,y) = (9,8);
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e =10, y=7-10=70=4 (mod 11) = (z,y) = (10,4).

Conectando todos os pares ([E,7.9§ (mod 11)) obtemos o desing de residuos dese-

jado.

Figura 16 - Design de Residuos (11,7)
10

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

4.2.3 Construcao de Mandalas Modulares

As mandalas modulares constituem construgoes geométricas fundamentadas na
aritmética modular. Considere um nimero inteiro m > 2, e distribua-se os pontos nume-
rados de 0 até m — 1 igualmente ao redor de uma circunferéncia, iniciando-se na posi¢ao
0 e seguindo o sentido horario. Cada ponto x é conectado a um ponto y, definido pela

congruéncia analoga aquela utilizada no design de residuos:
y=n-z (modm).

A estrutura resultante depende diretamente do valor do méaximo divisor comum

entre m e n:

e Se mdc(m,n) = 1, o tragado interliga todos os pontos, formando um ciclo tnico e

produzindo padroes fechados mais complexos.

e Se mdc(m,n) # 1, os ciclos sdo independentes e a mandala se decompde simetrica-

mente em multiplos ciclos menores.

A conexao dos pares (z,y) = (x, n -z (mod m)) gera padroes visuais que eviden-

ciam propriedades geométricas de simetria e harmonia.
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Numa mandala modular, m representa o nimero total de pontos dispostos na cir-
cunferéncia, n é o multiplicador modular que define as conexoes, x é o ponto de origem e

y € o ponto de destino, calculado por meio da congruéncia médulo m.

Ao comparar as figuras obtidas para diferentes valores de m, observa-se que, para
valores menores, a mandala apresenta um conjunto disperso de segmentos; enquanto para

valores maiores de m, a forma geométrica torna-se mais definida e visualmente complexa.

Figura 17 - Mandala (29, 3) e (150, 3)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Para construir uma mandala (m,n), com m > 2, siga os seguintes passos:
1°) Vamos fixar m (m é o mddulo).
2°) Podemos escolher qualquer valor de n como um valor fixo.

3°) Divida uma circunferéncia em m partes iguais, marcando m pontos igualmente

espacados ao longo da circunferéncia. Numere os pontos de 0 até m — 1.

4°) Cada ponto x na circunferéncia seré conectado ao ponto y, definido por:

y=n-z (modm).
Associe todos os pares (z,y) = (x,n -z (mod m)), 0s segmentos representarao
formas geométricas.

Exemplo 4.2.5. Construgio da mandala modular (16,6).
Vamos construir uma mandala modular com m = 16 pontos e multiplicador n = 6.

Sequindo os passos descritos anteriormente:

1. Fizamos o valor de m = 16, ou seja, trabalharemos no sistema modulo 16.

2. Escolhemosn = 6. Como mdc(16,6) # 1, espera-se que a mandala resultante possua

maultiplos ciclos desconezos.
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3. Dividimos uma circunferéncia em 16 partes iguais, marcando os pontos de 0 a 15,
igualmente espacados ao longo do contorno.
4. Para cada ponto x € {0,1,...,15}, aplicamos a congruéncia:
y=6-x (mod 16),
obtendo os pares (z,y) que serdo conectados.
Os wvalores obtidos sdo os sequintes:
e 2=0:y=6-0=0 (mod 16) = (z,y) = (0,0);
e 1=1:y=6-1=6 (mod 16) = (z,y) = (1,6);
e x=2:y=12 (mod 16) = (z,y) = (2,12);
e r=3:y=18=2 (mod 16) = (z,y) = (3,2);
e z=4:y=24=8 (mod 16) = (z,y) = (4,8);
e x=5:y=30=14 (mod 16) = (z,y) = (5, 14);
e £=06: y=36=4 (mod 16) = (z,y) = (6,4);
e £t =T:y=42=10 (mod 16) = (z,y) = (7, 10);
e =8 y=48=0 (mod 16) = (z,y) = (8,0);
e 2=9:y=54=6 (mod 16) = (z,y) = (9,6);
e £ =10: y=60=12 (mod 16) = (z,y) = (10, 12);
e 2=11: y=66 =2 (mod 16) = (z,y) = (11,2);
e 1=12: y=72=8 (mod 16) = (z,y) = (12,8);
e £ =13: y=78 =14 (mod 16) = (z,y) = (13, 14);
e x=14: y=84 =4 (mod 16) = (z,y) = (14,4);
e x=15:y=90=10 (mod 16) = (z,y) = (15, 10).

Portanto, a mandala modular (16,6) é formada conectando todos os pares
(x,63: (mod 16)), conforme listado acima. Como o mdzimo divisor comum entre m e
n € diferente de 1, a figura gerada se decompord em maltiplos ciclos distintos, refletindo

uma simetria segmentada ao longo da circunferéncia.
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Figura 18 - Mandala (16, 6)

o

15

9 7
8

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

No exemplo a seguir, a imagem da mandala foi construida utilizando uma si-
mulagao desenvolvida pelo autor no software GeoGebra (disponivel no link: https:
//www .geogebra.org/classic/fqcghuwk). Considerando-se um valor elevado para o
numero de pontos, com m > 50, optou-se por omitir a numeragao dos vértices a fim de

preservar a clareza visual da figura.

Exemplo 4.2.6. Construir uma mandala modular (500, 302).

Figura 19 - Mandala (500, 302)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

4.3 Atividade/Proposta Didatica Baseada em Congruéncias Modulares

O desenvolvimento desta atividade serd realizado no Ensino Bésico e para Licen-
ciandos em Matemética que jd tenham cursado Algebra I em quatro etapas interde-

pendentes e progressivas, com o objetivo de favorecer a compreensao conceitual, a


https://www.geogebra.org/classic/fqcghuwk
https://www.geogebra.org/classic/fqcghuwk
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exploracao visual e a participacao ativa dos alunos. A proposta busca articular contetidos
matematicos com elementos estéticos e culturais, promovendo uma aprendizagem signifi-

cativa e integrada.

Na primeira etapa, os alunos serao convidados a observar e analisar diferen-
tes figuras geométricas visuais, como mandalas, poligonos estrelados e padroes
obtidos por meio do design residual. O foco sera estabelecer uma conexao inicial
entre matematica e arte, chamando atencao para os padroes, os saltos regulares e a con-
tinuidade dos segmentos que formam essas figuras. Essa introducao visual tem o objetivo

de despertar o interesse dos alunos e criar um ambiente favoravel a investigagao.

A segunda etapa retoma o conceito de divisdo nao exata, explorando com os
alunos como todo niimero inteiro pode ser representado por meio de um quo-
ciente e um resto. Essa etapa é fundamental para preparar o terreno conceitual da
proxima, pois permite visualizar a ideia de resto como algo significativo, e nao apenas

como resultado mecanico de um céalculo.

Na terceira etapa, sera introduzido o conceito de congruéncia entre niimeros in-
teiros, com base na ideia de que dois niimeros sao congruentes quando deixam o mesmo
resto ao serem divididos por um mesmo nimero. A relagdo entre divisao nao exata
e congruéncia sera trabalhada com exemplos e exercicios simples, buscando de-

senvolver uma compreensao conceitual antes de partir para a construcao pratica.

A quarta etapa serd dedicada a construcao das figuras geométricas com base
nas congruéncias modulares. Os alunos utilizarao folhas de atividades contendo tabelas
e circunferéncias (disponiveis no Anexo B), que os guiardo passo a passo na criagdo de
padroes visuais. Essa etapa permite aplicar os conceitos estudados de forma pra-
tica, visual e criativa, aproximando a matematica da experiéncia concreta dos

estudantes e valorizando a estética no raciocinio matematico.

As atividades propostas foram planejadas a partir de experiéncias em sala de aula
e buscam oferecer aos alunos um ambiente propicio a exploragao, a construgao de sentido
e a articulacao entre teoria e pratica. Professores, monitores ou demais interessados na
aplicagao da atividade em sala de aula poderao acessar, no Anexo A deste trabalho, o
material didatico correspondente a cada uma das etapas, bem como as folhas com as
respostas das atividades. No Anexo B encontram-se as folhas de atividades destinadas

aos alunos, para o desenvolvimento das tarefas e a realizacdo das construgoes.
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Tabela 3 - Sugestao de tempo pedagoégico para cada etapa

Etapas | Tempo

Etapa 1 | 10 minutos

Etapa 2 | 20 minutos

Etapa 3 | 20 minutos

Etapa 4 | 50 minutos

4.3.1 Primeira Etapa: Apresentacao das figuras e Motivagao Inicial

Nesta etapa inicial, o objetivo é despertar o interesse dos alunos e estabelecer co-
nexoes entre a matematica e a arte por meio da observacao de figuras visuais geradas
com base em congruéncias modulares. O professor ou responsavel pela atividade deverd
apresentar aos alunos exemplos de figuras como estrelas, mandalas e padroes criados por

design residual, destacando sua beleza, simetria e regularidade.

As figuras podem ser apresentadas de duas formas, dependendo da disponibilidade
de recursos da escola ou local de aplicagao: Por meio das imagens impressas que compoem
a tabela de exemplos visuais disponibilizada nos anexos desta dissertacao. Ou, preferenci-
almente, por meio de simulacoes digitais interativas desenvolvidas pelo autor da proposta,

disponiveis de forma gratuita através dos links:

Tabela 4 - Links das simulagbes/apps das construgoes geométricas no Geogebra

Construgdao Geométrica | Link da Simulagdo/App no Geogebra

Estrela com n Pontas https://www.geogebra.org/classic/yfcrudwm
Design de Residuos https://www.geogebra.org/classic/awgpey2h
Mandala Modular https://www.geogebra.org/classic/fqcghuwk

Ao apresentar as figuras, é recomendéavel que o professor varie os exemplos, mos-
trando diferentes configuragdes (quantidade de pontos, tipos de ligagoes, padroes ciclicos
etc.), de modo a evidenciar a diversidade das formas possiveis e estimular a curiosidade

dos alunos.

Durante essa apresentacao, é importante fazer uma fala motivadora, situando a
atividade do dia como uma oportunidade para criar figuras semelhantes com ajuda da
matematica. Uma sugestdo de abordagem seria dizer: “Hoje, vamos aprender a fazer
desenhos como esses aqui. Fles parecem sé arte, mas sao feitos com matemdtica! Vamos
descobrir como ideias como resto de divisao e reqularidade nos ajudam a construir essas

figuras lindas e simétricas.”


https://www.geogebra.org/classic/yfcrudwm
https://www.geogebra.org/classic/awgpey2h
https://www.geogebra.org/classic/fqcghuwk
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Essa contextualizacao inicial tem papel fundamental na construgao de sentido para
a atividade, contribuindo para o engajamento dos alunos e para a valorizagao da mate-

matica como linguagem também expressiva e criativa.

4.3.2 Segunda Etapa: Exploragdo da Divisao Nao Exata e Tabela de Restos

Nesta etapa, o foco sera introduzir ou retomar com os alunos o conceito de divisao
nao exata, que servira como base para a compreensao posterior das congruéncias modu-
lares. O professor devera iniciar a explicacao apresentando a ideia de que, para quaisquer
nimeros naturais D e d # 0, existem tinicos niimeros naturais ¢ (quociente) e r (resto)

tais que
D=qg-d+r com 0<r<d.
Onde:
e D éodividendo e d é o divisor;
e ¢ ¢ o quociente da divisao de D por d;
e 1 é o0 resto dessa divisao.

Um exemplo simples pode ser utilizado para ilustrar:

Exemplo 4.3.1. Dividindo 38 por 7, temos:

38 | 7
315
ou seja,
38=5-7T+3.

Portanto, o quociente € 5 e o resto é 3.

A seguir, o professor devera propor aos alunos uma atividade pratica: o preen-
chimento de uma tabela de restos, com os resultados das divisdes dos primeiros 16
ndmeros naturais (de 0 a 15) por diferentes divisores: 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Essa tabela

encontra-se disponivel na folha de atividades (ver Anexo B).

De acordo com a dindmica da turma, essa atividade podera ser realizada de forma
individual ou em grupos pequenos, preferencialmente com até trés alunos por
grupo. O trabalho em grupo pode favorecer a discussao entre os colegas e o levantamento

de hipdteses sobre padroes observados nos restos.
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Exercicio 4.3.1. Preencha a tabela abaixo com os restos da divisao dos numeros naturais

de 0 a 15 pelos divisores indicados:

Tabela 5 - Atividade com restos da divisao

Numero Natural 0[1(2/3|4|5|6|7[8[910]11|12 13|14 |15
Resto da divisadopor 2 ([0 |1 |0 |10 |1]0 |1
Resto da divisaopor 3 |0 |1 |20 |1]2 |0
Resto da divisaopor 4 |0 | 1|2 |3

Resto da divisao por 5

Resto da divisao por 6

Resto da divisao por 7

Apo6s o preenchimento, o professor devera apresentar a tabela com os resultados
corretos, discutindo com os alunos os eventuais erros cometidos e reforcando a logica do
calculo do resto. Esta etapa é essencial para que os alunos percebam os padroes ciclicos
que surgem nos restos. Observacdo que serd muito 1til nas préximas etapas da atividade.

Solucao: Efetuando as divisdes encontraremos:

Tabela 6 - Respostas atividade com restos da divisdo

Numero Natural 0[1(2/3|4|5|6|7[8[910]11|12 13|14 |15
Resto da divisaopor 2 |O |1 |0 |1 (0|1 |{O|1|O0Of1} O | 1T |01 |0]|1
Resto da divisaopor 3 |0 |1 (2|01 (2|01 (2|0 1|20 ]1]2]0
Resto da divisaopor4 [0 |1 |23 (0|1 |2|3|0(1[2 3]0 1|2]3
Restoda divisafopor 5 |0 | 1|23 (4012|340 123|410
Resto da divisaopor 6 |0 | 1|23 (4501|234 |50/ 1|2]3
Restoda divisafopor 7 |0 |1 |2 (34|56 (0|12 3|4 |5 |6]|0]|1

Para concluir esta etapa, o professor podera também introduzir uma aplicacao
simples e contextualizada, como a contagem de dias da semana com base na divisao
nao exata. O objetivo é reforcar que a divisao com resto ndo é apenas um processo

mecanico, mas possui utilidade concreta em diversas situagoes do cotidiano.

Exercicio 4.3.2. O ano de 2025 comecou em uma quarta-feira. Em que dia da semana

caird o ultimo dia deste ano?

Solugao: Dividindo 365 por 7, obtemos quociente 52 e resto 1, ou seja:
360 =527+ 1.

Isso significa que o dia 1° de janeiro de 2026 serd um dia apds a quarta-feira — ou seja,

uma quinta-feira. Logo, o dia 31 de dezembro de 2025 caird em uma quarta-feira.
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Observagao: Para anos nao bissextos (com 365 dias), o ano comega e termina
no mesmo dia da semana. Ja nos anos bissextos (366 dias), o tltimo dia do ano cai

dois dias apds o dia da semana inicial, pois:
366 =52 -7+ 2.

E interessante que o professor ou responsavel pela atividade leve um calenda-
rio impresso ou projetado em sala de aula, para que os alunos possam verificar e

confirmar a resposta, conectando assim a teoria a pratica.

Figura 20 - Calendério 2025

dezembro de 2025 - v
D ) T Q Q 5 5
1 2 3 4 5 6

21 22 23 24 25 26 r

28 29 30 N

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Essa abordagem auxilia na compreensao do significado do resto da divisao, mos-
trando como ele aparece de forma natural em contextos cotidianos e estimulando a valo-

rizacdo da matematica como ferramenta para compreender o mundo.

4.3.3 Terceira Etapa: Do Resto a Congruéncia: Explorando um Novo Conceito

Nesta etapa, o professor deverd introduzir formalmente o conceito de congruén-
cia a partir da ideia de divisao nao exata e dos restos obtidos. A conexdo com a etapa
anterior é fundamental: a congruéncia modular surge como uma generalizacao da ideia
de “mesmo resto” nas divisdes por um mesmo nimero. Esta transicao ajuda os alunos a
perceberem que, na matematica, conceitos aparentemente simples como a divisao podem

ter interpretagdes mais abstratas e amplas.

O professor pode iniciar explicando que, dado um nimero inteiro positivo m, di-
zemos que dois ntmeros inteiros a e b sao congruentes moédulo m quando m divide a

diferenca a — b. A notacao utilizada é:
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a=b (modm) <= m|(a—0).

Essa condicao equivale a dizer que (a — b) = m - ¢, para algum ndmero inteiro q.

O professor pode também apresentar o significado dos simbolos usados:
o = significa “é congruente a”;
o = significa “nao é congruente a”;

e (mod m) indica que estamos considerando divisdes por m;

| significa “divide”;
« {significa “nao divide”.

A seguir, o professor pode apresentar exemplos simples e relacionar cada congru-

éncia ao resto da divisao:

Exemplo 4.3.2. Vamos determinar se cada uma das afirmagoes a sequir é verdadeira ou

falsa:
a) 14 =8 (mod 3)
b) 45 =24 (mod 7)
c) 23=9 (mod 4)
Solucao:

a) De fato, 14 € congruente a 8 médulo 3, pois: 14 — 8 = 6.

Observe que 6 € maltiplo de 3, uma vez que 6 = 3-2. Logo a afirmacao é verdadeira.

b) De fato, 45 é congruente a 24 modulo 7, pois: 45 — 24 = 21.
Observe que 21 ¢ maltiplo de 7, uma vez que 21 = 7 - 3. Logo a afirmagdo €

verdadeira.

c) Observe que, 23 ndo € congruente a 9 modulo 4, pois 23 —9 = 14 e, 4 nao divide

14. Logo, a afirmagao c) é falsa.
Para consolidar o conteido, propoe-se o seguinte exercicio aos alunos:
Exercicio 4.3.3. Verifique cada uma das congruéncias abaizo:
a) 19 =7 (mod 6)

b) 34 =11 (mod 5)
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¢) 52 =16 (mod 9)
Solucoes esperadas:

a) 6] (19—7) =612

(Resto 1 em ambos. Verdadeira).

b) Como 51 (34 —11) = 5123 = 34 # 11 (mod 5).
(Restos diferentes. Falsa).

¢) 9](52—16) =936

(Resto 7 em ambos. Verdadeira).

Essa introducao a congruéncia pode ser enriquecida com exemplos que fagam sen-
tido para os estudantes, mostrando que dois ntumeros diferentes podem “pertencer a
mesma classe de restos” em divisoes por um mesmo nimero. Isso abrird caminho para as

construgoes visuais que virao na proxima etapa da atividade.

4.3.4 Quarta Etapa: Arte com Congruéncias - Construcao das Figuras

Nesta etapa, o professor guiard os alunos na construcao de figuras geométricas
baseadas na aritmética modular: poligonos estrelados, designs de residuos e mandalas. O
objetivo é aplicar os conceitos de divisdo nao exata e congruéncia em contextos visuais,

reforcando a conexao entre Mateméatica e Arte.

Importante: Para facilitar as construcoes, os alunos utilizarao folhas de ativida-
des contendo tabelas e circunferéncias — disponiveis no Anexo B deste trabalho. Isso
permitird que facam as marcagdes e conexoes manualmente, favorecendo a compreensao

pratica dos conceitos.

A seguir, um roteiro passo a passo para o professor conduzir cada construgao:

4.3.5 Construcao do Poligono Estrelado

Metodologia sugerida:

1. Explique a ideia de formar uma estrela ligando pontos igualmente espagados numa

circunferéncia.

2. Apresente os pardmetros n (ntimero de pontas) e k (salto entre vértices).
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. Mostre as condigoes para a construgao valida:

l<k<n—1 e mde(n,k)=1

. Oriente os alunos a utilizarem as circunferéncias impressas para dividir em n partes

iguais e numerar os pontos de 0 a n — 1.

. Instrua-os a preencherem as tabelas com os valores calculados de:

r=t-k, y=xz+k (modn), t=0,1,...,n—1.

. Finalmente, conectar os pontos indicados para formar a estrela. Orientando aos
alunos com a indicagao que t = 0,1, 2,...,n—1 corresponde aos vértices numerados

da circunferéncia e, cada conexao x — y representa uma aresta da estrela.

Apbs apresentar os passos, construa junto com os alunos a seguinte estrela:

Exemplo 4.3.3. O nimero de pontas da estrela estd definido como n =7 e o salto como

k = 3. Como mdc(7,3) = 1, podemos construir um poligono estrelado com vértices nu-

merados de 0 até n — 1 = 6.

Utilizando a formula das conexoes:

r=t-k, y=x+k (modn),

ondet=20,1,2,...,n— 1, calculamos as conexoes entre os vértices:

r=0:-3=0—y=0+3=3 (mod 7)
r=1-3=3—y=3+3=6 (mod 7)
r=2-3=6—y=6+3=9=2 (mod 7)
r=3-3=9—y=9+3=12=5 (mod 7)
r=4-3=12—y=12+3=15=1 (mod 7)
r=5-3=15—y=15+3=18=4 (mod 7)
r=6-3=18—y=18+3=21=0 (mod 7)

Portanto, o poligono estrelado terd a sequinte sequéncia de vértices e arestas:

0—-3—-26—2—>5—1—4—0.
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Figura 21 - Poligono Estrelado (7, 3)

0

4

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

4.3.6 Construcao de Design de Residuos

Nesta construcgao, enfatize que cada conexao representa a multiplicacdo modulo m,

visualizada na circunferéncia.

Metodologia sugerida:

1. Explique aos alunos que devem fixar o moédulo m.
2. Escolher n tal que 1 < n < m e mde(m,n) = 1.

3. Usar as folhas de atividades para dividir a circunferéncia em m — 1 partes iguais e

numerar os pontos de 1 a m — 1.

4. Preencher as tabelas com os pares:

(z,y), y=n-z (modm).

5. Conectar os pontos conforme indicado.

Apéds apresentar os passos, construa junto com os alunos o seguinte design de

residuos:

Exemplo 4.3.4. Para construir um design de residuo (17,5), sequimos os passos indica-

dos e obtemos:

1. Fizamos m =17 (mod 17).

2. Escolhemos n =5. Como mdc(17,5) = 1, podemos continuar.
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3. Dividimos a circunferéncia em 16 partes iguais, marcando 16 pontos igualmente

espacados. Numeramos os pontos de 1 até 16.

4. Aplicamos a congruéncia y = 5x (mod 17), para cada x = 1,2,...,16.

Calculamos os pares (x,y) conforme a congruéncia:

r=1,y=
r=2,Y=5

5.

1=5 (mod 17) = (z,y) = (1,5);

-2=10 (mod 17) = (z,y) = (2, 10);

-3=15=15 (mod 17) = (z,y) = (3,15);

r=4;,y=5-4=20=3 (mod 17) = (z,y) = (4,3);

5=25=8 (mod 17) = (z,y) = (5,8);

-6 =30=13 (mod 17) = (z,y) = (6,13);
-7=35=1 (mod 17) = (z,y) = (7,1);

-8=40=6 (mod 17) = (z,y) = (8,6);

-9=45=11 (mod 17) = (z,y) = (9, 11);

r=10; y=5-10=50= 16 (mod 17) = (z,y) = (10, 16);

r=11;y=5
r=12; y=5
r=13;y=
r=14;y =
r=15;,y=5
=16,y =

-11=55=4 (mod 17) = (z,y) = (11,4);
-12=60=9 (mod 17) = (z,y) = (12,9);

-13=65=14 (mod 17) = (z,y) = (13, 14);

-14=70=2 (mod 17) = (z,y) = (14, 2);
15 =75=7 (mod 17) = (z,y) = (15,7);

-16 = 80

12 (mod 17) = (z,y) = (16,12).

Agora, basta conectar todos os pares (x,y) = (w, 5z (mod 17)) ao longo da circunferéncia

para formar o design de residuo.
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Figura 22 - Design de Residuos (17,5)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

4.3.7 Construcao de Mandalas

Explique que aqui nao é necessario que mdc(m,n) = 1, o que pode gerar padroes

com repeticoes e multiplas conexoes e, que devemos escolher m > 2.

Metodologia sugerida:
1. Fixar m e escolher qualquer n positivo.
2. Dividir a circunferéncia impressa em m partes iguais, numerando de 0 até m — 1.

3. Preencher as tabelas com os pares (z,y), onde:

y=n-x (mod m)

4. Conectar os pontos correspondentes para visualizar o padrao.

Exemplo 4.3.5. Para construir uma mandala (12,3), sequimos os passos indicados e

obtemos:

1. Fizamos m = 12, ou seja, estamos trabalhando no modulo 12.

2. Escolhemos n = 3. Note que mdc(12,3) # 1, mas ainda assim € possivel construir

a mandala.
3. Dividimos a circunferéncia em 12 partes iguais, marcando os pontos de 0 até 11.

4. Aplicamos a congruéncia y = 3z (mod 12), para cada v =0,1,...,11.

Calculamos os pares (z,y):



e t=10;y=3-10=30=6 (mod 12) = (x,y) = (10,6);

e z=11;y=3-11=33=9 (mod 12) = (z,y) = (11,9).

1=3 (mod 12) = (z,y) = (1,3);
2=6 (mod 12) = (z,9) = (2,6);
.3=9 (mod 12) = (z,y) = (3,9);
4=12=0 (mod 12) = (z,y) = (4,0);
5=15=3 (mod 12) = (z,y) = (5,3);
-6=18=6 (mod 12) = (z,y) = (6,6);
7=21=9 (mod 12) = (z,y) = (7,9);
8=24=0 (mod 12) = (z,y) = (8,0);

-9 =27=3 (mod 12) = (z,y) = (9, 3);

7

Agora, conecte todos os pares (x,y) = (m, 3z (mod 12)) na circunferéncia para formar a

mandala modular.

Figura 23 - Mandala (12, 3)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

No caso das mandalas, os desenhos resultantes tornam-se cada vez mais atrativos

e complexos a medida que aumentamos os valores de m e n. Essa variedade de padroes é

um excelente recurso para despertar o interesse dos alunos pela matematica por meio da

arte e da simetria.

Para facilitar a visualizagdo desses padroes, sugerimos que o professor utilize os

links indicados na Tabela 4, que direcionam para mandalas ja construidas no GeoGebra.

Por exemplo, recomendamos apresentar as mandalas:
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« Mandala (20, 6), que evidencia padroes com repetigoes simétricas simples;

« Mandala (502, 302), que apresenta uma estrutura visual surpreendente e intrincada,

resultado de um médulo elevado.

Esses exemplos podem ser explorados tanto para andlise estética quanto para dis-

cussoes mateméaticas mais profundas sobre aritmética modular, simetria e periodicidade.

Figura 24 - Mandala (20, 6)

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Para encerrar a atividade, o professor pode convidar os alunos a compartilharem
suas construcdes e observacoes. E importante destacar que, ao longo da proposta, os
estudantes exploraram conceitos de aritmética modular, construiram diferentes tipos de
figuras como poligonos estrelados, designs de residuos e mandalas e perceberam como a

matematica pode estar presente em padroes visuais belos e surpreendentes.

4.4 TImplementacado da Atividade / Proposta Didéatica

A implementacao da atividade proposta foi realizada em dois contextos distintos,
a fim de avaliar sua aplicabilidade e potencial pedagogico. O primeiro contexto envol-
veu uma turma de 17 alunos do 3° ano do Ensino Médio, com idades compreendidas
entre 17 e 19 anos, permitindo observar a recepcao da proposta por estudantes do ensino
basico. O segundo contexto foi constituido por alunos do curso de Licenciatura em Ma-
tematica da Faculdade de Formagao de Professores da Universidade do Estado do Rio de
Janeiro (UERJ), preferencialmente matriculados nas disciplinas de Algebra I ou Algebra
II, possibilitando analisar a compreensao e o engajamento de futuros professores frente a

abordagem baseada em congruéncias modulares.
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4.4.1 Implementacao da Atividade no Ensino Médio

No dia 26 de setembro de 2025, foi aplicada a oficina/atividade, proposta neste
trabalho, no Colégio FEstadual Salvador de Mendong¢a em Itaborai-RJ com a turma 3003

do 3° ano do ensino médio, composta por 17 alunos, com idades entre 17 e 19 anos.

A aplicacao ocorreu conforme o planejado, seguindo as etapas descritas na pro-
posta didatica apresentada nas se¢oes anteriores. No inicio, alguns alunos demonstraram
certa dificuldade em compreender como seria possivel construir figuras a partir de calcu-
los envolvendo divisoes nao exatas, mas, a medida que as orientacoes eram retomadas e

exemplificadas, o entendimento foi se consolidando.

Durante a explicagdo, destacou-se a importancia da estrutura e da légica pre-
sentes nas figuras, bem como a relacao entre o conceito de resto da divisao e a ideia
de congruéncia. O preenchimento da tabela de restos contribuiu de forma significativa
para que os estudantes percebessem regularidades e compreendessem que o resto é sempre
menor que o divisor. Esse reconhecimento foi essencial para o avango nas etapas seguintes

da oficina.

A medida que os alunos se familiarizavam com os célculos de congruéncia e suas
propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva, foi possivel observar um progresso notavel
na autonomia e na confianca com que realizavam as atividades. As discussoes em grupo
mostraram-se produtivas, especialmente quando os préprios alunos comecaram a estabe-
lecer conexodes entre os conceitos estudados e situagoes cotidianas, como a contagem de

dias em um calendério e a identificagdo de anos bissextos.

A observagao coletiva das regularidades emergentes nas construgoes despertou cu-

riosidade e engajamento, revelando uma aprendizagem significativa e contextualizada.

Ao final, foram apresentadas as simulagoes e applets desenvolvidos no software Ge-
oGebra, evidenciando como a tecnologia pode ser uma aliada no estudo das congruéncias,
permitindo construir figuras obedecendo as condi¢oes matematicas exploradas na oficina.
Essa etapa proporcionou uma compreensao mais visual e pratica da matematica, re-

forcando o potencial da proposta para integrar teoria e experimentacao.

De modo geral, a oficina mostrou-se muito produtiva, despertando interesse e
envolvimento dos alunos. Alguns manifestaram surpresa e curiosidade ao questionar:
“Professor, isso € matéria de faculdade?”, comentario que evidencia o carater inovador

da atividade em relacao as experiéncias matematicas que geralmente vivenciam no ensino
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médio.
Na seguinte Figura, sao apresentadas imagens da aplicagdo da oficina. Os termos

de autorizacao de uso de imagem foram devidamente recolhidos e arquivados pelo autor.

Figura 25 - Registro da oficina/atividade realizada com alunos do 3° ano do ensino

médio do Colégio Estadual Salvador de Mendonga

Fonte: Fotografia do autor (2025).



Figura 26 - Registro da oficina/atividade realizada com alunos do 3° ano do ensino

médio do Colégio Estadual Salvador de Mendonga
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4.4.2 Implementagao da Atividade no Ensino Superior (Licenciandos em Matematica)

No mesmo dia, 26 de setembro de 2025, a proposta também foi aplicada na
Faculdade de Formacdo de Professores da Universidade do FEstado do Rio de Janeiro
(FFP/UERJ), em Sao Gongalo (RJ), com uma turma composta por 11 alunos do curso

de Licenciatura em Matemdtica, cuja média de idade era de 23 anos.

A oficina seguiu as mesmas etapas descritas na proposta didatica e aplicadas pre-
viamente a turma do ensino médio, mantendo a sequéncia de apresentacao das figuras,
defini¢oes, exemplos e condigoes necesséarias a construcao de cada uma delas. Entretanto,
por se tratar de estudantes de licenciatura, o desenvolvimento da atividade assumiu um
carater mais reflexivo e investigativo, favorecendo discussoes sobre o potencial pe-

dagogico da proposta e suas possiveis adaptagoes para o ensino basico.

Os licenciandos demonstraram rapida assimila¢ao dos conceitos e se envolveram de
maneira ativa nas etapas de construgao, uma vez que o contetido de congruéncia ja lhes era
familiar. Essa familiaridade permitiu que explorassem o tema de forma mais auténoma,
enfatizando aspectos didaticos e metodologicos, além da prépria execucao dos célculos e
construgdes. As trocas entre os participantes revelaram um olhar voltado nao apenas a
resolucao das tarefas, mas também a andlise das estratégias de ensino que poderiam ser

empregadas em sala de aula.

Na etapa final, realizou-se a exploracao do software GeoGebra, da mesma forma
que na atividade anterior, destacando-se como os recursos tecnologicos potencializam o
entendimento visual e geométrico das congruéncias. Os licenciandos aproveitaram esse
momento para testar novas construgoes, propor variagoes das figuras e discutir as possi-

bilidades de uso do programa em contextos escolares.

De modo geral, a aplicacao com os licenciandos evidenciou que, mesmo em um
grupo com conhecimento prévio sobre o contetido e familiaridade com ferramentas digi-
tais, a proposta se mostrou enriquecedora e desafiadora, estimulando a criatividade,
o raciocinio légico e a reflexdo sobre a pratica docente. Essa experiéncia reforca o carater
formativo da oficina, tanto no aprofundamento conceitual quanto na construgao de pers-

pectivas pedagdgicas voltadas ao ensino da Matematica.

Na Figura, a seguir, sdo apresentadas fotos e registros da atividade realizada com

os licenciandos em Matemadatica da FFP.



Figura 27 - Registro da oficina/atividade realizada com licenciandos em Matemadtica na
FFP/UERJ.

Fonte: Fotografia do autor (2025).
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Figura 28 - Registro da oficina/atividade realizada com licenciandos em Matemadtica na
FFP/UERJ
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4.5 Percepcgoes sobre a Atividade

Com o objetivo de avaliar as percepgoes sobre a proposta desenvolvida, foram apli-
cados dois questionarios logo apos a realizacdo das atividades com os participantes. O
primeiro foi direcionado a uma turma do ensino basico, buscando compreender como os
alunos se engajaram com a experiéncia e interpretaram os conceitos trabalhados. O se-
gundo foi aplicado a graduandos do curso de Licenciatura em Matemética da FFP/UERJ,
com a intengao de captar a visao de futuros professores sobre a aplicabilidade didatica
e o potencial formativo da abordagem. Nesta secao, apresentamos de maneira geral os

resultados obtidos a partir desses questionarios.

4.5.1 Questionario aplicado aos alunos de Ensino Médio e andlise dos resultados

As perguntas do questionério foram cuidadosamente formuladas para abranger as-
pectos cognitivos, afetivos e pedagdgicos da experiéncia. Este instrumento de coleta esté
diretamente relacionado ao tema central desta dissertacao, buscando compreender como
os conceitos abstratos da aritmética modular podem ser explorados de maneira concreta,

visual e interdisciplinar em sala de aula.

Inicialmente, sdo coletadas informacoes bésicas dos alunos, o que permite tracar
perfis. Em seguida, as questdes exploram o conhecimento prévio (perguntas 2 e 3), a
compreensao de conceitos mateméaticos associados a congruéncia e a divisao com resto
(pergunta 4), e a aplicabilidade desses conceitos em construgoes visuais utilizando fer-
ramentas digitais como o GeoGebra (perguntas 5 e 6). Também se busca identificar as
preferéncias dos alunos quanto as atividades propostas (pergunta 7) e verificar o impacto
dessas experiéncias na compreensao e motivagao para o aprendizado matematico (pergun-
tas 8 € 9). Por fim, a dltima questao (10) investiga a percepcao dos estudantes sobre a
relevancia e aplicabilidade da abordagem adotada, visando avaliar se ela contribui para

tornar a matemédtica mais acessivel e significativa.

Se optou majoritariamente por perguntas de selegdao (fechadas), com alternativas
cuidadosamente elaboradas, a fim de facilitar a tabulacao, a andlise estatistica e a posterior
apresentacao dos resultados de forma clara e objetiva. Essa escolha metodoldgica permite
comparar as respostas entre os participantes, identificar padroes e avaliar de maneira
mais sistemética os efeitos da proposta didatica sobre o processo de ensino-aprendizagem.
Dessa forma, o questionario se mostra pertinente e bem alinhado com os objetivos da pes-
quisa, fornecendo subsidios importantes para a analise do impacto pedagogico da oficina.

Ele permite verificar se o uso do design residual e de representacoes visuais associadas a
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aritmética modular favorece uma aprendizagem mais significativa, lidica e conectada ao
cotidiano dos alunos, além de oferecer indicadores para possiveis melhorias na proposta

didatica apresentada.

Ressalta-se que o questionario aplicado, em sua integra, encontra-se disponibili-
zado no Anexo C, e que as versoes respondidas pelos alunos estdo reunidas no Anexo
D, de modo a assegurar a transparéncia do processo metodolégico e possibilitar futuras

analises por parte de outros pesquisadores.

Na Figura 29, apresentam-se as respostas dos alunos em formato de diagrama de
barras, o que possibilita uma visualizagao clara e objetiva da distribuicao das escolhas

realizadas.

Figura 29 - Respostas dos alunos ao questionario aplicado no ensino médio em formato

de diagrama de barras

Q2. Antes da oficina, vocé ja conhecia o Q3. Vocé ja participou de atividades
conceito de congruéncia? que unem dlgebra e geometria?
20 15
10
10
5
: , s
= 3im mMNio = Um pouco mSim =N3o =M&otenho certeza
Q4. O gue acontece em uma divisdo ndo Q5. Como foi usar a congruéncia linear
exata e como isso se relaciona com a para construir figuras geométricas na
ideia de congruéncia? 20 circunferéncia?
20
: . . l ]
m Sobram restos 0

= Congruéncia: mesmao resto u Foi interessante
= Mo entendi bem w Ficou mais visual
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Q6. Vocé ja havia usado o GeoGebra?

m Sim =MNao

8. O uso dessas atividades ajudou
voce a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

m.3im, muito
= N&o muito

m 3im, parcialmente
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10
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Q7. GQual atividade vocé achou mais
interessante?

m Poligonos estrelados
u Design de residuos
= Mandalas

Q9. Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado{a) a aprender matematica?

ESim =N& = Um pouco

Q10. Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade dos

20

alunos?

mSim = Talvez = Mao

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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A andlise das respostas do questionario permitiu identificar aspectos significativos
da oficina e compreender como os alunos perceberam a proposta didatica. Os resulta-
dos mostraram que nenhum dos participantes da oficina aplicada no ensino médio possuia
conhecimento prévio sobre o conceito de congruéncia, e que a maioria nunca havia partici-
pado de atividades que integrassem Algebra e Geometria. Esse dado reforca a pertinéncia
da abordagem adotada, uma vez que a articulacao entre diferentes campos da Matema-
tica, embora essencial para o desenvolvimento de um pensamento mais integrado, ainda

é pouco explorada nas praticas escolares.

Neste ponto da analise do questionario, destaca-se o que descrevem autores como
D’Amore (7) e Fiorentini e Lorenzato (12), que indicam como a fragmentagao do ensino
matematico tende a dificultar a construcao de significados pelos estudantes. Propostas
que buscam estabelecer pontes entre areas distintas favorecem a compreensao e a mobili-
zacao de diferentes registros de representacao, tal como o executado na proposta didatica

apresentada neste trabalho.

Quando questionados sobre a divisao nao exata e sua relacdo com a congruéncia,
a maior parte dos alunos conseguiu associar corretamente o conceito ao resto da divisao,
enquanto um grupo menor o relacionou a definicao formal. Essa diversidade de respos-
tas sugere que a oficina possibilitou diferentes niveis de compreensao conceitual. Assim,
mesmo sem dominio formal inicial, os alunos foram capazes de estabelecer conexoes co-
erentes com suas experiéncias anteriores, demonstrando uma compreensao funcional do

conceito e um caminho gradual em direcao a formalizagao.

De acordo com Ausubel (1), o aprendizado promovido nesta atividade pode ser
classificado como aprendizagem significativa, pois o novo conhecimento foi incorporado
de maneira conectada as ideias pré-existentes dos alunos. Em outras palavras, eles nao
apenas memorizaram procedimentos, mas entenderam como os conceitos se relacionam e
podem ser aplicados, o que favorece a retencao e a utilizagao do conhecimento em con-

textos variados.

As respostas referentes as atividades praticas revelaram uma avaliagdo amplamente
positiva. Todos os alunos destacaram o uso da congruéncia na construcao de figuras ge-
ométricas como um fator motivador, com mencgoes frequentes a construgao de poligonos
estrelados como a etapa mais envolvente. Outro dado relevante foi que nenhum aluno
do ensino médio havia utilizado o software GeoGebra anteriormente, tornando a oficina
o primeiro contato com a ferramenta. Segundo os relatos, o uso do programa facilitou
a visualizacao das propriedades estudadas, permitindo experimentar, testar e comprovar

relacbes matematicas de maneira dindmica. O ambiente interativo proporcionado pelo
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GeoGebra ampliou o engajamento dos alunos, transformando o espaco da sala de aula em
um ambiente investigativo, no qual o erro e a experimentacao assumiram papel constru-

tivo.

De modo geral, as respostas ao questionario indicam que a oficina foi bem recebida
pelos participantes e alcangou seus objetivos formativos. A maioria dos alunos afirmou
que as atividades facilitaram a compreensao e a visualizacdo dos conceitos de congruén-
cia, além de aumentarem a motivacao pelo estudo da Matematica. A proposta mostrou-se
eficaz como estratégia didatica capaz de articular teoria e pratica, promovendo nao ape-
nas o dominio conceitual, mas também uma mudanca na atitude dos alunos diante da
Matematica. Ao aproximar o conteiido de sua aplicagdo concreta e estimular a investi-
gagao, a oficina contribuiu para o desenvolvimento de um pensamento matemético mais
reflexivo e integrado, em consonancia com as perspectivas contemporaneas da Educagao

Matemaética.

4.5.2 Questionario aplicado a alunos de Licenciatura em Matemadtica e andlise dos resultados

O questionario dos licenciandos em Matematica foi elaborado com o propésito de
coletar suas impressoes, percepgoes e experiéncias acerca da proposta didatica vivenciada
durante a oficina. As perguntas foram cuidadosamente estruturadas para contemplar di-
ferentes dimensoes da aprendizagem, possibilitando uma analise ampla sobre a relevancia

pedagodgica e o potencial de aplicagdo dessa pratica no contexto escolar.

A primeira parte reine questoes de carater geral, voltadas para identificar o perfil
dos participantes e suas experiéncias prévias. Em seguida, a se¢ao de conhecimento prévio
e percepgoes sobre a oficina busca avaliar o impacto da atividade na compreensao de con-
ceitos matematicos e na articulacao entre algebra e geometria. Por fim, a se¢do dedicada
ao uso de tecnologias digitais tem como objetivo investigar o papel de ferramentas como
o GeoGebra e o pensamento computacional na mediacao dos contetdos e na promocao de

aprendizagens mais significativas.

Essa divisdo visa facilitar a analise das respostas e compreender, de forma siste-
matica, como diferentes aspectos, conhecimentos anteriores, percepc¢oes sobre a proposta
e uso de tecnologias, interagem na formacao inicial docente e na construcao de praticas

pedagodgicas inovadoras para o ensino da Matematica.

Destaca-se que o questionario aplicado, em sua integra, encontra-se disponibilizado

no Anexo E, e que as versoes respondidas pelos licenciandos estao reunidas no Anexo F.
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A Figura 30 apresenta as respostas dos licenciandos organizadas em diagrama de

barras, o que torna a visualizacao da distribuicao das escolhas mais clara e acessivel.

Figura 30 - Respostas dos alunos ao questionario aplicado na Licenciatura em

Matematica em formato de diagrama de barras
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Na andlise do questionario aplicado aos alunos do curso de Licenciatura observou-
se que a maioria dos participantes ja atua como professor, o que influenciou a percepcao
sobre as atividades. Em relacdo ao conhecimento prévio, poucos demonstraram famili-
aridade com a aplicagdo da congruéncia modular na construgao de figuras geométricas,
predominando respostas negativas ou superficiais. Situacdo semelhante ocorreu quanto
ao contato com poligonos estrelados, design de residuos ou mandalas, sendo que parte dos
estudantes os conhecia apenas em contextos artisticos, sem associacao direta ao conte-
udo matematico. Por outro lado, mais da metade ja havia participado de atividades que
integravam algebra e geometria, embora a autoavaliacao sobre o dominio do tema tenha
indicado niveis entre “pouco” e “basico”, com apenas um aluno classificando-se em nivel

avancado.

Quanto as contribuic¢oes da oficina, todos os licenciandos afirmaram ter ampliado
a compreensao sobre congruéncia e sua aplicacdo em contextos geométricos, destacando
a integracao entre algebra e geometria por meio das figuras geométricas como uma abor-
dagem “muito interessante”. A aplicagdo da proposta no Ensino Médio foi considerada
viavel, embora sete alunos tenham apontado a necessidade de adaptacoes. De forma ge-
ral, quase todos reconheceram que a oficina pode tornar o ensino da Matematica mais
atrativo e significativo, e dez participantes manifestaram interesse em desenvolver ativi-
dades semelhantes em sua futura pratica docente. Esses resultados reforcam o potencial

de praticas que articulam teoria, pratica e investigacao.

Em relacao ao uso de tecnologias digitais, observou-se que todos os licenciandos ja
possuiam familiaridade com o GeoGebra. Os participantes destacaram que a ferramenta
contribuiu para visualizar conceitos geométricos, compreender a construcao das figuras
e estabelecer relacoes entre algebra e geometria. Nas questoes 13, 14 e 15, alguns alu-
nos assinalaram mais de uma alternativa, indicando opinioes diferentes sobre a aplicacao
das tecnologias. Um participante comentou que a viabilidade do uso do software “de-
pende também da escola consequir fornecer o necessdario”, evidenciando a importancia de
considerar as condigoes reais de implementacao no contexto escolar. A utilizagdo do Geo-
Gebra ilustra como a visualizacao e a manipulagao de representagoes geométricas podem
favorecer a compreensao de conceitos abstratos e a construgao de significados, conforme

apontado por autores como Duval (11).

Por fim, a analise mostra que grande parte dos licenciandos avaliou positivamente
a combinacao entre congruéncias, figuras geométricas, pensamento computacional e tec-
nologias digitais, reconhecendo seu potencial para despertar curiosidade, engajamento e
tornar o ensino mais atrativo. Ao mesmo tempo, os participantes destacaram a neces-

sidade de adequagoes conforme o perfil da turma e os recursos disponiveis, refor¢ando a
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importancia de contextualizar a aplicagao de metodologias inovadoras ao ambiente escolar

concreto.
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CONCLUSAO

Os fundamentos da Aritmética Modular, envolvendo relacoes de equivaléncia, di-
visibilidade e congruéncias com suas propriedades, constituem uma ferramenta essencial
para a compreensao dos nimeros inteiros. Eles permitem enxergar os inteiros separados
como se fossem “gavetas” ou classes residuais, nas quais cada niimero ocupa um lugar es-
pecifico de forma ciclica. Essa perspectiva evidencia que o resto da divisao euclidiana nao
é apenas um calculo, mas uma maneira de estruturar os inteiros em padroes simétricos,
facilitando a compreensao de congruéncias lineares e das relagoes entre os nimeros. Dessa
forma, os conceitos estudados fornecem uma base tedrica solida para analisar e represen-
tar sistematicamente os inteiros, ressaltando a estrutura logica da Aritmética Modular e

sua aplicabilidade em representacgoes visuais e exploratérias.

Com base nesses fundamentos, a proposta desenvolvida nesta dissertacao mostrou-
se eficaz para tornar o estudo da Aritmética Modular mais compreensivel, interessante e
visualmente envolvente. A conexdo entre conceitos aritméticos e construcoes geométri-
cas permitiu que os alunos observassem padroes, relagdes e simetrias de forma concreta,
contribuindo para a compreensao conceitual e a valorizagao da Matematica como uma
experiéncia criativa. O uso do GeoGebra revelou-se um recurso pedagogico essencial, pos-

sibilitando a experimentacao dinamica e a exploracao visual das congruéncias modulares.

Durante a aplicacao, observou-se que os alunos inicialmente apresentaram dificul-
dades em compreender que uma divisao nao exata ocorre quando o resto nao é zero.
Muitos forneceram respostas incorretas, como nimeros decimais ou o dividendo menor
que o divisor. Esse desafio evidenciou a importancia de organizar a aplicacao da proposta
de forma gradual, em etapas, permitindo que os estudantes entendessem cada conceito
antes de avancar para o proximo. Assim, sugere-se que as atividades sejam realizadas uma
etapa por aula, em vez de serem concentradas em dois tempos de 50 minutos, reforcando

a aprendizagem de forma consistente.

Para a construcao das figuras geométricas, especialmente das circunferéncias,
recomenda-se o uso do compasso, conforme os recursos disponiveis. Essa pratica per-
mite posicionar os pontos igualmente espacados. Além disso, contribui para a percepgao
dos padroes e fortalecendo a simetria e representacao visual. A combinacao de etapas
graduais, exploragao pratica e recursos visuais mostrou-se eficiente para engajar os alunos

e estimular o pensamento investigativo.

Em sintese, esta pesquisa reforca que metodologias que integram aritmética, geo-
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metria e tecnologia podem transformar a aprendizagem da Matematica, tornando-a mais
significativa e prazerosa. A Aritmética Modular, quando apresentada de forma visual
e interativa, nao apenas se torna mais acessivel, como também evidencia sua dimensao
estética e criativa. Espera-se que os resultados aqui apresentados sirvam de referéncia
para praticas pedagogicas inovadoras, capazes de despertar o interesse e a curiosidade dos

estudantes, consolidando conceitos matematicos de maneira concreta e envolvente.
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ANEXO A — Material didatico e folhas com respostas das

Material didatico elaborado para a aplicacao da proposta em sala de aula, con-
templando os recursos necessarios a cada etapa da atividade. Nele encontram-se tanto
as instrugoes destinadas aos alunos quanto as folhas de respostas correspondentes, de
modo a fornecer suporte completo para a reproducao e o acompanhamento da pratica por

professores, monitores ou demais interessados.



1°ETAPA
FIGURAS GEOMETRICAS

POLIGONO ESTRELADOS




2°ETAPA
DIVISAO NAO EXATA

0 DIVISAO NAO EXATA

D=q-d+rcomO=r<d

e D é o dividendo e d é o divisor;
e g € 0 quociente da divisdo de D por d;
e r é o resto dessa divisao.

Dividindo 38 por 7, temos:

38 | 7
3195

ou seja, 38 = 5.7+3
Portanto, o quociente é 5 e o resto é 3.

Preencha a tabela abaixo, com os restos da divisdo dos numeros naturais de 0 a 15
pelos divisores indicados:

Numeros Naturais [0|1(2(3|4|5|/6(7|8|9(10|11/12[13|14|15
Resto dadivisaopor2({ 0|1 (01 (0| 1|0]1

Resto da divisaopor3|0|1|2(0|1[2|0

Resto da divisaopor4(0|1(2 |3

Resto da divisao por 5

Resto da divisao por 6

Resto da divisao por 7




2°ETAPA
DIVISAO NAO EXATA

2 I oticiao

O ano de 2025 comegou em uma quarta-feira. Em que dia da semana caira o ultimo
dia deste ano?




3°ETAPA
CONGRUENCIA

Dado um numero inteiro positivo m,
dizemos que dois numeros inteiros a e b
sao congruentes modulo m quando m
divide a diferenca a - b.

a = b (mod m) € m|(a-b)

NOTACAO

Equivale a dizer que (a - b) =m - q, para
algum numero inteiro q.

e = significa “é congruente a”;

SIMBOLOS

¥ significa “ndo é congruente a”;
e (mod m) indica que estamos

considerando divisées por m;
o | significa “divide”;
« t significa “ndo divide”.

O

e a = a(modm).

e Sea = b (modm), entdo b = a (mod m).
e Sea=b(modm)eb =c(modm),
entdo a = ¢ (mod m).



Verifique as congruéncias abaixo:

a) 14 = 8 (mod 3) & 3|(14-8) & 3]6

(Veja que, ao dividir 14 por 3, o resto é 2, e que,
ao dividir 8 por 3, o resto também é 2).

b) 45 = 24 (mod 7) & 7|(45-24) & 7|21

(Veja que, ao dividir 45 por 7, o resto é 3, e que
ao dividir 24 por 7, o resto também é 3).

c) 23 = 9 (mod 4) © 4(23-9) & 4114

(Veja que, ao dividir 23 por 4, oresto € 3, e
que, ao dividir 9 por 4, o resto é 1).

Portanto, 23 # 9 (mod 4).

Verifique as congruéncias abaixo:

a) 19 =7 (mod 6)

b) 34

11 (mod 5)

c) 52 =16 (mod 9)

3°ETAPA
CONGRUENCIA

Ao dividirmos um numero x por 3, ele

pode deixar como resto apenas 0, 1 ou 2.
Z

T i i

/.a' = () (mod -'5]5 r=1 (mod 3) : r =2 (mod ii:\\

|'“ 6,30 | o521 3 .4,-1,2 )
3,6,09.. 7, 10... i 58, 11... /

[
Y\ 1 N
\ ' ' /
1 ] v
. [ ] -
i ]
- [ ]

-




4°ETAPA

CONSTRUCAO DE FIGURAS
COM CONGRUENCIAS

1°. Explique aos alunos que é possivel formar estrelas
ligando pontos igualmente espagados em uma
circunferéncia.
2°.  Introduza as (quantidade de
pontos/pontas) e k (salto entre os vértices).
3°. Mostre que a construgdo sé é valida quando:

¢ 1<k<n-1

¢ mdc(n,k)=1
4°. Pega que os alunos utilizem as circunferéncias
impressas, dividam em n partes iguais e numerem os
pontos de 0 a n-1.

letras n

5°. Oriente-o0s a preencher as tabelas com os valores:
x=t.k, y = x+k (mod n), t=0,1,...,n-1

6°. Construcao da estrela: Os alunos devem conectar

os pontos da circunferéncia seguindo as conexdes

x->y, lembrando que t indica os vértices numerados.

DESIGN DE RESIDUOS

1°. Fixar m e escolher qualquer n positivo.
2°. Dividir a circunferéncia impressa em m partes
iguais, numerando de 0 até m - 1.
3°. Preencher as tabelas com os pares (x,y), onde:

Yy = n-x (mod m)
4°.Conectar 0s pontos correspondentes

visualizar o padréo.

para

POLIGONO ESTRELADO

1°. Explique aos alunos que devem fixar o médulo m.
2°. Escolher ntal que 1 = n < me mdc(m,n) = 1.
3°. Usar as folhas de atividades para dividir a
circunferéncia em m - 1 partes iguais e numerar os
pontos de 1a m-1.
4°. Preencher as tabelas com os pares:

(x,y), Yy = n-x (mod m)
5°. Conectar os pontos conforme indicado.

MANDALAS




4°ETAPA
CONSTRUCAO DE FIGURAS

COM CONGRUENCIAS

Q I oo

Construir um poligono estreladoden =9 ek = 5.




4°ETAPA
CONSTRUCAO DE FIGURAS

COM CONGRUENCIAS

@ I oo

Construir um design de residuosdem=15en =7




4°ETAPA
CONSTRUCAO DE FIGURAS

COM CONGRUENCIAS

Q I oo

Construir uma mandala modular (20,6).




SOLUCOES

Preencha a tabela abaixo: com os restos da divisao dos numeros naturais de 0 a 15
pelos divisores indicados:

Numeros Naturais |0|1/2|3[(4[(5/6[7(8)9(10{11|12(13/|14/15
Restodadivisaopor2|{0 (1|01 (0Dj 1 (0|1 {O(1|Oj0|{O|1|D]|1
Restodadivisdaopor3{0 |1 |2 (01 |(2|0|1|{2(0|1{2(0]|1[2]|D
Resto da divisdopor4{ 0| 1|2 (3(0(1|2|3(0(1|2{3|0]|1[2]|3
Restodadivisdopor5/ 0|12 (3|(4(0|1|2(3|4|0(1|2|3[4]|0
Resto dadivisdopor6| 0|1 |2 (3|43 1{2|{3|4|5|0(1(2)|3
Restodadivisaopor 7|0 |1 (2|3 |4|0(6|0|1|2|3[4|5(6|0](1

O ano de 2025 comegou em uma quarta-feira. Em que dia da semana caira o ultimo
dia deste ano?

Dividindo 365 por 7, obtemos quociente

52 e resto 1, ou seja: dezembro de 2025 a v
365 = 52.7+1

Isso significa que o dia 1° de Janeiro de D S T Q Q 5 5

2026 sera um dia apos a quarta-feira —

ou seja, uma quinta-feira. Logo, o dia 31 : : = 4 s o

de dezembro de 2025 caira em uma 7 8 9 10 » 9 3

quarta-feira.

Observagdo: Para anos ndo bissextos 14 15 16 17 18 19 20
(com 365 dias), o ano comega e termina

no mesmo dia da semana. J& nos anos ¢ % & 4 & %A
bissextos (366 dias), o ultimo dia do ano
cai dois dias apos o dia da semana inicial,
pois:

28 29 30 3

366 = 52.7+2



SOLUCOES

Verifique as congruéncias abaixo:

a) 19 = 7 (mod 6) © 6[(19-7) & 6| 12
(Ao dividir 19 por 6, o resto é 1, e que, ao dividir 7 por 6, o resto também é 1).

b) 34 = 11 (mod 5) & 5|(34-11) & 5123
(Ao dividir 34 por 5, o resto é 4, e que, ao dividir 11 por 4, o resto é 3).

Portanto, 34 # 11 (mod 5).

c) 52 = 16 (mod 9) & 9|(52-16) = 9| 36
(Ao dividir 52 por 9, o resto é 7, e que, ao dividir 16 por 9, o resto também é 7).

Q

Construir um poligono estreladoden=9ek = 5.

Poligono Estrelado (9, 5)

s r=0-0=0=2y=04+5=5 (mod 9)
s r=1-0=8=2y=0+0=10=1 (mod 9)
e r=2-5=10=y=10+5=15=6 (mod 9)

s r=3-0=1=y=156+4+0=20=2 [mod 9)

o r=4.5=WN=y=20+5=25="T [(mod 9)

e r=5-0=2=y=25+5=30=3 (mod 9)
s r=0G-=3=y=30+5=35=58 (mod 9)

e r=7-0=30=y=304+0=40=41 [mod 9)

e r=8:0=4l=y=404+5=45=0 [mod 9)



SOLUCOES

Construir um design de residuosdem =15en = 7.

L]
15
I
[
w
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b
=

[ ]
By
l
=
=

L]
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|
=

[ ]
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]
=
E

[ ]
1=
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=

[ ]
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]
=1
=

L]
B
Il
=
=

[ ]
B
]
=

s = lik

-
H
]

Construir uma mandala modular (20, 6).

12

=7-1=7 (mod 15) = (z.y) = (1,7}
=7-2=UM (mod 15) = (z,y) = (2, 14);
=T7-3=21=06 (mod 15) = (r,y) = (3, 6);
=7-4=28=13 (mod 13) = (z,y) = (4, 13);
=7-5=30=0 (mod 15) = (x,y) = (5.5);
=7-6=42=12 (mod 13) = (z,y) = (6, 12);
=7 -T=49=4 [mod 15) = (r,y) = (7, 4);
=7 -8=56=11 (mod 15) = (z,4) = (8 11);
=T7-9=063=3 (mod 15) = (x,y) = (9.3
y=7-10=T0= 10 {mod 15) = (=.y) = (10, 10);
y=7-11=77=2 [mod 15} = (r,y) = (11,2);
y=7-12=581=19 [(mod 15} = (r,y) = (12,9);
cy=T-13=91=1 (mod 153} = (r,y) = (13, 1);
y=T-14=93=8 (mod 15) = (z,y) = (14, 8).

1"

1=6 (mod 20) = (1,6)
2 =12 (mod 20) = (2,12)
3 =18 (mod 20) = (3,18)

-4 =4 (mod 20) = (4.4)

-5 = 10 (mod 20) = (5,10)
-6 = 16 (mod 20) = (6, 16)
-7T=2 (mod 20) = (7,2)

-8 =8 (mod 20) = (8,8)

-9 =14 (mod 20) = (9,14)

Sy o oy O

= B -+

ser=1y=6-
e =2 y=6-
erx=3y=06-
e r=4y=06
e r=5y=06
s r=06Gy=0
s r=Ty=606
¢ r=8y=0
e r=9y=06
o r =10y =
e r=11Ly=
e =12 y=
e x=13y=
e r= 14 y=
e r=15y=
e r=16y=
e r =17y =
o r =18 y=
o =19 y=

o o

-10 = 0 (mod 20) = (10,0)
-11 =6 (mod 20) = (11,6)

-12 = 12 (mod 20) = (12,12)
-13 = 18 (mod 20) = (13,18)
<14 =4 (mod 20) = (14,4)
- 15 = 10 (mod 20) = (15, 10)
-16 = 16 (mod 20) = (16, 16)
.17 = 2 (mod 20) = (17,2)
-18 = 8 (mod 20) = (18,8)
-19 = 14 (mod 20) = (19, 14)

Design de Residuos (15, 7)

14
13 1

Mandala (20, 6)
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ANEXO B - Folhas de atividades para os alunos

Folhas de atividades destinadas aos alunos, contendo os exercicios e instrugoes
necessarias para o desenvolvimento das tarefas propostas, bem como para a realizagao

das construcgoes previstas na atividade.



ATIVIDADES
Q I taciao

Preencha a tabela abaixo, com os restos da divisdo dos numeros naturais de 0 a 15
pelos divisores indicados:

Numeros Naturais (0(1/2[3(4(5|6(7|8[9|10{11/12|13|14/|15
Resto da divisdopor2|0 |1 (0| 1|0 1|0]1

Resto dadivisaopor3|0|1|2(0|1(2]|0

Resto da divisaopor 4|0 (1|23

Resto da divisao por 5

Resto da divisao por 6

Resto da divisao por 7




ATIVIDADES
Q Y tmaciao

O ano de 2025 comegou em uma quarta-feira. Em que dia da semana caira o ultimo
dia deste ano?




ATIVIDADES
3. I taciao

Verifique as congruéncias abaixo:

a) 19 = 7 (mod 6)

b) 34 = 11 (mod 5)

c) 52 =16 (mod 9)



ATIVIDADES
Q P caictcio

Construir um poligono estreladoden=9ek = 5.




ATIVIDADES
Q I om0

Construir um design de residuosdem =15en =7




©*°" ATIVIDADES

Q I bmctcio

Construir uma mandala modular (20,6).




119

ANEXO C — Questionario aplicado no Ensino Médio

QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca compreender

como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de residuos, man-

dalas e a integracao entre algebra e geometria.

Sua participacao neste questionario é muito importante para avaliar a experiéncia

vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestoes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacgoes Gerais

Nome:

Idade:

Turma/Série:

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o

conceito de congruéncia?

O Sim O Nao

3) Vocé ja participou de atividades

[J Um pouco

que unem algebra e geometria?

O Sim ] Nao

4) O que acontece em uma divisao nao

O N&o tenho certeza

exata e como isso se relaciona com a

ideia de congruéncia?

0 Sobram restos
[0 Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um nimero fixo (mé-

dulo)

[J Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na

circunferéncia?

L] Foi interessante

[J Ficou mais visual

[0 Ajudou a entender melhor
(] Ainda achei dificil

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?

[J Sim 0 Nao
7) Qual atividade vocé achou mais in-

teressante?

[J Construcao de poligonos estrelados

[J Design de residuos

[J Mandalas

[J Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os con-

ceitos matematicos?

[J Sim, muito

[J Sim, parcialmente

[J Nao muito

[J Nao ajudou

9) Apds a oficina, vocé se sentiu mais

motivado(a) a aprender matemética?

O Sim ] Nao

10) Vocé considera que esse tipo de

L) Um pouco

atividade torna a matematica mais in-
teressante e proxima da realidade dos

alunos?

O Sim O Talvez ] Nao
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ANEXO D — Questionario aplicado no Ensino Médio - Respostas

CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre algebra e geometria.

Sua participagdo neste questionario & muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacgoes Gerais

Nome: _ Ve bk X\\\m\mw C;'Q&N

Idade: %

Turma/Série: 30073

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim () Nao ()Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

| Sim ()Nao () Néo tenho certeza

4) O que acontece em uma divisdao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

(¢¥) Sobram restos

() Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(médulo)

( ) Nao entendi bem a relagéo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Foi interessante

() Ficou mais visual

(9 Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim (¥ Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

(%) Construcdo de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito (¥ Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apds a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

6 Sim ()Nao () Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

60 Sim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracao entre algebra e geometria.

Sua participacédo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacoes Gerais

Nome: Lvawvwy <. fROuCO

ldade: 18

Turma/Série: 2003

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim {4 Nao

3) Voceé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim ()Nédo (¥ N&o tenho certeza

() Um pouco

4) O que acontece em uma divisao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

) Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisao por um numero fixo
(mddulo)

() Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

{4 Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim §) Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

¢J Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito () Sim, parcialmente

04 Nao muito () Néo ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ¥ Nao

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

Pfsim  ()Talvez () Nao

() Um pouco



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragdo entre algebra e geometria.

Sua participagado neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais| 4 [ :
N \ / f/" /| ~/

Nome: 2 09axs . \’/ﬂ i ady = 1%5‘(;
1, I

Idade: \ 75 v

s . / v\ 2 / /-? l,"
Turma/Série: YO0 > /5

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim () Nao ()Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim () Nao () Naotenho certeza

4) O que acontece em uma divisdo nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

(*J Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(moédulo)

() Nao entendi bem a relagéo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

(<) Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim (%) Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou voce
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito (9 Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim () Nao

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

()Sim (9 Taivez () Nao

(9 Um pouco



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracado entre algebra e geometria.

Sua participacdo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais

Nome: (g& Eg!_“bg,& iﬁg‘.g hoAoAT 7.

Idade: ?‘4
Turma/Série: 160‘]7

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia 0
conceito de congruéncia?

()Sim ) Nao

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim () Naéo

(/) Um pouco

() Nao tenho certeza

4) O que acontece em uma divisdo ndo
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Sobram restos

4 Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um namero fixo
(mddulo)
() Nao entendi bem a relagédo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Foi interessante

{ ) Ficou mais visual

( ) Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim (%) Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de poligonos estrelados
( ) Design de residuos

Mandalas
() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

O{ Sim, muito

() Nao muito

() Sim, parcialmente
{ } Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Nao (3 Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

(KSim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre aigebra e geometria.

Sua participacédo neste questionario € muito importante .para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) informac¢des Gerais

Nome: E}&Q*\p‘\}, i ﬂ‘C{Y\C/O\W)f (}7\6\0 da, % \Vo~

idade: TF
Turma/Série: Q03

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim {JNao () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim (W Nao () Nao tenho certeza

4) O que acontece em uma divisdo nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

(M Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(médulo)

( ) Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Foi interessante

() Ficou mais visual

()(5 Ajudou a entender melhor a
congruéncia

( ) Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim ({f Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

{4 Construcao de poligonos estrelados
( ) Design de residuos

( } Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muite () Sim, parcialmente

() Nao muito { ) Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim {)Nao ¢JUm pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

()Sim ¥ Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre algebra e geometria.

Sua participacdo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacoes Gerais

Nome: N\ aumes \;,m\l\)\,:g,m > “f,.};:,g‘_m,

Idade: A\t

Turma/Série: oo

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim () Nao () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim (9 Nao () Nao tenho certeza

4) O que acontece em uma divisdo nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Sobram restos

() Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(maodulo)

() Nao entendi bem a relagéo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

¢y Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim (9 Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construgao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito (%) Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Nao () Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

()Sim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre algebra e geometria.

Sua participacéo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacoes Gerais

A~

Nome: Ut bardiales

Idade: 12“

Turma/Série: 300,

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim §)Ndo () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim ()Nao () Nao tenho certeza

4) O que acontece em uma divisao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(médulo)

() Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geomeétricas na
circunferéncia?

() Fol interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim () Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

(\) Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou voceé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito  §) Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apés a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Nao () Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

()Sim ()Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracao entre algebra e geometria.

Sua participagdo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestbes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagdes Gerais

Nome: '\Lﬁx\h\? An . iVin Zibitcans

ldade: 4%
Turma/Série: >0

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

() Sim w Ndo () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim @Nso () N&o tenho certeza

4) O que acontece em uma divisdao ndo
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

ﬂ Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(médulo)

() Nao entendi bem a relacao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

Foi interessante
() Ficou mais visual
() Ajudou a entender melhor a
congruéncia
() Ainda achei dificil de compreender

6) Voceé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim #§ Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

Construcao de poligonos estrelados
) Design de residuos
() Mandalas
() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito ” Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

MSim () Nao
10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais

interessante e proxima da realidade
dos alunos?

()Sim () Talvez ' Nao

() Um pouco



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracao entre algebra e geometria.

Sua participagcéo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais

Nome: __ /1 o
Idade:

Turma/Série:

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim @ Nao ()Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

ﬁSim () Nao

4) O que acontece em uma divisdo nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Nao tenho certeza

() Sobram restos

() Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(modulo)

() Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

(ﬁ Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
() Sim ~g¥Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

ﬁ Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito ¢ Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

# Sim () Nao

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

@ Sim ()Talvez ()Néo

() Um pouco



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionaric faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre aigebra e geometria.

Sua participagdo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestbes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais

Nome: UJj fuan Ceth J J&ib{.ﬂ)&(},ﬁ

Idade: /¢

Turma/Série: % o / H0LH

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

() Sim W Nao () Um pouco
3) Vocé ja participou de atividades que

unem algebra e geometria?
MSim () Nao

4) O que acontece em uma divisdao ndo
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

( ) Nao tenho certeza

() Sobram restos

{4 Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(méddulo)

() Nao entendi bem a relagéo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

¥ Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

( ) Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim §) Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construgao de poligonos estrelados
() Design de residuos

( } Mandalas

( ) Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito MSim, parcialmente

() Naoc muito ( ) Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

p§ Sim () Nao

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

}Q Sim

() Um pouco

() Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracao entre algebra e geometria.

Sua participagao neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestoes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacgoes Gerais

Nome: fﬂw« WWIE M ganih

Idade: 19

Turma/Série: 30093

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim & Ndo

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim &) Nao

4) O que acontece em-uma divisao ndao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Um pouco

() Nao tenho certeza

(¥ Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(moddulo)

() Nao entendi bem a relagéao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Fol interessante

() Ficou mais visual

£4 Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim  (y'Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

&S Sim, muito

( ) Nao muito

() Sim, parcialmente
() Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

&) Sim ()Nao () Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

(¥ Sim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracao entre algebra e geometria.

Sua participagao neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais

Nome: Naoaara 3.0 ..
0 4]

ldade: 55

Turma/Série: X003

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim [ Nao
3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim (4 Nao

4) O que acontece em uma divisao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Um pouco

() Nao tenho certeza

(9 Sobram restos

() Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(médulo)

() Nao entendi bem a relacao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Foi interessante

() Ficou mais visual

(¥ Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim (A Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

(4 Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

(9 Sim, muito () Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

0§ Sim () Nao

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

) Sim () Talvez () Nao

() Um pouco



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrefados, design de
residuos, mandaias e a integragdo entre algebra e geometria.

Sua participagdo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacdes Gerais

Nome: ¥ry .o« - - F

idade: _{-£

Turma/Série: > ).

—
-y

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim () Nao () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

() 8im (¥ Nao

4) O que acontece em uma divisao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Nao tenho certeza

() Sobram restos

() Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(mddulo)

() Nao entendi bem a relagéo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Fol interessante

() Ficou mais visual

(4 Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim () Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de paoligonos estrelados
( ) Design de residuos

(% Mandalas

() Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou voceé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

(¥ Sim, muito

( ) Nao muito

() Sim, parcialmente
() Nao ajudou

8) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Nao (¥ Um pouco

10} Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

(0 Sim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca compreender
como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de residuos,
mandalas e a integragao entre algebra e geometria.

Sua participagé@o neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagdes Gerais

Nome: Fluecde, dew Sl yﬂ_y#
Idade: 11

Turma/Série: 3003

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim () Nao () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim (x) Ndo () Nao tenho certeza

4) O que acontece em uma divisdao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Sobram restos

() Congruéncia: numeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(mddulo)

() Nao entendi bem a relagédo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

() Foi interessante

() Ficou mais visual

(x) Ajudou a entender melhor a
congruéncia

( ) Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
() Sim {) Néao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcéo de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

(x) Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

(9 Sim, muito () Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

() Sim ()Nao () Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

() Sim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre algebra e geometria.

Sua participagado neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informacgoes Gerais

Nome: _meamlﬂnnu@ Mardeaxz
Idade: 4%

Turma/Série: 003

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim (M Nao ()Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim § Nao

4) O que acontece em uma divisao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Nao tenho certeza

() Sobram restos

® Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(maodulo)

() Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

M Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim & Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construgao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

X Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito  (f Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apos a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Nao (¥ Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

W Sim () Talvez () Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integracdo entre algebra e geometria.

Sua participacao neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais
‘..
Nome: (\JuXe /Mo

Idade: 11

Turma/Série: _} g7

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

()Sim 4 Nao

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

()Sim ()Néo ¥ Néotenho certeza

() Um pouco

4) O que acontece em uma divisao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

() Sobram restos

%) Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(médulo)

() Nao entendi bem a relagao

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geométricas na
circunferéncia?

1Q Foi interessante

( ) Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

( } Ainda achei dificil de compreender

6) Vocé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim ¥ Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construgao de poligonos estrelados
() Design de residuos

( ) Mandalas

1 Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito

¥} Nao muito

() Sim, parciaimente
() Nao ajudou

9) Apés a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Ndo {§ Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

()Sim P Talvez ()Nao



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este questionario faz parte de uma pesquisa académica que busca
compreender como atividades envolvendo congruéncia, poligonos estrelados, design de
residuos, mandalas e a integragao entre algebra e geometria.

Sua participacdo neste questionario € muito importante para avaliar a experiéncia
vivida, identificar os impactos da oficina na sua aprendizagem e levantar sugestdes para

aprimorar ou modificar estas atividades.

1) Informagoes Gerais

Nome:; W ’b«.xa,m
Idade: 14
Turmal/Série: 3%

2) Antes da oficina, vocé ja conhecia o
conceito de congruéncia?

(}Sim @ Nao () Um pouco

3) Vocé ja participou de atividades que
unem algebra e geometria?

(}Sim ()Nao (f Naotenho certeza

4) O que acontece em uma divisdao nao
exata e como isso se relaciona com a
ideia de congruéncia?

{ } Sobram restos

0§ Congruéncia: nimeros tém o mesmo
resto na divisdo por um numero fixo
(modulo)

( ) Nao entendi bem a relagéo

5) Como foi usar a congruéncia linear
para construir figuras geometricas na
circunferéncia?

(¥ Foi interessante

() Ficou mais visual

() Ajudou a entender melhor a
congruéncia

() Ainda achei dificil de compreender

6) Voceé ja havia usado o GeoGebra?
()Sim (¢ Nao

7) Qual atividade vocé achou mais
interessante?

() Construcao de poligonos estrelados
() Design de residuos

() Mandalas

(} Todas foram interessantes

8) O uso dessas atividades ajudou vocé
a visualizar e entender melhor os
conceitos matematicos?

() Sim, muito ¢ Sim, parcialmente

() Nao muito () Nao ajudou

9) Apods a oficina, vocé se sentiu mais
motivado(a) a aprender matematica?

()Sim ()Ndo { Um pouco

10) Vocé considera que esse tipo de
atividade torna a matematica mais
interessante e proxima da realidade
dos alunos?

(f Sim () Talvez () N&o
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ANEXO E — Questionario aplicado na Licenciatura em Matemaética

QUESTIONARIO PARA ALUNOS DE LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, é essencial para avaliar a rele-

vancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a

construcao de praticas pedagbgicas mais significativas e inovadoras no ensino da matema-

tica.

1) Informacgdes Gerais

Nome(opcional):

Idade:

Curso/Periodo:

2) Vocé ja atua como professor(a)? [J Sim

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia
a aplicacao da congruéncia modular
para construcao de figuras geométri-

cas?

] Sim (] Nao (] Superficialmente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de resi-
duos ou mandalas em contextos ma-

tematicos?

O Sim ] Nao

artisticos ou visuais

[J Apenas em contextos

5) J& participou de atividades que in-

tegram algebra e geometria?
0 Sim

O Nao O N&o tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre

o tema da oficina?

O 1 - Nenhum

O Nao
[ 2 - Pouco
O 3 - Basico

(] 4 - Intermediario
(15 - Avancado

7) A oficina contribuiu para ampliar
sua compreensao sobre congruéncia e
sua aplicacao em contextos geométri-

cos?

[] Sim, bastante
[J Pouco

(] Sim, parcialmente

O Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras geo-

métricas foi:

] Muito interessante
[ Interessante
O Pouco interessante

[J Nao vi relagao

9) Vocé considera viavel aplicar esse

tipo de atividade no Ensino Médio?



(] Sim (1 Nao (1 Com adaptacoes
10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da ma-

tematica mais atrativo e significativo?

[ Sim J Nao O Parcialmente
11) Vocé teria interesse em desenvol-
ver atividades semelhantes em sua fu-

tura pratica docente?

J Sim ] Nao O Talvez

Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGe-

bra antes da oficina?

[] Sim, com frequéncia

O Sim, algumas vezes

L] Nao

13) Durante a oficina, o uso do Geo-

Gebra contribuiu para:

0] Visualizar melhor os conceitos geométri-
cos

[ Compreender a construcao das figuras
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[] Relacionar algebra e geometria

[1 Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinido, o uso dessas ferra-
mentas tecnolégicas pode enriquecer o
ensino da matematica no Ensino Mé-
dio?

[] Sim, sao recursos valiosos
[J Sim, mas exigem formacao especifica
[ Talvez, dependendo do contexto escolar

[1 Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de con-
gruéncias e figuras geométricas, aliado
a ferramentas tecnolégicas e ao pen-
samento computacional, pode tornar
o ensino da matematica mais atrativo

para os alunos do Ensino Médio?

[J Sim, desperta curiosidade e engajamento
[] Sim, especialmente quando associado a
tecnologia

[ Talvez, dependendo do perfil da turma
[J Nao, o tema é muito abstrato para os alu-
nos

[] Nao tenho opinidao formada



ANEXO F - Questionario aplicado na Licenciatura em Matematica - Respostas

CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construgdo de praticas pedagdgicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informagoes Gerais

Nome (opcional): Caboel A Cg&o\ﬁ_.am_’ﬁwvgm

Idade: _{ /

Curso/Periodo: mtzmﬂch / 50

2) Voceé ja atua como professor(a)? (/) Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicagao da congruéncia modular para
construgdo de figuras geométricas?

()Sim ( )Nao (/) Superficialmente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

() Sim

() Nao

( ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

(ASim () Nado () Naotenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1-Nenhum
()2 - Pouco
(¥'3 — Basico

() 4 = Intermediério

() 5=Avancado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicacao em contextos geométricos?

(/) Sim, bastante () Sim, parcialmente
() Pouco () Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geomeétricas foi:

#) Muito interessante

() Interessante

() Pouco interessante

() Nao vi relagdo

9) Voceé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?
()Sim ()N&o (/) Com adaptacdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da
matematica mais atrativo e
significativo?

(ASim ()Nado () Parcialmente
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1) Voceé teria interesse em desenvolver
itividades semelhantes em sua futura
yratica docente?

/A Sim () Nao

Sobre o uso de tecnologias digitais

() Talvez

12) Voceé ja havia utilizado o GeoGebra
intes da oficina?

) Sim, com frequéncia
# Sim, algumas vezes
) Nao

I3) Durante a oficina, o uso do
3eoGebra contribuiu para:

J Visualizar melhor os conceitos
jeométricos

/4 Compreender a construcdo das figuras
) Relacionar algebra e geometria
) Nao contribuiu significativamente

|/4) Em sua opinido, o uso dessas
erramentas tecnoldgicas pode
mnriquecer o ensino da matematica no
insino Médio?

/) Sim, sdo recursos valiosos

—
) Sim, mas exigem formacao especiﬁy

/) Talvez, dependendo do contexto -
sscolar

) Nao vejo aplicabilidade

5) Vocé considera que o uso de
:ongruéncias e figuras geométricas,
iliado a ferramentas tecnolégicas e ao
yensamento computacional, pode
ornar o ensino da matematica mais
itrativo para os alunos do Ensino
Aédio?

) Sim, desperta curiosidade e
ingajamento

/ Sim, especialmente quando associado
1 tecnologia

) Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema é muito abstrato para os
alunos

() Nao tenho opinido formada

140

W‘ Lomdigrn oo M&‘-
Wh W T 20 Merd



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construgdo de praticas pedagogicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informacoes Gerais
Nome (opcional): m Mg&m

Idade

Curso/Periodo: El{ﬁ mg N Z ,5 |2m‘elo

2) Voceé ja atua como professor(a)? () Sim OQ Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicagao da congruéncia modular para
construcao de figuras geométricas?

()Sim  (\) Nao

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

() Sim
(¥ Nao

( ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

() Superficialmente

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

D Sim  ()N&o () Né&o tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1= Nenhum
() 2-Pouco
M 3- Bésico

() 4 Intermedlaruo

() 5—=Avancgado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicagao em contextos geométricos?

(9 Sim, bastante
() Pouco () Nao

() Sim, parcialmente

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geométricas foi:

&) Muito interessante
() Interessante

() Pouco interessante
() Nao vi relagédo

9) Vocé considera viavel aplicar esse

tipo de atividade no Ensino Médio?
()Sim ()Nao (X) Com adaptagdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

matematica mais atrativo e
significativo?
96 Sim ()N&o () Parcialmente



11) Vocé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

bQ/Sim ()Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
¢&J Sim, algumas vezes
() Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

N Visualizar melhor os conceitos
geométricos

() Compreender a construgao das figuras
() Relacionar algebra e geometria
() Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinidao, o uso dessas
ferramentas tecnologicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

() Sim, séo recursos valiosos
() Sim, mas exigem formacao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

() Néo vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Médio?

¥ Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema & muito abstrato para os
alunos

() Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construgdo de praticas pedagogicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informacgodes Gerais

Nome (opcional): @&M@Mﬁm

Idade: _@ 3

¢} - 2
Curso/Periodo:

2) Vocé ja atua como professor(a)? (}Q Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicacao da congruéncia modular para
construcao de figuras geométricas?

()Sim (0 Nao

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

() Sim
() Nao

( ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

() Superficialmente

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

()Sim  ()Nao Y¥) Nao tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1=Nenhum
K) 2 - Pouco
() 3—Basico

() 4 = Intermediario

() 5-=Avangado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua

aplicagao em contextos geométricos?
0¢ Sim, bastante () Sim, parcialmente
() Pouco () Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geomeétricas foi:

X Muito interessante
() Interessante

() Pouco interessante
() Nao vi relagéo

9) Vocé considera viavel aplicar esse

tipo de atividade no Ensino Médio?
) Sim ()N&o () Com adaptagdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

matematica mais atrativo e
significativo?
}Q Sim ()Nao () Parcialmente



11) Vocé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

K Sim  ()N&o () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

¥ Sim, com freguéncia
() Sim, algumas vezes
() Nzo

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

bq Visualizar melhor os conceitos
geométricos

( } Compreender a construcio das figuras
() Relacionar algebra e geometria
( ) Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinidao, o uso dessas
ferramentas tecnojogicas pode
enriguecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

bq Sim, s&o recursos valiosos
() Sim, mas exigem formacéao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

{ ) Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Médio?

() Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecndlogia

)Q Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema é muito abstrato para os
alunos

( ) Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionano, & essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construcdo de praticas pedagdgicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) informagoes Gerais

Nome (opcional): Aralaao, &)Ucllmm}@

Idade: r)g)
Curso/Periodo; f\"Mm/ELbS

2) Vocé ja atua como professor(a)? {{ Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicagao da congruéncia modular para
construgao de figuras geomeétricas?

()Sim ( )Nao (f Superficiaimente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

<) Sim
( ) Nao

{ ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

¢6d Sim () Nao () Nao tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

{) 1= Nenhum
4 2 — Pouco
()3 - Basico

() 4 — Intermediario

() 5—=Avancado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua

aplicacao em contextos geométricos?
{§ Sim, bastante () Sim, parcialmente
() Pouco () Ndo

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geométricas foi:

¥ Muito interessante
() Interessante

( ) Pouco interessante
() Nao vi relagao

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

P Sim () Néo

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

{ ) Com adaptacoes

matematica mais atrativo e
significativo?
&4 Sim ()Nao () Parcialmente



11) Vocé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

04 Sim  ()Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
{4 Sim, algumas vezes
() Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

§d Visualizar meihor os conceitos
geométricos

¥ Compreender a construgao das figuras
¥ Relacionar algebra e geometria
( ) Nao contnbuiu significativamente

14) Em sua opinidao, o uso dessas
ferramentas tecnolégicas pode
enriquecer o0 ensino da matematica no
Ensino Médio?

$4 Sim, sdo recursos valiosos
() Sim, mas exigem formacao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

{ } Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Médio?

{ Sim, desperta curiosidade e
engajamento

&4 Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma

( ) Nao, o tema & muito abstrato para os
alunos

( ) Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construcdo de praticas pedagogicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informagoes Gerais

Nome (opcional): iQmm LLL QL{T}JJUGI{-) ”Qwﬂrﬂ

ldade: A
Curso/Periodo: MYl o Yo - 10

2) Vocé ja atua como professor(a)? () Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicacao da congruéncia modular para
construcao de figuras geométricas?

¢y Sim ()Néao

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

() Sim
( ) Néo

() Superficialmente

(><) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?
()Sim () Nao () Né&o tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1= Nenhum
()2-Pouco
(4 3 = Basico

() 4 =Intermediario

() 5—=Avancgado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua

aplicagcao em contextos geométricos?
¢J Sim, bastante () Sim, parcialmente
() Pouco () Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geométricas foi:

(J Muito interessante
() Interessante

() Pouco interessante
() Nao vi relagéo

9) Vocé considera viavel aplicar esse

tipo de atividade no Ensino Médio?
()Sim () Nao M Com adaptacoes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

matematica mais atrativo e
significativo?
() Sim ()Nao () Parcialmente



11) Vocé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

&) Sim ()Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
(\) Sim, algumas vezes
() Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

() Visualizar melhor os conceitos
geomeétricos

() Compreender a construcao das figuras
() Relacionar algebra e geometria
() Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opiniao, o uso dessas
ferramentas tecnologicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Medio?

() Sim, sdo recursos valiosos
() Sim, mas exigem formacao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

() Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Meédio?

(3 Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema & muito abstrato para os
alunos

() Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participacdo, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construcdo de praticas pedagogicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1} Informacdes Gerais
Nome (opcional): | ?
Idade: 3>

Curso/Periodo: ‘ -

2) Vocé ja atua como professor{a)? ¢ Sim { ) Néo

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicagao da congruéncia modutar para
construcdo de figuras geométricas?

() Sim (4 Néo

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estreladas, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

( ) Sim
04 Nao

{ ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

( } Superficialmente

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

()Sim () Naéo (yN3o tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como voceé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

¥ 1 — Nenhum
() 2-Pouco
() 3 — Basico

( } 4 —intermediario

() 5 —Avangado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensdo sobre congruéncia e sua
aplicagao em contextos geométricos?

{4 Sim, bastante () Sim, parcialmente

() Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geométricas foi:

() Pouco

( ) Muito interessante
Pd Interessante

{ } Pouco interessante
() Nao vi relagéo

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

()Sim () N3o ¥ Com adaptacdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

matematica mais atrativo e
significativo?
{{Sim ()N&o () Parcialmente



11) Voceé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

Sim ()N&o () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
¥/ Sim, algumas vezes
() N&o

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

() Visualizar melhor os conceitos
geometricos

¥ Compreender a construgado das figuras
{9 Relacionar algebra e geometria
( ) Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinidao, o uso dessas
ferramentas tecnologicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

() Sim, sdo recursos valiosos
() Sim, mas exigem formacao especifica

¢4 Talvez, dependendo do contexto
escolar

{ ) Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Meédio?

KT Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema é muito abstrato para os
alunos

( )} Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, & essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construgdo de praticas pedagoégicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informagoes Gerais

Nome (opcional): __\. '~ © 1

Idade: | ) L

Curso/Periodo: ,H ‘

2) Vocé ja atua como professor(a)? (y Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3J) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplica¢do da congruéncia modular para
construgao de figuras geométricas?

()Sim () Nao k) Superficiaimente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

( ) Sim
{ ) Nao

(/) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

4 Sim

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() Ndo () Naotenho certeza

() 1= Nenhum
() 2-Pouco
() 3—Basico

@ 4 — Intermediario

() 5-Avangado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicagdo em contextos geométricos?

{¥ Sim, parciaimente
() Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geomeétricas foi:

E/Muito interessante

() Sim, bastante

() Pouco

() Interessante
() Pouco interessante
() Nao vi relagao

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

()Sim ()Nao Y Com adaptagdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tomar o ensino da
matematica mais atrativo e
significativo?

¥ Sim () Nao

{ )} Parcialmente



11) Voceé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

(}i Sim ()Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
T4 Sim, algumas vezes
() Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

() Visualizar melhor os conceitos
geomeétricos

(}{ Compreender a construgdo das figuras
() Relacionar algebra e geometria
( ) Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinido, o uso dessas
ferramentas tecnolégicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

() Sim, sdo recursos valiosos
ﬁ Sim, mas exigem formacgéo especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

() Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnologicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Meédio?

g§ Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema & muito abstrato para os
alunos

() Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participacao, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construcdo de praticas pedagodgicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informacgdes Gerais

Nome (opcional):

ldade: *"

Curso/Periodo:  Je @ra oo MhoniT o [ 2 nen s 1b )

2) Vocé ja atua como professor(a)? ( ) Sim (§ Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicacdo da congruéncia modular para
construgdo de figuras geométricas?

()Sim (x) Ndo () Superficialmente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

(x) Sim

( ) Nao

( ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

{4 Sim {)N3o () Nao tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1 — Nenhum
&) 2 — Pouco
() 3 — Basico

( ) 4 — Intermediario
{) 5 -Avangado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicagdo em contextos geométricos?
() Sim, bastante (3} Sim, parciaimente
() Pouco ( } Nao

8) A proposta de integrar aigebra e
geometria por meio das figuras
geomeétricas foi:

( } Muito interessante
{3 Interessante

() Pouco interessante
( } Nao vi relagéo

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

) Sim  ()Nao () Com adaptagdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

matematica mais atrativo e
significativo?
(})Sim ()Nao (A Parciaimente



11) Voceé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

()Sim (I Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
£9 Sim, algumas vezes
() Néo

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

(> Visualizar melhor os conceitos
geométricos

() Compreender a construcao das figuras
( } Relacionar algebra e geometria
() Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinido, o uso dessas
ferramentas tecnoloégicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

() Sim, sao recursos valiosos
() Sim, mas exigem formagdo especifica

(¥ Talvez, dependendo do contexto
escolar

() Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Médio?

() Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

(xTalvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema é muito abstrato para os
alunos

{ ) Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagao, respondendo este questionario, € essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construcdo de praticas pedagogicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informagdes Gerais

Nome (opcional):

helson ﬂ-'&me dov  Sthyo

Idade: .9\5 Wa

Curso/Periodo: Th,‘rmm 'b (g / {Lm(gc f;@

2) Vocé ja atua como professor(a)? 9{ Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicacao da congruéncia modular para
construgao de figuras geométricas?

() Sim D(Néo () Superficialmente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

() Sim
( ) Nao

Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

() Sim }(Néo () Nao tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1= Nenhum
() 2-Pouco
) 3 — Basico

}G :Intermediario

() 5—=Avancgado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicacdao em contextos geomeétricos?

){Sim, bastante () Sim, parcialmente

() Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geométricas foi:

))(f\fluito interessante
() Interessante

() Pouco interessante
() Nao vi relagao

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

){Sim () Nao () Com adaptactes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da
matematica mais atrativo e
significativo?

>(Sim ()Nao () Parcialmente



11) Vocé teria interesse em desenvolver () Nao, o tema é muito abstrato para os
atividades semelhantes em sua futura alunos
pratica docente?

}s(Sim ()Ndo () Talvez

Sobre o uso de tecnologias digitais

() Nao tenho opinido formada

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
NSim. algumas vezes
() Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

() Visualizar melhor os conceitos
geomeétricos

() Compreender a construcéo das figuras
}Qk‘eiacionar algebra e geometria
() Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinido, o uso dessas
ferramentas tecnologicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

){Sim, sdo recursos valiosos
() Sim, mas exigem formagao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

() Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnologicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Médio?

Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, e essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construgdo de praticas pedagogicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) informagoes Gerais

Nome (opcional): Moo Ruade 8.5, Mepdoe

Idade; 9.3

Curso/Periodo: A 8 e

, s

2) Vocé ja atua como professor(a)? (. Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicacdo da congruéncia modular para
construgao de figuras geométricas?

()Sim (XY Nao () Superficialmente

4) Voceé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalds em contextos
matematicos?

( ) Sim
( ) Nao

) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

(Sim () Nao () Nao tenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

{} 1 — Nenhum
() 2-Pouco
() 3 - Basico

() 4 - Intermediario

(A 5 —Avangado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicagdo em contextos geométricos?
() Sim, bastante (¥ Sim, parcialmente
() Pouco () Nao

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geomeétricas foi:

) Muito interessante
() Interessante

( ) Pouco interessante
( ) Nao vi relagédo

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

()Sim ()Nao (N Com adaptagdes

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

matematica mais atrativo e
significativo?
9 Sim ()Nao () Parcialmente



11) Vocé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

A Sim ()Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Voceé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

& Sim, com frequéncia
() Sim, algumas vezes
() Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

() Visualizar melhor os conceitos
geometricos

({§ Compreender a consirugao das figuras
() Relacionar algebra e geometria
() Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinidao, o uso dessas
ferramentas tecnolégicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

¢ Sim, sdo recursos valiosos
() Sim, mas exigem formacao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

( } Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnolégicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Médio?

() Sim, desperta curiosidade e
engajamento

( } Sim, espectalmente quando associado
a tecnologia

() Talvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema é muito abstrato para os
alunos

() Nao tenho opinido formada



CONGRUENCIAS E FIGURAS GEOMETRICAS
QUESTIONARIO PARA OS ALUNOS DA LICENCIATURA

Sua participagdo, respondendo este questionario, & essencial para avaliar a
relevancia didatica da proposta, identificar potencialidades e desafios, e contribuir para a
construcdo de praticas pedagégicas mais significativas e inovadoras no ensino da

matematica.

1) Informagoes Gerais

Nome (opcional): _Likénua, Pisime Inola

Idade: @ 3

Curso/Periodo: \ -

% N ,

2) Vocé ja atua como professor(a)? () Sim () Nao

Conhecimento Prévio

3) Antes da oficina, vocé ja conhecia a
aplicagao da congruéncia modular para
construgao de figuras geométricas?

()Sim (¥ Nao () Superficialmente

4) Vocé ja conhecia ou havia explorado
poligonos estrelados, design de
residuos ou mandalas em contextos
matematicos?

( ) Sim

(% Nao

( ) Apenas em contextos artisticos ou
visuais

5) Ja participou de atividades que
integram algebra e geometria?

(0 Sim () Nao () Naotenho certeza

6) Em uma escala de 1 a 5, como vocé
avalia seu conhecimento prévio sobre
o tema da oficina?

() 1= Nenhum
{8 2 — Pouco
() 3 ~ Basico

() 4 < Intermediario

()5 - Avangado

7) A oficina contribuiu para ampliar sua
compreensao sobre congruéncia e sua
aplicagao em contextos geometricos?

{ } Sim, bastante
() Pouco () Néo

8) A proposta de integrar algebra e
geometria por meio das figuras
geométricas foi:

(9 Sim, parcialmente

¢y Muito interessante
() Interessante

( } Pouco interessante
( ) Nao vi relagao

9) Vocé considera viavel aplicar esse
tipo de atividade no Ensino Médio?

()Sim () Nao

10) Acredita que essa abordagem pode
contribuir para tornar o ensino da

(9 Com adaptacdes

matematica mais atrativo e
significativo?
¢ Sim ()Nao () Parcialmente



11) Voceé teria interesse em desenvolver
atividades semelhantes em sua futura
pratica docente?

MSim ()Nao () Talvez
Sobre o uso de tecnologias digitais

12) Vocé ja havia utilizado o GeoGebra
antes da oficina?

() Sim, com frequéncia
(3 Sim, algumas vezes
{) Nao

13) Durante a oficina, o uso do
GeoGebra contribuiu para:

(9 Visualizar melhor os conceitos
geomeétricos

( ) Compreender a construgdo das figuras
() Relacionar algebra e geometria
( ) Nao contribuiu significativamente

14) Em sua opinido, 0 uso dessas
ferramentas tecnoldgicas pode
enriquecer o ensino da matematica no
Ensino Médio?

{ ) Sim, s&o recursos valiosos
(X Sim, mas exigem formacao especifica

() Talvez, dependendo do contexto
escolar

{ ) Nao vejo aplicabilidade

15) Vocé considera que o uso de
congruéncias e figuras geométricas,
aliado a ferramentas tecnologicas e ao
pensamento computacional, pode
tornar o ensino da matematica mais
atrativo para os alunos do Ensino
Medio?

() Sim, desperta curiosidade e
engajamento

() Sim, especialmente quando associado
a tecnologia

() Tafvez, dependendo do perfil da turma

() Nao, o tema é muito abstrato para os
alunos

( ) Nao tenho opinido formada
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