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Resumo

Esse trabalho prop6e uma sequéncia didatica sobre rotacoes, reflextes e composigoes de
rotagoes e reflexdes de poligonos regulares para alunos do ensino médio. Para isso, foram
utilizados o software matematico geogebra e também materiais manipuldveis construidos
durante a sequéncia. O objetivo dessa aplicagdo é a construgao implicita da ideia de grupos
diedrais e a verificagdo das propriedades desse grupo. Com isso, busca-se aprofundar o
estudo das transformacoes geométricas, evidenciando como suas composi¢oes geram uma
estrutura algébrica subjacente e conectando, de forma intuitiva, conceitos da geometria

escolar a algebra moderna.

Palavras-chaves: grupos diedrais; isometrias; sequéncia didatica.



Abstract

This work proposes a didactic sequence on rotations, reflections, and compositions of
rotations and reflections of regular polygons for high school students. For this, the mathe-
matical software GeoGebra and manipulable materials constructed during the sequence
were used. The objective of this application is the implicit construction of the idea of
dihedral groups and the verification of the properties of this group. With this, it seeks
to deepen the study of geometric transformations, highlighting how their compositions
generate an underlying algebraic structure and intuitively connecting concepts of school

geometry to modern algebra.

Keywords: dihedral groups; isometries; didactic sequence.
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Introducao

A construcao deste trabalho foi feita tendo como principal objetivo permitir o conheci-
mento dos grupos diedrais de forma ludica e tecnolégica para os alunos do ensino médio.
Essa abordagem se mostrou possivel por causa da constituicdo geométrica que esse grupo
possui, possibilitando a exploracao de objetos de conhecimentos presentes no curriculo
previsto para o ensino médio como, por exemplo, poligonos regulares, isometrias e per-
mutacoes. Dessa forma, foi construida uma sequéncia didatica, a qual permitird que os
alunos conhegam a estrutura dos grupos diedrais e algumas propriedades importantes des-
ses grupos sem que seja mencionada a ideia formal algébrica de grupos, mas usando a
simples linguagem contextualizada para o ensino médio e usando os conhecimentos pre-

sentes nessa fase da educagao basica.

O trabalho foi organizado em trés capitulos, sendo o primeiro sobre a formalizagao
das isometrias de rotacdo e reflexdo. Para a construcao do capitulo foi utizado como
principal referéncia [3]. O capitulo foi iniciado com a formalizacao das isometrias por
meio da definigdo. Posteriormente, foi provado que a rotagdo em torno de um ponto,
com um angulo fixo e com um sentido definido (horario ou anti-horério) é uma isometria.
Isso também foi provado para a reflexdo em torno de uma reta. Ao final, foi mostrado
como realizar a rotagao de um poligono em torno de um ponto e a reflexao em torno de
uma reta no geogebra. O intuito foi agregar uma ideia intuitiva de rotacao e reflexao
no trabalho apos a apresentacao formal, possibilitando um entendimento pratico de como

realizar rotagoes e reflexoes.

O segundo capitulo foi direcionado para a teoria envolvendo grupos diedrais. Para
a construgdo do capitulo foram utilizados como principais referéncias [2], [4] e [5]. No
primeiro capitulo foi feita uma abordagem técnica focada nos grupos diedrais, comegando
com uma apresentacao formal dos grupos em geral por meio de definigdes, proposigoes,
propriedades e exemplos. Depois disso, foram destacados os grupos de permutacoes que
possibilitam uma interpretacdo interessante para os grupos diedrais. Finalmente, foram

apresentados os grupos diedrais, mostrando a definigdo, alguns exemplos particulares e o



isomorfismo com os subgrupos dos grupos de permutacoes.

O terceiro capitulo teve como objeto principal a sequéncia didatica cujo objetivo era
construir a ideia e explorar propriedades dos grupos diedrais por meio de conhecimen-
tos pertinentes. A primeira parte do capitulo trouxe uma ideia conceitual do que é uma
sequéncia didatica em geral e qual o intuito de aplicar uma sequéncia didatica. Para fun-
damentar essa discussao foi usado [1] como referéncia. Na parte final do capitulo foram
expostas as atividades que compuseram a sequéncia didatica com todos os itens apre-
sentando a resposta final esperada dos participantes, inclusive com imagens ilustrativas
do que se espera dos participantes com o uso dos materiais manipulaveis e dos softwares

matematicos.



cAPiTuLO 1

Isometrias de rotacdo e reflexao

Neste capitulo serdao apresentadas algumas definigbes e proposigoes relevantes referentes
as isometrias no plano. E importante mencionar que o foco do capitulo sao as isometrias
de rotacao e reflexao, portanto, caso o leitor esteja interessado em saber mais detalhes a

respeito das isometrias pode consultar [3], principal referéncia do capitulo.

1.1 Isometrias

Admitimos que foi fixada uma unidade de comprimento e indicamos como AB o compri-
mento do segmento de reta AB no plano I1, sendo A e B pontos do plano. Escreveremos
também d(A, B) em vez de AB e diremos que se trata da distdncia do ponto A ao ponto
B. Tem-se sempre AB > 0, com AB = 0 se, e somente se, A = B. Além disso, o ponto C'

pertence ao segmento de reta AB se, e somente se,
d(A,B) =d(A,C)+d(C,B).
Definigao 1.1. Uma isometria entre os planos I e I’ é uma fungao
T:1 — 11
que preserva distancias. Isto significa que, para quaisquer pontos X,Y € II, pondo
X' =T(X), Y =TF),

tem-se
d(X’,Y’) = d(X, Y).

Proposigao 1.2. Toda isometria T : Il — II' transforma retas em retas.

10



CAPITULO 1. ISOMETRIAS DE ROTACAO E REFLEXAO 11

Demonstragdo. Com efeito, seja r C II uma reta. Tomemos dois pontos distintos A e B
em r, ponhamos A’ = T(A), B = T(B) e chamemos de 7’ a reta no plano II' que passa
pelos pontos A’ e B’. Dado qualquer X € r, um dos trés pontos A, B e X estéd entre os
outros dois. Digamos que B estd entre A e X, ou seja, B € AX. (Os outros dois casos
sao andlogos) Entao,

X = AB + BX

logo, pondo X’ = T'(X), obtemos

A/X/ — A/B/ + B/X/;
portanto, B’ € A’X’. Assim, os pontos A’, B’ ¢ X’ sao colineares. Isto mostra que
Xer=Xer

Logo, a restricao de T" a r é uma isometria entre r e r’. Como toda isometria entre retas

é sobrejetiva, tem-se T'(r) = r'. O

Figura 1.1: Reprodugao do autor

Proposicao 1.3. Uma isometria T : II — II' transforma retas perpendiculares em retas

perpendiculares.
S
D
ﬂ
T
B C
.M T

Figura 1.2: Reproducao do autor
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Demonstracao. Com efeito, dadas as retas perpendiculares r e s em II, consideremos: o
ponto A intersec¢do de r e s, dois pontos B ¢ C em r, equidistantes de A, ¢ um ponto D
qualquer sobre s. A isometria T" transforma a mediana AD do triangulo isosceles BC'D na
mediana A’D’ do triangulo isosceles B'C'D’, logo A’D’ é perpendicular a B'C’, ou scja,

r’ é perpendicular a s’. O

Proposicao 1.4. Toda isometria T : I — II' é wma funcao bijetiva, cuja inversa T~ :

II' — II € ainda uma isometria.
Demonstragdo. De fato, sejam X' =T(X) e Y =T(Y), temos que
X#AY = dX,Y)>0 = dX.,Y)=dX,Y)>0 = X #Y.

Dai, temos que
X#£Y = TX)#T(Y).

Isso mostra que T ¢ injetiva.

Agora, seja X' € II' um ponto arbitrdrio. Tracando uma reta qualquer r € II, temos
que a imagem de r por T' é uma reta r’ € II'. Se X’ € v’ entao, por definicao de imagem,
existe X € r tal que T(X) = X'. Caso X' ¢ 1/, seja s’ a perpendicular baixada de X’
sobre . Chamemos de Y’ o ponto de intersecao de s’ com r’. Como Y’ € v/, existe Y € r
tal que T(Y) = Y’. Consideremos a reta s perpendicular & reta r passando por Y. A
imagem de s pela isometria T' é perpendicular a 7’ e contém Y’. Logo, T'(s) = s’. Como
X' € ¢, existe X € s tal que T'(X) = X’. Como X' é arbitrario, segue que T também é
sobrejetiva.

O

Figura 1.3: Reprodugao do autor

Observagao 1.5. Se T : I — II' e S : II' — 11" sao isometrias entre planos entao a
composta
SoT:II — 11"
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é também uma isometria.

1.2 Rotacoes e reflexoes

Defini¢ao 1.6. (Reflexdo em torno de uma reta) seja r uma reta no plano II. A reflexzdo

em torno da reta r é a fungdo Rr : Il — II assim definida:

Rr(X)=X, VXer
Rr(X)=X', VX ¢r

sendo 7 a mediatriz de X X'.
Proposicao 1.7. A funcdo reflexdo Ry : 11 — I € uma isomelria.

Demonstracdo. De fato, para provar que Ry é uma isometria, consideramos dois casos.
Primeiro: X e Y estao do mesmo lado da reta r no plano II. Entao tracamos os segmentos
XAeX'A, paralelos ar, com A e A’ sobre YY’. Os triangulos retangulos X AY e X'A'Y’

tém os catetos com o mesmo comprimento logo o mesmo ocorre com suas hiponusas, isto

7

e7
XY = X'Y'.
Y
X
I 1 A
1 ]
i i r
X' A
v

Figura 1.4: Reproducao do autor

Segundo caso: X e Y estdo em lados opostos da reta r. Sejam A e B os pontos de
intersecao de XY e XX’ com a reta r. Os triAngulos retangulos ABX e ABX' tém o

cateto AB em comum e BX = BX’. Logo suas hipotenusas tém o mesmo comprimento:
AX = AX'.

Analogamente,
AY =AY,

Assim os tridngulos AX X’ e AY'Y” sao isésceles, portanto suas medianas sao bissetrizes:

a=a' e 3= /" Por outro lado, & = 8’ como angulos opostos pelo vértice.
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Figura 1.5: Reproducgao do autor

Entao
a+d =8+43.
Como S + ' é o suplemento do angulo X AY”, segue-se que a + o/ também &, logo X', A

e Y’ sao colineares. Portanto,

XY =X'A+AY'= XA+ AY = XY.
O

Defini¢ao 1.8. (Rotagao) Sejam O um ponto tomado no plano IT e a = AOB um angulo
de vértice O. A rotagdo de angulo a em torno do ponto O ¢é a funcao po : II — 1I

assim definida:

pO,a(O) =0
pO,a(X) = X,a VX 7& O

sendo X’ o ponto do plano II tal que
d(X,0)=d(X",0), XOX =«
e o “sentido de rotacao’de A para B é o mesmo de X para X'.

A condicao X 0X' =« significa, em termos geométricos, que se tomarmos os pontos
A e B tais que
OA=0B=0X =0X'

entdo AB = XX'. A exigéncia de que o sentido de rotacdo de X para X' seja o mesmo
que o sentido de A para B é clara intuitivamente e pode ser formulada em termos precisos

dizendo-se que os angulos BOX e AOX' tém a mesma bissetriz.
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Figura 1.6: Reproducgao do autor

Proposicao 1.9. A fungdo rotagao po o : Il — II € uma isometria.

Figura 1.7: Reproducao do autor

Demonstragio. De fato, dados os pontos X,Y € II, diferentes de O, sejam X' e Y’ suas
respectivas imagens pela rotacao pp,.. Como os angulos X '0Y e XOY' tém a mesma
bissetriz, segue-se que XOY = X’OY’. Sendo OX = OX’ e OY = OY’, concluimos que
os tridangulos XOY e X'OY’ sdo congruentes (caso LAL). Logo, XY’ = XY, ou seja,

PO,o € uma isometria, cujo nico ponto fixo é O. O

1.3 Rotacoes e reflexoes no geogebra

Nas secoes anteriores foram apresentadas definicGes e proposicoes que permitiram um en-

tendimento formal das isometrias de modo geral e particularmente de rotagoes e reflexoes.
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Nesta sec@o as isometrias de rotagao e reflexfo serdo apresentadas de uma forma mais
intuitiva e pratica. Isso permite uma aproximagao maior com as ideias desenvolvidas na

educacao bésica.

1. Reflexdo em torno de uma reta: para realizar uma reflexdo de um poligono em torno
de uma reta, no plano cartesiano e usando o geogebra, basta aplicar os seguintes
passos:

a) construa o poligono que serd refletido e a reta em torno da qual serd feita a

reflexao;

b) clique no botao de reflexdo em torno de um eixo na barra de ferramentas do

geogebra;

¢) clique na figura e depois clique na reta e a reflexao aparecera instataneamente.

O A=(1,1) =/ 8
@ B=GY : 7
@ C=@2m) : 6
tl = Poligono(A. B, C) : 5
@)
= 173 4
O a = SegmentodeReta(B, C,t1) 3 c
= 2
2
O b = SegmentodeReta(C, A, t1)
= 2 A B
¢ = SegmentodeReta(A, B, t1) 2 e p > 3
O
=2 -1
eql: —x+y =3 3

Figura 1.8: Reflex@o 1° passo (figura criada pelo autor)

Na figura anterior foram construidos no geogebra o tridngulo ABC e a reta r :
—2 4y =3, sendo A(1,1), B(3,1) ¢ C(2,v/3 + 1) as coordenadas dos vértices.
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R
@ A=)
© B8=@3D1
@ C=(2m)

tl = Poligono(A,B,C)
O

= 173

a = SegmentodeReta(B, C,t1)
O

= 2

b = SegmentodeReta(C, A, t1)
O

= 2

¢ = SegmentodeReta(A, B, t1)
@

= 2

Reflexdo em relacdo a um Eixo

) PBR J[cli=] PN EI K

=N x Reflexdo em relacéo a um Eixo

.*" Reflexé@o em relacéo a um Ponto

.k Inversao (Objeto, Circunferéncia)

>+ Rotacéo (Objeto, Centro, Amplitu

- Translacdo por um Vetor

de)

« Homotetia de Centro num Ponto e Razéo r

Y g G

~

-

-
o °
o ©
O t1’
o -
o '
. -

Figura 1.9: Reflexao 2° passo (figura criada pelo

s

(-2.4)

= Reflexao(B.eql)
(-2. 6)

= Reflexao(C, eql)

(-0.27, 5)

= Poligono(A’,B".C')

LT3

SegmentodeReta(B’, C', t1')

]

SegmentodeReta(C’, A", t1')

1]

SegmentodeReta(A', B', t1)

Figura 1.10: Reflexao 3° passo (figura criada pelo

> 0|04\

a=2

—

3

autor)

= 8
: 7
B
5
C
4
A
3 c
1
A B
=2 -1 0 1 2 3 {

-1

-2

autor)

17

As duas figuras anteriores ilustram os dois préximos passos para realizar a reflexao

do tridngulo ABC' em relagao a reta r.
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2. Rotacao: para realizar uma rotagao de um poligono em torno de um ponto, com

um determinado angulo, com um determinado sentido (que pode ser horario ou

anti-horario) e usando o geogebra, deve-se seguir os seguintes passos:

a) construa o poligono que serd rotacionado e o ponto em relagdo ao qual serd

feita a rotacao;

b) clique no botao de rotagao na barra de ferramentas do geogebra;

¢) clique na figura e depois no ponto em torno do qual sera feita a rotacao;

d) escolha o angulo de rotacao e o sentido de rotacao do poligono depois clique

em ok.

As quatro ilustragoes representadas abaixo mostram um exemplo de rotacao que foi
realizada com o tridngulo ABC' de vértices A(1,1), B(3,1) e C(2,v/3 + 1) em torno

do ponto P(—1,2) com um angulo de 150° no sentido anti-hordrio. Cada uma delas

mostra as acoes e os botoes que devem ser acionados para efetivar a producao de

uma rotacao.

B Sl I PANEI L

@ A=Q11 =N
B=(31)
@ C=(2213)

tl = Poligono(A, B, C)

= 173 3
o a = SegmentodeReta(B. C, t1) : c
= 2
® 2
b = SegmentodeReta(C, A, t1) P
@ ;
= 2 B
o ¢ = SegmentodeReta(A, B, t1) $ 5 P 3 Y B P 3
= 2 P
@) P=(-12)

<7

Figura 1.11: Rotagao 1° passo (figura criada pelo autor)

-2
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® © & & ~

@]

QA/{/./I'@@":.
=N

A=(11)
B=(31)
C=(2273)

tl = Poligono(A, B, C)

= 1.73

a = SegmentodeReta(B, C, t1)

=2

b = SegmentodeReta(C, A, t1)

=2

¢ = SegmentodeReta(A, B, t1)

Rotacio (Objeto, Centro, Amplitude)

&

O
O
@)
@)

@

s

=

x Reflexéo em relacéo a um Eixo

\ e

. -

Reflexdo em relacéo a um Ponto

Inversdo (Objeto, Circunferéncia)

J« Rotacgo (Objeto, Centro, Amplitude)

o5 Translacéo por um Vetor

Homotetia de Centro num Ponto e Razéo r
3 G
@ 2
P
: |
A B
-5 -4 43 42 <41 9 1 2 3
-1
-2
-3

Figura 1.12: Rotacao 2° passo (figura criada pelo autor)

B S ol=1F eIk

A=(L1)
B=(31)
C=(2 273)

tl = Poligono(A, B, C)

= LT3

a = SegmentodeReta(B, C,t1)
=2

b = SegmentodeReta(C. A, t1)
= 2

c = SegmentodeReta(A, B, t1)
=2

P=(12)

=N

Rotagao (Objeto, Centro, Amplitude)

Angulo

150°

® SentidoAnti-Horario (O  Sentido Horario

o ———r————

-5

-4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.13: Rotacao 3° passo (figura criada pelo autor)
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R A~ L D> OO L s =@

= (-2.23,387) -
=N i
B' = Rotagao(B, 150°, P) :
O 7
= (-3.96, 4.87)
6
C’' = Rotagio(C, 150°,P)
O B
= (-3.96, 2.87) ?
1" = Poligono(A’,B',C’) : < .
tl’ = Poligono(A",B', C’ :
O
=173 . Z
® a’ = SegmentodeReta(B’, C',t1") F YRR
P
= 2
1
® b" = SegmentodeReta(C',A’,t1)
=2 A5-H-HHle--H e e o
¢’ = SegmentodeReta(A’, B', t1’ =
O
= 2 -2

Figura 1.14: Rotagao 4° passo (figura criada pelo autor)
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CAPITULO 2

Grupos diedrais

Os grupos diedrais possuem uma caracteristica geométrica muito importante e que esta
diretamente relacionada a sua estrutura. Neste capitulo, sera realizada uma abordagem
dos grupos diedrais mostrando seus principais aspectos constitutivos e algumas de suas
mais notdveis propriedades. Mas, antes disso, serao apresentadas a definicdo de grupos e

seus aspectos gerais.

2.1 Grupos e subgrupos

Os grupos sao uma estrutura algébrica composta por um conjunto munido de uma operagao
que satisfaz determinadas propriedades. A secdo inicial do capitulo apresentard a definigao
de grupos e alguns resultados que serao utilizados em outros momentos.

A proposta da secao é de meramente realizar a apresentacao dos resultados sem pre-
ocupacao com as demonstragoes. Caso o leitor esteja interessado em verificar as demons-

tracoes das proposigdes ou teoremas citados deve consultar [2].
Definigao 2.1. Um conjunto G com uma operagao
- Gx G — G
(a,b) —>a-b
é um grupo se as condicOes seguintes sao satisfeitas:

1. A operacao é associativa, isto é,
a-(b-c)=(a-b)-c, quaisquer que sejam a, b, c € G
2. Existe um elemento neutro, isto é,

existe 1 € G tal que 1-a = a -1 = a, qualquer que scja a € G;

21
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3. Todo elemento possui um elemento inverso, isto é, qualquer que seja
a € G, existebe Gtalquea-b=b-a=1.
Tanto o elemento neutro, quanto o inverso de cada elemento sdo Unicos. Além disso,

um grupo G que satisfaca
a-b=b-a, Va,bed

é dito um grupo abeliano.

Exemplo 2.2. Consideremos o anel
(Zn,+,+), em que
Zn=1{0,1,...,n—1}

e as operagoes + e - sao definidas como

5]

ty=x+y;
T-Yy=Ty.

Temos que (Zy,+) é um grupo abeliano. Esse fato é facilmente verificdvel pelas proprie-
dades vélidas do anel para a operacao que também ¢é comutativa.
Para mais detalhes a respeito da definigdo de anel e sobre o anel (Z,, +, -), veja [2].

Seja I, = {1,2,...,n} . O conjunto
Sp =A{f:1, — I,|f é uma bijegao}

com a composicao de fungoes forma um grupo nao abeliano. Isso pode ser verificado con-
siderando que a composicao de fungoes é associativa, que a composi¢ao com a identidade
é a prépria funcdo e que a composicdo de uma bijecdo com sua inversa é a identidade.

Além disso, sabe-se que a composi¢ao nao é comutativa.

Definicao 2.3. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Diz-se que H
é um subgrupo de G e escreve-se H < G (ou H < G se H for préprio) se H é um grupo

com a mesma operagao de G.

A proposicao seguinte apresenta as condigOes suficientes e necessarias para que um

subconjunto H de um grupo G seja um subgrupo.

Proposicao 2.4. Seja H um subconjunto ndo vazio do grupo G. Entao H € um subgrupo

de G se e somente se as duas condi¢des sequintes sdo satisfeitas:
1. hy-hg € H, para cada hi,hs € H;
2. h™' € H, para cada h € H.

Exemplo 2.5. Considere o grupo (Zg, +) em que
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Temos que (H,+) sendo
H ={0,2,4}
é subgrupo de (Zg, +). Para verificar esse fato, basta observar que

2

2+1=0, 2°=1, 1

=2, =7"=0
pois assim, o conjunto é fechado para a operagao do grupo Zg sendo o elemento neutro e

os inversos pertencentes.

As definicoes a seguir estao relacionadas a ideia de subgrupos gerados. Mais adiante,
essa ideia serd retomada mostrando que os grupos diedrais possuem subgrupos gerados e

eles proprios sdo também subgrupos gerados.
Definicao 2.6. Seja G um grupo e S um subconjunto de G. Nomeia-se por subgrupo
gerado por S ao subgrupo de G denotado por (S) e definido como

(S) :={a1az...an|n € N,a; € SUS '},

onde S~!:={s"1 cG|se S}
Quando o subconjunto S for finito, digamos S = {a1, as, ..., a,}, utiliza-se a notagao
(a1, a9, ..., ap) para designar (S). Observa-se também que se g € G, entao o subgrupo

gerado pelo elemento g pode ser escrito como (g) = {g'|t € Z}.

Exemplo 2.7. Considere o conjunto S = {f, g}, sendo f e g as bijegdes sobre I3 = {1,2,3}

assim definidas

f:]3—>I3; g:13—>13
1—2 1—1
2—3 2—3
3—1 33— 2.

Vamos determinar o grupo gerado por S munido da operagao de composigdo de fungdes.

Sendo assim, f3

Temos que
fP=fof 9> =goy fP=ftof fg=1foyg fPg=1f?0og
1—2—3 1—1—~1 1—2—~1 1—1—2 1—1—3
2—=3—=1 23— 2 23— 2 2>3—1 23— 2
3—1—2 3—2—3 3—~1—3 3—2—3 3—=2—=1

g*> = Id (funcao identidade) e Id, f, g, f2, fg, f>g sdo seis bijecoes

distintas. Além disso,

gf =gof gf?=gof?
1—2—3 1—=3—2
232 2—1—1
3—1—1 3—2—3

Dessa forma, fica nitido que gf = f2g e gf%> = fg. A partir de tudo isso pode-se mostrar

que qualquer outra composicio resulta em uma das seis bijecoes Id, £, g, 2, fg, f2g. Dai,

(S) =114, f,9, f*, fg, f*g}.
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Definigao 2.8. Um grupo G é dito ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento,

isto é, quando G = (g), para algum g € G.

Exemplo 2.9. O grupo (Z,,+) é um exemplo de grupo ciclico. Isso decorre do fato de
qualquer elemento k do grupo poder ser escrito como T+14---+1 (com k parcelas) sendo

k inteiro positivo, ou seja,
k=k 1=k T=T4+T4+--+1,
com k parcelas. Dessa forma, 1 é um gerador do grupo, ou seja, (1) = (Z,, +).

Proposicao 2.10. Se G € um grupo ciclico, entdo G ¢é abeliano.

Os grupos diedrais que serao estudados aqui sao grupos finitos. A definicdo que segue

permite a formalizacao dessa ideia.

Definicao 2.11. A ordem de um grupo G é o numero de elementos em G; a qual serd
denotada por |G|. Se o é um elemento do grupo G, a ordem de a é a ordem do subgrupo

gerado por «; a qual serd denotada por O(a).

Exemplo 2.12. O grupo gerado pelas bijegoes do Exemplo 2.7 tem ordem seis (|(f, g)| =

6), pois conforme foi visto é composto por seis bijeges distintas

(f.g) ={1d, f, 9. f*, fo. f*g}.

Além disso, foi visto que f3 = g2 = Id. Logo, a ordem de f é trés (O(f) = 3) e a ordem
de g é dois (O(g) = 2). E facil verificar também que

O(f*) =3, O(fg)=2 O(f’g9)=2

Proposicao 2.13. Sejam « um elemento do grupo G e (o) o subgrupo gerado por c.

Entao as sequintes condicdes sao equivalentes:
(i) A ordem O(«) € finita;
(ii) Existe t > 1 tal que o = 1.

A proposicao a seguir é uma consequéncia direta do Teorema de Lagrange. Para mais

informagoes sobre esse teorema veja [2].

Proposicao 2.14. Seja G um grupo finito e seja a € G. Entdo, a ordem de o divide a
ordem de G.

Existe um interesse em estabelecer critérios para garantir as condigdes em que grupos
que parecem inicialmente distintos apresentem estruturas com propriedades idénticas. A

definicao e a proposicao que serao mostradas a seguir estabelecem um critério nesse sentido.
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Definigao 2.15. Sejam (G,®) e (H,®) dois grupos. Uma fungao f : G — H é um
homomorfismo se ela é compativel com as estruturas dos grupos, isto é, se para quaisquer
a,be G

fla@b) = f(a) @ [(b).

Exemplo 2.16. Dados os grupos (Zs,+) e (Zg, +), considere a seguinte funcao

f : Zg — Zg
0—0
1—2
24
Vamos verificar que essa funcao é um homomorfismo.

De fato, valem as seguintes igualdades

Dessa forma, fica verificado que a funcao é um homomorfismo.

Definigao 2.17. Seja f : (G,®) — (H,®) um homomorfismo de grupos. Entédo, f é
dito um isomorfismo, se f é bijetivo.

Nesse caso usa-se a notacao G = H para indicar que os grupos sao isomorfos.
Exemplo 2.18. No Exemplo 2.16 foi mostrado que a fungao
f:Zs — Zsg
0—0
12
2+ 14
¢ um homomorfismo. Considerando o subgrupo H = {0,2,4} de Zg que é imagem dessa

funcdo, g : Zs — H tal que g(x) = f(x) para todo = € Z3 é um isomorfismo.

Os enunciados que serao mostrados a seguir correspondem ao conceito de apresentagao.
Esse objeto, permite uma representacao resumida e direta de um grupo, pois destaca

elementos essencias a partir dos quais outras informagoes sao obtidas.

Definig¢ao 2.19. Dizemos que G = (X | R) é uma apresentacao do grupo G se G é gerado
por X e R é um conjunto de relacoes satisfeitas pelos elementos de X de tal modo que

todas as outras equagoes satisfeitas por G sao consequéncia das equagoes de R.

Exemplo 2.20. Seja G o grupo gerado pelas bijecoes f e g do Exemplo 2.7. Sabe-se que

fP=g¢*=1d, gf=f.
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Qualquer outra equagao valida em G pode ser verificada a partir dessas informacgoes. Dai,

G=(fg|P=¢"=1d, gf = [*g)
é uma apresentagao de G.

Para mais detalhes a respeito de apresentacoes de grupos veja [6].

2.2 Grupos de permutacoes

Definicao 2.21. Seja X um conjunto qualquer. Considere o conjunto
S(X)={f:X — X | f é uma bijegao}.

Chama-se de permutagao a cada bijecdo f : X — X e de conjunto de permutacoes ao

conjunto S(X).

Exemplo 2.22. Se X = I3 = {1,2,3}, temos que S(X) = (f, g), sendo f e g as bijegdes
definidas por

fils — I3 g:Ils — I3
1+—2 1—1
2+—3 2+—3
3—1 32

conforme foi mostrado no Exemplo 2.7.

13 2

Proposicao 2.23. O par (S(X), o) forma um grupo, sendo a operagio “o” a composicao

de fungoes.

Demonstracao. De fato, a composicao de fungoes é associativa, portanto quaisquer que
sejam [1, fa, f3 € S(X) vale que

(fio fa)o fs = fio(f2o f3).

Além disso, se Id: X — X é a fungao identidade, ou seja, Id(x) = x, qualquer que seja
xz € X entao para todo f € S(X)

(fold)(z) = f(Id(2z)) = f(x) = 1d(f(z)) = (Idof)(x)

para cada x € X. Logo, fold = f e Idof = f, mostrando que a funcao Id é o elemento
neutro do grupo.
Agora, observando que qualquer funcao bijetiva é invertivel, ficam garantidas todas as

condigoes para (S(X),0) ser um grupo. O

Observagao 2.24. O grupo (S(X),o) é chamado de grupo simétrico de X ou grupo de

permutacoes de X.
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Particularmente, para X = {1,2,3,...,n}, S(X) serd denotado por S,, e chamado de
grupo simétrico ou grupo de permutagoes de n letras. Além disso, dado f € .5, é usual

representar f através de uma matriz 2 X n, da seguinte maneira:

ou seja, na primeira linha ficam os elementos de X = {1,2,3,...,n} e na segunda linha

ficam as imagens deles por f. Assim, i € X e f(i) ficam na mesma coluna.

Exemplo 2.25. Sejam f, g permutacoes do conjunto X = {1,2,3,4,5} dados por

9(1) =5, 9(2) =4, g(3) =1, g(4) =2, 9(5) = 3.

Expresse f e g na notacdo matricial e determine (fog), (go f) f~te g™t

Considerando f e g em suas representacoes matriciais, temos que

f—12345 (12345
“\2 435 1) 9=\ 5 41 2 3 )"

Para fazer a composigao de permutagoes na representacao matricial, basta fazer as com-
posicoes individuais por coluna da direita para a esquerda, por exemplo, se na composicao
de duas matrizes quaisquer observa-se na matriz da direita que 1 — ¢ e na matriz da

esquerda que i — j, obtém-se que a primeira coluna da composi¢ao das permutagao é

()

Repetindo o mesmo processo para as outras colunas, obtém-se a matriz completa. Assim,

fazendo a composicao de f e g, obtemos

1 23 45 1 2 3 45
fog =
2 4 3 5 1 5 4 1 2 3

Da mesma forma, fazendo a composicao entre g e f, obtemos
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(5 4 1 2 3) <2 4 3 5 1)

B 1 2 3 4 5

- (g(f(l)) 9(f(2)) g(f(3)) g(f(4)) g(f(5))>
1 2 3 4 )

( 9(2) g(4) 9(3) g(5) ¢(1) >

B 1 23 45
N 4 213 5 )

Agora, para determinar as permutacoes inversas f~! e ¢!, basta inverter as linhas
das matrizes das permutagoes f e g e depois ordenar as colunas colocando os elementos

da nova primeira linha em ordem crescente.

[ 2 4 3 5 1
1 23 45

B 12345\

B 513 2 4/
o 5 4 1 2 3
g7 1 2 3 45
B 1 23 45
B 345 21

Proposigao 2.26. Sejan > 1. O grupo de permutacdes S, tem n! elementos.

Demonstragao. Seja f € S,. Temos n possibilidades para a imagem f(1), (n — 1) possibi-
lidades para f(2), (n —2) para fs3, ..., 2 possibilidades para f(n — 1) e uma possibilidade

para f(n). Portanto, pelo principio fundamental da contagem, f é uma das
n-(n—1)-(n—-2)...2-1=nl
bijegbes possiveis. Portanto, |S,| = n! O

Observacao 2.27. O grupo de permutacoes S, é abeliano se, e somente se, n = 1 ou

n=2.

Exemplo 2.28. O grupo de permutagoes S possui 3! = 6 elementos. Vamos explorar os

elementos de S3 a fim de obter informagoes a respeito desse grupo.

G _ 123 123 123 123 123 123
T 123 /°\ 231 /°\ 312 /)'\ 132 )\ 321 /)'\ 213 ’
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123 123
Sejam a = ef= . Entao
231 132

) 123 123 123
o = = ’
231 231 312
B 123 123 _ (123 1
312 231 12
g 123 123\ _ (123 _1
132 132 123
123 123 123
af = = ;
<231><132> (213)
25— 123 123) (123 ;
312 132 321
5 123 123 123
132 231 321
fa? 123 123\ (123
132 312 ) \ 213/

A tabela multiplicativa fica da seguinte forma

. 1d « a? 15} aB | o?p
1d Id o a? I} aB | o?B
a? Id | o | &?8| B
a? a? Id a |a?B | B af
15} B 1?8 | ap | 1d a?
af | af B | a?8| a Id a?
a?B | 2B | apB 15} a? « 1d

Observando as operacoes entre o e 3 nota-se facilmente que fa = o2 e Ba? = af,

29

portanto Sa # af mostrando assim que o grupo S3 nao é abeliano e isso ja era esperado

pelo que foi dito na Observagao 2.27. Além disso, foi verificado que « e 8 geram o grupo

Ss, ou seja, todos os elementos do grupo sao produtos finitos de fatores iguais a a ou .

Dessa forma, pode-se escrever o grupo S3 da seguinte forma

53 = {Id7 «, Ck2, B,@B,QZﬁ}.

Exemplo 2.29. Considere o grupo de permutacoes S4. Vamos verificar que os elementos

o e T de Sy, destacados abaixo, geram um subgrupo nao abeliano com oito elementos:

1234 1234
o= , T = .
2341 1432



CAPITULO 2. GRUPOS DIEDRAIS 30

De fato,
2 1234 1234\ (1234
2341 2341 3412 )
1234\ (1234
2341 ) \ 4123 )’

1234\ _ (1234 _

1432 ) \ 1234 )
1234 ) 1234 5 1234

T = , o0°T= , 0°T = ;
2143 3214 4321
1234 ) 1234 5 1234

o= , TO = , TO” = .
4321 3214 2143

A tabela multiplicativa fica da seguinte forma

1d o o? o3 T ot | %1 | 037
Id 1d o o | o3 T ot | o1t | o7
o o o? o3 1d or | o?r | o3| T
o? o? o3 1d o |o*r |t | T oT
o3 o3 1d o o | o3t | T or | o1
T T o3| o?r| or | Id | 0% | &2
oT | oT T |t |o?r| o Id o3 o?
o’r | 6’1 | or T | o3t | o2 o Id o?
o3t | adr | T oT T o3 o? o Id

Podemos destacar os elementos do subgrupo de Sy gerado por o e 7 e observar alguns

fatos a respeito desse subgrupo:

(o,7) = {Id, 0, 0%, 03, 7,01, 0°T, 037}.

Note que a ordem de cada elemento do subgrupo divide 8 que é a ordem do subgrupo,
conforme foi dito na Proposicao 2.14. Além disso, ja era esperado que Sy nao fosse abeliano,
conforme foi dito na Observagao 2.27, ainda assim pode-se notar que as permutacoes o e
T nao comutam, pois

oT = 10° # 031 = 10.

Isso garante também que o subgrupo (o, 7) nao é abeliano.
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2.3 Grupos diedrais

No capitulo anterior foi definida a nogao de isometrias e foi mostrado que a reflexdao em
torno de uma reta e a rotacao em torno de um ponto sao exemplos de isometrias. Nesta

secao, serd estudado um grupo cuja estrutura estd fundamentada nessas isometrias.

Definicao 2.30. Seja X um subconjunto de R? e seja ¢ uma isometria ¢ : R — R? tal
que (X ) = X. Uma simetria de X é a isometria ¢ restrita a X.

Exemplo 2.31. Seja P, um poligono regular de n lados. Entao, qualquer reflexdo em

torno de um eixo de simetria de P,, é uma simetria.

Demonstragao. Sejar um eixo de simetria de P,. Da Definigao 1.6 temos que se X € rNP,,
entdo Rp(X) = X € P,. Considere agora Y € P, tal que Y ¢ r. Temos que Rp(Y) =Y’

sendo r a mediatriz de YY’. Dal, segue que Rp(Y) =Y’ € P, e podemos concluir que

RT(Pn) C P,
Seja agora X um ponto qualquer de P,. Escolhendo X’ tal que r é mediatriz de X X’
temos que X' € P, e X = Rp(X') € Rp(P,). Segue que Rp(P,) = P,. O

Exemplo 2.32. Seja P, um poligono regular de n lados. Entao, a rotacao de 27”, em

torno do centro, no sentido anti-horario de P, é uma simetria.

Demonstragdo. Seja X’ um ponto obtido de uma rotagao do ponto X com angulo de
a = 27“ em torno do centro O do poligono regular P, no sentido anti-horario. Conforme

visto na Definigao 1.8, temos que (para X # O)

A 2
d(X,0) =d(X',0); XOx' ="
n
Dali, po,o(X) = X' € P,. Segue entao que po.q(P,) C P,.
Consideremos agora um ponto X qualquer de P,. Escolhendo o ponto X’ tal que

po.o(X') = X, temos que

d(X',0) =d(X,0); X'OX = 2%

Dai, X'e PpeX = pO,a(X/) € pO,oz(Pn)' Segue que P, C pO,a(Pn)'

Das duas inclusoes conclui-se que po o (P,) = Py. O

Definicao 2.33. Seja n > 3 um inteiro e seja P, um poligono regular de n lados no plano

R2. Entdo hé exatamente 2n simetrias de P,:

T

e n rotacgoes de angulo % em torno do centro de P, para k = 0,1,2,...,n — 1, no

sentido anti-horario;

e 1 reflexdes em torno dos eixos de simetria de P,.



CAPITULO 2. GRUPOS DIEDRAIS 32

Denotando por r a rotagao de 27“, o conjunto das rotagoes é:

{Id, r, 72, ... "1,

Agora, se s é a reflexdo em torno de um eixo de simetria, de P,, entao todas as outras
reflexdes sao da forma r's, 1 =1,2,...,n — 1.
Assim, se D, é o conjunto de todas as simetrias de P,, entdo ele pode ser escrito da

seguinte forma

D, ={Id,r,7?, ... .r" L s rs, s, ... " s}

Sendo 7™ = Id, s> = Id e r" s = sr é possivel provar que todas as identidades que o

grupo satisfaz derivam dessas, ou seja,
— n __ 2 _ _ —1
D, =(r,s| r"=1d, s*=1d, rs =sr )

Proposicao 2.34. O conjunto das simetrias de P, forma um grupo com a composi¢do de

stmetrias, denotado por D, e chama-se o grupo diedral de ordem 2n.

Demonstragao. De fato, ja se sabe que a composicao de fungdes é uma operagao asso-
ciativa, particularmente, como operacao do D, garantimos o primeiro requisito para ser
grupo. Além disso, é claro que o elemento Id é a unidade do grupo. Agora, observando

que todas as reflexoes tém ordem igual 2, ja que para todoi=0,1,2,...,n—1
TRV I S —1\i _ i (—1\i _ —1yi _
(r's)*=r's-r's=r's-s(r ) =r"-(r ) = (- -r ) =1d,
e também que 7’ - "¢ = Id, temos que todos os elementos possuem inverso. O

Exemplo 2.35. Vamos conhecer o grupo diedral D3 e mostrar que esse grupo ¢é isomorfo

ao grupo de permutacoes S3.

Seja Py P> P; um triangulo equilatero. Sejam FE1, Fs, E3 as mediatrizes do tridngulo e O
o baricentro. Vamos considerar o conjunto das transformacoes que preservam o triangulo,
com a operagao de composi¢ao.

Essas transformacoes consistem em

e Id,r,72: as rotacdes centradas em O, no sentido anti-horério, de angulos 0, %ﬂ e %’T

respectivamente.

o s.75,12s: as reflexdes em torno da reta mediatriz E1, Fo e F3 respectivamente



CAPITULO 2. GRUPOS DIEDRAIS 33

Tt
J P3

P, P, Ps

Eq

Figura 2.1: Fonte: Yartey, Joseph Nee Anyah. Algebra IL. (2017, p. 70)
Denotamos por D3 o conjunto dessas seis simetrias do tridngulo equilatero:
D3 = {Id,r,r%, s,7s,1°s}.

Conforme mostrado na Proposicao 2.34, D3 munido da operacao de composicao de

fungdes é um grupo finito de ordem 6, possuindo a seguinte apresentagao

(r,s) ={r,s| r* =1d, s* =1d, sr = r’s}.

Assim, a tabela multiplicativa de Dg é

Id r r2 s rs | r2s

Id | Id T r2 s rs | rs

T r r2 Id | rs | r%s s
r2 r2 Id r | r3s s rs
s s | r2s | rs | Id | 72 r

rs | rs s | r°s| r Id | »2

r?s | r2s | rs s r? T Id

Comparando a tabela multiplicativa de D3 com a tabela multiplicativa de S3, nota-se
que r e « se comportam de maneira idéntica e s e § também. Note entao que D3 e S3 sdo

grupos isomorfos.

De fato, para verificar isso basta considerar o homomorfismo bijetivo

f : Dg — 53
Id — Id
T —
r? = a?
s — I}
rs +— af
r?s = a2B.

Assim, fica explicito que D3 & S3.
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Foi visto anteriormente que os grupos de permutagoes S, paran > 3 sao nao abelianos.
Com isso, e tendo em vista que D3 ¢é isomorfo a S3, temos que D3 serd também nao

abeliano.

O isomorfismo de D3 com um grupo de permutacoes permite uma leitura das simetrias
do D3 por meio das permutacoes dos vértices do tridangulo que podem ser identificados
com uma numeragao fixa de 1 a 3. Dessa forma, considerando as permutagoes de Ss temos

as seguintes interpretacoes

123
( 193 ) — (P —» P, P, - Py, P3 — P3) — P;, P, e P3 permanecem fixos.

P2 P, > P

Figura 2.2: Ilustragao criada pelo autor

2
v

123
( 931 ) — (P1 —>P2, P2 —)Pg, P3 —)Pl) — P1 vira PQ, P2 vira, P3 eP3 vira Pl.

P2 P3 P1

Figura 2.3: Ilustracao criada pelo autor

Py

123
( 319 > — (Pl —>P3, Pz —)Pl, P3 —)PQ) — Pl vira Pg, P2 vira Pl eP3 vira PQ.
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/\
P, P,

Figura 2.4: Ilustracao criada pelo autor

P P

123
( 139 ) — (P1 —>P1,P2 <—>P3) — P fica ﬁXO, Py vira P3 e P3 vira P.

E, E,

/\_,

=}

w
0

2
v

Figura 2.5: Ilustragao criada pelo autor

123
( 591 > — (Py = Py, Py & P3) — P, fica fixo, P; vira P3 e P3 vira P.

F’1 p

2
v

2 2

Figura 2.6: Ilustracao criada pelo autor
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123
( 913 > — (Pg — P3,P1 — PQ) — P3 fica ﬁXO, PQ vira P1 e P1 vira P2.

P. P,

Figura 2.7: Ilustracao criada pelo autor

Exemplo 2.36. O D, é o grupo diedral das simetrias do quadrado. Neste exemplo, sera

verificado que D4 é um grupo de ordem 8 nao abeliano e isomorfo a um subgrupo de Sy.

Seja P P,P3P; um quadrado. Sejam D;p, Do as diagonais e M, N as mediatrizes do
quadrado e O o baricentro. Vamos considerar o conjunto das transformagoes que preservam

o quadrado, com a operacao de composic¢ao.

2 M 1

Py Py

=

P
Ps 4 3 S

Figura 2.8: Fonte: Yartey, Joseph Nee Anyah. Algebra IL (2017, p. 72)

Essas transformacoes consistem em

e Id, R%,Rﬂ,Rsl : as rotagoes centradas em O, no sentido anti-horario, de angulos
2

0,3,m, 37” respectivamente.

o [, Fy I3 Fy : as reflexbes em torno das retas D1, Dy, M, N respectivamente.

Denotamos por D4 o conjunto dessas oito simetrias do quadrado:

Dy ={ld, Rz, Ry, Rax, 19, B, I, Fy}.
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Sejam r = Rg e s = F3, entdo

Re=72 Rax =13 Fi=rs, Fpo=r’s, Fy=sF,=r%s.
2

Assim, o grupo D4 pode ser escrito da seguinte forma

2

D, ={1d,r, r2, 3, s, rs,r 5,7"38}.

Para o D, valem as seguintes relacoes 7 = Id, s> = Id e sr = r3s. Portanto ele pode ser

representado da seguinte forma
Dy=(r,s|rt=1d,s> =1d,sr = r's).

A tabela multiplicativa do grupo D, é a seguinte

Id r r2 | 3 s rs | r2s | ris

Id | Id r r2 rs s rs | r2s | r3s

r T r2 | | Id | rs | s | s | s
22| | Id r | s | s | s TS
| Id r r? | r3s| s rs | r’s

s s | ms|r2s|rs | Id | 7 | r? r
rs | rs s | ms|ris| r Id | 7 | 2

r2s | r2s | rs s | s | r? T Id | »3

s | r3s | r2s | rs s 3 2 T 1d

Observando a tabela multiplicativa e as propriedades dos elementos do subgrupo de Sy
(o, 7), mostrado no Exemplo 2.29, e comparando com a tabela multiplicativa e proprieda-
des dos elementos de Dy, percebe-se que elas sao idénticas. Dessa forma, suspeita-se de
que exista um isomorfismo entre esses grupos. Isso, de fato, ocorre e pode ser verificado
através do homomorfismo bijetivo destacado.

f + Dy — (o,7)

d — 1
T o
r2 2
1"3 — 3
S —

rs —  oT

r’s —  o’r

s o1

Assim, fica nitido que D4 = (o, 7).

A partir do isomorfismo de Dy com um subgrupo de Sy, ou seja, um subgrupo de um
grupo de permutacoes, pode-se extrair informacoes importantes e também enriquecer a
interpretacao a respeito desse grupo diedral. Por exemplo, infere-se de maneira imediata

que Dy é nao abeliano, considerando a Observacao 2.27. Além disso, as isometrias do
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quadrado que formam o D4 podem ser interpretadas como as permutacoes dos vértices

que preservam a estrutura do quadrado, conforme serd mostrado nas imagens a seguir.

3 1 25 3 4

P, P, P, P,

Figura 2.9: Ilustragao criada pelo autor

1234
( 9341 > — Py vira Py, P vira P3, P3 vira Py e Py vira Pj.

¥’

o
w
0 0
I &N
T
N
0 0
w

Figura 2.10: Tlustracao criada pelo autor

1234
(3412 ) — Py vira P3, P, vira Py, P3 vira P e Py vira P,.

P,
<

Figura 2.11: Ilustracao criada pelo autor



1234
( ) — Py vira Py, P, vira Py, P3 vira P, e P, vira Ps.
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39

4123
P, P, Py Py
® O @ (o]
= P P P
‘e ®* ‘o ®'
Figura 2.12: Ilustracao criada pelo autor
1234 . . . .
-_r — Py vira P, P, vira Py, P3 vira P, e P, vira Ps.
Fa P P4 Fa
o . O @]
P, Py "4 L
@ @] o} O
Figura 2.13: Ilustragao criada pelo autor
1234 . . . .
1321 — Py vira Py, P, vira P3, P53 vira P, e Py vira P;.
P, P, P,
&} (]
P P P,
° o o

Figura 2.14: Tlustracao criada pelo autor

1234
( 1439 ) — P, fica fixo, P, vira Py, Ps fica fixo e Py vira Ps.
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P, P, P, P/
O . o)

P., P p3 P.,

J‘ ‘ - ‘ Z
D1

Figura 2.15: Tlustracgao criada pelo autor

1234
(3214 ) — Py vira P3, P, fica fixo, P53 vira P; e P4 fica fixo.

P

2 1

W
&N

Figura 2.16: Ilustracao criada pelo autor

Observando os Exemplos 2.35 e 2.36, é facil notar algumas propriedades importantes
e comuns aos grupos diedrais D3 e D4 as quais também sao validas para outros diedrais
de ordem maior, conforme serd mostrado adiante. Por exemplo, nos dois casos foi possivel
construir um isomorfismo com um subgrupo de um grupo de permutagdes mostrando
que os grupos diedrais sao nao abelianos e também que a partir dos isomorfismos pode-
se entender as permutacgoes do subgrupo isomorfo como equivalentes as isometrias que
preservam a estrutura do poligono regular, sendo algumas associadas as rotacoes e outras
as reflexoes. Os exemplos que serao mostrados a seguir confirmarao a validade de tudo

isso para os grupos diedrais Dj e Dg.

Exemplo 2.37. O grupo diedral D5 é um grupo de ordem 10, isomorfo a um subgrupo

do grupo de permutacoes S5 e é nao abeliano.

De fato, sendo r a rotagao de %’T no sentido anti-horario em torno do centro e s a

reflexao em torno de um eixo de simetria do pentagono regular, temos que

D5 = {Id,r, 7"2,1"3,r4,s,rs,r25,r35,r4s}.

Soi 12345 12345 | tos d d
ejam agora p = eq = elementos do grupo de per-
! . P 23451 1 15432 SHp P
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mutagoes Ss. Temos que

,_ (12345 12345 12345

P 23451 23451 34512
s (12345 12345\ (12345 )\
P 23451 34512 45123 )’
, (12345 12345\ (12345 )
=\ 34512 34512 )] \ 51234 )’
s (12345 12345\ (12345 )
PP=\ 93451 51234 ) \ 12345 )’
o [ 12345 12345\ (12345 )\
¢ 15432 15432 12345 )
(12345 12345\ (12345 )
PI= 1 93451 15432 ) \ 21543 )’
» (12345 12345\ (12345 )
PA=1 34512 15432 ) \ 32154 )’
s (12345 12345\ (12345 )
PA=1 45123 15432 ) \ 43215 /)’
. (12345 12345 12345 )
PA=\ 51934 15432 ) \ 54321 )’

12345 12345 12345
D=\ 15432 23451 54321 /)

Observa-se entao que

p’=1d, ¢ =1d, qp=rp'q#pq

Além disso, é facil verificar que

w*=p’q. @’ =p’q, q*=npq

Assim, o grupo gerado por p e ¢ é um subgrupo de S5 que pode ser representado da
seguinte forma

(p.q) = {1d,p, %, p*, p*, ¢, pq, P*q, P q, p"q}.

A partir das representacoes dos grupos Ds = (r,s) e (p,q) é facil notar uma estru-
tura idéntica para os dois grupos. Para provar que eles realmente sao isomorfos, basta

considerar o homomorfismo bijetivo
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f+ Ds — (pq)
Id Id
T — p
r2 = PP
3 o= P
rt = pt
S —> q
rs —> pq
T'2S — p2q
T3$ — p3q
7’43 — p4q

Dessa forma, fica confirmado que D5 = (p, q) e esse fato permite consideragoes importantes
a respeito do Ds. Inicialmente, obtemos que Ds é ndo abeliano, pois pg # gp. Além
disso, pode-se fazer uma reinterpretacao das simetrias de rotagao e reflexdo que preservam
a estrutura do pentdgono regular como as permutagoes dos vértices que preservam a

estrutura da pentagono regular, conforme serd mostrado a seguir.

.

(&)}

Figura 2.17: Ilustracao criada pelo autor

12345
* ( 12345 ) — P, P», P53, Py, P5 ficam fixos — equivalente a uma rotagao de 0.

12345
° (23451 ) — P1 vira PQ, P2 vira Pg, P3 vira P4, P4 vira P5 eP5 vira P1 —

equivalente a uma rotagao de 2%

12345
* (34512 ) — Py vira P3, P; vira Py, P3 vira P5, Py vira Py e Py vira P, —
4

equivalente a uma rotagao de 5.

45123

12345
( ) — Py vira Py, P vira P, P53 vira P, Py vira Py e P5 vira Py —>
equivalente a uma rotacao de %’T.
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12345
( 519234 ) — Py vira P;, P vira Py, P53 vira P», Py vira Py e P vira Py, —

equivalente a uma rotagao de %ﬂ.

12345
° ( 15432 — P1 fica ﬁXO, PQ vira P5, P3 vira P4, P4 vira P3 e P5 vira Pg —

equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa por P;.

12345
° ( 39154 — Py vira P3, P, fica fixo, P3 vira Py, Py vira P5 e P vira Py —

equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa por Ps.

54325
equivalente a uma reflexao em torno do cixo de simetria que passa por Ps.

12345
° ( — Py vira P5, P, vira Py, P3 fica fixo, Py vira Py e Pj fica fixo —

12345
*\ 921543 — Py vira P>, P, vira Py, P3 vira Ps, P, fica fixo e P5 vira Py —

equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa por Pj.

12345
(43215 — Py vira Py, P, vira P, P3 vira Py, Py vira Py e P fica fixo —

equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa por Ps.

Exemplo 2.38. O grupo diedral Dg de ordem 12 é isomorfo a um subgrupo do Sg e é um
grupo nao abeliano.

Para mostrar esses fatos, pode-se comecar considerando a representacao do Dg da
forma

3

D¢ = {1d, r, 23 et e s rs, s, r s,r4s,r5s},

em que 7 corresponde a rotacao de F no sentido anti-horario em torno do centro e s

corresponde a reflexdo em torno de um eixo de simetria do hexdgono regular.

. 123456 123456
Consideremos agora os elementos u = ev = de Sg.
234561 165432

Temos que
o_ [ 123456 123456 123456
" .
234561 234561 345612
5 123456 123456 123456
u° = 5
234561 345612 456123
[ 123456 123456 123456 \
\ 234561 456123 561234 )
s_ (123456 123456 123456
u
234561 561234 612345
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(123456 123456 123456
~\ 234561 612345 123456
(123456 123456 \ (123456 \
~\ 165432 165432 ) \ 123456 )’
(123456 123456 \ (123456 \
~\ 234561 165432 )] \ 216543 )’
(123456 123456 \ (123456 \
\ 345612 165432 ) \ 321654 )’
(123456 123456 \ (123456
\ 456123 165432 )] \ 432165
(123456 123456 \ (123456 \
~\ 561234 165432 ) \ 543216 )’
(123456 123456 123456 \
-\ 612345 165432 654321 )
123456 123456 123456
165432 234561 654321

Assim, observa-se que

ub = 1d, v = Id, vu= udv.
Além disso, pode-se mostrar facilmente (usando vu = u®v) que

vu? =uto, v =dPu, vut =uPu, vu® = wo.
Dessa forma, o subgrupo de Sg gerado pelos elementos u e v pode ser representado da

seguinte forma

(u,v) = {Id, u, u?, v, u*, u®, v, uv, u?v, udv, utv, uSv}.
Comparando a estrutura e as propriedades do grupo gerado por u e v com a estrutura
e as propriedades do Dg percebe-se que sao idénticas. Mas para mostrar que tais grupos
sao isomorfos é necessario explicitar um isomorfismo entre eles. Considere entao o seguinte

homomorfismo bijetivo



CAPITULO 2. GRUPOS DIEDRAIS 45

f Dsg — (u,v)
Id — 1d
T — u
r? = P
O ST
e S
s W
S — v
rs — uv
7’2 S — u2 v
7"38 —> u3v
7’48 — U4U
7’5 S — U5 v

Segue que, de fato, Dg = (u, v). Fica nitido a partir de entdo que Dg além de ser um grupo
nao abeliano pode ser reinterpretado como o grupo formado por todas as permutagoes dos

vértices que preservam a estrutura do hexagono regular, conforme serd mostrado a seguir.

Figura 2.18: Ilustracao criada pelo autor

123456
de 0.

123456
( ) — Py, Py, Py, Py, Ps, Ps ficam fixos — equivalente a uma rotagao

123456
(234561 — P1 vira Pg, PQ via Pg, Pg vira P4, P4 vira P5, P5 vira P6 eP6

vira P} — equivalente a uma rotagao de 3.

123456
345612
vira Py — equivalente a uma rotacao de %”

) — Py vira P3, P, via Py, P3 vira Ps, P, vira Fg, Ps vira P; e Py

— Py vira Py, P, via Ps, P3 vira Py, Py vira P, P5 vira P> e P,
456123 1 4, I 5, 13 6, 14 1, 45 2 6

vira P3 —» equivalente a uma rotacao de 7.

(123456
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123456
561234
4

vira Py — equivalente a uma rotagao de =-.

) — P vira P5, Py via Pﬁ, Pg vira Pl, Py vira Pg, P5 vira P3 e P6

123456 . . . . .
— Py vira Py, P5 via Py, P3 vira P, P, vira P53, P5 vira Py e Py

612345
vira P; — equivalente a uma rotacao de 5?”
123456 . . '

° 165432 — P fica fixo, P, via Py, P3 vira Ps, Py fica fixo, P5 vira Py e Py
vira P, —> equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa por
Pl [§] P4.

123456 ) . ' . '
° 016543 — Py vira Py, P via Py, P3 vira Pg, Py vira P5, Ps vira Py e Py

vira P3 — equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa pelo

ponto médio do lado P, Ps.

123456
° — P vira P3, P, fica fixo, P vira P;, P4 vira Py, P fica fixo e Py
321654
vira P, —> equivalente a uma reflexdo em torno do eixo de simetria que passa por
P2 e P5.
123456 . . . . .
° 439165 — Py vira Py, Py vira P, P3 vira Py, Py vira Py, P5 vira Ps e Py

vira P — equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa pelo

ponto médio do lado P> Ps.

123456
) ( su3916 ) Luvials Pyvira Py, Py fica fixo, Py vira Py, Ps vira Py e B
fica fixo — equivalente a uma reflexdo em torno do eixo de simetria que passa por
P3 [§] P6.
123456 ) _ . ' '
*l 654321 — Py vira Ps, P, vira P5, P3 vira Py, Py vira P3, P5 vira Py e P

vira P, — equivalente a uma reflexao em torno do eixo de simetria que passa pelo

ponto médio do lado P3Py.

Nos exemplos envolvendo os grupos diedrais Ds, D4, D5 e Dg foi mostrado que eles
podem ser entendidos como sendo formados por todas as permutagoes dos vértices que
preservam a estrutura do poligono regular, significando que as permutagoes que preservam
a estrutura do poligono sao aquelas que correspondem a uma simetria ou a uma composicao
de simetrias de rotacao e reflexdo. Assim, o resultado de uma permutagdo que preserva a
estrutura de um poligono é o mesmo de alguma rotaciao ou de alguma reflexao ou de uma
composicao destas. Isso ocorre por causa do isomorfismo entre cada um desses diedrais
com um subgrupo de um grupo de permutagoes. No caso do D3z vimos que todas as

permutagoes preservam o triangulo regular, mas nos outros casos fica nitido que existem



CAPITULO 2. GRUPOS DIEDRAIS 47

permutagoes que nao preservam a estrutura do poligono, ou seja, permutacoes que nao

correspondem a nenhuma combinagao de simetrias de rotagao e reflexao.

Exemplo 2.39. Existem muitas permutacoes dos vértices dos poligonos regulares que
nao preservam sua estrutura inicial nos casos de Dy, D5 e Dg.
De fato, considerando o Dy, vimos que existe um isomorfismo com o subgrupo (o, 7)

de S4. Como a ordem de Sy é 4! = 24, existem outras 16 permutagoes que nao fazem
1234

arte de (o, 7). Escolhendo a permutacao
p (0,7) p G ( 1943

) que nao pertence a (o, T), temos a

seguinte interpretacao

1234
( 1243 > — Py fica fixo, P» fica fixo, P3 vira P e P, vira Ps.

F:'1 P:Z J:'1

—

Figura 2.19: Ilustracao criada pelo autor

¢
ha

g
o
o
o
e

]

Observe que nao é possivel partindo do quadrado inicial chegar na posicao final por
meio de composigao de simetrias de rotacao e reflexao. Isso ocorre porque a permutagao dos
vértices nesse caso nao pode corresponder a nenhuma isometria, dado que, por exemplo, a
distancia entre os vértices P; e P3 nos dois quadrados tém medidas distintas e isso mostra
que nao houve preservacao de distancia, conforme o enunciado da Definicao 1.1.

Considerando agora o Ds, foi mostrado que D5 = (p,q). Escolhendo o elemento

12345 . ¢ (P ) ¢ it o
ue nao pertence a (p,q) temos a interpretacgao
12543 b P P P

12345
( 12543 ) — P fica fixo, P, fica fixo, Py vira Ps, P fica fixo e Ps vira Pj.

Figura 2.20: Ilustracao criada pelo autor
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Novamente nao existe uma combinagao de rotacoes e reflexdes que partindo da primeira
configuragao de vértices do pentagono regular resulte na segunda configuracio. A distancia
entre os vértices P; e P3 nos dois pentdgonos tém medidas distintas e isso mostra que nao
houve preservagao de distancia, conforme o enunciado da Defini¢ao 1.1. Portanto, ja era

esperado que tal configuracao nao correspondesse a alguma simetria.
123456
Finalmente, considerando o Dg = (u,v) e escolhendo o elemento ( 196543 ) que

nao pertence a (u,v) temos a interpretacao

123456
126543
Ps.

) — P fica fixo, P, fica fixo, P3 vira Py, Py vira P, Ps vira Py e Py vira

Figura 2.21: Ilustracao criada pelo autor

Nesse caso € nitida a impossibilidade de por meio da composicao de rotacoes e reflexoes
partir do hexdgono regular inicial e obter o hexdgono regular final. A distancia entre os
vértices P; e P3 nos dois hexagonos tém medidas distintas e isso mostra que nao houve
preservacao de distancia, conforme o enunciado da Definicao 1.1. Logo, tal permutacao

nao pode corresponder a alguma simetria.

Observacao 2.40. Os exemplos referentes aos grupos diedrais mostrados até aqui permi-
tem deduzir pelo menos duas verdades que podem ser generalizadas para um diedral D,,
qualquer. Primeiramente, é ficil notar que D,, é sempre nao abeliano, pois sempre vale
que (sendo n > 3)

sr=1""1s £rs,

us

em que r corresponde a rotagao de 27 no sentido anti-horario em torno do centro e s

corresponde a reflexao em torno de um eixo de simetria. Isso decorre do fato de o conjunto
{s,rs,7%s,..., 7" 15}

ser formado por n reflexdes duas a duas distintas.
A outra verdade geral é que dentro de todo grupo de permutacées S5, existe uma

copia de D,,, isto é, sempre é possivel construir um isomorfismo entre o grupo diedral
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D,, e um subgrupo de S,. Para construir esse isomorfismo, basta considerar a aplicacao
f: D, — S, tal que

1 23 ... n 1 2 3 een
flr) = , fs) = :
23 4 ... 1 1 n n—=-1 ... 2
Essa aplicagao serda um homomorfismo bijetivo, portanto serd suficiente para mostrar que

D,, é isomorfo a um subgrupo de 5.

Uma investigacdo pertinente e interessante envolve a busca de condicoes para que
um elemento de um grupo diedral qualquer comute com todos os outros elementos. Os
resultados que serdao mostrados a seguir tém o objetivo de averiguar se todos os elementos
dos grupos diedrais nao satisfazem a comutatividade ou se realmente existem condicoes

em que determinados elementos comutam com todos os outros.

Proposicao 2.41. Seja G um grupo qualquer. Considere o subconjunto
Z(G) ={x € G|zg = gz,Vg € G}.

Esse subconjunto forma um grupo com a operacdao de G, ou seja, ele é um subgrupo de
G. Esse subgrupo é chamado de centro de G e ele € tal que G ¢ abeliano se e somente se

G =Z(G).

Demonstracao. De fato, sejam z,y € Z(G). Entao

rg=gx, yg=gy, VgeGal.

Dessa forma
(zy)g = z(yg) = z(gy) = (z9)y = (92)y = g(zy).

Isso mostra que zy pertence a Z(G).

Agora, da igualdade xg = gx, obtém-se que

1

rg = gr =z Yzg)x ' =2 (gx)z™!

= (7 2)gr =2 g(za™t) = gt =27 g
Isso mostra que ! pertence a Z(G). Logo, Z(G) < G.
O

Proposigao 2.42. Seja n um nimero natural par e seja m = n/2. Entao a rotagdo r™ é

o unico elemento nao trivial de D,, que comuta com todos os outros.

Demonstracdo. De fato, é imediato que 7™ comuta com todas as outras rotacoes, bastando

1

mostrar que comuta também com a reflexao s. Para isso, usamos sr = r~ s, mostrando

que se n = x + ¥y, entao

x —x N.—T, __ T‘JH_y?”_IS — rys.

Assim, se x # y, entao

sr® =rYs #£1rts,
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e se r =y, entao

Dessa forma, para o caso em que x = y tomamos m = x. Observe que ¢ justamente neste
caso que obtemos m = n/2. E no caso em que z # y fica demonstrado que as outras
rotacbes nao comutam com a reflexao s. Agora, para mostrar que nenhuma reflexao
comuta com todos os outros elementos vamos considerar uma reflexao arbitraria rts, com

te{l,2,...,n— 1} e fazer

(rts)r = rt(sr) = rir"ls = pt 1
e
r(rts) = (rrt)s = rttls.
Assim,
(rts)yr =r(rls) e r'™ s =rTlsotin-—1=t+1on=2.
Mas sabemos que isso é impossivel pois para qualquer D,, temos n > 3. O

Exemplo 2.43. Vamos determinar o centro dos grupos diedrais D,, para 3 < n < 6 e
depois generalizar os resultados para n qualquer.
Para n = 3 ou n = 5 temos que nenhuma rotacdo comuta com a reflexdo s, conforme
a Proposicao 2.42, j& que nao existe m = n/2 natural. Logo, o centro de D3 e de D5 sao
triviais, isto é,
Z(Ds) = {1d}, Z(Ds) = {1d}.

2

Para n = 4 temos que, além da identidade, apenas a rotagao r* comuta com todas as

outras simetrias. Logo, o centro de Dy é
Z(Dy) = {1d,7%}.

Da mesma forma para n = 6 temos que o Unico elemento nao trivial de Dg que comuta

com todos os outros é r3. Logo, o centro de Dg é
Z(Dg) = {1d,r3}.
Fica claro a partir desses casos e conforme a Proposicdao 2.42 que de modo geral se n
for impar, entdao o centro é de D, é trivial, ou seja,
Z(D,,) = {1d}.
Agora se n for par o centro de D,, também possui a rotacdo 7" com m = n/2, ou seja,
Z(Dy) = {1d,r™}.

Um problema interessante a respeito dos grupos diedrais é em relagao a ordem dos seus
elementos. Nos proximos resultados veremos como determinar o nimero minimo de cada
uma das simetrias para que o poligono regular partindo da posicao inicial retorne para a
mesma posi¢ao. Nesse sentido, faremos uma investigacao sobre os padroes da ordem dos

elementos dos diedrais.
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Proposigao 2.44. Seja r™ uma rotagao do grupo diedral D,, comm € {1,2,...,n—1} e

seja d = mde(m,n). Entao, a ordem de r™ é

Demonstragao. De fato, como d = mdc(m,n) temos que existem kp e ks inteiros tais que

m = dk1 e n = dky. Dessa forma,
(Tm)n/d _ (Tdkl)kg _ (Tkl)d/cz _ (,rkl)n —1d.

Isso mostra que n/d é um multiplo da ordem de . Para mostrar que se trata da ordem
de ™, deve ser verificado que n/d é o menor valor que satisfaz esse fato, ou seja, qualquer
outro inteiro positivo que satisfaz isso serd multiplo de n/d. Suponhamos que o inteiro
positivo ¢ seja um ntamero tal que

(™)t =1d.

Vamos verificar que entdo ¢ é multiplo de n/d.

Sabemos da divisao euclidiana que existem unicos inteiros b e [ tais que
t=(n/d)b+1,
com 0 <! < n/d. Dai, obtemos que
Id = ()" = () )P =

e a partir disso temos que ml é multiplo de n. Pode-se entao afirmar que mmec(m,n)
divide ml, pois m divide ml e n divide ml. Agora, como mmc(m,n) = mn/d conclui-se
que mn/d divide ml e entao n/d divide [, com 0 < [ < n/d. A tnica maneira de n/d
dividir [ é se | = 0, pois [ é estritamente menor que n/d, logo, I = 0 e ¢t é multiplo de n/d.

O

Exemplo 2.45. Vamos estudar a ordem das simetrias dos grupos diedrais D,, e interpretar
geometricamente esses valores.

Ja foi demonstrado na Proposicao 2.34 que para cada ¢ =1,2,...,n — 1 temos
(r's)? =1d.

Portanto, vemos facilmente que todas as reflexoes tém ordem 2. Isso significa que, para
qualquer poligono regular, escolhendo um eixo de simetria qualquer basta realizar duas
reflex0es para que o poligono partindo de uma posigado inicial retorne para ela.

No caso das rotagoes, a Proposicao 2.44 permite um entendimento apurado a esse

respeito. Foi mostrado na proposicao que a ordem da rotacao r™

é igual a n/d em que
d = mdc(m, n). Dessa forma, o minimo de rotagdes necessarias para que o poligono regular
de n lados partindo da posigao inicial retorne para ela é igual a n/d. Quando n for um
numero primo, teremos mdc(m,n) = 1, portanto nesses casos todas as rotagdes terao

ordem n e todas elas serao geradoras do subgrupo de D,, formado pelas rotagoes. Isso
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ocorre nos casos de D3 e Dsg, por exemplo. No caso em que n nao é primo, apenas as
rotagoes de expoente coprimo com n serao geradoras do subgrupo de rotagoes. Vejamos a
ordem das rotagoes de Dy e Dg.

Para o D, temos as seguintes ordens das rotagoes

Isso significa que com 4 rotagoes de 7, assim como com 2 rotagoes de m e também com 4
rotacoes de 37”, o quadrado partindo da posigdo inicial retorna para ela. Além disso, os

3

unicos geradores do subgrupo de rotagoes de Dy sao r e r°, ou seja,

(ry = <r3> = {Id,r, T2,7“3} < Dy.

Para o Dg temos as seguintes ordens das rotagoes

Com isso pode-se interpretar que no hexagono regular sdo necessarias 6 rotacoes de %, ou
P P q g g G 3,

3 rotagoes de %’r, ou 2 rotagoes de 7, ou 3 rotacoes de %’T, ou entao 6 rotagoes de 5?” para
que ele partindo da posigao inicial retorne para ela. Observa-se também que os Unicos

5

geradores do subgrupo de rotacées de Dg sao r e r°, ou seja,

(ry = () = {Id, r, 7%, 73,11, 1>} < D.



CAPITULO 3

Sequéncia didatica

Nos capitulos anteriores foram desenvolvidas abordagens matematicas que fundamentam
a construcgao pratica educacional que sera feita neste capitulo. No primeiro capitulo foi
apresentada a ideia de grupos diedrais como sendo uma estrutura algébrica que permite
uma interessante leitura geométrica. Além disso, no segundo capitulo mostrou-se de ma-
neira formal a ideia de isometrias de rotacao e reflexdo, as quais estao relacionadas com a
ideia de grupos diedrais. No terceiro capitulo, deseja-se construir um produto educacional
(que serd uma sequéncia didatica) levando essas ideias, mesmo que de modo implicito e
muitas vezes incompleto, para o publico da educacao basica, mais precisamente para os
alunos do ensino médio. As préximas se¢oes mostram um conceito de sequéncia didatica
e a construcao de uma sequéncia direcionada para os alunos do ensino médio a respeito

das isometrias de rotacao e reflexao com a ideia implicita de grupos diedrais.

3.1 O que é uma sequéncia didatica?

Antes de efetuar a construcao de uma sequéncia didatica é importante tentar entender do
que se trata, isto é, quais os elementos que a compdem, qual a estrutura e qual a finalidade
de uma sequéncia didatica. Dessa forma, é interessante buscar autores especialistas que
apresentem um conceito desse objeto educacional trazendo elementos constitutivos das

sequéncias didaticas dentro da ideia apresentada por eles.

Para BARBOSA (2002) a sequéncia didatica consiste em uma série de atividades que
criam um ambiente que facilita e torna atrativo o ensino de matematica, portanto, as
sequéncias didaticas sao um conjunto de atividades ligadas entre si, planejadas para ensi-
nar um conteiido, etapa por etapa, sendo organizadas de acordo com os objetivos que o
professor quer alcangar para a aprendizagem de seus alunos (apud MONTEIRO, CASTI-
LHO e SOUZA, 2019, p. 293-294).

93
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Zabala (1998) conceitua a sequéncia diddtica como um conjunto de atividades ordena-
das, estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais que tém
um principio e um fim conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos (apud MON-
TEIRO, CASTILHO e SOUZA, 2019, p. 296).

Considerando os conceitos apresentados pelos autores especialistas citados, nota-se que
a estrutura de uma sequéncia didatica é formada por um conjunto de atividades, as quais
tém um objetivo de levar o publico-alvo a desenvolver o conhecimento de um determinado
objeto. E importante levar em consideracgao o fato de que quanto mais variadas e atrativas
sao as atividades que compoem a sequéncia maiores sao as chances de que os alunos se
sintam estimulados a participar com engajamento. Além disso, é interessante aproveitar o
momento de aplicacao de uma atividade diferente para explorar recursos educacionais que
gerem outras aprendizagens para os participantes como o uso de softwares matematicos,

por exemplo.

3.2 Sequéncia didatica: rotacoes e reflexoes de poligonos

regulares

Nesta secao sera apresentada uma sequéncia didatica construida com a finalidade de de-
senvolver conhecimentos e habilidades a respeito das isometrias de rotacao e reflexao de
poligonos regulares. O objetivo principal da sequéncia é construir de forma implicita a
ideia de grupos diedrais inclusive aprendendo propriedades dessa estrutura algébrica de
forma subjacente. O publico-alvo da sequéncia é composto pelos alunos do ensino médio.
Vale ressaltar que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta a instrugao de
isometrias no ensino médio por meio da habilidade (EM13MAT105), a qual envolve o ob-
jetivo de construgao de figuras geométricas com o uso de isometrias. Na montagem da
sequéncia didatica buscou-se atividades diversas e com um aspecto inovador em relacao
a rotina que muitos alunos estao acostumados, fazendo uso, por exemplo, de atividades
dinamicas e de recursos computacionais para incentivar os participantes a se empenharem

e se sentirem satisfeitos com o processo sequencial de atividades.

A sequéncia didética que serd apresentada a seguir envolve seis atividades sendo que
cada atividade deve ser aplicada em duas aulas, exceto a primeira que deve ocorrer em
quatro aulas. Dessa forma, serdao necessarias quatorze aulas para a aplicacao integral da
sequéncia. Na primeira atividade, os alunos construirao um material manipulavel que sera
utilizado para resolver a sexta atividade. Nas atividades dois e trés os alunos revisarao
certos conceitos e aprenderao novos conhecimentos os quais serao importantes para atingir
o objetivo da sequéncia. Nas atividades quatro e cinco, os alunos conhecerao o software
matematico Geogebra e aprenderao a fazer rotagoes, reflexdes e composicoes destas com
poligonos regulares, além de explorarem propriedades existentes nessa manipulagao. Vale
ressaltar que o professor aplicador podera realizar adaptagoes na sequéncia de acordo com

a sua preferéncia e a necessidade dos alunos como realizando subsequéncias da sequéncia
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completa que serd apresentada. Por exemplo, poderd suprimir as atividades dois e trés
caso perceba que nao é necessaria uma revisao realizando uma subsequéncia formada por
quatro atividades cuja duracao seria de dez aulas. Ou aplicar apenas as atividades um
e seis caso queira trabalhar apenas com o material manipuldvel e nao com o geogebra
usando apenas seis aulas para aplicar a sequéncia. Outro exemplo de subsequéncia ocorre
no caso em que o aplicar queira realizar a sequéncia com foco apenas no uso do Geogebra,
situacdo em que terd que excluir as atividade um e seis. Nesse ultimo caso a duracao da

subsequéncia serd de oito aulas.
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Produto Educacional: sequéncia didatica

1. Titulo: rotagoes e reflexoes de poligonos regulares com o uso do

geogebra e de material manipulavel.

2. Publico-alvo: alunos do 3° ano do ensino médio.

3. Duragao: 14 aulas de 50 minutos.

4. Objetivo geral: construir de forma subjacente a ideia de grupo die-

dral, conhecendo propriedades importantes dessa estrutura algébrica.
Aprender a fazer rotacoes, reflexoes e composicoes destas por meio

do geogebra e também com uso de material manipulavel.

5. Competéncias e habilidades: Investigar e estabelecer conjecturas

a respeito de diferentes conceitos e propriedades matematicas, em-
pregando recursos e estratégias como observacao de padroes, ex-
perimentacoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao

das referidas conjecturas.

6. Conteudos: isometrias, poligonos regulares, permutacoes, funcoes

(composigao, inversa), propriedades algébricas de operagoes.

7. Metodologia: a estratégia utilizada para alcancar os objetivos de-

sejados foi utilizar ferramentas novas para os estudandes, supe-
rando a rotina de sala de aula. Nesse sentido, foram utilizados o
software matematico Geogebra e materiais manipulaveis para re-
solver uma sequéncia de atividades articuladas que a cada passo

permitiu o alcance do que foi almejado.

8. Materiais: software matematico Geogebra, material manipulavel,
computador, datashow, lapis, borracha, folha de oficio, caneta,

papelao, listas de atividades, caixas de bombons, cronometro.

9. Avaliacao: a avaliacao sera processual considerando as produgoes

realizadas durante a aplicacao das atividades.
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Atividade 1: oficina de montagem de poligonos regulares
e Objetivos:

— Conhecer um processo de construcao de poligonos regulares
usando instrumentos de geometria: régua, compasso e trans-

feridor.

— Construir poligonos regulares com materiais de facil acesso
usando instrumentos de geometria: régua, compasso e trans-

feridor.

— Interiorizar propriedades importantes dos poligonos regulares

por meio dos processos de construgao.

e Metodologia:

— Organizacao da turma em fileiras em direcao para o quadro

onde havera a projecao de slides.

— Orientagoes sobre os procedimentos de construcao de cada
um dos poligonos com slides projetados para instruir todos

simultaneamente.

— Construcao conjunta de poligonos regulares usando os mate-

riais disponibilizados para todos.

e Avaliacao:
A expectativa é de que os alunos mostrem comprometimento nos
processos de construcao dos poligonos, portanto espera-se que
haja grande compatibilidade entre as orientacoes dadas sobre a
estrutura dos poligonos mostradas nos slides e o produto final que

os alunos entregarao.

e Materiais:

Computador, datashow, papelao, régua, compasso, transferidor,
lapis, borracha, tesoura, cola e folhas de oficio coloridas e brancas

e palitos de dente.
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e Duracao:
A atividade ocorrera em quatro aulas de cinquenta minutos.

e Desenvolvimento:

Usando um pedaco de papelao e seguindo as instrucoes mostradas
nos slides, os alunos irao desenhar um triangulo equilatero, um
quadrado, um pentagono regular e um hexdgono regular. Em se-
guida eles irao recortar as figuras usando as tesouras disponiveis.
Depois com papel oficio colorido eles cobrirao as figuras esco-
lhendo uma mesma cor para cada uma delas (por exemplo, azul).
Os vértices dos poligonos serao indicados seguindo a ordem al-
fabética, em ambos os lados, de acordo com o numero de vértices
que o poligono possuir. Também serd necessaria a construcao de
uma base para realizar as isometrias. Isso sera feito em uma fo-
lha de oficio branca na qual serao feitas marcacoes dos vértices
em uma posicao fixa inicial para o poligono, além dos eixos de

simetria dele.

Os métodos de construcao dos poligonos estao indicados abaixo.

— Triangulo equildtero (10 cm de lado)

1. Use a régua para tracar uma linha com mais de 10 cm.

2. Marque um ponto A no inicio da linha tracada.

3. Com uma abertura de 10 cm no compasso e com a ponta
centrada em A marque um ponto B sobre a linha.

4. Mantendo a abertura de 10 cm e com o compasso centrado
em A, faca um arco no semiplano superior a linha. Man-
tendo a abertura de 10 cm e com o compasso centrado em
A, faca um arco no semiplano superior a linha.

5. Com a abertura de 10 cm e com o compasso centrado em
B, faca um arco no semiplano superior a linha.

6. Marque o ponto C determinado pelo encontro dos arcos

no semiplano superior a linha.
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7. Com a régua ligue os pontos A e C formando o segmento

AC.

8. Com a régua ligue os pontos B e C formando o segmento

BC.

Figura 3.1: Tridngulo equilatero e base para isometrias construidos

— Quadrado (10 cm de lado)

1. Use a régua para tracar uma linha com mais de 10 cm.
2. Marque um ponto A na linha tracada.

3. Com uma abertura de 10 cm no compasso e com a ponta

centrada em A marque um ponto B sobre a linha.

4. Com o compasso centrado no ponto A e uma abertura de 3

cm, marque os pontos A’ e A” sobre a linha que equidistam
3 cm de A.
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5. Com o compasso centrado em A’ e abertura de 4 cm trace

o arco no semiplano superior a linha.

6. Com o compasso centrado em A” e abertura de 4 cm trace

o arco no semiplano superior a linha.

7. Marque o ponto C’ determinado pela intersecao dos arcos

centrados em A’ e A”.

8. Trace a reta AC’ e com compasso centrado em A e aber-
tura de 10 cm marque o ponto C sobre AC’ no semiplano

superior a AB.
9. Proceda de maneira analoga para determinar o ponto D.

10. Ligue os pontos A, B, C e D formando o quadrado.

Figura 3.2: Quadrado e base para isometrias construidos
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— Pentédgono regular (10 cm de lado)

1.
2.
3.

10.

11.

Use a régua para tracar uma linha com mais de 10 cm.
Marque um ponto A na linha tracada.

Com uma abertura de 10 cm no compasso e com a ponta
centrada em A marque um ponto B sobre a linha.
Mantendo a abertura de 10 cm, centre o compasso em A e
trace a circunferéncia de 10 cm de raio (C4). Depois centre
o compasso em B e trace outra circunferéncia de raio 10
cm (Cy).

Sendo C o ponto superior e D o ponto inferior de intersecao
entre as circunferéncias, trace a semirreta de origem D que
passa por C. Sendo C o ponto superior e D o ponto inferior
de intersecao entre as circunferéncias, trace a semirreta de
origem D que passa por C.

Trace a circunferéncia cujo centro é D e o raio mede 10 cm
(C3). Depois destaque os pontos E (C1NC5) e F (CoNCy),
sendo eles as intersecoes da atual circunferéncia com as
duas anteriores.

Marque o ponto G, sendo ele a intersecao da circunferéncia
(5 com a semirreta de origem D que passa por C. Depois
trace as retas EG e FG.

Marque o ponto H determinado pela intersecao entre C e
FG e o ponto I determinado pela intersecao entre Cy e EG
de tal forma que G € FH e G € E1.

Trace uma circunferéncia centrada em H cujo raio é igual
a 10 cm (Cy), depois trace uma circunferéncia centrada em
I cujo raio é igual a 10 cm (Cj).

Marque o ponto J, intersecao de C; com a semirreta de
origem D que passa por C (sendo C' € GJ).

Ligue os pontos A, B, I, J e H formando o pentdgono

regular de lado 10 cm.
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Figura 3.3: Pentagono regular e base para isometrias construidos

— Hexagono regular (10 cm de lado)

1. Use a régua para tragar uma linha com mais de 10 cm.
2. Marque um ponto A na linha tracada.

3. Com uma abertura de 10 cm no compasso e com a ponta

centrada em A marque um ponto B sobre a linha.

4. Trace a circunferéncia centrada em A de raio 10 cm depois

trace a circunferéncia centrada em B de raio 10 cm.

5. Marque o ponto O, sendo ele a intersecao das circunferéncias

no semiplano superior a reta AB.
6. Trace a circunferéncia ¢ centrada em O de raio 10 cm.

7. A partir do ponto B e mantendo a abertura de 10 cm do

compasso, trace sobre a circunferéncia ¢ os pontos C, D,
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E e F de moda a dividir ¢ em 6 partes iguais.

8. Ligue os pontos A, B, C, D, E e F formando o hexagono

regular de lado 10 cm.

Figura 3.4: Hexdgono regular e base para isometrias construidos
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Atividade 2: Revisando conceitos importantes
e Objetivos:
— Revisar caracteristicas e propriedades importantes a respeito

dos poligonos regulares.

— Compreender os processos necessarios para realizar rotacoes

e reflexoes.

— Realizar rotacoes, reflexoes e composicoes destas em poligonos

regulares.

e Metodologia:

— Uso do laboratoério de informatica escolar disponibilizando

computadores com internet e acesso individual.

— Atividade criada e disposta no google forms a qual deve ser

compartilhada para o email de cada aluno.

— Uso livre da internet para pesquisar eventuais duvidas sobre

a atividade.

— Apresentacao final das respostas corretas das questoes, mos-

trando o enunciado e a expectativa de resposta.

e Avaliacao:
Os alunos serao avaliados de acordo com as respostas dadas no
formulario, observando qual era a expectativa de resposta e a que
foi colocada.

e Materiais:
Computadores com acesso a internet, datashow, lapis, borracha,
folha de oficio.

e Duracao:

A atividade ocorrera em duas aulas de cinquenta minutos.
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e Desenvolvimento:

Os alunos serao encaminhados para o laboratério de informaética
da escola. Todos serao orientados a acessar o e-mail pessoal onde
encontrarao um link de acesso ao formulario de atividade. O link
serd enviado pelo professor ao email pessoal de cada um dos alunos
participantes. O professor ird projetar a tela do seu computador
com o datashow para apresentar aos alunos a versao final de res-
posta esperada. Isso ocorrera apds todos os alunos finalizarem a

resolucao da atividade.

A seguir sera apresentado o formulario de atividade aplicada na

aula.

1 - Considerando os seus conhecimentos sobre poligonos regulares

analise as afirmacoes abaixo.
I - Os poligonos regulares possuem todos os lados congruentes.

IT - Os angulos internos de um poligono regular nem sempre sao

congruentes.

ITI - O triangulo equilatero, o quadrado e o trapézio sao exemplos

de poligonos regulares.

IV - O centro de um poligono regular coincide com o centro do

circulo circunscrito a ele.

Pode-se afirmar que sao verdadeiras as afirmacoes
a) I, IT e 111

b) I, Ill e IV

c)lelV

d) II e 111

e) [, II, Il e IV

Resposta: alternativa c)

2 - A respeito das isometrias de rotacao e reflexao, julgue as

afirmacoes a seguir.
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I - Um tipo de simetria possivel é a reflexao axial em que ocorre

o espelhamento de uma figura em relagao a uma reta.

II - Para realizar uma rotacao ¢ necessario determinar o ponto em
torno do qual ocorrera a rotacao, o angulo de rotacao e o sentido

de rotacao.

III - Os sentidos possiveis de rotagao no plano sao horério e anti-

horario.

IV - Os poligonos regulares possuem eixos de simetria que sao
retas que passam pelo centro deles e os dividem em partes espe-

lhadas em relacao a elas.

Pode-se afirmar que sao verdadeiras as afirmacoes
a) I, IT e III

b) [, Il e IV

c)lelV

d) II e 111

e) [, II, Il e IV

Resposta: alternativa e)

3 - (adapatada de ') Qual dentre as figuras abaixo nao apresenta

simetria em relacao a reta r?

a) b)

C)

"https://brainly.com.br/tarefa/36016294



CAPITULO 3. SEQUENCIA DIDATICA 67

Resposta: alternativa d)

4 - (adapatada de ?) Marque a alternativa que indica corretamente

a isometria que ocorreu da figura Fi para a figura Fb.

Figura 3.5: Ilustracao da isometria de F; para Fh

a) Rotagao em relagao ao ponto O de 270° no sentido anti-horario.
b) Rotagao em relagao ao ponto O de 902 no sentido anti-horario.
¢) Reflexao em relacao ao ponto O de 270° no sentido horério.

d) Rotagao em relagao ao ponto O de 180° no sentido anti-horario.

e) Translacdo em relagao ao ponto O de 90°2 no sentido anti-

horario.

Resposta: alternativa a)

5 - Nos quadros A, B e C da figura ocorreram transformacgoes
geométricas. A sequéncia correta de isometrias em A, B e C é,

respectivamente,

*https://pt.scribd.com /presentation/329627366/1-Isometrias
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A. B/\ C.

u

Figura 3.6: Ilustracao da sequéncia isometrias

a) rotagao, translacao e reflexao.
b) translagao, reflexao e rotagao.
¢) reflexdo, translagao e rotagao.
d) translagao, rotacao e reflexao.
e) rotagao, reflexao e translagao.

Resposta: alternativa d)

6 - (ENEM 2018 - adaptada) A figura de coragao destacada abaixo
sofreu uma rotacao de 45° no sentido anti-horario em relacéo ao

ponto A. Depois sofreu uma reflexao em relacao a reta vertical r.

retar

Figura 3.7: Tlustracao do coragao, do ponto A e da reta r

A posicao final da figura apos a aplicacao das isometrias é
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Resposta: alternativa a)

d)

69
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Atividade 3: Quiz interativo
e Objetivos:
— Avaliar veracidade de enunciados a respeito dos poligonos re-

gulares e das isometrias de rotacao e reflexao.

— Desenvolver o aspecto competitivo aliado ao processo de apren-

dizagem de contetdo.

— Interiorizar propriedades importantes dos poligonos regulares

e das isometrias de rotacao e reflexao.

e Metodologia:

— Turma organizada em duas equipes com metade da quanti-

dade total de alunos em cada equipe.

— Conducao da atividade pelo professor que orientara todo o
processo, inclusive as perguntas que serao feitas para cada
equipe.

— Projecao das perguntas em tela com datashow para que as

duas equipes possam visualizar a questao colocada.

— Apresentacao de gabarito na tela projetada para cada per-
gunta feita e explicacao do professor apds a resposta dada

pela equipe.

e Avaliacao:
Ap6s a conclusao da atividade espera-se que os alunos participan-
tes consigam diferenciar enunciados validos dos invalidos tanto
para poligonos regulares quanto para isometrias de rotacao e re-
flexao. Além disso, os alunos serao avaliados pelo empenho de-

monstrado durante a realizacao da atividade.

e Materiais:

Computador, datashow, cronometro, lapis, borracha, papel de

oficio, quatro caixas de bombons.
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e Duracao:

A atividade ocorrera em duas aulas de cinquenta minutos.

e Desenvolvimento:

A turma serd dividida em duas equipes com a mesma quantidade
de participantes ou com uma das equipes com um participante
a mais (caso haja uma quantidade impar de alunos). O profes-
sor responsavel pela aplicacao da atividade conduzira as pergun-
tas em dez rodadas sendo que em cada rodada sera feita uma
pergunta a cada equipe. As cinco primeiras rodadas envolverao
perguntas sobre poligonos regulares, as cinco ultimas envolverao
perguntas sobre isometrias de rotagao e reflexao. Cada pergunta
valera 10 pontos para a primeira equipe perguntada e caso esta
erre ou nao saiba podera ser repondida pela outra equipe valendo
5 pontos. A equipe que fizer mais pontos no fim das dez roda-
das sera a vencedora, mas caso as duas equipes terminem com a
mesma, pontuacao apds as dez rodadas, a competicao terminara
empatada. Caso haja vencedor a premiacao sera quatro caixas
de bombons para a equipe vencedora e caso termine empatado
a premiagao serd dividida para as duas equipes (duas caixas de
bombom para cada equipe). O tempo para responder cada per-
gunta sera de no maximo dois minutos e trinta segundos, sendo
cronometrado apds cada pergunta e as equipes poderao realizar

consultas para responder as perguntas.

Primeira rodada

a) Qual é o nome do poligono regular de trés lados?
Resposta: triangulo equilatero
b) Qual é o nome do poligono regular de quatro lados?

Resposta: quadrado

Segunda rodada
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a) Quanto mede cada angulo interno de um pentagono regular?

Resposta: 108°

b) Quanto mede cada angulo interno de um hexédgono regular?

Resposta: 120°

Terceira rodada

a) Qual a medida do raio da circunferéncia inscrita em um poligono
regular?
Resposta: medida do apétema do poligono regular

b) Qual a medida do raio da circunferéncia circunscrita em um
hexagono regular?

Resposta: medida do lado do poligono regular

Quarta rodada

a) Qual a medida do diametro da circunferéncia inscrita em um

quadrado cuja diagonal mede 6cm?
Resposta: 3v/2 cm

b) Qual a medida do raio da circunferéncia circunscrita em um
triangulo equildtero cuja altura mede 6cm?

Resposta: 4 cm
Quinta rodada

a) Qual a medida da area do circulo circunscrito a um quadrado

de lado 10cm?

Resposta: 507 cm?

b) Qual a medida da area do circulo inscrito a um quadrado de
lado 10cm?

Resposta: 257 cm?

Sexta rodada
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a) Quais sao os dois sentidos de rotagao possiveis?

Resposta: horario e anti-horario

b) Quantos eixos de simetria o quadrado possui?

Resposta: 4 eixos de simetria
Sétima rodada

a) Qual rotagao do ponto P(1, 0) é equivalente a reflexdo de P
em torno da reta x = 2 no plano cartesiano?
Resposta: rotagao de 180° em torno do ponto (2, 0)
no sentido horario ou anti-horario

b) Se a distancia entre P e P’, simétricos em relagao a r, é 10cm,
entao qual a distancia entre P’ e 1?7

Resposta: 5cm
Oitava rodada

a) Quais as coordenadas dos pontos simétricos ao ponto P(1,
2) em relagdo aos eixos x e y do plano cartesiano, repectiva-
mente?

Resposta: P’(-1, 2) e P”(1, -2)

b) Qual rotagao do ponto P(1, 1) equivale a reflexao de P em
relacdo a bissetriz dos quadrantes pares (y = -x) no plano
cartesiano?

Resposta: rotacao de 180° em torno da origem no

sentido horario ou anti-horario
Nona rodada

a) Quantas rotagoes sucessivas de 120° em torno da origem e no
sentido anti-horario sao necessarias para partindo do ponto
P(1, 1) retornar para P?

Resposta: 3 rotacoes
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b) Quantas rotacoes sucessivas de 90° em torno da origem e no
sentido anti-horario sao necessarias para partindo do ponto
P(1, 1) retornar para P?

Resposta: 4 rotacoes
Décima rodada

a) Quais as coordenadas do ponto P’ obtido a partir da rotacao
de 90° em relacao a origem no sentido anti-horario do ponto
P(1, 1)

Resposta: P’(-1, 1)

b) Qual rotagao do ponto P(1, 1) é equivalente a reflexao de P
em relacao ao eixo OX do plano cartesiano?

Resposta: rotacao de 90° em relacao a origem no sen-

tido horario



CAPITULO 3. SEQUENCIA DIDATICA 75

Atividade 4: Aprendendo a fazer construcoes no geogebra
e Objetivos:
— Representar poligonos regulares usando o software matematico

Geogebra.

— Conhecer um método pratico para localizar o centro de um

poligono regular usando o software matematico geogebra.

— Desenvolver a capacidade de realizar rotacoes e reflexoes axi-
ais de poligonos regulares usando o software matemético Ge-

ogebra.

e Metodologia:

— Uso do laboratorio de informatica da escola com acesso indi-

vidual dos alunos aos computadores com internet.

— Atividade impressa distribuida para cada aluno solicitando as

construcoes de acordo com algumas condigoes.

— Apresentacao dos processos no Geogebra por meio da projecao
da tela do computador do professor de modo que todos possam

ver cada procedimento necessario para responder a atividade.

— Acompanhamento individual para confirmar se todos apren-
deram os processos e prestar suporte aqueles que nao conse-

guirem compreender.

e Avaliacao:
Durante a apresentacao dos procedimentos necessarios para a
construcao das figuras no geogebra, espera-se que os alunos consi-
gam executar os processos de maneira compativel com aquilo que
foi apresentado, portanto, cada um deles serd avaliado de acordo

com essa compatibilidade.

e Materiais:
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Computadores com acesso a internet para uso individual dos alu-
nos e do professor, datashow, atividade impressa, folha de oficio,

lapis e borracha.
e Duracao:
A atividade ocorrera em duas aulas de cinquenta minutos.

e Desenvolvimento:

Os alunos serao orientados a acessarem o software matematico
Geogebra em trés guias diferentes do navegador e acompanhando
as questoes da atividade impressa eles irao aprender a construir
poligonos regulares de um modo pratico e a realizarem rotacoes e
reflexoes com os poligonos construidos. Para fazer as construcoes,
os alunos irao acompanhar as orientagoes do professor que, proje-
tando sua tela por meio de datashow, mostrara aos alunos como

eles devem proceder para executar as construcgoes.
A seguir sera apresentada a atividade aplicada na aula.

1 - Usando o software matematico Geogebra faca as construcoes

solicitadas em cada item abaixo.

a) Use o Geogebra da primeira guia para construir um triangulo
equilatero ABC sabendo que A(-1, 0), B(1, 0). Depois determine
o ponto D, centro do triangulo ABC.

Resposta:
(i) usando a entrada marque os pontos A(-1, 0) e B(1, 0).

(ii) clique no botao “poligono regular”, depois clique nos

pontos A e B.
[ XX} ~ “ rd Id . ’,
(iii) preencha com 3 na opgao “nimero de vértices

(iv) Marque o ponto C determinado na construgao do

triangulo equilatero.

(v) clique na opgao poligono e forme o triAngulo ABC

equilatero.
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(vi) clique na opgao “circunferéncia (trés pontos)”, de-
pois clique nos pontos A, B e C.

(vii) clique na opg¢ao “ponto médio ou centro”, depois

clique na circunferéncia formada no passo anterior.

(viii) marque o ponto D formado no passo anterior.
R e EPANEE

® A=(LO N
@ B8=(0

@ C=(0.173)

tl = Poligono(A, B, C)

= 1.73

-2

Figura 3.8: Triangulo equildtero ABC e centro D (ilustragao criada pelo autor)

b) Na segunda guia construa um quadrado ABCD sabendo que
A(-1,0), B(1, 0). Depois determine o ponto E, centro do quadrado
ABCD.

Resposta:
(i) usando a entrada marque os pontos A(-1, 0) e B(1, 0).

(ii) clique no botao “poligono regular”, depois clique nos

pontos A e B.
(iii) preencha com 4 na opgao “ntimero de vértices”

(iv) Marque os pontos C e D determinados na construcao

do quadrado.
(v) clique na opgao poligono e forme o quadrado ABCD.

(vi) clique na opgao “circunferéncia (trés pontos)”, de-

pois clique nos pontos A, B e C.
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(vii) clique na opgao “ponto médio ou centro”, depois
clique na circunferéncia formada no passo anterior.

(viii) marque o ponto E formado no passo anterior.

. ~ SIPANIEIE:
A= (-1,0) |,P\d 3

@ B=0

® C=(2

@ D=(L2

Figura 3.9: Quadrado ABCD e centro E (ilustragao criada pelo autor)

¢) Construa um pentdgono regular ABCDE na terceira guia sa-
bendo que A(-1, 0), B(1, 0). Depois determine o ponto F, centro
do pentagono ABCDE.

Resposta:
(i) usando a entrada marque os pontos A(-1, 0) e B(1, 0).

(ii) clique no botao “poligono regular”, depois clique nos

pontos A e B.
S 1s At s 99
(iii) preencha com 5 na opgao “nimero de vértices

(iv) Marque os pontos C, D e E determinados na cons-

trucao do pentagono regular.

(v) clique na opgao poligono e forme o pentigono regular
ABCDE.

(vi) clique na opgao “circunferéncia (trés pontos)”, de-
pois clique nos pontos A, B e C.

(vii) clique na opgao “ponto médio ou centro”, depois

clique na circunferéncia formada no passo anterior.
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(viii) marque o ponto F formado no passo anterior.

D PR e = PANEIE

@ A=(L0 =
@ B=(0

@ C=(16219)

@ D=(0308)

@ E=(16219)

L1

Figura 3.10: Pentdgono regular ABCDE e centro F (ilustragao criada pelo autor)

2 - Sabe-se que para fazer uma rotacao de uma figura sao ne-
cessarios angulo, sentido e ponto em torno do qual ocorrera a
rotacao. Sendo assim, realize as rotacoes solicitadas nos itens a

seguir.

a) Trés rotagoes no triangulo equilatero, sendo a primeira de 30°
no sentido anti-horario em torno do centro, a segunda de 60° no
sentido hordrio em torno do centro e a terceira de 45° no sentido

anti-horario em torno do centro.
Resposta:
(i) clique no botao “rotagao (ponto, centro, amplitude)”.

ii) clique na parte interna do tridngulo , depois cli-
ii) cli te int do tria lo ABC, d is cli
que no ponto D.
(iii) preencha o espago “angulo”’com o angulo de rotagao
(30°, 45° e 60°).

(iv) escolha o sentido de rotagao clicando em “horario” ou

“anti-horario”.
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(R]. XD OO 4 s =2 %

A’ = Rotagdo(A, 30°,D) =N 2

O
= (-0.58, -0.42)

15 B’
. (-]
B’ = Rotagdo(B,30°, D) :
O

= (116, 0.58) S IRERELP 4 !

Figura 3.11: Rotagdo de ABC de 30° em relagdo & D no sentido anti-horario.

R3O0 4 ) 5=+

A" = Rotagio(A,45°,D) =N 3
O C
= (-0.3,-0.54) .
- B
D
® B’ = Rotagdo(B,45°, D) : ‘7
= (1.12, 0.88) Bt &’/ 1
A
-1

Figura 3.12: Rotagdo de ABC de 45° em relagdo & D no sentido anti-horario.

&)~ 4> 0O & s =

o . o~
=
A’ = Rotagdo(A, —60°, D) : 2
O A c
= (=1, 116
( ) 5
[5]
B’ = Rotacio(B, —60°, D) :

O -2 o 1
= (0, -0.58) R

Figura 3.13: Rotagdao de ABC de 60° em relagdo a D no sentido horéario.

b) Trés rotagoes no quadrado, sendo a primeira de 50° no sentido

anti-horario em torno do centro, a segunda de 35° no sentido anti-
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horario em torno do centro e a terceira de 40° no sentido horéario

em torno do centro.
Resposta:
(i) clique no botao “rotagao (ponto, centro, amplitude)”.

(ii) clique na parte interna do quadrado ABCD, depois
clique no ponto E.

(iii) preencha o espago “angulo”com o angulo de rotagao
(50°, 35° e 40°).

(iv) escolha o sentido de rotagao clicando em “horario” ou

“anti-horario”.

(2]~ > QO 4 s =2

: 3/\
A’ = Rotagio(A, 35°, E) ikl s
= Rotagdo(A, 35°, ;
O
= (-0.25, -0.39)
) N B
B" = Rotagdo(B, 35% E) :
O
= (1.39, 0.75) - 1

Figura 3.14: Rotagdo de ABCD de 35° em relagdo a E no sentido anti-horario.

R]. 7 D>OQ O 4 b2

~

=N 3
O A’ = Rotagao(A, —40°, E) :
= (-1.41, 0.88
( ) c
B’ = Rotag¢do(B, —40%, E)
O

= (0.12, -0.41)

Figura 3.15: Rotagdo de ABCD de 40° em relagdo a E no sentido horéario.
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A’ = Rotagdo(A, 50°, E)

= (0.12, -0.41)

B’ = Rotacdo(B, 50°, E)

O

= (141, 1.12)

Figura 3.16: Rotagdo de ABCD de 50° em relagao a E no sentido anti-horario.

c¢) Trés rotagoes no pentdgono regular, sendo a primeira de 70° no
sentido horario em torno do centro, a segunda de 20° no sentido
anti-horario em torno do centro e a terceira de 85° no sentido

anti-horario em torno do centro.
Resposta:
(i) clique no botao “rotagao (ponto, centro, amplitude)”.

(ii) clique na parte interna do pentiagono regular ABCDE,

depois clique no ponto F.
(iii) preencha o espago “angulo”com o angulo de rotagao.
(iv) escolha o sentido de rotagao clicando em “horario” ou

“anti-horario”.

(3]~ X > 00O & b =2 @
@

A" = Rotagdo(A, 20°,F) =AJ

(-0.47, -0.26)

B’ = Rotagao(B, 20°, F)
O

= (1.41, 0.43)

C' = Rotagio(C,20°,F)

O

= (1.34, 2.42) T _1AW 1

Figura 3.17: Rotagao de ABCDE de 20° em relagao a F no sentido anti-horario.
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.'./}&»OLDA <

A’ = Rotagdo(A, —70°F) —
O =N TE'
= (-1.64, 1.85)
B’ = Rotagao(B,—70°, F)
O
= (-0.95, -0.03)
C' = Rotagdo(C, —70°,F)
O
= (1.04, 0.04)

Figura 3.18: Rotagdo de ABCDE de 70° em relagao a F no sentido horario.

. IO 4

A’ = Rotagdo(A, 85°F) =,
= (1.29, 0.26)
B

B’ = Rotagido(B, 85°,F) :
O

= (1.46, 2.26)

C' = Rotagio(C, 85, F) : A
O 1

= (-0.38, 3.04)

Figura 3.19: Rotagdo de ABCDE de 85° em relagao a F no sentido anti-horario.

3 - Por meio do geogebra e considerando os seus conhecimentos

de reflexao de figuras, realize as construgoes solicitadas nos itens.

a) Construa o eixo de simetria do triangulo equilatero que passa
pelos pontos A (vértice) e D (centro), depois realize uma reflexao

do triangulo em relagao ao eixo.
Resposta:

(i) clique no botao “reta (dois pontos)”, depois clique nos

pontos A e D.

(ii) clique no botao “reflexao em relagao a um eixo”
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(iii) clique na parte interna do triangulo, depois clique na

reta que passa por A e D.

DR e PN EE
=V

A" = Reflexio(A,f)

O

= (-1, 0)

B’ = Reflexdo(B, f)

O

= (-0.01, 1.74)

Figura 3.20: Reflexdo de ABC em relagao ao eixo AD

b) Construa o eixo de simetria do quadrado que passa pelos pontos
A (vértice) e E (centro), depois realize uma reflexdo do quadrado

em relagao ao eixo.
Resposta:

(i) clique no botao “reta (dois pontos)”, depois clique nos

pontos A e E.
(iii) clique no botao “reflexao em relagao a um eixo”.

(iv) clique na parte interna do quadrado, depois clique

na reta que passa por A e E.

DR R e = PANEE

=N, 3
A’ = Reflexio(A, f) - |

O
= (-1, 0)
B’ = Reflexdo(B, f)

O

= (-1. 2)

Figura 3.21: Reflexdao de ABCD em relagao ao eixo AE
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¢) Construa o eixo de simetria do quadrado que passa pelos pontos
M (ponto médio do lado AB) e E (centro), depois realize uma

reflexao do quadrado em relacao ao eixo.
Resposta:

(i) construa o quadrado ABCD, conforme o item b) da

questao 1.

(ii) determine o centro E do poligono, conforme o item

b) da questao 1.

(iii) clique no botao “ponto médio ou centro”, depois

clique nos pontos A e B.

(iv) marque as coordenadas do ponto determinado no

passo anterior, nomeando-o como ponto M.

(v) clique nos botao “reta (dois pontos)”, depois clique

nos pontos M e E.
(vi) clique no botao “reflexao em relagao a um eixo”.

(vii) clique na parte interna do quadrado, depois clique

na reta determinada no passo anterior.

S oo N=

-
- )
A" = Reflexdo(A,f)

= i(1,0)

_ B’ = Reflexdo(B, f)

(-1.0)

-2
Figura 3.22: Reflexao de ABCD em relacao ao eixo ME

d) Construa o eixo de simetria do pentagono regular que passa
pelos pontos A (vértice) e F (centro), depois realize uma reflexao

do pentagono em relagao ao eixo.
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Resposta:

(i) clique no botao “reta (dois pontos)”, depois clique nos

pontos A e F.
(iii) clique no botao “reflexao em relacao a um eixo”.

(iv) clique na parte interna do tridngulo, depois clique na

reta que passa por A e F.

D el AR EIE

= - —
® A" = Reflexdo(A, g) = 9o

= (1.0)

B’ = Reflexio(B, g)

= (-1. 0)

C' = Reflexdo(C, g)

= (-1.62, 1.9)

Figura 3.23: Reflexdo de ABCDE em relacao ao eixo AF
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Atividade 5: Verificando proposicoes por meio do geogebra
e Objetivos:
— Verificar a validade de enunciados relacionados a rotagoes e

reflexoes de poligonos regulares.

— Desenvolver a capacidade de utilizar o (Geogebra como ferra-
menta para verificacao de propriedades relacionadas a rotagoes

e reflexoes de poligonos regulares.

— Generalizar propriedades verificadas para casos particulares
de poligonos regulares como também validas para poligonos

com um numero qualquer de lados.

e Metodologia:

— A aula ocorrera em um laboratorio com computadores sufici-
entes para acesso individual dos alunos e com acesso a inter-

net.

— O ministrante deve ter um computador disponivel com inter-
net e projetar a sua tela de forma ampliada para orientar os

processos que os alunos devem realizar.

— Utilizando o software matematico Geogebra, o ministrante
orientara os alunos nos processos de verificacao de proprieda-

des elencadas em uma atividade.

e Avaliacao:

Os alunos serao avaliados a partir do comprometimento na par-
ticipacao da atividade, bem como da correspondéncia entre o re-
sultado encontrado por cada um deles e a resposta considerada

correta.

e Materiais:
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Computadores com acesso a internet, datashow atividade im-
pressa, folhas de oficio (3 unidades para cada um), lapis, borracha

e caneta.

e Duracao:

A atividade ocorrera em duas aulas de cinquenta minutos.

e Desenvolvimento:

Os alunos serao encaminhados para o laboratoério escolar com
acesso individual a computadores com internet. Cada um deve
receber uma atividade impressa que sera aplicada na aula. Inici-
almente, os alunos irao responder a atividade por conta propria
com o auxilio do Geogebra e sugestoes do ministrante mostrando
como construir os processos. Apds a conclusao da resolucao dos
alunos, o professor apresentard as respostas corretas e utilizara
o Geogebra para mostrar os procedimentos necessarios para res-

ponder cada uma das questoes.
A seguir sera apresentada a atividade aplicada na aula.

1 - Considere os seus conhecimentos a respeito de rotagoes de um

poligono regular e responda as perguntas a seguir.

a) Realizando trés rotagoes de 120° no sentido anti-horario de
triangulo equilatero em torno de seu centro obtém-se uma posicao

diferente da inicial? Explique.

Resposta: Nao. Apods trés rotacoes de 120° no sentido
anti-horario em torno do centro, o tridngulo equilatero

retornara para a posigao inicial.
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Figura 3.24: Tlustracao do resultado da aplicacao tripla de rotagoes

b) Apds a aplicacao de quatro rotagdes de 90° no sentido anti-
horario de um quadrado em torno de seu centro obtém-se uma

posicao diferente da inicial? Explique.

Resposta: Nao. Apods quatro rotacoes de 90° no sentido
anti-horario em torno do centro, o quadrado retornara

para a posicao inicial.

D & D

P

Figura 3.25: Tlustragao do resultado da aplicagdo quadrupla de rotagoes

¢) Com qual angulo, com cinco rotagoes em torno de seu centro,

um pentagono regular retornaria para a posicao inicial?

Resposta: Como o pentagono regular tem 5 lados, o
angulo procurado é 360°/5 = 72°, conforme o padrao ob-

servado nos casos anteriores.

d) A partir dos casos anteriores, como vocé faria para encontrar
o angulo de rotacao e o numero minimo de rotacoes para um

poligono regular de n lados?

Resposta: Observando os padroes dos casos anteriores,

para um poligono de n lados o angulo sera 360°/n com
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um minimo de n rotagoes para que o poligono retorne
para a posicao inicial.
2 - A respeito das reflexoes e dos eixos de simetria de um poligono

regular, responda os itens a seguir.

a) Determine todos os eixos de simetria de um triangulo equilatero
e depois indique o nimero minimo de reflexoes em torno de cada

um deles para o triangulo retornar para a posicao inicial.

Resposta: O triangulo equilatero tem trés eixos de sime-
tria e basta duas reflexoes em torno de cada eixo para

que ele retorne para a posicao inicial.

A D B

Figura 3.26: Ilustragao dos eixos de simetria do tridngulo equildtero

b) Quantos eixos de simetria um quadrado possui? Quantas re-
flexoes em torno de cada um deles sao necessarias para que ele

retorne para a posicao inicial?

Resposta: O quadrado tem quatro eixos de simetria e
basta duas reflexoes em torno de cada eixo para que ele

retorne para a posigao inicial.
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B
e A
D e 16 G
O ? —& @ 2 o
E N E N
1@ Q - ) )
I
B

B
=L czery oz R ey e

Figura 3.27: Ilustracao dos eixos de simetria do quadrado

¢) O que vocé pensa a respeito do nimero de eixos de simetria de
um pentagono? E sobre as reflexoes em torno de cada um deles?
(Dica: considere o nimero de lados do poligono regular e os casos

anteriores)

Resposta: Observando os casos anteriores é possivel in-
tuir que o niimero de eixos de simetria de um poligono de
n lados é n. Além disso, é facil imaginar que basta duas
reflexoes para que o poligono retorne para a posicao ini-

cial.
3 - Julgue as afirmativas a seguir como verdadeiras ou falsas.

a) Em um tridngulo equildtero é possivel, com apenas uma re-
flexao em torno do eixo de simetria g: BD, posicionar o triangulo
de maneira idéntica a posicao que teria apés uma rotagao de 120°
no sentido anti-horario em torno do centro D, seguida de uma

reflexao em torno do eixo f: AD.
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() Verdadeiro () Falso
Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

2 {A"

Figura 3.28: Comparacao entre os resultados da composicao e da reflexao

b) Fazendo duas rotagoes sucessivas de 120° no sentido anti-horario
em torno do centro, seguido de uma reflexao de em torno do eixo f:
AD, nao seria possivel com apenas uma reflexao em torno do eixo

h: CD, posicionar o triangulo equilatero ABC de formas idénticas.
() Verdadeiro () Falso
Resposta: () Verdadeiro ( x ) Falso

Figura 3.29: Comparacao entre os resultados da composicao e da reflexao

¢) Para um triangulo equildtero, uma rotagao de 120° no sen-
tido anti-horario em torno da origem equivale a alguma reflexao
em torno de um eixo de simetria e duas rotagoes sucessivas (nas
mesmas condigdes da anterior) resulta no mesmo posicionamento

gerado por outra reflexao feita em torno de outro eixo.

() Verdadeiro () Falso
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Resposta: () Verdadeiro ( x ) Falso

Figura 3.31: Rotagoes do triangulo equilatero

d) Para um quadrado apds realizar uma rotagao de 90° no sentido
anti-horario em torno do centro, seguida de uma reflexao em torno
do eixo de simetria f: AE, é possivel determinar um outro eixo de
simetria que resulta na mesma posicao apés uma unica reflexao

em torno dele.

() Verdadeiro () Falso
Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

Al B,
E [N
- -0
I:I‘1 T[T C‘1
-1 0 1

Figura 3.32: Comparacao entre os resultados da composicao e da reflexao
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e) Duas rotagoes sucessivas de 90° no sentido anti-horério em torno

do centro, seguido de uma reflexao em torno do eixo f: AF gera a

mesma, posicao do quadrado obtido de uma reflexao em torno do
eixo i: BD.
() Verdadeiro () Falso

Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

Figura 3.33: Comparagao entre os resultados da composi¢ao e da reflexao

f) Trés rotagoes sucessivas de 90° no sentido anti-horario em torno

do centro, seguido de uma reflexdo em torno do eixo f: AE gera a

mesma, posicao do quadrado obtido de uma reflexao em torno do
eixo h: ME.

() Verdadeiro ( ) Falso

Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

H
o

&

c' o Hor
| SRS o
E
19
B, M A
O T o—-
=1 0 1

Figura 3.34: Comparacao entre os resultados da composicao e da reflexao
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Atividade 6: Rotacoes e reflexoes de poligonos regulares com

material manipulavel
e Objetivos:

— Conhecer um método alternativo para verificagao de proprie-
dades validas a respeito de rotacoes, reflexoes e composicoes

destas em poligonos regulares.

— Demonstrar propriedades validas a respeito de rotacoes, re-
flexoes e composigoes destas em poligonos regulares com o uso

de materiais manipuléaveis.

— Valorizar o uso de materiais manipulaveis, entendendo-o como
um importante instrumento de verificacao da veracidade de

Proposicoes.

e Metodologia:

— Resolucao de atividade impressa disponibilizada para cada
aluno.
— Uso dos poligonos regulares construidos na oficina para res-

ponder a atividade.

— Orientagoes do professor sobre a utilizagao dos poligonos para

responder as atividades.

e Avaliacao:
Os alunos serao avaliados de acordo com o uso adequado do ma-
terial manipulével e o nivel de coeréncia das respostas dadas em
cada uma das questoes da atividade. Além disso, espera-se que
os alunos demonstrem comprometimento com a realizacao da ati-

vidade.

e Materiais:

Poligonos regulares construidos na oficina, lista de atividades im-

pressa, lapis, borracha, caneta, folhas de oficio (4 para cada aluno).
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e Duracao:

A atividade ocorrera em duas aulas de cinquenta minutos.

e Desenvolvimento:

Os alunos receberao a atividade impressa e folhas de oficio em
branco para responder as questoes. Uma das folhas em branco
deve ser usada como suporte para realizar as simulagoes de rotacoes
e reflexoes dos poligonos. Eles irao escolher uma posicao inicial
para colocar os poligonos no papel e, usando o lapis ou a caneta,
irao marcar os vértices no papel, indicando a letra que corres-
ponde a cada vértice. Além disso, também serao esbocados os
eixos de simetria dos poligonos, com o uso de lapis e régua, a fim
de facilitar a visualizacao das reflexoes. A partir dai, bastara mo-
vimentar a figura dentro do espaco de suporte, esbocado na folha

em branco, para responder as questoes da lista de atividades.
A seguir sera apresentada a atividade aplicada na aula.

1 - Considerando as rotacoes no sentido anti-horario em torno do
centro do poligono, as reflexdes em torno dos eixos de simetria
e usando os poligonos construidos na aula anterior, responda os

itens a seguir.

a) Qual angulo de rotagado no sentido anti-horario em torno do
centro determinaria uma rotacao equivalente a uma permutagao
dos vértices A, B e C do triangulo equilatero, fazendo com que
o vértice A vire o B, o B vire o C e o C vire o A? E qual seria
o angulo que geraria uma rotacao equivalente a permutacao dos

vértices em que A vira C, B vira A e C vira B?

Resposta: O angulo procurado, no primeiro caso, é 120°,
conforme observado com o uso do material manipulavel.
Ja no segundo caso, o angulo de rotacao seria 240° ou,

ainda, duas rotacoes sucessivas de 120°.
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Figura 3.35: Posicionamento do tridangulo apds a primeira permutacao.

Figura 3.36: Posicionamento do triangulo apds a segunda permutacao.
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b) Qual angulo de rotagao no sentido anti-horédrio em torno do
centro desenvolveria uma rotacao idéntica a uma permutacao dos
vértices A, B, C e D do quadrado, em que o vértice A vira o B, o
B vira o C, o Cvirao D e o D vira o A? E o angulo da rotacao
idéntica a permutacao em que A vira C, B vira D, C vira A e D
vira B? Qual seria o angulo de rotagao que geraria uma rotagao
idéntica a permutacao em que A vira D, B vira A, C vira B e D

vira C?

Resposta: Note que na primeira permutacao o angulo
sera 90°, conforme observado com o uso do material ma-
nipulavel. No segundo caso, o angulo de rotacao seria
180° ou, entao, duas rotacgoes sucessivas de 90°. Ja no ter-
ceiro caso, a rotacao seria de 270° ou, entao, trés rotagoes

sucessivas de 90°.

Figura 3.37: Posicionamento do quadrado apds a primeira permutagao.
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Figura 3.38: Posicionamento do quadrado apds a segunda permutacao.

Figura 3.39: Posicionamento do quadrado apds a terceira permutacao.
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¢) No caso do pentdgono regular, qual angulo de rota¢ao geraria
uma rotacao correspondente a permutacao dos vértices A, B, C,
D e E fazendo A virar B, B virar C, C virar, D virar E e E
virar A7 Qual seria o angulo para a rotagao que corresponderia a
permutacao em que A vira C, B vira D, C vira E, D vira A e E
vira B? E o angulo para a rotacao corresponder a permutacao em
que A vira D, B vira E, C vira A, D vira B e E vira C? Determine
também o angulo em que a rotacao corresponde a permutacao em
que A vira E, B vira A, C vira B, D vira C e E vira D.

Resposta: Note que na primeira permutacao o angulo
sera 72°, conforme observado com o uso do material ma-
nipulavel. No segundo caso, o angulo de rotacao seria
144° ou, entao, duas rotacoes sucessivas de 72°. No ter-
ceiro caso, a rotacao seria de 216° ou, entao, trés rotacoes
sucessivas de 72°. JAa no quarto caso, o angulo seria de

288° ou, entao, quatro rotacoes sucessivas de 72°.

Figura 3.40: Posicionamento do pentagono apds a primeira permutacao.
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Figura 3.41: Posicionamento do pentagono apds a segunda permutacao.

Figura 3.42: Posicionamento do pentdgono apds a terceira permutacao.
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Figura 3.43: Posicionamento do pentagono apds a quarta permutacao.

d) O que ocorre com o posicionamento de cada um dos vértices
dos poligonos regulares apds uma rotacao cujo angulo é igual a

360° dividido pelo nimero de lados do poligono?

Resposta: Observando os padroes anteriores, pode-se con-
cluir que rotagoes sucessivas de 360°/n no sentido anti-
horario em torno do centro do poligono regular de n la-

dos, correspondem a algumas permutacoes dos vértices.

e) Considerando os itens anteriores verifique quais permutagoes
dos vértices correspodem as rotacoes de 60°, 120°, 180°, 240° e

300° no hexagono regular.
Resposta:

(i) A permutagao correspondente a rotagao de 60° é aquela
em que A vira B, B vira C, C vira D, D vira E, E vira F

e F vira A.

,

(i) A permutacgao correspondente a rotacao de 120° é
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aquela em que A vira C, B vira D, C vira E, D vira F, E

vira A e F vira B.

(iii) A permutacao correspondente a rotagao de 180° é
aquela em que A vira D, B vira E, C vira F, D vira A, E

vira B e F vira C.

(iv) A permutagao correspondente a rotagao de 240° é
aquela em que A vira E, B vira F, C vira A, D vira B, E

vira C e F vira D.

(v) A permutacao correspondente a rotacao de 240° é
aquela em que A vira F, B vira A, C vira B, D vira C, E

vira D e F vira E.

Figura 3.44: Posicao dos vértices apds a primeira rotacao
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Figura 3.45: Posicao dos vértices apds a segunda rotacao

Figura 3.46: Posigao dos vértices apds a terceira rotagao
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Figura 3.47: Posicao dos vértices apds a quarta rotacao

Figura 3.48: Posicao dos vértices apds a quinta rotacao

2 - Usando os materiais construidos na atividade inicial e apli-

cando os seus conhecimentos sobre rotacoes e reflexdes de poligonos
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regulares, faca o que for pedido em cada item a seguir.

a) No triangulo equildtero, indique o eixo de simetria em torno do
qual deve ser realizada uma reflexao para que a posicao final seja
equivalente a uma permutacao dos vértices em que A fica fixo, B
vira C e C vira B. Indique também a rotacao em que B fica fixo,

A vira C e C vira e a outra em que C fica fixo, A vira B e B vira

A.

Resposta: Note que a primeira permutacao de vértices é
equivalente a reflexao do tridngulo em torno do eixo AO
(sendo O o centro do tridngulo). Além disso, os eixos
BO e CO sao, respectivamente, os eixos de simetria das

reflexoes em que B fica fixo na que C fica fixo.

Figura 3.49: Posicionamento do tridngulo apds a primeira permutacao
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Figura 3.50: Posicionamento do tridngulo apés a segunda permutagao

Figura 3.51: Posicionamento do triangulo apds a terceira permutagao

b) Associe no quadrado as reflexées em torno dos eixos de simetria
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com as permutacoes dos vértices A, B, C e D. Realize cada reflexao

e observe como cada vértice muda de posicao.

Resposta: Sejam E o centro do quadrado, M o ponto
médio do lado AB e N o ponto médio do lado BC. Entao,

temos as seguintes associagoes:

(i) a reflexao em torno do eixo AE equivale a permutacgao

em que A e C ficam fixos, B vira D e D vira B;

(ii) a reflexao em torno do eixo BE equivale a permutagao

em que B e D ficam fixos, A vira C e C vira A;

(iii) a reflexao em torno do eixo de simetria ME equivale

a permutacao A vira B, B vira A, C vira D e D vira C;

(iv) a reflexao em torno do eixo de simetria NE equivale
a permutagao em que A vira D, B vira C, C vira B e D

vira A.

Figura 3.52: Posicionamento do quadrado apds a primeira permutagao
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Figura 3.53: Posicionamento do quadrado apds a segunda permutacao

Figura 3.54: Posicionamento do quadrado apds a terceira permutacao
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Figura 3.55: Posicionamento do quadrado apds a quarta permutagao

¢) Considerando um pentagono regular, associe cada reflexdo em

torno de um eixo de simetria com alguma permutacao dos vértices
A, B, C,DeE.

Resposta: Seja o ponto O o centro do pentagono. Temos
que:

(i) a reflexao em torno do eixo AO estd associada a per-

mutacao em que A fica fixo, B vira E, C vira D, D vira
C e E vira B;
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Figura 3.56: Posicionamento do pentagono apds a primeira permutagao

(ii) a reflexao em torno do eixo BO est4i associada a per-
mutacao em que B fica fixo, A vira C, C vira A, D vira
E e E vira D;

(iii) a reflexao em torno do eixo CO estd associada a
permutacao em que C fica fixo, A vira E, B vira D, D

vira B e E vira A;
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Figura 3.57: Posicionamento do pentdgono apds a segunda permutacgao

Figura 3.58: Posicionamento do pentigono apds a terceira permutagao
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(iv) a reflexao em torno do eixo DO estd associada a
permutacao em que D fica fixo, A vira B, B vira A, C
vira E e E vira C;

(v) a reflexao em torno do eixo EO esta associada com
a permutagao em que E fica fixo, A vira D, B vira C, C

vira B e D vira A.

Figura 3.59: Posicionamento do pentagono apds a quarta permutagao
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Figura 3.60: Posicionamento do pentagono apés a quinta permutagao

d) Considerando um hexdgono regular, associe cada reflexdo em
torno de um eixo de simetria com alguma permutacao dos vértices
A B, C, D, EeF.

Resposta: Sejam o ponto O o centro do hexagono, M o
ponto médio de AB, N o ponto médio de BC e P o ponto

médio de CD. Temos que:

(i) a reflexao em torno do eixo AO estd associada a per-
mutacao em que A e D ficam fixos, B vira F, C vira E, E

vira C e F vira B;

(ii) a reflexao em torno do eixo BO est4i associada a per-
mutacao em que B e E ficam fixos, A vira C, C vira A,
D vira F e F vira D;

(iii) a reflexao em torno do eixo CO estd associada a
permutacao em que C e F ficam fixos, A vira E, B vira
D, D vira B e E vira A;
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(iv) a reflexao em torno do eixo MO esta associada a
permutacao em que A vira B, B vira A, C vira F, D vira
E, E vira D e F vira C;

(v) a reflexao em torno do eixo NO esta associada com a
permutacao em que A vira D, B vira C, C vira B, D vira
A, E vira F e F vira E.

(vi) a reflexao em torno do eixo PO esta associada com a
permutacao em que A vira F, B vira E, C vira D, D vira
C, E vira B e F vira A.

Figura 3.61: Posicao dos vértices apés a primeira reflexao
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Figura 3.62: Posicao dos vértices apds a segunda reflexao

Figura 3.63: Posicao dos vértices apds a terceira reflexao
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Figura 3.64: Posicao dos vértices apds a quarta reflexao

Figura 3.65: Posicao dos vértices apds a quinta reflexdo
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Figura 3.66: Posigao dos vértices apés a sexta reflexao

e) Verifique que s@o necessdrias trés rotagoes de 120° para o triangulo
equilatero, quatro rotagoes de 90° para o quadrado e cinco de 72°

para o pentdgono retornarem para a posicao inicial.

Resposta: De fato, apos cada movimentacao descrita no
enunciado partido da posicao inicial, observa-se que os

poligonos retornam para a posigao inicial.

f) Quantas rotagoes de 60° do hexdgono regular seriam necessérias
para que ele partindo da posicao inicial na folha em branco retor-

nasse para ela?

Resposta: Observando os padroes do item anterior fica
facil estimar que sao necessarios n movimentos de rotacao
com um angulo de 360°/n para o poligono regular de n
lados retornar a posicao inicial. Particularmente, para
o hexagono regular seriam necessarias 6 rotagoes de 60°

para que ele retorne a posicao inicial.

g) Verifique que realizando duas reflexdes em torno de qualquer
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eixo de simetria dos poligonos regulares construidos o resultado ¢é

a posicao inicial do poligono na folha.

Resposta: De fato, apos realizar duas reflexoes consecu-
tivas em torno de qualquer eixo de simetria observa-se

que o poligono retorna para a posigao inicial.

3 - Considerando as composicoes entre as rotagoes em torno da
origem no sentido anti-horario e as reflexoes em torno de um eixo

de simetria de um poligono regular, responda cada item a seguir.

a) Indique as permutagoes dos vértices do triangulo equilatero
associadas as composicoes entre as rotacoes 120° e 240° e a reflexao

em torno do eixo AO (sendo O o centro).
Resposta: Temos as seguintes associacoes:

(i) a composicao entre a rotagao de 120° e a reflexao em

torno do eixo AO esta associada a permutacao em que B

fica fixo, A vira C e C vira A;

Figura 3.67: Triangulo apds a composicao da rotagdo com a reflexao
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(ii) a composig¢ao entre a rotagao de 240° e a reflexao em

torno do eixo AO esta associada a permutacao em que C
fica fixo, A vira B e B vira A.

Figura 3.68: Tridngulo apds a composigao da rotagdo com a reflexao

b) Faga uma associacao entre as permutagoes dos vértices e a
composicao de rotagoes de 90°, 180° e 270° com a reflexao em

torno do eixo AO (sendo O o centro).
Resposta: Temos as seguintes associagoes:

(i) a composicao entre a rotagao de 90° e a reflexao em
torno do eixo AO esta associada a permutacao em que A
vira D, B vira C, C vira B e D vira A;

(ii) a composig¢ao entre a rotagao de 180° e a reflexao em
torno do eixo AQO esta associada a permutacao em que B

e D ficam fixos, A vira C e C vira A;

(iii) a composigao entre a rotacao de 180° e a reflexao em

torno do eixo AO esta associada a permutacao em que A
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vira B, B vira A, C vira D e D vira C;

Figura 3.69: Posicionamento apds a primeira composi¢ao no quadrado

Figura 3.70: Posicionamento apés a segunda composi¢ao no quadrado
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Figura 3.71: Posicionamento apés a terceira composicao do quadrado

c) Para um pentdgono regular, determine as permutagoes dos
vértices que estao associadas a cada composicao de rotagao de

72°,144°, 216° e 288° com a reflexao em torno do eixo de simetria
AO (sendo O o centro).

Resposta: Temos as seguintes associacoes:

(i) a composicao entre a rotagao de 72° e a reflexao em
torno do eixo AQO esta associada a permutagao em que C
fica fixo, A vira E, B vira D, D vira B e E vira A;

(ii) a composigao entre a rotagao de 144° e a reflexao em
torno do eixo AO esta associada a permutacao em que E
fica fixo, A vira D, B vira C, C vira B, D vira A;

(iii) a composicao entre a rotagao de 216° e a reflexao em
torno do eixo AO esta associada a permutacao em que B
fica fixo, A vira C, C vira A, D vira E e E vira D;

(iv) a composicao entre a rotacao de 288° e a reflexao em
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torno do eixo AO esta associada a permutacao em que D
fica fixo, A vira B, B vira A, C vira E e E vira C;

Figura 3.72: Posicao dos vértices apds a primeira composicao

Figura 3.73: Posicao dos vértices apds a segunda composi¢cao
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Figura 3.74: Posicao dos vértices apds a terceira composicao

Figura 3.75: Posicao dos vértices apds a quarta composigao
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d) Para um hexdgono regular, determine as permutagoes dos vértices
que estao associadas a cada composicao de rotacao de 60°, 120°,
180°, 240° 300° com a reflexao em torno do eixo de simetria AO

(sendo O o centro).
Resposta: Temos as seguintes associacoes:

(i) a composicao entre a rotagao de 60° e a reflexao em
torno do eixo AO esta associada a permutacao em que A
vira F, B vira E, C vira D, D vira C e E vira B e F vira
Aj

(ii) a composig¢ao entre a rotagao de 120° e a reflexao em

torno do eixo AO esta associada a permutacao em que C
e F ficam fixos, A vira E, B vira D, D vira B e E vira A;

(iii) a composicao entre a rotagao de 180° e a reflexao em
torno do eixo AO esta associada a permutacao em que A
vira D, B vira C, C vira B, D vira A, E vira F e F vira
E;

(iv) a composicao entre a rotagao de 240° e a reflexao em

torno do eixo AO esta associada a permutacao em que B

e E ficam fixos, A vira C, C vira A, D vira F e F vira D;

(v) a composigao entre a rotagao de 300° e a reflexao em
torno do eixo AO esta associada a permutacao em que A
vira B, B vira A, C vira F, D vira E, E vira D e F vira

OF
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Figura 3.76: Posicao dos vértices apds a primeira composicao

Figura 3.77: Posicao dos vértices apds a segunda composicao
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Figura 3.78: Posicao dos vértices apds a terceira composicao

Figura 3.79: Posicao dos vértices apds a quarta composigao
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Figura 3.80: Posicao dos vértices apds a quinta composigao

e) Considerando um triangulo equilatero, quantas permutacoes
dos vértices sao possiveis? E sempre possivel associar uma per-
mutacao nesse caso com uma rotacao, reflexao ou composicao

destas? Verifique.

Resposta: Como ha trés vértices (A, B e C), pode-se pen-
sar em seis permutacgoes de vértices possiveis. Nesse caso,
todas as permutacoes estao associadas a alguma rotacao,
reflexao ou composicao destas, conforme foi mostrado nas

questoes anteriores.

f) Quantas permutacoes ha dos vértices de um quadrado? To-
das elas podem ser identificadas com alguma rotacao, reflexao ou
composicao destas? Verifique se a permutacao em que C e D fi-
cam fixos, A vira B e B vira A corresponde a alguma rotacao,

reflexao ou composicao.

Resposta: Sabendo ha quatro vértices (A, B, C e D), te-

remos 24 permutagoes possiveis. Usando o material ma-
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nipulavel é possivel verificar que nenhuma isometria cor-
responde a essa permutacao e isso mostra que nem toda
permutacao pode ser identificada com alguma rotacao,

reflexao ou composicao.

g) Considerando agora um pentagono regular, determine o niimero
de permutacoes dos vértices e verifique se a permutacao em que
B, D e E ficam fixos, A vira C e C vira A pode ser associada a
alguma rotacao, reflexao ou composicao destas. Depois responda

se é sempre possivel associar uma permutacao a alguma isometria.

Resposta: Como sao cinco vértices (A, B, C, D e E),
temos que ha 120 permutacoes possiveis. Com o apoio
do material manipulavel é possivel verificar que a per-
mutacao indicada no enunciado nao corresponde a ne-
nhuma isometria, logo nem toda permutacao podera ser

identificada com uma rotacao, reflexao ou composicao.

4 - Julgue as afirmacoes a seguir como verdadeira ou falsa, con-
siderando os seus conhecimentos sobre rotagdes (em relacao ao
centro no sentido anti-horario) e reflexdes (em torno de um eixo
de simetria) de poligonos regulares. Caso a afirmativa seja falsa,

escreva o enunciado correspondente que esta correto.

a) Se forem realizadas duas rotagoes de 120° em um triangulo
equilatero e depois for realizada uma reflexao em torno do eixo
de simetria AQO, a posicao do triangulo serd idéntica caso a ordem
seja invertida, ou seja, reflexdo (mesmo eixo) seguida de duas

rotacoes de 120°.
() Verdadeiro () Falso
Resposta: () Verdadeiro ( x ) Falso

Comparando a posicao final das duas composicoes, observa-

se que a afirmacao é falsa.
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Figura 3.81: Posicao do triangulo apos reflexao seguida de dupla rotacao

b) Para um quadrado, vale que duas rotagoes de 90° seguido de
uma reflexdo (em torno de AQO) resulta na mesma posicao que

uma reflexdo (mesmo eixo) seguida de duas rotagoes de 90°.
() Verdadeiro ( ) Falso
Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

Comparando a posicgao final das duas composic¢oes, observa-

se que a afirmacao é verdadeira.
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Figura 3.82: Posicao do quadrado apds qualquer das duas composigoes citadas

c¢) Fazendo duas rotagoes de 72° e depois uma reflexao (em torno
de AO) em um pentigono regular, obtém-se a mesma posigao de
uma reflexao seguida de duas rotacoes de 72°.

() Verdadeiro () Falso
Resposta: () Verdadeiro ( x ) Falso

Comparando a posicgao final das duas composicoes, observa-

se que a afirmacao é falsa.
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Figura 3.83: Posicao do pentdgono apos reflexao seguida de dupla rotacao

d) Fazendo duas rotagdes de 120° e depois uma reflexao em torno
do eixo de simetria AO de um triangulo equildtero, a posicao final
serd a mesma caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo

eixo) seguida de apenas uma rotacao de 120°.
() Verdadeiro () Falso
Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

Comparando a posicao final das duas composicoes, observa-

se que a afirmacao é verdadeira.
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Figura 3.84: Posicao do triangulo apds qualquer das duas composigoes

e¢) Fazendo trés rotagoes de 90° e depois um reflexdo em torno do
eixo de simetria AO de um triangulo quadrado, a posicao final
serd a mesma caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo

eixo) seguida de apenas uma rotacao de 90°.
() Verdadeiro ( ) Falso
Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

Comparando a posicao final das duas composicoes, observa-

se que a afirmacao é verdadeira.



CAPITULO 3. SEQUENCIA DIDATICA 134

Figura 3.85: Posicao do quadrado apés qualquer das duas composigoes

f) Fazendo quatro rotagoes de 72° e depois um reflexdo em torno
do eixo de simetria AO de um pentdgono regular, a posicao final
serd a mesma caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo

eixo) seguida de apenas uma rotacao de 72°.
() Verdadeiro () Falso
Resposta: ( x ) Verdadeiro ( ) Falso

Comparando a posicao final das duas composicoes, observa-

se que a afirmacao é verdadeira.
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Figura 3.86: Posicao do pentagono apds qualquer das duas composicoes

g) Fazendo cinco rotagoes de 60° e depois um reflexao em torno do
eixo de simetria AO de um hexdgono regular, a posigao final seréd
diferente caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo eixo)

seguida de apenas uma rotagao de 120°.
() Verdadeiro ( ) Falso
Resposta: () Verdadeiro ( x ) Falso

Comparando a posicao final das duas composicoes, observa-

se que a afirmacao é verdadeira.
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Figura 3.87: Posicao do hexdgono apds qualquer das duas composicoes

5 - Considerando as rotacoes dos poligonos regulares em torno do
centro no sentido anti-horario e a reflexao em torno dos eixos de

simetria, responda os itens a seguir.

a) Fixando um eixo de reflexdo e realizando rotagoes de 120°
no triangulo equilatero, indique quantas configuracoes posicionais
distintas existem apods a aplicacao de rotagoes, reflexdes e com-
posicoes destas. Esboce as configuragoes distintas representando

as variagoes de posicao dos vértices nos desenhos.

Resposta: Usando os poligonos construidos (material ma-
nipuldvel), pode-se verificar que ha trés rotagoes (0°, 120°
e 240°), uma reflexao (em torno de AD) e duas com-
posicoes (rotagoes de 120° e 240° com a reflexao), ge-
rando no total seis configuracoes distintas. Qualquer ou-
tra reflexao ou composicao invertendo a ordem gera uma

configuracao igual a alguma delas.
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b) Esboce todas as configuragoes posicionais distintas e indique
quantas existem apds a aplicacao de rotagoes, reflexdes e com-
posicoes destas em quadrados, sendo as rotacoes de 90° e o eixo

de reflexao fixo.

Resposta: Com o uso do material manipulavel, pode-se
verificar que ha quatro rotagoes (0°, 90°, 180° e 270°),
uma reflexao (em torno do eixo AE) e trés composigoes
(rotagoes de 90°, 180° e 270° com a reflexao), totalizando
oito configuracoes possiveis. E verificavel, ainda, que
qualquer outra reflexao ou composicao com ordem in-

vertida gera uma das oito configuracoes ja listadas.

¢) Aplicando rotagoes de 72° e mantendo um eixo de reflexao
fixo em um pentagono regular, represente por meio de desenhos
todas as configuracoes de rotacoes, reflexoes e composicao destas

e indique quantas representacoes distintas existem.

Resposta: Por meio do material manipulavel, pode-se ve-
rificar que ha cinco rotagoes (0°, 72°, 144°, 216° e 288°),
uma reflexao (em torno do eixo AF) e quatro composigoes
(rotagoes de 72°, 144°, 216° e 288° com a reflexao), ge-
rando m, total de dez configuracoes. Além disso, é facil
verificar que qualquer outra reflexao ou composicao com
ordem invertida gera uma das oito configuracoes ja lista-

das.

d) Observe o total de configuragoes distintas que existem ao reali-
zarmos rotagoes de 60°, reflexdes (eixo fixo) e composicoes destas
em um hexagono regular. Represente por meio de desenhos e

indique quantas configuracoes distintas existem neste caso.
Resposta: Novamente com o uso do material manipulavel,
é possivel verificar que ha seis rotagoes (0°, 60°, 120°, 180°,

240° e 300°), uma reflexao (em torno de AH, sendo H o
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centro) e cinco composigoes (rotagoes de 60°, 120°, 180°,
240° e 300° com a reflexao), gerando um total de doze
configuracoes. Aplicando-se outras reflexoes e alterando
a ordem das composicoes os resultados obtidos sao iguais

aos ja listados

e) Quantas configuragoes distintas vocé acredita que existem apds
a aplicagao de rotagoes de (360°/n), reflexdes (eixo fixo) e com-

posicoes destas para um poligono regular de n lados?

Resposta: Observando os padroes nos itens anteriores, é
possivel estimar que havera n rotagoes ((360°/n)i, para
todoi =0, 1, ..., n - 1 ), uma reflexdao em torno de
um eixo de simetria e n - 1 composigoes (as rotagoes
(360°/n)i, para todoi = 1, 2, ..., n - 1 com a reflexao),

totalizando 2n configuracoes possiveis.



Consideracoes finais

O objetivo principal do trabalho desenvolvido é permitir que alunos do ensino médio
tenham a oportunidade de conhecer um objeto muito importante dentro da teoria de
grupos sem que haja a necessidade do uso da linguagem formal e abstrata da &dlgebra.
Além disso, percebeu-se a oportunidade de explorar objetos do conhecimento que fazem
parte do curriculo previsto para o ensino médio e que sao pouco explorados na pratica de
sala de aula. Diante desse cenario, foi construida uma sequéncia didatica que envolveu
conhecimentos a respeito de poligonos regulares, isometrias (principalmente rotacoes e
reflexdes) e um pouco de andlise combinatéria (permutacao). O conjunto de atividades
permitiu que os alunos participantes conhecessem os grupos de isometrias de um poligono
regular (ou grupos diedrais) de forma subjacente e sé discutindo sobre objetos previstos
no seu curriculo escolar. A sequéncia diddtica mostrou-se também uma oportunidade para
diversificar as ferramentas de ensino, pois foram muito tteis e pertinentes a tecnologia com
a utilizacao de softwares matematicos e a ludicidade com o uso dos materiais manipulaveis,
possibilitando que os alunos aprendam de forma variada, considerando a estrutura de aula

costumeiramente realizada em sala com mera exposi¢ao de contetudos.
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APENDICE A

Questionario da atividade 5 da sequéncia didatica

1 - Considere os seus conhecimentos a respeito de rotacoes de um

poligono regular e responda as perguntas a seguir.

a) Realizando trés rotacoes de 120° no sentido anti-horério de triangulo
equilatero em torno de seu centro obtém-se uma posicao diferente da

inicial? Explique.

b) Apés a aplicagao de quatro rotagoes de 90° no sentido anti-horario
de um quadrado em torno de seu centro obtém-se uma posicao dife-

rente da inicial? Explique.

¢) Com qual angulo, com cinco rotagbes em torno de seu centro, um

pentagono regular retornaria para a posicao inicial?

d) A partir dos casos anteriores, como vocé faria para encontrar o
angulo de rotagao e o niimero minimo de rotagoes para um poligono

regular de n lados?

2 - A respeito das reflexoes e dos eixos de simetria de um poligono

regular, responda os itens a seguir.

a) Determine todos os eixos de simetria de um triangulo equildtero e
depois indique o niimero minimo de reflexoes em torno de cada um

deles para o triangulo retornar para a posicao inicial.

b) Quantos eixos de simetria um quadrado possui? Quantas reflexoes
em torno de cada um deles sao necessarias para que ele retorne para

a posicao inicial?

c) O que vocé pensa a respeito do numero de eixos de simetria de um
pentagono? E sobre as reflexdes em torno de cada um deles? (Dica:

considere o nimero de lados do poligono regular e os casos anteriores)

3 - Julgue as afirmativas a seguir como verdadeiras ou falsas.



CAPITULO 4. APENDICES 143

a) Em um triangulo equildtero é possivel, com apenas uma reflexao
em torno do eixo de simetria g: BD, posicionar o triangulo de maneira
idéntica a posicao que teria apds uma rotagao de 120° no sentido anti-
horario em torno do centro D, seguida de uma reflexao em torno do
eixo f: AD.

() Verdadeiro () Falso

b) Fazendo duas rotagoes sucessivas de 120° no sentido anti-horario
em torno do centro, seguido de uma reflexao de em torno do eixo f:
AD, nao seria possivel com apenas uma reflexao em torno do eixo h:

CD, posicionar o triangulo equilatero ABC de formas idénticas.
() Verdadeiro () Falso

¢) Para um triangulo equilatero, uma rotagao de 120° no sentido anti-
horario em torno da origem equivale a alguma reflexao em torno de um
eixo de simetria e duas rotagoes sucessivas (nas mesmas condigdes da
anterior) resulta no mesmo posicionamento gerado por outra reflexao

feita em torno de outro eixo.

() Verdadeiro () Falso

d) Para um quadrado apés realizar uma rotagdo de 90° no sentido
anti-horario em torno do centro, seguida de uma reflexao em torno do
eixo de simetria f: AE, é possivel determinar um outro eixo de simetria

que resulta na mesma posicao apds uma unica reflexao em torno dele.

() Verdadeiro () Falso

e) Duas rotagoes sucessivas de 90° no sentido anti-horario em torno do
centro, seguido de uma reflexao em torno do eixo f: AE gera a mesma

posicao do quadrado obtido de uma reflexao em torno do eixo i: BD.
() Verdadeiro () Falso

f) Trés rotagoes sucessivas de 90° no sentido anti-horario em torno do
centro, seguido de uma reflexao em torno do eixo f: AE gera a mesma

posicao do quadrado obtido de uma reflexao em torno do eixo h: ME.
() Verdadeiro () Falso
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APENDICE B

Questionario da atividade 6 da sequéncia didatica

1 - Considerando as rotagoes no sentido anti-horario em torno do cen-
tro do poligono, as reflexoes em torno dos eixos de simetria e usando

os poligonos construidos na aula anterior, responda os itens a seguir.

a) Qual angulo de rotagao no sentido anti-horario em torno do centro
determinaria uma rotacao equivalente a uma permutacao dos vértices
A, B e C do triangulo equildtero, fazendo com que o vértice A vire
o B, 0B vireo CeoCvire o A7 E qual seria o angulo que geraria
uma rotacao equivalente a permutacao dos vértices em que A vira C,
B vira A e C vira B?

b) Qual angulo de rotagao no sentido anti-horario em torno do centro
desenvolveria uma rotacao idéntica a uma permutacao dos vértices A,
B, C e D do quadrado, em que o vértice A virao B, o B virao C, 0 C
vira o D e 0o D vira o0 A? E o angulo da rotagao identica a permutacao
em que A vira C, B vira D, C vira A e D vira B? Qual seria o angulo

de rotacao que geraria uma rotacao idéntica a permutacao em que A
vira D, B vira A, C vira B e D vira C?

¢) No caso do pentagono regular, qual angulo de rotacao geraria uma
rotacao correspondente a permutacao dos vértices A, B, C, D e E
fazendo A virar B, B virar C, C virar, D virar E e E virar A? Qual
seria o angulo para a rotacao que corresponderia a permutagao em que
A vira C, B vira D, C vira E, D vira A e E vira B? E o angulo para
a rotagao corresponder a permutacao em que A vira D, B vira E, C
vira A, D vira B e E vira C? Determine também o angulo em que a
rotacao corresponde a permutacao em que A vira E, B vira A, C vira
B, D vira C e E vira D.

d) O que ocorre com o posicionamento de cada um dos vértices dos
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poligonos regulares apés uma rotacao cujo angulo ¢ igual a 360° divi-

dido pelo nimero de lados do poligono?

e) Considerando os itens anteriores verifique quais permutagdes dos
vértices correspodem as rotacoes de 60°, 120°, 180°, 240° e 300° no

hexagono regular.

2 - Usando os materiais construidos na atividade inicial e aplicando os
seus conhecimentos sobre rotagoes e reflexdes de poligonos regulares,

faca o que for pedido em cada item a seguir.

a) No triangulo equildtero, indique o eixo de simetria em torno do
qual deve ser realizada uma reflexao para que a posicao final seja
equivalente a uma permutacao dos vértices em que A fica fixo, B vira
C e C vira B. Indique também a rotacao em que B fica fixo, A vira C

e C vira e a outra em que C fica fixo, A vira B e B vira A.

b) Associe no quadrado as reflexdes em torno dos eixos de simetria
com as permutacoes dos vértices A, B, C e D. Realize cada reflexao e

observe como cada vértice muda de posicao.

c¢) Considerando um pentdgono regular, associe cada reflexdo em torno

de um eixo de simetria com alguma permutacao dos vértices A, B, C,
D e E.

d) Considerando um hexédgono regular, associe cada reflexdo em torno

de um eixo de simetria com alguma permutacao dos vértices A, B, C,
D, EelF.

e) Verifique que sao necessdrias trés rotagoes de 120° para o triangulo
equilatero, quatro rotacoes de 90° para o quadrado e cinco de 72° para

o pentagono retornarem para a posicao inicial.

f) Quantas rotacoes de 60° do hexagono regular seriam necessarias
para que ele partindo da posicao inicial na folha em branco retornasse

para ela?

g) Verifique que realizando duas reflexdes em torno de qualquer eixo
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de simetria dos poligonos regulares construidos o resultado ¢ a posigao

inicial do poligono na folha.

3 - Considerando as composicoes entre as rotacoes em torno da origem
no sentido anti-horario e as reflexdes em torno de um eixo de simetria

de um poligono regular, responda cada item a seguir.

a) Indique as permutagoes dos vértices do triangulo equilatero asso-
ciadas as composicoes entre as rotacoes 120° e 240° e a reflexdao em

torno do eixo AO (sendo O o centro).

b) Faca uma associagao entre as permutagdes dos vértices e a com-
posicao de rotacoes de 90°, 180° e 270° com a reflexao em torno do

eixo AO (sendo O o centro).

c¢) Para um pentdgono regular, determine as permutagoes dos vértices
que estao associadas a cada composicao de rotacao de 72°, 144°, 216°
e 288° com a reflexo em torno do eixo de simetria AO (sendo O o

centro).

d) Para um hexdgono regular, determine as permutagoes dos vértices
que estao associadas a cada composicao de rotacao de 60°, 120°, 180°,
240° 300° com a reflexdo em torno do eixo de simetria AO (sendo O o

centro).

e) Considerando um triangulo equildtero, quantas permutagoes dos
vértices sao possiveis? E sempre possivel associar uma permutacao

nesse caso com uma rotacao, reflexao ou composicao destas? Verifique.

f) Quantas permutagoes ha dos vértices de um quadrado? Todas elas
podem ser identificadas com alguma rotagao, reflexao ou composicao
destas? Verifique se a permutacao em que C e D ficam fixos, A vira

B e B vira A corresponde a alguma rotacao, reflexao ou composicao.

g) Considerando agora um pentdgono regular, determine o ntimero de
permutacoes dos vértices e verifique se a permutagao em que B, D e E

ficam fixos, A vira C e C vira A pode ser associada a alguma rotacao,
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reflexao ou composicao destas. Depois responda se é sempre possivel

associar uma permutacao a alguma isometria.

4 - Julgue as afirmacoes a seguir como verdadeira ou falsa, conside-
rando os seus conhecimentos sobre rotagoes (em relacao ao centro no
sentido anti-horario) e reflexdes (em torno de um eixo de simetria) de
poligonos regulares. Caso a afirmativa seja falsa, escreva o enunciado

correspondente que esta correto.

a) Se forem realizadas duas rotagoes de 120° em um triangulo equilatero
e depois for realizada uma reflexao em torno do eixo de simetria AO,
a posicao do triangulo serad identica caso a ordem seja invertida, ou

seja, reflexdo (mesmo eixo) seguida de duas rotagoes de 120°.
() Verdadeiro () Falso

b) Para um quadrado, vale que duas rotacgoes de 90° seguido de uma
reflexao (em torno de AO) resulta na mesma posicao que uma reflexao

(mesmo eixo) seguida de duas rotagoes de 90°.
() Verdadeiro () Falso

c¢) Fazendo duas rotagdes de 72° e depois uma reflexdo (em torno de
AQO) em um pentagono regular, obtém-se a mesma posi¢ao de uma

reflexao seguida de duas rotagoes de 72°.
() Verdadeiro () Falso

d) Fazendo duas rotagoes de 120° e depois uma reflexdo em torno do
eixo de simetria AO de um triangulo equildtero, a posicao final sera a
mesma caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo eixo) seguida

de apenas uma rotagao de 120°.
() Verdadeiro () Falso

e) Fazendo trés rotagbes de 90° e depois um reflexdo em torno do
eixo de simetria AO de um triangulo quadrado, a posicao final serd a
mesma caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo eixo) seguida

de apenas uma rotacao de 90°.
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() Verdadeiro () Falso

f) Fazendo quatro rotagoes de 72° e depois um reflexao em torno do
eixo de simetria AO de um pentdgono regular, a posi¢ao final serd a
mesma caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo eixo) seguida
de apenas uma rotacao de 72°.

() Verdadeiro () Falso

g) Fazendo cinco rotagoes de 60° e depois um reflexdo em torno do
eixo de simetria AO de um hexdgono regular, a posicao final sera
diferente caso seja a aplicada primeiro a reflexdo (mesmo eixo) seguida

de apenas uma rotacao de 120°.
() Verdadeiro () Falso

5 - Considerando as rotagoes dos poligonos regulares em torno do cen-
tro no sentido anti-horario e a reflexao em torno dos eixos de simetria,

responda os itens a seguir.

a) Fixando um eixo de reflexao e realizando rotagoes de 120° no triangulo
equilatero, indique quantas configuragoes posicionais distintas existem
apos a aplicacao de rotacoes, reflexoes e composicoes destas. Esboce
as configuracoes distintas representando as variacoes de posicao dos

vértices nos desenhos.

b) Esboce todas as configuragoes posicionais distintas e indique quan-
tas existem apos a aplicagao de rotagoes, reflexdes e composicoes destas

em quadrados, sendo as rotagoes de 90° e o eixo de reflexao fixo.

c¢) Aplicando rotagdes de 72° e mantendo um eixo de reflexao fixo em
um pentagono regular, represente por meio de desenhos todas as confi-
guracoes de rotacoes, reflexdes e composicao destas e indique quantas

representacoes distintas existem.

d) Observe o total de configuracoes distintas que existem ao realizar-
mos rotagoes de 60°, reflexdes (eixo fixo) e composicoes destas em um

hexégono regular. Represente por meio de desenhos e indique quantas
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configuracoes distintas existem neste caso.
e) Quantas configuracoes distintas vocé acredita que existem apos a
aplicagao de rotagoes de (360°/n), reflexdes (eixo fixo) e composicoes

destas para um poligono regular de n lados?



