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"0 que sabemos € uma gota;
0 que ignoramos € um oceano.”
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Resumo

Esta dissertacao investiga os niimeros de Narayana definidos a partir dos niimeros triangu-
lares. O trabalho explora as propriedades algébricas e combinatorias desses niimeros, des-
tacando sua expressao por meio dos coeficientes binomiais e sua conexao com 0s nMeros
de Catalan e os numeros triangulares, revelando relagoes profundas na combinatoéria enu-
merativa e na teoria dos nimeros. Além disso, o estudo discute a importancia desses con-
ceitos na formacao do pensamento combinatorio, evidenciando sua relevancia pedagogica
no contexto da Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018), que enfatiza a re-
solucao de problemas. Ao integrar teoria, historico e potencial didatico, esta pesquisa
contribui para uma compreensao aprofundada dos nimeros de Narayana e dos nimeros
triangulares, propondo novas perspectivas para o ensino e a aplicacao desses conceitos em
diversas areas da matematica.

Palavras-chave: Numeros de Narayana; Numeros Triangulares; Numeros de Catalan.



Abstract

This master thesis investigates the Narayana numbers defined in terms of triangular num-
bers. The research explores the algebraic and combinatorial properties of these numbers,
emphasizing their expression through binomial coefficients and their connection with Ca-
talan numbers and triangular numbers, thereby revealing profound links in enumerative
combinatorics and number theory. In addition, the study discusses the importance of
these concepts in developing combinatorial thinking, highlighting their pedagogical re-
levance within the context of the National Common Curricular Base (BRASIL, 2018),
which emphasizes problem-solving. By integrating theory, history, and pedagogical po-
tential, this research contributes to a deeper understanding of the Narayana numbers and
triangular numbers, offering new perspectives for the teaching and application of these
concepts in various areas of mathematics.

Keywords: Narayana Numbers; Triangular Numbers; Catalan Numbers.
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1 INTRODUCAO

A presente dissertacao tem como objetivo explorar os nimeros de Narayana a partir
de sua relagao intrinseca com os numeros triangulares. De acordo com (BREMMER)
2018), inicialmente, os nimeros de Narayana foram introduzidos e estudados pelo ma-
temético britanico Percy Alexander MacMahon (1854-1929) para, posteriormente, serem
redescobertos pelo matematico e estatistico Indo-Canadense Tadepalli Venkata Narayana
(1930-1987).

A relevancia dos nimeros de Narayana transcende o ambito puramente tedrico, pois
eles apresentam estreita conexao com os coeficientes binomiais, aparecendo naturalmente
como multiplicadores na expansao (a 4+ b)", onde a e b sdo nimeros reais e n é um
numero natural (DMITRY; VLADIMIR; YURIY| [2022); (CALLAN| [2017); (SIVARA-
MAN| 2020a). Essa relagao revela, por um lado, a riqueza das identidades algébricas
que podem ser demonstradas tanto combinatoriamente quanto por métodos puramente
algébricos, e, por outro, a profunda ligacao entre as estruturas de contagem e as repre-
sentagoes geométricas dos nuimeros figurados.

Além disso, a dissertacao se propoe a discutir a conexao entre os niimeros de Narayana
e os numeros de Catalan — estes ultimos descobertos, entre outros, por Leonhard Euler
(1707-1783) e posteriormente estudados pelo matematico belga Eugene Charles Catalan
(1814-1894) — evidenciando que tais sequéncias numéricas compartilham propriedades
combinatdérias similares.

Os numeros de Catalan possuem aplicagoes em diversas areas da matematica, entre
essas estao a Geometria, a Algebra, a Andlise e, principalmente, a Combinatéria, fonte
de estudo da maioria dos trabalhos envolvendo tais nimeros. Uma dessas aplicagoes
estabelece uma relacao entre o niimero central de Narayana e os niimeros de Catalan.

Outro conceito fundamental para o estudo dos niimeros de Narayana é o de niimeros
triangulares, uma vez que esses nimeros sao utilizados para definir os nimeros de Na-
rayana e varias propriedades sao demonstradas a partir dessa definicao.

Este trabalho se propoe a apresentar os ntimeros de Narayana a partir dos niimeros
triangulares e apresentar algumas identidades para os numeros de Narayana similares a
identidades que envolvem o conceito de niimero binomial, assim como conexoes com 0s
nimeros de Catalan.

De forma complementar, este estudo também reflete sobre a importancia dos conceitos
combinatoérios na educacao, conforme preconizado na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC). Nesse sentido, enfatiza-se que a incorporagao de temas como nimeros binomiais
e triangulares no ensino nao apenas fortalece o pensamento matematico dos estudantes,
mas também os prepara para enfrentar desafios complexos de forma criativa e légica,
integrando teoria e préatica em contextos reais.

Em suma, ao integrar elementos histéricos, tedricos e pedagdgicos, o trabalho busca
contribuir para uma compreensao mais abrangente dos nimeros de Narayana, elucidando
suas propriedades e potencialidades, e propondo novas perspectivas para o ensino e a
aplicagao desses conceitos em diversas areas da matematica.
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2 0S NUMEROS BINOMIAIS

Os numeros binomiais, representados pela notacao (2), desempenham um papel fun-
damental na matematica, especialmente em areas como combinatoria, algebra, probabi-
lidade e teoria dos ntmeros. Na andlise combinatoéria, eles sao usados para calcular o
nimero de maneiras de escolher k£ elementos de um conjunto com n elementos sem con-
siderar a ordem, o que é essencial para resolver problemas de contagem. Ademais, os
numeros binomiais aparecem no desenvolvimento do Teorema Binomial, cujo resultado
descreve uma identidade que expande expressoes algébricas da forma (a+b)". Tais resul-
tados também possuem aplicagoes praticas em campos como a estatistica, a computagao
e a criptografia, onde o entendimento de combinagoes e probabilidades é crucial. Por meio
dessas aplicagoes, os nimeros binomiais fornecem uma ferramenta poderosa para analisar
e resolver problemas complexos em diferentes contextos.

Neste capitulo serao vistos conceitos e propriedades importantes dos niimeros bino-
miais que tém relagao ou que serao aplicadas no estudo dos nimeros de Narayana.

2.1 Os numeros binomiais: definicao e propriedades

De acordo com (BARROS, 2021)), os nimeros binomiais ou coeficientes binomiais
representam a quantidade de escolhas de k elementos entre n elementos distintos. A
leitura desta notacao é: combinacao de n termos tomados k a k, onde n representa a
ordem e k a classe do nuimero binomial, com n > k e n,k € N. Desse modo, temos a
seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1 Sejam n,k € Z comn > k > 0, entao

. No caso de ser k > n, define-se (Z) =0.

N
> 3

Segue da definicao acima que

Dentre os principais resultados que envolvem numeros binomiais esta a relagao de
Stifel, obtida pela matemético alemao Michael Stifel (1487 - 1567) (CRUZ, 2022). Tal
relacao pode ser entendida como uma féormula recursiva para a obtencao dos nimeros que
formam o triangulo de Pascal, tépico que sera abardado mais adiante. No teorema abaixo
é apresentada essa famosa relacao.
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Teorema 2.2 Sejam n,k > 0 inteiros com n > k, vale que
n\ (n—1 n n—1
k) k kE—1
Demonstragao: Aplicando a Definigao 2.1} temos

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)! (n—k)(n—1)!'+k(n—1)!
( ’ >+<k:—1> T —1=R)  G=Dln=k) kE=D!(n—k)n k=1

_onn-1) n! _(n
S E(n—k) Kl(n—k)! <k>

A relagao de Stifel, juntamente com o Principio da Inducao Finita (LIMA] 2004)), séo

utilizados para demonstrar que os numeros (Z) sao sempre inteiros, sendo n, k inteiros
") = 0. Observe o teorema abaixo.

positivos e n > k. Caso seja n < k, ja foi visto que (k

Teorema 2.3 Sejam n,k > 0 inteiros com n > k, entdao (Z) € um numero inteiro.

Demonstracao: Vamos utilizar o Segundo Principio da Induc¢ao Finita para mostrar que
(Z) € Z. Para k = 0, temos que (Z) = (8) = 1 é um ndmero inteiro.

Suponha que (Z) = t;, ¢ um numero inteiro para todo k natural com 0 < k£ < n, isto

6, o3 mimeros (Z) (711) @ . (k . 1>’ (Z)

sao todos inteiros. Queremos provar que (”Zl) é inteiro. Segue do Teorema que

(-0 ()

Como (Z) e (,;_‘1) sao inteiros por hipétese de inducao, segue que (”Zl) € 7.

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, os ntimeros (Z), com 0 < k < n, sao
inteiros.

Também é possivel observar uma relacao de simetria entre os niimeros binomiais. A
relacao, do ponto de vista combinatério, estabelece que o niimero de maneiras de escolher
k objetos de um total de n objetos ¢ igual ao nimero de maneiras de escolher n—k objetos
dentre os mesmos n objetos. O Teorema [2.4] garante a existéncia dessa simetria.

Teorema 2.4 Para todo n,k > 0 inteiros com n > k, temos que

(1) =(.")

Demonstragao: De fato, segue da Definicao que

(Z) - k!(nni K (n —n/!f)!k! T (n— k)!@ni (n—k) (n . k)

O préximo resultado estabelece uma relagao direta entre os niimeros binomiais (Z) e

(Zj), podendo um ser escrito em funcao do outro.
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Teorema 2.5 Para todo n,k > 0 inteiros com n > k, temos que
n\ n(n-—1
k)  k\k—1)

Demonstragao: De fato,

nin—1\ n (n—1)! B n(n —1)!
%(k— 1> T kk—=D((n—=1)— (k=1 k(k—1)(n—k)!

()

Outra interessante identidade envolvendo niimeros binomiais é o chamado teorema da
estrela de David que foi descoberta por Hillman e Hoggatt e publicada em (HILLMAN;
HOGGATT) 1973). A identidade recebeu esse nome devido a uma caracteristica interes-
sante destes niimeros que se dispoem graficamente numa estrela de seis pontas ao redor do
binomial (Z), dentro do triangulo de Pascal. Abaixo ¢é feita a demonstragao do teorema.
Para mais detalhes sobre essa propriedade, veja (MOCATO, 2021)).

Teorema 2.6 Para todo n,k > 0 inteiros, n > k € vdlido que

GGG = ()G ()

Demonstragao: Temos que,
n\/n+1\/n+2
k)\k—1)\k+1

B n! (n+1)! (n+2)!
Eln—k)!'(k—D!n—k+2)! (k+1)!(n—k+1)!
n! (n+1)! (n+2)!

(k—D!n—k+ 1D (k+Dl(n—-Kk)Ekl(n—Fk+2)!
B n n+1\/n+2
S \k—1)\k+1 ko)
A fim de introduzir resultados de aritmética ao estudo dos nimeros binomiais, o

préximo teorema estabelece uma relacao de divisibilidade entre n e (Z), com a condicao
de que o maximo divisor comum entre n e k seja 1.

Teorema 2.7 Sejam n, k inteiros com n > k. Se mde(n, k) =1, entao n | (Z)

Demonstragao: Segue de (2.5) que

(0)=3(20)
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Donde
n—1\  [(n I
k-1)" " \k)"

Logo, n | (}) - k, e como mde(n, k) = 1, segue que n | (}}).

O seguinte resultado introduz uma identidade que sera 1til para a demonstracao do
Teorema que combina conceitos dos niimeros de Catalan e dos nimeros de Narayana.

Teorema 2.8 Sejam n e k inteiros positivos com n > k, entdao

1 n+1 B 1 n
n+1\n—k+1) n—k+1\k/)’

Demonstracao: De fato, aplicando, respectivamente, os Teoremas [2.5 e temos que

1 n+1 B 1 n—+1 n
n+1\n—k+1) n+ln—k+1\n—%k

B 1 n B 1 n
T n—k+1\n—k) n—k+1\k/)

Na secao seguinte sera apresentado o teorema binomial, também conhecido como
formula do binomio de Newton, que é um resultado fundamental da dlgebra que descreve
a expansao de poténcias de um binomio. Este teorema possui amplas aplicacoes, desde
a resolucao de problemas de combinatéria e probabilidade até em areas como calculo e
analise de séries.

2.2 O teorema binomial

E comum, em matematica, nos depararmos com problemas que requerem a expansao
ou desenvolvimento de poténcias do tipo (z 4+ @), sendo z e a nimeros reais e n um
inteiro positivo. Alguns exemplos dessas poténcia sao

(z+a) =1,
(x+a)=2+a,
(z+a)® = (z+a)(x +a) = 2> + ax + ar + a® = 2* + 2az + d?,
(x4 a)’ = (z+a)(z +a)(z+a) = (2 + 2ax + a*)(z + a)

= 2% + ax® + 2a2* + 20w + a*x + o® = 2° + 3ax® + 3w + o
Note que quanto maior for o valor de n, mais complexos e trabalhosos se tornam os
calculos dessas poténcias. Entretanto, é natural que se queira saber como é o desenvolvi-
mento dessas poténcias para valores grandes de n, ou ainda, qual sera o coefieciente de um
determinado termo dessa expansao. A fim de responder essas perguntas, utilizamos um

método desenvolvido por Isaac Newton (1643-1727), que ficou conhecido como teorema
binomial ou binomio de Newton.
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Teorema 2.9 Sejam x e a numeros reais e seja n um inteiro positivo. Entdo

wrar =35 (Mo

p=0

Demonstragao: Vamos mostrar por inducao finita que o Binomio de Newton é uma
propriedade do nimero n valida para qualquer n > 1.

Considere

(x+a)" = Z (n> " PaP, n > p.

p=0 p

Para n = 1, temos

(z+a) = (é) ' 0% + G)xl—lal = (z +a).

Assim, o resultado é vélido para n = 1. Suponha que para algum k € N, seja verdade
que

Vamos mostrar que o resultado vale para k£ 4+ 1. De fato,

(240" = (2 4+ )z + @) = (¢ +a) i @) g —

p=0
Bk k
— § ( )xk—p+1ap+§ rk—Paptl
No primeiro somatério, temos
k k
k k
§ : ( xlrp+1ap — xk+1 + § : xkprrlap.
p=0 p p=1 p

No segundo somatorio,

k k‘ k—1 k
Z ( )xkpaerl _ Z < )xkpaerl + ak+1.
p p

p=0 p=0

Trocando a variavel p por p — 1 no segundo somatoério, obtemos

k—1 L k i
Z ( >xk—pap+1 + ak+1 _ Z ( )xk‘—l—l—pap + ak-&-l.
p

p=0 p=1 p— 1
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Desse modo, segue que

k 3
(x + a)kJrl _ kt + aFtt + Z (k) Zk—ptlgp + Z ( k >xk+1pap.
p

p=1

Colocando em evidéncia o termo xFH1—PqP :

k
k k
k+1 _ k41 k+1 k+1-p_p
(z +a) M+ a +p§1[(p>+<p_1)}x a.

Aplicando a Definicao temos

k
(91; + a)kJrl _ :UkH + ak:+1 + Z (k + 1> xk+1fpap_
p=1 p

Como zF*1 ¢ 0 0-ésimo termo do somatério e a*™! é o (k + 1)-ésimo termo, podemos

incorpora-los ao somatério modificando o indice p = 1 para p = 0 e k para k + 1, assim

p

k+1
(z 4+ a)F*! = Z (k: + l) LRH-p P

p=0

Logo, o resultado vale para k4 1. Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, ¢ valido
para todo n natural.

Observe que em

(x4 a)" = " "+ " 2o+ n 220+ .+ " za™ '+ " a”
~\0 1 2 T \n—1 n

O primeiro termo é 77 = Ty = (g)wn, o segundo termo é Ty = T}, = (’i‘);p"ﬂa’ e

prosseguindo dessa maneira, temos que o (p + 1)-ésimo termo é

n
Thy = ( )x"‘pap.
p

A férmula da igualdade acima permite calcular um termo qualquer de ordem p + 1
na expansao de (z + a)”. Por exemplo, podemos determinar o 5% termo da expansao de
(x + 3)7. Teremos

7
Ty =Ty = (4) 7. 3% = 283523,

Logo, o 52 termo é 2835x3.

A férmula anterior fornece um meio de calcular o coeficiente de cada termo da ex-
pansao do binomio de Newton e, consequentemente, uma forma de calcular a soma desses
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coeficientes. Entretando, calcular cada coeficiente separadamente e depois soma-los, ou
ainda, escrever a expansao do binémio, nao sao formas recomendadas de se resolver esse
problema. Para ilustrar essa situacao, vamos calcular a soma dos coeficiente do binémio
(z + 3)°. Temos que

(z +3)° = 2° + 152" + 902® + 2702% + 405z + 243,
e a soma dos coeficientes é 1 + 15 + 90 + 270 + 405 + 243 = 1024.

Porém, esse resultado poderia ser obtido sem a necessidade de efetuar o desenvol-
vimento binomial, como é abordado em (SILVA| |2013)). Como estamos interessados na
soma dos coecientes do desenvolvimento binomial, basta considerar que as variaveis do
binomio sao todas iguais a 1, e, em seguida, resolver as operacoes indicadas, tendo em
vista que a soma dos coecientes de um polinomio p(z) é o valor numérico deste polinémio,
para x = 1.

Desse modo, para obter a soma dos coeficientes de (z+3), olhamos para esse binomio
como um polinémio p(z) e calculamos

p(1) = (1 +3)° = 4° = 1024.

Ao concluirmos as consideracoes sobre o teorema binomial apresentado no Teorema
2.9) destacamos uma observagao importante: esse teorema pode ser provado por indugao
usando a relacao de Stifel (Teorema [2.2)). Vejamos o resultado novamente:

(x+a)" = Z (Z) " Fak,
k=0

onde n é um inteiro nao negativo e @ é um numero real nao nulo, ja que o caso a = 0 é
trivialmente satisfeito.

Um ponto interessante é que podemos demonstrar, inicialmente, uma versao particular

dessa identidade: .
=3 (7)o

k=0
utilizando o método de indugdao ou argumentos combinatérios. A partir dessa versao, é
possivel obter a forma geral como um corolario. Para isso, reescrevemos (x + a)™ como

segue
(x+a)" = [a <§+1>]n:an (g—i-l)n.

. . . N ~ n
Agora, aplicamos o teorema binomial a expressao (f + 1) :

nnnx”—k nnnxn_k
¢ ;Q) (5) - £ (k)W

Simplificando os termos, obtemos



21

Dessa forma, a identidade geral é provada como um caso particular do teorema bino-
mial.

O corolario abaixo também tem estreita relagao com o triangulo de Pascal, que sera
apresentado na proxima secao, estabelecendo que a soma dos elementos da n—ésima linha
do triangulo é dada por 2.

Corolario 2.10 Sejam n,k € Z comn > k > 0, temos que

()

k=0

Demonstracao: Fazendo x = a =1 e p = k na expressao do Teorema [2.9] temos

(1+1)":2"=2n:(z>.

k=0

O Corolério 2.17] também decorre imediatamente do teorema binomial. Observe:

Corolario 2.11 Sejam n,k € Z, comn > k > 0, temos
- n
2" =N k().
=3 0k()
k=1
Demonstracao: Segue do Teorema [2.9 que

(1+a)" =1+ Y <Z)xk (1)

k=1

Calculdando a derivada da identidade em [I} temos

n(l+2)"' = Xn: (Z) kah 1, 2)

k=1
Fazendo x =1 em , obtemos

n(1+1)""t=n2"! = Z k<Z>
k=1

Também segue do teorema binomial a conhecida identidade de Vandermonde. De
acordo com (ASKEY] 1987)), o resultado é atribuido ao matematico francés Alexandre-
Théophile Vandermonde (1735-1796), que contribuiu significativamente para a algebra e
a teoria das equagoes. Contudo, é provavel que a identidade fosse conhecida por outros
matematicos antes de sua formulagao oficial.

Segundo (GRAHAM; KNUTH; PATASHNIK, 1994), a identidade desempenhou um
papel importante no desenvolvimento da combinatéria e foi aplicada na resolucao de



22

problemas relacionados a teoria das probabilidades e a analise de séries. Também serviu
de base para o desenvolvimento de outras relagoes combinatorias, incluindo generalizagoes
para nimeros multinomiais.

O Teorema [2.12] apresenta a identidade de Vandermonde. A demonstragao utiliza
igualdade de polindémios, reproduzindo o que foi feito por (KOSHY/ [2009).

Teorema 2.12 Para todo m,n,r > 0, onde 0 < r < m,n, temos que

(") -2 (02 ®

Demonstracao: Segue do Teorema [2.9| que o coeficiente de " para 0 < r < m +n na

- . - m+n
expansao de (1 + x)™*" é igual a ( . Por outro lado, temos
r

I+z)""=10+2)"(1+a)" = i (”;) e i <Z> ",

s=0 s=0
Usando o Teorema [2.4] podemos reescrever

o= (R )

s=0 s=0

Fazendo j = m — s, temos que, para s =0, j = m e para s = m, temos j = 0. Logo,

£ )50

s=0 =0

Analogamente, fazendo ¢ = n — s podemos reescrever

Zn n - n
n—s - 2
s=0 =0

Logo,

O coeficiente de " em Z (m) 2’ (n) 2" é igual a
: ; i

Jj=0

Segue de ([4) que
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(") =200

O Corolério 6 obtido a partir da identidade em ([3). O mesmo serd fundamental
para demonstrar que a soma de cada linha do triangulo de Narayana é um nimero de
Catalan, resultado do capitulo 5.

Corolario 2.13 Sejam m,n,s >0 e k <m — s, entao

in: m ny [(m+n
c~\s+ E)\k) \n+s
Demonstragao:

Fazendo r = m — s em , temos

(") -G -2 06

Aplicando o Teorema segue que

{3 PRNED 3{ ] Y]

Como, para k > m —s+1, (

+k) = 0, entao

SO -0
O = (oo ) = G = ()

Também segue diretamente do Teorema o seguinte corolario:

Logo,

Corolario 2.14 Seja n um inteiro positivo. Entao,
zn: n\’ _[2n
k)] \n

k=0

Demonstragao: Fazendo r =m =n em (3)) e aplicando o Teorema [2.4] temos

W ABIRNE HIHE 1)
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Na secao seguinte sera apresentado o triangulo de Pascal, que é uma construcao ma-
tematica significativa e fascinante, pois suas propriedades abrangem diversos ramos da
matematica e possuem aplicagoes praticas em varias areas do conhecimento. Essa figura
triangular, organizada de forma simétrica e composta por nimeros inteiros, ¢ ampla-
mente conhecida por sua relagao com os coeficientes binomiais, utilizados na expansao
de poténcias de binémios. Além disso, o triangulo de Pascal estd intrinsecamente li-
gado a analise combinatoéria, fornecendo uma representacao simples para a contagem de
combinagoes.

2.3 O tridangulo de Pascal

O Triangulo de Pascal é uma disposi¢ao numérica organizada na forma triangular,
cujos elementos sao gerados por meio da relagao do Teorema Algebricamente, esses
niimeros estao relacionados & expansao do binémio (1+x)*, onde k é um ntimero natural.

Na primeira linha do triangulo, encontra-se a expansao de (1+x)° = 1, resultando no
nimero 1. A segunda linha contém os coeficientes da expansao (1+ x)! = 1+ x, ou seja,
os nimeros 1 e 1. A terceira linha é formada pelos coeficientes de (1 + x)? = 1+ 2z + 22,
que sao 1,2 e 1. Esse padrao continua para valores crescentes de k.

Embora o triangulo de Pascal seja comumente associado ao matematico francés Blaise
Pascal (1623 - 1662), tal triangulo j& era conhecido na China cerca de dois mil anos antes
de Pascal. Como destacado por Boyer (1999, p. 140):

Nas obras chinesas, ha cerca de 1.100 referéncias a sistemas de ta-
bulacao para coeficientes binomiais, e é provavel que o triangulo
aritmético tenha se originado na China aproximadamente nesta
época. E interessante observar que a descoberta chinesa do teorema
binomial para poténcias inteiras estava associada, em sua origem,
a extracdo de raizes e ndo a potenciacao (Boyer, 1999, p.140).

O Triangulo de Pascal é formado de maneira recursiva. Os niimeros que delimitam
suas bordas a direita e a esquerda sao sempre iguais a 1, enquanto os elementos internos
sao obtidos como a soma dos dois numeros diretamente acima de cada posi¢ao. Por
exemplo:

e Na linha 0, o tnico elemento é 1;

e Na linha 1, os elementos sao 1 e 1;

e Na linha 2, os elementos sao 1, 2, 1, onde o 2 é obtido somando 1+1 da linha anterior;
e Na linha 3, os elementos sao 1,3,3,1,onde 3=14+2e3 =2+ 1.

Esse padrao continua indefinidamente, e a relacao que descreve o triangulo é a relagao
do Teorema 2.2 apresentada nesse capitulo. Para que a recorréncia seja vélida, é ne-
cessario definir as condigoes iniciais:
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("):1 e ("):1, Vi > 0.
0 n

As tabelas abaixo mostram triangulos de Pascal, para n e k variando de 0 até 6.

Tabela 1: Triangulo de Pascal

0] (o) a

LG Q) 111

21 () O G 201 2 1

31 0 G 6 3013 3 1

416 6 6 6 0 41 4 6 4 1

51 0 6 6 0O 6 5015 10 10 5 1

6@ O 6 6 @ 6 @ 6416152 15 61
0 1 2 I 5 6 01 2 3 4 5 6

K ;

Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que a n—ésima linha do triangulo de Pascal possui n + 1 elementos. Além
disso, o primeiro elemento de cada linha é 1, pois sao da forma (8) = 1, assim como o
ultimo elemento também ¢é 1, pois é da forma (Z) = 1.

Através do triangulo de Pascal é possivel visualizar a simetria dos nimeros binomi-
ais. Em cada linha, dois nimeros binomiais equidistantes dos extremos sao iguais. Esse
resultado foi demonstrado no Teorema [2.4] H& uma diversidade de propriedades possiveis
de serem exploradas no triangulo de Pascal. Por exemplo, a soma de cada uma das dez
primeiras linhas do triangulo de Pascal, conforme a tabela abaixo.
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Tabela 2: Soma das linhas do Triangulo de Pascal.

linha 0 1=20

linha 1 14+1=2"

linha 2 1+241=22

linha 3 143+3+1=23

linha 4 1+4+6+4+1=24

linha 5 1+54+10+10+54+1=2°

linha 6 1+6+15+20+15+6+1 =26

linha 7 1+74+214+354+35+214+7+1=27
linha 8 1+8+28+56+70+56+28+8+1=28
linha 9 [ 14+9+36+84+126+126+84+36+9+1=2°

Fonte: Elaborado pelo autor

Em geral, a soma da n-ésima linha do triangulo de Pascal é 2". A prova dessa propri-
edade foi feita no Corolario 2.10] A se¢ao seguinte abordard a série binomial que surge
como uma extensao natural do teorema binomial, permitindo a expansao de expressoes
da forma (1 + z)®, onde a pode ser qualquer nimero real. Diferentemente do binémio
de Newton, que se aplica a expoentes inteiros nao negativos, a série binomial utiliza
coeficientes generalizados e, em muitos casos, resulta em uma série infinita.

2.4 A série binomial

A série binomial é uma generalizacao da func¢ao polinomial f(xz) = (1 + x)" =

n
5 < k) z¥, onde n é um inteiro positivo. Essa série se estende para o caso de n ser
k=0

um numero real nao natural e é chamada de série binomial.

No estudo de séries de funcgoes, utilizando a série de Maclaurin, como pode ser consul-
tado em (STEWART] 2016)), o coeficiente binomial generalizado surge como consequéncia
da aplicacao dessa série a uma classe de fungoes que possuem derivadas de qualquer ordem
em torno de x = 0.

4o . ; (k) .
A série de Maclaurin ¢ dada pela férmula Y 72 ! k!(()) 2, e pode ser aplicada ao caso

particular para a fungao f(xz) = (1 + 2)®, onde a é um nimero real. Dessa forma, a
expansao para f(z) = (14 x)* fornece os coeficientes binomiais generalizados como parte
da expressao da série.

De fato, a derivada de ordem k da funcao f(z) = (1+x) , para todo k inteiro positivo

@) =ala—1)... (a—k+1)(z+1)** eassim f®0) =a(a—1)...(a—k+1).

Portanto,

= (0 = .. (a—k+1 -
(I—l—l)azsz!( )xkzza(a ) k'(a + )J;k:Z(Z)xk
k=0 k=0 k=0
onde,
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(a) _fM0) _ale-1)...(a—k+1)

k Ko k!

50) _
0!

Com essas consideragoes temos a série binomial.

Q@
Observe, nesse caso, que o) =

O teorema seguinte é conhecido como Teorema Binomial Generalizado, que consiste
na generalizagao do Teorema [2.9) para um numero real qualquer. A demonstragao desse

resultado pode ser consultada em (FEDORYAEVA| 2023).

Teorema 2.15 Seja o um numero real arbitrdrio. Entao:

(1+2)* = i <‘jj> " (5)

r=0

onde,
ala—1)...(a—=r+1)

(a) , se r>0
= 7!
" 1 se r=020.

Observamos que quando « é um ntimero inteiro positivo temos o Teorema Binomial

‘. . « , «Q . . . .
classico, pois (7’) = 0 se r > a. O ntmero (r) é chamado de coeficiente binomial

generalizado.

De modo geral, a série em converge se |x| < 1. Isso ocorre porque os termos (f) x"

tendem a zero rapidamente conforme r — 0o, garantindo a convergéncia. Por outro lado,
para x = 1, a série se torna a soma dos coeficientes binomiais generalizados:

>(0)

Essa série diverge para qualquer a # 0, pois o termo geral nao tende a zero suficien-
temente rapido. Se for x = —1, a série se torna a série alternada:

()

r=0

Por sua vez, essa série converge condicionalmente se o > —1, mas diverge para a <

—1. Como aplicacao de , temos o Corolario m

Corolario 2.16 Dado um inteiro positivo n e x um nimero real tal que |x| < 1, entao

o0

(L—a)™" =) apa” (6)

k=0

(n—i—p—l)
com a, = ) )
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1 n
Demonstragao: Temos que: (1+z+z*+23+...)" = (1 ) = (1—x)™™. Fazendo
—x
u = —n e substituindo x por —x em , obtemos:
-n - -n r - —-n r r
w-a =3 () =3 () e )
r=0 r=0

Observamos que o coeficiente de P em ([7)) é dado por (vamos reescrevé-lo de maneira
conveniente):

(—n>@iy (= —1)(=n—2)...(—n—p+ 1)(=1)

p o
_ (=D (D) +2) . (D) (ntp— D(=1)
p!

_ (—=DPn(n+1)(n+2)...(n+p—1)(=1)P
p!

o+ 1) +2).. (n+p—1)(n—1)!

a pl(n —1)!

_ (tp-Dn+p-2)...(n+nn—-1)...1
pl(n—1)!

_ (atp-D  fn+p-1

IR ( p )

O Exemplo[2.17|demonstra como obter a expansiao de uma fungao em série de poténcias.
As séries de poténcias, por sua vez, sao somas infinitas, onde cada termo envolve uma
poténcia de uma variavel. De forma geral, uma série de poténcias pode ser escrita como
Yoo o an(x — )", onde a, sdo os coefiecientes da série, que podem ser nimeros reais
ou complexos, = é a variavel e ¢ é o centro da série. A série de poténcias representa
uma funcao que pode convergir ou divergir dependendo dos valores de . A regidao que
contém os valores de x para os quais a série converge é chamada intervalo de convergéncia.
Além disso, a série de Maclaurin, para uma fungao f(z) é uma série de poténcias, onde
a, = f"n_(!O) e ¢ = 0. Um aprofundamento sobre o estudo das séries de poténcias pode ser
encontrado em (STEWART) 2013)).

A série geométrica é um exemplo classico de série de poténcias, e é dada por:

o0

Zx” =l+z+22+22+ ..,

n=0
sendo o centro da série ¢ = 0 e os coeficientes sao a,, = 1 para todo n. A série converge
quando |z| < 1. Nesse caso, ela tem uma soma finita dada por

00 . 1
nz%:c =T

A funcao escolhida no Exemplo m para |z| < %n é a fungao geradora dos nimeros
de Catalan. Esses nimeros e algumas de suas propriedades serao abordados no capitulo
4.



Exemplo 2.17 Use a série binomial para expandir a funcdo

1—+v1-4
C(z) = v
2z
em série de poténcias.
~ 1 e .
Solucao: Fazendo a = 5 e x = —4z na série binomial temos:
x© 1
l—dz=(1—-42)2 =1+ (5) —4z)F =
VISE= (-4 =1+ 3 ()42
> /1 i - (2 —k+1)(—42)
2\ (_A1\E — 2\2 2
1+Z(k)( k=14 -
k=1 k=1
Assim,
Ll qy.. (Lo .
oy LoVITE (-4 i . T
Z) = et = -
2z 2z 2z
k=1
_ GG =2) s (G R D ()
B Z th=1 k!

=1

13- (2 — 3 = (25— 1)
_ k-1 s
—22 k! Z s+1) °

Para k > 0 temos que coeficiente de 2z em C(z) ¢ igual a

pl:3--2k—1) 28 1.2.3.-4.5...-(2k—1)-2k
(k+1)! (k+ 1) 2-4-6-..-2k ‘
2k (2k)! 2k (28)!

E+DE@Q2-1)(2-2)(2-3)-...-(2-k)  (E+1)!26-1.2.3. ...

(2%)! 1 (2k) 1 (2
k+ D)kl k+1kk  k+1\k)

29
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Portanto,
= 1 2k \ .
Clz) = Zko k+1 (k; + 1)Z '

Na seguinte se¢ao, sera abordada a presenga dos nimeros binomiais na Base Nacio-
nal Comum Curricular (BNCC), um dos documentos educacionais mais importantes da
educacao brasileira, e que orienta e define as competéncias e habilidades a serem tra-
balhadas nos ensinos fundamental e média em todos os estabelecimentos de ensino do
pais.

2.5 Os numeros binomiais na BNCC

Segundo (BRASIL., 2018)), o estudo da andlise combinatéria é fundamental porque
desenvolve habilidades relacionadas a resolucao de problemas, ao raciocinio logico e ao
pensamento critico, capacidades essenciais para os alunos enfrentarem situagoes do mundo
real. O conhecimento em andlise combinatéria é apresentado como uma ferramenta para
abordar problemas de contagem e possibilidades, proporcionando uma base sélida para
lidar com questoes de probabilidade e outras areas da matematica e ciéncias afins.

Os numeros binomiais sao mencionados indiretamente na Base Nacional Comum Cur-
ricular (BNCC) do Brasil, especialmente dentro do contexto de ensino de combinatéria
e probabilidade para o Ensino Fundamental e Médio. O tema faz parte do bloco de
conteudos de Matematica, que busca desenvolver o pensamento combinatério e proba-
bilistico dos estudantes.

Embora nao sejam citados textualmente com frequéncia, os conceitos que envolvem
os numeros binomiais e seu uso aparecem em algumas competéncias e habilidades da base
nacional. Os alunos sao incentivados a resolver problemas praticos e a explorar situagoes
em que a analise combinatéria é necessaria, sendo o coeficiente binomial uma ferramenta
matematica fundamental para isso.

Nos anos finais do Ensino Fundamental, a BNCC propoe que comece a ser introduzida
aos alunos a ideia de combinagdes e arranjos, que envolvem o conceito de célculo de
combinagoes e, consequentemente, estao associados aos nimeros binomiais. O objetivo é
ajudar os estudantes a resolver problemas de contagem e analisar situacoes com diferentes
possibilidades.

No Ensino Médio, o estudo da combinatoria é mais aprofundado, e o contetdo inclui
o calculo de combinagoes e arranjos com maior rigor. O ntmero binomial, também co-
nhecido como coeficiente binomial, é utilizado para determinar o niimero de combinagoes
possiveis de um conjunto de elementos, e isso estd diretamente ligado a expansao binomial
e a compreensao das propriedades de contagem.

Entre as habilidades que envolvem o raciocinio combinatorio e probabilistico no Ensino
Fundamental, pode-se destacar:

EF09MA27 - Resolver e elaborar problemas que envolvam contagem de possibilida-
des, usando raciocinio combinatoério, com ou sem o uso de notacgao especifica.

EF09M A28 - Compreender e utilizar o conceito de probabilidade como uma medida
da chance de um evento ocorrer, resolvendo e elaborando problemas em contextos diversos.
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Ja no Ensino Médio, as seguintes habilidades podem ser destacadas:

EM13MAT308 - Compreender e resolver problemas que envolvem contagem, ar-
ranjos, permutacoes e combinagoes, utilizando raciocinio combinatério para encontrar
solucoes em situagoes diversas.

EM13MAT309 - Aplicar principios da contagem, permutagoes e combinagbes em
situagoes contextualizadas, especialmente em situacoes praticas que exijam andlise com-
binatoria.

EM13MAT310 - Compreender os conceitos de probabilidade em eventos aleatérios
e independentes, resolvendo problemas que utilizem tais conceitos para calcular a proba-
bilidade de eventos compostos ou simples.

EM13MAT311 - Relacionar os conceitos de probabilidade com situagoes cotidianas
e fenomenos naturais, utilizando raciocinio probabilistico para tomada de decisoes ou para
compreender fenomenos aleatorios.

Essas habilidades sao distribuidas dentro da area de Matematica, e o objetivo principal
¢ que os alunos desenvolvam capacidades para resolver problemas, raciocinar logicamente
e tomar decisoes em situagoes do dia a dia e em contextos mais complexos.

Assim, de acordo com (BRASIL., 2018), o estudo de conceitos combinatérios nao
apenas fortalece o pensamento matematico dos estudantes, mas também prepara-os para
lidar com problemas complexos de forma criativa, logica e pratica, conectando conceitos
matematicos com situagoes cotidianas e profissionais.

3 0OS NUMEROS TRIANGULARES

Os numeros triangulares sao um exemplo dos chamados nimeros figurados, e entre
esses, perde em fama apenas para os chamados numeros quadrados. Segundo (EVES,
2011), os nimeros figurados sao caracterizados por um conjunto de pontos que juntos
representam certas configuragoes ou figuras geométricas, construindo uma relacao entre a
aritmética e a geometria.

Todo nimero que pode ser escrito como a soma de uma sequéncia de consecutivos
nimeros naturais comecando do 1 é um numero triangular. Por exemplo, o niimero 21 é
um ndmero triangular. De fato, 21 =1+ 2+ 34+ 4+ 5+ 6. A tabela a seguir mostra os
nimeros triangulares escritos como soma de nimeros naturais comegando pelo 1.

A tabela 3 sugere a necessidade de uma férmula explicita para a obtengao do n-ésimo
nimero triangular, uma vez que para valores de n grandes, é inviavel somar n a todos os
naturais anteriores. Na secao a seguir veremos como obter essa férmula.

3.1 Definicoes e propriedades

Os numeros 1, 3, 6, 10, 15, ... sao os chamados numeros triangulares. Na tabela
abaixo é possivel ver que, a excecao do primeiro, os pontos da figura, organizados de
maneira conveniente, sugerem a formacgao de triangulos equilateros.
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Tabela 3: Nimeros Triangulares

Niumero Triangular Expressao Resultado
1° 1 1
20 142 3
30 14243 6
4° 1+2+3+4 10
50 1+2+4-3+4+5 15
6° 1-+2+4-34+4+5+6 21
n? 14+2+3+4+...4n ?

Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 4: Disposicao Geométrica dos Numeros Triangulares

n | O nimero triangular 7,, | Disposi¢ao geométrica de T;,
1 =1 °
[ ]
2 T, =3 . o
[ ]
3 T3=06 o o
® [ J
®
1 T, = 10 *
[ ] [ ] [ ]
[ [ ] [ ] [ ]

Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que nas figuras dadas na Tabela 4, a partir do primeiro, cada triangulo
formado por pontos tem a quantidade de pontos do triangulo anterior mais n mais 1.
Desse modo, obtemos a seguinte relacao de recorréncia para os nimeros triangulares:

Tn+1 = Tn + (n+ 1)a Tl =1 (9)

A recorréncia acima ¢é linear de primeira ordem. Escrevendo alguns dos seus termos
obedecendo sua lei de formacao, temos

T2:T1+2

T3:T2+3
Ty,=1T3+4
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Tn: n—-1+mn

Somando os termos em cada lado das igualdades e fazendo os possiveis cancelamentos,
obtém-se

T,=T14+2+3+..4n

ComoTi=1el+2+3+..+n= "(";1), entao

n:ﬂ%ﬂl (10)

A férmula em ([10) pode ser usada para determinar o n-ésimo nimero triangular. A
seguir, serao apresentadas algumas propriedades que envolvem os nimeros triangulares.

Proposicao 3.1 Sejam a e b inteiros positivos, temos que

Tory =Ty + Ty + ab.

Demonstracao: Segue de que
(a+b)(a+b+1) (a+b)((a+1)+b) ala+1)+ab+0b((a+1)+0b)

Torp = = = =
o 2 2 2
_ala+1)+ab+bla+(b+1) ala+1)+ab+ab+bb+1)
- 5 — 5 —
:am;n+ﬁ®;”+@man+n+ab

Proposicao 3.2 Para todo n inteiro positivo, vale a identidade

T._1+ T, =n>

Demonstragao: Aplicando , temos

Tn1+Tn:(n—l)(z—l—kl)_ﬁ_n(n;—l) :n22_n+n2;n:n2.

Proposicao 3.3 Para todo n > 1 inteiro, € vdlido que

Tn - Tn—l =n.

Demonstragao: Temos que,

nin+1 n—n n’+n n’-n
T T = (2 X_(2) R

Proposicao 3.4 O quadrado de um niumero triangular € a igual a soma dos cubos dos n
primeiros niumeros naturais, isto €, para todo n inteiro positivo,

T?=1+2+3"+ .. +n’
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Demonstragao: Vamos monstrar por inducao em n que

n(n+1)r‘

13—|—23+33—|—...—|—n3:[ 5

2

1(1; D1" ¢ a identidade é verdadeira. Suponha que a

igualdade seja vélida para algum k € N. Vamos mostrar que também vale para k+ 1. De
fato,

Para n = 1, temos 1 = 13 =

1)72
P+22+3+  + P+ (k+1)7°= [@] + (k+1)°

_ <k+1)2(%2+(k+1)> _ (/@+1)2<W>

(k+1)2(k+2)? r(k+1)(k+2)72
4 _[ 2 }

Logo, o resultado é vélido para k+ 1. Portanto, segue do Principio da Inducao Finita
2
que é valido para todo n natural. Como [@] = T?, entao
P42 +3 4+ .. 4+ nd=T2

Outras propriedades envolvendo esses nimeros podem ser encontradas em (ROSEN|
2011).

3.2 Relacgoes entre niimeros triangulares e binomiais

Os numeros triangulares estao intimamente relacionados aos nimeros binomiais, pois
podem ser expressos como um caso particular dos coeficientes binomiais.

Teorema 3.5 Sejan € N, n > 1, temos que
1
T, = (” N )
2

Demonstragao: Segue da Definigao 2.1] que

I
>

(n+1> (n+1)! (n+1)! (n+1)-n-(n=1)! n-(n+1)

2 ) A (n+D)—2) 2-n—1I  2-(n-1! 2

Com base em , temos que

2. 3! 3
T :3: —_— —
2 2 201l (2)

3
3.4 4l 4
T: = —— ——
2 =0=5 =53 ()
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4-5 5l 5
T p— 1 = —-— —— .
i =10 2! 3! <2>

O numero T, representa o nuimero de pontos em um triangulo equilatero com n
linhas de pontos igualmente espacados. Enquanto, (”'ZH) representa o numero de pares
distintos que podem ser formados com n + 1 objetos. Em termos combinatorios, calcular
T, como (”;1), mostra que o numero triangular é o nimero de maneiras de conectar
dois pontos distintos em um conjunto de n + 1 pontos. Isso oferece um entendimento
pratico e aplicavel dos nimeros triangulares, especialmente em contextos como anélise

combinatéria e probabilidade.

O Teorema [3.6]é uma identidade interessante demonstrada em (KUHAPATANAKUL;
SHANNON] [2021), um trabalho relativamente recente, reforcando que os resultados en-
volvendo ntimeros triangulares continuam em destaque.

Teorema 3.6 Seja T, o n-ésimo numero triangular. Para todo inteiro positivo k, temos

n

3 (”) Ty = kn(kn +k +2) - 2",
1

=1

Demonstracao: Vamos demonstrar a identidade através da segunda forma do principio
da inducao em n. Para n = 1, a identidade é verdadeira. De fato,

; G)T’“ g k(k; D 2k(k4+ D gpht 1) 2

)

= k(2k +2)27% = k(k + k+2)2' 3.

Suponha que a identidade seja valida para todo inteiro n > 1. Utilizando a relagao
de Stifel, temos que

(TR0 (- E (B (1)

i=1

n n+1
n n
. (z) ki T k(k+1)+izl(l_1> k
n n n+1 n
= Thi Ty 11
=1 =1
n+1

Vamos reescrever y . (lfl)TkZ Para isso, tome s =7 — 1 que implica ¢ = s + 1. Agora,
sei=1,entao s=0eset=n+1,entao s=n+1—1=n. Logo,

n+1 n n
Z (z 7_1 1)T’” - Z (Z) Ti(s+1) = Z (Z) stk

=1 s=0 s=0
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Aplicando a Proposigao [3.1], temos

n

% (iill)Tk,- - Xn: <Z> (Tis + T+ ks k) =D <Z) (Ths + Ti + k25)

=1 s=0 s=0

io (Z) Ths + i (Z) Ty + é (Z) k*s

S=

:ZTkerTOJerZ(Z) +k220(z>s

n

- <”) Tis + Ti2™ + k*n2" L. (12)
S

s=1

Substituindo em ,
n+1 n n
n+1 n n E(k+1) 5 .4
Ty = Thi The +2" - ———= 4+ k*n2" " =
> (") z()+z()+ U | e

i=1

- n n— n—
=2)" (Z>Tk + 2" (k4 1) + k2n2n !
=1

= 2kn(kn + k +2)2"73 + 2722k (k + 1) 4+ 2" %kn2k
= kn2" ?(kn + k + 2) + kn2" 22k + 2" 22k (k + 1)
= kn2" %(kn + k + 2 + 2k) + 2" *2k(k + 1)
= kn2" %(kn + k + 2 + 2k) + 2" *2k(k + 1)
= kn2" ?[k(n+ 1)+ k+2+ k] + 2" 22k(k + 1)
= kn2"?[k(n+ 1)+ k+ 2] + k*n2" 2 + 2" 22k(k + 1)
= kn2" ?[k(n + 1) + k + 2] + k2" *[kn + 2k + 2]
=kn2" ?[k(n+ 1)+ k+2] + k2" ?[k(n + 1) + k + 2]
= k2" ?[n(k(n+ 1)+ k+2) +k(n+1) + k + 2]
= k2" [(k(n+ 1)+ k+2)(n+1)
= k2" 2(n+1)(k(n + 1) + k +2).
Logo, o resultado ¢é valido para n 4+ 1. Portanto, pelo Principio da Inducao Finita,
vale para todo n.

A inclusao do Teorema [3.6| neste trabalho teve como objetivo buscar novas identidades
para os numeros de Narayana, as quais serao desenvolvidas no Capitulo 5 e que sao se-
melhantes a apresentada nesse teorema. Além disso, pretende-se enfatizar que, no Ensino
Médio, o professor pode desafiar os alunos interessados com problemas ou conjecturas
inéditas.



37

3.3 Os numeros triangulares e a BNCC

O estudo de sequéncias, como as progressoes aritméticas (PA) e geométricas (PG),
estd intimamente relacionado ao conceito de numeros triangulares. Essa relacao nao
apenas possui um forte apelo geométrico e combinatério, mas também contribui para o
desenvolvimento de habilidades previstas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

A expressao em , utilizada para determinar o n-ésimo nimero triangular, trata-se
da soma de uma PA de n termos com primeiro termo igual a 1 e razao igual a 1. Isso
evidencia a possibilidade de se trabalhar o conceito de nimeros triangulares dentro do
contexto das progressoes aritméticas na Educagao Basica.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) enfatiza a importancia de desenvolver
habilidades relacionadas ao pensamento algébrico, ao reconhecimento de padroes e regu-
laridades, e a resolucao de problemas. O estudo de sequéncias, progressoes e nimeros
figurados, como os nuimeros triangulares, permite abordar esses aspectos de forma inte-
grada, como detalharemos a seguir.

Raciocinio Algébrico e Padroes: A identificacao de padroes numéricos e a deducgao
de férmulas de recorréncia para os numeros triangulares promovem o desenvolvimento
de habilidades como a generalizagdao e a abstragao, essenciais para o fortalecimento do
pensamento matematico.

Conexoes Geométricas: O apelo geométrico dos nimeros triangulares permite que
os estudantes visualizem a soma de termos em forma de arranjos figurados, estabelecendo
conexoes visuais e concretas com o conceito abstrato de soma.

Aplicagoes Combinatdrias: Os numeros triangulares podem ser usados para in-
troduzir ideias de combinatéria, como contagem de objetos dispostos em um triangulo ou
calculos de combinatorias basicas.

Os nameros triangulares podem ser representados geometricamente como pontos dis-
postos em forma de triangulo, o que oferece um apelo visual para entender o crescimento
da sequéncia. Além disso, é possivel explorar conceitos envolvendo recorréncias lineares
de primeira ordem, uma vez que a férmula em ¢é obtida a partir da resulacao da
recorréncia em ([9).

Isso mostra que cada nimero triangular é obtido a partir do anterior somando-se um
termo adicional, reforcando a ideia de construcao sequencial que pode ser explorada em
sala de aula para estimular a compreensao das regularidades numéricas e das progressoes.

Estudar ntimeros triangulares como uma soma de PA tem um potencial didatico
significativo, pois combina aspectos de contagem (como somas sucessivas), visualizagao
geométrica e exploracao algébrica. Esse estudo esta alinhado as competéncias da BNCC,
que propoe o desenvolvimento de capacidades para resolver problemas, reconhecer padroes
e trabalhar com conceitos algébricos de maneira contextualizada e significativa.

4 NUMEROS DE CATALAN

Segundo (LIMA} 2021)), os nimeros de Catalan foram descobertos pelo matemético e
fisico suigo Leonhard Euler (1707 - 1783), no século XVIII, enquanto esse investigava o
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nimero de possiveis triangulagoes de um determinado poligono. Outras pesquisas ainda
indicam que o matemético mongol Minggatu (1692 - 1764) ja utilizava os nimeros de
Catalan para expressar séries de expansoes senoidais. Entretanto, tais nimeros s6 fica-
ram conhecidos pelo nome que tém hoje quando Eugene Charles Catalan (1814-1894)
os utilizou em estudos envolvendo o niimero de maneiras de se colocar parénteses numa
expressao e também em pesquisas envolvendo o jogo Torre de Handi.

De acordo com (CRAVEIRO; TEIXEIRA| [2018), Eugene nasceu em Bruges, na
Bélgica, e teve uma infancia tranquila. Eugene, ainda aos dez anos, tornou-se apren-
diz de joalheiro, mas desistiu da arte por nao ter habilidade. Anos mais tarde, sua familia
mudou-se para Paris e seu pai comecou a trabalhar como arquiteto e levava o filho para o
trabalho. Essa experiéncia infuenciou sua vida académica e o inicio dos seus estudos na
Escola Ecole Polytechnique. A vida académica e profissional de Eugene foi tumultuada
por seu envolvimento politico, republicano e esquerdista, que quase acabou com seu fu-
turo, mas ainda assim, Eugene se tornou um grande especialista em Teoria dos Nimeros
e Teoria Combinatoria.

Os ntimeros de Catalan desempenham um papel fundamental em diversos problemas
de contagem e geometria combinatoria. Um exemplo notével, descoberto por Euler, esta
na decomposi¢cao de um poligono convexo em triangulos por meio de diagonais que nao
se cruzam. Para um poligono de n + 2 lados, o nimero de maneiras distintas de realizar
essa decomposicao corresponde ao n-ésimo nimero de Catalan. Essa relacao evidencia a
conexao entre a combinatéria e a estrutura geométrica dos poligonos, sendo amplamente
explorada em matematica discreta. Além disso, essa propriedade dos niimeros de Catalan
tem aplicagoes em &areas como teoria de grafos e andlise de algoritmos. Uma discussao
mais detalhada sobre esse exemplo pode ser encontrada em (ALTER)] 1971) e (KOSHY],
2009).

As aplicagoes dos numeros de Catalan sao diversas, especialmente na andlise combi-
natéria. Uma dessas aplicagoes estabelece uma relacao entre o nimero central de Na-
rayana e os numeros de Catalan, que serda um dos resultados apresentados no capitulo
6. Na secao seguinte serao apresentadas a definicao, algumas propriedades e exemplos
envolvendo os nimeros de Catalan.

4.1 Definicao, exemplos e propriedades

Definicao 4.1 Os numeros de Catalan C,, sao dados por

Ch=0Cnh1-Co+Cha-Ci+Chg-Co+ ... +C1-Cra+Cy- Cpyq

3
—_

Cr-1-1 - Ck, (13)

i
=)

comn>1eCy=1.

Segue de ([13)) que
Ch=Cp-Co=C2=12=1,
= Cy-Cot Co-Cy=1-1+1-1=1+1=2,
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0320200+012—|—0002:21+12+12:2—|—1+2:5,
Cy=03-Co+Cy-C14+C1-Co4+Cy-C3=5-14+2-14+1-241-5=5+2+2+5 = 14.

A Definicao apresenta uma forma recursiva de se obter os nimeros de Catalan. A
demonstragao desse resultado é feita em (SIVARAMAN]| 2020b) utilizando o conceito de
“Arvore Binéria Enraizada”. Essas sao disposicoes de vértices (pontos) e arestas (linhas)
que se conectam, formando “arvores”. A construcao feita evidencia que as enumeracoes
desses arvores produzem os numeros de Catalan, satisfazendo a recorréncia em . A
tabela abaixo mostra os 30 primeiros niimeros de Catalan.

Tabela 5: Numeros de Catalan

n C, n C,

0 1 15 9694845

1 1 16 35357670

2 2 17 129644790

3 5) 18 477638700

4 14 19 1767263190

5 42 20 6564120420

6 132 21 24466267020

7 429 22 91482563640

8 1430 | 23 343059613650

9 4862 24 1289904147324
10 | 16796 | 25 4861946401452
11| 58786 | 26 | 18367353072152
12 ] 208012 | 27 | 69533550916004
13 | 742900 | 28 | 263747951750360
14 | 2674440 | 29 | 1002242216651368

Fonte: Elaborado pelo autor

A Proposicao também estd presente em (SIVARAMAN]| 2020b)), trabalho em que
¢ demonstrada utilizando apenas a recorréncia dos nimeros de Catalan. Na prova abaixo
também ¢ usada a recorréncia, porém sao adicionadas mais manipulagoes algébricas.

Proposicao 4.2 Seja n um numero inteiro nao negativo. Se n € par, entdao
Chn=2-(Co-Cp1+C1-Cpat..+Co_y-Ch). (14)

Demonstragao: Segue de que
Ch=0Cp-Cphq+C1-Cha+Cy-Cpg+ ... +Cha- C1 + Chy - G

=Cy-Ch1+C1-Cpa+ ...+ Cg_g . C%—&-l + C%_l ) C%
+
Cs - Cay +Cay-Cs_gt oo+ Cg - Cr + Gy - G
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Note que as n parcelas do somatorio foram divididas em dois blocos com a mesma
quantidade de termos, uma vez que n é par. Juntando os termos repetidos, obtemos

Cn == 200 . Cn,1 -+ 201 . Cn,Q + ...+ 20%71 . C%
- 2 . (CO . Cn,1 + Cl . Cn,Q + ...+ C%,1 . C%)

Como resultado imediato da Proposicao temos o seguinte coroldrio:
Corolario 4.3 Dado um nimero inteiro nao negativo n. Se n € par, entao C,, € par.

Demonstracgao: O fato de n ser par implica, por , que C, =2-(Co-Cpqy +C -
Cpa+t...+Cn_y- C’%) que, por sua vez, ¢ um numero par.

Observe que o a reciproca do Corolario4.3|nao é valida. Um contraexemplo é Cy5 = 42.

Seguindo um raciocinio analogo aquele adotado na Proposicao [4.2] é possivel tirar
conclusoes sobre o valor de ), quando n é um inteiro nao negativo impar. Observe:

Proposicao 4.4 Dado um nimero inteiro nao negativo n. Se n € impar, entao
C,=2- (Co Chq+0C,-Cho+ ...+ Crasy - C(n+1)) + C%n,n. (15)
P 2 e
Demonstragao: Segue novamente de ((13) que
Chn=0Cy-Cpnaq +C1-Cog+Cy-Cpg+ ... + Cpa - C1 + Chy - Cp.

Dividindo outra vez em dois blocos, obtemos

Cn:CO'Cn—1+Cl'Cn—2+'--+C"T*3'C”TH+C%;1
+
CnTH-CnT—'s +CnT+3-CnT—'s—l—...—i—C'n_g-Cl—l—Cn_l-Cg.

Como n é impar, o primeiro bloco tem um termo a mais do que o segundo. Podemos
tomar esse termo como sendo C2_,. Agora, note que os termos restantes se repetem nos

2
dois blocos. Juntando esses termos, obtemos

Co=2Co - Cry +2C1 - Cpmp + . + 2003 - O + Ci
2
= 2 . (CO . Cn,1 + Cl . Cn,Q —+ ...+ C<n73) : C(n+1)) + C%n,l) .
2 2 2

A reciproca da Proposicao [4.4] nao é valida, pois C5 = 42 é par e n = 5 é impar.

Finalmente, a Proposicao|4.5serd importante para caracterizar a paridade dos ntimeros
de Catalan e, consequentemente, do numero central de Narayana. Ela introduz uma
condi¢ao necessaria e suficiente para que C), seja impar, além de estabelecer uma relagao
entre os indices n e "T_l
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Proposicao 4.5 Dado um niumero inteiro nao negativo e impar n, entao

C, € impar se, e somente se, C -1y € impar.
2

Demonstracao: Suponha C,, impar. Sejaw = Cy-C,,_1+C1-C,_o+...4+C@=s - Cnyn .
2 2
Como n é fmpar, segue da Proposicao .4 que

2
Como C,, é impar por hipdtese e 2w é par, entao, na ultima igualdade, C,%;l é impar, o
2
que implica Canl impar.

Reciprocamente, suponha C'»—1 impar. Como n é impar, entao novamente
2
C — 2w + Cn 1.

Como Cn-1 é impar e 2w é par, segue que C,, é impar.
2

Com o proposito de evitar cédlculos trabalhosos para valores de n grande, surge a
necessidade de se obter uma férmula explicita para os nimeros de Catalan. Isso sera feito
na se¢ao seguinte.

4.2 Uma férmula explicita

A fim de se encontrar uma formila explicita para os numeros de Catalan, considere
a série de poténcias

C(z) = Co+ Crz+ Co? + C32° + .. =Y Cu2™, (16)

onde C), é o n-ésimo termo da sequéncia de Catalan. Segue de (KOSHY/, [2009) o artificio
para obter uma férmula que depende s6 do numero natural n, ou seja, a resolucao da
recorréncia nao linear em ((13)).

Para isso, multiplique z™ em ambos os lados de (16) e some em n, com n > 1, e
adicione Cy em ambos lados da identidade, como segue,

o0 00 n—1
Z ann + C() = Z z" Z CjC’n_l_j + O(). (17)
n=1 n=1 7=0

Utilizando o conceito de produto de séries de poténcia, obtemos

n—1 00 n—1 oo
Cz)=) C;2 Z 2"y 4 Gy = ZZ C;z) Zz"*jflCn,Pj + (. (18)
7=0 n=1 7=0 n=1

Segue que, C(z) = 2C(z) - C(2) + 1, isto é, C(z) = 2C(2)? + 1. Ao resolver essa
equagao quadrética 2C'(2)? — C(z) + 1 = 0, obtem-se
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1+v1 -4z

C(z) = 19
()= —% (19)
Como C,, é sempre um inteiro positivo, escolhemos o sinal negativo. Assim
1—+v1—-4
)= — V- —"2% (20)

2z

O préximo passo é determinar uma férmula explicita para os nimeros de Catalan,
utilizando a série binomial, mais precisamente o Exemplo [2.17], ou seja,

Cle) = 2z k+1\k

1—+1—4z i 1 <2k> .
—_— = zZ".
k=0

Portanto, segue que o n-ésimo nimero de Catalan C,, n € N, é dado por

C”:n}r1<2:>' (21)

A expressao em (21)) permite determinar o n-ésimo nimero de Catalan de maneira
simples, recorrendo apenas ao coeficiente binomial. Aplicando-a, temos

1 /0 1 /2\ 1
Co 0+1(0) G 1+1(1) 2 ’

1[4\ 1 1 /6) 1
—_- = — - :2 = — :—2 =
G2 2+1(2) 5 6=2 3+1(3) ;=0

1 /8) 1 1 /10 1
Co=——()=2-70=14, C; = — =2 .252 =42,
! 4+1<4> 5 0 5+1<5) 6

A secao a seguir aborda os numeros de Mersenne e sua conexao com 0S NUIMEros
de Catalan. Os numeros de Mersenne estao intimamente ligados a teoria dos nimeros
primos, pois muitos deles sao primos, embora nem sempre essa condicao seja suficiente.

4.3 Relacgao entre os nimeros de Catalan e os niimeros de Mer-
senne

Nesta secao iremos estabelecer um critério para caracterizar a paridade dos niimeros
de Catalan a partir dos Nimeros de Mersene. Um fato interessante que iremos pontuar e
que dado um k > 0, no intervalo cujos extremos inferior é 2 — 1 e o superior é 281 — 1
sao nineros de Mersene consecutivos os nimeros de Catalan C,, sdo pares, com 2F — 1 <
n < 2k 1.

Segundo (OLIVEIRA/ 2015)), Marin de Mersenne (1588 - 1648) foi um matemdtico
e padre francés que dedicou estudos a nimeros que podem se escritos da forma 2™ — 1.
Mersenne acreditava que estes niimeros eram primos sempre que n era primo.
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Definicao 4.6 Os numero de Mersenne sao niumeros da forma
n
M, =2" -1,

onde n € um numero natural.

Se um numero de Mersenne é primo, diz-se que ele é um primo de Mersenne. A
proposicao a seguir mostra que 2" — 1 s6 tem chance de ser primo quando n for primo.

Proposicao 4.7 Se 2™ — 1 ¢ primo, entao n € primo.

Demonstragao: Suponha que n nao seja primo. Temos que existem nimeros naturais
ny e ng tais que n = nqg-ny com ny, ng > 2. Como 2™ — 1 divide (2")"2 —1 =2m™2 — 1 =
2™ — 1, segue que 2" — 1 nao é primo, o que contradiz a hipdtese de ele ser primo. Logo,
n é primo.

Vale ressaltar que na proposicao anterior a reciproca nao ¢ verdadeira, isto é, n primo
nao implica 2" — 1 primo. Por exemplo, o niimero

oMl 1 =2047 =23 -89

nao é primo, apesar de 11 ser primo.

Atualmente, os trés maiores primos conhecidos sao da forma M, = 2P — 1 para
p = 74207281, p = 77232917 e p = 82589933. Todos eles possuem mais de 20 milhoes de
digitos. O maior deles é 282589933 _ 1 descoberto por um grupo de mateméticos — pro-
fissionais e amadores — do projeto de pesquisa mundial Great Internet Mersenne Prime
Search (GIMPS). Com 24.862.048 digitos, mais de 1,5 milhao de digitos a mais do que o
segundo colocado. Pertencente a classe dos primos de Mersenne, este é o 51° primo de
Mersenne descoberto e ja foi apelidado de M82589933.

O Teorema [4.8| introduz um interessentante resultado que caracteriza a paridade dos
nimeros de Catalan e envolve os niimeros de Mersene.

Teorema 4.8 Um niumero de Catalan C, € impar se, e somente se, n € um niumero de
Mersenne.

Demonstragao: Suponha que C,, é impar. Segue do Corolario que n é impar. Agora,
para um n fixo, considere a sequéncia de nimeros inteiros nao negativos:

n—1 n—-3 n—-7 n—(2m1—-1)

n? 2 ) 4 Y 8 ) ottt 2m_1 (22)

1 74 o=l g ~3 44 n=3_1 7

Nesse caso, estamos supondo que “Z= é impar, 25— = *7* ¢ fmpar, 45— = "+ ¢
. : : ; n—(2m~1-1)
Impar, e assim sucessivamente, ate —s——.

Aplicando a Proposigao (4.5 para essa sequéncia de inteiros nao negativos impares,

temos C,,, Cn-1, Cn-s, ..., C,_m-1_,, Impares.
2 4 T Yam—1
om—1
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A sequéncia em (22)) é decrescente e limitada por zero. De fato, para n > 0, seja a,, o

m~ésimo termo da sequéncia, com m > 0. Temos que a,, = ”_%:j ) R 2?:211 — 1, entao
n+1 n+1 n+1 2n+1) —(n+1)
m+1 a Qm 2m71 + Qm am om

Assim, a,,4+1 < a,, para todo m > 0. Logo, a sequéncia é monotona decrescente.
Por definigao, todos os termos da sequéncia sao inteiros nao negativos, o que implica que
a sequéncia ¢ limitada inferiormente por zero e superiormente por n. Segue que existe

(2F-1)

k € N tal que *=5—~ = 0, pois Cy = 1. Logo, n = 2F — 1.

Reciprocamente, suponha que n é um ntimero de Mersenne, isto é, n = 2¥ — 1 para
algum k inteiro Suponha, agora, por absurdo, que C,, é par. Considere a sequéncia
decrescente de inteiros impares:

th=28—1, t)_ =21 -1, tpo=2F2—-1, ..., 2t —1.

Como t; é impar, entao segue da Proposicao que Cy, = 2wy + CtZ;H onde wy é um
numero inteiro. Temos, por hipétese de absurdo, que C;, = Cyr_; = C,, é par, o que
implica C}, , par. Da mesma forma, ¢;_; é impar, e com isso, C;, , = 2wi_1 + kai2
com wy_; inteiro. Assim, Cj,_, é par, uma vez que, Cy,_, é par. Aplicando esse processo
sucessivamente, temos que Cs = 2w, + C? com ws inteiro e Cy par, e isso implica que Cy
é par, o que é uma absurdo, pois C; = 1. Portanto, C,, é par.

Corolério 4.9 Sejan > 0 inteiro. Entdo, C, € par, se o somente se, n € (2F—1, 2k 1)
sendo k > 0 inteiro.

Demonstracao: Suponha ), par. Entao n > 2. Logo, existe k € Z tal que n €
[2F —1,28FL —1]. Se for n = 2F — 1 ou n = 2¥"1 — 1, temos, pelo Teorema 4.8 que n é
um nuimero de Mersenne e, consequentemente, C,, é impar, o que é um absurdo, pois C,
é par por hipétese. Logo, n € (28 — 1,21 —1).

Reciprocamente, suponha n € (2¥ — 1,281 — 1), Como nao hé outro niimero de
Mersenne em (2% — 1,251 — 1), entdo C,, é par.

Para ilustrar o resultado anterior, tomemos £ = 3. Observe que para todo n no
intervalo (2% — 1,21 — 1) = (7,15), C,, é par, como mostra a tabela abaixo.
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Tabela 6: Paridade de C,,

n C,
7 429

8 1430
9 4862
10 | 16796
11 | 58786
12 | 208012
13 | 742900
14 | 267440
15 | 9694845

Fonte: Elaborado pelo autor

4.4 Divisibilidade para C),

Os numeros de Catalan apresentam padroes interessantes de divisibilidade, especial-
mente com relagao aos nimeros primos. Essas questoes estao intimamente ligadas a teoria
dos nimeros e tém aplicacoes em diversas areas da matematica discreta e da computacao.

Antes do resultado principal serao apresentados alguns resultados de aritmética, entre
eles o teorema de Legendre.

Definicao 4.10 Sejam a e b inteiros positivos, representamos por

7] =

o quociente ou parte inteira da divisao de a por b, ou seja, a = bq+r com 0 < r <b.

Os exemplos a seguir sao aplicagoes direta da Definicao [4.10]

Exemplo 4.11 Sejam m,n nimeros naturais, com 1 < n < m e p um nimero primo,
temos que
2p™ — 2 mn
] P
pn

Solugao: Note que 2p™ —2 =p"- (2p™ " — 1)+ (p" — 2). Assim, segue da defini¢ao 3.3
que o quociente da divisao de 2p™ — 2 por p" é q =2p™ " —1 e oresto é r =p" — 2.

Exemplo 4.12 Sejam m,n nimeros naturais, com 1 < n < m e p um niumero primo,
temos que

m—-n __ 1.

]

~(pm™ —1) 4+ (p™ — 1), o resultado segue da Defini¢ao m
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Proposicao 4.13 Para todo primo p impar e k > 1, vale a igualdade

i [Qp;m— 2} _ 2t -1) L

m=1 p_l

Demonstragao: Temos que

2 [21?]’;; 2] _ [Zpkp_ 2] N [2]91;2— 2} - [Qp’;k— 2} N [2;;1:1 2] v (@)

Note que para m > k, o quociente da divisao de 2pF — 2 por p™ serd sempre zero. Dali,
temos em ([23))

k

e I

P p P? p*
Aplicando o resultado do Exemplo em (24)), segue que

> [2]0;: 2] =2 =D+ 2D+ .+ 2p-1)+1

m=1

2(pF — 1
:2(pk_1+pk_2+...+p+l)—2—(k—l)—l—l:%—k’.
Proposicao 4.14 Para todo primo p impar e k > 1, vale a igualdade
0 k_l k
Sl -2 oy
m=1 pm p= 1
Demonstragao: Temos que,
ok k k k k
S = ] e ]+ [
= + + ...+ + + ... 25
>[5 ; - |+ (25)

m=1

Note agora que para m > k o quociente da divisdo de p* — 1 por p™ serd sempre zero.
Assim, temos em ([25)

mz ) ) [E] )

Aplicando a identidade do Exemplo em , temos que

k -
S =6 D e P D+ (- D) =

m=1
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O Teorema de Legendre (Teorema ¢ um resultado interessante em Teoria dos
Numeros e ele sera ttil para demonstrar o Teorema |4.16, que é um dos principais do
trabalho. O resultado foi obtido pelo matemadtico francés Adrien-Marie Legendre (1752 -
1833) em 1808, e constitui um critério para determinar a poténcia maxima de um nimero
primo p que divide o fatorial de um niimero natural n.

Teorema 4.15 Dado um numero natural n e um numero primo p, temos que a maior
poténcia de p que divide n!, denotado por E,(n!), é

)= [2]+[3] + [5] +- - X [

m=1

onde [pim} representa o quociente da divisao de n por p™, m =1,2,3,....

A demonstragao detalhada do resultado acima pode ser consultada em (HEFEZ]
2016)).

Pelo Teorema ¢é possivel notar que para p = 2, é verdade que para k£ > 1 natural,
p{ Cpe_y. De fato, se p = 2, entao p* —1 é um ntimero de Mersenne, o que implica Cpr_1
fmpar, logo, p =21 Cp_q. O teorema a seguir apresenta uma generalizacao do resultado
anterior para nimeros da forma p* — 1.

Teorema 4.16 Para todo numero primo p e k > 1 inteiro, € verdade que

pjfcp"’fl

Demonstragao: Se p = 2, o resultado segue do Teorema [4.8 Seja p um niimero primo
impar. Entao, de , segue que

o1 (Z(pk—l)):i(ka—2):i(2pk—2)!‘

P gk o141\ ph -1 pE\pF—1)  pF((pF — 1)!)2

Sejam M, M, e s as maiores poténcias de p que dividem (2p* —2)!, (p" — 1)l e Cpr_y,
respectivamente. Do Teorema [4.15] temos

oo

Mlep((2pk—2)1):§:[2pk_2} e My = E,((p* —1)! Z[p _1}

pm

m=1

Segue das Proposicoes e que

Claramente,

2pF — 1 -
s:M1—2M2—k;:(p—)—k—2(p p—(k—l))—k:
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2p" —1) —2(p" —p) +2(k - 1)(p — 1) — 2k(p — 1)
p—1
20 —2—2pF +2p+2kp— 2k —2p+2—-2kp+2k 0
p—1 Cp—1

=0.

Ou seja, a maior poténcia de p que divide Cpx_; é 0. Isso significa que pt Cpr_;.

No capitulo seguinte serd apresentada um breve histérico dos niimeros de Narayana
que formam uma sequéncia combinatéria que aparece em diversas contagens relacionadas
a estruturas discretas, como arvores binarias, particoes e caminhos em grade. Eles sao
definidos por uma relagao especifica envolvendo coeficientes binomiais e estao intimamente
ligados aos nimeros de Catalan.

5 HISTORICO E APLICACOES DOS NUMEROS
DE NARAYANA

Os nimeros de Narayana, representados como N(n,r), formam um triangulo de
numeros naturais que surgem em diversos problemas de contagem na matematica combi-
natoria. O nome desses nimeros ¢ uma homenagem ao matematico canadense de origem
indiana Tadepalli Venkata Narayana (1930-1987), em reconhecimento a sua significativa
contribuicao ao destacar a importancia desses nimeros, particularmente em sua obra
sobre a teoria dos caminhos reticulados e suas amplas aplicacoes em combinatoria.

Embora os nimeros que compoem este triangulo possam ter aparecido implicitamente
em trabalhos anteriores, foi o trabalho de T. V. Narayana que consolidou seu estudo e de-
monstrou sua relevancia em diversos contextos combinatérios. Suas pesquisas trouxeram
a luz as conexoes desses nimeros com problemas como a contagem de caminhos de Dyck
com um numero especifico de picos e a enumeragao de certas estruturas arbdreas.

Segundo (MOHANDY], 2002), o grande legado de Narayana, apesar de estatistico,
estd no campo da combinatéria enumerativa. Na década de 50, ele publicou um trabalho
pioneiro em combinatoria de caminhos reticulados, donde resultou uma férmula explicita
para o nimero de caminhos de (0, 0) a (n,n) que ndo cruzam a linha z = y. Esses ntiimeros
ficaram, mais tarde, conhecidos como “Numeros de Narayana”.

Embora a paixao de Narayana pela combinatéria fosse evidente, hd uma ironia em seu
caminho: apesar de seu grande interesse por essa area, ele também se envolveu no campo
dos desenhos adaptativos em estatistica. Em sua tese de doutorado, ele apresentou dois
modelos sequenciais para estimar a mediana, mas essas ideias nao foram publicadas nem
exploradas mais a fundo, conforme ¢é apontado por (MOHANDY] 2002)). Como resultado,
ficaram pouco discutidas nas abordagens atuais sobre métodos adaptativos na estatistica,
contrastando com o impacto perene de sua combinatoria.

Narayana alcancou uma reputacao internacional como grande pesquisador em anélise
combinatdéria e estatistica. Seus trabalhos envolvendo teoria dos torneios, composigoes,
planos de amostragem e caminhos reticulados o estabeleceram como uma autoridade nes-
ses campos da matematica.

Segundo (GRIMALDI| 2012), os numeros de Narayana sao utilizados na contagem de
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caminhos de Dyck. Um caminho de Dyck de comprimento 2n é um caminho no plano
cartesiano que comega no ponto (0,0) e termina no ponto (2n,0). Nele, em cada passo,
os caminhos sao definidos partindo do ponto (m,n) e se deslocando para (m-+1,n+1) ou
(m+1,n—1). A primeira opgao pode ser chamada de passo ascendente (U) e a segunda
de passo descendente (D).

Os nimeros N(n,r) sdo utilizados para calcular o niimero de caminhos de Dyck com
exatamente r picos. Um pico em um caminho de Dyck é um ponto onde um passo
ascendente é imediatamente seguido por um passo descendente. Graficamente, é um
“topo”da trajetéria do caminho.

Para n = 3, temos que os caminhos de Dyck de comprimento 6 sao: UUUDDD (1
pico), UUDUDD (2 picos), UUDDUD (2 picos), UDUUDD (2 picos) e UDUDUD (3 picos).
No capitulo seguinte sera introduzida uma férmula explicita para os nimeros de Narayana
que garante que N(3,1) = 1 (corresponde a UUUDDD), N(3,2) = 3 (corresponde a
UUDUDD, UUDDUD, UDUUDD) e N(3,3) =1 (corresponde a UDUDUD).

Os caminhos de Dyck, por sua vez, possuem outras aplicagdes, o que também im-
plica a relagao dos nimeros de Narayana e dos nimeros de Catalan com essas aplicagoes
(GARDNER], [1976). Um exemplo é o niimero de maneiras de formar triangulos em um
poligono convexo de n + 2 lados que é dado pelo n-ésimo nimero de Catalan, e cada
triangulacao pode ser codificada por um caminho de Dyck.

Os numeros de Narayana N(n,r) também possuem uma aplicacdo interessante na
contagem de arvores enraizadas planas (ordered rooted trees) com n vértices e exatamente

r folhas (STANLEY], 1997).

Uma arvore enraizada plana é uma arvore enraizada onde a ordem dos filhos de cada
né é significativa. Uma folha é um vértice de grau 1 (exceto possivelmente a raiz, se a
arvore tiver apenas um vértice ou se a raiz tiver grau 1 e n > 1).

Como exemplo, considere arvores enraizadas planas com n = 4 vértices. Os ntimeros
de Narayana para n = 4 sao: N(4,1) = 1 (1 drvore com 1 folha - um caminho linear),
N(4,2) =6 (6 arvores com 2 folhas), N(4,3) = 6 (6 arvores com 3 folhas) e N(4,4) =1
(1 &rvore com 4 folhas - todos os nés internos tém grau 2).

E crucial distinguir os conceitos de Sequéncia de Narayana e Numeros de Narayana
(objeto de estudo desse trabalho), que sdo dois objetos distintos na matematica combi-
natoéria, apesar de compartilharem o nome “Narayana”.

Segundo (RAMIREZ; SIRVENT) 2015), a sequéncia de Narayana, que tem suas ori-
gens no trabalho do matematico indiano Narayana Pandit no século XIV. Trata-se de
uma sequéncia de inteiros N(n),>; definida pela relagdo de recorréncia linear de terceira

ordem:

N(n)=N(n—-1)+ N(n—2)+ N(n —3),
com N(1) = N(2) =1e N(3) = 2. Os primeiros termos da sequéncia sao 1, 1, 2, 4, 7, 13,
24, ... . Esta sequéncia aparece em diversos problemas combinatérios, como a contagem

de maneiras de ladrilhar um retangulo 2xn com dominés 1x2 e triminds 1x3 (GUY]
1981)).

Os Numeros de Narayana, como ja mencionado, tem esse nome devido a Tadepalli
Venkata Narayana. Tais nimeros formam um triangulo de niimeros naturais que possui
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propriedades similares ao triangulo de Pascal e diversas relagoes com os niimeros binomiais
e os niumeros de Catalan.

Confundir a sequéncia de Narayana com os niimeros de Narayana pode levar a erros e
mal-entendidos significativos ao trabalhar em problemas de combinatéria ou ao ler litera-
tura sobre o assunto. As propriedades, as féormulas de recorréncia (no caso da sequéncia
e do triangulo), e as aplicagoes de cada um sao distintas.

A sequéncia é unidimensional, gerada por uma relacao de recorréncia envolvendo os
trés termos precedentes, enquanto os nimeros formam uma estrutura bidimensional (um
triangulo) e obedecem a uma relagao de recorréncia diferente.

A homonimia surge da coincidéncia do nome “Narayana’, referindo-se a dois ma-
temadticos diferentes com esse nome. B essencial estar atento ao contexto para determinar
a qual dos dois se estd referindo. Ao discutir esses conceitos, é util especificar “a sequéncia
de Narayana (de Narayana Pandit)”ou “os nimeros de Narayana (de Tadepalli V. Na-
rayana)” para evitar qualquer ambiguidade.

Em resumo, embora ambos os conceitos sejam importantes na combinatoéria, eles
representam objetos matematicos distintos com diferentes origens, definigoes e aplicagoes.
A clareza na terminologia é fundamental para uma compreensao precisa.

6 NUMEROS DE NARAYANA

Na literatura matematica, os nimeros de Narayana, denotados por N(n,r), sdo fre-
quentemente introduzidos através da férmula de recorréncia N(n,r) = N(n —1,r — 1) +
N(n —1,r) com condigdes de fronteira N(n,1) =1 e N(n,n) =1, para n > 1. Contudo,
no presente trabalho, serd adotada uma abordagem distinta, definindo os nimeros de
Narayana a partir de sua relagao intrinseca com os nimeros triangulares. Serd comen-
tada a equivaléncia entre essa definicao baseada nos ntimeros triangulares e a formulagao
recursiva padrao encontrada na literatura, estabelecendo assim uma perspectiva diferente
sobre a natureza e as propriedades desses importantes niimeros combinatoérios.

Também é comum que os numeros de Narayana sejam definidos diretamente a partir
de uma férmula explicita. A férmula a seguir aparece em (F.INC| 2025).

Definicao 6.1 Seja n > 0 inteiro e 1 < r < mn, os numeros de Narayana sao dados por

=10

com N(0,0) = 1.

Para verificar que tal féormula satisfaz a relacao de recorréncia dos nimeros de Na-
rayana, veja (GRIMALDI, 2012). O propésito do presente trabalho é definir os ntimeros
de Narayana partindo do conceito de niimeros triangulares. Desse modo, temos a seguinte
definicao:
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Definicao 6.2 Os numeros formados a partir de dois inteiros n er comn > 0 e 0 <

r <n dados por

T,!
N(n,r) = myrm— (27)

onde T,, € o n-ésimo numero triangular, sao chamados de nimeros de Narayana.

E possivel estabelecer outra relacao de recorréncia para os nimeros de Narayana,
partindo da definicao por nimeros triangulares, conforme mostra o Teorema [6.3]

Teorema 6.3 Os numeros de Narayana N(n,r) satisfazem a relagdo de recorréncia

T,
N(n,r):T-N(n—l,r—l) (28)
Demonstracgao: De , temos que
T,!
N(n,r) = T T

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por T}, obtém-se

T, T,_1!
N(n,r)-T, = T T = T T T,=Nmn-1,r—-1)-T,.

Logo,
T,
N(n,r) = T~N(n— Lr—1).

r

Assim como nos nimeros binomiais, é possivel verificar uma relacao de simetria entre
os numeros de Narayana. Observe o Teorema [6.4]

Teorema 6.4 Os numeros de Narayana saisfazem a sequinte relagdo simétrica:

N(n,r) = N(n,n—r)

Demonstragao: Segue de que

N(ﬂ”fr‘) - Tr' . Tn—r! B Tn—r! : Tr' B Tn—r! ’ T("*(”*T))'

=N(n,n—r).

O Teorema 6.5|introduz outra férmula explicita para os nimeros de Narayana, baseada
nos numeros triangulares e, novamente, em termos do coeficiente binomial.

Teorema 6.5 Sejam n > 0 inteiro e 0 < r < n, os numeros de Narayana satisfazem a

sequinte relagao:
1 n n+1
N = . . 29
(n,7) n—'r’—l—l(r) (r—l—l) (29)
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Demonstragao: Segue de que

Tn' o Tn—r! : Tn—r-i—l : Tn—r+2 T Tn—l ) Tn

N(n,r) = T T, 1 T1-T, .1

_ Tn : Tn—l BEEEE Tn—r+2 : Tn—r—i—l
T -1y ...- Ty - T

(nt+Dn  n(n—-1) C (n=r+2)(n—r+1)
5 5 5
(r+1)r . r(r—1) .
TS T g e

2-1

2 2

:(n—|—1)2-n2-(n—1)2-...~(n—r+2)2-(n—r+1)
(r+1)-r2-(r—1)2-....32-22.12

(n+1l)-n-(n=1)-..-(n—r+1) n-(n—-1)-..-(n—r+1) 1
r+1)-r-(r—1)-..-3-2-1 r-(r—1)-..-3-2-1 n—r+1

B n+1 n 1

S \r+1 r] n—r+1
N( )7 1 n n+1

A e T, r+1

Teorema 6.6 As férmulas explicitas da Defini¢ao6.1) e do Teorema[6.5 sdo equivalentes.

Logo,

Demonstragao: Aplicando o Teorema na féormula do Teorema temos
1 n+1 n+1
N = . . :
(n,7) n+1 (n—r+1> (T—|—1>
Agora, utilizando os Teoremas [2.4] e [2.5] segue que
1 n+1 n—+1 1 n—+1 n
N -
(m,7) n+1(n—r+1) 7’+1<) r+1(n—r+1><)
1 1
- ne "= Y =Nm+1r+1).
r+1l\n+l—(n—-r+1))\r

-
Fazendo r = 0, temos

N(n+1,1):ﬁ(”31> (g) = 1= N(n,0).

Fazendo r = n, segue que

Nn+1,r+1) = — ("H) (Z) = 1= N(n,n).

n-+1 n
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Logo, paran >1e 1 <r <n, vale que

N(n—l,r—l):N(n—1+1,r—1+1)zw(n,r):%(rﬁl)(::i)

Alguns autores, como (DMITRY; VLADIMIR; YURIY, [2022), definem os nimeros de

Narayana como
N, 1 (n) ( n )7
k n\r r+1

paran >1e 0 <r <n. Observe que

N _1(n no\ 1 n! n!
g\ J\r+1)  n o rln—r) (r+D(n—r—1)

n(n —1)! n! 1 n! ~ (n=1)!

rl(n —r)! . (r+1r!-(n—r—1)! _r+1.r!(n—r)! rl(n—r—1)!

:Tilc)(n;l) =N(n+1,r+1).

A secao abaixo apresenta o triangulo de Narayana que é uma disposicao triangular
de nimeros inteiros que generaliza os ntimeros de Narayana, assim como o triangulo de
Pascal organiza os coeficientes binomiais. Cada entrada do tridangulo representa uma
contagem combinatoria especifica, frequentemente relacionada a enumeracao de arvores,
caminhos reticulados e particoes de conjuntos. Sua estrutura reflete padroes simétricos e
recorréncias que aparecem naturalmente em problemas de combinatoria enumerativa

6.1 O triangulo de Narayana

Dados dois ntimeros inteiros n e r comn > 0 e 0 < r < n, a partir dos nimeros de
Narayana N (n,r), é possivel obter o chamado triangulo de Narayana. Para cada valor de
n, teremos r =0,1,2,...,n.

Para a primeira linha, fixamos n = 0. Desse modo, temos que r = 0 e utilizando o
Teorema [6.5] temos N(n,r) = N(0,0) = 1.

Para a segunda linha, se n = 1, entao r = 0 ou r = 1, donde

w10 =(o11) (o) T=oer = (1) (o) 2
van=(10) () - () () -

Na terceira linha, se n = 2, segue que r =0, r =1 ou r = 2. Assim,

o= (). ()
o= ()-()
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- (). ()

Na quarta linha, para n = 3, temos r =0, r =1, r = 2 ou r = 3. Segue que

N(3,0):(le)-(g)&:zl-l&:l,

- () €) v

() ) 1154
N(3,3) =

Prosseguindo desse modo, obtém-se as entradas para as linhas do triangulo de Na-
rayana.

Figura 1: Triangulo de Narayana

n =0 1

n =1 1 1

n =2 1 3 1

n =3 1 6 6 1

n =4 1 10 20 10 1

n =5 1 15 50 50 15 1

n =6 1 21 105 175 105 21 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Se lidos da esquerda para a direita e seguindo a ordem das linhas, os nameros 1, 1, 1,
1,3,1,1,6, 6, 1, 1, 10, 20, 10, 11, 15, 50, 50, 15, 1, ... que aparecem no triangulo formam
exatamente a sequéncia dos numeros de Narayana.

E possivel observar que os nimeros que formam o triangulo da Figura 1, sao simétricos
com relagao a linha vertical central. Esse resultado segue do Teorema [6.4]

Os numeros 1, 3, 20, 175, ..., todos pertencentes a linha vertical central do triangulo
de Narayana, sao chamados de nimeros centrais de Narayana. Esses nimeros possuem
estreita relacao com os numeros de Catalan, que sera abordada em um dos teoremas da
proxima secao.

6.2 Propriedades dos nimeros de Narayana

Através dos teoremas abaixo, sao apresentadas algumas propriedades que envolvem
os nimeros de Narayana. O Teorema apresenta uma identidade similar aquela de-
monstrada no Teorema no capitulo de niimeros binomiais.
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Teorema 6.7 Dados n e r inteiros comn >0 e 0 <r <n, temos que

N(n,r+1)-Nn+1,7)- N(n+2,r+2)=N(n,r)- Nin+ 1,7+ 2) - N(n + 2,7 + 1).

Demonstragao: Segue do Teorema 6.5 que

N(n,r+1)-N(n+1,r)- N(n+2,r+2) =
B 1 n n+1 1 n+1 n-+ 2 1 n -+ 2 n -+ 3
Cn—r \r+1 r+2/) n—r-+2 T r+1) n—r+1 \r+2 r+3
B n 1 n+1 n+2 1 n+2 1 n+1 n+3
S \r+1) n—r+2 r r+1) n—r+1 \r+2) n—r \r+2 r+3

B n 1 n+1 n+2 1 n+2 1 n+1 n+2\ n+3
S\l n—r+2 r r+1)n—r+1\r+2) n—r \r+2 r+3) n—r

(30)

Como

1 <n+1) ' <”+2> = N(n+1,7+2),

n—r r—+2 r+3

Segue, em , que

Nn,r+1)-Nn+1,7)- N(n+2,r+2) =

n 1 n—+1 n -+ 2 1 n+2\ n+3
— - . . - . . N(n+1’r+2)
r+1 n—r+2 T r+1 n—r+1 r—+ 2 n—r

:(n> 1 (n+1)! .<n—|—2>. 1 (n+2)! ~n+3-N(n+1,r+2).

r+1) n—r+2rn—r+ ) \r+1) n—r+1 r+2n—r)ln—r
(31)
Note que
(n+1)! (n+2)! n+3  (n+3 (n+1)!
rin—r+ 1) r+2)!n—r) n—r \r+2)rl(n—r)(n—r)

L (n+2)-(n+3):N(n~l—2,r+1).

n—r+2 \r+1 r+2
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Assim, temos em (31))

N(n,r+1)-N(n+1,r)- N(n+2,r+2) =

1 n (n+1)!
SR S - N(+1,742)- N(n+2,7+1
n—r+1 (7"—{—1) ri(n —r)(n —r)! (Rt 1r+2)-Nn+2r+l)
1 n! (n+1)!

Tl T DD Ay b2 Nz d)

1 n! (n+1)!
= : --N 1 2)- N 2 1
i) Gy Y Lr2) - N2+

1 1
— (™M) ("7 Nn+1,r+2)-Nn+2,r+1)
n—r+1 \r r+1

=N(n,r)- Nn+1,7r4+2)- N(n+ 2,7+ 1).

O Teorema apresenta um resultado referente aos nimeros da sequéncia 1, 3, 6,
10, 15, 21, ..., ou seja, os nimeros da forma N (n, 1), que compoem a segunda diagonal do
triangulo de Narayana.

Teorema 6.8 A sequnda diagonal do triangulo de Narayana € formada por nimeros tri-

angulares, isto ¢€,
N(n,1) =T,

Demonstracao: Segue do Teorema [6.5 que

-2 () ()

n=D! (n+Dnn-1!_ nn+1)
n—1  2m-11 2 "

n

(

O Teorema estabelece uma condi¢ao para que um nimero de Narayana seja um
quadrado perfeito. Na demonstracgao desse resultado, os nimeros de Catalan surgem
naturalmente.

1
n

Teorema 6.9 Os nimeros centrais de Narayana serao quadrados se, e somente se, 2n+1
for um quadrado.
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Demonstracgao: Primeiramente, note que os niimeros centrais de Narayana sao da forma
N(2n,n). Segue do Teorema [6.5] que

1 2n 2n+1 1 2n (2n+1)!
N(2 S : — : R by A
(2n,n) 2n—n+1 (n) (n—i—l) n+1 <n> (n+1)!-n!

1 (Qn)_@n“)' 1 (2n)

:n+1. n—l—l'n!-n!

n
1 2n 1 2n\ 9
—(2n+1)-n+1-<n>-n+1-(n)—(2n—|—1) Cs,

onde C), é o n-ésimo numero de Catalan da Definigdo [4.1] Assim, os nimeros centrais de
Narayana sao dados pelo produto (2n + 1) - C%, onde o segundo termo j& ¢ um quadrado.
Logo, N(2n,n) serd um quadrado se, e somente se, (2n + 1) for um quadrado.

A tabela abaixo ilustra o resultado do Teorema [6.9] com os respectivos nimeros
centrais de Narayana para os primeiros quadrados da forma 2n + 1.

Tabela 7: Numeros Centrais de Narayana Quadrados Perfeitos

n C, C? 2n+1| (2n+1)-C?= N(2n,n)
0 1 1 1 1=12

1 1 1 3 3

2 2 4 ) 20

3 5) 25 7 175

4 14 196 9 1764 = 422

12 | 208012 | 43268992144 25 1081724803600 = 10400602

Fonte: Elaborado pelo autor

Também ¢é possivel determinar a paridade de alguns dos nimeros de Narayana. De
acordo com o Teorema |6.10, um ntmero central de Narayana so sera impar caso satisfaca
a condicao de ser também um nimero de Mersenne.

Teorema 6.10 Um niumero central de Narayana serd impar se, e somente se, n = 0 ou
n € um numero de Mersenne.

Demonstracao: Para n = 0 temos que N(2n,n) = N(0,0) = 1. Agora, do Teorema
, segue que N(2n,n) = (2n+ 1) - C%2. Como 2n + 1 é impar para todo n € N, segue
que N(2n,n) é impar se, e somente se C? ¢ {mpar, ou seja, se, e somente se, C,, ¢ {mpar.
Logo, segue do Teorema que N(2n,n) é impar se, e somente se, n é um numero de
Mersenne.

Nos teoremas anteriores, os nimeros de Catalan sao utilizados na demonstragao como
uma ferramenta para provar resultados envolvendo caracteristicas dos préprios nimeros
de Narayana. Ja no Teorema fica estabelecida uma relagao mais direta e explicita
entre os numeros de Narayana e os nimeros de Catalan.
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Teorema 6.11 A soma das entradas de cada linha do triangulo de Narayana € um
numero de Catalan. Em particular, temos

Z N(n,r) = Cpyr.
r=0

Demonstragao: Do Teorema [6.5] temos que

n

gzv(n,r):z;n_;m.c).(ﬂi).

r=

Utilizando a identidade do Teorema temos

n

n 1 n\ (n+1\ < 1 n+1 n+l
N — —_— . - : : N
; (n,T) Zon—r—l—l (r) <r—|—1> Zon+1 (n—r—l—l) (r—i—l)

r=

Aplicando o Teorema [2.4] e o Corolario [2.13], obtém-se

n

a 1 n—+1 n—+1
N g . . =
; (n,7) n+1 ;(n—'r’le) (n—r>

1 2n + 2
p— . pu— C’n+1.
n+1 n—+2
O ndmero C, 1 dado pela soma das entradas da n-ésima linha do triangulo de Na-

rayana também indica o niimero de caminhos de Dyck de comprimento 2n, conforme foi
visto no capitulo anterior.

O Teorema apresenta um critério de divisibilidade para os nimeros de Narayana
quando divididos por nimeros triangulares.

Teorema 6.12 Sejam n e r inteiros positivos. Se mdc(T,,T,) =1, entdao T,, | N(n,r).

Demonstragao: De fato, segue do Teorema [6.3] que

T,
N(n,r):Tn'N(n—l,r—l) = T,-N(n,r) =T, -N(n—1,r—1).

r

Entao, T,, | T, - N(n,r). Como mdc(T,,T,) = 1, segue que

T | N(n,).

Como aplicagao do Teorema tome os ntimeros triangulares Ty = 21 e Ty = 10.
Temos que mdc(21,10) = 1. Logo 21 | N(21, 10). De fato,

N (21, 10) = 1 21 22\ 1 21! 221
’ S 21—10+1 \10 11/) 12 10!'-11!" 11'-11!
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= 20734762776 = 21 - 987369656.

Assim como feito para os nimeros de Catalan no Teorema [4.16] é possivel mostrar
que numeros primos também nao dividem certos nimeros de Narayana. O Teorema [6.13
mostra um critério de divisibilidade para os niimeros centrais de Narayana.

Teorema 6.13 Seja p um numero primo e k > 1 um numero inteiro. Entao,

pt N@2p* —2,p" —1).

Demonstracao: Segue do Teorema [6.9] que
Nt =2,p" = 1) = NG = 1),p" = 1) = 20" = 1) +1]- Cli .

Do Teorema temos que pt Cprx_y, 0 que implica p ¢ C’Ifk_l.
Por outro lado, 2(p* — 1) +1 = 2p* — 1. Dai,

p"=0 (modp)=20"=0 (modp)=2p"—1=-1 (mod p).

Logo, pt 2p* — 1. Portanto, p { N(2p* — 2,p* — 1).

7 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, investigou-se de forma aprofundada os niimeros de Narayana
a partir da perspectiva dos nimeros triangulares, estabelecendo conexoes robustas entre
essas duas sequéncias combinatorias e demonstrando, por meio de propriedades algébricas
e identidades combinatérias, como elas se inter-relacionam com os coeficientes binomiais
e os numeros de Catalan. A partir da expressao classica dos nimeros triangulares 7T, =

1 . ~ . 1 . , ,
M, e sua equivaléncia com (”; ), foi possivel revelar que os numeros de Narayana

2
nao apenas refinam a contagem proporcionada pelos nimeros de Catalan, mas também
podem ampliar o entendimento das estruturas de contagem que emergem em problemas

combinatorios.

O estudo evidenciou que os nimeros de Narayana, inicialmente introduzidos por Mac-
Mahon e redescobertos por Tadepalli Venkata Narayana, representam uma ferramenta na
combinatoéria enumerativa, pois possibilitam a decomposicao de problemas complexos em
subproblemas mais simples. Essa abordagem nao sé contribuiu para a formalizacao de no-
vas identidades algébricas, como também reforcou a importancia da aplicacao de métodos
indutivos e recursivos na demonstracao de propriedades fundamentais. Dessa maneira, a
relacao entre os nimeros triangulares e os coeficientes binomiais foi explorada de modo a
demonstrar, por exemplo, que o nimero triangular 7;, pode ser visto como o niimero de
maneiras de conectar dois pontos distintos em um conjunto de n + 1 pontos, proporcio-
nando assim uma interpretacao geométrica que enriquece a compreensao dos fenomenos
combinatorios.
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Ademais, este trabalho destacou a relevancia didatica dos conceitos abordados, con-
siderando a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018) como referéncia para a
inclusao de temas de analise combinatoria e probabilidade no ensino fundamental e médio.
A incorporagao dos numeros binomiais e triangulares no curriculo educacional revela-se
essencial para o desenvolvimento da capacidade de resolucao de problemas, competéncia
indispensavel para a formacao dos alunos. Assim, a abordagem proposta aqui nao apenas
contribui para a pesquisa académica, mas também apresenta implicacoes praticas que po-
dem ser exploradas no contexto escolar, com alunos que queiram aprofundar os estudos
matematicos com orientagoes e possiveis projetos de iniciacao cientifica, permitindo uma
integracao entre teoria e pratica que potencializa o ensino da matematica.

Durante a pesquisa, foi possivel observar que os numeros de Narayana, apesar de nao
representarem um tema muito explorado nas discussoes contemporaneas, possuem grande
potencial para o desenvolvimento de teorias combinatoérias e para a aplicacao em questoes
pedagédgicas.

A pesquisa sobre as identidades envolvendo os nimeros de Narayana deve continuar,
especialmente no que diz respeito a suas aplicagoes em campos como a teoria das grafos,
analise de algoritmos e resolucao de problemas que envolvem estruturas geométricas.
Espera-se que o estudo realizado aqui inspire novas investigagoes e aprofunde ainda mais
a conexao entre as diversas areas da matematica que se entrelacam com os nimeros de
Narayana, mostrando o cardter interdisciplinar e inovador da matematica contemporanea.

Portanto, este trabalho nao se encerra aqui; ao contrario, ele oferece um possivel
ponto de partida para futuras pesquisas sobre a combinatéria enumerativa, oferecendo
resultados que podem ser aplicados tanto em contextos académicos avancados quanto no
ensino basico, facilitando a interacao dos estudantes com tépicos matematicos de maneira
envolvente e criativa.
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