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RESUMO

Esta dissertacao tem como objetivo principal explorar a transformacao geométrica conhecida
como inversdo no plano e apresentar uma abordagem didatica para o Teorema de Mohr-
Mascheroni, que afirma que toda constru¢do geométrica possivel com régua e compasso pode
ser realizada com o uso exclusivo do compasso. Para tal, inicia-se com a exposi¢ao de conceitos
fundamentais da geometria plana, como congruéncia e semelhanca de figuras, que sustentam
as construgdes ao longo do texto. Em seguida, apresenta-se a reta de Euler como exemplo de
propriedade geométrica classica. O estudo da inversdo ¢ tratado de forma detalhada, abordando
suas defini¢des, propriedades, tipos e aplicacdes em problemas geométricos, evidenciando sua
poténcia como ferramenta de resolugdo. A partir disso, introduz-se o Teorema de Mohr-
Mascheroni, incluindo uma de suas demonstragdes formais. Por fim, sdo apresentados
exemplos praticos de construgdes realizadas apenas com o compasso, tanto no contexto da
inversdo quanto em construgdes classicas da geometria euclidiana. A dissertagao busca, além
da fundamentagao tedrica, oferecer contribui¢des didaticas que possam auxiliar no ensino € na

compreensdo desses temas no contexto da educagdo matematica.

Palavras-chave: inversdo geométrica; constru¢des com compasso; Teorema de Mohr-
Mascheroni; geometria euclidiana; transformagdes no plano; ensino de geometria; construgdes

geométricas.



ABSTRACT

This dissertation aims to explore the geometric transformation known as inversion in the plane
and to present a didactic approach to the Mohr-Mascheroni Theorem, which states that any
geometric construction possible with a straightedge and compass can be carried out using only
a compass. The work begins with a review of fundamental concepts in plane geometry, such as
congruence and similarity, which support the constructions developed throughout the text. It
then presents Euler’s line as an example of a classical geometric property. The study of
inversion is addressed in detail, including its definitions, properties, types, and applications in
solving geometric problems, highlighting its power as a problem-solving tool. The Mohr-
Mascheroni Theorem is then introduced, along with a formal proof. Finally, practical examples
of constructions performed using only a compass are presented, both in the context of inversion
and in classical Euclidean constructions. In addition to providing a theoretical foundation, the
dissertation offers didactic contributions that can support the teaching and understanding of

these topics in the context of mathematics education.

Keywords: geometric inversion; compass constructions; Mohr-Mascheroni theorem; euclidean

geometry; plane transformations; geometry teaching; geometric constructions.
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1 INTRODUCAO

A geometria sempre desempenhou um papel central no ensino da matematica, nao
apenas como campo de estudo, mas como linguagem visual e 16gica que permite desenvolver
o raciocinio dedutivo, a criatividade e a precisdo. Dentro desse universo, as construgdes
geométricas com régua e compasso sao parte fundamental da tradicdo matematica e, ainda hoje,
encantam professores e alunos pela sua simplicidade formal e profundidade conceitual.

Neste cenario, duas abordagens se destacam nao apenas pelo interesse tedrico que
despertam, mas pelo potencial que oferecem para enriquecer a pratica pedagogica: a inversao
geométrica e o Teorema de Mohr-Mascheroni. A inversdo, apesar de pouco explorada no
ensino basico, ¢ uma transformacgao poderosa que revela simetrias ocultas, simplifica problemas
complexos e promove uma visdo mais ampla da geometria. Ao transformar circunferéncias em
retas e vice-versa, ela instiga a curiosidade dos estudantes e convida a investigagao.

J& o Teorema de Mohr-Mascheroni — que afirma que toda constru¢do com régua e
compasso pode ser realizada apenas com o compasso — apresenta-se como um desafio elegante
a intuig¢do, despertando fascinio e abrindo espago para discussdes profundas sobre o que ¢
essencial em uma construcao geométrica. Trazer esse teorema para a sala de aula, mesmo que
em contextos mais introdutorios, ¢ uma forma de valorizar a investigacdo, a argumentacao € a
construcdo do conhecimento matematico de forma ativa.

Esta dissertagdo busca justamente explorar essas ideias - inversdo e construcdes
com o uso exclusivo do compasso - com foco em seu potencial didatico. O trabalho inicia com
uma revisao dos conceitos fundamentais da geometria plana, passa por construgdes classicas
como a reta de Euler, aprofunda os fundamentos da inversdo e culmina na apresentacdo e
demonstragdo do Teorema de Mohr-Mascheroni. Nos capitulos finais, sdo apresentados
exemplos praticos que ilustram a aplicacdo dessas ferramentas em problemas geométricos,
sempre com a preocupacdo de tornar o conteudo acessivel e significativo para o contexto
educacional.

Mais do que um estudo tedrico, esta dissertagdo ¢ também uma proposta: mostrar
que a geometria pode - e deve - ser redescoberta como campo de criagdo, investigagdo e
encantamento. Tanto para quem ensina, quanto para quem aprende.

Em tempos em que o ensino da matematica ¢ frequentemente reduzido a repeti¢ao
de procedimentos e a resolucdo mecanica de exercicios, revisitar construgdes geométricas -
sobretudo aquelas feitas apenas com o compasso - ¢ um gesto de resisténcia pedagdgica e

valorizacdao da beleza matematica. Ao explorar temas como a inversao e o Teorema de Mohr-
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Mascheroni, esta dissertagdo pretende também oferecer aos professores da Educacdo Basica
subsidios tedricos e praticos para enriquecer suas aulas, estimulando o pensamento geométrico,
a argumentacao e a autonomia intelectual dos alunos. Afinal, ensinar geometria ¢, em alguma

medida, ensinar a olhar o mundo com mais forma, logica e encantamento.
2 NOCOES BASICAS

Este capitulo retine os principais conceitos da geometria plana que servirdo de base
para os desenvolvimentos posteriores da dissertagdo. Inicia-se com a defini¢do de distancia
entre dois pontos, passando pela apresentagdo dos casos classicos de congruéncia e semelhanca
de tridngulos, fundamentais para o estudo das transformacdes geométricas. Em seguida, sdo
retomados teoremas elementares, como o da proporcionalidade, bem como propriedades e
construcdes associadas a circunferéncia, a bissetriz, & mediatriz, aos pontos notaveis do
tridngulo (como o incentro e os ex-incentros) e a simetria em relagdo a um ponto. Ao consolidar
essas nogoes, o capitulo fornece o vocabulario geométrico necessario para a compreensao da

inversao no plano e do Teorema de Mohr-Mascheroni, temas centrais desta pesquisa.
2.1 Quadro de notacoes

Notagdo: Sejam A e B pontos no plano.
AB denota a distancia de A ¢ B.
AB denota um segmento.
AABC denota um triangulo.
B denota um angulo de vértice B.
C(0,r) denota o centro da circunferéncia C de centro em O ¢ raio r.
A = B denota a congruéncia dos angulos A e B.
AABC~ADEF denota que os triangulos, AABC e ADEF, sdo semelhantes.
AOB denota o angulo de centro em O.
d(P, 0A) denota a distancia do ponto P ao segmento OA.

OC denota a semirreta de origem em O.

AB denota uma reta.
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2.2 Casos de congruéncia

Um tridngulo ¢ um poligono de trés lados que pode ser classificado como equilatero,
isosceles e escaleno a depender das medidas dos seus lados, e ainda em retdngulo, acutangulo,
obtusangulo e equiangulo de acordo com as medidas dos seus angulos.

Definicdo 2.1: Dois tridngulos sd@o congruentes quando for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que quaisquer pares de lados
correspondentes e quaisquer pares de angulos correspondentes sejam congruentes, ou seja,

possuirem a mesma medida.

1Ll
B H C o LLLS F

Figura 1: AABC = ADEF.

A congruéncia ¢ uma relacdo de equivaléncia, isto €, ¢ reflexiva, simétrica e
transitiva.
Apresentaremos, a seguir, alguns casos de congruéncia. Para demonstragdo desses casos, o
leitor pode ver em DULCE, O. POMPEU, J. N. Fundamentos da matematica elementar 9:
Geometria plana. Ed. Atual, 7. Ed. Sao Paulo, SP, 1993.

2.3 Primeiro caso de congruéncia ou caso L.A.L.

N

IR
by
o
°°|
IR
by

Dados dois tridngulos AABC e ADEF, se AB = DE, B
AABC = ADEF.

F, entao

]
m
-

B

Figura 2
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2.4 Segundo caso de congruéncia ou caso A.L.A.

R

Dados dois tridngulos ABC ¢ DEF,se A= D, AB = DE ¢ B = E, entdao AABC

/\ //:D>\
B c E F

Figura 3

ADEF.

2.5 Terceiro caso de congruéncia ou caso L.L.L.
Dados dois tridngulos ABC e DEF, se AB = DE, BC = EF ¢ CA = FD, entio

AABC = ADEF, ou seja, se dois tridngulos possuem os trés lados correspondentes congruentes

entdo eles sdo congruentes.

JARVA

Figura 4

2.6 Quarto caso de congruéncia ou Caso L.A.Aoposro.

Dados dois tridngulos ABC e DEF, se AB = DE, B

//\ //D\
B c E F

EeC=F, entdo AABC =

IR

ADEF.
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Figura 5

2.7 Casos de semelhanca de triingulos

Definicdo 2.2: Seja Suma correspondéncia biunivoca entre os vértices dos
triangulos ABC e DEF. Se os angulos correspondentes sdo congruentes e os lados
correspondentes sdo proporcionais, entdo a correspondéncia S ¢ uma semelhanca, e dizemos
que os triangulos sao semelhantes. Assim denotados: AABC ~ ADEF.

Exemplo 2.1: Sejam ABC e DEF triangulos semelhantes.

E [ E F
Figura 6
. N e A A Ao , AB BC CA
Entdo, temos que A =D, B=FE e C = F, e também que —=—=—=k.Em
DE  EF  FD

que k é um numero real positivo e ndo nulo, o qual chamamos de raziao de proporcionalidade
ou razao de semelhanca entre os triingulos.

Desta feita, como na congruéncia, existem condigdes suficientes para que dois
triangulos sejam semelhantes, as quais apresentamos a seguir (para demonstragdo desses casos,

o leitor pode ver em [2]):

2.8 Primeiro caso de semelhanca ou caso A.A.A .

Dados dois triangulos ABC e DEF, se A=D,B =E, entio AABC~ADEF.
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Figura 7

2.9 Segundo caso de semelhan¢a ou caso L.A.L.

Dados dois tridngulos ABC ¢ DEF,se B = E, % = % , entdo AABC~ADEF.

Figura 8

2.10 Terceiro caso de semelhanc¢a ou caso L.L.L.

Dados dois tridngulos ABC e DEF. Se os seus lados satisfazem a relagio % = % =

g, entdo AABC~ADEF.

A

Figura 9

2.11 Teorema fundamental da proporcionalidade e sua reciproca

Teorema 2.1: Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Se uma reta paralela
a um dos lados de um triangulo intercepta os outros dois lados em pontos distintos, entdo ela os

divide na mesma razao.
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VAN

Na figura 10, a reta r € paralela a reta que contém o segmento de reta BC, além do

=}

Figura 10

mais ela intercepta os outros dois lados do tridngulo ABC nos pontos D e E. Afirmar que o

segmento de reta DE divide os lados do triangulo em uma mesma razao ¢ o mesmo que dizer

AD _ AE _ .
queDB—EC—k,emquekE]R+.

Teorema 2.2: Reciproca do Teorema Fundamental da Semelhanca. Se uma reta

intercepta dois lados de um tridngulo dividindo-os na mesma razdo, entdo esta ¢ paralela ao

terceiro lado, ou seja, se % = %, entdo DE é paralela a BC (figura 11).

Figura 11

2.12 Circunferéncia

Consideraremos C(0,r) como sendo a circunferéncia de centro O e de raio r. A
seguir, apresentaremos o teorema que relaciona as retas tangentes a uma circunferéncia que se
encontram em um determinado ponto.

Teorema 2.3: Os dois segmentos tangentes a uma circunferéncia, C(0, r), partindo
de um mesmo ponto exterior, sdo congruentes € formam angulos congruentes com a reta que

une o ponto exterior ao ponto O.
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Figura 12

2.13 A bissetriz

(Teorema)Defini¢iio 2.3: A bissetriz de uma angulo AOB é a semirreta 0C tal
que, para todo ponto P pertencente a ﬁ, tém-se:
d(P,04) = d(P,0B)
onde d(P,r) denota a distancia do ponto P a reta r. Assim, a bissetriz ¢ o conjunto dos pontos

que sdo equidistantes dos lados OA e OB do angulo. Em termos de medida angular, a semirreta

0C divide o angulo AOB em dois angulos congruentes, isto ¢€:

Figura 13

2.14 Incirculo e ex-incirculo

Definicio 2.4: Seja ABC um triangulo. As bissetrizes internas se encontram em
um ponto /, o qual denominamos de incentro. A circunferéncia cujo centro coincide com [ e €

tangente aos lados desse tridngulo ¢ denominada circunferéncia inscrita ou incirculo.
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B

Figura 14

Definicio 2.5: Seja ABC um triangulo. Um circulo tangente ao lado BC e aos
prolongamentos dos lados AB e AC ¢ dito ex-incirculo relativo ao vértice A. J4 o seu centro é

chamado ex-incentro, denotado por I4, € seu raio de ex-inraio.

Figura 15

2.15 A mediatriz

Defini¢io 2.6: A mediatriz de um segmento AB ¢ a reta perpendicular ao segmento

e que contém seu ponto medio.
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Figura 16

2.16 Simétrico de um ponto

Sejam uma reta r ¢ P um ponto ndo pertencente a r. Tomemos a reta perpendicular,
s,aretar que passa pelo P. Em seguida, um ponto P” pertencente s tal que PM = P’M, em que

M ¢ ponto de interse¢do das duas retas. Denotamos P como simétrico de P em relacdo a reta r.

Figura 17

Definimos o simétrico de um ponto em relagdo a outro ponto O como o ponto P’ tal

que PO = P’0. Além do mais, esses trés pontos sdo colineares.
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Figura 18

3 ARETA DE EULER

Neste capitulo, ¢ abordada a reta de Euler, um dos elementos notaveis da geometria
do triangulo. Apresenta-se inicialmente o conceito da reta de Euler, destacando sua construgao
€ 0s pontos notaveis que a compdem - o0 ortocentro, o baricentro € o circuncentro -, cuja
colinearidade ¢ rigorosamente demonstrada. O capitulo também introduz o tridngulo medial,
construido a partir dos pontos médios dos lados de um triangulo dado, e explora sua relagdo
com a reta de Euler. Por fim, ¢ discutido o circulo dos nove pontos, também conhecido como
circunferéncia de Feuerbach, que passa por pontos notaveis do tridngulo e se conecta
diretamente a reta de Euler e ao tridngulo medial. Este conjunto de resultados fornece uma base
rica para o estudo de simetrias e configuragdes geométricas que serdo aprofundadas nos

capitulos seguintes.

3.1 Areta de Euler

Antes de enunciar o Teorema de Euler, vamos a algumas proposi¢des. As demonstragdes para
este fato pode se encontrar em EVES, Howard. Introdugio a histéria da matematica.

Tradugdo de Hygino H. Domingues. Campinas: Editora da Unicamp, 2004.

Proposicao 3.1. (Circuncentro — O). O Circuncentro de um tridngulo ¢ o ponto de
encontro das mediatrizes de seus lados.

Proposicao 3.2. (Baricentro - G). O baricentro de um tridngulo ¢ o encontro das
trés medianas de um triangulo.

Proposicao 3.3. (Ortocentro — H) O ortocentro ¢ o ponto de interse¢ao das retas
suporte das alturas de um triangulo.

Teorema 3.1. (Teorema de Euler) Os trés pontos notaveis de um triangulo:
baricentro(G), ortocentro(H) e circuncentro(O) sdo colineares, além disso a distancia entre o
baricentro e o ortocentro ¢ duas vezes menor que a distancia entre o baricentro e circuncentro

(figura 19).
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Observacao: O baricentro sempre estara entre o circuncentro e o ortocentro, com
excecao ao triangulo equilatero, pois neste caso os pontos coincidem.
A prova da existéncia da reta de Euler significa demonstrar que o baricentro,

ortocentro e circuncentro sdo colineares. Assim, dois lemas serdo enunciados para auxiliar no

processo.
HG =2-GO
\\\
\\\\
\ See
Figura 19

Lema 3.1. Os segmentos que ligam os pontos médios do lado do AABC sao metade
do comprimento do terceiro lado paralelo. O tridngulo formado por todos esses trés segmentos
¢ o APQR, semelhante ao AABC. Dessa forma, o circuncentro do AABC coincide com o
ortocentro do APQR (Figura 20).

Demonstracao.

1 - Cada segmento que liga o pontos médios ¢ metade do terceiro lado e paralelo a
ele:

Pelo Teorema do Ponto Médio: se P e Q sao pontos médios de BC e CA, entdo o

segmento PQ ¢ paraleloa BA ¢ |PQ| = % |BA|. Analogamente:
PQ | AB ¢ |PQ| = 4B,
QR || BC ¢ |1QR| =5 BC],
RP || CAe |RP| =|CAl

Logo, APQR ¢ semelhante a AABC com razao 1 : 2.
2 - O circuncentro de AABC ¢ o ortocentro de APQR
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Seja O o circuncentro de AABC. Por definigdo, O ¢ a interse¢ao da mediatrizes de
AB,BC ¢ CA.

Considere o lado BC:

e A mediatriz de BC ¢ a reta perpendicular a BC que passa pelo ponto médio de
BC, ou seja, passa por P e ¢ perpendicular a BC.

e Como O pertence a mediatriz de BC, as retas OP ¢ a mediatriz coincidem;
portanto OP ¢ perpendicular a BC.

Mas QR é paralelo a BC (item 1), entdo OP é também perpendicular a QR. Assim,
areta que une O a P ¢ uma altura do tridngulo PQR passando por P.

Repetindo o mesmo raciocinio para os outros lados:

e A mediatriz de CA passa por Q e por O, logo 0Q L CA. Como RP || CA, temos
0Q L RP; assim 0Q ¢ a altura do APQR pelo vértice Q.

e A mediatriz de AB passa por R e por O, logo OR 1 AB. Como PQ || AB, temos
OR 1 PQ; assim OR ¢ a altura do APQR pelo vértice R.

Portanto as trés alturas do tridngulo APQR se cortam em O. Ou seja, O € o ortocentro

de APQR.

Figura 20

Lema 3.2. Observando a figura 21 notamos que BK ¢ a altura que contém o
ortocentro do triangulo ABC, BE ¢ a mediana que contém o baricentro, ED ¢ a mediatriz que ¢
perpendicular a AC e contém o circuncentro do AABC. Consideraremos o baricentro de G, o
ortocentro de H e o circuncentro de 0. Sejam GH e GO, vamos provar que ambos pertencem a
mesma linha. Assim, podemos provar que BHG = EOG o que s6 ocorre se H,G e O forem

colineares, uma vez que O e E estardo em lados opostos a mediana.
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Figura 21

Para provar que esses angulos sdo congruentes, mostraremos que o ABHG e AEOG
sdo triangulos semelhantes.
Vamos apontar trés pontos:

Ponto 1: A altura e a mediatriz sdo paralelas, porque as duas sdo perpendiculares a

Ponto 2: HG e OG estio em uma proporgio 2 por 1, pela propriedade do baricentro.

Ponto 3: Se considerarmos o APQR no AABC (figura 20), percebemos que BH e
EO sio correspondentes do APQR e ao AABC. Dessa forma, pelo Lema 3.1, temos que
BH:EO = 2:1.

3.2 O circulo de nove pontos

Notagdes utilizadas:

A, B e C sdo vértices do tridngulo;

A’,B” e C’ sdo os pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente;

D, E e F sao os pés das alturas relativas aos lados BC, AC e AB respectivamente;
H o ortocentro:

Sendo H o ortocentro:

e K ¢ o ponto médio do segmento AH;

e L ¢ o ponto médio do segmento BH;

e M ¢ o ponto médio do segmento CH;

e N ¢ o ponto médio do segmento HO.
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Figura 22

Algumas linhas da figura 22, para uma melhor clareza, foram retiradas e outras
adicionadas, tendo assim a figura 23. Siga admitindo que K, L e M sdo os pontos médios dos
segmentos AH, BH e CH, respectivamente, contidos nas trés alturas.

Como BC ¢ um lado comum aos tridngulos ABC ¢ HBC, e, C',B" ¢ L, M,

respectivamente, pontos médios dos outros lados, temos:

CB'll BC e C'B' =

a

N |-

= (B’ =L

LM || BC e LM=§.B_C

\

De forma similar, sendo AH um lado comum aos triangulos BAH ¢ CAH:

C'LIl AH e C'L=§.A_

=

h

=B'M

BMI|AH e B'M

17
2

Dessa forma, B'C'LM ¢ um paralelogramo e, como BC L AH,B'C'LM ¢ um
retangulo.

De forma similar. A’B’K L ¢ um retangulo, como C°'A’"MK. Entao, A’K, B'L, C’"M sao

diametros de um circulo. Como na figura 23:
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Figura 23

Como A’DK é um angulo reto, este circulo (A’K como didmetro) passa por D. Da
mesma forma, passa E e F. Resumindo:
Teorema 3.2. Os pés de trés alturas de um triangulo qualquer, os pontos médios dos

trés lados e os pontos médios dos segmentos dos trés vértices compreendidos entre o ortocentro
. , 1
e circuncentro, todos pertencem no mesmo circulo de ER (figura 23).

Este circulo ¢ chamado de Circulo dos Nove Pontos. Uma vez que os trés pontos
K, L, M sdo diametralmente opostos a A", B’, C’, qualquer um dos dois tridngulos KLM ¢ A’'B’C”
pode ser derivado do outro por uma rotacdo de 180° sobre o centro deste circulo. Podemos
perceber que esta meia-volta, a qual transporta os dois tridngulos congruentes, também deve
alternar seus ortocentros, H ¢ 0. Assim, o centro do circulo de nove pontos € o ponto médio de
HO, o qual ja assumimos ser N em preparagdo como centro do Circulo dos Nove Pontos. Ou
seja:

Teorema 3.3. O centro do Circulo de Nove Pontos pertence a Reta de Euler, no

ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o ortocentro e o circuncentro.
4 AINVERSAO NO PLANO

Este capitulo introduz a inversdo como uma transformag¢ao geométrica no plano

com propriedades notdveis e aplicacdes poderosas na resolugdo de problemas. Para tal, utilizou-



31

se como referéncia o livro “Transformacdo de Inversdo: Teoria, Exercicios de Construcao
Geométrica, Problemas Olimpicos e Aplicacdes”. Parte-se da defini¢dao formal da inversao em
relagdo a uma circunferéncia, explorando a imagem de pontos e figuras sob essa transformagao.
Sao analisados casos especificos, como a inversdo de retas e circunferéncias, bem como o
comportamento dos angulos sob inversdo - tema essencial para a preservagao de certas relagdes
geométricas. A divisdo harmodnica ¢ abordada como estrutura invaridvel sob inversdo,
reforgando a profundidade da simetria envolvida nesse processo. Por fim, o capitulo discute a
inversdo do centro de uma circunferéncia, ampliando a compreensao das relagdes entre pontos
e figuras transformadas. Esses fundamentos sdo indispensaveis para o capitulo seguinte, que

trata das aplicagdes praticas da inversdo geométrica.

4.1 Inversao no plano

Tomando um plano [ e neste um ponto fixo O, uma correspondéncia pode ser
estabelecida nos demais pontos do plano dado da seguinte forma: para qualquer ponto A,
tomemos um A’, sobre a reta OA, de sorte que temos.

OA.0A" =K

Onde K ¢ uma constante nao nula. Denotamos A e A" como pontos homologos.
Desta feita, podemos chamar a referida correspondéncia de inversao de centro O e poténcia
de inversao K. Cabe o adendo que, dadas as condigdes, teremos médulo da inversao de K.

Logo, toda inversao sera definida se tivermos o centro e a poténcia (ou centro € um
par de pontos homologos), cuja caracteristica, além de estarem alinhados com o centro, devem
observar se o produto das distancias a ele ¢ a mesma, com o correspondente sinal, da poténcia
de inversao.

Exemplo 4.1: Tomamos o centro O e poténcia K = 2, um ponto A com homologo
A’ situado sobre a reta A0, tal que 0A.0A" = 2. Obvio que se K = —2, teremos 0A.0A" =
- 2.

Na figura 24, O ¢ o centro, A é um ponto, A" é seu homologo e K € a poténcia.

Temos:



OA=1
DA'=2

Figura 24

Caso a poténcia de inversao seja positiva (k > 0), A e A" estdo do mesmo lado do

centro e caso contrario (k < 0), os referidos pontos homologos estardo em lados distintos do
centro.

4.2 Inversao de um ponto (circunferéncia):

Defini¢ao 4.1: Dados um plano [, uma circunferéncia i € [, com centro O e raio 7,

e um ponto P € [, o ponto P’que pertence a semirreta OP e satisfaz
OP’.0P =1r?
¢ chamado inverso de P em relagdo a i (figura 25). O ponto O ¢ chamado centro de inversao

e [ ¢ chamada de circunferéncia de inversdo. Outra forma de notagdo seria

P’ =Inv(P,i)
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Os pontos sobre a circunferéncia de inversao sdo invariantes, ou seja, quando S €
i = § = S.Além disso, P = (Inv(Inv(P, i), i).

Obs.: Os pontos no exterior de i sao transformados em pontos do interior de i e os
interiores em exteriores.

e Para uma melhor compreensdo do exposto, traremos a constru¢ao (com régua e
compasso) desses pontos nos dois casos possiveis:

Caso 1 — Construir, com régua e compasso, o inverso do ponto P, quando P ¢
interior a circunferéncia de inversao i de centro O.

Construcio:

Passo 1: Tragar a semirreta OP.

Passo 2: Tragar uma perpendicular a OP passando por P ¢ marcar no ponto A na
interse¢ao desta com 1.

Passo 3: Construir o segmento OA. Tragar uma tangente a i passando por 4 e marcar
o ponto P’ na interse¢do desta com a reta OP.

Como AOP = AOP (comum) e OPA = 0AP” = 90° tem-se:

AOPA ~ AOAP".

Entao:

AP _ A0 _PO . p.op = 04? = 12
PA PO _ A0 YR EEAET

Caso 2 — Construir, com régua e compasso, o inverso do ponto O, quando Q ¢

exterior a circunferéncia de inversao i de cento O.

Passo 1: Tracgar a semirreta 0Q.

Passo 2: Tragar uma tangente a i partindo de Q e marcar o ponto de tangéncia B.
Construir o segmento OB.

Passo 3: Marcar Q" como a proje¢ao ortogonal de B sobre 0Q.

Analogamente ao caso anterior

0Q.0Q" = 0B? =r2.

e Agora, exporemos a constru¢do do inverso do ponto P, dentro ou fora da
circunferéncia i e centro O, apenas com régua e compasso (figura 26).

Passo 1 — Com centro em P e raio PO construir a circunferéncia ¢. Marcar o ponto
A em uma das intersecoes entre i e c.

Passo 2 — Com centro em A e raio AO construir a circunferéncia d. Marcar o ponto

P’ na intersecdo de semirreta OP com d.
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Figura 26

Temos que os tridngulos OPA e OP’A sdo is6sceles por construgdo, logo:
OAP = AOP = AP’0.
Como 2AOP = £AOP’ (comum) e OAP = OP’A tem-se:

AOAP ~ AOP’A
Entdo:
04 = op = OP.0P’ = 0A?
OP"  0A ' N

A seguir, mais um exemplo:

e Construir o inverso do ponto A4, dentro ou fora, da circunferéncia de inversao i
de centro O e raio OB.

Passo 1: Tragar a reta OA e marcar o ponto C = OANi, com C entre 0 ¢ A ou
entre Oe 4.

Passo 2: Tracar a reta BC ¢ areta BA = h.

Passo 3: Construir areta h’, reflexdo da reta h em relagdo a reta BC. Marcar o ponto
A" =h"nOA.

Por construgdo obtém-se:
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Vamos mostrar em dois casos:

Caso 1 (figura 27) — Quando A ¢ interno a i temos:

OCB = 0 + A'BC,

>
w

OBC =0 + 4BC,

:‘.'>
oo

OBA + ABC = OA'B + ABC
Assim, temos OBA = OA’B.

Figura 27

Caso 2 (figura 28) — Quando 4 ¢ externo a i:

OCB = OAB + ABC,

OBC = OBA" + A'BC,
OBA"+ A'BC = OAB + A'BC,
Assim, temos OBA” = OAB
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Figura 28

Adicionalmente, valendo nos dois casos, BOA = A"OB (comum). Segue que:
AOAB~AOBA’".
Assim, 0A.0A” = OB?.

Proposicao 4.1 — (Propriedade dos inversos de dois pontos). Considera-se uma
circunferéncia de inversdo i de centro O e raio r (figura 29). Sejam P, Q, (ndo colineares com

O ¢ diferentes deste) e P* = Inv(P,i) e Q" = Inv(Q, i). Entdo AOPQ~AOQ'P’ e
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Demonstracao:
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Dado que

OP.OP’ = 0Q.0Q =12

Ou seja,
op 00
0Q o0P”

Como QOP = Q’0OP’ (comum), pelo critério de semelhanga LAL (lado-angulo-
lado), temos que AOPQ~AOQ’P’. Assim,

OQP =0P'Q
Ou seja,
0Q  PQ
OP/ - Q/P/'

2

Ao por Q'P” em evidéncia e dado que OP” = %, chegamos em

QP = ——PpQ.

0P.0Q

4.3 Inversao de retas e circunferéncias

Agora, diferente do primeiro momento, se apresenta os inversos de lugares
geométricos, ou seja, um conjunto de pontos, ao invés de pontos isolados.

Definicdo 4.1 (Inversa de Lugar Geométrico). Dados um plano / e um lugar
geométrico f € [, 0 lugar geométrio, f” € [, ¢ chamado inverso de f quando P € f, se e
somente se, o ponto P* € f”.

Embora P # P em geral, existem casos em que LG ndo muda apds a inversao.

Proposi¢ao 4.2 — (Inversao de reta que passa por O) A inversa h” de uma reta h que

passa pelo centro de inversdo O ¢ ela mesma.
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Figura 30

A demonstracdo se reporta a Defini¢do 4.1: os pontos no interior de i e sobre a
semirreta OC transformam-se nos pontos no exterior de i € vice-versa.

Proposicao 4.3 — (Inversdo de reta que nao passa por 0). A inversa f~ de uma reta
f que nao passa por O ¢ uma circunferéncia que passa por O (figura 30). No mais, a reta n,
tangente a f" em O, ¢ paralelaa f.

Para esta demonstracdo deve-se construir uma reta k perpendicular a f passando
pelo centro de inversdo 0. Marcar o ponto B = k N f ¢ escolher um ponto arbitrario A €
f(A # B).Sejam A" = Inv(4,i) e B = Inv(B, i).

Como vimos na Propoesicdo 4.1 tem-se AOAB~AOB’A’. Segue que OA'B" =
OBA = 90°. Do fato de OA'B" = 90°, para todo A € f (A # B), o ponto A" pertence a
circunferéncia f” de didmetro OB’.

Reciprocamente, dado um ponto A" € f (A" # B e A" # 0) tem-se OA'B’ =
90°(pois OB’ é didmetro de f~). Pela Proposi¢io 4.1 segue que AOB’A’~AOAB. Portanto,
OBA = 0A’B’ = 90°. Como OBA = 90°, para todo A€ f' (A" # B"e A" # 0), todo ponto
A esta contido numa reta perpendicular ao segmento OB. Como O € f”, por convengdo, co =
Inv(0,1) o qual pertence a f.

Agora, por absurdo, suponha que as retas f e n ndo sejam paralelas. Assim, existe
o ponto P = (f N n) # co. Entdo, P" € f" N n’". Como a reta n passa por O. Pela Proposicio

4.2, segue que n’ =n e P'€ f'nn(P’" # 0,pois P # ). Ou seja, tanto P* quanto O sdo



39

pontos diferentes que pertencem a interse¢ao de f” e n. Como n ndo seria tangente a f~, temos
uma contradigao.

Proposicao 4.4 — (Inversdo de circunferéncia que passa por O). A inversa de uma
circunferéncia f” que passa pelo ponto de inversdo O é uma reta f = Inv(f’,i) (figura 30).
Pode-se acrescentar que a reta n, tangente a f~ em O, ¢é paralela com f.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposiciao 4.3 e da propriedade:

Inv(Inv(P,i),i) = Inv(P’,i) = P.
4.4 Angulos e inversio

O angulo entre duas circunferéncias que se intersectam num ponto ¢ definido como
sendo igual ao angulo formado pelas suas retas tangentes no mesmo ponto. Quando este angulo
é de 90°, as duas circunferéncias sio ditas ortogonais.

Proposicio 4.5 — Sejam f e g duas retas que ndo passam por O e intersectam-se no
ponto P formando um angulo a. Considera-se uma inversao relativa a uma circunferéncia i
centrada em 0. Entdo o angulo entre f'e g"em P* = Inv(P,i) é @, onde f” é ainversa de f e

g ¢ainversade g.

.pf

= I

Figura 31

A demonstragdo vem do fato de como as retas f e g ndo passam por O transformam-
se, pela inversdo, nas circunferéncias f” e g” passando por 0. Sejam pf e pg as retas tangentes
a feg'em 0. Pela Proposicao 4.3, temos pgllgepf |l f. Assim, o angulo

pf epgemO é a. Consideram-se as retas men, tangentes em P = Inv(P,i)af'eg’,
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respectivamente. Sejam [ =pf NmeJ] =pgNn. Como os triangulos I0OP’e JOP" sao
isosceles de base OP” o angulo entre m e n também ¢ a.

Proposi¢ao 4.6 - (Inversdo de circunferéncia que nao passa por 0). A inversa de
uma circunferéncia d que nao passa pelo centro de inversdo O ¢ outra circunferéncia d” (figura

32). Adicionalmente, as retas tangentes externas comuns de d e d” passam por O. Isto é, o ponto

O é o centro de homotetia externo de d e d’.

- --z‘:‘iﬁ;' d e I|
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I
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’
Figura 32
Demonstracao.

Seja uma circunferéncia de inversao i de centro O e raio r. Seja um ponto Q € d, P
a segunda interse¢do da reta 0Q com d,P’ = Inv(P,i), Q" = Inv(Q,i) e OA um segmento
tangente a d. A poténcia do ponto O relativa a d ndo depende da posigao especifica de Q e pode
ser escrita como:

0Q.0P = Pot,(0) = 0A%.
Por outro lado, como P e P” sdo um par de inversao vale
OP’.0P = r2.
Dividindo as duas ultimas equagdes encontra-se

0Q Poty(0) 0A?
o~ 2 2%

Ou seja, independentemente da posi¢ao do ponto Q sobre a circunferéncia d a razao
0Q/OP’. Ou seja, os pontos Q e P” sdo homologos. Com isto, d” é outra circunferéncia e uma

tangente a d também o serd a d’. O resultado continua sendo valido quando P = @, pois neste

caso OP = 0Q = OA.
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Corolario 4.1 — (Inversdo preserva os angulos entre circunferéncias) Sejam f e g
duas circunferéncias que se intersectam no ponto P formando um angulo «. Considera-se uma
inversdo relativa a uma circunferéncia i centrada em 0. Sejam f’e g~ as inversas de f e g,
respectivamente. Assim, o angulo formado entre f’e g”no ponto P* = Inv(P, i) é a. Ou seja, a
inversa preserva os angulos formados entre duas circunferéncias (figura 33). Chegamos ao

mesmo resultado quando tratamos de uma reta e uma circunferéncia.

Figura 33

A demonstragao vem do fato do angulo formado entre duas circunferéncias ser
definido pelo angulo formado pelas suas retas tangentes no ponto de interse¢do. Assim, o
resultado usa a Proposicio 4.5. O angulo entre as retas j e k em P ¢ o mesmo que o angulo
entre as retasmen em P* = Inv(P, i).

Proposi¢ao 4.7 - (Ortogonalidade com i de circunferéncia por P ¢ P’). Qualquer
circunferéncia d que passe por um ponto P e seu inverso P’, respeito a circunferéncia i, ¢

ortogonal com i (Figura 34).
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Figura 34

Demonstracio. Por serem inversos em relacdo a i vale que:
OP.OP’ = OB>.
Sendo M ponto médio de PP’ tem-se:
_oP"+0pP
= 5 :
OP" - 0P
PM = ———
2
Quer-se provar que:
0A? = OB? + AB>.
Mas AB = AP e pelo Teorema de Pitdgoras no AOMA segue:
OM? + AM? = OB? + AP>.

De OM = 2229 ¢ 4o Teorema de Pitdgoras no AAPM tem-se:
OP" + 0P\’
(—2 ) + AM? = OB? + PM? + AM?.

OP’—0OP

Simplificando e usando PM = encontra-se:

0P+ OP\* ,  (OP"—O0P\?
(F—5—) =om+(——).
2 2
Desenvolvendo os quadrados e simplificando volta-se a
OP.OP” = OB>.
Conclui-se que vale 0A? = OB? + AB? . Pela inversa do Teorema de Pitdgoras a

proposi¢ao fica provada.
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Proposicao 4.8 — (Inversdo entre circunferéncias ortogonais). Consideram-se duas
circunferéncias ¢ e d ortogonais. A inversa d” de d relativa a ¢ ¢ ela mesma. Isto ¢, d” =
Inv(d,c) = d. Analogamente, Inv(c,d)=c. Também vale que: B =Inv(D,c)=

Inv(C,d) (figura 35).

Invid,c)=d

Figura 35

Demonstracao.
Seja P € d. Esta ¢ uma reciproca da Proposiciao 4.7. Como c¢ e d sdo ortogonais.
Entdo P” = Inv(P, ¢) € d. Para a segunda parte basta analisar o ACED, retingulo em E devido

a ortogonalidade, e ter em mente os procedimentos de construgao de pontos inversos.

4.5 Divisao harmonica e inversao

Definicao 4.2 — A divisdo harmonica ocorre quando um segmento de reta ¢ dividido
por um ponto interno e um ponto externo, de forma que as razdes das partes resultantes sejam
iguais. Ou seja, se um segmento AB ¢ dividido internamente em M e externamente em N, entao
arazdo AM/MB ¢ igual a razdo AN/NB.

Proposicao 4.9 - (Divisdo Harmoénica e Inversao) Os pontos P e Q dividem
harmonicamente o segmento BC se, € somente se, P e Q sdo pares inversamente relativo a uma

circunferéncia i de diametro BC. Ou seja, sendo O o ponto médio de BC e r = OB = OC vale:
PB QB
— =— P0.Q0 =12
PC~ QC o=r

Adicionalmente, as circunferéncias de centros BC e PQ sao ortogonais.
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Figura 36
Demonstracao.

Sera feita a prova do caso P € OC. Quando P € BO a demonstracao ¢ analoga.

Vale que:
A razio entre os segmentos PB e PC pode ser expressa em funcio da posi¢do de P
em relagio ao ponto médio O do segmento BC, comr = OB = OC.
PB PO+r

Assim, temos — = .
PC r—PO

De forma analoga, a razdo QB/QC, para um ponto Q do outro lado de O, é:
Q0+r QB
Q0 —-r QC

Logo, se P e Q dividem harmonicamente o segmento BC, entdo:

PB QB PO+r QO+r
—_—— = .
PC QC r—-—PO QO-r

Multiplicando cruzado, obtemos:
(PO +1)(Q0—71) =(Q0 +r)(r—PO),

Expandindo ambos os lados:
Lado esquerdo:

P0O.Q0 — PO.7 +1.Q0 —1*
Lado direito:

Q0.1 —Q0.PO + 1% —71.PO
Simplificando os dois lados, observamos que os termos se reorganizam

simetricamente e a igualdade s6 ¢ satisfeita se:

P0.QO = r?
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Ou seja, P e Q sao pontos inversos em relacao a circunferéncia i de raio r, centrada
em O.

Seja agora M o ponto médio do segmento PQ, com R = PM = MQ. Da igualdade:
PB QB CP BP
—_——— ) — = —
PC QC CQ BQ
Obtemos, por meio da razdo cruzada, que CM.BM = R?, ou seja, os pontos B e
C também sdo pares de inversdo em relagdo a circunferéncia I, de diametro PQ.
Pelo que foi demonstrado na Proposicao 4.7, circunferéncias que passam por pares

de inversdo sdo ortogonais. Logo, i e i sdo ortogonais.
4.6 Inversos do centro de circunferéncia

Proposicao 4.10 — Seja i uma circunferéncia de inversdao de centro O e ¢ uma

circunferéncia de centro C que ndo passa por 0. Seja f a reta que passa por O e C. Seja 0 o
inverso de O em relagdo a ¢ (@ = inv(0, C)) e ¢’ o inverso de ¢ emrelagdo a i (¢” = Inv(c,i).

Entdo o inverso de O em relagao a i, o ponto C; = Inv(O, i), sera o centro de c¢’”. Isto ¢, C; =

Inv(Inv(0, ¢), ).

Figura 37

Ainversa d” de d em relagdo a i € uma reta, pois d passa pelo centro de inversao O.

Segundo o Corolario 4.1, como d e ¢ sdo ortogonais, d” e ¢’ também serdo. Temos que C; € f
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uma vez que O e C; sdo um par de pontos inversos em relagio a i e O € f. A reta f passa por
0, logo a inversa dela em relacdo a i ¢ a mesma. Assim, C; =d ' Nf ' =d Nf.

Proposi¢ao 4.11 - Dada uma circunferéncia de inversdo i(0,r). O centro 0" da
circunferéncia inversa ¢, de uma reta ¢ que ndo passa por O, ¢ obtido em duas etapas. Primeiro
¢ feita a reflexdo do ponto O relativo a reta c. Segundo, a inversdo do ponto O” relativo a i :

0" = Inv(0,1).

Figura 38

Areflexdo do ponto O relativo a reta ¢ pode ser considerada como inversao relativo
a uma circunferéncia de raio infinito. Assim, segundo a Proposicio 4.10, temos também: 0" =
Inv(Inv(0, ¢),i).

A demonstracdo segue da relagio fundamental da inversdo, onde OB.0B = r?,
sendo B um ponto da reta ¢ e B” sua inversa a circunferéncia i. Como O” ¢é o reflexo de O em

relacdo a reta ¢, o ponto B pertence ao segmento 00", e temos:

00’
OO,ZZOB=>OB:T

Substituindo essa expressdao na equacao de inversao:

0o’ , . p 2
(T)OB =T‘2=>00.OB = 2r
Como também vale, pela defini¢do de inversdao do ponto O°, que:

r2=00".00"

Segue-se que:
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Conforme o desejado.
Proposi¢cao 4.12 - Tenhamos uma circunferéncia de inversio i(0, ). O inverso de
centro C de um circulo ¢(C, CA) em que o centro de inversdo O € c, é simétrico de O com

relagdo a ¢” = Inv(c, i).

Figura 39

A demonstracdo segue da Definicio 4.1:
r2=0C.0C" = 0A.04’
Como OA = 2.0C, temos que:
0C =2.04".
Proposicao 4.13 - O inverso do centro C de um circulo ¢, em que o centro de
inversdo O estd no exterior de ¢, ¢ o ponto médio dos pontos de tangéncia das restas ¢” que

passam por O.



Figura 40

4.1, tem-se:

AOFC~AOC’F".

Logo, OC'F" = OFC = 90°. Isto é OC’ é mediatrizdo AOF'G' e F'G" = C'G’.
Proposicio 4.14 - O inverso do centro C de um circulo ¢, em que o centro de

inversdo O estd no interior de ¢, ¢ a intersecdo das retas tangentes a ¢’ = Inv(c,i) pelas

interse¢des da perpendicular a OC passando por O.

Demonstracio. Segue do fato que F* = Inv(F) e C" = Inv(C) e pela Proposi¢io

Figura 41

48
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Demonstracao. Vem de uma circunferéncia d circunscrita ao AOCF.Como COF =
90° segue FC ¢ diametro de d. Logo, d e c sdo tangentes em F. Sendo F” = Inv(F, i) tém-se
que d’e ¢’ sdo tangentes em F’.Sejam O = Inv(0,c) e 0" = Inv(0’,i). Pela Proposi¢io

4.10, temos que 0" ¢ o centro de c’e O”F'C" = 90°.

5 INVERSAO: APLICACOES

Este capitulo explora aplicacgdes significativas da inversdo geométrica, destacando
seu poder como ferramenta de resolucdo e simplificagdo de problemas classicos. Inicialmente,
apresenta-se a proje¢do estereografica, uma aplicacdo da inversdo com forte impacto em
geometria esférica e em representacdes no plano. Em seguida, ¢ analisado o mecanismo de
Peaucellier-Lipkin, dispositivo mecanico notavel por realizar a conversao de movimento
circular em movimento retilineo, cuja fundamentagdo tedrica se apoia na inversao. O capitulo
conclui com a demonstragdo de importantes teoremas da geometria plana por meio dessa
transformacao, incluindo o Teorema de Ptolomeu e o Teorema de Feuerbach. As demonstracoes
ilustram a eficiéncia da inversdo na reorganizacdo das relagdes geométricas, revelando

estruturas e simetrias ocultas nas configura¢des originais.

5.1 Projecao estereografica

Numa Proje¢ao Estereografica, qualquer ponto P na superficie de uma esfera, por
exemplo a Terra, ¢ representado sobre um plano tangente a ela, por outro ponto P’.

Na figura 42, a circunferéncia t, de centro C, representa um corte transversal da
superficie da Terra. Suponha-se que o ponto de tangéncia seja o “polo Sul” S. A semirreta que

parte “polo Norte” N e passa por P € t intercepta uma perpendicular ao segmento NS em P’.
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Figura 42

Proposicao 5.1 - Os pontos PeP” formam um par inversivo relativo a
circunferéncia d com centro em N e raio NS (Figura 42).

Demonstragio. Seja SNP = a. Do tridngulo NPS, retangulo em P, temos:

NP = NScos(a).

Da mesma forma, no tridngulo NSP’, retangulo em S, temos:

cos(a) = %.

Ao juntar as duas ultimas equagdes, teremos:
NP.NP" = NS2.
Ou seja, P e P’ sdo inversos relativos a d.
Seja o ponto Q a reflexdo de P relativa a uma perpendicular a NS passando por C
(projecdo ortogonal do equador da Terra). Pela Proposi¢ao 5.1 vale que Q e sua Projecdo
Estereografica Q" formam um par inversivo relativo a d (figura 42).
Proposicao 5.2. Os pontos P’e Q° formam um par inversivo relativo a
circunferéncia ¢ com centro em S e raio NS (figura 42).
Demonstraciio. Pela simetria reflexiva, temos QSN = a. Do tridngulo SQN,
retangulo em Q, segue que:
SNQ =90° — a.
Do triangulo NPS, retangulo em P, chega-se a:
SP = NSsen(a).
Da mesma maneira, do tridngulo NSP’, retangulo em S, tem-se:

SP’
tang(a) = NS
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Como também, do tridngulo NSQ’, retangulo em S, vem:

SQ’
——=t 90°—a) = —.
tang(a) ang( ) NS
Utilizando-se de manipulacao nas duas ultimas equagdes, chegamos em:
SP". SQ" = NS2.

Ou seja, P’e Q" s3o inversos relativos a c.

5.2 Mecanismo de Peaucellier-Lipkin.

O inversor de Peaucellier-Lipkin foi inventado em 1864 e € o primeiro mecanismo
plano capaz de transformar movimento de rotacdo em movimento retilineo perfeito, e vice-
versa.

Na figura 43, podem ser vistas seis barras de comprimento fixo com as restricdes
de OA=0Ce AB = BC = CD = DA. Ou seja, as quatro ultimas formam um losango. Além
disso, o ponto ¢ O ¢ fixo. Ha a restricdo de que o ponto B deve mover-se apenas ao longo de
uma circunferéncia d, centrada em J (ponto da mediatriz do segmento OB), por uma outra barra

de comprimento fixo BJ.

Figura 43

Assim, necessariamente, o ponto D devera se mover ao longo da linha f. De forma

analoga, se o ponto D tivesse a restricdo de mover-se ao longo de uma linha, que nao passa por
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0, entdo o ponto B teria necessariamente que mover-se ao longo de um circulo (passando por
0).

Seja E o ponto de encontro das diagonais do losango ABCD. Obtemos que BE =
ED e BEA = 90°. Entio:

OB .0D = (OE — BE)(OE + BE),
OB .0D = OE? — BE?.
Somando e subtraindo EA?, temos:
OB .0D = (OE? + EA?) — (BE? + EA?).
Pelo Teorema de Pitagoras nos triangulos OEA e BEA chegamos:
OB .0D = 0A% — AB? = r2.
Realmente, se AO e OB forem barras rigidas, com A0 > AB, a Gltima igualdade

pode-se escrever como o quadrado de um numero r. Isto &,

r =+ 0A* — AB>.
Assim, a equagio OB. 0D = r? significa que existe uma circunferéncia i, de raio r
e centrada em O, para a qual os pontos B e D sdo pares inversos. A inversa da circunferéncia d,
que passa pelo centro de inversdo, ¢ uma reta f que nao passa por 0. Ou seja, se B € d, entdo
D € f. Vale também a reciproca. Esses resultados foram provados na Proposi¢do 4.3 ¢ na
Proposicao 4.4.

5. 3 Prova de teoremas por inversao
5.3.1 Teorema de Ptolomeu

Claudio Ptolomeu (85-165 d.C., Alexandria, Egito) publicou o tratado “Almagesto”
de treze livros os quais defendiam a teoria geocéntrica do movimento dos planetas, a Lua e o
Sol. Esta prevaleceu por mais de 1400 anos, até que Nicolau Copérnico revolucionou a
Astronomia com o modelo heliocéntrico em 1543. No livro 1 do “Almagesto”, Ptolomeu
enunciou o teorema que leva seu nome. A partir do mesmo ele conseguiu calcular a funcao
comprimento de corda (andloga a funcdo seno atual) com intervalo de meio grau e cinco casas
decimais de precisdo. A formula do Teorema de Ptolomeu, quando aplicada a um retangulo,
transforma-se na férmula do Teorema de Pitagoras.

Teorema 5.1 (Ida de Ptolomeu). Em um quadrilatero inscritivel ABCD o produto
dos comprimentos das diagonais ¢ igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados

opostos. Ou seja:
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AC.BD = AB.CD + AD.BC

Figura 44

Demonstracio. De acordo com a figura 44, seja ¢ a circunferéncia circunscrita ao
quadrilatero ABCD. Considera-se uma circunferéncia de inversao i com centro num dos vértices
do quadrilatero, no caso D, raio qualquer r. Sabendo que ¢ passa pelo centro de inversao, sua
inversa ¢’ ¢ uma reta (Proposicao 4.4). Ou seja, os pontos A", B'e C” (inversos de 4, B e C) sao

colineares e ainda vale:

AC =AB +B(C (5.1.1)
De acordo com as propriedades da inversdo de um segmento (Proposi¢cao 4.1),
temos:
, r2
AC = AC, (5.1.2)
DA.DC

AB =L 5.1.3

" DADB T’ (.1.3)
B'C'=—__BC. (5.1.4)

Substituindo (5.1.2), (5.1.3) e (5.1.4) em (5.1.1) encontra-se:

r? r? r?

panc = oape® T oBDC

Multiplicando a equagdo anterior por DA. DB. DC e simplificando, temos

AC.DB = AB.DC + BC.DA

BC.
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5.3.2 Teorema de Feuerbach (circulo de nove pontos).

Karl Feuerbach foi um gedmetra que descobriu o circulo de nove pontos de um
triangulo. Nasceu em 1800 e morreu em 1834.

Teorema 5.2 O circulo de nove pontos cqg € tangente ao incirculo k e aos trés ex-
circulos do tridngulo ABC (figura 45). Os pontos de tangéncia F;, F,, F}, € F. sdo denominados

de Feuerbach.

Figura 45

Para tal demonstracgdo, antes, observaremos trés lemas.

Lema 5.1 Sejam A", B” e C’ os pontos médios dos lados de um triangulo ABC, cq
a sua circunferéncia dos nove pontos, s a segunda reta tangente as circunferéncias inscrita k e
ex-inscrita d (vértice B). Seja ainda r uma reta tangente a cg por B". Assim, r ¢ paralela a s

(figura 46).
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Figura 46

Demonstracao. Seja o ponto K = r N BC. Por serem angulos de segmentos ¢
inscritos referentes a mesma corda A’B” de cq vale que KB'A" = B'C’A”. Como C’B’ é base
média relativa a BC, entdo A'CB’C” ¢ um paralelogramo e

BCA" =ACB.

Sejam o ponto E =sNAC e L=snNBC. Como a reta BE ¢ bissetriz por
construgio temos que EBA = EBL e BEL = BEA. Pelo caso ALA, temos que ABEL = ABEA.
Consequentemente, BAE = BLE e BA = BL.

Seja o ponto N = s N BA. Pelo caso ALA, temos que ABLN = AABC. Assim,
BNL = BCA. Como BNL = A'B’K as retas r e s sdo paralelas.

Lema 5.2 Sejam G, e N, os pontos de interse¢do da circunferéncia k(/) e ex-
inscrita d(Ip,) do tridngulo ABC com os segmentos AC, respectivamente. Assim:

a) o ponto médio do segmento AC, isto ¢ B’, também ¢ ponto médio do segmento
GpNp.

b) Os pontos I e I}, dividem harmonicamente o segmento BE (figura 47).



56

Figura 47

Demonstracio. A prova do item a) encontra-se no corolario 2.1 em [4].
Item b). Sejam G, e N, os pontos de intersecao da circunferéncia inscrita k(1) e ex-
inscrita d(I;) do tridngulo ABC com a reta AB, respectivamente (figura 47). Pelo caso AA de

semelhanga, temos:

ABG.I~ABN_I,,.
Segue que:
;_5;3 — I;fjv = % (5.2.1)
Por AA, também vale a semelhanga:
AIG,E~AI,N,E.
Segue que:
Lo T (5.2.2)

IbE ~ I,N, R
De (5.2.1) e (5.2.2) encontra-se:
IB IE

I,B IE
Por fim, chegamos que os pontos / e [, dividem harmonicamente o segmento BE e
vice-versa. Ou seja, os pontos B e E dividem harmonicamente o segmento I1;,.
Lema 5.3 Seja D o pé da altura do vértice B sobre a reta AC. Os pontos D e E sdo

conjugados harmonicos em relacdo ao segmento G, N}, (figura 48).
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Figura 48

Demonstracao. Usando a semelhanca Al G, E~Al, Ny E, temos que:
GpE IE

N,E ~ LE

Como [ e I, dividem harmonicamente o segmento BE (Lema 5.2), chega-se:

Sob _ 1B (5.2.3)

NpE IpB
Por I, traga-se uma paralela a reta AC e marca-se sobre esta as projecdes ortogonais

Q e P dos pontos B e I, respectivamente. Pelo Teorema de Tales tem-se:

1B _ QP _ GpD
B~ QI, NuD'
De (5.2.3) e (5.2.4) encontra-se:
GyE GpD

N,E _N,D'

(5.2.4)

O que significa que os pontos D e E dividem harmonicamente o segmento G, N, €
vice-versa. Assim, os pontos G, e N;, dividem harmonicamente o segmento DE.
Teorema 5.2 O circulo de nove pontos cq ¢ tangente ao incirculo k e ao ex-circulo

d do AABC (figura 49).
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Figura 49

Demonstracao.

Considera-se uma circunferéncia de inversdo i, com centro em B’ e diametro
Gp N, (figura 49). Isto € possivel pois viu-se no Lema 5.2 que G,B” = B'N,,.

Por construgdo, as circunferéncias k e d sdo ortogonais a i. Pela Proposicao 4.8
elas sdo invariantes apds a inversido em relagio a i. Ou seja, k = Inv(k,i) e d = Inv(d,i) =
d. A reta AC também ¢ invariante, dado que passa pelo centro de inversao.

A circunferéncia de nove pontos do tridngulo ABC, ou seja cq, passa pelo centro de
inversdo B’. Assim, a sua inversa g € uma reta. Como os pontos D e E sdo pares harmdnicos
relativos ao segmento G,N,, (Lema 5.3), assim, pela Proposicio 4.9, D = Inv(D,i) = E e &
passa pelo ponto E.

Além do mais, pela Proposicao 4.4, g ¢ paralela a reta r (tangente a ¢q por B").
Assim, como temos no Lema 5.1 que a reta r € paralela com a reta s, segunda tangente interna
comum de k e d e passa por E. O que nos leva a ¢g = s.

Como &, ¢ tangente as circunferéncias k e d, pelo Corolario 4.1, segue que Co ¢
tangente com ke d. De fato, os pontos de Feuerbach sio F, = Inv(F,i) =F e F, =
Inv(H,i) = H.

A demonstragdo da tangé€ncia entre cq € os outros dois ex-incirculos € feita de forma

analoga.
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6 TEOREMA DE MORH-MASCHERONI

Neste capitulo, ¢ apresentada uma abordagem construtiva para a demonstra¢ao do
Teorema de Mohr-Mascheroni, o qual afirma que toda constru¢do geométrica possivel com
régua e compasso pode ser realizada utilizando apenas o compasso. A demonstragdo ¢
conduzida por meio da resolucao progressiva de oito problemas fundamentais, que abordam
situacdes classicas da geometria plana, como simetrias em relagdo a retas, determinagdo de
pontos médios, multiplos de segmentos e verificagdo de colinearidade. Para elaboracdo deste
capitulo tive como fonte a dissertacio de mestrado “Uma abordagem para provas com
construcdes geométricas e cabri-géometre”. Cada problema ¢ resolvido exclusivamente com o
uso do compasso, evidenciando a sufici€éncia desse instrumento nas construgdes propostas. Essa
metodologia pratica ndo apenas valida o teorema, como também oferece uma visao didatica e
acessivel da poténcia construtiva do compasso, antecipando o conteudo do capitulo seguinte,
que explora aplicagdes e problemas resolvidos com base nesse principio.

Teorema 6.1 Toda construcao utilizando apenas o compasso pode obter qualquer
ponto do plano em qualquer construgdo euclidiana.

O Teorema de Mohr-Mascheroni serd demonstrado, primeiramente, usando do fato
que somente com o compasso pode-se encontrar o ponto em que duas retas nao paralelas se
interceptam. Em seguida, se houver, a demonstracao do(s) ponto(s) de intersecdao de uma reta e
uma circunferéncia, também, podem ser encontrados usando apenas o compasso.

Para tal fato, utilizaremos os lemas a seguir:

Lema 6.1 — Sejam A, B,C ¢ D, pontos distintos do plano onde as retas AB e CD
concorrem no ponto X. Assim, pode-se adquirir o ponto X por uma constru¢ao utilizando o
compasso apenas.

Lema 6.2 — Seja C uma circunferéncia de centro O e raio R e A e B dois pontos do
plano de C tais que a reta AB intercepta a circunferéncia C. E possivel nestas condigdes
determinar os pontos M e N de interse¢ao de C com a reta AB, utilizando-se apenas o compasso.

Os dois lemas citados serdo provados a partir da resolugdo de oito problemas.

Assim, ao final o Teorema de Mohr-Mascheroni tera sido demonstrado.

6.1 Problema 1
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Dados trés pontos A, B e C nao-alinhados, encontrar o simétrico de C em relagdo a

reta AB.

Construcao:

Passo 1 — Construir a circunferéncia C; de centro no ponto A que passe pelo ponto
C;

Passo 2 — Construir a circunferéncia C, de centro no ponto B passando pelo ponto
C;

Passo 3 — Tome C’ pertencente a interse¢do de C; e C, e tal que C # C’;

CI

Figura 50

Por construgdo, AC = AC" e BC = BC’. Tendo AB como lado comum dos triangulos
ABC e ABC’, pelo caso LLL, temos que sdo congruentes. Por outro lado, seja M = AB N CC".
Os tridngulos ACM e AC’M sio congruentes pelo caso LAL, ja que AC = AC (raio)(L),
CAM = C’AM (congruéncia dos AABC e AABC")(A) e AM = AM(lado comum)(L).

Assim, temos CM = C'M e CMA = C’MA(LAL supracitada). Ademais, sabendo
que CMA + C’MA = 180°, concluimos, entdo, que CMA = CMA = 90°. Ao provar que 0s
triangulos AMC e AMC’ sdo congruentes e com os angulos retos nos vértices em M, temos que

C’ ¢é o simétrico de C em relagdo a reta AB.

6.2 Problema 2

Dados os pontos A ¢ B, determinar o ponto C da reta AB tal que B seja ponto médio
do segmento AC. Uma extensao do problema se estende ao encontrar um ponto € de modo que

AC =m.AB,m €N,
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Construcio:
Passo 1 — Construir um triangulo equilatero ABD de base AB.
Passo 2 — Construir um tridngulo equildtero BDE onde E # A.

Passo 3 — Construir, com base BE, o tridngulo equilatero BEC de modo que C # D.

Figura 51

A demonstracdo segue do fato que os triangulos ABD e BDE sao equiléteros, ou
seja, AB = BD,BD = BE e ABD = 60° = DBE. Assim, o triAngulo BEC ¢é equiltero ¢ BE =
BC = AB e EBC = 60°. O que implica que a soma dos 3 angulos no vértice B ¢é igual a dois
angulos retos, os pontos A, B e C sdo colineares e como AB = BC = raio (constru¢do), tendo
que B é ponto médio de AC, o que significa AC = 2AB. O processo repete-se para 0s pontos
B e C, ou seja, ao dobrar BC, triplicamos AB, ao encontrar um ponto F na reta AB de modo que
AF = 3AB. Assim, sucessivamente, encontramos um ponto P na reta AB de sorte que AP =

m.AB, tal quem € N.

6.3 Problema 3

Dados trés pontos 4, B e C, verificar se sdo colineares.

Construcio:

Passo 1 — Tragar a circunferéncia de centro A e raio AC;

Passo 2 — Tracar a circunferéncia de centro C e raio AC;

Passo 3 — Encontrar os pontos D e E de interse¢do das circunferéncias;

Se BD = BE, temos que os pontos 4, B e C sao colineares.
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Figura 52
Justificativa:

Os triangulos AEC e ADC sao congruentes, pelo caso L.L.L. Assim, D e E sdo
simétricos em relagdo a reta AC (conforme o Problema 1).

Da construcdo acima, temos que CD = CE, ou seja, C pertence a mediatriz do
segmento DE; da mesma maneira, AD = AE e entdo, A pertence a mediatriz de DE. Para
verificar se os pontos A, B e C sdo colineares basta comparar com 0 compasso 0s segmentos
BD e BE. Se BD = BE, tem-se que B pertence a mediatriz do segmento DE e, portanto, os
pontos A, B e C sdo colineares; caso contrario, B ndo pertence aa reta AC e, assim, os pontos

A, B e C sdo ndo-colineares.

6.4 Problema 4

Dados dois pontos A e B, determinar do segmento AB seu ponto médio.
Construcao:

Passo 1 — Construir o ponto C tal que B ¢ ponto médio do segmento AC.

Passo 2 — Construir a circunferéncia C; de centro A passando por B.

Passo 3 — Construir uma outra circunferéncia C, de centro C e de raio AC.

Passo 4 — Fazer a intersecdo de C; e C, encontrando os pontos X e Y.

Passo S — Construir a circunferéncia C5 de centro X passando pelo ponto A.

Passo 6 - Construir a circunferéncia C, de centro Y passando pelo ponto A.

Passo 7 — Tomar M pertencente a interse¢dao de C;3 € C4, com M # A, onde M ¢ o

ponto que buscamos.



63

Figura 53

A demonstracao segue, da construgiao do ponto C, que B estd entre A e C. Como C
pertence a mediatriz de XY e como B pertence a mediatriz de XY, temos que C é colineara A e
B. Temos, entdo, que as circunferéncias C3 e C, possuem o mesmo raio (por constru¢do), o
ponto M ¢ de modo que MX = MY, assim, M pertence a mediatriz XY, o que segue que A, M e C
sdo colineares, da mesma feita sdo A, M e B. Adicionalmente, os tridangulos AXM e ACX sao

semelhantes, uma vez que sao isosceles e tém os angulos da base congruentes ao angulo XAC.

Assim, % = ':—)C( = AM = %. Porém, por construgdo, sabemos que AC = 2.AB e AX = AB,
o qual se conclui que AM = (:% = %.

Como provamos que que os pontos A, M e B sdo colineares e que AB = 2. AM,
disso resulta que M ¢ o ponto médio de AB.

6.5 Problema 5

Dado um arco AB em uma circunferéncia de centro O e raio R, determinar a
bissetriz desse arco.

Construcao:

Passo 1 — Construir a circunferéncia C; de centro no ponto O e raio AB;

Passo 2 - Construir a circunferéncia C, de centro A e raio R;

Passo 3 — Construir a circunferéncia C3 de centro no ponto B e raio R;

Passo 4 — Seja C o ponto tal que C € C, N C; e ABOC seja um quadrilétero;

Passo 5 — Seja D o ponto tal que D € C3 N C; e ABDO seja um quadrilatero;

Passo 6 — Construir a circunferéncia C, de centro no ponto C e raio CB;



64

Passo 7 — Construir a circunferéncia Cs de centro no ponto D e raio DA;
Passo 8 — Achar um ponto E tal que E € C, N Cs;

Passo 9 — Tragar a circunferéncia Cg de centro C e raio OF;

Passo 10 — Tracar a circunferéncia C, de centro D e raio OF;

Passo 11 — Encontrar os pontos X e X;na intersecao de Cg € X5.

Figura 54

O quadrilatero ABDO ¢é um paralelogramo, pois os pares de lados opostos
AB e 0D, AO e BD sao congruentes, ou seja, AB = OD e AO = BD. Da mesma forma, ABOC
¢ paralelogramo. Assim, os pontos C, O e D sdo colineares, pois CO || AB e OD || AB. Como os
triangulos CED e CXD sao isosceles, temos COE = COX = 90°, ja que CO = OD. Assim, a
reta OX ¢ perpendicular a corda AB.

A demonstracdo serad feita em duas etapas: a primeira vamos provar que 0X ¢ a
bissetriz do arco AB, a segunda, que 0X = R.

Neste primeiro momento vamos mostrar que 0X € bissetriz do arco AB provando
que CX = DX. Nos triangulos 0CX e ODX, temos que OC = 0D, pois O ¢ ponto médio (Lado).
Concomitante, temos COX = DOX — 4ngulo reto (Angulo) e 0X = 0X, por serem, dbvio, lado
comum (Lado).

Assim, por LAL, os tridngulos OCX e ODX sao congruentes. Logo, temos CX =
DX e CX, no caso, bissecta o arco AB.

Agora, no segundo momento da demonstragcdo, precisamos provar que OX = R.

Como ABOC ¢ paralelogramo, temos:
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0C = AB,AC = OB,0CA = a e COB = 180° — a.
Pela Lei dos Cossenos, nos triangulos AOC e BOC, respectivamente, temos:
e AAOC,
AO? = 0C%+ 0B? — 20C.0B.cosa (i)
e ABOC,
BC? = 0C? + 0B%? — 2.0C.0B(—cosa)=

=BC?=0C?+ 0B%+2.0C.0B.cosa (ii)
Sabendo que AB = 0C, CX = OE e CE = BC e somando (i) e (ii), teremos:
AO? + BC? = 20B? + 2AB?
R? + BC? = 2R* + 2AB?
BC? = 2AB? + R?
Além do mais, o tridngulo COE sendo retangulo, gera:
CE? = BC? = 0C* + OE* = 2AB? + R* = AB? + OE*
= 0E? = AB? + R?

Assim, percebendo que o triangulo COX também ¢ retdngulo, teremos:

0X =+/CX% — 0C? = OE? — OC?

— JAB? + R? — AB? = \[R* = R,
Ou seja, 0X = R.
Deste modo, o ponto X pertence a circunferéncia de centro O e raio R dados e
bissecta o arco AB.

6.6 Problema 6

Dada uma reta que passa pelos pontos A e B, quando possivel, determinar os pontos
de intersecao com uma circunferéncia C de centro O e raio R.

Construcio:

1° CASO: 0 ndo pertence a reta AB.

Passo 1: Achar O simétrico de O em relagdo 4 reta AB (problema 1);

Passo 2: Achar a circunferéncia C; com centro O’ ¢ raio R;

Passo 3: Encontrar os pontos D e E na interse¢do de C com C; (no caso, os pontos

que buscamos).
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N

Figura 55

Neste primeiro caso, a justificativa dar-se pelo fato de o ponto O ¢ simétrico de O
em relagdo a reta AB, ou seja, a reta 4 a mediatriz de 00". Por construgdo, OD = 0'D = R e
OE = O'E = R.Dessa forma, D e ABNCeE € ABnC.

2° Caso — O pertence a reta AB.

Passo 1 — Tragar uma circunferéncia C; de centro no ponto A raio adequado;

Passo 2 — Achar os pontos E e D na interse¢do de C; e C.

Passo 3 — Encontrar a bissetriz do arco ED na circunferéncia C.

Passo 4 — Os pontos buscados sdo X e Y que definem a bissetriz.

€y-
s “'LD T
=, A [
" x\' ) 7 _D
B
o
S -

Figura 56

A justificativa se d& por construgdo, onde OF = 0D e AE = AD, onde A0, no caso,
¢ a mediatriz do segmento ED. Se X e Y sdo pertencentes a bissetriz, logo tais arcos pertencem

a mediatriz de ED, ou seja, X e Y pertencem a reta AB.

6.7 Problema 7
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. . c .
Dados os segmentos de comprimento a,b ec, tais que a > - construir um

. a c
segmento de comprimento x tal que o=

Construgao:

Passo 1 — Sejam R e S os pontos extremos do segmento de comprimento c;

Passo 2 — Construir a circunferéncia C; de centro R e raio a;

Passo 3 — Construir a circunferéncia C, de centro S e raio a;

Passo 4 — Fazer a interse¢do de C; com C, adquirindo os pontos X e Y;

Passo 5 — Construir a circunferéncia C3 de centro X e raio b;

Passo 6 — Achar os pontos D;, D3 D,, D, na interse¢do de C3 com C; e Cp,
respectivamente;

Passo 7 — Tomar dois destes pontos do mesmo lado da reta XY (no caso, na figura,
os pontos D; € D, ou D, e D3);

Passo 8 — A solucgdo € o segmento que une esses dois pontos.

Figura 57

Justificativa:
A justificativa vem dos ASXD, e ARXD; que sao congruentes pelo caso LLL: SX =
RX = a,SD4 = RDl = anDZ :XD]_ = b.
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Entdo, RXD; = SXD,, logo RSX = D, XD,. Sendo que os tridngulos RXS e D; XD,
sdo 1sosceles com os angulos congruentes no vértice X, assim ha o caso de semelhanca LAL.

No caso,
a_ ¢
b DD,

a c . . ,
Denotando DD, de x, segue > = Assim, podemos dizer que x ¢ a quarta

proporcional entre a, b e c.
6.8 Problema 8

Dados os pontos 4, B, C e D, determinar os pontos de interse¢ao das retas 4B ¢ CD.

Construgao:

Passo 1 - Supor, sem perda de generalidade, que C e D sdo lados opostos;

Passo 2 — Construir os simétricos C” e D" dos pontos C e D, respectivamente, em
relagdo a reta A por B;

Passo 3 - Construir a circunferéncia C; de centro D" e raio CC’;

Passo 4 - Construir a circunferéncia C, de centro C e raio CD;

Passo 5 — Tomar o ponto E na intersecdo de C; e C,, tal que CC'D’E seja um

quadrilatero;

Passo 6 — Construir o segmento de comprimento x tal que % = % (problema 7).

Passo 7 — Construir a circunferéncia C5 de centro D e raio x;
Passo 8 — Construir a circunferéncia C, de centro D’ e raio x;

Passo 9 — Achar o ponto P € C3 N C, tal que P e C estdo do mesmo lado de DD".
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Figura 58

Preliminarmente, a justificativa vem da observancia de que a interse¢do de AB com
CD ¢ a intersegdo das retas CD e C’'D’. Devemos mostrar que P ¢é este ponto de interse¢do. O
quadrilatero CC'D’E é um paralelogramo, ja que D'E = CC" e CE = CD = C'D’. Logo, os
pontos D, D’e E fazem parte da mesma reta, uma vez que DE || CC"e DD” || CC’. Dado que Y

o ponto de intersecao das retas CD e CD’, segue que % = % e, desse modo, DY = x. Assim,
Y € C5 e dado que o triangulo CDE sendo iso6sceles, chegamos no fato em que YD =YD =
x,ousejaY € Cy. Assim, Y = P.

Assim, como mostrado no Problema 6 ¢ Problema 8, ¢ possivel encontrar os
pontos de interse¢do de duas retas (ou de uma reta com uma circunferéncia), sempre que

existirem, utilizando apenas o compasso. Constatando, desta feita, o Teorema de Mohr-

Mascheroni.
7 EXEMPLOS DO USO DO TEOREMA DE MORH-MASCHERONI

Neste capitulo, sdo apresentados exemplos praticos que ilustram a aplicabilidade do
Teorema de Mohr-Mascheroni em constru¢des geométricas classicas realizadas unicamente
com o uso do compasso. Para fins da construcao do presente capitulo usei como fonte o livro
“Miscelanea de Geometria — Tomo III, Lugares Geométricos”, de Juan Angel Diaz Hernando,
em [6]. Os problemas selecionados demonstram, de forma clara e progressiva, como
operacdes consideradas dependentes da régua podem ser substituidas por sequéncias precisas

de arcos e interse¢des. Dentre os exemplos abordados estdo a determinagdo do centro de uma
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circunferéncia, a divisdo de arcos em partes iguais, a obtencdo de uma terceira proporcional
entre segmentos, ¢ a construcdo de um quadrado com lado dado. Essas construgdes
evidenciam ndo apenas a validade do teorema, mas também sua utilidade didatica no ensino
da geometria, destacando o compasso como ferramenta suficiente e poderosa em diversas

situacdes geométricas.

7.1 Exemplo 7.1

Determinar o centro de uma circunferéncia dada.

Construgao:

Tomando como centro um ponto qualquer, A, dessa circunferéncia, € com um raio
arbitrario AB, menor que o didmetro da circunferéncia dada, e maior que um quarto desse
didmetro, se descreve a semicircunferéncia BCDE, fazendo AB = BC = CD = DE. Seja M
0 ponto em que esta corda intersecta a circunferéncia dada. Com centro em E e A, com raio
EM, traga-se dois arcos que se cortam em L. Com centro em L, e raio LA, corta-se a
circunferéncia BME em Q. Com centros em B e A e raio BQ, se traga arcos que cortam em O,

0 que resultara no ponto buscado.

Figura 59

Justificativa:
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Na construgio, os arcos de centro em A e B com raio BQ determinam o ponto O.
Isso garante que 0A = OB, de modo que O pertence a mediatriz da corda AB.

Por outro lado, observe que o ponto Q foi obtido a partir da seguinte sequéncia: com
centros em E e A e raio EM, tracaram-se arcos que se cortam em L. Em seguida, com centro
em L e raio LA, marcou-se Q sobre a circunferéncia. Dessa forma, tem-se as igualdades

LE=LA=EMelLQ = LA,

o que implica que Q estd construido de modo simétrico em relagdo a A e E. Logo,
o ponto 0, definido a partir de Q, também pertence a mediatriz da corda EM.

Portanto, O ¢ simultaneamente ponto da mediatriz de AB e da mediatriz de EM.
Como o centro da circunferéncia é a Unica interse¢do das mediatrizes de duas cordas nao

colineares, conclui-se que O ¢, de fato, o centro da circunferéncia dada.

7.2 Exemplo 7.2

Dividir a circunferéncia em BDD” em quatro partes iguais.
Construgao:
Sobre a circunferéncia dada, com os raios
AB = BC'=BC =CD = DE = ED’

Temos

D'C’=C'B= BA
Com um segundo tracado (ver figura 60) determinamos A”, assim:

BD = BA" = EA’
Entdo, por ultimo, com um terceiro tragado determinamos F e F’, assim AA" =

BF = BF’. O resultado ¢ ter dividido a circunferéncia em quatro partes iguais:
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[N, S

Figura 60

Justificativa:

Na construgdo apresentada, toma-se inicialmente o centro A da circunferéncia e o
raio AB. Com passos consecutivos de comprimento igual ao raio, marcam-se os pontos C’, C,
D, E e D’, o que equivale a inscrever um hexagono regular na circunferéncia. Cada corda igual
ao raio subtende um arco de 60 graus, de modo que, ao passar de B até E, percorrem-se trés
arcos de 60 graus, totalizando 180 graus. Assim, o segmento BE ¢ um didmetro da
circunferéncia, e 0 ponto A ¢ 0 seu ponto médio.
A partir dessa construcao, o ponto D se encontra a dois passos de B, o que implica que o angulo
central correspondente mede 120 graus. A corda BD, portanto, possui comprimento
proporcional a esse arco, o que sera utilizado no  proximo  passo.
No segundo tracado, constrdi-se o ponto A" sobre a mediatriz de BE, de modo que BA” = EA’
= BD. Essa condigdo assegura que o triangulo ABA” é retangulo em A, e, por consequéncia,
obtém-se a medida de AA’, que desempenhara papel central no proéximo passo.
Em seguida, no terceiro tragado, localizam-se os pontos F ¢ F’ na circunferéncia, impondo-se
que BF = BF" = AA". Como F e F’ pertencem a circunferéncia, resulta que os tridngulos ABF
e ABF’ sdo retangulos em A. Isso garante que o segmento FF' ¢ um diametro perpendicular a
BE.

Dessa forma, os dois didametros BE ¢ FF’ sdao perpendiculares entre si, dividindo a
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circunferéncia em quatro arcos iguais. Portanto, os pontos B, F, E ¢ F’ determinam a divisao

da circunferéncia em quatro partes congruentes.

7.3 Exemplo 7.3

Dividir um arco qualquer em duas partes iguais.

Construgao:

- Com o raio AB, com o qual o arco BC a ser dividido foi descrito e com os centros
B e C (extremos dos arcos) tracamos os arcos AD e AE, sendo

BC = AD = AE (construgao)

- Logo com os centros D e E, raio DC = BE, tragam-se dois arcos que se cruzam
emF.

- Por fim, com o raio AF e os centros D e E, tracam-se outros dois arcos que se

cortardo em G. O ponto G determina o ponto médio do arco dado, ou seja: BG = GC.

Figura 61
Justificativa:

Parte 1: (pontos D e E). Com o raio AB e centros nos extremos B e C do arco,
marcam-se na circunferéncia os pontos D e E de modo que as cordas AD e AE tenham o mesmo
comprimento da corda BC. Nessa etapa, a propria constru¢do fornece duas igualdades uteis:
BD = AB e CE = AB; logo, BD = CE. Assim, os pares (B,D) ¢ (C, E) ficam simetricamente
dispostos em torno de um mesmo eixo que passa por A.
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Parte 2: (ponto F). Com centros em D e E e raio DC = BE, tracam-se dois arcos
que se cortam em F. Como FD = FE, o ponto F pertence a mediatriz do segmento DE. Pela
disposicdo simétrica de D e E obtida no passo anterior, A também pertence a essa mediatriz;
logo, a reta AF ¢ a mediatriz de DE.

Parte 3: (ponto ). Com o raio AF e os centros D e E, tragam-se dois arcos que
se cortam em G. Como GD = GE e FD = FE, o ponto G também pertence a mediatriz de DE.
Consequentemente, A, F e G sdo colineares, e a reta AF = AG ¢ o eixo de simetria que troca
D < E( ou seja, D coincide com E) e B« C( ou seja, B coincide com C).

Parte 4: Consequéncia angular no centro. Das igualdades AB = AC, AD = AE
(Parte 1) e BD = CE (Parte 3), segue a congruéncia dos triangulos ABD e ACE. Portanto, os
angulos centrais BAF e FCA s3o iguais: AF ¢ a bissetriz do angulo central BAC.

Parte 5: Conclusdo sobre o arco. Em uma circunferéncia, a bissetriz do angulo
central BAC determina o ponto médio do arco BC. Como G pertence a reta AF (Partes2 e 3) e
a circunferéncia dada (pela constru¢do), segue que G ¢ o ponto médio do arco BC; isto é, BG =
GC.

7.4 Exemplo 7.4

A constru¢do de um quadrado de lado .

O faremos de duas maneiras, na primeira utilizaremos régua e compasso € na
segunda apenas o compasso. Poderemos, entdo, verificar que mesmo em construgdes basicas o
processo de se utilizar apenas o compasso pode ser complexo.

No primeiro momento, mostraremos o processo para construi-lo e, somente no
primeiro caso, justificaremos a construcao, ja que o argumento ¢ 0 mesmo na construgao apenas
com 0 compasso.

Dado um segmento AB de medida [. Construa um quadrado de lado [ e que esteja

contido no semiplano superior determinado pela reta AB.

Com régua e compasso:

Construcao:

Construimos primeiramente uma reta suporte e sobre esta transportamos o
segmento AB. Determinamos uma reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto A.

Assim, basta que transportemos sobre ela um segmento de medida [ e
enconstraremos o ponto X, terceiro vértice do quadrado. Para determinar o ultimo vértice, Y do
quadrado tomamos a intersegdo das circunferéncias C(X, 1) e C(B, 1), que se encontra no mesmo

semiplano, definido por AB, de X.
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O quadrado ABY X ¢ o quadrado que procuramos.

Figura 62

Justificativa. Por constru¢do temos AB = BY = AX = XY, logo ¢ suficiente que
provemos que os angulos compreendidos nesses vértices sejam retos. Isso € verdade devido X
pertencer a reta perpendicular ao segmento AB, tem-se AXB = XBA = 45°.

Pelo caso de congruéncia L. L. L os tridangulos XAB e BY X sdo congruentes, o que
conclui a prova.

Apenas com 0 cOmpasso:

Para tal construgao, necessitaremos antes resolver alguns problemas que se utilizam
apenas do compasso. Para fim das demonstra¢des destacaremos alguns segmentos.

Passo 1 — Dividir um arco AB de circunferéncia C(0, r) pela metade.

Construcio:

Esta etapa foi exposta no Problema 5 da secao 6.5.

Passo 2 — Obter os pontos de interse¢do da circunferéncia dada C(0,r) com a reta

dada por dois pontos 4 e B, no caso em que O pertence a AB.

Construcao:

Esta etapa foi exposta no Problema 6 da secao 6.6.

Passo 3 — Determinar a reta perpendicular ao segmento AB no ponto A.

Construcao:

Fixa-se uma abertura de tamanho arbitrario r, traca-se as circunferéncias C(4,7) e
C(B,r) para obtermos o ponto O.

O ponto E que determina a reta perpendicular procurada ¢ diametralmente oposto

ao ponto B. Assim, tomamos a interse¢cdo C das circunferéncias C(0,r) e C(B, ) que esta no
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mesmo semiplano, determinado por :4—3,) de 0. Assim, elencamos uma circunferéncia C(C,r) e
obtemos o ponto D, interse¢do dessa circunferéncia com C(0,r). Por fim. O ponto E ¢ obtido
pela interse¢do de C(D,r) e C(O, ).

O caso em que AB = 7 trard nossa solucdo.

P e - “E(Or)
Wi e ]
1.;._.
Y W,
:_ .'..'- .
.
A 1 B
":ll‘-. ...... :
C-
WA,
'H,.

Figura 63

Justificativa. Analisemos os quadrilateros em destaque CDEO e BCDO.

A0

Wi, )

AT NN

TR, E)

Figura 64



77

Por construcdo, ha que DE = CD = BC = OB = OE = OD. Assim, CDEO e
BCDO sao paralelogramos e com isso ganhamos que os pontos B, E ¢ O sao colineares. Como
OE = OB o segmento BE é diametro de C(0,r), ou seja, EAB = 90°. Dessa forma, AE &
perpendicular a AB.

A partir desses exemplos, € das suas solu¢des faremos a constru¢ao do quadrado.

Construgao:

Seguiremos da mesma forma da constru¢do com régua e compasso, no entanto isso
pode ser um tanto quanto complicado quando feitos somente com o compasso. Fixaremos a
abertura AB e determinamos os pontos A e B. Sobre o ponto A construimos a reta perpendicular.
Repetiremos esse processo duas vezes usando o Passo 3, usando um raio qualquer r no primeiro
caso ¢ o raio [ no segundo, obtendo assim os pontos D e C, respectivamente.

Como temos apenas o compasso para transportar o segmento de medida [ para a
reta perpendicular obtida, temos que obter a interse¢do da circunferéncia C(4,[) com a reta
determinada por C e D. Observamos que o centro da circunferéncia pertence a reta CD. Para
esta etapa faremos o mesmo processo do Passo 2 e encontramos o ponto X.

Finalmente, determinamos o ponto Y, quarto vértice, como a interse¢dao das
circunferéncias C(X, 1) e C(B, 1) que estd no mesmo semiplano, determinado pela reta que passa

por A e B.
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G)

Figura 65

8 INVERSAO E MORH-MASCHERONI

Este capitulo apresenta uma selecao de problemas resolvidos a partir da técnica da
inversao no plano, associada ao uso exclusivo do compasso, conforme estabelece o Teorema de
Mohr-Mascheroni. Para fins da construcdo do presente capitulo usei como fonte o livro
“Miscelanea de Geometria — Tomo III, Lugares Geométricos”, de Juan Angel Diaz Hernando.
Os exemplos demonstram como operagdes geometricamente complexas, como a determinagao
de pontos e curvas inversas, podem ser conduzidas sem o auxilio da régua, utilizando apenas
constru¢des com arcos. Sao abordadas trés situagdes: a determinagao do ponto inverso de um
dado ponto em relagdo a uma circunferéncia de inversdo (8.1); a construgdo da circunferéncia
inversa de uma reta que ndo passa pelo centro de inversao (8.2); e, por fim, a construcao da
circunferéncia inversa de outra circunferéncia que nao contém o centro de inversao (8.3). Esses
exemplos consolidam a interagdo entre a inversdo geométrica e o principio de construgdes
puramente com compasso, ampliando a compreensdo e o alcance do teorema no campo da

geometria construtiva.
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8.1 Exemplo 8.1

Determinar o ponto X, inverso de C, em relagdo a circunferéncia de inversao, de
centro O e raio 1.

Construcio:

- Traga-se a circunferéncia de centro C e raio CO, que interceptard a circunferéncia
de inversdo nos pontos D e D”.

- Tracam-se as circunferéncias de centro nos pontos D e D’, de raios respectivos DO

e D’0, cuja interseg@o determina o ponto X procurado.

Figura 66

Justificativa:

1. Pelas intersecdes simétricas OD = D’0 = r. Com centros D e D’ e raios OD e
0D’, as circunferéncias se cortam em O e em X; logo

DX =D'X=0D=0D"=r.

2. O segmento DD’ ¢ a corda comum das duas circunferéncias (a de inversdo, de
centro O, e a de centro C e raio CO). Portanto, o eixo radical (a corda DD") € perpendicular a
reta dos centros OC. Assim, a mediatriz de DD’ coincide com a reta OC. Como X ¢ equidistante
de D e D’, ele pertence a mediatriz de DD’; logo, O, C, X sdo colineares.

3. Considere os triangulos ACOD e ADOX.
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Em ACOD, como CD = CO (pois D pertence a circunferéncia de centro C e raio CO),
ele € isosceles com base OD.

Em ADOX, como DO = DX, ele também ¢ isdsceles com base 0X.

Além disso, como 0, C, X séo colineares, temos COD = DOX (mesma abertura entre
OD e areta OC).

Pela igualdade de um triangulo e pela propriedade dos isésceles (base-angulos iguais),

segue a semelhanga ACOD~ADOX (caso AA). Dali,

€O _OD | h.0x = 0p? =12
—_——— = =
oD~ 0X ' -

Como C0.0X =r%e 0, C, X sdo colineares, X ¢ exatamente o inverso de C em relacdo

a circunferéncia de centro O e raio 7.

8.2 Exemplo 8.2

Dada uma circunferéncia de inversdo de centro O e raio r e a reta AB (dada pelos

pontos A e B) que ndo passa pelo centro de inversdo, ou seja construir a circunferéncia inversa

da reta dada.

Construcao:
1. Simétrico de O em relacao a reta AB.
e Para determinar o simétrico de O, ndo usamos a reta AB diretamente.
e Com centro em A e raio A0, descreve-se uma circunferéncia.
e Com centro em B e raio BO, descreve-se outra circunferéncia.
e Essas duas circunferéncias se cortam em dois pontos: um deles em O, o
outro ¢ o ponto 0;.
e Assim, 0; é o simétrico de O em relacdo a AB, obtido apenas por
intersecdes de circunferéncias.
2. Inverso de 0;.
e Aplica-se agora a construcao da inversao ja conhecida: para encontrar o
inverso de O,, constroi-se o ponto 0'; tal que 00,.00"; = 12,
e Esse ponto O’y pode ser obtido exclusivamente com circunferéncias
auxiliares, como feito nas construgdes anteriores de inversdo de pontos.

3. Circunferéncia inversa

e Traga-se a circunferéncia de centro O’; ¢ raio 0'; 0.
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e Essa circunferéncia ¢ precisamente a inversa da reta AB em relagdo a
circunferéncia de inversdo de centro O e raio .
Observacao:
A inversdao de uma reta que nao passa pelo centro de inversao ¢ sempre uma
circunferéncia que passa pelo centro da inversao. Essa constru¢cdo garante isso com precisao

geométrica.

Figura 67

8.3 Exemplo 8.3

Dada a circunferéncia de inversdo de centro O e raio r, determinar a circunferéncia
inversa da circunferéncia de centro O, e raio R, que ndo passa pelo centro de inversao.

Construcio:

- Tomamos a circunferéncia dada, de centro 0, e raio R;, como a de inversao e
determinamos o ponto O, inversao do ponto O.

- Assim, determinamos o ponto 0,, inversio do ponto O°, em relacdo a
circunferéncia de inversao dada, de centro O e raio r.

- O ponto 0O, ¢ o centro da circunferéncia buscada.
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- Na circunferéncia de centro 0;, tomamos um ponto qualquer A e determinamos

seu inverso A”. A circunferéncia de centro O, e raio OA” ¢é a inversa buscada.

n

Figura 68

9 CONCLUSOES

O estudo das transformagdes geométricas, especialmente da inversdo no plano e do
Teorema de Mohr-Mascheroni, oferece mais do que um conjunto de técnicas matematicas
elegantes: oferece uma nova forma de olhar para a geometria. A inversdao, com sua capacidade
de transformar figuras complexas em configuragdes mais simples, revela uma face menos
explorada da geometria plana, capaz de surpreender até mesmo aqueles que ja a ensinam ha
anos. Da mesma forma, o Teorema de Mohr-Mascheroni questiona certezas e desafia a intuigao,
mostrando que até mesmo o instrumento da régua pode ser dispensavel em construgdes que
julgavamos depender dele.

Ao longo desta dissertagdo, buscou-se apresentar ndo apenas os fundamentos
tedricos dessas ideias, mas também suas aplicagdes praticas e seu potencial pedagogico. Por
meio de exemplos, construgdes e problemas resolvidos exclusivamente com o compasso, foi
possivel mostrar que tais ferramentas ndo pertencem apenas ao campo da matematica pura, mas
podem - e devem - ser apropriadas pelos professores como estratégias de ensino instigantes e

criativas.
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Num tempo em que o ensino de matematica ¢ frequentemente pressionado por
resultados imediatos e avaliagdes padronizadas, investir em abordagens que valorizem a
construgdo, a investigacdo € o encantamento ¢ também um gesto politico e formativo. A
geometria tem o poder de desenvolver no aluno um olhar atento, um pensamento légico e uma
sensibilidade estética - e cabe ao professor criar os caminhos para que isso acontega.

Esta dissertagcdo, portanto, ¢ também uma defesa da beleza e da profundidade da
geometria, € uma homenagem a sala de aula como espago de descoberta. Que o compasso -
simbolo de precisdo, mas também de liberdade - continue a desenhar ndo apenas figuras, mas

caminhos de aprendizagem mais significativos, criativos e humanos.
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