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RESUMO

Nesta pesquisa, abordaremos trés problemas da Antiguidade que discorriam sobre
construcdes geométricas utilizando apenas os instrumentos ditos euclidianos, a saber:
uma régua sem graduacdes e um compasso, e que deveriam seguir algumas
restricbes quanto ao que poderia ser executado com estes instrumentos. Tais
problemas, denominados de duplicacdo do cubo, quadratura do circulo e trisseccdo
do angulo, ganharam destaque devido ao grande esforc¢o realizado para soluciona-los
e a descoberta tardia (mais de 2000 anos depois de seus surgimentos), a partir do
aprimoramento da algebra, de que na verdade eles eram impossiveis de serem
solucionados sob as condi¢des de construcdo impostas. Assim, este trabalho objetiva
mostrar, algebricamente, a partir de conceitos relacionados a teoria de corpos, aos
polinbmios e a algebra linear, os motivos da impossibilidade da execucao dessas trés
construcbes. Além disso, definiremos o0 conceito de numero construtivel,
apresentaremos as regras para construcao de nimeros e mostraremos que 0 conjunto
formado por todos 0s numeros construtiveis tém estrutura algébrica de corpo. Para
alcancarmos estes objetivos, foi realizada uma revisdo de literatura que aborda a
tematica sob diferentes perspectivas, a fim de que fosse possivel encontrar uma forma
fluida e concisa de apresentar as ideias. Apesar de o trabalho dedicar-se, em boa
parte, ao desenvolvimento da algebra necessaria para atingirmos nosso objetivo geral,
ao longo do texto destacaremos topicos relacionados as construcfes, bem como
executaremos, nos apéndices, algumas construcdes simples. Assim, esperamos que
esta pesquisa sirva de fomento aos(as) professores(as) de matematica da Educacao
Basica a fim de que optem por ministrar suas aulas de geometria plana a partir do
suporte das construcbes geométricas com régua e compasso, podendo assim
estimular os estudantes a aprimorar seus conhecimentos geomeétricos, bem como
trabalhar habilidades matematicas basilares que porventura ainda ndo tenham sido

consolidadas.

Palavras-chave: constru¢cdes geométricas; régua; compasso; duplicacdo do cubo;

quadratura do circulo; trissec¢do do angulo; construtivel.



ABSTRACT

In this research, we will examine three problems from antiquity in which geometric
constructions were discussed using only the so-called Euclidean instruments: an
ungraduated ruler and a compass, and which had to respect certain restrictions on
what could be done with these instruments. These problems known as doubling the
cube, squaring the circle, and trisecting an angle became famous due to the extensive
efforts to solve them. It was only with the advancement of algebra, more than 2,000
years later, that it was discovered they were actually impossible to solve using the
allowed construction methods. Therefore, the aim of this paper is to show algebraically,
using concepts from field theory, polynomial theory, and linear algebra, why these
constructions are impossible to carry out. In addition, we will define the concept of
constructible number, present the rules for constructing numbers, and show that the
set formed by all constructible numbers has the algebraic structure of a field. To
achieve these objectives, we conducted a comprehensive literature review from
various perspectives, which facilitated a clear and concise presentation of the ideas.
Although much of the work is devoted to developing the algebra needed to achieve our
general objective, throughout the text we will highlight topics related to constructions,
as well as performing simple constructions. We hope this research will encourage
teachers of basic mathematics to incorporate geometric constructions using rulers and
compasses into their plane geometry classes, thereby enhancing students' geometric
understanding and foundational mathematical skills that may not yet have been

consolidated.

Keywords: geometric constructions; ruler; compass; doubling the cube; squaring the

circle; trisecting the angle; constructible.
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1 INTRODUCAO

A duplicacéo do cubo, a quadratura do circulo e a trissec¢cado do angulo eram
problemas classicos da Grécia Antiga que tratavam de constru¢cdes geométricas,
usando como instrumentos basicos apenas uma régua nao graduada e um compasso,
seguindo algumas regras de construcdo previamente estabelecidas. Mais
detalhadamente, tais problemas referiam-se, respectivamente, a: construir a aresta de
um cubo que tem o dobro do volume de um cubo dado, construir um quadrado com
area igual a de um circulo dado, e dividir um angulo arbitrario dado em trés partes
iguais. Embora existisse a limitacdo quanto aos instrumentos utilizados, os gregos
acreditavam que seria possivel resolver esses trés problemas, visto a grande
guantidade de construcbes geomeétricas que, nas mesmas condi¢cdes, eles
conseguiam executar.

Eves (2011, p. 134) entende que a relevancia desses problemas “[...] reside no
fato de que eles ndo podem ser resolvidos, a ndo ser aproximadamente, com régua e
compasso, embora esses instrumentos sirvam para a resolucdo de muitos outros
problemas de construcdo. A busca ingente de solucdes para esses problemas
influenciou profundamente a geometria grega e levou a muitas descobertas frutiferas,
como as seccdes coOnicas, muitas curvas cubicas e quarticas e varias curvas
transcendentes. Um produto muito posterior foi o desenvolvimento de partes da teoria
das equacdes ligadas a dominios de racionalidade, numeros algébricos e teoria dos
grupos. Somente no século XIX, mais de 2000 anos depois de os problemas terem
sido concebidos, se estabeleceu a impossibilidade das trés construcbes, sob a
limitacdo autoimposta de se usarem apenas régua e compasso. O grande estimulo ao
desenvolvimento da matematica, inclusive para a criacdo de novas teorias, dado pelos
esforcos continuados para se resolverem os trés famosos problemas da Antiguidade,
ilustra o valor heuristico de problemas matematicos atraentes nao resolvidos”.

Embora sejam problemas puramente geométricos, foi gracas a algebra que se
provou que os esfor¢cos em busca de suas solu¢des eram em vao. Desta forma, o
objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma algebra de polinbmios que nos
permita mostrar a impossibilidade de executar essas trés constru¢cbes. De forma
especifica, objetivamos: definir o conceito de namero construtivel, apresentar as
regras para construir nimeros, provar que o conjunto formado por todos os nimeros

construtiveis tém estrutura algébrica de corpo, e mostrar um importante teorema que
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estabeleca uma condicdo necesséria para que um numero seja construtivel. Com
esse teorema, conseguimos provar que, a partir das condicbes de construcao
impostas, é impossivel duplicar o cubo, quadratar o circulo e trissectar o angulo.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira. Nos capitulos 2 e 3, faremos
uma abordagem de alguns conceitos de estruturas algébricas, algebra linear e da
teoria de polinémios, visando ambientar o(a) leitor(a) aos resultados que estdo mais
alinhados ao nosso objetivo geral. No capitulo 4, desenvolveremos a teoria
relacionada as extensdes de corpos, aos numeros algébricos e transcendentes e aos
conceitos de adjuncéo, o que é fundamental para a demonstracéo do teorema central
do trabalho. No capitulo 5, abordaremos todos os tépicos atrelados aos numeros
construtiveis e, aliado ao que foi feito no capitulo 4, mostraremos a impossibilidade da
resolucdo dos trés problemas gregos. O capitulo 6 traz a conclusdo do trabalho, no
gual sugerimos a utilizacdo da tematica das constru¢cdes geomeétricas como um
componente da parte diversificada dos curriculos da Educacgéao Basica no Brasil, bem
como destacamos a possibilidade de trabalhos futuros. Por fim, apresentaremos, nos
apéndices, algumas construcdes simples, bem como abordaremos brevemente o
problema da construtibilidade de poligonos regulares.

Para atingirmos o0s objetivos estabelecidos, realizamos uma revisao de
literatura, onde procuramos sintetizar as ideias necessarias para o desenvolvimento
desta pesquisa. A fim de apresentarmos as noc¢oes referentes a algebra linear, nos
referenciamos em Boldrini et al. (1980) e Hefez; Fernandez (2012). Para abordarmos
0S conceitos basicos sobre as estruturas algébricas e sobre os polindbmios, recorremos
a Gongalves (2017). Para desenvolvermos a parte do trabalho que diz respeito as
extensdes algébricas e as construcbes com régua e compasso, incluindo a
impossibilidade dos problemas classicos, nos referenciamos em Gongalves (2017) e
Hefez; Villela (2012). Em alguns casos, fizemos adaptacdes e complementacdes as
demonstracdes fornecidas pelos(as) autores(as) com o intuito de tornar o trabalho o
mais completo possivel.

As construcdes geométricas com régua e compasso podem ser utilizadas como
uma ferramenta auxiliar no ensino de geometria nha Educacdo Basica. Segundo
Wagner (2007, n.p.), os problemas de construgdo geram motivacdes, além de serem
“[...] intrigantes e frequentemente conduzem a descoberta de novas propriedades.
Sao educativos no sentido que em cada um é necesséaria uma analise da situacdo

onde se faz o planejamento da construgdo, seguindo-se a execucdo dessa
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construcdo, a posterior conclusdo sobre o nimero de solucdes distintas e também a
compatibilidade dos dados”.

Assim, espera-se que o desenvolvimento desta dissertacdo venha a contribuir
com a formacéo de discentes dos Anos Finais do Ensino Fundamental e do Ensino
Médio através da abordagem das constru¢cdes geométricas com régua e compasso
nas aulas de matematica. Acreditamos que este trabalho possa, em linhas gerais,
instigar os(as) professores(as) de matematica da Educacéo Basica a perceberem as
construcdes geométricas como um importante instrumento para colaborar no
aprendizado da geometria, tendo em vista o grau de importancia que é dado a essa
tematica ao longo do texto, e a relevancia com que a mesma € apresentada durante

0s capitulos e apéndices desta dissertacao.
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2 TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

O presente capitulo possui carater introdutério, no qual serdo expostos alguns
conceitos acerca dos espacos vetoriais, bem como outras nocdes relacionadas ao
estudo da algebra linear. Trataremos aqui apenas de alguns tdpicos que serao
importantes para o desenvolvimento da ideia central do trabalho: as extensdes de
corpos. A principio, faremos uma abordagem sobre a estrutura algébrica de corpo,
necessaria para a definicdo de espacos vetoriais, e que também ter4 uma grande

importancia para o desenvolvimento dos proximos capitulos.

2.1 Corpos

Comecaremos esta secao com a definicdo da estrutura algébrica de anel, para

gue assim possamos introduzir a ideia de corpo.

Definicdo 2.1: Seja A um conjunto ndo vazio sobre o qual definimos duas operacdes
binéarias, respectivamente, adicdo e multiplicacao:
+: AXA—> A
ct AXA— A
A é dito ser um anel, e o denotamos por (4, +, *), se as seguintes seis condi¢gbes
forem satisfeitas:
i) A adicdo é associativa,istoéa+ (b+c)=(a+b)+c,Vabec€A.
i) Existe0 e Atalquea+0=0+4+a =a, Va € A. Chamamos 0 de elemento neutro
para adicdo, ou ainda de zero do anel.
iii) Para cada a € A existe um Unico —a € A, denominado inverso aditivo de a, tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.
iv) A adicdo é comutativa,istoéa+b =b+a,Va,b € A.
v) A multiplicacéo é associativa, ousejaa-(b-c)=(a-b)-c,V a,b,c € A.
vi) Vale a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo, ou seja, quaisquer

gue sejam a,b,c € A, tem-se:

Distributividade a esquerda:a- (b + ¢) = a*b + a-c

Distributividade a direita: (b + ¢)ra = b-a + c-a
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Agora, sendo (4, +, ) um anel, consideremos as seguintes propriedades:

vi)Existe 1€ A, 1+ 0,talquea-1=1-a=a,Vac€A.
vi)a-b=b-a,VabE€A.
iX) Paraa,b € A, temosquea-b=0=a=00ub=0.

X) Va€A,a#0, 3ateAdAtalquea- al=atl-a=1

Se a propriedade vii) for satisfeita dizemos que A € um anel com unidade
(denotada por 1,4, ou simplesmente 1). Se a propriedade viii) for satisfeita dizemos que
A é um anel comutativo. Caso a propriedade ix) seja satisfeita dizemos que A é um
anel sem divisores de zero. Se (4, +, ) € um anel comutativo, com unidade e sem
divisores de zero, dizemos que A € um dominio de integridade. Por fim, se (4, +, )
€ um anel comutativo, com unidade e que satisfaz a propriedade x) dizemos que A é
um corpo.

Assim, para que um conjunto nao vazio A, sobre o qual define-se uma adicéo
e uma multiplicacdo, seja um corpo é necessario que, aléem das propriedades de i) a
vi) acima listadas sejam satisfeitas, a multiplicacdo possua elemento neutro (diferente
do zero do anel) e seja comutativa, bem como todo elemento (exceto o zero do anel)
possua inverso multiplicativo. Quando nos referirmos ao zero do corpo estamos
tratando do elemento neutro da adicdo. Da mesma forma, a unidade do corpo refere-
se ao elemento neutro da multiplicacéo.

Note que (Z +, ), (Q +, ), (R, + -) e (C, +, ©) sdo anéis com as
operacles usuais. Esses anéis sdo chamados, respectivamente, de anel dos nimeros
inteiros, anel dos nuameros racionais, anel dos nameros reais e anel dos numeros
complexos. Além de anéis, Q, R e C sdo corpos.

Conseguimos demonstrar, sem dificuldades, que todo corpo é um dominio de
integridade. Agora, atente-se ao fato de que o anel Z € um dominio de integridade,
mas ndo é um corpo. Com efeito, apenas os inteiros 1 e —1 satisfazem a propriedade
X). Dessa forma, percebemos que nem todo dominio de integridade € um corpo.
Ademais, se o dominio de integridade A é finito, temos que A € um corpo.

Por fim, afirmamos que se A é um dominio de integridade, entéo todo elemento
ndo nulo de A é regular para a multiplicacdo (ser regular significa obedecer a lei do

cancelamento). De fato, sejam a,b,c € A, a # 0. Suponha ab = ac. Assim, temos:
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ab=ac =>ab—ac=0 =alb—c)=0.

Ora, A ndo possui divisores de zero, entdo, como a # 0, temos que b — ¢ = 0. Dai

segue que b = c.
2.2 Espacos vetoriais

Definicdo 2.2: Seja K um corpo e V um conjunto ndo vazio. Dizemos que V é um
espaco vetorial sobre K, e seus elementos serdo chamados de vetores, se IV possuir

duas operacdes, uma adicao (+) e uma multiplicacéo por escalar (-):

+:VXV—>V
KX V>V

tais que as seguintes condi¢cOes sejam satisfeitas:

) u+w+w)=w+v)+w,VuveweV.

i) u+v=v+uVvuevel.

iii) Existe 0 € V, chamado de vetor nulo, tal quev + 0=0+v=uvVveV.

iv) Para cada v € V/, existe um elemento —v € V, chamado vetor oposto de v, tal que
v+ (=v) = (=v) +v = 0.

V) a(lu+v)=au+av,YVa€Keuvev.

vi) (a+b)v=av+bv,VabeEKeveV.

vii) (ab)v = a(bv),Va,beE Kev €eV.

viii) Sendo 1 a unidade de K, temos que lv =v, Vv € V.

Os elementos do corpo K sdo chamados de escalares. Se na definicdo acima,
considerarmos nameros reais como escalares, entdo V serd chamado de espaco
vetorial real. No caso em que 0s escalares sao numeros complexos, V € dito ser um

espaco vetorial complexo.

Exemplo 2.1: Todo corpo é um espaco vetorial sobre si mesmo. Além disso, R e C

sdo espacos vetoriais sobre o corpo Q. Ademais, C € um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 2.2: O conjunto das n-uplas de nimeros reais R" = {(xq,x5,**, x,,); x; € R}

€ um espaco vetorial sobre R. As operagdes de adicdo de vetores e multiplicacéo por
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escalares sdo definidas da seguinte forma: sendo u = (xq,x3,,x,) € V=
Vi, V2,5 yy) elementos de R™, ea € R, entdou + v = (xy + y1, X2 + V2, =, X + V)
e au = (ax,, ax,,---,ax,). Nesse caso, an-upla (0,0,---,0) é o vetor nulo e 0 vetor

oposto de u = (xq,x5,-+,x,) € 0 vetor —u = (—xq, —X, ", —Xp)-
2.3 Subespacos vetoriais

Em algumas situacdes, € necessario identificar, dentro de um espaco vetorial
V', subconjuntos W que, com as mesmas operacdes de adicdo em V e de
multiplicacdo de vetores de V por escalares, também sejam espacos vetoriais. Tais

conjuntos sdo denominados subespacos vetoriais de V.

Definicdo 2.3: Dado um espacgo vetorial V sobre um corpo K, dizemos que um
subconjunto W # @ € um subespaco vetorial de V se as seguintes condi¢cbes séo
satisfeitas:

) u+v eW,vuveW

i) au eW,VueWea€K.

Exemplo 2.3: De forma imediata temos que todo espaco vetorial V contém pelo
menos dois subespacos, a saber: o proprio V e o espaco formado apenas pelo vetor

nulode V.

Exemplo 2.4: Como caso particular do exemplo 2.2 temos que V = R> é um espaco
vetorial sobre R. Seja W o conjunto dos vetores de R® cuja primeira coordenada é
nula, isto € W = {(0, x5, x5, x4, x5); x; € R} . Note que, tomando u = (0, x,, x5, x4, X5) €
v = (0,y,,¥3, Vs, Vs) €lementos de W, e « € R. Entao,
Du+v=1(0, xo+y,, X3+ V3, X4+ Y4, Xs + y5) €EW.

i) au = (0, ax,, axs, ax,, axs) € W.

Logo, W é um subespaco vetorial de V.
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2.4. Dependéncia e independéncia linear

Uma importante caracteristica de um espaco vetorial é a possibilidade de
obtermos novos vetores a partir de vetores dados. Nesta secao trataremos deste fato,
0 que nos conduz a abordar duas definicdes relevantes, quais sejam: vetores

linearmente independentes e vetores linearmente dependentes.

Definicdo 2.4: Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Considere vy, v,, -+, v,
vetores de V. Diremos que o vetor v € V é uma combinacao linear de vy, v,, -, v,

se existirem a4, a,,,a, € Ktaisque v = a;v; + a,v, + -+ a,v,.

Definicdo 2.5: Seja X o subconjunto de um espaco vetorial V, formado pelos vetores
vy, Uy, =, . O conjunto W de todos os vetores v de V que sdo dados como
combinacdo linear dos vetores v,, v,, -+, v, € chamado de subespaco gerado por X,

gue denotaremos por W = [vy, vy, =+, 1]
Proposicéo 2.1: Nas notacdes da definicdo 2.5 temos que W € um subespaco de V.

Demonstracao: Com efeito, seamu,w e We a,a,, a,,:*,a,, f1, B2, By € K tais
queu = av; + ayv, + -+ ayv, ew = By + B, + -+ B, Note que,
Du+w= a;v; + auvy + -+ apv, + Bvi + Bovy + o+ Buvn = (@ + Bv +
(az + Bvy + -+ (ay + Br)vn.

ii)au = alav; + ayvy + -+ a,v,) = (@a)v; + (@ay)v, + -+ (aa,)v,.

As igualdades obtidas em i) e ii) seguem do fato de V ser um espaco vetorial
sobre K. Como K é fechado para as operacdes que o dotam da estrutura de corpo,
temos que a somas e os produtos dos parénteses sdo elementos de K. Logo, u +w

e au sao elementos de W e, assim, pela definicdo 2.3, W € um subespaco de V. =

Definicdo 2.6: Considere v,, v,, -+, 1, vetores de um espaco vetorial VV definido sobre
K, ea,a,,,a, €K. Dizemos que o conjunto {v,, v,, -+, 1} € linearmente
independente (LI) se a;v; + ayvy+ + ayvy, =0 = ay = ay = ~=a, =0.

Caso exista algum a; # 0 dizemos que {v,, v,, -, v,} € um conjunto linearmente
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dependente (LD). Podemos também, no caso de {v,, v,, -:-, v,,} ser LI (ou LD), dizer

gue os vetores que o compde sao LI (ou LD).

Exemplo 2.5: Os vetores do R3, (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) sdo linearmente
independentes. De fato, sendo «,, @, € a; numeros reais, temos que:
al(llolo) + aZ (0'1'0) + a3 (0' 0; 1) = (0,0,0) = (alJ aZl a3) = (01010) e

$a1=a2=a3=0.

Exemplo 2.6: O conjunto {1,v/3} c R é LI sobre Q, mas é LD sobre R. Com efeito,
(=3)-1+ V/3:v/3 =0, mas
a-1+b-v/3=0coma,hbeQ=a=b=0.

Caso contrario, teriamos V3 = — % € Q.

2.5. Bases e dimenséao

Suponha que estejamos interessados em encontrar, em um espaco vetorial V,
um conjunto finito de vetores, de tal maneira que qualquer outro vetor de V seja dado
por uma combinacdo linear destes. Além disso, queremos que todos os vetores desse
conjunto finito sejam, de fato, necessarios para gerar V. Veremos que tal conjunto é

denominado de base do espaco vetorial V.

Definicéo 2.7: Seja {v;, v,, -**, v,} um conjunto de vetores de um espaco vetorial V.
Diremos que tal conjunto € uma base de V se as seguintes condi¢cdes forem
verificadas:

i) {vi, vg, -+, v} € LI

iV = [vy, vy, =, vy].

Exemplo 2.7: Considere o espaco vetorial real R3. Assim, {(1, 0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é
uma base de R3, chamada de base candnica de R3. De fato, pelo exemplo 2.5, esse
conjunto é LI. Além disso, é de facil verificacédo que para todo (x,y, z) € R3, temos que
(x,v,2) = x(1,0,0) + ¥(0,1,0) + 2(0,0,1). Logo, R3 = [(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)].
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Salientamos que nem sempre a base de um espaco vetorial € um conjunto
finito. Boldrini et al. (1980, p.117) destaca que “[...] isto acontece principalmente
guando trabalhamos com espacos de funcdes. Nestes casos precisaremos de um
conjunto infinito de vetores para gerar 0 espaco. Isto ndo quer dizer que estamos
trabalhando com combinacgdes lineares infinitas, mas sim, que cada vetor do espaco
€ uma combinacao linear finita daquela “base infinita”. Ou seja, para cada vetor,
podemos escolher uma quantidade finita de vetores da “base” para, com eles,

escrever o vetor dado”.

O exemplo que segue ilustra a afirmagao feita anteriormente sobre espacos

vetoriais que ndo admitem base finita.

Exemplo 2.8: Consideremos o conjunto R* cujos elementos sdo as sequéncias
infinitas u = (ay, ay, -+, ap, ) € v = (B, B2, -+, Bn, -+ ) de nimeros reais. R*® com as
operacOes semelhantes as que definimos para o R", no exemplo 2.2, € um espaco
vetorial sobre R. Agora, consideremos o conjunto R(*), subespaco de R®, formado
pelas sequéncias w = (x1, x5, -, Xp, -+ ) que tem apenas um numero finito de termos
x, diferentes de zero. Consideremos o conjunto X = {eq, - ,ep, -} € R*, onde
e, = (0,...,0,1,0,...) é a sequénciainfinita cujo n —ésimo termo € 1 e os demais sdo

iguais a zero. Note que X é uma base de R(*). Ademais, essa base n&o é finita.

Definicdo 2.8: Seja V um espaco vetorial sobre K. Se V admite uma base finita, entao
chamamos de dimensao de V, e denotamos por dimgV, 0 nUmero de elementos de

tal base. Caso contrario, dizemos que a dimenséao de V' € infinita.

Exemplo 2.9: Considerando o espaco vetorial real V = R?, temos que {(1,0), (0,1)}
e {(1,1),(0,1)} sédo bases de V. Logo, dimgR? = 2.

Exemplo 2.10: A partir do exemplo 2.7, concluimos que dimzgR3 =3 . Mais

geralmente, dimxR"™ = n.

Para finalizarmos essa sec¢ao, apresentaremos alguns resultados que serao

necessarios para demonstragcfes apresentadas nos capitulos seguintes.
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Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Vale ressaltar que qualquer base
de V tem sempre o mesmo numero de elementos, ou seja, em um espaco vetorial de
dimensao finita, tal dimenséo € Unica. Além disso, se V tiver dimenséo finita, digamos
dimgV = n, entdo qualquer conjunto de vetores de V com mais de n elementos €&
linearmente dependente. Ademais, afirmamos que o conjunto {v,, v,, ---, v,,} € base
de V se, e somente se, todo elemento de V se escreve de forma Unica como
combinacdo linear dos vetores v,, vy, -+, v,,. Por fim, se W € um subespaco de V, o
qual tem dimenséo finita, entdo W também tem dimenséo finita e dimxyW < dimgV

(com igualdade se, e somente se, W = V).
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3 CONCEITOS BASICOS SOBRE POLINOMIOS

No proximo capitulo os numeros algébricos e transcendentes serdo abordados
com detalhes, visto que sdo fundamentais para o desenvolvimento da teoria
relacionada as construcdes impossiveis com régua e compasso que destacaremos
neste trabalho. Para isso, serd importante conhecermos alguns tépicos relacionados
aos polinbmios. Tendo em vista tal necessidade, desenvolveremos o capitulo que
segue. Nem todas as proposicdes e teoremas serdo demonstrados, visto que 0 N0Sso
interesse com este capitulo é o de utilizar alguns resultados sobre polinbmios no
desenvolvimento da teoria dos capitulos seguintes, que sdo mais alinhados ao
objetivo principal deste trabalho.

3.1 Defini¢cdes e exemplos

Definicdo 3.1: Seja K um corpo qualquer. Considere uma expressao formal do tipo
p(x) = ag+ a;x + -+ apx™+ -
onde a; EK,VieNU{0}, eIk eNuU{0}tal que a; =0 Vj = k. Tal expresséo e

chamada de polinbmio sobre K em uma indeterminada x.

Doravante, denotaremos por K[x] o conjunto de todos os polindmios sobre um

corpo K, em uma indeterminada x.

Definicdo 3.2: Dizemos que dois polinémios p(x) = ay +a;x+ -+ a,x"+ -+ e
q(x) = by + byx+ -+ b,x™+ - sobre K sdo iguais se, e somente se, a; = b; em
K,V ieNu {0}

Exemplo 3.1: O polinbmio p(x)=0+0x+--+0x™+-- é o0 polindmio
identicamente nulo sobre K. Indicaremos tal polinbmio por p(x) = 0. Assim, um
polinbmio sobre K da forma p(x)= ay+ a;x+ -+ a,x"+-- €& dito ser
identicamente nulo se, e somente se, a; =0, Vi € NU{0}. Vale ressaltar que o

simbolo 0 refere-se ao zero do corpo K em questao.



23

Exemplo 3.2: O polinbmio p(x) = a, com a € K, é chamado de polindmio constante.

Nesse caso, temos p(x) = ag +a;x+ -+ a,x"+ ---ondeay,=aeaq; =0Vi > 1.

Definicdo 3.3: Sejap(x) = ag + a;x + -+ a,x™ + --- um polindmio tal que a, # 0 e
a; = 0V i>n.Dizemos que n é o grau do polindmio p(x). Nesse caso, denotamos o
grau de p(x) por dp(x) = n. Além disso, podemos indicar o polinbmio simplesmente
por p(x) = ay+ a;x+ -+ a,x™. Ademais, a, € chamado de coeficiente lider.

Quando a,, = 1, dizemos que p(x) é um polindmio mdnico.

Polinbmios constantes tem grau zero. Ademais, ndo esta definido o grau do
polindbmio identicamente nulo. Note que, podemos interpretar d como uma funcéo do
conjunto de todos os polindmios sobre K ndo nulos, no conjunto N U {0}. Em simbolos,
temos:

0:K[x]—-{0} — Nu{0}
p(x) — dp(x)

Em K[x] podemos definir as operacdes de adigdo e multiplicacdo como segue.

Definic&o 3.4: Considere dois elementos de K[x] dados por:
p(x) = ag+ ax+ -+ ax"+--eqx)= by + byx+ -+ bypx™+ -
Isso posto, definimos:
Dp(x)+q(x)= cy+ -+ cpx¥+ ---onde ¢; = (a; + b;) EK.
i) p(x)-q(x) = cy + -+ cpx¥+ - onde c, = apby, ¢c; = agh; + a,by,

CZ = aobz + a1b1 + azbo, trry Ck = aobk + albk_l + -+ ak_lbl + akbo, k € N.

A definicdo de multiplicacdo dada acima decorre da distributividade e da regra
x™. x™= x™*" comaconvencdo de que x° =1ex! =1.
A funcéo d definida anteriormente possui as seguintes propriedades:
i) a(p(x) + q(x)) < max {dp(x), dq(x)}, para todos p(x) e q(x) € K[x], ndo nulos, e
tais que p(x) + q(x) # 0.
i) a(p(x) - q(x)) = dp(x) + dq(x), para todos p(x) e q(x) € K[x], ndo nulos.
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Nota: essas propriedades também valem em D[x], sendo D um dominio de

integridade.

A partir da definicdo 3.4 observamos que (K[x], +, -) € um dominio de
integridade, onde o zero e a unidade de K[x] séo, respectivamente, o polindmio nulo
€ o polindmio constante igual a 1.

Note que K|[x] ndo é um corpo. Com efeito, seja p(x) # 0 um polinbmio que
possua inverso multiplicativo em K[x]. Logo, existe q(x) # 0 em K[x] tal que p(x) -
q(x) = 1. Da propriedade ii), anteriormente destacada, segue que d(p(x) - q(x)) =
dp(x) + dq(x) = 9(1) = dp(x) + dq(x) = dp(x) + dq(x) =0 = dp(x) =
0.Logo, p(x) € um polindbmio constante. Portanto, apenas os polinbmio constantes

nao nulos admitem inverso multiplicativo em K[x].
3.2. O algoritmo da diviséo

Seja K um corpo. Provaremos agora um importante teorema sobre a teoria dos

polinbmios.

Teorema 3.1 (algoritmo da divisao): Sejam f(x), g(x) € K[x] com g(x) # 0. Entdo
existem unicos q(x), r(x) € K[x] tais que f(x) = q(x) - g(x) + r(x), onde teremos

r(x) = 0 (nesse caso dizemos que g(x) divide f(x)) ou ar(x) < ag(x).

Demonstracdo: Considere os seguintes polinémios f(x) = ay+ a;x + -+ a,x™ e
g(x) = by + byx + -+ by,x™. Consideremos que, nesse caso, temos df(x) =n e
dg(x) = m. Dividiremos a nossa demonstracao em duas partes, a saber: existéncia e
unicidade de g(x) e r(x) em K|[x].

i) Existéncia

Se f(x) =0 basta tomarmos q(x) =r(x) =0 . Suponha que f(x)+# 0. Caso
tenhamos n < m, basta fazermos q(x) = 0 e r(x) = f(x). Assim, assumiremos que

n = m. Considere o polinémio t(x) definido da seguinte forma:

f(x) = anbp'x™™ - g(x) +t(x)
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Note que dt(x) < df(x). Nossa prova sera por indugéo sobre n.

Base da indugéo: Paran = 0, do fato de termos n > m, segue que m = 0. Assim,
f(x)=ay,+0 e g(x)= by # 0. Dai, teremos f(x) = ayby'g(x) e basta tomar
q(x) = agbyt er(x) =0.

Passo indutivo: Pela igualdade t(x) = f(x) — a,b;lx™™ - g(x) e sabendo que
dt(x) < df(x) = n, temos, por hipétese de inducdo que, existem ¢'(x) e r'(x) tais que
tx)=q'x)-glx)+ r'(x) , onde r'(x) =0 ou dr'(x) < dg(x) . Dai, segue

imediatamente que:

fGO) = apbz'x™™ - g(0) +t(x) = anby'x™™ - g(0) + q'(x) - g() + 1'(x)
= (q'() + anbp'x"™)g(x) + '(x),

e, portanto, tomando g(x) = ¢q'(x) + a,bylx™™ e r(x)=r'(x) fica provada a
existéncia dos polindbmios g(x) e r(x) tais que f(x) = q(x) - g(x) + r(x), onde ocorre
r(x) = 0oudr(x) < dag(x).

i) Unicidade

Sejam q,(x), g,(x), r,(x) e r,(x) tais que:
fG) = qu(x) - g() +11(x) = q2(x) - g(x) + 12(x),

onde r;(x) = 0 ou dr;(x) < dg(x), comi=1,2.

Dai, segue que (q;(x) — q,(x)) - g(x) = 1,(x) — r,(x). Ora, se q,(x) # q,(x), temos
que 3[(q,(x) — q2(x)) - g(x)] = ag(x). Por outro lado, d[r,(x) — r,(x)] < dg(x). O
que é uma contradi¢cdo. Logo, q;(x) = g,(x) e, assim, r;(x) = f(x) — q;(x)g(x) =

f(x) = q2(x)g(x) = 15(x). =

A partir desse teorema podemos provar uma proposicao que limita o nimero
de raizes de um polinbmio em um corpo. Para tanto, precisamos da definicdo que

segue.

Definicdo 3.5: Sejam f(x) = a, + a;x + -+ a,x™ um polinémio ndo nulo em K[x] e
a € K. Dizemos que a € uma raiz de f(x) emK se f(a) = ap+ aa + -+ a,a™ =
0EK.
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Proposicao 3.1: Seja K um corpo e f(x) = ay + a;x + -+ a,x™ um polindmio ndo
nulo em K[x] de grau n. Entdo, o niumero de raizes de f(x) em K é no maximo igual

an.

Demonstracdo: Se f(x) ndo possui raizes em K nada h& para demonstrar.
Suponhamos, entdo, que a € K seja uma raiz de f(x). Como g(x) = x — a € K[x],
podemos usar o algoritmo da divisdo. Assim, existem Unicos q(x) e r(x) € K[x] tais
gue f(x) =q(x)-(x— a)+r(x), onde r(x) =0 ou dr(x) < dg(x)=1. A Unica
possibilidade é que r(x) seja um polinémio constante e, assim, teremos r(x) = b, com
b € K. Dali, segue que f(x) = q(x) - (x — @) + b, mas como f(a) = 0, temos que 0 =
0+b,ousejar(x) =0e f(x) =q(x)- (x— a), donde concluimos que dq(x) =n— 1.
Sabemos que todo corpo € um dominio de integridade. Logo, o corpo K em
guestao, por ser também um dominio de integridade, ndo possui divisores de zero.
Assim, se B € K € uma raiz qualquer de f(x) entdo, f(B) =(B— a) - q(B) =0 =
B = aoupf étambém uma raiz de q(x) € K[x]. Dai, segue que as raizes de f(x) sédo
a e as raizes de q(x).
Agora, procederemos por indugdo sobre df (x) = n.
Base da inducéao: Paran = 0, f(x) ndo possui raizes em K e, nesse caso, ja vimos
gue a proposicao é valida.
Passo indutivo: Como dq(x) < df(x) =n, q(x) possui no maximo dq(x) =n—1
raizes em K e, portanto, f(x) possui no maximo n raizes em K.

Isso estabelece o0 passo de inducgéo e, assim, conclui a demonstracao. =

3.3. Polinbmios irredutiveis

Fazendo uma analogia entre os dominios de integridade K[x] e Z,
introduziremos, a partir daqui, os polinémios em K[x] que fazem o mesmo papel dos
nameros primos em Z. Esses polindbmios serdo chamados de polindbmios irredutiveis

sobre K.

Definicdo 3.6: Seja f(x) € K[x] tal que df(x) >1. Dizemos que f(x) € um
polinémio irredutivel sobre K se, sempre que f(x) = g(x) - h(x), com g(x) e h(x) €

K[x], entdo temos g(x) = aou h(x) = b, coma e b elementos de K, ou seja, g(x) é
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um polindmio constante em K[x] ou h(x) € um polinbmio constante em K[x]. Se f(x)

for ndo irredutivel sobre K, dizemos que f é redutivel sobre K.

Exemplo 3.3: Todo polinémio de grau 1 em K[x] é irredutivel sobre o corpo K. Note,
também, que o polindbmio f(x) = x? + 1 é irredutivel sobre o corpo R, porém é

redutivel sobre C.

3.4. Fatorizacao Unica

Agora apresentaremos, sem demonstragcdo, um teorema muito relevante na
teoria dos polindmios em uma variavel. Novamente trazendo uma analogia com o
dominio Z, tal teorema assemelha-se ao que em Z chamamos de Teorema
Fundamental da Aritmética. Aqui, os polindmios irredutiveis fazem o papel que os

nameros primos desempenham no teorema anteriormente mencionado.

Teorema 3.2: Seja K um corpo. Todo polinémio f(x) € K[x] — {0} pode ser escrito na
forma f(x) =a - py(x) - p(x) - =+ -pnu(x), onde a € K — {0} e p;(x), po(x), -,
pm(x) sdo polindbmios irredutiveis, ndo necessariamente distintos, sobre K. Mais

ainda, essa expressao € unica a menos da constante a e da ordem dos polinbmios

p1(x), p2(x), -+, P (x).

3.5. O critério de Eisenstein

A verificacdo da irredutibilidade de um polinémio sobre um corpo €, em
geral, um trabalho complicado. Veremos aqui um teorema que nos garante condicfes
suficientes para que um polinémio f(x) € Q[x] seja irredutivel sobre Q. Tal teorema é
chamado de critério de Eisenstein. A fim de facilitar a prova desse resultado,
apresentaremos a proposicdo a seguir que deve-se a Gauss. Note que, ao
enunciarmos a proposicdo e o teorema anteriormente mencionados, surge uma
sutileza que devemos abordar, a saber: até 0 momento consideramos o conjunto de
polinbmios K[x] apenas no caso em que K € um corpo, todavia trataremos agora de
Z[x], e sabemos que Z € um dominio de integridade que ndo é um corpo. Se D € um

dominio de integridade, entdo de maneira inteiramente analoga a construcdo de K|[x]
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que é feita quando K € um corpo, consegue-se construir o dominio de integridade D|[x]
de todos os polindGmios na indeterminada x com coeficientes em D. Em particular, Z[x]
€ o0 conjunto de todos os polinébmios p(x) = ay + a;x + -+ a,x™, onde a; € Z. Vale
ressaltar que a Proposicdo 3.1 continua valida em D[x], sendo D um dominio de

integridade.

Nota: Para o Lema e o Teorema a seguir, usaremos a notacdo a | b para indicar que
“a € um divisor de b”. Caso contrario, diremos que “a ndo € um divisor de b” e o

denotaremos por a ¢ b.

Proposi¢ao 3.2 (Lema de Gauss): Seja f(x) € Z[x] um polindmio irredutivel sobre

Z. Entao, f(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstracdo: Vamos demonstrar a contrapositiva, isto é, se f(x) = q(x) - s(x),
com q(x),s(x) € Q[x], € uma decomposi¢do nao trivial de f(x) (ou seja, dq(x) >0e
ds(x) > 0), entdo existe uma decomposicdo nao ftrivial f(x) = p(x)-t(x), com

p(x),t(x) € Z[x]. Seja q(x) = %+ %x + 4 ;ﬂx", onde u;,v; € Z e mdc(u;, v;) =
1 n

0
1. Se v = mmc (vy, *+, v,) €ntao q(x) = %(u’o + u'yx + -+ u'px™), onde u'; € Z. Se
u=mdc (u'y, u'y, -+, u'y), entdo q(x) = % - go(x), onde qy(x) € Z[x] & um polindbmio
primitivo (isto é, qo(x) = ay + a;x + -+ a,x™ e mdc (ay,aq,+,a,) =1). De modo
analogo, podemos escrever s(x) = % - So(x),onde r,t € Z, sq(x) € Z[x], com sy(x) =
by + byx + -+ bypx™ e mdc (by, by, -+, by) =1. Agora, f(x)= q(x)-s(x)= Z—:

qo(x) - so(x) = vt - f(x) = ur- qo(x) - so(x). Vamos mostrar que o polindmio q,(x)
so(x) também é primitivo, ou seja 0 mdc dos seus coeficientes é 1. Para isso, basta
provar que, se p € primo, entdo p nao divide algum coeficiente de g, (x) - so(x). Como
mdc (ay, aq,+,a,) =1 e mdc (by,by,---,b,) =1, um primo p qualquer nado divide
todos os a; nem divide todos os b;. Sejam a; e b; os coeficientes com menores indices

tais que p t a; e p t b;. O coeficiente de x™*/ em gy (x) - 5o(x) é

Civj = Qiyjbo + Qiyjoaby + -+ ajyabj1 + aiby + a;_1bjq + -+ agbiy; (%).
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Sabemos que p|ag, play, ,plai—seplby, p|by, ,p|bj_1. Se p dividisse c;,;,
entdo, por (=), p necessariamente dividiria a;b;. Mas, p | a;b; = p | a; oup | b;, pois
p € primo, e nenhuma das duas situacBes ocorre. Assim, se d for o mdc dos
coeficientes de f(x), é facil ver que o mdc dos coeficientes de vt - f(x) é vtd,
enquanto o mdc dos coeficientes de ur - qy(x) - so(x) € ur (pois, qy(x) - sy(x) é
primitivo). Dai, segue que ur = vtd e, portanto, f(x) =d - qo(x) - so(x) = p(x) -
t(x), com p(x) € Z[x] e t(x) € Z[x]. =

Teorema 3.3 (O critério de Eisenstein): Seja f(x) = ag+ a;x + -+ a,x™ um
polinbmio em Z[x]. Caso exista um inteiro primo p tal que:

)ptay

i) plagay, -, an

i) p* t a,

entdo f(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstracao: A partir da proposicao 3.2 é suficiente mostrar que f(x) é irredutivel
sobre Z. Suponhamos, por absurdo, que f(x) = g(x) - h(x), com g(x) e h(x) € Z[x]
e 1<dg(x),dh(x) < af (x) =n. Considere que:
g(x) = by + byx+ -+ bx" € Z[x] comadg(x) =re
h(x) = cg+ c;x+ -+ csx® € Z[x] com dh(x) = s.
Assim, n =r +s.

Note que, b, - ¢, = a, € assimp | by ou p | ¢y, POIS p | a,, € dai, como p? t ay,
segue que p divide apenas um dos inteiros b, e c,. Admitiremos, sem perda de
generalidade, que p | by € p ¢ cy.

Agora, perceba que a, = b, -c; € 0 coeficiente de x™ = x™ e, portanto,
temos que p t b, (poisp + a,) e p| b,. Seja b; 0 primeiro coeficiente de g(x) tal que
ptb;.

Por fim, sendo a; = by-c;+ by -ci_y+ -+ b;-c, temos que p+ta; , pois
p | by, by, bi_1, Pt b; € p tcy. LOgo, i = n. Absurdo, pois1 <i <r <n.

Logo, f(x) é irredutivel sobre Z. Como queriamos demonstrar. =
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Exemplo 3.4: Seja f(x) = x* + 2x + 10. Considerando o primo p = 2, temos que
2+1, 2|0, 2|2, 2|10 e 4+ 10. Logo, o critério de Eisenstein garante que f(x) é

irredutivel sobre Q.

Exemplo 3.5: Seja f(x) = 3x> + 4x + 6. Sendop = 2, temos que 2 ¢ 3, 2|0, 2|4,

2|6 e 4 t 6. Assim, pelo critério de Eisenstein, temos que f(x) é irredutivel sobre Q.

Exemplo 3.6: Seja f(x) = 2x* — 12x3 — 3x%2 + 6x — 6. Considerando o primop = 3,
temos que 3142, 3|-12, 3| -3, 3|6, 3| —6 € 9+—6 . Assim, pelo critério de

Eisenstein, temos que f(x) é irredutivel sobre Q.

Exemplo 3.7: Sejam p um nimero primo qualquer e p(x) = x™ — p um polindbmio de
graun = 1 sobre Q. Claramente, considerando o proprio primo p, podemos aplicar o

critério de Eisenstein, e portanto p(x) € irredutivel sobre Q.

A partir do exemplo 3.7, conseguimos obter uma conclusdo relevante que,
apesar de ndo ser crucial para o desenvolvimento desse trabalho, merece ser

destacada. Esse resultado consta na proposicéo que segue.
Proposicéo 3.3: Raizes n-ésimas, com n > 1, de nUmeros primos s&o irracionais.

Demonstracao: Seja p um namero primo qualquer. Paran > 1, o polinbmio dado por

p(x) = x™ — p é redutivel sobre R. De fato, podemos fazer:
p(X)= x”—pz xn—W: x™ — (%)n:
(6= 3fp) - G 4 2 W X ek ),

Supondo que ’i/ﬁ € racional, a fatoracdo obtida anteriormente permite concluir a
redutibilidade do polindbmio p(x) = x™ —p sobre Q, o que contraria o exemplo 3.7.

Assim, concluimos que ’i/ﬁ € irracional. =

Por fim, apresentaremos uma Uultima proposicdo a fim de concluir as

consideracdes do capitulo 3 sobre polinébmios.
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Proposicdo 3.4: O polindmio f(x) = xP~1 + .-+ x + 1 é irredutivel sobre Q,se p é

primo.
Demonstracao: Faremos a substituicdo x = y + 1. Observe que
f(x) éirredutivel em Q[x] & f(y) € irredutivel em Q[y]

(basta substituir y = x -1 em qualquer fatoracdo de f(y)).

p_ ~
Agora, escrevendo f(x)= xP"1+ «-+x+1= x_11 , segue da férmula do

X —

desenvolvimento do bindbmio de Newton que:

) = %z yp1 4 (Tl’)yp—z n (lz’)yp—3 F ot (pfz)y+ (pfl)'

Para finalizar, do fato de p ser um namero primo, temos que p divide (ZZ) para cada

i=1,-,p—1. De fato, (?)z #ii)! :i!(zz)z p-(p—1)-..-(p—i+1).Logo, p

divide i! (219) Como p é primo e nao divide i!, temos que p divide (ZZ) Ademais, é
6bvio que p nao divide 1 e que p* ndo divide (pfl) =p. Logo, o critério de

Eisenstein garante que f(y) € irredutivel em Q[y], ou seja, f(x) € irredutivel em

Q[x] ]
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4 EXTENSOES DE CORPOS

O capitulo que segue sera fundamental para que consigamos algebrizar os
problemas de construtibilidade com régua e compasso que intitulam este trabalho. A
partir daqui desenvolveremos um pouco mais 0s conceitos relacionados a algebra dos

polindbmios, a fim de alcangcarmos tal objetivo.
4.1 Definigdes e exemplos

Comecaremos esta se¢ao com a definicdo de extensdo de um corpo, seguida
de alguns exemplos. Posteriormente mostraremos alguns resultados sobre

extensoes, tendo em mente conceitos abordados no capitulo anterior.

Definicdo 4.1: Sejam (L, +, -) um corpo e K um subconjunto ndo vazio de L.
Dizemos que K € um subcorpo de L se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

i) K é fechado para a adi¢cdo e a multiplicacdo de L;

i) Restringindo aos elementos de K as mesmas operacdes de L, temos que K

também é um corpo.

A proposicao a seguir, enunciada sem demonstracao, sera bastante util para o
nosso trabalho posterior de mostrar que o conjunto dos niumeros construtiveis é um

corpo.

Proposicéo 4.1: Sejam (L, +, ) umcorpo e K um subconjunto ndo vazio de L. Afim
de que K seja um subcorpo de L € necessario e suficiente que as seguintes condi¢des
sejam satisfeitas:

i) O zero e a unidade de L pertencam a K,

i) x,y€EK=x—-y€K;

i) x,y € K= xy €K,

iv)0¢yeK:>ieK.

Exemplo 4.1: K = {a + bvV/3 | a,b € Q} € um subcorpo de R contendo Q. Com efeito,

sendo x,y € K, fagamos x = a + bv3 e y = ¢ + dV3 com a, b, c,d € Q. Assim, temos:
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)0=0+0vV3el=1+0v3.Logo, 0,1€K.

i)x—y=(a—c)+ (b—d)V3.0ra, (a—c),(b—d) € Q. Dai,x —y € K.

iii) xy = (a + bV3) - (¢ + dV3) = (ac + 3bd) + (ad + bc)V3. Como temos (ac + 3bd),
(ad + bc) € Q, entéo xy € K.

iv) Consideremos, agora, y # 0 € K e facamos y = ¢ + dv/3 com ¢,d € Q (c # 0 ou
d # 0). Dai, vem:

111 c—dV3 c—dV3 ¢ d 73
Y c+dV3 c+dV3 c—dv3 <¢?—3d? ¢*-3d? ¢?-3d? "
Note que y = 0 < ¢ = d = 0 (caso contrério, terifamos v3 = — gracional). Dai, como
2 _ 2.2 ¢ __4a = ; ; 1
y # 0, temos que ¢* —3d* # 0.L0go, —— e — ———; Sao racionais e, dai, 5 € K. =

Sendo K um subcorpo de L, podemos também dizer que L € uma extenséo de
K. Nesse caso, escrevemos L | K, ou ainda,

I
|

K

Exemplo 4.2: Q é um subcorpo de R e R € subcorpo de C. Denotando como

extensdes de corpostemos R|Q,C| Qe C| R.

A proposicao 3.1 exibia um valor maximo para o niumero de raizes de um
polinbmio em um corpo K. Tal valor maximo é o grau do polinbmio. Abordaremos,
agora, um corolario dessa proposi¢cao que garante que o mesmo valor limita o nimero
de raizes de um polinbmio em qualquer extensao L de K. Assim, ao estendermos o
corpo podemos obter mais raizes de um polinbmio, porém esse namero de raizes sera

sempre limitado pelo grau desse polinémio.

Corolario 4.1: Seja f(x) = ag + ayx + -+ a,x™ um polinbmio n&do nulo de grau n

em K|[x]. Entéo, f(x) possui no maximo n raizes em qualquer extensédo L de K.
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Demonstracdo: Note que se f(x) € K[x] e K c L, entdo f(x) € L[x]. O resultado

segue da proposicéo 3.1 aplicada ao corpo L.

Exemplo 4.3: O polindmio g(x) = x3 — 2 ndo possui raizes em Q, possui apenas uma

raizem R e possui 3 raizes em C.

Exemplo 4.4: O polindmio f(x) = x? + 1 ndo possui raizes em R e possui duas raizes

em C.

Conforme jA mencionamos o polinémio f(x) = x?+ 1 é irredutivel sobre o
corpo R, porém é redutivel sobre C. Dessa forma, um polindémio f(x) € K[x] pode ser

irredutivel sobre o corpo K e redutivel em uma extensao L de K.
4.2 Grau de uma extensao

Sejam L e K corpos, tais que L | K. Note que, por L ser um corpo, a adicdo em
L é comutativa, associativa, possui elemento neutro e todo elemento possui inverso
aditivo. Além disso, sendo u,v € L e a,b € K, temos que vale: a(u + v) = au + av,
(a+ b)v =av + bv, (ab)v = a(bv) e, sendo 1 a unidade de K, tem-se que 1v = v.
Portanto, L € um espaco vetorial sobre o corpo K. Os conceitos relativos a essa
estrutura, abordados no capitulo 2, serdo fundamentais para a continuidade do nosso

estudo.

Definicdo 4.2: Consideremos os corpos L e K, tais que L | K. A dimenséo do espaco

vetorial L sobre K ser4 chamada de grau da extensdao e sera denotada por [L : K].

Uma extensédo L | K ser& dita finita, se L como espaco vetorial sobre K tiver
dimensao finita, ou seja, se [L : K] < o. Caso contrario, L O K diz-se uma extensao

infinita.

Exemplo 4.5: Mostramos, no exemplo 4.1, que K = {a +bV3; a,b € Q} € um corpo.
A extensdo K | Q é finita, pois K é um espaco vetorial sobre Q que admite o conjunto

{1, v/3} como base. Em simbolos, [K : Q] = 2.
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Nota: O grau da extensdo C | R é igual a 2.
4.3 Niumeros algébricos, numeros transcendentes e adjuncao

Ao longo desta sec¢ao, K representa um corpo e L D K uma extenséo de K.
Comecaremos com as definicdes de niumero algébrico e nimero transcendente, para
gue posteriormente possamos abordar um processo de obtencdo de corpos

intermediarios entre K e L.

Definicao 4.3: Dizemos que a € L é algébrico sobre K se existe p(x) € K[x] — {0} tal

gue p(a) = 0. Caso contrario, dizemos que a é transcendente sobre K.

Exemplo 4.6: Se a € K, evidentemente a € algébrico sobre K pois é raiz do polinbmio

p(x) =x— a € K[x].

Os elementos algébricos de C (respectivamente transcendentes) sobre Q sao

chamados de nameros algébricos (respectivamente transcendentes).

Exemplo 4.7: Os elementos V2, /2 e 32 de C s&o nimeros algébricos. Com efeito,

eles sdo, respectivamente, raizes dos polinémios x2 — 2, x> — 2 e x* — 2 em Q[x].

Exemplo 4.8: O numero  é transcendente. A prova deste fato, realizada em 1882
por Ferdinand von Lindemann, € complicada e, apesar de imprescindivel para os
Nnossos objetivos, usa conceitos de diversas areas da matematica, principalmente de
Célculo Diferencial, conceitos estes ndo abordados neste trabalho. O numero e, base

dos logaritmos naturais, também € um nimero transcendente.

Exemplo 4.9: a = V5 ++/2 é um ntmero algébrico. De fato, elevando a quarta
poténcia, obtemos a* =5++/2. Agora, elevando a expressdo a*—5= /2 ao
quadrado, obtemos que a® —10a*+ 23 =0, o que implica que a € um ndmero

algébrico.
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Uma maneira de obtermos corpos intermediarios entre K e L em uma extengéo

L | K é a partir da nocéo de adjuncéo, que definiremos a seguir.

Definicdo 4.4: Seja a € L. Definimos a adjuncéo de a a K, e denotamos por K[a], o
conjunto K[a] = {p(a); p(x) € K[x]}.

Exemplo 4.10: Sejaa =v3 €L =R > Q=K. Mostraremos que K[a] = Q[v3] =
{a + bV3; a,b € Q}. Com efeito, por definicdo Q[v3] = {(p(v3); p(x) € Q[x]}. Assim,
sendo p(x) € Q[x], segue pelo algoritmo da divisédo que existem q(x), r(x) € Q[x] tais
que p(x) = q(x)(x*— 3) + r(x), onde r(x) =a+bx, com a b € Q. Portanto,

p(vV3) =r(¥3) = a+ bV3.
4.4 Polinbmio minimo e extensdes algébricas

Definicdo 4.5: Sejam K um corpo, L | K uma extensado e a € L um elemento algébrico
sobre K. Definimos o polinémio minimo de a sobre K como sendo o polinbmio

monico de menor grau em K[x] que se anula em a.

Exemplo 4.11: O nimero real /3 é algébrico sobre Q e sobre R, com polindmios

minimos p(x) = x2 — 3 e q(x) = x — /3, respectivamente.

Exemplo 4.12: Os numeros /5 e /5 séo algébricos sobre @, com polindmios

minimos p(x) = x3 —5e q(x) = x* — 5, respectivamente.

A proposicao 4.3 que enunciaremos e demonstraremos a seguir nos fornece
uma importante caracterizacdo do polinbmio minimo. Para a sua demonstracao,

precisaremos da definicdo 4.6 e da proposicdo 4.2 que destacaremos a seguir.

Definicdo 4.6: Um polinbmio p(x) € A[x], onde A é um dominio de integridade, sera
chamado de polindmio primo se, sempre que p(x) dividir um produto de polindbmios

g(x)h(x), com g(x) e h(x) em A[x], entdo p(x) divide um dos fatores.
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Proposicdo 4.2: Todo polinbmio primo, com coeficientes em um dominio de

integridade, é irredutivel.

Demonstracao: Com efeito, suponhamos que p(x) seja primo e digamos que p(x) =
g(x)h(x), com g(x) e h(x) em A[x]. Entéo, p(x) divide g(x)h(x) e, por hipétese, p(x)
divide g(x) ou p(x) divide h(x). Suponhamos que p(x) divida g(x) (0 outro caso €&
analogo). Entdo, g(x) = p(x)q(x) para algum q(x) € A[x] e, assim, p(x) =
g(x)h(x) = p(x)q(x)h(x). Como A é um dominio de integridade, podemos cancelar
p(x) obtendo que 1 = q(x)h(x). Logo, h(x) =a # 0, com a € A. Entao, p(x) é

irredutivel. =

Proposicédo 4.3: Sejam K um corpo, L | K uma extensédo e a € L. Consideremos,
ainda, o polinémio p(x) ménico em K|[x], tal que p(a) = 0. Sdo equivalentes:

i) p(x) € o polinbmio minimo de a.

ii) Se q(x) € K[x] é tal que q(a) = 0, entdo p(x) divide q(x).

iii) p(x) € irredutivel.

Demonstracao:

i) = ii); Suponhamos que p(x) seja o polindbmio minimo de a sobre K. Seja q(x) €
K[x], tal que q(a) = 0. Pelo algoritmo da divisao de g(x) por p(x) existem g(x) e r(x)
€ K[x] tais que q(x) = g(x)p(x) +r(x), com r(x) =0 ou dr(x) < dp(x). Assim,
temos que 0 = g(a) = g(a) - 0 + r(a) = r(a).Ora, p(x) € o polindbmio ndo nulo de

menor grau que se anula em a. Logo, r(x) = 0 e p(x) divide q(x). =

ii) = iii): A partir da proposicédo 4.2, como K é um corpo e, conseguentemente, um
dominio de integridade, basta mostrar que p(x) é primo. Sejam m(x), g(x) € K[x],
tais que p(x) divide m(x)g(x). Entdo, existe f(x) em K[x], tal que p(x)f(x) =
m(x)g(x). Assim, temos que 0 = p(a)f(a) = m(a)g(a) € L. Como L € um corpo,
temos que L € um dominio de integridade. Logo, m(a) = 0 ou g(a) = 0. Portanto, por

hipotese, p(x) divide m(x) ou p(x) divide g(x). =

iii) = i): Seja f(x) o polinbmio minimo de a sobre K. Suponhamos que p(x) € K|[x]

seja moénico e irredutivel e p(a) = 0. De i) = ii), concluimos que f(x) divide p(x).
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Como os divisores ménicos de p(x) sdo 1 e p(x), e f(x) # 1, concluimos que f(x) =

p(x). =

Seja p(x) o polinbmio minimo de a sobre K. A partir da proposicéo 4.3, temos
que p(x) é o unico polindmio ménico irredutivel em K[x] que se anula em a, o qual

denotaremos por p(x) = irr(a, K).

Proposicdo 4.4. Sejam K um corpo, L | K uma extensdo e a € L um elemento
algébrico sobre K. Se o grau de p(x) = irr(a,K) € n, entdo para todo g(x) € K[x],
g(a) pode ser escrito de modo Unico como g(a) = ag+ a;a + - + a,_,a™ 1, onde

aiEK.

Demonstracao: Seja p(x) = irr(a, K). Sabemos, por hipétese, que o grau de p(x) é
igual a n. Se g(x) € K[x], entdo pelo algoritmo da divisdo existem q(x),r(x) € K[x]
tais que g(a) = q(a)p(a) + r(a), onde r(x) = 0 ou dr(x) < dp(x), digamos,
r(x)= ay+a;x+ - + a,_x™*', coma; €K,Vi=0,1,---,n—1. Como p(a) =0,
segue de g(a) = q(a)p(a) + r(a) que g(a) = r(a). Logo, g(a) = ay+a,a+ -+ +
a,_;a™ 1

Agora mostraremos a unicidade da escrita. Seja g(a) = ag + a;a + -+ +
ap_1a™t=by+bja+ - + b,_a™?', com aq;, b, €K, Vi€{0,1,---,n—1} . Dai,
segue que o polindémio t(x) = (ay — by) + (a; — b)x + ++ (ap_1 — bp_)x™ ! €
K[x] é tal que t(a) = 0 e dt(x) <n = ad(irr(a, K)). Portanto, t(x) = 0, donde segue
quea; =b;Vie{0,1,---,n—1}. =

Nas notacfes da proposicdo 4.4, uma consequéncia desse resultado € que
Klal ={ay+a;a+ -+ + a,_,a™1; a; € K} € um subcorpo de L, com K c K[a] c L.
Além disso, é possivel mostrar que K[a] € o menor subcorpo de L contendo K U {a}.
Isto significa que K[a] & um subcorpo de L tal que se F é um subcorpo de L, com K c
Fea€F,entdo K[a] CF.

A construcdo da adjuncao pode ser iterada, ou seja, sendo K[a;] c L e a, € L,
podemos formar a adjuncdo de a, a K[a;] que denotamos por (K[a;])[a,] =
K[ay, a;]. Nesse caso, temos que K c K[a,;] € K[a;y, a,] € L. Ademais, podemos,
recursivamente, construir, a partr de Kl[ay,ay -, a,-1] , 0 corpo

Klay, az, -, an_q,a,] = (Klay, g, a1 [an].
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Exemplo 4.13: Seja a = % comn €Z (n=2)epum primo qualquer. Note que «a
é raiz real do polinémio p(x) = x™ — p que é, conforme exemplo 3.7, irredutivel sobre
Q. Assim, p(x) = x™ —p = irr(a, Q). Além disso, Q[a] € um subcorpo de R contendo

Q e, mais ainda, Q[a] = {ay, + a;a + -+ + a,_1a™ 1 ; a; € Q}.

Exemplo 4.14: Diante dos exemplos 4.10 e 4.13, temos que Q < Q[vV3] = {a + bV/3;
a,b € Q} cR.

O proximo resultado relaciona os graus da extenséo K[a]| K e do polinbmio

minimo de « sobre K.

Proposicdo 4.5: Sejam K um corpo, L| K uma extensdo e a € L um elemento
algébrico sobre K. Se n é o grau de p(x) = irr(a,K), entdo [K[a]: K] =n < we

{1,a,a?+,a™ 1} é uma base de K[a] sobre K.

Demonstragéo: A proposicao 4.4 garante que todo elemento de K|[a] pode ser escrito
de forma Unica como combinacdo linear sobre K de 1,a,a?,-,a™ . Assim,

{1,a,a?+,a™ 1} é uma base de K[a] sobre K e isto nos diz que [K[a] : K] = n. =

O seguinte resultado, conhecido como teorema da torre, aborda sobre a

multiplicatividade dos graus em extensdes de corpos.

Teorema 4.1 (Teorema da Torre): Sejam F, L e K corpos tais que F c K c L. Se
L|K e K| F sdo extensoes finitas, entdo a extensdo L | F é finita e, além disso,
[L:F]=[L:K]-[K:F].

Demonstracdo: Seja {a;;k=1,--,m}c K uma base de K|F e seja {bj;jz
1, n} c L uma base de L | K. Mostraremos que o conjunto {ayb;; k =1,--,mej=
1,---,n} cLéumabasedelL|F.
Seja b € L. Como {b;;j =1,--,n} gera L| K, existem x; € K tais que b =
7-1x;bj. Como {a, ; k = 1,---,m} gera K | F, entdo, para cada x; € K existem y,; € F

tais que x; = XL, Vkj a,. Dai, vém:
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b= zijj = (Z Vkj ak) bj = z <z Vkj akbj> = Zykj(akbj)’
j j=1 k=1

n n
j=1 k=1 j=1 j=1k=1
0 que mostra que {ayb;; k=1,---,mej=1,---,n}geral|F.
Resta mostrar que o conjunto {ab;; k=1,---,me j=1,--,n} é linearmente

independente. Suponhamos que, sendo yy; € F, temos
Entao,

com YL, yij ax € K, para cada j. Como {b;;j = 1,---,n} é linearmente independente
sobre K, temos que X3%; yxja, = 0 paratodoj =1,--,n, e como {a,;k=1,---,m} é

linearmente independente sobre F, obtemos que y,; = 0 paratodo k = 1,:--,m. =

Para a demonstracéo do corolario a seguir basta usarmos o teorema da torre e

inducao sobre n.

Corolario 4.2: SeK = K, c K, c --- c K, =L sao corpos tais que [L : K] é finito,
entdo [L: K] = [K, : Kp_q] - [Kpo1 : Kpop] - - - [Ky Kol

A fim de encerrar nossas consideracfes sobre extensdes de corpos, traremos

a definicdo de extensao algébrica, bem como alguns exemplos e uma proposicao.

Definicdo 4.7: Seja K um corpo. Uma extensédo L | K é dita algébrica, se todo a € L

€ algébrico sobre K.
Exemplo 4.15: A extensédo R | Q ndo é algébrica, pois m € transcendente sobre Q.
Exemplo 4.16: A extenséo C | R é algébrica. Com efeito, se « = a + bi, com a,b € R,

entdo (a« — a)? = —b? = a? — 2aa + a? + b?> = 0. Dai, a é raiz do polinébmio p(x) =

x? — 2ax + b* + a* € R[x].
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Proposicéo 4.6: Toda extenséo finita é algébrica.

Demonstracdo: Sejam L | K uma extenséo finita, tal que [L: K] =m < o, ea € L.
Logo, 1,a,--,a™ sao linearmente dependentes, pois m € o nimero maximo de
elementos de L linearmente independentes sobre K. Assim, existem ay, a4, **,a,, €
K, ndo todos nulos, taisque a, + a;a + -+ a,,a™ = 0. Portanto, a € algébrico sobre

K. u
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5 CONSTRUCOES IMPOSSIVEIS COM REGUA E COMPASSO

Chegamos ao capitulo mais importante deste trabalho. Aqui detalharemos
como construir numeros, a partir de dois nUmeros assumidos previamente como
construtiveis e de operacdes elementares, com 0 uso apenas dos instrumentos
euclidianos: a régua e o compasso. A régua considerada ndo possui graduacdes
servindo apenas para unir pontos do plano R?. Em algumas demonstracdes
utilizaremos conceitos basicos de geometria euclidiana plana, sendo necessario que
o leitor possua certa familiaridade com esses conhecimentos. Além disso,
mostraremos que o conjunto dos numeros construtiveis formam um corpo (mais
precisamente, um subcorpo de R). Ademais, tendo em mente a algebra de polinébmios
desenvolvida nos capitulos anteriores abordaremos critérios para a construtibilidade
de numeros, 0 que nos permitira mostrar a impossibilidade da realizacdo dos
problemas gregos classicos: a duplicacdo do cubo, a quadratura do circulo e a

trisseccdo do angulo.

5.1 As regras para a constru¢cao de numeros

Definicdo 5.1: Consideremos o conjunto P c R? contendo pelo menos dois pontos
distintos. Uma reta r de R? é uma reta em P se r contém dois pontos distintos de P.
Ademais, dizemos que uma circunferéncia ¢ de R? é uma circunferéncia em P se o

centro de ¢ pertence a P e um ponto de P pertence a c.

Algumas operacdes sao ditas elementares em P, séo elas: interse¢cdo de duas
retas em P, intersecdo de uma reta em P e uma circunferéncia em P e, por fim,
intersecédo de duas circunferéncias em P.

Definicdo 5.2: Dizemos que M € R? é um ponto construtivel a partir de P se
formos capazes de determinar M a partir de uma das operacdes elementares em P,
anteriormente mencionadas. Denotaremos por [P] o subconjunto dos pontos de R?

gue sao construtiveis a partir de P.
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Na busca de obtermos pontos construtiveis a partir de P ndo sao permitidos:
tragar uma circunferéncia de raio ou centro “arbitrarios”, usar graduagdes previamente
preparadas do compasso, tomar sobre uma reta um ponto “arbitrario”, deslizar a régua
até uma certa posicao, dentre outras acdes que néo as especificadas nas definicdes
5.1e5.2.

Exemplo 5.1: Seja P = {0,4} c R?, com 0 = (0,0) e A = (1,0). Nesse caso, temos
que [P] ={0,A, B, C,D, E}, conforme indica a figura 1 destacada abaixo. A reta r foi
obtida unindo os pontos O e A de P, logo r € uma reta de P. A circunferéncia c foi
construida com centro no ponto O e tal que A € c, assim ¢ é uma circunferéncia de P.
Da mesma forma, conclui-se que d € uma circunferéncia de P visto que foi construida
com centro em A e passando pelo ponto 0. A partir das operacdes elementares em P
obtemos o ponto B = (—1,0) como intersecdo de r e ¢, € 0 ponto C = (2,0) como
intersecdo de r e d. Através de calculos simples mostra-se que a intersecao das

. A~ . 1 3 1 3
circunferéncias ¢ e d gera os pontos D = (E,—g) e E= (Eg) basta usarmos

algumas propriedades dos triangulos equilateros OAE e OAD.

Figura 1 — Construcdo de alguns pontos

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

Em geral, os pontos 0 = (0,0) e A = (1,0) sdo aqueles que assumiremos
previamente como sendo elementos de P. Agora, sejam P, = {0,4}, P, = [P,], P, =

[P.], ), Prs1 = [Pn], V1 € N. Assim, temos que:

PycPcP,c-cCc?P, c Py C C R
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Seja P, = Up-oP, . Note que P, é infinito embora cada P, seja um

subconjunto finito do R?. Além disso, é imediato que [P,] = Ps.

Definicdo 5.3: Chamamos de pontos construtiveis os pontos do plano que
pertencem a P,. Da mesma forma, as retas de P,,, ou seja, retas que contém dois

pontos construtiveis distintos, sdo chamadas de retas construtiveis.

Definicdo 5.4: Um numero real x € dito ser um numero construtivel se o ponto

A(x,0) é construtivel.

Diante do exposto até aqui, conseguimos concluir que todo namero inteiro é
construtivel. O que ja era esperado, pois partindo dos pontos 0 = (0,0) e A = (1,0)
conseguimos construir todos os pontos do tipo P(a,0) com a € Z, vide figura 2. De
fato, seja r a reta que passa por O e A (logo uma reta construtivel). Ja vimos que a
intersecdo desta reta com a circunferéncia centrada em 0 que passa por A gera o
ponto construtivel B = (—1,0). Analogamente, a interse¢do de r com a
circunferéncia centrada em A que passa por O gera 0 ponto construtivel C = (2,0).
Continuando o processo, centrando circunferéncias nos pontos B e C passando,
respectivamente, por O e A obtemos o0s pontos construtiveis D = (—=2,0) e E =
(3,0). Basta prosseguir desta forma para obter todos os numeros inteiros como
intersecdo da reta r com circunferéncias centradas em pontos anteriormente

construidos.

Figura 2 — Construcé@o dos numeros inteiros

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apresentaremos agora algumas proposi¢des que, além de enriquecer a teoria

abordada até aqui, serdo fundamentais para a demonstracdo de resultados futuros.
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Proposicdo 5.1: Se A e B sdo pontos construtiveis distintos, entdo o ponto médio M
do segmento AB € construtivel e as retas perpendiculares a AB passando pelos

pontos A, B e M também sdo construtiveis.

Demonstracdo: Observemos a figura 3. A circunferéncia c foi construida com centro
em A e passando por B, e a circunferéncia d tem centro em B e passa por A. Areta s
€ construtivel, pois passa pelos pontos A e B. A partir da operacdo elementar de
intersectar circunferéncias obtem-se os pontos C e D, bem como intersectando a reta
s e as circunferéncias c e d, respectivemente, obtem-se os pontos E e F. A retar

passa pelos pontos C e D sendo, portanto, uma reta construtivel.

Figura 3 — Construcdo da perpendicular

r

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

Sabemos que ¢ e d possuem 0 mesmo raio, a saber o segmento AB € raio das
duas circunferéncias. Logo, o quadrilatero ABCD possui 0s quatro lados congruentes,
isto €, tal quadrilatero € um losango. Como as diagonais de um losango intersectam-
se no ponto médio de ambas, e sdo perpendiculares, concluimos que a retar é
mediatriz e, portanto, perpendicular ao segmento AB. Assim, como M é obtido pela
interseccdo de r e s, temos que M é um ponto construtivel.

Perceba que A € o ponto médio de EB . Assim, considerando uma
circunferéncia centrada em E e passando por B e outra centrada em B e passando
por E, usa-se um raciocinio anadlogo para mostrar que € construtivel a reta

perpendicular ao segmento AB passando por A. Da mesma forma, sendo B o ponto
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médio de AF, mostra-se que a reta perpendicular ao segmento AB passando por B é

também uma reta construtivel. =

Proposicdo 5.2 (Lema do transporte de segmentos): Sejam A e r ,
respectivamente, um ponto construtivel e uma reta construtivel tais que A € r. Se B e
C sao pontos construtiveis, entdo existe um ponto construtivel X tal que X € r e 0s

segmentos AX e BC possuem 0 mesmo comprimento.

Demonstracao: A partir de circunferéncias centradas em B e centradas em A4,
podemos assumir que A, B e C pertencem a reta r. Considere a figura 4 apresentada
abaixo. A circunferéncia c foi construida com centro em B e passando por A. Seja M o
ponto médio de BC e N € r um ponto construtivel tal que AB = BN , ou seja, tais
segmentos possuem 0 mesmo comprimento. Note que a construtibilidade de M segue
da proposicéo 5.1, enquanto que N é construtivel por ser obtido pela interse¢céo entre
c e r. Considere ainda o ponto X € r tal que NM = MX. A circunferéncia d tem centro
em M e passa por N. Logo, o ponto X é construtivel por ser obtido pela intersecéo
entre d e r. Como M é ponto médio de BC, e NM = MX, entdo temos que AB = BN =
XC, e portanto, AX = BC. =

Figura 4 — Lema do transporte de segmentos

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

Proposicdo 5.3: Sejam A, B e C trés pontos construtiveis ndo alinhados. Entédo, o
unico ponto D do plano, tal que 4, B, C e D formam um paralelogramo, é construtivel.

Em particular, a reta passando por C e paralela ao segmento AB é construtivel.
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Demonstracao: Observe a figura 5. Consideremos as retas r e s suportes,
respectivamente, dos segmentos AB e CA. Aplicando a proposi¢éo 5.2 ao ponto B €
r, temos que existe um ponto construtivel X € r tal que BX = AC. Mais uma vez pela
proposicdo 5.2, agora aplicada ao ponto C € s, garante-se a existéncia do ponto
construtivel Y € s tal que CY = AB. Considere a circunferéncia c de centro em B e
passando por X, e a circunferéncia d centrada em C e passando porY. O ponto D é
construtivel, pois € obtido pela intersecao entre ¢ e d. Note que, por construcao, temos
AB = CY = CD e AC = BX = BD. Logo, o quadrilatero ABCD é um paralelogramo. Em
particular, a reta passando por C e paralela ao segmento AB é a reta suporte do

segmento CD sendo, portanto, uma reta construtivel. =

Figura 5 — Construcéo da paralela

Cc

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

Proposicédo 5.4: Um ponto P = (a, b) € R? é construtivel se, e somente se, as suas

coordenadas a, b € R sdo nUmeros construtiveis.

Demonstracédo: (=) Considere os pontos 0 = (0,0), A = (1,0) e P = (a,b) € R?,
onde P € um ponto construtivel. Seja M o ponto médio do segmento OP e r a reta
suporte do segmento AO. Note que o ponto B = (a,0) é obtido pela intersecéo entre
r e a circunferéncia ¢ de centro M e que passa por P. Isso decorre do fato do tridngulo
OPB ser retangulo em B, pois € inscritivel em uma semicircunferéncia de diametro OP
(veja a figura 6). Um vez obtido o ponto B = (a,0) € r conseguimos, pela proposicao
5.2, determinar o ponto D = (b, 0) tracando a circunferéncia d centrada no ponto 0 =
(0,0) e de raio medindo BP. Tendo em mente as hipdteses dessa proposicdo
consideraremos o0 ponto construtivel O e a reta construtivel r, com O € r, e 0s pontos

construtiveis B e P. Logo, existe o ponto D € r tal que OD = BP.
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Figura 6 — Pontos e coordenadas construtiveis

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

(<) Suponhamos a e b construtiveis, ou seja, (a,0) e (b,0) sdo pontos de P,,. A reta
determinada pelos pontos O = (0,0) e T = (0,1) é construtivel. Com efeito, sendo
0(0,0) e A(1,0) construtiveis, a proposicao 5.1 garante que a reta perpendicular a 0A
passando por O é construtivel. Note que o ponto T = (0,1) pertence a essa reta, pois
T € o ponto de intersecdo entre a referida reta e a circunferéncia centrada em 0 que
passa por A.

Logo, conseguimos construir (0, b) a partir de (b, 0). Assim, pela primeira parte
da proposicao 5.3, fazendo D = (a, b), segue que é possivel construir (a, b) a partir
de (a,0) e (0,b). »

Diante da proposicdo 5.4 e do exemplo 5.1 conseguimos concluir que séo

Vi1
2’27 27

construtiveis 0s numeros reais —
5.2 O corpo dos numeros construtiveis

Consideremos 0 conjunto Cg = {a € R;a é construtivel} . A partir da

proposicao 4.1 mostraremos que Cy tem estrutura de corpo.
Teorema 5.1: Cg = {a € R; a é construtivel} € um subcorpo de R contendo Q.
Demonstracdo: J4 sabemos que Z c Ci. Logo, 0 zero e a unidade de R séo

elementos de Ck. Agora, resta mostrar que:

a,beECr = b—a €Cy
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i)a,b €Cyg = ab € Cy

iii) 0 # a € Cy =’§ECR'

A fim de provar este teorema, suponhamos, sem perda de generalidade, que
tenhamos b > a > 0. Assim, temos 0s pontos construtiveis P = (a,0) e Q = (b,0).
Considere, ainda, os pontos construtiveis 0 = (0,0), A = (1,0) e a reta r suporte do

segmento A0. Noteque PEre Q €.

i) Pela proposicédo 5.2, conseguimos construir um ponto M € r, a direita de O, tal que

OM = PQ.Logo,M = (b—a, 0) oque mostraque b —a € Cg. =
A figura 7 abaixo auxilia na demonstragéo dos itens ii) e iii).

Figura 7 — Construcéo do produto e do inverso multiplicativo

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

il) Observe gque existem retas construtiveis passando pelo ponto 0 = (0,0), além das
retas suportes dos segmentos 04 e OT, com T = (0,1). Seja s uma dessas retas.
Consideremos os pontos R, S € s construidos tais que OR = OP = a, e de modo que
a reta suporte do segmento SQ seja paralela a reta suporte do segmento AR. Note que

os triangulos OAR e 0QS sao semelhantes. Assim, temos:
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=>1— a = 0S =ab
b~ 05 -

SN
3l s

Seja d a circunferéncia centrada em O e que passa por P. Tal circunferéncia é
construtivel e, consequentemente, o ponto R € construtivel pois é intersecdo de s e
d. Assim, como A, R e Q sdo pontos construtiveis ndo alinhados, a proposicao 5.3
garante que areta QS é construtivel. Dessa forma, obtemos que o ponto S também é
construtivel, visto que é a intersecdo de retas construtiveis. Logo, sendo ¢ a
circunferéncia centrada em O que passa por S, temos que o ponto N (ab,0) é

construtivel, pois é a intersecao de c e r. Portanto, ab € Cg. =

i) Seja Bestal que OB = 1e X €r tal que a reta suporte do segmento BX seja
paralela a reta suporte do segmento AR. Assim, os triangulos OXB e OAR sé&o

semelhantes. Dai, vém:

1
= 0X=—.
a

I
SIS
S
U

~[ S
IS

Ora, com um argumento analogo ao usado na parte ii) da demonstracdo, mostra-se

que X = (i 0) € um ponto construtivel. Portanto, % ECRr. m

Por fim, o fato de todo namero inteiro ser construtivel, aliado a ii) e iii) deste
teorema, nos permite concluir que Q c Cr. Com efeito, sendo x e y # 0 nimeros
inteiros, temos que x e % sdo construtiveis, logo o numero racional §= X - i e
construtivel. =

Nota: Diante de algumas ideias até aqui expostas (inclusive a proposicéo 5.4) temos
que a,bECr ©z=a+ib € P,. Assim, usando a proposi¢cdo 4.1, conseguimos

mostrar que o conjunto P, dos himeros complexos construtiveis é um subcorpo de C.
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5.3 O critério para construtibilidade de numeros

Conforme j& foi dito, os pontos 0 = (0,0) e A = (1,0) sdo aqueles que
assumiremos previamente como sendo construtiveis. Além disso, vimos que sendo
?0 = {O,A}, :Pl = [:Po], :Pz = [?1],"',?7”_1 = [?n], vVne N, temos que

PocP,cP,ccP, C Py € C R

Definicdo 5.5: Seja A = (a,b) € P,. Dizemos que a e b sdo as coordenadas de 4, e

denotaremos por A, 0 conjunto das coordenadas de todos os pontos de 2,.

Pela proposicao 5.4 sabemos que A, € Cr, Vn € N. A partir da nogcao de

adjuncao, abordada no capitulo 4, consideremos 0s seguintes corpos:

KO = Ql Kl = Q[Cﬂl],"'; Kn = Q[Cﬂn]:
Como Ay,c A, c A, C - CA, C - CCr € Qc Cg, segue das consideracdes
relativas a adjungdoque Q =K, c K;cK,c - cK,cK,4; € - CCR.

Note que se a € Cg, entdo (a,0) € P, para algumn € N, isto é, a € A, para

algum n, e portanto a € K,,. Assim, concluimos que:

K., = UKn = Cg.
n=0

Com essa interpretacdo de Ck conseguiremos provar o teorema fundamental

desta secao e deste trabalho.

Teorema 5.2: O corpo Cr € uma extensao algébrica de Q tal que V a € Cy temos que

[Q[a] : Q] é uma poténcia de 2.

Demonstracdo: Seja a € Cg = Uj-oK,. LOgo, a € K,, = Q[A,,], para algum n € N.

Assim, Q c Q[a] c K,, e, pelo teorema 4.1, temos que [K,:Q]= [K,: Q[a]]-
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[Q[a] : @]. Dai concluimos que [Q[a] : Q] divide [K,, : Q]. Assim, basta mostrarmos
que [K, : Q] = 2f, paraalgumt € N.

Vamos provar, por inducdo completa em n, que [K,, : Q] € uma poténcia de 2.

Base inducédo: Sen = 0, temos que K, = Q e vale o resultado, pois [Q: Q] =1 =
2°. Sen = 1, temos, pelo exemplo 5.1, que K; = Q[vV3] e o teorema também é
valido, pois os exemplos 4.5 e 4.10 garantem que [Q[V3] : Q] = 2! = 2.
Passo indutivo: Suponhamos que [K; : Q] € uma poténcia de 2V 0 <i < n, vamos
mostrar que [K,, : Q] é poténcia de 2. Como Q c K,,_; € K,,, mais uma vez o teorema
4.1 garante que [K,, : Q] = [K, : K,_1] - [K,—1 : Q]. Como, por hipétese de inducéo,
[K,_; : Q] € uma poténcia de 2, entdo basta provarmos que [K, : K,,_;] também é
uma poténcia de 2.

Seja L, =K,_, eL =K,. Sabemos que L = Ly[A,]. Sendo A,, = {aq, -, ar},
temos que L = Ly[ay, -, ax]. Denotemos Ly c L, = Lyla;] € L, = Lila,] € -+ c L;
= L;_4,la;] € -+ € L, = L. Assim, outra vez pelo teorema 4.1, é bastante mostrarmos
que [L; : L;_,] é poténcia de 2. Com efeito, mostraremos que [L; : L;_,;] = 1 ou 2, com
1<i<k,L = Li_4[a;] e a; € A,. Dai, existe p; € A, tal que A; = (a;,B;) € B, ou
B; = (B; ,a;) € PB,. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 4; = (a;,B;) € P,.

Do fato de termos P, = [P,_,] segue que 4; = (a;,pB;) € obtido por uma das
trés operacdes elementares em P,,_; que mencionamos no inicio desta secao. Logo,
tendo em mente conhecimentos basicos da geometria analitica sabemos que «; tera
gue satisfazer uma equacéao algébrica de grau menor ou igual a 2 com coeficientes
sobre o corpo K,_; = Q[A,_1], uma vez que equacdes de retas tem grau 1 e
equacdes de circunferéncias tem grau 2.

Assim, como K,,_; = LocL;_; , com 1<i<k, segue a; é raiz de um

polinbmio de grau 1 ou 2 sobre o corpo L;_,. Portanto, [L; : L;_;] =10u2. =

Nota: Em parte, a interpretacdo deste importante teorema € “todo numero construtivel
€ algébrico”. A contrapositiva dessa afirmagao nos diz que “todo numero

transcendente nao é construtivel”.
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5.4 A impossibilidade da duplicagcao do cubo

Conforme ja nos foi introduzido, o problema da duplicacdo do cubo pode ser

formulado como abaixo:

“Dada a aresta de um cubo queremos construir, com régua e compasso, a aresta de

um cubo que tenha o dobro do volume do cubo cuja aresta é dada’.

Analisaremos o0 caso particular em que a medida da aresta dada € igual a 1.
Mostraremos que nao existe a € Cg, tal que o volume do cubo de aresta a seja o
dobro do volume do cubo de aresta 1. Ora, a® = 2 = a = /2. Assim, pelo exemplo
4.13, temos que irr(a, Q) = x3 — 2. Logo, da proposicéo 4.5 segue que [Q[a] : Q] = 3

e, pelo teorema 5.2, concluimos que a nao é construtivel. =

5.5 A impossibilidade da quadratura do circulo

O problema da quadratura do circulo, o mais famoso dos problemas gregos de

construcdes com régua e compasso, se formula como se segue:

“‘Dado um circulo, construir com régua e compasso o lado de um quadrado cuja area

seja igual a area do circulo dado”.

Para mostrar que o circulo ndo é quadravel, analisaremos o0 caso em que o raio
do circulo mede 1. Nesse caso, mostraremos que nao existe a € Cy, tal que a area do
guadrado de lado a seja igual a area do circulo de raio 1. Fagamos a? = m. Como Cg
tem estrutura de corpo, sabemos que « construtivel = a? construtivel. Um vez que
7 é transcendente, o teorema 5.2 garante que a? ndo é construtivel. Portanto, a ndo

é construtivel. »
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5.6 A impossibilidade da trissec¢éao do angulo

Trissectar um angulo, como é bastante intuitivo, significa dividir o &ngulo em
trés angulos congruentes. O problema da trissec¢cdo do angulo pode ser formulado

como segue:
“Dado um angulo 6, queremos trissecta-lo com régua e compasso”.

A fim de mostrarmos que nao existe uma construcado que valha em todos os

casos, provaremos a impossibilidade de trissectar o angulo de medida% rad. Antes

disso, mostraremos alguns resultados preliminares.
Proposicdo 5.5: Seja § € R. Assim, cos (30) = 4cos38 — 3cos8.

Demonstracéao: A partir de alguns conhecimentos de trigonometria, tais quais: soma

de arcos, arco duplo e relacdo fundamental da trigonometria, temos que:

cos (38) = cos(26 + 0) = cos20cosO — sen2B0senf
= (cos?0 — sen?0)cosO — (2senfcosH)send
= c0s30 — sen?0cosf — 2sen?Ocosl = cos30 — 3sen?Hcosh
= c05%0 — 3(1 — cos?0)cosO = cos30 — 3cosO + 3cos36

= 4c0s30 — 3c0s6.u
Proposic¢do 5.6: O polindmio p(x) = 8x3 — 6x — 1 é irredutivel sobre Q.
Demonstracédo: A fim de verificar a irredutibilidade de p(x) ndo conseguimos usar
diretamente o critério de Eisenstein, todavia, conforme j& comentamos na proposicao
3.4, podemos fazer a substituicdo x = y — 1. Nesse caso, temos que

p(x) €é irredutivel em Q[x] & p(y) € irredutivel em Q[y]

(basta substituir y = x + 1 em qualquer fatoragéo de p(y)). Assim, temos:
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r()=8(y-1P-6(y-1-1=8()>-3y*+3y-1)-6(y-1 -1
=8y3 —24y? +24y—-8—-6y+6—1=28y>—24y*+ 18y —3.

Considerando o primo p = 3, temos que 3 t 8, 3|—24, 3|18, 3| —3 e 9} —3. Assim,
pelo critério de Eisenstein, temos que p(y) € irredutivel em Q[y]. Portanto, p(x) €

irredutivel sobre Q. =

Proposicao 5.7: a = cos g nao é construtivel.

Demonstracao: Se 6 = g rad , entdo 360 = g rad . Dai, pela proposicao 5.5, temos

que:

1
5 = cos 30 = 4co0s36 — 3cosf® = 8cos30 —6cosd —1=0 .

Logo, a = cos % é raiz do polindmio p(x) = 8x3 — 6x — 1. Assim, como o polindmio

p(x) = 8x3 — 6x — 1 é irredutivel sobre Q, segue da proposicdo 4.5 que [Q[a] : Q] =

3 e, pelo teorema 5.2, concluimos que a ndo é construtivel. »

Definicdo 5.6: Um angulo 6 é construtivel se, e somente se, seu cosseno for

construtivel (veja a figura 8, onde 0 = (0,0) e A = (1,0)).

Figura 8 — Definicdo de angulo construtivel

C

cos 0 A

o8]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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N | =

Exemplo 5.2: O angulo de 60° é construtivel, pois cos 60° = = € racional e, portanto,

construtivel.

Por fim, mostraremos que néo € possivel trissectar o angulo de medidag rad.
Basta mostrar que 8 = % rad ndo é construtivel. Ora, caso 6 fosse construtivel, entdo

a = cos %seria construtivel, o que contraria a proposi¢cao 5.7. =

Exemplo 5.3: Note que o angulo de medida 6 = g rad pode ser trissectado. De fato,

€ construtivel. Para ter acesso aos passos necessarios para trissectar um

~ |G

Y
coS — =
6

angulo reto com régua e compasso ver o apéndice A.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho realizamos uma abordagem sobre trés interessantes
problemas de construgcdo geométrica concebidos na Grécia Antiga. Por serem
intrigantes, estes problemas desafiaram diversas geracfes de matematicos. A grande
busca, sem sucesso, para soluciona-los levantou a suspeita de que eram construcdes
impossiveis de serem executadas. Em linhas gerais, nos dedicamos a demonstrar que
de fato sdo problemas impossiveis de serem solucionados, levando em conta as
condicdes impostas de que se deveria usar apenas uma régua ndo graduada e um
compasso, sendo também preestabelecido o que era permitido executar com estes
instrumentos.

Acreditamos que os objetivos propostos para este trabalho foram alcancados
uma vez que conseguimos desenvolver uma algebra de polindbmios, atrelada a
conceitos relativos aos corpos e a algebra linear, o que tornou possivel provar as
impossibilidades anteriormente mencionadas. Além disso, pudemos aprofundar os
conceitos relativos as construcbes, destacando o que sao pontos e numeros
construtiveis, mostrando alguns importantes resultados sobre ambos, e provando que
conseguimos obter um corpo formado por todos os numeros ditos construtiveis.

Embora o trabalho tenha, em boa parte, versado sobre conceitos algébricos,
nao tendo se dedicado a realizar as diversas constru¢cdes possiveis com régua e
compasso, acreditamos que esta pesquisa possa estimular os(as) professores(as) a
vislumbrarem nas constru¢cdes geométricas uma ferramenta para suas aulas de
geometria plana. Dessa forma, tendo em vista as oportunidades geradas pelo Novo
Ensino Médio, acreditamos que as constru¢cdes geométricas com régua e compasso,
além de serem utilizadas nas aulas regulares de matematica, possam também ser
pautadas por componentes da parte diversificada dos curriculos, sendo ofertadas
disciplinas eletivas que tratem da abordagem do aprendizado da geometria plana sob
a Otica das construcdes, envolvendo também a construtibilidade de nimeros. Assim,
consideramos que os(as) estudantes estardo tendo contato com uma gama de
propriedades das figuras geométricas, bem como buscando aplicar teoremas e
relacbes meétricas durante o processo de desenvolvimento das estratégias para
realizar tais construcdes, o que favorece diretamente o processo de aprendizagem.

Tendo em vista estas conclusdes, surgem oportunidades para futuros

trabalhos. Deixaremos aqui a sugestao de realizar-se uma pesquisa sobre os efeitos
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que uma disciplina eletiva que aborde constru¢cbes geométricas com régua e
compasso, desde as mais simples até as mais sofisticadas, pode ter sobre os niveis
de aprendizagem dos conceitos geométricos por parte do alunado. Desta forma,
teriamos um importante material para subsidiar os(as) docentes de matematica que
optarem por ministrar suas aulas sob a perspectiva das construcdes, bem como
contribuiria com a promoc¢do e expansao desta pratica de ensino, uma vez que
acreditamos que uma pesquisa nestes moldes obteria resultados positivos, a partir
das diversas atividades praticas que seriam destinadas aos estudantes.
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APENDICE A - SOBRE A TRISSECCAO DO ANGULO

Tendo em vista o problema da trissec¢do do angulo, afirmamos que é
possivel bissectar qualquer angulo (dividir esse angulo em dois angulos congruentes)
utilizando uma régua ndo graduada e um compasso. De fato, dados trés pontos 4, B
e 0, conforme a figura 9, a fim de bissectar o angulo AOB, precisamos seguir 0s

seguintes passos:

1. Traca-se uma circunferéncia ¢ de centro O e que passa pelo ponto 4 .
Suponhamos que essa circunferéncia intersecta o lado OB do angulo AOB no
ponto C.

2. Tracam-se duas circunferéncias: a circunferéncia d (com centro em A e que passa
pelo ponto 0) e a circunferéncia e (com centro em C e que passa por 0) de modo

gue essas duas circunferéncias possuam P como um dos pontos de intersecao.

Figura 9 — Bissecc¢ao do angulo

Fonte: Adaptada de Wagner (2007).

A semirreta OP é a bissetriz do angulo AOB. Com efeito, por construcéo, os

triangulos OAP e OCP s&o congruentes (caso lado —lado —lado), pois 04 = 0C, AP =

CP e OP élado comum aos dois triangulos. Portanto, COP = AOP. =
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Conforme demonstramos no capitulo 5, em geral, ndo é possivel trissectar
um angulo utilizando uma régua ndo graduada e um compasso, todavia, se
considerarmos uma régua com marcas indicando segmentos de comprimento iguais

ar, é possivel trissectar um angulo qualquer de medida 6.

Sejam A, 0, X e Y pontos, conforme a figura 10, onde 0X = 0Y =r.
Consideremos, ainda, a reta s que passa por 0 e Y e a circunferéncia d centrada em
O e que passa por X, de tal maneira que d ns = {B,Y}. Seja 8 a medida do angulo
AOB. Mostraremos que é possivel marcar os pontos C € d e D € s de tal maneira que
CD = r. Com efeito, mantendo uma extremidade da régua no ponto X, temos que a
distancia entre pontos alinhados com X, um sobre a circunferéncia d e o outro sobre
a reta s, varia de zero (quando esses pontos coincidem com Y) até oo (no caso em
gue a régua passando por X esta paralela a reta s). Assim, por continuidade, existem

os pontos C e D com a propriedade desejada.

Figura 10 — Trissecc¢ado do angulo com régua graduada

Fonte: Adaptada de Gongalves (2017).

Sejam «a e B, respectivamente, as medidas dos angulos COY e 0CX. Vamos
provar que a = g. De fato, pelo teorema do angulo externo aplicado aos triangulos

XO0D e COD, temos, respectivamente, que 8 = a + f e f = 2a. Portanto, 8 = 3a. =
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De acordo com o exemplo 5.3, embora n&o valha o caso geral, € possivel
trissectar o angulo reto usando uma régua ndo graduada e um compasso.

Terminaremos esse apéndice executando essa construcao.

Sejam 4, B e 0 pontos, conforme a figura 11, de modo que o angulo AOB

seja reto. A fim de trissectar o angulo AOB precisamos seguir 0s seguintes passos:

1. Traca-se a circunferéncia c de centro O e que passa por A. Suponha que essa
circunferéncia intersecta o lado OB do angulo reto no ponto C.

2. Tragcam-se duas circunferéncias: a circunferéncia d (com centro em A e que passa
pelo ponto 0) e a circunferéncia e (com centro em C e que passa por 0) de modo
gue um dos pontos de intersecao entre ¢ e d seja D e um dos pontos de intersecao

entre ceeseja k.

Figura 11 — Trissecc¢ao do angulo reto

Fonte: Elaborada pelo autor.

Afirmamos que as semirretas 0D e OE dividem o angulo reto em trés
angulos conguentes. De fato, por construgdo, temos que 0OA = 0D = AD. Logo, 0
triangulo OAD é equilatero. Assim, o angulo AOD mede 60°. Dai, concluimos que o
angulo DOC mede 30°. Analogamente, conseguimos mostrar que o triangulo EOC é
equilatero donde concluimos que o angulo AOE mede 30°. Portanto, temos que as

medidas dos angulos AOE, EOD e DOC s&o todas iguais a 30°. =
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APENDICE B - SOBRE A CONSTRUTIBILIDADE DE POLIGONOS REGULARES

Apresentaremos ao longo deste apéndice resultados importantes sobre a
construtibilidade dos poligonos regulares. Para um bom entendimento do que segue,
principalmente da demonstragdo do Teorema de Gauss-Wantzel, é ideal que o leitor
domine alguns conceitos sobre o corpo dos numeros complexos, sobre algumas
estruturas algébricas e sobre alguns resultados de aritmética.

Um poligono diz-se construtivel se todos os seus vértices sdo pontos

construtiveis de R?. Assim, concluimos que um poligono regular de n lados é

. 2T 2T\ < .
construtivel se, e somente se, 0 ponto An = (COS o sen 7) € um ponto construtivel

2 2 e
de R? . Note que o ponto A, = (cosTn, sen:n) = (cos%, seng) = (0,1) é
construtivel, pois suas coordenadas sdo numeros inteiros. Logo, o poligono regular

de 4 lados (quadrado) é construtivel.

Nota: Inicialmente, perceba que o poligono regular de n lados € construtivel se, e

2mi

somente se, a raiz n —ésima da unidade &, = e n é construtivel.

Nota: Os numeros F, = 2% + 1, com s € N U {0}, sdo chamados de numeros de
Fermat. Os numeros de Fermat que s&o primos sdo chamamos de primos de Fermat.
Os unicos primos de Fermat conhecidos séo F, =3, F, =5,F, =17, F; =257 e F, =
65537.

Proposicédo: Valem os seguintes resultados:

i) Todo poligono regular de n = 2k lados é construtivel.

i) Se um poligono regular de n lados é construtivel, entdo o poligono regular de
2n lados também é construtivel.

iii) Sejap = 3 um numero primo. Se um poligono regular de p lados é construtivel,
entdo existe s € N U {0} tal que p = 2% + 1.0u seja, um poligono com um ndmero

primo p de lados, que ndo é primo de Fermat, ndo € construtivel com régua e

compasso. Em particular, o heptagono regular ndo € um poligono construtivel.
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Demonstracgéo:

As provas de i) e ii) seguem diretamente dos seguintes fatos:
e O quadrado é um poligono construtivel;

e E possivel bissectar um angulo qualquer com régua e compasso.
Agora vamos provar iii). Ora, por hipotese, (cos 2?”, sen 2?”) é construtivel. Logo, do
teorema 5.2, segue que [Q[a, B8] : Q] = 2™ onde a = cos%ﬂ ep= sen%”.Além disso,
sei = /-1, temos que [Q[a, B,i] : Q] = 2™*! onde Q[a, 8,i] < C. Assim, concluimos
que &, = cos%n+ [ Sen%ﬂ = a+if € Q[ p,i]. Dai, segue que Q[fp] c Qla,B,i] e
[Q[fp] : Q] = 27 para algum r € N. Sabemos, pela proposi¢cdo 3.4, que o polinbmio

f(x)= xP~1 4+ xP~2 +...4 x + 1 é irredutivel sobre Q. Ademais, ndo é dificil mostrar
que esse polindmio f se anula em ¢, = cos%n+ i sen 2?”. Logo, pela proposicéo 4.3,
temos que irr(&,,Q) = xP~1+ xP~2 + ...+ x + 1. Dai, da proposi¢do 4.5, segue que

p—1= 2" = p = 2"+ 1.Resta provar que r = 2% para algum s € N. Suponha que

t > 1 é um fator impar de r. Logo, temos que r = tv. Dali, segue que
p=2"+1= (") +1=0Q2"+ DN = @)+ 1) - - £ 1),
contradizendo o fato de p ser primo. O que finaliza a demonstracao. =

O teorema a seguir estabelece uma condicdo necessaria e suficiente para

gue um poligono regular de n lados seja construtivel.

Teorema (Gauss-Wantzel): Um poligono regular de n lados € construtivel se, e
somente se,n = 2"- p; - -+ - pponder e NU{0} e p;, -, pr S&0 distintos primos
de Fermat , ou seja cada p; é um primo impar da forma p; = 22+ 1com1<i<ke
s; E NU{0}.
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Demonstracgéo:

(=) Primeiramente, mostraremos que se um poligono regular de n lados é
construtivel, entdo n se escreve como produto de uma poténcia de dois e primos de

Fermat distintos. Dividiremos a demonstragao da primeira implicagdo em trés passos:

1° passo: mostraremos que o polindmio f(x) = xP®=V 4 xP®P=2) 4 ... 4 xP + 1,

onde p € um nimero primo, é irredutivel em Q|[x].

Essa demonstracdo segue a mesma ideia da usada nas proposicoes 3.4 e
5.6, a saber: usaremos o critério de Eisenstein para mostrar que é irredutivel o

polinbmio
f+1D) = x+DPPD 4+ (x+1)PP2 4 oo (x +1)P + 1.
Note que,
(x + PPN = ((x+ VPP = (2P + 1 +pxg(0))P~ = (2 + VP + pxg;(x),

onde xg;(x) € um polindbmio de grau menor do que p(p —j), sem termo constante.

Logo,

(x + 1)P@-D = (P 5 1) XP®@-1) 4 (P I 1) XxP®-2) 4 (P ; 1)xp(p—3) 4ot (g ~ ;) XP + 1+ pxg, (x)

(p-2) — p—2 (p-2) p—2 p(p-3) 4 ... (p _2> p
(x + 1)P@ ( 0 )xpp +( 1 )x + et p—3)% + 1+ pxg,(x)
_ -3
(.X + 1)p(p—3) — (p 0 3) xP®-3) ... 4 (g _ 4) xP +1+ pxg3(x)
(4 1P = ) +1
x+ 1P = o)X’ T 1+pxgp1(x)

Pela identidade das diagonais do triangulo de Pascal

@+ (T s (Em = ()



66

P02 ()
PN 035 - O)

Ora, todos os numeros binomiais nos segundos membros das igualdades acima séo

multiplos de p. Logo, teremos que:
flx+1) = xP@D 4+ p + pxh(x),

onde xh(x) € um polinbmio de grau menor do que p(p — 1), sem termo constante.
Portanto, pelo critério de Eisenstein, o polinbmio f(x + 1) € irredutivel, assim o

polinbmio f(x) é irredutivel em Q[x]. =

2° passo: Agora mostraremos que se p € um numero primo maior do que 2, entao o

poligono regular de p? lados néo é construtivel.

Ora, sabemos que uma raiz p? — ésima primitiva ¢ da unidade é raiz do

polinbmio

2
xP" -1

= xP(P~D 4 xP(P-2) 4 ... 4 xP 4+ 1
xP —1

gue sabemos, pelo 1° passo, ser irredutivel em Q[x]. Logo, o grau de ¢ sobre Q é

igual a p(p — 1), que ndo é uma poténcia de 2. =

3° passo: Por fim, completaremos a demonstracdo da referida implicacéo.
Inicialmente, perceba que se um poligono de n lados é construtivel, entdo um poligono
de m lados (com m divisor de n) também o é. Consideremos n = 2" p; - =+ + Pk,
comps>2es=1,-,k,adecomposicdo de n em fatores primos. Se algum dos pg

nao for primo de Fermat, o poligono de n lados nao é construtivel, pois, caso contrario,
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o poligono de p, lados seria construtivel (pois p, € um divisor de n), o que contradiz o
item iii) da proposicdo que provamos neste apéndice. Ademais, 0s primos dessa
fatoracdo devem ser distintos, pois se tivermos p; = p;, para algum par de i e j
distintos, o poligono de n lados ndo € construtivel, pois, caso contrario, o poligono de

p? lados seria construtivel, o que contradiz o resultado obtido no 2° passo. =

(<) Para a volta, comecamos observando que todo poligono regular de n = 2% lados
€ construtivel (com k > 2). Além disso, se os poligonos regulares de m e n lados séo
construtiveis, com m e n primos entre si, entdo o poligono regular de mn lados é
construtivel. De fato, a partir de um resultado de aritmética (Teorema de Bachet-

Bézout) temos que existem inteiros x e y tais que mx + ny = 1. Assim, temos:
y 1

X
mx+ny=1 :E-l_ m

Dai, sendo P, o0 corpo dos numeros complexos construtiveis, temos que:
2mi IR A 2mi\ X 2mi\ Y
emn = (eF)n " m = (eT> : (eW) € Po.

Para concluir a demonstracdo do teorema precisamos mostrar que um poligono
regular de p lados, onde p = 2%° + 1 com s € N U {0}, é construtivel. Primeiramente,
segue da possibilidade de bissectar um angulo que ¢,_; € P,. Seja, g uma raiz
primitiva mod p . Isto posto, definimos, para cada r =0,1,::-,p —2, 0 seguinte

polinémio:
T (x) = x+ &y X9+ & x84+ o+ P € 7]¢,_|[x] ¢ Py

Agora, precisamos mostrar trés fatos. Por isso, concluiremos nossa demonstracéo

seguindo trés passos:

To(§p) + T1(8p) + - + Tp-2($p)

o . _
1° passo: Mostraremos que ¢, = —

. De fato, desenvolvendo

as parcelas temos que:
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TO(Ep) = Ep + Ep—lofpg + Ep—lofpgz + -t gp—logpgp_z = fp + fpg + fpgz + ot fpgp_z :

Tl(fp) = fp + Ep—lépy + fp—lzfpgz + fp—lp_zépgp_z .

2 _ p-2
Tz(fp) = fp + Ep—lzépg + fp—14€pg + fp—l(p Z)IZEpg .

_ —2). 2 —2)(p— p-2
Tp—z(fp) — fp + fp—lp prg + ’fp—l(p 2) prg + ot gp—l(p 2).(p Z)Epg .
Dai, temos que:

TO(fP) + Tl(fp) + ot TP—Z(EP) = fp(p - 1) + (Epg + Ep—lfpg + fp_1zfpg + -+
_ 2 2 2 _ 2 p-2

fp—lp prg) + (S;pg + S;p—lz‘fpg + S;p—14‘>gpg + -+ S(p—l(p Z)ZEpg )+ et (Epg +
— -2 — p-2 - — p-2

s(p—1p prg + fp—1(p 2).2€pg + o F fp—1(p 2).(p Z)Sng ).

Agora, perceba que &9 + &, 18,7 + &_125 7 + -+ &,_,P72E,9 é asomados p — 1

primeiros termos de uma progressédo geometrica cuja razéo é §,_,. Logo,

g p-1 _
S(pg + fp—1s(pg N fp—1zfpg R fp—1p_zfpg _ $p (?—1_1 1)
p—

= ”;Pg(’fp—l - 1)(€p—1p_2 + fp—lp_3 ot Syt 1)
€p—1 -1

Ora, fp—lp_z + ’fp—1p_3 + -+ &_1+1=0. Logo, Epg + Ep_lfpg + fp_lzfpg 4t

fp—lp_zfpg = 0.

De maneira analoga, mostra-se que as somas de todos 0s outros parénteses é zero.

Portanto,

To(fp) + Tl(fp) + o+ Tp—z(fp) =&Hp-1) = ¢, = To(&p) + Tl(z)_:)“'Jpr—Z(fp) .
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A partir dessa demonstracéo, a fim de mostrar que ¢, € construtivel basta

provar que T,(&,) é construtivel para todo r € {0,1,-+,p — 2}.
2° passo: Mostraremos que T, (x9) = fp_l_rTr(x) mod (xP — 1). Com efeito,
T.(x9) = x9 + gp_lrxgz + fp_lzrxf + ot Ep_l(p—3)rxgp‘2 + Szp_l(p—z)rxg”‘l

Note que, como g é uma raiz primitiva mod p, segue do Pequeno Teorema de Fermat

que g?~1! = 1 mod p. Além disso,

fp—1_rTr(x) = Ep—l_rx + x9+ Szp—1rxg2 + f;o—1zrxg3 + ot <>zp—1(p_3)rxgp_2

Logo,
Tr(xg) — Ep—l_rTr(x) — fp_l(p—Z)Tng—l _ fp_l_rx
= &y Tx (& PP T 1),
Ora, gP'=1modp = g’ '—1=pt , com t€Z . Ademais, &_,? V" =

(¢,-:77)" = 17 = 1. Assim, concluimos que

T(x9) = &t T =&y Tx (x9"T T = 1) = Ta (P - 1) =
Epo1 Tx ((xP)F — 1)

Dal, concluimos que x? — 1 divide T,.(x9) — &,_; ' T,(x). =

3° passo: Seja P(x) = ap+ a;x + -+ a,_,xP71 € Z[§,_,][x] o resto que T, (x)

deixa na diviséo por x? — 1. Mostraremos que a, = a, = -+ = a,_;. De fato,

P(x)= T/ ' (x) = (fp_fTr(xg))p_l = 777 (x9) = P(x9) mod (xP —1).

Paracadal <i<p-—1,sejal <j;, <p—1tal que gi = j; mod p.Dali, existe [; € Z

tal que gi — j; = pl;. Assim, temos:
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P(x9) = ag+ ayx9 + a;x?9 + -+ a,_x®P D9

= ao + allexpll + azijxplz + + ap_lxjp—lxplp—l
Ora, x? =1 mod (xP — 1). Logo,

P(x9) = ayg + a;x/ixPh + ayxlzxPlz + -+ a,_ x/p-1xPl1

=ag+ a X/t + ax’2 + -+ ay_;xp-1 mod (xP — 1).

AsSiM, a; = Agmodap = AgZmoap = *** = AgP-2meqp- COMO g € raiz primitiva, temos

que a =0y = - = ap_l.l
Apos esses trés passos podemos concluir que:

P(Ep) = qpt+ al(‘fp + ot fpp_l)

Ora, &+ -+ §P™'= —1. Logo, P(&) = ap+ ay(& + 4+ &P ) =ap—a, €
Z[¢,_1] © Pn. Dai, T?7'(¢,) = P(&,) € P.,. Portanto, T°(¢,) € P». O que conclui a

demonstracao do Teorema de Gauss-Wantzel. »
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