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RESUMO

Este trabalho propde a utilizagdo de dobraduras de papel como recurso didatico no
ensino da Matematica, destacando sua aplicacdo na compreensido de conceitos
geomeétricos e algébricos. A pesquisa parte da constatagdo de que o ensino tradicional
muitas vezes apresenta a Matematica de forma descontextualizada, o que dificulta o
interesse e a participagao dos alunos. Assim, busca-se apresentar a dobradura no papel
nao apenas como atividade ludica, mas como ferramenta capaz de desenvolver
habilidades cognitivas, favorecer a visualizagao de conceitos e estimular o raciocinio
légico.

Paraisso, sdo abordados fundamentos essenciais, como os Axiomas de Huzita-Hatori,
que formalizam constru¢gbes geométricas por meio de dobraduras e possibilitam
resolver problemas que ultrapassam os limites da régua e compasso. Além disso, sao
retomados conceitos de congruéncia e semelhangade triangulos, isometrias no plano,
tigonometria e a resolugdo de equagbes quadraticas e cubicas, destacando a
viabilidade de tais operagdes via dobradura.

O estudo também resgata os problemas classicos da Matematica grega e demonstra
como as dobraduras podem contribuir para a compreensao desses desafios histéricos.
Porfim, sdo propostas atividades praticas, que articulam a teoria matematica ao fazer
manual, promovendo um aprendizado dinamico e significativo. A dissertagao evidencia,
assim, a importancia de ampliar as metodologias de ensino, incorporando recursos que

integrem criatividade, precisdo matematica e acessibilidade pedagogica.

Palavras-chave: dobraduras de papel; ensino de matematica; geometria; construgdes

geomeétricas; didatica matematica.



ABSTRACT

This study proposes the use of paper folding as a didactic resource in Mathematics
teaching, highlighting its application in the understanding of geometric and algebraic
concepts. The research is based on the observation that traditional teaching often
presents Mathematicsin a decontextualized manner, which makes it difficult to capture
students’ interestand engagement. Thus, this work seeks to present paper folding not
merely as a recreational activity, but as a tool capable of developing cognitive skills,
enhancing the visualization of concepts, and stimulating logical reasoning.

To this end, essential foundations are addressed, such as the Huzita-Hatori Axioms,
which formalize geometric constructions through folds and make it possible to solve
problems beyond the limitations of ruler and compass. Additionally, the study revisits
concepts of triangle congruence and similarity, isometries in the plane, trigonometry, and
the resolution of quadratic and cubic equations, emphasizing the feasibility of such
operations through paper folding.

The research also recovers the classical problems of Greek Mathematics and
demonstrates how folding techniques can contribute to the understanding of these
historical challenges. Finally, practical activities are proposed, articulating mathematical
theory with manual creation, promoting dynamic and meaningful learning. This
dissertation thus highlights the importance of broadening teaching methodologies by
incorporating resources that combine creativity, mathematical rigor, and pedagogical

accessibility.

Keywords: paper folding; mathematics teaching; geometry; geometric constructions;

mathematics didactics.



LISTADE ILUSTRAGOES

Figura1— Axioma 1 de Huzita-Hatori............ccoomeiirii e 18
Figura 2 — Axioma 2 de Huzita-Hatori...........coviiiiiiiiiii e 19
Figura 3 — Axioma 3 de Huzita-Hatori............ccoomeiiii e 19
Figura 4 — Axioma 4 de Huzita-Hatori...........cc.cocvoiiiiii i 20
Figura 5 — Axioma 5 de Huzita-Hatori.............cccooeiiiii e 20
Figura 6 — Axioma 6 de Huzita-Hatori...........c.ccooiiiiii i 21
Figura7 — Axioma 7 de Huzita-Hatori............cccoomeiiriii s 21
Figura8— CasodecongruénciaLLL...........cccoiuiiiiiiiiiiiiiiin e 22
Figura9— CasodecongruéncCia LAL..........ccccoiimiiiiiiiiirr v ee e e e e 23
Figura10—- CasodecongruéncCia ALA..........cccoiiiiiiiiiiiiir e 23
Figura11—Casode congruénCia LAA,.........cccoiiimiiiiriiiiiirinnrrsenn s e era e e 23
Figura12—- CasodecongruénciaHC............ccccoiiiiiiiiicii e e e 24
Figura13 - Casode semelhanGa AA..........cccciiiiiiiiiiiiirrr e e e 25
Figura14 - CasodesemelhangalLL..........cccoimiiiiiiiiiiiic e e 25
Figura15—- CasodesemelhanGaLAL............cocoiiiiiiii i e 26
Figura16 —Isometriade Translagao...........ccvviiiiiiiiiiiiiio e rar e e 27
Figura17 — Isometria de ROtagao...........cccviiiiiiiiiiic e 28
Figura18 — Isometria de RefleX@o0.........ccconiiiiiiii i 28
Figura 19 — Isometria de Simetria de deslizamento..............c.ccceviiiiiiiiiiiiiias 29
Figura 20 — Circulo divididoemtrés partes...........ccoviiiiiiciiiiie e 30
Figura21 — Duplicag@o do CUbO.........cceiieiiiii i e 31
Figura22 - Quadraturado CirCulo........cccoeiniiiii e e e e 32
Figura 23 — Intersec¢ao de um plano e um cone circularduplo..............ccccceunene 33
Figura 24 — Pontos notaveis da parabola............cc.cccciiiiiiiiiiciiiiceccr e 34
Figura 25— Pardbola Y2 = 4XP.....ccucieuiieeeiineeeieeneieeseensssseesnsenennsnsennssnsen 35
Figura 26 — Pontos notaveis daelipse..........c.ccoeiiiiiiiiiiinic e e 35
Figura 27 — Pontos notaveis da hipérbole............ccciiiiiiiiiii e, 37
Figura 28 — Grafico de f(x) = X3 — 6X% + 11X — 6ueuueeeenrrnnernrenrnnrennnerenneerennsennns 39
Figura 29 — Reflexdo de um ponto P porumaretal.............ccooiiiiniciiiiniinnnnne. 41
Figura 30 — Eixos do Plano CompleXo.........ccccuviiiiiiiiiiiii e v ne e 42

Figura 31 — Soma de dois numeros construtiveis via origami-Caso1................43



Figura 32 - Soma de dois numeros construtiveis via origami-Caso2................44
Figura 33 — Multiplicagcao de dois numeros construtiveis via origami - Caso 1.....45

Figura 34 — Multiplicagao de dois numeros construtiveis via origami - Caso 2.....46

Figura 35 - Inversao de niumeros construtiveis via origami-Caso1................... 47
Figura 36 — Inversao de numeros construtiveis via origami -Caso 2................... 48
Figura 37 — Construindo um triangulo equilatero dentro de um quadrado............52

Figura 38 — Construindo o maior triangulo equilatero dentro de um quadrado.....52

Figura 39 — Representando os lados e os angulos do tridngulo equilatero dentro

deum qUAArado........ccccoeiiiiiiiiirir i 53
Figura 40 — Grafico da fungio sec? 0 no primeiro quadrante........ccccccecevveunnnn.. 54
Figura 41 — Dobrando o maior triangulo equilatero dentro de um quadrado........ 54
Figura 42 — Dobrando um hexagono regular dentro de um quadrado................. 55

Figura 43 — Dobrando um hexagono regular dentro de um quadrado
(o111 1T - Vo Vo ) PP 55
Figura 44 — Dobrando o maior hexagono regular dentro de um quadrado........... 56

Figura 45 — Dobrando um hexagono regular dentro de um quadrado

(CONtINUAGAOD)......uieieiiiii e e s rr s s e e 56
Figura 46 — Prova do maior hexagonoregular dentrode um quadrado............... 57
Figura 47 — Dobras no tridngulo retangulo............c.ccoiiiiiiiiiiiin e 59
Figura 48 — Dobras no triangulo retadngulo e classificagao dos lados................. 59
Figura 49 — Dobras no tridngulo retangulo para obter o dngulode 15°................ 61
Figura 50 — Tridanguloretangulo de angulo 15°..........ccoviiiiiiiiii e 63
Figura 51 — Dobras no tridngulo retangulo para obter o dngulo de 22,5°.............. 63
Figura 52 — Trissectandoum angulo agudo -Parte 1............c.ccoiiiiiiiiiiiiiiiiinen 65
Figura 53 — Trissectandoum adngulo agudo -Parte 2..............cccoeviiiiiiiiicncieen 65
Figura 54 — Trissectandoum angulo agudo -Parte 3.............c.ccoeiiiiiiiiiiiniinnne 65
Figura 55— Trissectandoum adngulo agudo -Parte4.............cccoeiiiiiiiiiicnieen 66
Figura 56 — Trissectandoum angulo agudo -Parte5.............c.ccoviiiiiiiiiiiniinnn 66
Figura 57 — Trissectandoum dngulo agudo -Parte6............c.ccccvvviiiviiiinnnnnnn 66
Figura 58 —- Demonstracao da trissec¢ao de um angulo agudo -Parte 1.............67
Figura 59 — Demonstragao da trissec¢ao de um angulo agudo -Parte 2..............67
Figura 60 —- Demonstracao alternativa da trissec¢aodo angulo.......................... 68

Figura 61— Duplicacdaodocubo-Parte1..........ccoiiriiiii e e 69



Figura 62— Duplicacaodocubo-Parte 2...........ccoeiiiiiiiii e e 70
Figura 63 — Triangulos AABCe AADE semelhantes............c.cccvviiiiiiiiiniinninnnnn 70

Figura 64 — Divisdao do quadradoem trés partes iguais..........c.ccoeeveviemnivienninnn, 71
Figura 65— Dividindo o quadrado em trés partes iguais - Parte 1..................uce. 72
Figura 66 — Dividindo o quadrado em trés partes iguais - Parte 2....................... 72

Figura 67 — Dividindo o quadrado em n partes iguais, onde n é impar................73

Figura 68 — Dobra de um ponto até uma linha repetidamente............................. 75
Figura 69— DobrandoP sobre P'..........ccoiiiiiiiiiii i s e e 76
Figura70— Ponto P e P’ no Plano Cartesiano............c.coovieeiiciiiicnc i e ee e 76
Figura71—Ponto equidistantede P e P’........cc i e 78
Figura72— Construindo adiretriz.............coiiiiiiee i e e 79
Figura 73 — Construindo o foco da parabola e um ponto qualquer na diretriz... ... 79
Figura74 - Construindo o pontomédiode PP’............coiimiiiiiiii i 80
Figura 75— Construindo a mediatrizde PP’...........cooiii i e 80
Figura76 — Rastros dalinhade dobra -Parte1............cccs ceiiiiiiiiiiiiiina 81
Figura77 — Rastros dalinhade dobra-Parte 2............cc. ceeiieiiiciiiiicrceeee e 81
Figura 78 — Rastros dalinhade dobra-Parte 3.............ccoi i, 82
Figura 79— Rastros doPonto Q-FoCO 1......cccciiiiiiiii e e 83
Figura 80 — Rastros doPonto Q-FOCO 2..........ceiieiiiiii e 83
Figura 81— Rastros doPonto Q-FOCO 3.......ccoiiiiiiiiir e e e 84
Figura 82 — Construindo aelipse -Parte 1...........ccoceiiiiiiiiiicii e 85
Figura 83 — Construindo aelipse -Parte 2............ccoriiiiiiieeiircereer e 85
Figura 84 — Construindo aelipse -Parte 3...........ccoiiiiiiicicici e, 86
Figura 85— Construindo a hipérbole.............ccoiioii e 86
Figura 86 — O ponto X de tangénciaaelipse.........cucivriionciiericrcercrernrne e 87
Figura 87 — O ponto U de tangénciaaelipse.........ccceovminimiiiiiiiierceireecee e e 88

Figura 88 — Dobra que posiciona simultaneamente P, sobre L, e P, sobrelL,.......90
Figura 89 — A unica dobra que é tangente as duas parabolas.................ccccenvniee 91
Figura 90 — Pontos simétricos emrelagcao adobra -Parte1................................91
Figura 91 — Pontos simétricos emrelagdo adobra -Parte 2.........cc..coceeiniiennnne 92
Figura 92 — Pontos simétricos emrelagao adobra -Parte 3................................92

Figura 93 — Curva gerada pela ligagao dos P, ........cccoviiiiiiiii i 93

Figura 94 - Nomeando os pontos simétricosa dobradura..........c.c.covviiiieen93



Figura 95— Curva gerada pelo pontoP,’ -Parte 1...........cccccoiiiiiiicciiiiiiieieeenen. 96

Figura 96 — Curva gerada pelo pontoP,’ -Parte 2............ccccviiiiiiiiiiini v 96
Figura 97 — Curva gerada pelo pontoP,’ -Parte 3.........cccoceeiiiiriiiiciceceev e 97
Figura 98 — Curva gerada pelo pontoP,’ -Parte4............cccooriiiiviciiiiiiiveeennnnn97
Figura 99 — Curvageradapelo pontoP,’ -Parte 5...........cccccvicviiieicvicviveee000en 98
Figura 100 — Curva gerada pelo ponto P,’ -Mudando o ponto P, -Parte1............98
Figura 101 - Curvagerada pelo ponto P,’ - Mudando o ponto P, -Parte 2............99
Figura102 - Métodode Lill - Exemplo ... e e e 103
Figura103 — Método de Lill - EXemplo 2...........oiiiiiiiiiiin i e 104
Figura 104 — Método de Lill via Origami............cccviveeiiviiiiincrir e crree s e eeenn e e 100
Figura 105 — Estratégia de Beloch para x3 — 7X — 6...cccceeeeeeeceeeverrveeesensssesesennene. 107
Figura 106 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 1.......... 108
Figura 107 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 2.......... 108
Figura 108 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 3.......... 108
Figura 109 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 4.......... 109
Figura 110 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 5.......... 109
Figura 111 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 6.......... 109
Figura 112 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 7.......... 110
Figura 113 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 8.......... 110
Figura 114 — Encontrando as raizes de x3 —7x — 6 -Parte 1...............cceeveeeeeen 111

Figura 115 — Encontrando as raizes de x> —7x — 6 -Parte 2...............cceeeveee 111

Figura 116 — Solugdo de 3x3 + 2x%2 — 7x+ 2-Parte 1.....cccccuvvcevnieenrrnrcrvecnnnnnnnn 112
Figura 117 — Solugdo de 3x3 + 2x%2 — 7x+ 2 -Parte 2.........cccecvvueeenrennevvesnnnnnnn 113

Figura 118 — Solugdo de 3x3 + 2x% — 7x+ 2 -Parte 3.......ccceevevevnnnievnsnnesnennnn 113



2.1

211
212
213
214

215

2.1.7

2.2

221
222
223
224
225
23

2.31
2.3.2
2.3.3
24

241
242
243
244
2.5

SUMARIO

INTRODUGAO . .....cceuuiiituiieeereerierernneeesnrennesesnneeaesennnesennrennseees 15
CONCEITOS NECESSARIOS PARA O DESENVOLVIMENTO DAS

ATIVIDADES. ... . ieiieiiiirerrer v ranr s s s s nrn s s s s s s e s s nannnnns 17
Os Axiomas de Huzita-Hatori...........ccccooiiiiiiiiciiiicicncc e, 18
Axioma 1: Dobragem unica pordois pontos............cccoceiiiiiiiiiinnnn, 18
Axioma 2: Dobragem unica que torna dois pontos coincidentes.......... 19
Axioma 3: Dobragem unica que torna duas retas coincidentes............ 19

Axioma 4: Dobragem unica, perpendicular a uma reta, que passa por
(U] 01 oTo] o | (o TR P 20
Axioma 5: Dobragem unica que faz um ponto incidir em uma reta,
Passando Poroutro PONTO. ... 20
Axioma 6: Dobragem unica que faz dois pontos incidirem em duas
retas distintas. ..o 21

Axioma 7: Dobragem unica que faz um ponto incidir em uma reta,

através de uma dobragem perpendicularaoutrareta........................ 21
Casos de Congruénciade Tridngulos.........c.ccvveviviiiiiicenninnnenn. 22
Caso Lado-Lado-Lado (LLL).....c.oueiiiie e 22
Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)..........couueieiieee e 22
Caso Angulo-Lado-Angulo (ALA)...........ooirveieeeiiiee e 23
Caso Lado-Angulo-Angulo oposto (LAA,). ........cevueieeeieeiieeeeei, 23
Caso Hipotenusa-Cateto (HC).........ccooiiiiii e 24
Casos de Semelhangade Tridngulos..........c.coccieiiiiiiinniiane 24
Caso Angulo-AnguIo (AA). ... ... 24
Caso Lado-Lado-Lado (LLL).....c.oueiiee e 25
Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)..........couunieiieee e 25
As Isomerias NOPIANO.........coiiiiiii 26
TraNSIACA0. ... e e 27
ROtAGE0. .. 27
ReEfIEX80. ... e 28
Simetriade deslizamento. ..o 29

Os Problema Classicos da Matematica na Grécia Antiga.............. 29



2.51
252
253
2.6

2.6.1
2.6.2
2.6.3
2.7

2.8

2.81
2.8.2

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2

A Trissecca0 dO ANGUIO. ......uveeee e 30

A Duplicag@o do CubO.....cceiii 31
A Quadratura do CirCUlO. .......oiiii e 31
As Cénicas: Parabola, Elipse e Hipérbole.............cccviiiiiiiininnnine 33
Parabola. ... 33
e 10T 35
HIPErDOIE. ... o 36
AFUNGAO CUDICA......cuiiii i e 38
Os Numeros construtiveis com Origami..........c.ccocvvieiiciiiiiiiennne. 40
(@] o1=T = Tolo =T Yo [N 0] o o TN 42
0T 0 49
ENSINANDO TRIGONOMETRIAVIADOBRADURA........cc.cccvveenee 50
Dobrando tridngulos equilateros em um quadrado...................... 51
Trigonometria com Origami..........cccevviiiiiiiiiiric i e 58
O Origami pode trissectar um angulo?..........cccerrrrrinnssnssssnssnssennes 64
ENSINANDO AS CONICAS VIADOBRADURA...........ccceerreerrnnnnnne 74
Dobrando umaparabola...........cc.coiiiiiiiii e 74
GeoGebranaconstrugaodaparabola...........cccccoeviiiiieiiiiiiiiiennne 78
GeoGebra na construcao daelipse e hipérbole............cc.ccnneneeeee. 84
ENSINANDO A RESOLVER EQUAGOES CUBICAS VIA
DOBRADURAS. ...ttt nr e e ar e rn e e nsannne 89
Resolugao de equagoes cUbicas........ccccviviiiiiiricriveerrceeee e 89
Método de Lill para solucionar equagodes cubicas..............c.cueuue. 102
(od 0]\ o I 7Y o 15 114
REFERENCIAS......couuiiiietiieieeeie e e eeee e e ee s s e e s s s se s s e e san e s e saann e 115

ANEXO A — ATA DE DEFESA PUBLICA DE DISSERTAGAO DE



15

1.INTRODUGAO

A Matematica € uma disciplina de grande importancia, mas que pode
causar grandes preocupagdes, pois percebe-se que alguns professores tém
dificuldades em ensina-la de forma mais interessante e significativa. O ensino da
Matematica frequentemente mantém caracteristicas tradicionais, nas quais o
conhecimento é apresentado de forma que pode parecer desconectado da
experiéncia humana envolvida em sua construgdo. Muitas vezes o conhecimento
cientifico € abordado apenas como um conteudo a ser assimilado, sem explorar o
processo de busca, motivagdo e emogao que o acompanha (Ferreira; Justi, 2008).
Esse modelo tradicional pode limitar a forma como os alunos se engajam com a
matéria, destacando a necessidade de abordagens pedagdgicas que promovam
uma conexao mais profunda com o aprendizado matematico.

O Origami é a arte de dobrar folhas de papel, sem cortes, para
transforma-las em objetos decorativos, como passaros e animais, € seu nome vem
da combinacdo dos termos japoneses "ori", que significa dobrar, e "kami", que
significa papel (Lang, 1990, p. 1). Segundo Silva (2009), quando pensamos em
Origami, a maioria das pessoas tende a associa-lo a criagado de formas de animais
através de dobraduras, percebendo-o principalmente como um exercicio manual. No
entanto, a pratica do Origami vai além dessa visdo simplista. A construgdo das
figuras envolve uma série de dobraduras cuidadosamente sequenciadas, onde cada
etapa desempenha um papel crucial no resultado.

Uma das possiveis razdes para o uso restrito de dobraduras no ensino
pode ser a falta de familiaridade com sua aplicagdo. No entanto, o fato de essa
atividade atrair a atencio dos alunos indica que o método pode ser uma alternativa
valiosa no contexto educacional. Segundo Cavacami e Furuya (2010), a utilizagdo de
dobraduras no ensino de Geometria, por exemplo, pode ajudar a aprimorar as
capacidades cognitivas dos alunos, promovendo um aprendizado mais eficaz e uma
melhor assimilagao dos conceitos matematicos através da interagdo com um simples
pedaco de papel.

Vamos definir dobra como uma transformagdo geométrica realizada em

uma folha de papel plana, geralmente considerada como uma superficie euclidiana,
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que consiste em criar um vinco, ou linha de dobra, ao sobrepor uma parte do papel
sobre outra. Do ponto de vista matematico, essa operacdo pode ser interpretada
como uma isometria do plano, mais especificamente uma reflexao em relagéo a linha
de dobra, que mantém as distancias e angulos, ndo causando deformagédo na
superficie do papel. Cada dobra corresponde, portanto, a uma construgcao
geomeétrica precisa, que pode ser descrita formalmente por meio dos axiomas do
origami.

Nesse contexto, a dobradura se destaca como uma ferramenta poderosa
no ensino e aprendizagem da Matematica, proporcionando uma contribui¢cao
significativa para a compreensdo de conceitos complexos. Além de integrar
diferentes areas do conhecimento e aumentar o interesse dos alunos, o Origami
oferece uma abordagem ludica e eficaz para explorar esses conceitos. Diante disso,
o presente trabalho propde o uso de dobraduras como recurso didatico no ensino da
Matematica, visando apoiar professores do Ensino Fundamental e Ensino Médio. Em
sala de aula, essa ferramenta pode ser utilizada de forma criativa para construir ou
revisar conceitos matematicos, ao mesmo tempo em que promove O
desenvolvimento de habilidades essenciais, como ateng¢do, concentragao,
observacgao e criatividade. Embora o estudo abranja apenas uma pequena parte de
um vasto campo a ser explorado, seu objetivo é evidenciar a Matematica presente
em uma simples dobra de papel, ampliando os recursos pedagogicos disponiveis

voltados para o ensino da Matematica.
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2. CONCEITOS NECESSARIOS PARA O DESENVOLVIMENTO DAS
ATIVIDADES

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos e resultados que servirao
de base para o desenvolvimento dos problemas e discussdes abordados nos
capitulos subsequentes desta dissertacdo. A selecao dos temas foi orientada pela
necessidade de estabelecer um conjunto de ferramentas tedricas que permitam nao
apenas a compreensao dos métodos empregados, mas também a analise das
solugdes propostas para problemas classicos e contemporaneos da matematica.

O capitulo se inicia com a exposi¢ao dos axiomas de Huzita-Hatori, que
constituem a base para constru¢gbes geométricas por meio de dobraduras, e que
serao fundamentais na abordagem dos problemas. Em seguida, serao revisitadas as
nogdes de congruéncia e semelhancga de triangulos, essenciais para a compreensao
das propriedades geométricas envolvidas nas constru¢oes analisadas.

Na sequéncia, serdo discutidas as isometrias no plano, transformacgdes
geométricas que preservam distdncias e angulos, e que desempenham papel
importante na analise das construgbes e simetrias envolvidas. Também sera
retomado o estudo da trigonometria, cuja aplicagdo em contextos geométricos sera
recorrente ao longo do trabalho.

Prosseguindo, sera apresentado um panorama historico e matematico
sobre os trés problemas classicos da matematica grega, que motivaram o
desenvolvimento de importantes técnicas geométricas. Em continuidade, serao
abordados os pontos notaveis das conicas, elementos centrais na geometria
classica, que também aparecem em contextos de dobraduras e constru¢gées com
régua e compasso.

Por fim, sera retomado o estudo das equagdes cubicas, com énfase em
abordagens algébricas e geométricas que possibilitam sua resolugéo, incluindo
aquelas fundamentadas em técnicas de dobraduras. Ao reunir esses topicos em um
unico capitulo introdutério, pretende-se oferecer ao leitor um referencial sélido para o
entendimento dos procedimentos e resultados apresentados ao longo desta

dissertacao.
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2.1 Os Axiomas de Huzita-Hatori

A arte do origami, tradicionalmente associada a criacdo de figuras por
meio de dobras em papel, também possui aplicacbes matematicas surpreendentes.
No campo da geometria, os Axiomas de Huzita-Hatori estabelecem um conjunto de
regras que definem operagdes geométricas possiveis apenas com o uso de dobras.
Esses axiomas foram inicialmente propostos por Humiaki Huzita e posteriormente
complementados por Koshiro Hatori, formalizando sete operacdes fundamentais que
permitem resolver construgdes equivalentes as obtidas com régua e compasso.

Cada axioma descreve uma situagdo geométrica especifica em que se
pode realizar uma dobra de papel para alinhar pontos ou linhas, tracar bissetrizes ou
encontrar pontos de interseg¢do. Esse conjunto de principios tornou -se essencial na
area conhecida como origami geomeétrico, possibilitando, por exemplo, a solugao de
equagdes cubicas, algo impossivel utilizando apenas régua e compasso.

Os axiomas de Huzita-Hatori ndo apenas evidenciam a profundidade
matematica do origami, como também oferecem um recurso didatico valioso para a

compreensao de conceitos geométricos de forma concreta e visual.

2.1.1 Axioma 1: Dobragem unica por dois pontos

Dados dois pontos, P, e P,, ha uma dobragem unica que passa pelos dois

pontos.

Figura 1 — Axioma 1 de Huzita-Hatori

D
Do,
| \.\-
N
| N
| N
| P2
||
o ‘__________‘I

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.
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2.1.2 Axioma 2: Dobragem unica que torna dois pontos coincidentes

Dados dois pontos, P, e P,, ha uma dobragem unica que os torna

coincidentes.

Figura 2 — Axioma 2 de Huzita-Hatori

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.

2.1.3 Axioma 3: Dobragem unica que torna duas retas coincidentes

Dadas duas retas, r; er,, ha uma unica dobra que as torna coincidentes.

Figura 3 — Axioma 3 de Huzita-Hatori

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.
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2.1.4 Axioma 4: Dobragem unica, perpendicular a uma reta, que passa por um ponto

Dados um ponto P e uma reta r, ha uma unica dobragem perpendicular a

r que passa por P.

Figura 4 — Axioma 4 de Huzita-Hatori

A/

¢ /

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.

2.1.5 Axioma 5: Dobragem unica que faz um ponto incidir em uma reta, passando
por outro ponto

Dados dois pontos P, e P, e uma reta r, se a distancia entre P, e P, for

igual ou superior a distancia de P, a r, ha uma dobragem unica que faz incidir P, em

T € que passa por P,.

Figura 5 — Axioma 5 de Huzita-Hatori

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.
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2.1.6 Axioma 6: Dobragem unica que faz dois pontos incidirem em duas retas

distintas

Dados dois pontos P, e P,, e duas retas r; e r,, se as retas ndo forem

paralelas, ha uma unica dobragem que faz incidir P, emr, e P,emr,.

Figura 6 — Axioma 6 de Huzita-Hatori

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.

2.1.7 Axioma 7: Dobragem unica que faz um ponto incidir em uma reta, através de

uma dobragem perpendicular a outra reta

Dado um ponto P e duas retas r; er,, se as retas n&o forem paralelas, ha

uma unica dobragem que faz incidir P em r; e é perpendicularar,.

Figura 7 — Axioma 7 de Huzita-Hatori

Fonte: Cavacami e Furuya, 2010.
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2.2 Casos de Congruéncia de Triangulos

A congruéncia de triangulos € um conceito fundamental na Geometria
Euclidiana, sendo amplamente utilizada na resolu¢édo de problemas geométricos e
na demonstracdo de propriedades de figuras planas. Dois tridngulos sao
congruentes quando possuem todos os lados e/ou angulos correspondentes
congruentes, depende de cada caso de semelhancga. No entanto, ndo é necessario
verificar todas essas medidas para estabelecer a congruéncia. Existem critérios
especificos, conhecidos como casos de congruéncia, que permitem concluir a
congruéncia a partir de apenas algumas informagdes. Existem cinco casos classicos

de congruéncia de triangulos:

2.2.1 Caso Lado-Lado-Lado (LLL)

Dois triangulos s&o congruentes se possuem os trés lados
correspondentes de mesma medida.
Se AB = A'B', BC =B'C'e AC =A'C’, entédo os triangulos ABC e A'B'C' sdo

congruentes.

Figura 8 — Caso de congruéncia LLL
C '

B = A A i B
Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.2.2. Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)

Dois tridangulos sdao congruentes se possuem dois lados e o angulo
compreendido entre eles de mesma medida.
Se AB = AB', 2zBAC = 2B'A'C' e AC = A'C’, entdo os tridangulos sao

congruentes.
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Figura 9 — Caso de congruéncia LAL
B B

A H C A i C
Fonte: Autoria propria, 2025.

2.2.3 Caso Angulo-Lado-Angulo (ALA)

Dois triangulos sdo congruentes se possuem um lado e os angulos
adjacentes a ele de mesma medida.
Se «BAC = £B'A'C’, AB =A'B'e £ABC = £A'B'C’, entdo os tridngulos sao

congruentes.

Figura 10 — Caso de congruéncia ALA
A | B A " B

Fonte: Autoria propria, 2025.

2.2.4 Caso Lado-Angulo-Angulo oposto (LAA,)

Dois triangulos sdo congruentes se possuem um lado congruente, um
angulo adjacente e 0 angulo oposto a esse lado congruente.
Se AC =A'C’, «BAC = 2B'A'C' e £ABC = £A'B'C’, entao os tridngulos sao

congruentes.

Figura 11 — Caso de congruéncia LAA,
B

A c A C
Fonte: Autoria propria, 2025.
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2.2.5 Caso Hipotenusa-Cateto (HC)

Este caso se aplica apenas a triangulos retangulos. Dois triangulos
retdngulos sdo congruentes se possuem a hipotenusa e um cateto correspondentes
de mesma medida.

Se AB = A'B' (hipotenusas) e BC =B'C’ (catetos), entdo os tridangulos sao

congruentes.

Figura 12 — Caso de congruéncia HC

A A

C H B ¢ H B’
Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.3 Casos de Semelhang¢a de Tridngulos

A semelhanga de triangulos é um conceito central na Geometria
Euclidiana, utilizado na resolugao de problemas envolvendo figuras proporcionais e
na deducao de propriedades métricas em diversas situacgdes. Dois triangulos sao
semelhantes quando possuem os angulos correspondentes congruentes e os lados
correspondentes em proporgcao. Assim como ocorre com a congruéncia, nao é
necessario verificar todos os elementos de dois tridngulos para concluir que séo
semelhantes. Existem critérios especificos que, quando atendidos, garantem a
semelhanga entre triangulos. Existem trés casos classicos que asseguram a

semelhanca entre tridangulos. Sao eles:

2.3.1 Caso Angulo-Angulo (AA)

Dois triangulos s&o semelhantes se possuem dois angulos

correspondentes congruentes.



25

Se A = £A’ e «B = «B’, entdo os triangulos ABC e A'B'C' séo
semelhantes.

Como a soma dos angulos internos de um tridangulo é sempre 180°, a

igualdade de dois angulos garante a igualdade do terceiro. Consequentemente, os

tridangulos tém os mesmos angulos, sendo assim semelhantes.

Figura 13 — Caso de semelhanga AA
C

A B A B’
Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.3.2 Caso Lado-Lado-Lado (LLL)

Dois triangulos sao semelhantes se seus lados correspondentes forem

proporcionais.

Se

AB _ BC
A'B' ~ B'C’

A proporcionalidade entre os lados de dois triangulos semelhantes implica

= 22' entdo os triangulos ABC e A'B'C’ sdo semelhantes.

a congruéncia entre seus angulos correspondentes, pois a semelhanca conserva a

forma geométrica, alterando apenas a dimenséo.

Figura 14 — Caso de semelhanga LLL
BT

B nx. y

il NE
Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.3.3 Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)
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Dois triangulos sdo semelhantes se possuem dois lados correspondentes

proporcionais e os angulos formados por esses lados congruente.

Se %=:,—g, e £A = £A', entdo os tridngulos ABC e A'B'C’' sédo

semelhantes.

Figura 15 — Caso de semelhanga LAL
B

A v c A v c

Fonte: Autoria propria, 2025.

2.4 As Isometrias no Plano

No campo da geometria, o estudo das transformagdes que preservam
determinadas propriedades das figuras € de grande importancia, tanto do ponto de
vista tedrico quanto em suas aplicagcbes praticas. Dentre essas transformacoes,
destacam-se as isometrias, que sao aquelas que preservam a distancia entre os
pontos. Em outras palavras, uma isometria € uma transformagao geométrica que, ao
ser aplicada a uma figura no plano, conserva sua forma e seu tamanho, podendo, no
entanto, alterar sua posicado ou sua orientacio.

Formalmente, considera-se que uma aplicacao f: R — R? € uma isometria
se, para quaisquer dois pontos P e Q do plano, a distédncia entre as imagens desses
pontos forigual a distancia entre os pontos originais, isto é:

d (f(P), f(Q)) =d (P,Q).

Essa propriedade de preservacdo da distancia caracteriza a isometria
como uma transformacao rigida, pois a figura resultante mantém-se congruente a
original.

Historicamente, as isometrias sempre despertaram interesse na

matematica, desde os estudos da geometria euclidiana, onde a congruéncia de
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figuras ja era analisada, até os trabalhos modernos na teoria dos grupos e na
cristalografia. A identificagao e classificagdo das isometrias permitem compreender e
descrever padroes de simetria presentes tanto na natureza quanto nas produg¢des
humanas, como nas artes, na arquitetura e no design.

As isometrias do plano sao tradicionalmente classificadas em quatro tipos
distintos: translagao, rotacao, reflexao e simetria de deslizamento. Cada uma dessas
transformacdes possui propriedades e caracteristicas proprias, que as diferenciam

quanto aos efeitos sobre a orientagao e a existéncia ou ndo de pontos fixos.

2.4 .1 Translagao

E a transformac&o que move todos os pontos de uma figura no plano na
mesma diregao e pelo mesmo valor. Pode-se imagina-la como o ato de deslizar uma
figura sem alterar sua orientagdo. Formalmente, uma translagéo € determinada por
um vetor ¥ = (a, b) e associa a cada ponto (x, y) sua imagem (x+a, y+b).

Essa transformacao nao possui ponto fixo, preserva as distancias e os
angulos, e mantém a orientagéo da figura. Um exemplo cotidiano de translagao pode
ser observado no deslocamento de um objeto sobre uma superficie plana, quando

este € movido paralelamente a si mesmo.

Figura 16 — Isometria de Translagao
A A

C B T B’

Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.4.2 Rotagao

Consiste em girar todos os pontos de uma figura em torno de um ponto
fixo, denominado centro de rotagdo, por um angulo determinado. No caso de
rotagdes no plano cartesiano em torno da origem, a transformagao de um ponto (X,
y) porum éangulo 6 é dada por:

(X, y)=(x-cosB-y-senB,x-senB+y-cos8).
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A Rotagao é uma transformagao geométrica no plano que gira todos os
pontos de uma figura em torno de um ponto fixo, chamado centro de rotagéo, por um
determinado angulo e em um sentido definido (horario ou anti-horario). Essa
transformacéo preserva as distancias e os angulos, ou seja, € uma isometria que

mantém o formato e o tamanho da figura.

Figura 17 — Isometria de Rotacao

Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.4.3 Reflexao

E a transformacdo que leva cada ponto de uma figura a sua imagem
especular em relagdo a uma reta, chamada de eixo de reflexdo. Esse processo &
analogo ao observado em espelhos planos. Dependendo da posigdo do eixo de
reflexdo, a expressdo analitica varia. Por exemplo, a reflexdo de um ponto (x, y) em
relagdo ao eixo x resulta em (x, -y), e em relagdo ao eixo y, resulta em (-X, y).

A reflexdo preserva distancias e angulos, mas inverte a orientagdo da
figura. Os pontos situados sobre o eixo de reflexdo sdo os unicos pontos fixos dessa
transformacéo. Refragcdes dessa natureza podem ser vistas em padrdes simétricos

de azulejos ou vitrais, onde uma metade da figura € o espelhamento da outra.

Figura 18 — Isometria de Reflexao

y

A" A

A

Fonte: Autoria propria, 2025.
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2.4.4 Simetria de deslizamento

Consiste em combinar uma reflexdo com uma translagdo ao longo da
direcdo do eixo de reflexdo. Trata-se, portanto, de uma composicao entre duas
isometrias basicas: a reflexdo e a translagdo. Nao possui ponto fixo, preserva as
distdncias e os angulos, e inverte a orientagédo da figura, como ocorre na reflexao.
Essa transformacao € comum em frisos decorativos e padroes continuos em tecidos

e papéis de parede.
Figura 19 — Isometria de Simetria de deslizamento

D c D"
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. \/ B’ £
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E

e

Fonte: Autoria propria, 2025.

2.5 Os Problemas Classicos da Matematica na Grécia Antiga

A Grécia Antiga é frequentemente reconhecida como o bergo da
matematica ocidental. Nesse periodo, destacaram-se diversos matematicos, cujas
investigagbes estabeleceram as bases de areas fundamentais da disciplina, como a
geometria, a aritmética e a algebra rudimentar. Dentre os diversos desafios
matematicos propostos na Antiguidade, trés problemas classicos se destacaram pela
complexidade e pelainfluéncia que exerceram ao longo dos séculos: a trissec¢ao do
angulo, a duplicagdo do cubo e a quadratura do circulo. Esses problemas,
formulados no contexto da geometria plana, consistiam em realizar determinadas

construgbes geométricas utilizando apenas régua nao graduada e compasso,
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instrumentos que, para os gregos, simbolizavam a pureza do raciocinio geométrico.
Durante séculos, esses desafios estimularam matematicos a buscar
solugdes dentro das restricdes impostas. Contudo, apenas com o desenvolvimento
da matematica moderna, especialmente a partir do século XIX, provou-se a
impossibilidade de resolugado desses problemas sob as condi¢des estabelecidas
pelos gregos. Apresentaremos esses trés problemas classicos, contextualizando-os
historica e matematicamente, analisando suas tentativas de solugao e discutindo os

desdobramentos de suas impossibilidades.

2.5.1 A Trisseccéo do Angulo

O primeiro problema classico consistia em dividir, com régua e compasso,
um angulo arbitrario em trés partes iguais. Embora simples de enunciar, a trissecgao
revelou-se inviavel na maioria dos casos com os instrumentos estabelecidos.

Assim como nos problemas anteriores, foram propostas solugdes
aproximadas ou baseadas em instrumentos adicionais. Arquimedes, por exemplo,
desenvolveu um meétodo envolvendo uma régua marcada, procedimento néo
permitido pelas regras originais. Na modernidade, Wantzel (1837) também
demonstrou a impossibilidade de trissecar, com régua e compasso, um angulo
arbitrario, exceto em casos especificos, utilizando fundamentos algébricos

semelhantes aos empregados na duplicagédo do cubo.

Figura 20 — Circulo divido em trés partes

Fonte: Autoria propria, 2025.
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2.5.2 A Duplicacédo do Cubo

Conhecida também como o problema délico, a duplicagdo do cubo
consistia em construir, com régua e compasso, o lado de um cubo cujo volume fosse
o dobro de outro cubo dado. O problema, segundo a tradi¢ao, teria origem na cidade
de Delos, onde os sacerdotes teriam consultado matematicos a fim de dobrar o
volume de um altar cubico para aplacar a célera dos deuses.

Matematicamente, a questdo se resume a construir um segmento de
comprimento proporcional a raiz cubica de dois. Assim como na quadratura do
circulo, esse problema revelou-se insoluvel com os instrumentos permitidos, pois a
raiz cubica de dois ndo é um numero construtivel por régua e compasso. Essa
impossibilidade foi demonstrada, a partir dos trabalhos de Wantzel (1837), que
utilizou conceitos algébricos e teoria dos numeros para estabelecer as limitagbes das
construgcbes geométricas classicas.

Ainda assim, os gregos buscaram solugbes aproximadas e meétodos
alternativos, recorrendo, por exemplo, a dispositivos mecanicos e curvas especiais.
Arquimedes, dentre outros, prop6s procedimentos baseados em construgcbes com

régua movel ou métodos de intersec¢ao de curvas.

Figura 21 — Duplicagdao do cubo

Fonte: Autoria prépria, 2025.

2.5.3 A Quadratura do Circulo

A quadratura do circulo consistia em construir, apenas com régua e
compasso, um quadrado cuja area fosse exatamente igual a de um circulo dado.
Esse problema, atribuido a Anaxagoras e a outros matematicos da Antiguidade,

estava intrinsecamente relacionado as concepgdes geométricas de area e
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proporgao.

A dificuldade da quadratura reside no fato de que sua realizagdo
implicaria, na pratica, a obtengcdo de um segmento de comprimento proporcional a
raiz quadrada de T, valor cuja natureza irracional e, mais tarde, transcendental foi
comprovada. Segundo Vasconcelos (1925), somente em 1882, o matematico
alemao Ferdinand von Lindemann demonstrou a transcendéncia do numero T,
estabelecendo que nao é possivel, através de constru¢gbes com régua e compasso,
produzir um segmento de comprimento equivalente a /.

Antes dessa demonstracdo, diversos matematicos tentaram solucdes
aproximadas ou por meio de métodos alternativos. Hipdcrates de Quios, por
exemplo, conseguiu quadrar certas luas (areas em forma de crescente) usando
principios de areas equivalentes, o que alimentou a esperanga de que o circulo

completo pudesse também ser quadrado.

Figura 22 — Quadratura do circulo

Fonte: Autoria propria, 2025.

Os problemas classicos da matematica grega nao apenas estimularam o
desenvolvimento da geometria e do raciocinio matematico na Antiguidade, mas
também influenciaram significativamente a histéria da matematica ao longo dos
séculos. Embora insoluveis nas condi¢gdes originalmente estabelecidas, esses
desafios conduziram a formulacdo de conceitos fundamentais, como numeros
irracionais, transcendéncia e a teoria das construgdes geométricas.

A demonstracdo das impossibilidades dessas construcdes, realizada
apenas na era moderna, exemplifica a transi¢ao entre a matematica classica e a
matematica moderna, marcada pela introducéo da algebra, da teoria dos numeros e

da analise matematica. Assim, mais do que meros exercicios de construgdo, os
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problemas gregos representam marcos historicos que evidenciam a evolugao do

pensamento matematico ocidental.

2.6 As Conicas: Parabola, Elipse e Hipérbole

As segdes codnicas, tradicionalmente chamadas apenas de cbnicas, sdo
curvas obtidas a partir da intersecdo de um plano com um cone circular duplo.
Dependendo da inclinagdo do plano em relagdo ao eixo do cone, obtém-se
diferentes tipos de curvas: parabolas, elipses e hipérboles. Cada uma dessas curvas
possui pontos notaveis, elementos essenciais para sua caracterizagdo, estudo

geomeétrico e aplicagdes praticas.

Figura 23 — Intersec¢do de um plano e um cone circular duplo

(a) Pariabola (b) Elipse (¢) Hipérhole
Fonte: Lopes, 2011.

2.6.1 Parabola

Sejam r uma reta e F um ponto do plano n&o pertencente a r. A parabola
P de foco F e diretriz r € o conjunto dos pontos do plano cuja distancia a F é igual a
sua distanciaar:
P= {X | d(X,F) = d(X,r)}.

. A reta focal [ da parabola P é a reta que contém o foco e é perpendicular a

diretriz.
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. O ponto V da parabola P que pertence a reta focal é o vértice de P. Se A é o
ponto onde r intersecta [, entdo V é o ponto médio do segmento AF.
. O numero 2p =d(F,r) é o parametro da parabola P. Note que d(V,F) =
d(V,r) =p

Para obter a equacao da parabola P, considera-se o sistema ortogonal de

coordenadas cuja origem é o vértice da parabola, tal que o foco pertenga ao
semieixo positivo das abscissas. Em relagdo a este sistema o foco é F = (p,0) e a

diretrizé areta r:x = —p.

Figura 24 — Pontos notaveis da parabola

¥

s X =)

I
Fonte: Lopes, 2011.
Seja X um ponto de coordenadas cartesianas (x,y), sabemos que a

distdncia do ponto X a reta r é igual a distancia do ponto X ao foco F. Observe

abaixo:

d(X,r) = d(X,F) > x +p =/ (x - p)? + (y - 0)?
> (x+p)=G&—p)+ (y—0)>2
> x% 4+ 2xp+p?=x*—2xp+p*+y?

S>y2=4xpm
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Figura 25 — Parabola y? = 4xp

diretriz

Fonte: Autoria propria, 2025.

2.6.2 Elipse

Uma elipse E de focos F, e F, € o conjunto dos pontos P do plano cuja
soma das distancias a F, e F, é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a
distancia entre os focos 2c¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F,,F,) = 2c:
E= {p | d(P,F) +d(P,F,) = Za}.

A equacao reduzida da Elipse E sera deduzida sobre um sistema
ortogonal de coordenadas onde os focos pertengam ao eixo x para facilitar os

calculos. Dessa forma, sejam F, = (—c,0) e F, = (¢, 0), observe a imagem abaixo.

Figura 26 — Pontos notaveis da elipse

Fonte: Lopes, 2011.
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Dado o ponto X = (x,y) pertencente a elipse, temos que d(F,,X) +
d(F,,X) = 2a, ou seja,

d(F,X) +d(F,X) =2a=2J(x+c)2+(y—0)24+/(x—c)2+(y—0)2 = 2a
>Jx+0)2+y2=2a—J(x—0c)* +y?

> (x+c0)2+y2=4a’>—4a(x—c)2+y2+(x—c)?*+y?
= x2 4 2xc+ ¢ +y? = 4a® — 4a/x2 — 2xc + 2 + y2 + x% — 2xc + % + y?

= 4a\/x2 — 2xc+ c? + y? = 4a® — 4x

= ayJx2—2xc+c? +y? =a® — xc
= a’(x*— 2xc +c? +y?) =a* — 2a’xc + x?c?
= a’x? —2a*xc + a*c* + a*y? = a* — 2a®xc + x?c?
= a’x? + a’c? + a’y? = a* + x%c?
= (a? — c®)x? + a’y? = (a® — ¢*)a?
= b*x? + a*y?* = b*a?
b2x2 aZyZ bZaZ
a’b? * a?b? _ a?h?
= 2—22+ Z—j =1lm

Se os focos estiverem sobre o0 eixo y e centro na origem, a equagao

reduzida seraigual a

2 2

X y
b2+a2_

2.6.3 Hipérbole

Uma hipérbole H de focos F, e F, é o conjunto de todos os pontos P do
plano para os quais 0 modulo da diferenga de suas distédnciasa F, e F, é iguala uma

constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2c¢ > 0:
H= {P | d(P,F,) —d(P,F,) = Za},O <a<cd(F,F) = 2c.

A equacado reduzida da hipérbole H é obtida fixando-se o sistema de
coordenadas cartesianas onde F, = (—c,0) e F, = (c,0) estdo sobre o eixo x,

observe a imagem abaixo.
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Figura 27 — Pontos notaveis da hipérbole

Fonte: Lopes, 2011.

O ponto X de coordenadas (x,y) pertence a hipérbole se, e somente se,
d(X,F,) — d(X,F,) = +2a, prevalecendo o sinal positivo se X estiver mais proximo de
F,. Assim temos:
d(X,F1) —d(X,F,) =+2a=> d(X,F,) =d(X,F,;)+ 2a

>+’ + (@ -02=y(x—0)2+(y—0)2+2a

> +0)24+y2={(x—0c)2+y%2+2a

>+ +y* = —-c)*+y*tdaf(x—c)? +y? +4a?

> x242xc+c?+y? =4a? + x% —2xc+ 2 +y? +4ayx? — 2xc +c? + y2

= 4xc —4a? = +4a\/x? — 2xc + c2 + y?

= xc —a? = +a\/x2 — 2xc+ c? +y?
= x%c? —2a*xc + a* = a*(x? = 2xc + c* + y?)
= x%c? —2a*xc + a* = a’*x? — 2a*xc + a*c? + a*y?
= x2c? — a?x? — a?y? = a?c? — a*
= (CZ _ aZ)xZ_ azyz — aZ(CZ _ aZ)
= b2x2 — a?y? = a?h?
b2x2 a2y2 aZbZ
B a?b?  a?h? _ a’h?
xZ yZ

=>a—2—b—2=1.

Caso os focos estejam sobre o eixo y e centro também na origem, a

equacao sera:
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2.7 A Funcgao Cubica

Uma fungéo f: R - R chama-se cubica quando sdo dados numeros reais
a, b, c,d, coma # 0, tais que f(x) = ax®+ bx?+ cx + d para todo x € R. O grau da
equacao é determinado pelo maior expoente da variavel, neste caso o numero trés.

A solucao de uma equacgao cubica consiste em determinar os valores de x
que satisfazem a igualdade, denominados raizes ou solu¢des da equagéo. Conforme
o Teorema Fundamental da Algebra, uma equacdo polinomial de grau n possui
exatamente n raizes no conjunto dos numeros complexos.

Antes de abordar os métodos de resolugdo de uma equagao cubica, &
importante estabelecer que toda equacao cubica com coeficientes reais possui pelo
menos uma raiz real. Tal fato pode ser justificado tanto pela analise grafica do
comportamento de fungdes polinomiais de grau impar quanto pelo enunciado de dois
importantes teoremas matematicos.

o O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio de grau n
com coeficientes complexos admite exatamente n raizes no conjunto dos numeros
complexos, consideradas suas multiplicidades. Como consequéncia, uma equagao
cubica sempre possui trés raizes complexas. Adicionalmente, dado que os numeros
complexos nao reais aparecem, obrigatoriamente, aos pares de numeros
conjugados quando os coeficientes do polinbmio s&o reais, e que o grau trés é
impar, conclui-se que pelo menos uma das raizes deve necessariamente ser um
numero real.

o O Teorema de Bolzano, também conhecido como Teorema do Valor
Intermediario, estabelece que se uma fungédo continua f(x) assume valores de
sinais opostos em dois pontos a e b, entdo existe pelo menos um numero real ¢
entre a e b tal que f(c) =0. Como todo polinédmio é uma fungdo continua, e
considerando o comportamento assintotico das fungdes cubicas para x — +x e

x — —oo, pode-se afirmar que os sinais de f(x) mudam em algum intervalo, o que

garante a existéncia de pelo menos uma raiz real.
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Figura 28 — Grafico de f(x) =x3 — 6x* +11x— 6

fix)
[=]

Axj=x'=6x’+1lx =6

00 05 10 15 20 25 30 35 40
X

Fonte: Autoria prépria, 2025.

° Reducéao de Tschirnhaus
Para simplificar o tratamento algébrico das cubicas, pode-se aplicar a
substituicao:
b

.X':y—%

O objetivo dessa transformacéo € eliminar o termo quadratico, obtendo

uma equacgao na chamada forma depressiva:

D yi g Dy y Yy vd=0
a(y 3a) (6% 3a) c(y 3a) =

(y3 yzb+yb2 b3)+b(2 2yb+bz)+ Cb+d 0
= - - A - =
ay a 3a2 27a3 Y 3a  9a? 4 3a
yb* b3 2yb* b3 ch
> ay® —y*h+————+by? — +t—+cy——+d=0
e Y 3a 27a? y 3a 9a? <y 3a
> 3+yb2 b’ 2ybz+bS+ Cb+d 0
a — — cy — — =
Y 3a 27a? 3a 9qa? Y 3a
L oavd + 3ac — b? N 2b3 — 9abc + 27a%*d ~o
v 3a y 27a? N
3, 3ac — b? 2b3 —9abc + 27a%*d 0
= =
Y 3a? Y 27a3 "
Podemos escrever como, x3 + px + g = 0, em que:
3ac — b? 2b3® —9abc + 27a%*d
P="3,2 €97 27a3

Esta forma é mais adequada para a aplicagao da formula de resolucéo.
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o Férmula de Cardano
A férmula de Cardano permite determinar as raizes da equacgao cubica

depressiva x3 + px + q = 0. Calcula-se o discriminante:

2= (5) + ()

e, de acordo com seu valor, determina-se a natureza das raizes:

3

Se A> 0: uma raiz real e duas complexas.
Se A= 0: trés raizes reais, sendo pelo menos duas iguais.
Se A< 0: trés raizes reais e distintas.

A solucgao geral € dada por:

S:U—%+VZ+3—%—JK

A partir desta, recupera-se x utilizando a substituicao inicial.
o Métodos Graficos e Geométricos

Além dos métodos algébricos, pode-se resolver equagdes cubicas por
métodos graficos, analisando o comportamento do grafico da fung&o polinomial para
localizar visualmente as raizes reais.

Outro método interessante € o Método de Lill, que utiliza construcdes
geométricas para representar a equacgao cubica e identificar suas solugdes por meio
de trajetérias e intersegdes de segmentos. Tal método sera visto nos proximos

capitulos.

2.8 Os Numeros construtiveis com Origami

Nosso objetivo, neste topico, é investigar os numeros que podem ser
construidos por meio de dobraduras de papel, utilizando técnicas de origami. Para
isso, 0 primeiro passo consiste em atribuir um significado matematico a esse
conceito. Definiremos, entédo, a folha de papel como o plano complexo C, afinal,
enquanto matematicos, nosso objetivo € abstrair situagdes do mundo real e
representa-las no contexto matematico.

Nesse plano, consideraremos dois pontos dados, a saber, os pontos (0,0)
e (1,0), que serao denotados, respectivamente, por A e B. Os numeros construtiveis

serao definidos como os elementos do conjunto C que podem ser obtidos a partir
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desses dois pontos iniciais, utilizando-se os axiomas de Huzita-Hatori estabelecidos
para as operagdes com dobraduras. Tais dobras corresponderdo aos segmentos
construtiveis e, consequentemente, os numeros construtiveis serdo aqueles que
estiverem localizados na intersecao de dois desses segmentos.

Com os axiomas podemos provar dois resultados basicos, vamos chama-
losde R, e R,:
o R,: Dado um ponto P e uma reta [ podemos construir uma reta paralela a [
que passa por P.
Demonstragao: Pelo axioma 4, podemos encontrarumareta s perpendiculara [ que
passa por P. Aplicando novamente o axioma 4 podemos encontrar uma reta t que
passa por P e € perpendicular a s, logo t € a reta procurada.
. R,: Dado um ponto P e uma reta | podemos refletir P através de [.
Demonstracao: Pelo axioma 4, podemos encontrar uma reta [, perpendicular a [
que passa por P. Agora pelo axioma 3 podemos encontrar as bissetrizes [, e [; dos
angulos formados por [l e [,. Agora por R, podemos construir uma reta [, paralela a
l, que passa por P, essa reta encontral em Q. Agora podemos construiruma reta I
paralela a [, que passa por Q, essa reta encontra [, em P’ que é justamente o ponto

procurado. O desenho abaixo ilustra o que fizemos um pouco mais claro.

Figura 29 — Reflexdao de um ponto P por uma reta 1

1y

Iy

=

Fonte: Spezia, 2018.

A partir dessas ideias, também é possivel construir os eixos real e

imaginario do plano complexo. De fato, o eixo real corresponde ao segmento que
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conecta os pontos A e B, o qual pode ser obtido por meio do axioma 1, lembrando
que esses dois pontos sdo previamente dados. Para a construgdo do eixo
imaginario, aplica-se o axioma 4 ao ponto A.

Além disso, a obtengao do ponto i € igualmente simples. Primeiramente,
aplica-se o axioma 4 ao ponto B, o que resulta em uma reta que chamaremos de [,.
Em seguida, utiliza-se o axioma 3 entre as retas [, e o eixo real, obtendo-se, assim,
uma nova reta [,, cuja interse¢do com o eixo imaginario ocorre exatamente no ponto

i. Denotaremos o eixo real por Ox e 0 eixo imaginario por Oi.

Figura 30 — Eixos do Plano Complexo

Fonte: Spezia, 2018.

2.8.1 Operagdes de Corpo

Utilizando os axiomas e as relagbes previamente estabelecidas,
passaremos agora a demonstrar que o conjunto dos numeros construtiveis por meio
de dobraduras de papel forma um subcorpo, o qual denotaremos por O, do corpo
dos numeros complexos C. Para isso, € necessario verificar que as operagoes
fundamentais estdo bem definidas em 0. Ou seja, dados a e S elementos de O
temos que mostrarque,a + E O, a-LEVea € O se,a # 0.

o Adicéo

Dados dois pontos P, e P, construtiveis. P, e P, sGo numeros complexos e

a nossa operacao de adicdo é a usual dos numeros complexos. Vamos considerar

dois casos:
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Caso 1: P, e P, ndo s&o colineares e ndo nulos entdo podemos usar a regra do
paralelogramo para a soma. Logo teremos:

- 1,: reta que liga o ponto O ao ponto P;.

- 1,: reta que liga o ponto O ao ponto P,.

- l;: reta paralela a reta [, e que passa pelo ponto P,.

- 1,: reta paralela a reta [, e que passa pelo ponto P;.

- P, + P,: interseccdo das retas ;e ,.

Figura 31 — Soma de dois nimeros construtiveis via origami - Caso 1

o P4 P,

P

Fonte: Spezia, 2018.

A regra do paralelogramo é um método geométrico utilizado para
determinar a soma de dois vetores que possuem a mesma origem. Observando a
imagem acima, construimos um paralelogramo utilizando [, e [, como lados
adjacentes. Para isso, tracamos uma linha paralela a [, a partir da extremidade de [,
e, em seguida, uma linha paralela a [, a partir da extremidade de [,. Apés completar
o paralelogramo, a diagonal que parte da origem comum de [, e [, até o vértice
oposto representa a somade [, e L,.

Caso 2: Sejam P, e P, dois pontos colineares, ou seja, multiplos escalares de um
mesmo vetor. Nesse contexto, ndo é mais possivel recorrer a regra do
paralelogramo para realizar a soma desses numeros. Assim, torna-se necessario
definir um procedimento adequado para transportar uma medida, isto é, para
transladar um segmento de reta de modo a efetuar a operagdo de adi¢gdo. Logo

teremos:
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- [, reta que liga o ponto O ao ponto P;.

- 1,: reta paralela a reta [, e que passa pelo ponto i.

- 1;: reta paralela ao eixo Oi e que passa pelo ponto P,.
- P;: intersecgdo das retas [, e [5.

- 1,: reta que liga o ponto i ao ponto P,.

- I reta paralela areta [, e que passa pelo ponto P;.

- P, + P,: interseccdo das retas [, e [..

Figura 32 — Soma de dois nimeros construtiveis via origami - Caso 2

Fonte: Spezia, 2018.

Analisando a imagem apresentada, observa-se que a reta [, é paralela a
reta [,, enquanto a reta [; € paralela ao eixo das ordenadas. Além disso, areta [,
paralela a reta .. Diante dessas relagbes de paralelismo, conclui-se que os
segmentos OP,, iP; e P,P, + P, s&o congruentes entre si.

Observe que, se um dos numeros envolvidos for zero, nenhuma
construcao adicional é necessaria, pois a soma resultara no préprio outro numero.

No caso especifico em que ambos os pontos estivessem colineares com o numero

imaginario i, poderiamos realizar a mesma constru¢ao, substituindo o ponto 1 pori.
Além disso, para obter o oposto de um dado ponto P, basta refleti-lo em relagao a

origem.

Dessa forma, concluimos que o conjunto © é fechado em relagdo a

operacao de adicao.
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o Multiplicagao

Para a operacao de multiplicacéo, € conveniente considerar os numeros
complexos em sua forma polar. Assim, sejam P, =re'%s e P,=mne'%. A
multiplicagdo desses dois numeros resulta em P,P, = r,1,e'®1¥%) onde 0 < 6,,0, <
2rer,r, =0.

Dessa forma, a multiplicagdo de dois numeros complexos pode ser
interpretada geometricamente como uma rotagdo do ponto P, por um angulo de
amplitude 6,, seguida da multiplicagcdo dos comprimentos dos segmentos que
representam seus modulos r; er,.

Para executar essa construgao utilizando dobraduras, recorreremos as
propriedades de semelhanca de triangulos, que permitem conservar razbes de
segmentos e angulos, possibilitando, assim, a realizagdo das operagdes de
multiplicacdo no plano complexo por meio das técnicas de origami. Logo teremos:

- l,: reta que liga o ponto O ao ponto P;.

- 1, reta que liga o ponto O ao ponto P,.

- P;: interseccgédo da reta perpendicular ao eixo Ox que passa por P, com o €ixo Ox.

- P;": ponto simétrico de P, em relagéo a bissetriz do angulo 2P,0P;.

- 1;: reta perpendicular a [, e que passa pelo ponto P’

- P,": ponto simétrico de P,, de modo que P, € [; e as distancias P,0 e P,'0 sejam
iguais.

- 1,": reta que liga o ponto 0 ao ponto P,

Figura 33 — Multiplicagdao de dois nimeros construtiveis via origami - Caso 1

Ox

Fonte: Spezia, 2018.
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Observe que, até este ponto, realizamos a rotagdo do ponto P; por um
angulo de amplitude 6,, pois os tridngulos OP,P, e OP,'P,’ sdo congruentes pelo
caso LLL. Resta, agora, ajustar o comprimento do segmento resultante para que ele
corresponda corretamente ao produto dos médulos r; e .

Para isso, consideremos o seguinte procedimento:

- P,": ponto simétrico de P, em relagao a bissetriz do angulo 2P,0B.
- 1,: reta que liga o ponto B ao ponto P,".
- I reta paralela a reta [, e que passa pelo ponto P,".

- P,P,: intersecgéo das retas [,'e ..

Figura 34 — Multiplicagdo de dois nimeros construtiveis via origami - Caso 2

Fonte: Spezia, 2018.

Analisando a imagem acima, observamos que os tridangulos OP,'B e
OP,P,P," séo semelhantes, resultando em:

OP, _OPP, 1 _OPP,
OB opP, "1 1

>0PP,=7"'1,1

° Inversao

Aqui novamente a construgdo que vamos fazer exige dividir em dois

casos.
Caso 1: Seja P um numero real e diferente de 1, pois se forigual a 1 ndo ha nada a

fazer.
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Logo teremos:
- P': ponto simétrico de P em relagéo a bissetriz do angulo 2PO0i.
- 1,: reta que liga o ponto B(1,0) ao ponto P’.
- 1,": reta paralela a reta [, e que passa pelo ponto i(0,1).
- %: interseccdo dareta [,'e o eixo Ox.

Figura 35 — Inversdo de nimeros construtiveis via origami - Caso 1

b~

Ox

Fonte: Spezia, 2018.

Analisando a imagem, temos dois triangulos semelhantes OP'B e Oi%:

Oi op’ 1 P p=1 1
—_—_— D — = — D = = = —
ol 0B x 1 7 *=p"
P

Caso 2: Seja P um numero nao real.
Logo teremos:
- P": ponto simétrico de P em relagéo ao eixo Ox.
- 1, reta que liga a origem ao ponto P.
- 1,: reta que liga a origem ao ponto P'.
- D: ponto que pertence a [, e esta a uma distancia da origem igual ao valor do
inverso do médulo de P.

- D": ponto simétrico de D em relagéo ao eixo Ox e que representa o inverso de P.
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Figura 36 — Inversdo de numeros construtiveis via origami - Caso 2

Fonte: Autoria propria, 2025.

Para encontrar o inverso de um numero complexo utilizando dobraduras
de papel, partimos da representacdo geométrica dos numeros complexos no plano
de Argand-Gauss. Inicialmente, marca-se a origem no centro da folha e tracam-se as
dobras correspondentes aos eixos real e imaginario. Em seguida, localiza-se o ponto
P(a,b) que representa o numero complexo z = a + bi, posicionando-o de acordo
com suas coordenadas no plano.

Posteriormente, obtém-se o conjugado de z por meio de uma dobra que
reflete o ponto P(a,b) em relagdo ao eixo real, resultando no ponto P'(a,—b). Na
sequéncia, é necessario determinar o médulo de z que corresponde a distancia do
ponto P a origem.

Para localizar o inverso de z, tomamos a diregdo do conjugado de z, ou
seja, a reta [, que passa pela origem e pelo ponto P’, e nela identificamos um ponto
D' cuja distancia a origem seja igual ao inverso da distancia da origem ao ponto P.
Essa operacdo pode ser realizada refletindo o ponto D em relagcdo ao eixo real,
sabendo que D pode ser encontrado utilizando os passos do caso anterior, pois ele
pertence a reta [, e estd a uma distancia conhecida da origem. Por fim, marca-se o
ponto obtido nessa diregdo, que correspondera ao inverso de z, e que representa

geometricamente o nimero z~! no plano de Argand-Gauss.
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E importante observar que, em ambas as construcbes apresentadas,
utilizamos as propriedades de semelhanca de tridngulos para preservar razdes de

segmentos e angulos. Além disso, empregamos a propriedade de inverséao nos
. N —1 1 _pgi . .
numeros complexos, segundo a qual (re‘)‘) =-e % Ou seja, ao realizar a

inverséo, refletimos o angulo em relag&o ao eixo real, mantendo o modulo invertido.
Com isso, apés diversas construgdes e procedimentos geométricos, foi
possivel demonstrar que o conjunto O constitui, de fato, um subcorpo do corpo dos

nUmeros complexos C.

2.8.2 Lema

Sejaa = a + bi, entdo a € O se e somente se a,b € Q.

Demonstragao:

Seja a € 0. Para determinar as componentes a e b associadas ao numero
complexo a = a + bi, basta tracar as retas perpendiculares aos eixos real e
imaginario que passam pelo ponto correspondente a @ no plano de Argand-Gauss.

Reciprocamente, dados os valores de a e b, pode-se construir duas retas:
uma passando pelo ponto a sobre o eixo real e perpendicular a este eixo, e outra
passando pelo ponto b sobre o eixo imaginario e perpendicular a ele. O ponto de
intersecdo dessas duas retas determina, no plano complexo, a posicao do numero
a =a + bi.



50

3. ENSINANDO TRIGONOMETRIA VIA DOBRADURA

Este capitulo apresenta trés atividades matematicas interativas que exploram
conceitos fundamentais da geometria e da trigonometria por meio da arte do origami:
Dobrando Triéngulos Equilateros em um Quadrado, A Trigonometria no Origami e
O Origami pode trissectar o Angulo? Essas atividades permitem que os alunos
investiguem propriedades geométricas e relagdes trigonomeétricas enquanto realizam
construgcbes matematicas concretas, favorecendo uma aprendizagem visual e intuitiva
dos conteudos.

Ao longo das atividades, os alunos trabalham com a classificagdo dos
tridangulos, identificando propriedades dos triangulos equilateros e retangulos e
compreendendo as condi¢gdes necessarias para sua construcao. A relagao entre as
medidas dos lados e angulos € explorada através dos casos de semelhancga e
congruéncia de tridangulos, além da aplicacédo da simetria para compreender padrbes
geomeétricos formados durante as dobras.

A trigonometria se torna essencial na resolugao dos problemas propostos,
envolvendo conceitos como fungdes trigonométricas, soma de arcos, arco duplo e
angulo externo de um triangulo. Os alunos analisam como os valores das razbes
tigonométricas sdo utilizados para determinar medidas desconhecidas, além de
aplicarem as formulas do tridngulo equilatero e retdngulo para calcular areas e
perimetros. O uso de radicais também surge naturalmente durante os calculos das
medidas dos segmentos gerados pelas dobras.

A atividade, "O origami pode trissectar o angulo?", aborda um dos
famosos problemas gregos da antiguidade, levando os estudantes a refletirem sobre
a impossibilidade da trissecgao do angulo com régua e compasso € como 0 origami
pode oferecer uma solugao (Hull, 2013). Durante essa exploragao, sao trabalhados
conceitos como tipos de tridngulos, simetria e o Teorema de Pitagoras, entre outros
conteudos matematicos relevantes.

Além disso, a relagdo entre os tridngulos formados pelas dobras permite
explorar poligonos regulares, destacando como certos padrdes geométricos surgem
a partir de repeticées simétricas. O estudo de produtos notaveis se tornarelevante na
manipulagao algébrica das expressdes matematicas obtidas ao longo das atividades,

auxiliando na simplificacdo de calculos e na compreensao das propriedades dos
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tridangulos.

Dessa forma, essas atividades ndo apenas reforgam conhecimentos
matematicos essenciais, mas também proporcionam uma abordagem inovadora e
dindmica para o ensino da geometria e trigonometria. Ao integrar a manipulagéo do
papel com a modelagem matematica, os alunos desenvolvem uma compreensao mais
profunda dos conceitos, aprimorando suas habilidades analiticas e sua capacidade de

resolver problemas de forma criativa.

3.1 Dobrando triangulos equilateros em um quadrado

Problema

Encontre uma maneira de dobrar um tridngulo equilatero a partir de um
papel quadrado. Em seguida, encontre o maior tridngulo equilatero possivel que
possa ser dobrado a partir de um quadrado. De que maneira esse triangulo
equilatero maximo pode ser dobrado? Faga 0 mesmo com um hexagono regular.
Observagao:

A parte geométrica deste problema requer apenas a capacidade de
trabalhar com tridangulos de 30° — 60°— 90°. No entanto, insights geométricos mais
criativos podem levar a solugdes mais elegantes.

Para uma turma de calculo, este problema poderia ser apresentado sem
qualquer mencao referente a dobras no papel, pois € um problema basico de
otimizagao, ou seja, achar as dimensdes do maior triangulo equilatero que pode ser
inscrito em um quadrado.

Porém, este problema pode ser resolvido completamente sem recorrer a
derivadas, desde que se configure corretamente o modelo e se tenha um sdlido
conhecimento de trigonometria.

Solugao do Problema

Existem varias maneiras de dobrar um tridangulo equilatero dentro de um
quadrado. Todas elas envolvem a criagdo de um angulo de 60°. llustraremos abaixo
uma possivel solugédo. Assumimos, de agora em diante, que o lado do quadrado tem
comprimento 1.
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Figura 37 — Construindo um tridngulo equilatero dentro de um quadrado

/ V3

) -~ —_—
/ -
- 2

~| B

Fonte: Thomas Hull, 2013.

O movimento envolvido consiste em pegar um canto do quadrado,
denominado A4, e dobra-lo até a linha central do quadrado (portanto, o papel deve ser
vincado ao meio primeiro), garantindo ao mesmo tempo que a nova dobra passe

pelo canto B. Chamamos P a imagem do ponto A apds essa dobra.
Dessa forma, o tridangulo ABP formado é equilatero, pois como BP é a

imagem de AB apos a dobra, seu comprimento continua sendo 1. Podemos entédo
dobrar B em direcao a linha central da mesma forma ou simplesmente reconhecer,
por simetria, que AP também tem comprimento 1. Assim, AABP é um tridngulo

equilatero.
Agora para encontrar o maior triangulo equilatero inscrito neste quadrado,

procedamos do seguinte modo.

Primeiro fixemos um de seus vértices coincidindo com um canto do
quadrado. Caso contrario, um dos lados do triangulo ndo tocaria nenhuma das laterais
do quadrado, o que indicaria que o triangulo poderia ser ampliado. Se assumirmos
que a lateral esquerda do quadrado ndo esta sendo tocada, os trés vértices do
triangulo devem estar em contato com as outras trés laterais. Isso permite que o
tridngulo seja deslizado para a esquerda até que um de seus vértices toque a lateral
esquerda do quadrado e, ao mesmo tempo, uma das outras laterais. Assim, um dos

vértices do triangulo estara posicionado exatamente no canto do quadrado.

Figura 38 — Construindo o maior triangulo equilatero dentro de um quadrado

"‘HH_H} Q I| \\__ “ qll (:} IIIl.' "
[ ™
I

/__-- | - /

- [
-~ |I- ‘—-d_,-F‘-

Fonte: Autoria prépria, 2025.
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Analisemos agora o seguinte diagrama.

Figura 39 — Representando os lados e os angulos do tridngulo equilatero dentro de
um quadrado

L]

X

]

1
Fonte: Thomas Hull, 2013.

A base do tridangulo, de comprimento x, se estendera do canto inferior
esquerdo até a lateral direita do quadrado. O intervalo relevante para o angulo 6 sera
0° < 6 < 15°, pois, se 8 > 15°, estariamos em um caso simétrico com a < 15°.

O préximo passo é encontrar uma férmula para a area A do tridngulo

equilatero e maximiza-la em termos de 8. Como a base do tridngulo é x, sua altura é

‘Q—Ex. Assim, a area € dada por:
3-x\ 1
A= <x \/_ > =
2 2
3
A= £x2
4
Mas queremos expressa-la em funcédo de 6. Como cos 6 = ;1? podemos
reescrever
V3
A= Tsecze

Sabemos que cosf é uma funcao decrescente no intervalo 0 < 6 <,

logo que sec? @ é crescente nesse intervalo. Portanto, A sera maximizada no ponto

extremo 6 = — (ou seja, 15°).
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Figura 40 — Grafico da fungdo sec? 8 no primeiro quadrante
Gréfico de y = sec? (x) no Primeiro Quadrante

— sec?(x)
--- x="1 (assintota)
25r

20—

y
-
%

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6
x {radianos)

Fonte: Autoria prépria, 2025.

Para dobrar este tridngulo equildtero maximo no papel quadrado,

procedamos do seguinte modo.

Figura 41 — Dobrando o maior triangulo equilatero dentro de um quadrado

60°

Fonte: Thomas Hull, 2013.

O que precisamos é encontrar o angulo de 15°, pegando a imagem da
esquerda acima observamos que se forma um tridngulo equilatero como representado
no inicio do problema, depois das marcacgdes feita € necessario dobrar um novo
tiangulo equilatero no lado do quadrado perpendicular a base do triangulo ja
marcado, dessa forma as mediatrizes das bases dos dois triangulos séo
perpendiculares. Agora basta dobrar dois lados do quadrado sobre um lado de cada
tridngulo para se ter uma bissetriz que dividi o angulo de 30° em duas partes iguais
15°, tais dobras devem partir do mesmo vértice, dessa maneira temos 6 = 15°. Com
isso construimos o maior triangulo equilatero inscrito no quadrado.

Inscrevendo o hexagono maximo em um quadrado

Nesta atividade, sera apresentada a construg¢ao, por meio de dobraduras
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em papel, de um hexagono regular qualquer a partir de uma folha quadrada. Em
seguida, utilizando a mesma folha, sera realizada a constru¢ao do hexagono regular
de maior area possivel que pode ser inscrito nessa superficie. Vale destacar que o
hexagono regular pode ser decomposto em seis tridangulos equilateros congruentes,
caracteristica que sera explorada nas construgdes propostas. Essa decomposi¢ao
geomeétrica ndo apenas facilita a visualizagdo e a execugao das dobraduras, como
também permite uma analise mais precisa da distribuicdo da area na folha quadrada
e da eficiéncia da construgdo em termos de aproveitamento do espacgo disponivel.
Para iniciar comecaremos fazendo as dobraduras do hexagono regular
qualquer, utilizando a folha quadrada devemos dobra-la ao meio duas vezes,
formando quatro novos quadrados de lado igual a metade do quadrado inicial. Apds
esse passo devemos construir o tridngulo equilatero qualquer, como visto
anteriormente, para apds a abertura do papel quadrado possamos obter quatro
triangulos equilateros. E necessario que um dos vértices do tridngulo esteja no

centro do quadrado maior.

Figura 42 — Dobrando um hexagono regular dentro de um quadrado

Fonte: Autoria propria, 2025.

De posse das dobraduras acima, precisamos somente fecharo hexagono.

Figura 43 — Dobrando um hexagono regular dentro de um quadrado (continuagao)

Fonte: Autoria prépria, 2025.
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Para a construgdo de um hexagono regular maximo n&o utilizaremos um
tridngulo equilatero qualquer, precisamos utilizar o maior tridngulo equilatero que se
pode construir dentro do quadrado. Observando a imagem abaixo, podemos
perceber que um quarto do quadrado corresponde exatamente ao padrao de vinco
do triangulo equilatero maximo. Portanto, o método de dobradura para o triangulo
pode ser modificado para produzir um hexagono maximo. A figura mais a direita

ilustra esse método de forma resumida.

Figura 44 — Dobrando o maior hexagono regular dentro de um quadrado
1/ 4

Fonte: Thomas Hull, 2013.

A imagem a direita representa as marcagdes necessaria para a construgao
do tridngulo equilatero de area maxima.
Depois das marcacdes feitas devemos abrir a folha quadrada e seguir os

passos abaixo.

Figura 45 — Dobrando o maior hexagono regular dentro de um quadrado (continuagao)

Fonte: Autoria prépria, 2025.

As figuras a seguir mostram um caminho para provar o caso do hexagono

maximo.
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Figura 46 — Prova do maior hexagono regular dentro de um quadrado

=

=)

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Seja 6 o angulo que o hexagono faz com a borda inferior do quadrado
(cujo lado tem comprimento 1), e seja x o comprimento do lado do hexagono. Como

o hexagono é composto por seis triangulos equilateros, é facil calcular sua area:

V3

A= 6'79(2
3V3

A = x?

Nosso objetivo é maximizar essa expressdo em relacéo a 6. A Figura (b)
ilustra como fazer isso. O didmetro do hexagono é 2x, e, assumindo que dois
vértices opostos do hexagono toquem os lados esquerdo e direito do quadrado,

podemos formar um tridngulo retdngulo a partir de um desses vértices (o direito, na
figura), cuja base tem comprimento 1 e cuja hipotenusa € uma das diagonais do

hexagono (comprimento 2x). Como a base desse triangulo é paralela a base do
quadrado e a hipotenusa é paralela a base do hexagono, sabemos que o angulo da

base desse tridngulo é 6. Assim, temos:

secl
cosf =—,ou x =
2x
Portanto, a area do hexagono é:
A= 3v/3 sech 5
2 2
3v3 sec?6
A=——:-
2 4
3v3
A= %_ sec?6

Para maximizar essa expressao, precisamos determinar o intervalo de 6 a
ser considerado. A simetria do hexagono nos mostra que o intervalo relevante € 0° <

6 < 15°. Assim como no caso do triangulo, o maior valor do intervalo, 6 = 15°,
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fornece a maior area. Isso faz com que uma das diagonais do hexagono fique

alinhada com uma diagonal do quadrado.

3.2 Trigonometria com origami

Problema

Como seria possivel, a partir de simples dobraduras em tridngulos
retdngulos de papel, descobrir relagbes trigonométricas mais complexas, como as
formulas do arco duplo e do arco metade? Seria viavel deduzir essas expressdes
apenas com base em construgcdes geométricas e observagdes visuais? Em seguida,
encontre os valores para seno, cosseno e tangente dos angulos de 15° e 22,5°.
Observagao:

A partir da dobragem de triangulos 45° — 45° —90° e 30°— 60°—90°, é
possivel descobrir expressdes exatas para os comprimentos dos lados de tridangulos
15°—75°—-90° e 22,5°— 67,5° — 90°, respectivamente. Com isso, também se obtém
valores exatos para seno, cosseno e tangente dos angulos de 15°, 75°, 22,5° e 67,5°.

O problema utiliza conhecimentos fundamentais sobre seno, cosseno e
tangente (como a relagao entre catetos e hipotenusa), a compreensao de tridngulos
semelhantes e a capacidade de manipular raizes quadradas algebricamente, como a
multiplicac&o pelo conjugado de um radical.

Solucgao do Problema

Recomenda-se utilizarum tridangulo retdngulo de papel para dobrar e fazer
anotacdes durante esta atividade. Uma maneira facil de gerar tais tridangulos
rapidamente é pegar uma folha padrao de papel A4 e corta-la ao longo de uma das
diagonais do retangulo para criar dois tridngulos retdngulos. Os angulos de tal
tridngulo ndo sédo 6bvios, o que o torna um bom triangulo geral para se experimentar.

A seguir, mostra-se um exemplo do seu triangulo dobrado. Primeiro, deve-
se notar, conforme indicado no material, que o0 &ngulo 8 é duplicado quando dobrado

para o topo do triangulo.
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Figura 47 — Dobras no tridngulo retangulo

.

|

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Assim, AAOC é um tridngulo isdsceles e BO é a mediatriz de AC. Olhando

para o triangulo retangulo AABO, isso imediatamente nos da que cos 6 = % e entao

AB = BC = cos 6.

Figura 48 — Dobras no triangulo retangulo e classificagdo dos lados

sen 268

A

Fonte: Autoria propria, 2025.

Seguindo os angulos ao redor do tridngulo, notamos que 2C0OD = 26. Ou
seja, £CAO = 6 como observado no triangulo AACO e o angulo 20CA = 6, pois 0
tridangulo AACO é isdsceles de base AC. Pelo Teorema do angulo externo, temos que

0 angulo 2COD = 20, pois representa a soma dos dois angulos do triangulo nao
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adjacentes a ele. Portanto, ao olhar para o triangulo retangulo AOCD, temos que
CD = sen 20 e OD = cos 26. Assim, o triangulo AACD nos diz que

sen 20
sen 0 = ——— = sen260 = 2 senf cos0,
cos O + cos 8

que é a formula de angulo duplo para o seno.
Observando novamente o tridangulo AACD, temos que

1+ cos 26
c0s =———— = cos 260 = 2 cos?0— 1,
cos 0 + cos 6

que é a formula de angulo duplo para o cosseno. (Embora a forma alternativa
cos 20 = cos*6 — sen*6 também possa ser obtida usando sen?6 + cos?6 = 1.)

Em posse da formula cos 20 = 2cos?8 — 1, encontramos

c0s 260 = 2cos%0 — 1= cos20 = —2sen’6 +1 =
c0s260 +1 = 2cos?0 = 2sen’d = 1— cos26 =
5 cos26 +1 5 1 —cos 20
c0s‘ =———= sen“‘fg =——>
2 2
cos20 +1 1— cos 26
cosf =+ Tl senf =+ Tl

Descobrindo os valores para seno, cosseno e tangente dos angulos de 15°e
22,5°

E mais dificil preparar pegas de triangulos de papel para essa atividade,
pois é necessario que eles sejam triangulos 30° — 60° —90° e tridangulos retdngulos
isosceles. A maneira mais facil de fazer isso € dobrar tridngulos equilateros a partir
de um quadrado ou retangulo (consulte a atividade Dobrando Tridngulos Equilateros
em um Quadrado) e, em seguida, corta-los ao meio; triangulos retdngulos de 45° sado
faceis de fazer cortando um quadrado ao meio ao longo de uma diagonal.

As fungdes trigonométricas dos angulos podem ser encontradas de forma
exata, enquanto, para qualquer outro triangulo, é sempre necessario recorrer a
calculadora. Isso nos da uma visdo de como as fungdes trigonométricas de outros
tridangulos, n&o convencionais, ainda podem ser calculadas exatamente.

De fato, durante muitos anos, até mesmo os sistemas avancados de
algebra computacional ndo conseguiam fornecer férmulas exatas para as fungdes
trigonométricas dos angulos vistos nesta atividade.

Para o tridngulo 30°—60°—90° do material, a primeira tarefa é
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determinar o comprimento x, reproduzido na figura abaixo.

Figura 49 — Dobras no triangulo retangulo para obter o dngulo de 15°

Fonte: Thomas Hull, 2013.

A chave esta no fato de que AEDB é semelhante a AABC, pois ambos s&o

tridngulos retdngulos e compartilham o angulo em B. Portanto, temos que

X 3
=\/7_:2x=\/§—x\/§

= 2x +xV3 =3

V3
TIrV3
:\/§(2—\/§)

1
>x=2V3—3m

1—x

Assim, nosso tridangulo 15°— 75° — 90° tem o cateto maior v/3, o cateto

menor 2v/3 — 3, e a hipotenusa 2v 6 — 3v/3 como mostra abaixo.
H?=(V3)2+(2V3-3)2=> H?=3+12—-12V3+9
> H2=24—-12V3

>H= /24—12\/§
>H=2 /6—3\/5.

Esses valores sdo um pouco complicados, e normalizar o cateto menor

para 1 parece ser uma pratica comum nesse tipo de problema. Fazendo isso,

V3

H; =2 ++/3 apods racionalizar o

obtemos o cateto maior com comprimento

denominador.
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M V3 ” V3 2V3+3
—_—_—,— S e .
1 2V3-3 2V3-3 2J3+3
_6+3v3
" 12-9

>M=2+V3nm
Para encontrara hipotenusa vamos utilizar o Teorema de Pitagoras, assim
obtemos uma hipotenusa de comprimento Zm.
(H)2=(1)2+ 2+V3)2=> (H)?=1+4+4V3+3
= (H)?=8+4V3

> H = /8+4\/§
>H =2 /2+\/§l

Isso n&o é tdo ruim, mas, surpreendentemente, isso é igual a v2 + /6.

Chegar a essa conclusao € bem complicado, e ndo é provavel que os
alunos consigam simplificar a raiz quadrada de raiz até esse ponto. Entéo, fique a
vontade para aceitar uma solugéo final de 2v2 ++/3 para a hipotenusa! Mas, se

utilizarmos os produtos notaveis iremos encontrar

H =2 /2+\/§:>H’= /8+4\/§

= = |(VE) + 2V2V6 + (VB)

=>H' = (ﬁ+\/€)2
>H =V2+V6m

Sim, isso ndo é o tipo de coisa que se descobre sem experiéncia em

tentar fatorar radicais quadraticos em quadrados perfeitos. De qualquer forma,
obtemos os seguintes "comprimentos canénicos" para um triangulo 15° — 75° —90°:
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Figura 50 — Triangulo retangulo de angulo 15°

V2 ++/6

15°

2 +43

Fonte: Autoria propria, 2025.

Isso nos da (novamente, apds racionalizar os denominadores)
1 1 V2-V6 _\2-V6 _ V62,

)

. sen 15 = m e = =
. cos 15° = 2HV3 _ 2+V3 V26 _ 2V2-2Ve4VE-3V2 _ —Ve—V2 _ Vo+Vz,
= VZ+le  V2+ve Vi-ve - =T =

o_ 1 1 2=3_2-v3 _
* tg 15 T 2+V3 2+V3 2-V3 4-3 =2-V3.

A mesma abordagem funciona para o caso do triangulo retangulo de 45°,

e € ainda mais facil. A figura abaixo mostra que o comprimento x se repete trés
vezes no triangulo dobrado, e assim a hipotenusa nos da x=+2-1, sem

necessidade de usar tridngulos semelhantes.

Figura 51 — Dobras no triangulo retangulo para obter o dngulo de 22,5°

1
422
V2 -1 :
| 22 5° |
1 1
Fonte: Thomas Hull, 2013.
(1-x)?%=x*+x%=> R=1"+{H2-1)=
_ 2 2
1-2x+x*=x*+x*=> R=14+2—2VZ+1>
2 1 —
x“+2x—-1=0> h2=4_2\/§=>

=2-1
g - h=/4—2ﬁ-
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A figura acima mostra os "comprimentos candnicos" para um tridngulo
22,5°— 67,5°— 90°. Infelizmente, neste caso, a hipotenusa nao simplifica bem para
eliminar a raiz quadrada aninhada. Como resultado, as fungdes trigonométricas
exatas para 22,5° ndo sio especialmente simples:

V2-1 _ V2-1 V242 V42242 V22 V22

* sen 22,5 T Jiavz  Ja2vz v2evz  Verava-avz-a V& 2’
. cos 2250 = L __—__1 V22 V242 _ Y2+V2 _ V2+V2

’ Va—2vZ  Va-2v2 V242 V8+avZ-4vZ-4 Va 2’
e g5 ="l=y7-1.

Poderiamos normalizar o triangulo para que o cateto mais curto tenha

comprimento 1, mas isso ndo melhora a situagao.

3.3 O origami pode trissectar um adngulo?

Problema

Investigue a possibilidade de trissecar qualquer angulo agudo por meio de
dobraduras. Caso isso seja possivel, apresente uma demonstragéo; caso contrario,
elabore uma refutagcdo fundamentada. Apresente também um método de fazer a
duplicagéo do cubo.

Observacgao

O cerne desta atividade reside em conceitos fundamentais de geometria.
No entanto, a possibilidade de que o origami permita a trissecgdo de angulos tem
implicagdes significativas. Em particular, sugere-se que o origami constitui um
método de construgdo mais poderoso do que o uso exclusivo de régua e compasso.
Isso implica que o conjunto de numeros construiveis por meio do origami € mais
extenso do que o menor subcorpo dos numeros reais fechado sob extracdo de
raizes quadradas.

Essa atividade € especialmente envolvente quando inserida no contexto
da discusséao sobre os problemas classicos da matematica grega, como a trissecgao
de um angulo e a duplicagdo do cubo.

Solugao do Problema
O procedimento apresentado a seguir demonstra como é possivel

trisseccionar um angulo agudo por meio da dobradura de papel.
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o Passo 1: Pegue uma folha quadrada de papel e realize uma dobra partindo do

canto inferior esquerdo, formando um éangulo 6 com a base.

Figura 52 — Trissectando um angulo agudo - Parte 1

B

Fonte: Autoria propria, 2025.

. Passo 2: Em seguida, dobre o papel ao meio na diregao vertical (de cima para

baixo) e depois desdobre.

Figura 53 — Trissectando um angulo agudo - Parte 2

Fonte: Autoria prépria, 2025.

o Passo 3: ApoOs isso, dobre novamente ao longo da linha de vinco

correspondente a 1/4 da altura do papel.

Figura 54 — Trissectando um angulo agudo - Parte 3

Fonte: Autoria prépria, 2025.

o Passo 4: Realize uma nova dobra de modo que o ponto P, seja posicionado
sobre a linha L, e simultaneamente, o ponto P, seja posicionado sobre a linha L,,ou

seja utilize o axioma 6. Para isso, sera necessario curvar o papel, alinhar os pontos



66

e, em seguida, pressionar para achatar a superficie.

Figura 55 — Trissectando um angulo agudo - Parte 4

P1 V\\ -

Fonte: Thomas Hull, 2013.

J Passo 5: Por fim, mantendo a aba dobrada, estenda a linha de vinco L,
conforme indicado naimagem abaixo. Denominamos essa nova linha de vinco como

L3-

Figura 56 — Trissectando um angulo agudo - Parte 5

Fonte: Thomas Hull, 2013.

o Passo 6: Apds a realizagédo das etapas descritas anteriormente, ao desdobrar
completamente o papel e estender a linha L ; até alcancar o ponto P,, pode-se dobrar

a borda inferior do papel até L. Essa operagéo bisssecta o angulo formado entre L,

e a base do quadrado. Assim, dependendo da precisao das dobras realizadas, torna-

se evidente que o angulo 6 foi trisseccionado.

Figura 57 — Trissectando um angulo agudo - Parte 6

Fonte: Autoria propria, 2025.
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Podemos nos perguntar, se a dobra L, sempre vai cruzar P,, mas a figura
apresentada abaixo ilustra porque P, pertence a linha L,. Se designarmos X como o
ponto extremo esquerdo do segmento de L, formado pela dobradura, observamos

que o segmento P, X corresponde a XC quando o papel esta dobrado.

Figura 58 — Demonstrag¢do da trissec¢gdo de um angulo agudo - Parte 1

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Além disso, o angulo entre XC e L;, no papel dobrado, € idéntico aos
angulos adjacentes ao ponto X no papel desdobrado. Como os angulos opostos pelo
vertice sdo congruentes, conclui-se que P, X forma uma linha reta com L ,.

Ha diversas abordagens para demonstrar que esse método de dobradura
realmente trissecciona o angulo. A mais direta baseia-se na constru¢do geométrica

apresentada.

Figura 59 — Demonstragdao da trissec¢ao de um angulo agudo - Parte 2

rd
s
/LS

D Py
Fonte: Thomas Hull, 2013.
Sejam os pontos A, B e C as imagens dos trés pontos ao longo do lado

esquerdo do papel apdés a realizagdo da dobra. Além disso, tracamos uma
perpendicular de C até encontrar a base do quadrado no ponto D. Pela definigao

dessas construgdes geomeétricas, verifica-se que AB = BC = CD.
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Ao analisar o papel desdobrado, nota-se também que P,B é perpendicular
a AC. Dessa forma, os tridngulos AABP,, ABCP, e ACDP, s&o triangulos retdngulos
congruentes. Consequentemente, o angulo 6 foi trisecionado em P,.

Essa técnica de trissecgao do angulo pode ser encontrada em diversas
referéncias online, embora a maioria delas utilize uma demonstragao alternativa

baseada na seguinte construgdo geométrica.

Figura 60 — Demonstragao alternativa da trisseccao do angulo

i
\
EF=
C
F
L,
Py X

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Nesta abordagem, consideram-se os pontos A, B e C, como definidos
anteriormente, e adicionam-se os pontos P,, F e E na regido esquerda do papel.
Esses dois conjuntos de pontos, assim como as linhas que os conectam, sao
simétricos em relagao a linha de dobra central.

Dessa simetria, conclui-se que AB = BC e que P,B é perpendicular a AC.
Isso permite demonstrar que o tridngulo AP, AC é isOsceles, como o 2XP,F é reto
temos que o £XCB também é reto por construcao e dessa forma o 2CBP, é reto, pois
os segmentos XC e P,B s&o paralelos, assim o segmento P,B faz papel de altura e
mediana do triangulo AP, AC, pelo caso de congruéncia de triangulo LAL temos que
os segmentos P,A e P,C s&o iguais, nos mostrando que o tridangulo AP ,AC é

isosceles.
Como consequéncia, verifica-se que 2AP,B = «BP,C, pois 0 segmento

P, B também faz papel de bissetrizdo 2AP,C. Além disso, como L, é paralela a borda
inferior do papel, tem-se que <FCP, = «XP,C, e como «BP,C = £FCP, por
construgdo, temos que 2XP,C = £BP,C = £AP,;B. Assim, confirma-se que o angulo
0 foi corretamente trisseccionado.

Duplicagado do Cubo e Origami

Esse problema consiste em construir um cubo cujo volume seja o dobro
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de um cubo dado, o que equivale a construir o valor /2. Embora seja impossivel

realizar essa construgao com régua e compasso, o origami oferece uma solugéo.

Figura 61 — Duplicagdo do cubo - Parte 1

Fonte: Thomas Hull, 2013.

O método a seguir foi desenvolvido por Peter Messer [Mes86]. O primeiro
passo € dobrar uma folha quadrada de papel em trés partes iguais, se sentir
dificuldades em fazer essa divisao ao final do problema irei explicar como dividir um

comprimento em n partes iguais. Em seguida, utilizando os pontos e linhas conforme
rotulados na figura anterior, realiza-se a "movimentag¢ao" do origami, dobrando P,

sobre L, e P, sobre L, simultaneamente. A imagem de P, sob essa dobra ira dividir o

lado esquerdo do papel em dois segmentos, cuja razao sera /2.

Provar que essa construcdo funciona € um exercicio desafiador de
geometria euclidiana. Embora as etapas nao sejam particularmente dificeis, os
elementos desse problema tém uma tendéncia a se complicar, gerando equagdes
excessivamente complexas se nao forem seguidas na sequéncia correta. Um truque

util € assumir que Y = 1, de modo que o lado do quadrado sera X + 1. Com isso, a

Unica coisa que precisamos provar é que X = /2.



70

Figura 62 — Duplicagao do cubo - Parte 2

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Rotule os elementos conforme mostrado na figura anterior. Podemos usar
o Teorema de Pitagoras no triangulo AABC para obter que d = (X? + 2X)/(2X + 2).
Além disso, a medida de AD sera dadaporX — (X+1)/3=(2X-1)/3.

Figura 63 — Triangulos AABC e AADE semelhantes

A
X 1—d E
+ X+1
B
B d c y X ’.I.Jﬂ'L
L _Xt1

Fonte: Autoria propria, 2025.

Agora, como os triangulos AABC e AADE sao semelhantes, temos a

seguinte relagao:

X+1
d X—=—=— d _2x-1

= = =
X+1—-d X+1 X+1-d X+1
3
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X% +2X

L 2x+2 _2X-1
v X2t2X T X+1
2X + 2

. X2+2Xx 2x-1
X24+2X+2 X+1

= X3 +3X24+2X =2X3 +3X2+2X -2

=>2X3-X3=2

=>X3=2m

E, como esperado, isso nos leva a conclusao desejada.
Dividindo um comprimento em n partes iguais

Vamos aprender um método para dividir o lado de um pedago quadrado
de papel em partes iguais, como tergos, quintos ou outras divisdes impares, de
maneira exata, sem depender de aproximagdes.

A imagem abaixo demonstra como criar uma marcagdo que permite

dobrar o lado do papel em tergos exatos.

Figura 64 — Divisao do quadrado em trés partes iguais

5 @ ) A3

Fonte: Thomas Hull, 2013.

A partir dessa descoberta, somos encorajados a generalizar o método
para outras divisbes, promovendo a ampliacdo de habilidades e raciocinio
matematico aplicado ao origami.

Abaixo estdo algumas instru¢des de origami. Pegue um quadrado e faga
vincos dobrando-o ao meio verticalmente e dobrando uma diagonal, como mostrado.
Em seguida, faga um vinco que conecte o ponto médio da borda superior e o canto

inferior direito.
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Figura 65 — Dividindo o quadrado em 3 partes iguais - Parte 1

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Para encontrar as coordenadas do ponto P, onde as dobras diagonais se
encontram, suponha que o canto inferior esquerdo seja a origem e que o quadrado
tenha comprimento de lado 1. Considere um quadrado de comprimento lateral igual
a 1 e a rotulagem indicada na figura abaixo. Denotando as coordenadas do ponto P
como (x,x), temos que o segmento AE possui comprimento x, e EB possui

comprimento (1 — x). Além disso, o comprimento de EP também é x.

Figura 66 — Dividindo o quadrado em 3 partes iguais - Parte 2
C F

I.J

A 0 \E B
Fonte: Thomas Hull, 2013

Observe que os triangulos ABDC e ABEP sao semelhantes. A relagao

entre os lados correspondentes desses triangulos pode ser expressa como:

lcol _ 1spl
|PE| ~ |BEI|’
Sendo assim, temos:
1 1
5 x
—= >-=1-x
X 1—x 2

>x =2 —-2x

=>3x =2
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2
S>x=—n
¥=3
Essa relacdo também pode ser demonstrada utilizando os tridangulos

semelhantes AABP e ACPF. Dessa forma encontramos o segmento EB igual a um
terco, como queriamos a pouco.

A figura abaixo mostra como generalizar o método para dobrar o lado de

um quadrado em n divisdes iguais, onde n é impar. Em vez de usar a linha vertical

1/2, faga uma linha vertical em x = Z—:i oux = ﬁ (longe do lado direito).

Figura 67 — Dividindo o quadrado em n partes iguais, onde n é impar

1/(m-1)
P

|

",
E B
Fonte: Thomas Hull, 2013.

Encontrar essa linha n&o deve ser muito dificil, ja que n — 1 € um numero

par (j@ que n é impar). Se n— 1 for igual a algo como 6, entdo vocé teria de
1 . . ~ , . 1
encontrar um ponto 5 primeiro e entdo dobra-lo ao meio para obter uma marca de .

Entéo, em certo sentido, esse método é recursivo.)
As mesmas abordagens anteriormente dardo que o ponto em que os dois

. . . r ,n—1 n—-1 ~
vincos diagonais neste caso geral se encontram é (T’T)’ que pode entao ser

usado para dobrar o papel em n partes iguais.
Essa abordagem permite estender o método para qualquer divisao impar,
promovendo a aplicagdo pratica de conceitos geométricos e analiticos no contexto

do origami.
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4. ENSINANDO AS CONICAS VIA DOBRADURA

As sec¢des conicas sempre ocuparam um papel de destaque na historia da
matematica, ndo apenas por sua importancia teorica, mas também pelas diversas
aplicagdes em diferentes areas do conhecimento. No entanto, seu estudo costuma
se restringir a abordagens algébricas e geométricas formais, o que, muitas vezes,
dificulta o interesse e a compreensao por parte dos estudantes. Pensando nisso,
este capitulo propde uma abordagem alternativa e dinadmica para a introdugao das
cbnicas, buscando despertar a curiosidade e promover a construgcado de conceitos de
forma visual e interativa.

Para isso, sera apresentada inicialmente a construcido de uma parabola
por meio de dobraduras em papel, atividade que permite ao estudante visualizar a
formagao dessa curva a partir de procedimentos simples e acessiveis. Em seguida,
utilizando o software GeoGebra, sera feita a construcdo dindmica dessa mesma
parabola, além das construgdes da elipse e da hipérbole, proporcionando uma leitura
geomeétrica mais ampla e exploratéria dessas curvas.

Além de estimular o interesse pelas cbnicas, essa proposta didatica
possibilita o trabalho integrado de conteudos fundamentais, como os pontos notaveis
das cbnicas, a representacao de suas equacgoes algébricas, conceitos de geometria
analitica e a resolugao de equagdes quadraticas. Assim, ao combinar manipulacao
concreta e recursos digitais, este capitulo pretende contribuir para um ensino mais
significativo, favorecendo a compreensao dos conceitos matematicos e valorizando a

beleza e a aplicagcédo das conicas no estudo da geometria.

4.1 Dobrando uma parabola

Problema

Um dos movimentos basicos do origami € dobrar um ponto até uma linha
repetidamente, gerando vincos que parecem ser tangentes a uma parabola,
demonstre matematicamente que a curva formada é, de fato, uma parabola. Em
seguida faga a construgdo da parabola utilizando um software de modelagem
matematica, de preferéncia o Geogebra.
Observacgao:

Embora essa atividade seja, essencialmente, um exercicio de construgao
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geomeétrica, servindo como uma introdugdo ao estudo das possibilidades de
construcbes matematicas via origami em comparagdo com o uso de régua e
compasso, ela abrange diversos outros conceitos matematicos. Durante a atividade,
os estudantes reforcam propriedades fundamentais das parabolas.

Além disso, a formulagcdao de uma prova rigorosa requer a modelagem
detalhada do processo de dobradura, tornando esta atividade um excelente exemplo
de modelagem geométrica. Uma abordagem mais elegante para a demonstragao
pode ser realizada por meio do conceito de invélucros de curvas, um tépico
frequentemente ministrado em cursos de geometria diferencial.

Outro aspecto relevante da atividade é a ilustracdo da conexao entre
geometria visual e resolucédo de equacdes algeébricas. Um dos pontos principais da
atividade é estabelecer a equivaléncia entre a realizagdo da dobra no origami e a
resolucdao de uma equacgao quadratica. Esse vinculo entre geometria e algebra é um
conceito fundamental na matematica avancada.

Solugao do Problema

A histéria desse exercicio de dobragem remonta a um passado distante. A
referéncia mais antiga conhecida esta no livro Geometric Exercises in Paper Folding,
de T. Sundara Row, publicado originalmente na india em 1893. Desde entao,
inumeras referéncias sobre a constru¢gado de uma parabola por meio da dobragem de
papel foram mencionadas na literatura de ensino de matematica. No entanto, é
sempre surpreendente para estudantes e professores que, ao dobrar repetidamente
um ponto P sobre uma linha L, as linhas de vinco parecem ser tangentes a uma

parabola com foco P e diretriz L.

Figura 68 — Dobra de um ponto até uma linha repetidamente

(a) (b) (c)

Fonte: Thomas Hull, 2013.
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Utilizando as definicbes de foco e diretriz de uma parabola,
conseguiremos construir uma prova conceitual. A ideia central € que, ao dobrar P
sobre L, parte do papel é sobreposta, trazendo uma parte de L para coincidir com P.
Se tracarmos uma linha espessa sobre essa regido dobrada, perpendicular a
imagem de L, essa linha percorrera toda a borda dobrada do papel. Ao desdobrar o
papel, essa marca atravessara o vinco, demonstrando que o ponto X, onde a linha
do marcador encontrou a linha de vinco, € equidistante do ponto P e da linha L.
Como, por definicdo, uma parabola é o conjunto de pontos equidistantes de um foco
e de uma diretriz, segue que X pertence a parabola. Mas adiante iremos mostrar que
a linha de vinco é tangente a parabola de foco P e diretriz L, no ponto X. Veremos
que como a escolha do ponto de dobragem é arbitraria, essa propriedade € valida

para todas as linhas de vinco.

Figura 69 — Dobrando P sobre P’

Pl’
Fonte: Autoria propria, 2025.

Agora, buscaremos a equacgao da curva obtida.

Figura 70 — Ponto P e P’ no Plano Cartesiano

o

Y
_ I'|
- ﬁp-’z‘::a_l)
.
L

-7 -

/
Fonte: Thomas Hull, 2013.
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Para isso, vamos definir as coordenadas dos elementos no plano
cartesiano. Considere o ponto P =(0,1) e a reta L definida por y = —1. Agora,
suponha que P seja dobrado sobre L, resultando no ponto P’ = (t,—1), onde t pode
assumir qualquer valor real.

Quando dobramos P sobre P’, a linha de vinco formada sera o eixo
mediador do segmento PP'. Isso decorre diretamente do fato geométrico
fundamental de que o conjunto de pontos equidistantes de dois pontos dados é o
eixo mediador do segmento que os une. Como a dobra coloca um lado do papel
sobre o outro e P vai para P’, todos os pontos da linha de vinco serédo equidistantes
dePeP.

A inclinagdo do segmento PP’ é dada por —2/t, logo a inclinagdo da linha

de vinco € t/2. Pois o segmento PP’ e a linha de vinco sdo perpendiculares.

Observe:
. . - ;. Ay  -1-1 2.
o Ainclinagédo do segmento PP’ € dada porm = ol
. Se duas retas sdo perpendiculares, m,. - mg, = —1;
. . ~ . . 2 t
o Temos a inclinacéo da linha de vinco m' - (— ?) =—-1=m'= >

Sendo assim vamos determinar a equacao da linha de vinco em termos
das variaveis x e y, incluindo o parametro t.

O ponto médio do segmento PP’ é (t/2,0), que pertence a linha de vinco.
Assim, a equacgao da linha de vinco ao dobrarmos P = (0,1) sobre P' = (t,—1) é:

_t( t>:> ot t?
Y=oX 2)7Y =y

Vamos mostrar que as linhas de vinco séo, de fato, tangentes a uma
curva no ponto Q. Suponha que tracemos uma linha vertical de P’ = (t,—1) até a
linha de vinco no ponto Q. Ao dobrar ao longo da linha de vinco, os segmentos QP' e
QP terdo o mesmo comprimento. Assim, a linha de vinco é tangente a parabola no

ponto @, com foco P e diretriz y = —1. Como Q pertence a linha de vinco, suas

coordenadas sao (t,t?/4), pois Q = (t,y) = (x,>x — =), sendo x = t:

(b)) = t tz_ttt tz_ttz tz_ttz
Q=y)=\xzx=7)=(t3 ) =\"2 72 )= \"1)

deduzindo a equacéao da curva gerada pela repeticdo do movimento de dobra, a qual
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2

é y ==-. Sendo assim, temos:

X x\2
£t oo, 2t (3) -»
Z—EX-F}/— =>t= l

2

Isso fornece um nGmero real para t somente quando x?/4 —y > 0. Entao
a desigualdade y < x?/4 representa todos os pontos no plano que podem ser
atingidos por uma linha de vinco, e a regido dada por y > x?/4 contém todos os
pontos que ndo serao atingidos por uma linha de vinco. O limite dessas duas regides
€ nossa curva, a parabola y = x?/4.

Também poderia demonstrar que € uma parabola usando a seguinte
ideia. Como sabemos que o ponto de tangéncia (x,y) deve satisfazer x =t,
igualamos a inclinagao da linha de vinco a inclinagéo entre (x,y) e (t/2,0), obtendo
y =x2%/4.

Observe a imagem abaixo.

Figura 71 — Ponto equidistante de P e P’

\
Mo
\(_x, })

L
PF

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Sabemos que a inclinagado da nossa linha de vinco é t/2, mas isso deve

ser igual a inclinagdo entre os pontos (x,y) e (t/2,0) (o ponto médio de PP’). Entéao:

t y—-0 x y X
2=t 2 x7Y7%
2 2

4.2 GeoGebra na construgao da parabola

Simular essa atividade no Geogebra ou no Geometer's Sketchpad deve
ser muito simples para quem ja esta familiarizado com o software. E recomendado

fortemente explorar o Geogebra, pois ele pode ser baixado gratuitamente em
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http://www.geogebra.org ou utilizar online, sem a necessidade de fazer o download.
A sequéncia para a construc¢do da parabola no GeoGebra, é a seguinte:
1. Desenhe um segmento de reta qualquer, sera a diretriz.

Figura 72 — Construindo a diretriz
Kol A> o4 N =+ o Q
O P=(6-3 e Wo)~] (@) :

Q FP=(-23)

w

DIRETRIZ = Segmento(P, P")
(@)

= 10

+ | Entrada..

ey
&

DIRETRIZ

Fonte: Autoria propria, 2025.

2. Desenhe o ponto P sendo o foco da parabola e um ponto P’ qualquer

pertencente a diretriz.

Figura 73 — Construindo o foco da parabola e um ponto qualquer na diretriz
(A A D004 N = SC Q
© |P=(6-3 =N Mo+ (B :

Py =(4-3)

DIRETRIZ = Segmento(Py, P})

=10

P=(L1-1)

c o e o

P’ = Ponto(DIRETRIZ)

= (-4,-3) @
+ | Entrada..

DIRETRIZ

Fonte: Autoria prépria, 2025.



3. Trace o segmento PP’ e 0 seu ponto médio, M.

Figura 74 — Construindo o ponto médio de PP’

80

B~ 4> 004 N=+ Do Q=
o +HE alc(w) =
O
° DIRETRIZ = Segmento(P;, P})
e
o P’ = Ponto(DIRETRIZ)
e
+
a
2
Fonte: Autoria prépria, 2025.
4. Trace uma linha que passe por esse ponto médio e seja perpendicular ao
segmento PP’ (ou seja, desenhe a mediatriz de PP’).
Figura 75 — Construindo a mediatriz de PP’
]2 00 4 N = Sc Q=
© \ +HEalc/a: =
O
@ DIRETRIZ = Segmento(P;, P})
O
o P’ = Pento(DIRETRIZ)
o
o M = PontoMédio(P’, P}
. Ay
+ Q
&

Fonte: Autoria prépria,2025.

Essa linha perpendicular sera a linha de dobras. Com essa linha

selecionada, ative o recurso de "exibir rastro" (no Geogebra, isso pode ser feito
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clicando com botao direito na linha e escolhendo "exibir rastro") e mova o ponto P’

ao longo da diretriz. O resultado sera algo como a imagem abaixo.

Figura 76 — Rastros da linha de dobra - Parte 1

K] r 004 N2 e

A\

Q | Pi=(6-3) =N N

Sc Q=

Elo)~] (8] : =

O Pi-¢3 : \
DIRETRIZ = Segmento(P;, P}) H
O
= 10 N
© | P=(1L1
P’ = Ponto(DIRETRIZ)
O
= (-19,-3) ®
° f = Segmento(P',P)
= 219
P
M = PontoMédio(P’, P)
O M
= (145, 2) =
b
g : Perpendicular(M, f)
@)
= 09x-2y =531
+ Entrada... Q
e
Q
W\\ :
? I

Fonte: Autoria prépria, 2025.

Figura 77 — Rastros da linha de dobra - Parte 2

DRSS EIEPAREE:

X

0 P63 = j\

oc Q
@I@ &/

NN #

O |Pi=(13) : \ ‘ /
DIRETRIZ = Segmento(Py, P}) H E 7
Q
= 10 |
Q | P=(L-) H \\ -
) P’ = Pento(DIRETRIZ) H
= (2.04,-3) ® = | —
° f = Segmento(P',P) \\¥ ///?/
—a—— [ — [
= 364 e — T T ——
— s S P e e e s R
— == — —
M = PontoMédio(P’, P) R —— %gf’—' —
i
= (0.52,-2) — T
e e e B —
o g : Perpendicular(M, f) /i/ o = \\\:\ —
| i —
= 304x-2y =558 =1 | \ X:\\L\F\E\\\
L \
e
+ | Entrada... ettt s\ Ta
-
I
A\ O}
\K'\
o I }

Fonte: Autoria prépria, 2025.




Figura 78 — Rastros da linha de dobra - Parte 3
Kol A> o4 N =+ o Q=

Q |Pi=(6-3) =

Q | Pi=04-3)

DIRETRIZ = Segmento(Py, P{)

= 10

P=(1-1)

o o o

P’ = Ponto{DIRETRIZ)

= (-6,-3) ®
f = Segmento(P",P) H \

= 539

o

M = PontoMédio(P', P)
= (-35.2)

g : Perpendicular(M, f)
= 5x-2y=215

+ | Entrada..

Fonte: Autoria propria, 2025.

A parte divertida do software de geometria dinamica € que, ao construir
esses pontos e linhas, eles ficam interligados. Devemos mover o ponto P’ e
atualizando as linhas de tragco para ver como a parabola muda.

Ainda melhor € encontrar o ponto de tangéncia para desenhar a parabola
de fato. No Geogebra, faga uma linha através de P’ perpendicular a L. Construa um
ponto Q onde essa linha intersecta a linha de dobras. Em seguida, use a ferramenta
“exibir rastro” clicando com o botao direito do mouse em cima do ponto Q. Isso fara o
Geogebra desenhar o rastro do ponto Q a medida que P’ se move ao longo de L. E
como Q € o ponto de tangéncia da nossalinha a parabola, isso resultara no desenho
da parabola. Depois, sera muito divertido mover o ponto P e ver como a parabola se

altera.



Figura 79 — Rastros do Ponto Q - Foco 1
k] &~ 2004 N =2+

Q | Pi=(6-3)
O |Pi=@-3
o DIRETRIZ = Segmento(Py, P{)

= 10
Q P=(L)

P’ = Ponto(DIRETRIZ)
(@)

= (1.02,-3)

f = Segmento(P',P)
@)

= 2.84

M = PontoMédio(P’, P)
@]

= (001,-2)

g : Perpendicular(M, )
O

= 202x-2y =402
@ h : Perpendicular(P’, DIRETRIZ)

= x= 102

Q = Intersegio(g, h}
@)

Fonte: Autoria prépria, 2025.

Figura 80 — Rastros do Ponto Q - Foco 2
mﬁ/quﬁ@éxz$

=7

DIRETRIZ = Segmento(Py, P1)

@)

= 10
Q P=(LO

P’ = Ponto(DIRETRIZ)
O

= (-3.98, -3)

f = Segmente(P’,P)
O

= 423

M = PontoMédio(P’, P}
@)

= (-2.49, -L.5)

g : Perpendicular(M, f)
)

= 2.98¢- 3y = 11.92

h : Perpendicular(P', DIRETRIZ)
@)

= x=-398

Q = Intersegio(g, h)

= (:3.98, 0.02)
+ Entrada...

Fonte: Autoria prépria, 2025.
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Figura 81 — Rastros do Ponto Q - Foco 3
() 7004 N2 S5c Q
[~ [z @@ AA @ H

DIRETRIZ = Segmento(Py, P}) |

=

= 10

[
P=(-12) H
. \ ;
P’ = Ponto(DIRETRIZ) H i i

= (4-3) ® % ;

o o o

f = Segmento(P', P) : o

. N\ | iy
= 7.07 \:‘
M = PontoMédio{P’, P) H hY?

= (15.-05) b =T

o

s
g : Perpendicular{M, f) H ~ -_..../‘

=x-y=2

=T

h : Perpendicular(P’, DIRETRIZ) i DIRETRIZ

=x=4

= (4.2)

+ | Entrada.. /|
1

Fonte: Autoria propria, 2025.

Q = Intersegio(g, h) H // AT

4.3 GeoGebra na construgao da elipse e hipérbole

A construgdo € a mesma da parabola, mas agora comece com um circulo
em vez de uma linha L, no caso a diretriz. O resultado dependera completamente se
o ponto P esta dentro ou fora do circulo. Se P estiver dentro do circulo, obtemos uma
elipse com focos em P e no centro do circulo. Se P estiver fora do circulo, obtemos
uma hipérbole com os mesmos focos.

Vamos utilizar o GeoGebra para construir a elipse, para isso
construiremos um circulo de centro C, um ponto P interno a circunferéncia e um

ponto P’ pertencente a circunferéncia.
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Figura 82 — Construindo a elipse - Parte 1

(A Ao 04 N]= @ S5c Q =

o oo = moae: =
¢ : Circulo(C, 3) H

= (x+1P+y =9

@ P=(L2
P’ = Pento{c) H —
o
= (1.22,2.01) ® / P \

+ | Entrada. /

-

Fonte: Autoria propria, 2025.

Vamos unir os P e P’ e em seguida fazer a mediatriz do segmento PP’.

Figura 83 — Construindo a elipse - Parte 2
(k] &L~ 4> 00 4N = e Sc Q=
@ =Y ) HE e e ¢ =

¢ : Cireulo(C, 3)
= (x+12+y2 =9

o
@ | P=(L2)
o

P’ = Ponto(c)

= (1.23,2) ® / P ‘\ P

f = Segmenta(P,P') H / \
= 223 / c

g : Mediatriz(P, P") H \

= 223 =027 \ /
+ | Entrada..

Fonte: Autoria propria, 2025.

Para visualizar a elipse precisamos mover o ponto P’ sobre a

circunferéncia e nao podemos esquecer de marcar a opgao rastro na mediatriz.



Figura 84 — Construindo a elipse - Parte 3
k] 4> 00 4L N =+ oc Q=

—¢ = \ h W
NI \ %‘é/‘””

¢ : Cireulo(C, 3)
= (x+12+y=0

P=(12)

P’ = Pento(c)

@ o o

= (0.93,-2.3) ®

f = Segmente(P,P’)

(@]

= 471
g : Mediatriz(P, P')
= 193« + 43y —-0.57

+ Entrada...

Fonte: Autoria propria, 2025.

Para a construcdo da hipérbole basta colocar o ponto P para fora da

circunferéncia.

Figura 85 — Construindo a hipérbole
Ao 4N= e Sc Q=
@ c-(v e LR AR | W o)~ (8]0 :

¢ : Circulo{C, 3)

o

= (x+1P+y =9

P=(3,2)

P’ = Pento(c)

&)
(9]

= (199, -0.23) ® .

f = Segmente(P, P’)

= 245

@)
—
g1
0}

o & : Mediatriz(P, P') : \

= 1.0Ix + 2.23y = 4.49
+ | Entrada.. \

SRy R Al
.

Fonte: Autoria prépria, 2025.

Alguns comentaram, como [Sch96], que, embora seja legal, rapido e facil
criar tais segdes cOnicas usando software, nada se compara a deixar os alunos
descobrirem isso por si mesmos primeiro, com a dobradura no papel. Para o caso da

elipse e hipérbole, precisamos usarum compasso ou ferramenta de desenho circular
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para tragar um circulo no papel e marcar o centro. Em seguida, um ponto P aleatério
pode ser escolhido, e os alunos comegam a selecionar pontos P’ no circulo,
dobrando para P, desdobrando e repetindo.

Provar que a dobradura com um circulo da uma elipse ou hipérbole € um
pouco mais envolvido do que o caso da parabola. Apresento aqui uma prova

conceitual para o caso da elipse.
Seja 0 o centro do circulo, P um ponto dentro do circulo, e P’ um ponto

qualquer sobre o circulo. Entdo, nossa linha de dobras sera a mediatriz de PP’, e
seja X o ponto de intersegdo entre a linha de dobras e o segmento OP’. Agora,
lembre-se de que uma elipse é determinada por dois focos e um comprimento fixo [,
onde a soma das distancias entre qualquer ponto da elipse e os dois focos € sempre
L.

Afirmacgao: A linha de dobras é tangente a elipse cujos focos séo O e P,
no ponto X, e cujo comprimento fixo é o raio do circulo.

Prova: Primeiro, mostramos que a linha de dobras contém um ponto
dessa elipse. Como o raio do circulo é igual a 0X + XP' e PX = XP' (pela dobradura),
sabemos que 0X + XP é igual ao raio do circulo, o que significa que o ponto X esta

na elipse. A figura abaixo ilustra isso.

Figura 86 — O ponto X de tangéncia a elipse

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Agora queremos mostrar que nenhum outro ponto da linha de dobras
pode estar na elipse, provando assim a tangéncia. Seja U outro ponto na linha de

dobras, e suponha que U esteja na elipse. Seja OV alinha do raio que passa por U.
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A figura abaixo ilustra isso.

Figura 87 — O ponto U de tangéncia a elipse

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Como U esta na elipse, temos que UP =UV. Mas como U esta na
dobradura de P’ para P, sabemos que UP = UP’, entdo UV = UP'. Como OU + UP'é
igual ao raio do circulo, que é igual a OP’, devemos ter que U esta na linha OP'. Isso
significa que U = X, e assim X é o unico ponto nalinha de dobras que é tangente a

elipse.
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5. ENSINANDO A RESOLVER EQUAGOES CUBICAS VIA DOBRADURAS

A resolugdo de equacgdes algébricas sempre ocupou um lugar de
destaque na histéria da matematica. Em especial, as equacdes cubicas desafiaram
matematicos por séculos até que métodos eficazes fossem desenvolvidos para
encontrar suas raizes. Neste capitulo, propde-se um estudo sobre a resolucdo de
equagdes cubicas a partir de diferentes abordagens, explorando desde métodos
algébricos tradicionais até técnicas geométricas e construtivas, como o Método de
Lill.

O Método de Lill sera abordado ndo apenas como uma ferramenta
algébrica-geométrica, mas também como um recurso didatico para o ensino de
conceitos matematicos, permitindo visualizar de maneira concreta a solucdo de
equagdes de segundo e terceiro grau. Assim, este capitulo busca integrar teoria,
histéria e pratica, explorando possibilidades de ensino e aprendizagem a partir de

problemas classicos da matematica.

5.1 Resolugao de equacgoes cubicas

Problema:

E possivel encontrar a solucdo dessas equacdes clbicas através das
dobraduras?
Observagao:

Esta atividade representa um aprofundamento no estudo de construgdes
geométricas via origami. Para sua realizacdo, é essencial que tenhamos
previamente concluido as atividades de dobradura de uma parabola e de trissec¢ao
de angulos, pois a operacgao de dobradura explorada aqui constitui o passo-chave na
construcdo da trisseccdo do angulo. Sem essa motivagdo, a compreensao da
importancia da dobradura denominada "de dois pontos para duas retas" pode se
tornar desafiadora.

Solugao do Problema
O método de trissecgado de angulos por origami € viabilizado por meio de

um movimento de dobradura relativamente complexo, o axioma 6 nos garante que
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"Dado um par de pontos P, e P, e um par de retas L, e L,, é possivel

realizar uma dobra que posicione simultaneamente P, sobre L, e P, sobre L,.”

Figura 88 — Dobra que posiciona simultaneamente P, sobre L, e P, sobre L,

Fonte: Autoria propria, 2025.

Para muitas pessoas, esta pode ser a primeira vez que encontram
explicitamente essa operagao de dobradura. Assim, pode ser util compara-la com as
instrucbes para a trisseccdo de angulos, a fim de convencé-las de que essa
dobradura é, de fato, possivel.

Essa operagao de dobradura sempre sera possivel, independentemente
da escolha dos pontos e das retas? A resposta é nao.

Se considerarmos as retas L, e L, como paralelas e suficientemente
afastadas, e os pontos P, e P, proximos entre si, mas entre as duas retas, pode-se
perceber que ndo ha como colocar P, sobre L, e simultaneamente P, sobre L,,.

Isso ocorre porque toda dobradura € uma isometria, ou seja, preserva as
distédncias entre os pontos. Se a distédncia entre P, e P, n&o puder ser mantida ao
realizar a dobra, a operagao se torna inviavel.

Lembre-se de que, quando dobramos repetidamente um ponto P em
relagdo a uma reta L, as dobras resultantes podem ser interpretadas como tangentes

a uma parabola cujo foco é P e cuja diretriz € L.
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Figura 89 — A nica dobra que é tangente as duas parabolas
Rt 2> 4& N2 o
O A=0-7 A @O e

o 1l

B=(9-2)

f = Segmento(A, B)

= 18

PL=(3.1)

P1' = Ponto(f) H
= (-2.-2) ®

g = Segmento(P1’,P1)

= 316

h : Mediatriz(P1’, P1)

® : iat

=x-3y=-1 / f

i : Perpendicular(P1’, f)

=x=-2 L

C = Intersecio(h, i)
@
= (2,033) -

@ P=63)

Fonte: Autoria propria, 2025.

Essa propriedade nos diz que ao dobrarmos P, sobre L,, a dobra formada
sera tangente a parabola com foco em P, e diretriz L,. Analogamente, essa mesma
linha de dobra sera tangente a parabola com foco em P, e diretriz L,. Dessa forma, a
operagao de dobradura equivale a encontrar uma reta tangente comum a duas
parabolas distintas.

Vamos explorar essa operagdao de uma maneira diferente. Pegue uma
folha de papel e marque um ponto P, (preferencialmente proximo ao centro da folha).
Defina a borda inferior do papel como areta L,.

Escolha umsegundo ponto P, em qualquer outra posicao na folha. Nosso
objetivo é analisar o comportamento de P, a medida que dobramos P, sobre L,

repetidamente.

Figura 90 — Pontos simétricos em relagdo a dobra - Parte 1

- . Pl
H/. P
[~ @
L [T
=
P’

Fonte: Thomas Hull, 2013
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Escolha um ponto sobre L, (chamado de P,’) e dobre-o até coincidir com
P,. Utilizando uma caneta ou marcador, registre um ponto na regido da folha onde a

parte dobrada toca P,. (Se nenhuma outra parte da folha tocar P,, escolha outro P,’ e

repita o processo.)

Figura 91 — Pontos simétricos em relacdo a dobra - Parte 2

Marque aqui

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Desfaca a dobra. O ponto registrado, que podemos chamar de P,’,
representa a nova posigao de P, resultante da dobradura. Escolha um novo P,’ e

repita o processo diversas vezes, gerando varios pontos P,’.

Figura 92 — Pontos simétricos em relagdo a dobra - Parte 3

B’
Fonte: Thomas Hull, 2013.

Conecte os pontos obtidos e observe o formato da curva gerada.

Assim como na atividade "Dobrando uma Parabola", esta requer a
realizagdo de varias dobras e a marcagdo de multiplos pontos P,’ para gerar uma
boa aproximagao da curva resultante.

Conforme o numero de dobras aumenta, pode ocorrer uma situagao em

que a propria dobradura mova o ponto P,, em vez de apenas sobrepor uma camada
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de papel sobre ele. Nesses casos, é essencial marcar a nova posi¢ao de P, no papel
para manter a precisao da construcao.
A figura abaixo ilustra um exemplo possivel da curva gerada, com eixos x

e y incluidos para referéncia.

Figura 93 — Curva gerada pela ligagao dos P,’
1 Pl

}.‘
Fonte: Thomas Hull, 2013.

Para determinar a natureza da curva gerada por essa operagédo de
dobradura, construiremos um modelo matematico do processo.

Considere os seguintes elementos:
. P, =(0,1);

. Areta L, definida pela equagéo y = —1;

. A posicao final de P, apds a dobradura: P," = (t,—1) em L ;
. Um ponto fixo P, = (a, b);

. A imagem de P, ap06s a reflexdo, denotada por P,’ = (x, ).

Figura 94 — Nomeando os pontos simétricos a dobradura

i
) Pﬂ = {:ﬂ, b)
‘P1_= (0.1) g
N Y
A\ ep=(xy)
. o \-If.' )

] \:’1' =(t-1)

-1 Ly

J

Fonte: Thomas Hull, 2013.
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Nosso objetivo é determinar as coordenadas de P,’ e, a partir disso, obter
uma equagao em termos de x e y que descreva a curva gerada pela atividade de
dobradura.

Procedimento

° Passo 1: Determinacao da equacéao da linha de dobra: A linha de dobra é a
mediatriz do segmento P, P,". Encontre sua equacao usando a definicdo de mediatriz:
é a reta perpendicular ao segmento P, P,’ que passa pelo seu ponto médio.

o Passo 2: Uso da geometria da reflexdo: Utilize a equagao da reta de dobra
para expressar as coordenadas da reflexédo de P,.

o Passo 3: Obtencéo da equacéao da curva: Combine as equacgdes obtidas nos
passos anteriores para eliminar a variavel t, deixando uma unica equacao que
relacione x e y, mantendo as constantes a e b.

Este exercicio de modelagem pode ser visto como uma versao
aprimorada da atividade sobre parabolas. De fato, a configuracdo inicial é
exatamente a mesma: P, = (0,1), L, dado por y =—1, e P,"=(t,—1). Assim, a
equacao da linha de dobra sera idéntica aquela obtida na atividade sobre parabolas:

t t?

y=§X—Z.

A principal dificuldade consiste naincorporagéo do ponto P,. E necessario
estabelecer relagbes entre as coordenadas (a,b) do ponto P, e as coordenadas
(x,y) de sua imagem P, apdés a dobra. Como o objetivo final & encontrar uma
equacgao que descreva a trajetéria de P,’ @ medida que t varia, precisamos eliminar a
variavel t ao longo do processo.

Um possivel ponto de confusdo € o uso das variaveis (x,y) para
representar o ponto P,". Essa escolha é feita para que a equacéo final fique expressa
em termos das variaveis x e y, que sao mais familiares aos estudantes quando lidam
com equacgoes de curvas. No entanto, é crucial que ndés percebamos que essas
variaveis x € y ndo sao as mesmas da equacao da linha de dobra. Para evitar essa
ambiguidade, alguns podem preferir denotar as coordenadas de P, como (x',y").

Para resolver esse problema, € essencial fazer algumas observagdes-

chave. Primeiramente, a inclinacdo do segmento de reta P,P,’ deve ser igual a
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inclinagdo do segmento P,P,’, ou seja,
2 y—-b

t x—a

Podemos ser tentados a substituiressa expressdo na equacao da linha de
dobra para obter uma Unica equagao com apenas x € y como variaveis. No entanto,
essa abordagem € inadequada, pois os valores de x e y na equagéo da linha de
dobra n&o correspondem as coordenadas de P,’.

Para superar esse problema, podemos utilizar um ponto que sabemos
estar na linha de dobra: o ponto médio do segmento P,P,’, dado por

(x +a y_—l—b)
2 2 )
Substituindo esse ponto na equacgao da linha de dobra e utilizando a

relagdo acima para eliminar t, obtemos uma equacgcao em termos de (x,y):

t t? y+b x—a x+a <x—a)2

YERE T T T Ty T2 Uy oh
:>y+b_—(xz—az)(y—b)—Z(x—a)Z
2 2+ (y —b)?

>+ -b)?=-(x*-a>)y—-b)-2(x-a)m

Note que esta € uma curva cubica, pois hd um termo y3 no lado esquerdo
da equagdo e um termo x2y no lado direito.

Embora a obtencdo dessa equacdo possa nao ser imediatamente
empolgante para um estudante de ensino médio, a sua plotagem para valores
especificos de (a, b) pode ser extremamente reveladora.

Simulacao da curva utilizando o GeoGebra

Continuamos a investigar essa operagao incomum de origami:

"Dado um par de pontos P, e P, e um par de retas L, e L,, é possivel
realizar uma dobra que posicione simultaneamente P, sobre L, e P, sobre L,.”

Para evitar a repeticdo manual das dobras em papel, podemos modelar
essa atividade utilizando softwares de geometria dindmica, como o GeoGebra. Essa
abordagem permite a visualizagao rapida de multiplos exemplos da curva gerada por
essa operacao.

Procedimento para construgao no GeoGebra:
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J Passo 1: Construcao da base: crie areta L, e o ponto P;.

Figura 95 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Parte 1
R (A A 004N 2 oc Q=
CREEE) =Y Mo~ [a)% : =

O |B=@©-2

L1 = Segmento(A, B)

=16

o
@ |Pi=001)
+

Entrada...

P

L1

&
2
Fonte: Autoria propria, 2025.
J Passo 2: Definicdo da dobradura: escolha um ponto P,’ sobre L, e conecte-o
a P, por meio de um segmento de reta.
Figura 96 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Parte 2
DIRPESICH=IFANIEIES oc Q=
O |A=ts N HEslew :
O |B=(-2) :
° L1 = Segmento(A, B)
© |Pi-(L3 &
Q@ Pr=@-2)
o f = Segmente(P1’,P1) T
+ | Entrada...
P1’
L1
&
a
Fonte: Autoria prépria, 2025.
J Passo 3: Construgdo da dobra: determine a mediatriz do segmento P,P,’".

Essa reta representa a linha de dobra.



Figura 97 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Parte 3
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Fonte: Autoria prépria, 2025.

o Passo 4: Reflexdo do ponto P,: insira um novo ponto P, em qualquer posicéo

do plano. Reflita P, em relag&o a linha de dobra obtida no passo (3). No GeoGebra,

essa operacdo pode ser realizada com a ferramenta "Reflexdo em relacdo a uma
reta". O ponto refletido deve ser nomeado como P,’".
[ ]

Figura 98 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Parte 4
R Al X Do AN e o Q
A-(22) =) o~ @/i
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g : Mediatriz(P1’, P1)
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P2=(51) : T

P2

O
o
o
o
o
o

PY = Reflexio(P2, g)

= (2.37, 4.20)

+ | Entrada.. YA

Fonte: Autoria propria, 2025.
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J Passo 5: Observacdo da trajetéria de P,”: movimente P," ao longo de L, e
observe a trajetdria do ponto P,’. Para visualizar a curva tragada por P,’, ative a
opgao "Exibir Rastro" (clicando com o botédo direito sobre P,’ e ativando a opgéo

correspondente).

Figura 99 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Parte 5
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Fonte: Autoria propria, 2025.

Posicione P, em diferentes locais do plano e observe como a curva

resultante se modifica.

Figura 100 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Mudando o ponto P, - Parte 1
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Fonte: Autoria propria, 2025.



Figura 101 — Curva gerada pelo ponto P,’ - Mudando o ponto P, Parte 2
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Fonte: Autoria prépria, 2025.

Apés a atividade de dobradura em papel, este € um momento oportuno
para que os estudantes explorem outras curvas semelhantes utilizando o GeoGebra,
desde que os recursos computacionais estejam disponiveis. Embora a experiéncia
de tragar essas curvas manualmente, por meio da dobradura do papel, seja
insubstituivel, 0 GeoGebra possibilita a visualizagdo dinamica e interativa de uma

ampla variedade de formas que curvas cubicas podem assumir.

A Técnica de Alperin para resolver equagoes cubicas com origami

Existem diversas abordagens possiveis para empregar o origami na
resolucdo de uma equagao cubica arbitraria. A técnica de Alperin, apesar de
tecnicamente correta, dificilmente seria concebido de forma espontanea pela maioria
dos estudantes. Para um método alternativo, mais intuitivo e pratico, recomenda-se
consultar a atividade seguinte, baseada no Método de Lill.

No método de Alperin, parte-se de uma equacgao cubica arbitraria da
forma:

x>+ ax?+bx+ c = 0.
Contudo, é possivel eliminar o termo quadratico por meio da substituicdo

X=z— % como visto na secéo 2.7.
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Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que a equacéao
geral a ser resolvida possui a forma:
x3+ax+ b =0,
onde a e b sejam construtiveis via dobraduras.

Para resolver essa equacao, consideram-se as seguintes parabolas:
a2 x?

(y—z) =2bxey=7.

Como a e b sdo numeros construtiveis via origami, os coeficientes dessas

equacdes também o sdo, o que permite construir os focos e diretrizes

correspondentes. A primeira parabola tem foco em (b/2,a/2) e diretriz x = —b/2,
enquanto a segunda possui foco em (0,1/2) e diretrizy = —1/2.

Em seguida, realiza-se uma dobra que leva simultaneamente o ponto

(b/2,a/2) até areta x = —b/2 e o ponto (0,1/2) até aretay = —1/2. Essa operagao

gera um vinco que € tangente a ambas as parabolas, e, embora tal dobra possa

admitir mais de uma possibilidade, neste caso a reta resultante € uUnica se
2 3
. b . . .

considerarmos (E) + (g) > 0. Seja m o coeficiente angular dessa reta.
Proposicao:

O valor de m é uma raiz real da equacao ctubica x® + ax + b = 0.
Demonstragao:

Sejam (x,,y,) € (x;,¥,) os pontos de tangéncia da reta com a primeira e a
segunda parabola, respectivamente. Derivando as equagdes das parabolas, obtém-

se as derivadas:

d b
Y 7 (primeira parabola) e—y = x (segunda parabola).
dx y — > dx

Nos pontos de tangéncia, o coeficiente angular da reta deve coincidir com

o das tangentes as parabolas:

7 em=x,.
Além disso:
1
)
yp=om.
Substituindo (x,, ¥,) na equagao da primeira parabola:
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( a2 a2 (3’0 _%)2.

y—E) =2bx:>(y0—§) =2bxy,=>x,=
Comom = % temos:
(o= (-9 b_ b

Yo 2
0 2~ 2p* 2m*’
Por outro lado, a inclinacdo da reta que passa pelos dois pontos de

tangéncia € dada por:

_AY_y1_3’0
m=—=="———
Ax  x;—x,

Substituindo as expressdes obtidas:

2

_2m =Y
" b
2m?
Substituindo y, pela expresséo obtida em funcao de m:
b R a_b:> _a+b
m_y_ﬂ Ty Tm TN T T
0 2
tem-se:
1, a b
= (3t m)
m =
b
2m?

Realizando as manipulagdes algébricas necessarias e simplificando

ambos os lados, chega-se a equacgao:

e —(3+2)

_ o 2 b_1 , a b
mET b mTam 2" T2 Tm
2m?
o m? - o b+a+b—0
ey T2 T m T
> Lo b+a+b—0
2™ T oam 2 T m T
(m® — b+ am + 2b)
= =0
2m

>m>*+am+b=0m
Portanto, demonstrou-se que o coeficiente angular da reta obtida por meio

da dobra de origami corresponde a uma raiz real da cubica considerada.
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5.2 Método de Lill para solucionar equagoes cubicas

Problema:

O método de Lill serve para resolver equagdes cubicas, esse método de
construgcdo pode ser realizado por meio de origami. Determine as raizes de um
polindmio cubico como exemplo, utilizando apenas dobras de papel.

Observacgao:

Apesar da complexidade inerente a resolucdo de equacdes cubicas, o
Método de Lill é relativamente simples. De fato, sua demonstragdo requer apenas
conceitos elementares de trigonometria e algebra. As dobras necessarias para a
execucao do método demandam precisdo, mas nao apresentam grande dificuldade.

Os conceitos mais aprofundados envolvidos nesta atividade sao
adequados para qualquer disciplina de geometria. Trata-se de uma demonstragao
construtiva e acessivel de que o origami pode ser utilizado para resolver qualquer
equacao cubica.

Solugao do Problema:

Nesta atividade, vocé aprendera o Método de Lill para utilizar a geometria
na resolucao de equacdes cubicas. O Método de Lill € interessante porque pode ser
aplicado por meio de origami!

Imagine que desejamos resolver (encontrar uma raiz real) a seguinte
equacao cubica:

ax3+ bx*+cx +d=0.

Vamos construir o processo do Método de Lill no Plano Cartesiano,
comece no ponto de origem, 0, e desenhe um segmento de reta com comprimento a
ao longo do eixo x positivo. Em seguida, gire 90° no sentido anti-horario e percorra
uma distancia de b. Repita: gire novamente 90° no sentido anti-horario e percorra
uma distdncia de c, depois faga mais uma rotagdo de 90° no mesmo sentido e
percorra uma distancia d, terminando em um ponto T.

Se algum dos coeficientes for negativo, “caminhe para tras”. Se for zero,
apenas gire, sem se deslocar.

Agora, imagine-se posicionado no ponto O tentando “atingir’ o ponto T
com um disparo que rebate no trajeto dos coeficientes em angulos retos, conforme

ilustrado.
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Figura 102 — Método de Lill - Exemplo 1
A

C
.1?3_ qz P2

Fonte: Thomas Hull, 2013.

O Meétodo de Lill estabelece que, se for possivel atingir o ponto T com
esse percurso de disparo, e 8 for o angulo que a trajetéria forma no ponto 0, entao
x = —tg 0 sera uma raiz da equacgéao cubica.

Primeiramente, observe-se que todos os triangulos na figura sao
semelhantes e, consequentemente:

0 =2q,0p, = £q,9,p, = £Tq;Dp;5.
Cada um desses tridangulos pode, portanto, ser utilizado para calcular tg 6

e, ao organiza-los sequencialmente, a demonstragcao surge de maneira natural.
Comegando com o tridngulo AOp, q,, temos:

_x=1tg8 _P1% :b_Chpz
a a
O que implica:
q,p, =ax +b
Em seguida, analisando o tridngulo Aq,p,q,:
g =Bl b

Portanto:
p3q, = x(ax+b) +c¢
Por fim, observando o tridngulo A q,p;T:

d
P39, “x(ax+b)+c

—-x =tgl =

O que nosleva a:
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O0=x(x(ax+b)+c)+d=ax3+bx’+cx+d

Dessa forma, x = —tg 6 € de fato uma raiz da equacéo cubica.

Essa argumentacéao constitui uma demonstracado convincente. Contudo, é
importante destacar que o exemplo utilizado pode induzir a uma interpretacao
limitada: nem toda equagéo cubica possuira um trajeto de coeficientes com o
formato ilustrado no material. Na realidade, a figura apresentada, assim como a
demonstracédo baseada nela, somente sao validas quando todos os coeficientes do
polinémio sao positivos. Caso algum dos coeficientes seja negativo ou nulo, o trajeto
dos coeficientes se modifica, o que altera também os calculos algébricos envolvidos
na demonstracio.

Dessa forma utilizaremos outro exemplo com coeficientes negativos.

Suponha, por exemplo, que o coeficiente do termo x seja negativo,
enquanto os demais sejam positivos. Em outras palavras, consideremos a cubica:

ax3+bx*—cx+d=0

Nesse caso, o trajeto dos coeficientes e o caminho do disparo se

organizariam de maneira distinta, conforme ilustrado abaixo:

Figura 103 — Método de Lill - Exemplo 2

A g1
.f'@h"““x
doip -ﬁ'jx,. gz
;o i)
P 7
l.-'-,.-"l d
! b T
/
{.
Ay
- - L »-
(9] i n
Y

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Observe que sera necessario fazer o disparo quicar nas linhas que
conttm os segmentos p,p, e p,p; para que o Método de Lill funcione. A
demonstracéo algébrica nesse caso sera a seguinte:

No triangulo AOp, q,,

p144 _ b+ q,p,
a a

—x=tg0 =



105

Assim:
q.P, = —ax —b
No triangulo Aq,p,q,,

P24, =C + D39,
q,p, —ax—b

—x=tan @ =

Portanto:
pP3q, = —x(—ax—b) —c
No tridngulo Aq,p,T,
d
P39, - —x(—ax—b) —c

—x =tanf =

O que nosleva a:

—x(—x(—ax—b)—c)=d

Simplificando:

ax3+bx*—cx+d=0

Outros casos podem ser tratados de forma semelhante, inclusive aqueles
nos quais um ou mais coeficientes sao nulos.

E notavel que o Método de Lill &€ engenhoso, vale ainda destacar dois
aspectos adicionais sobre esse método. Primeiro, o Método de Lill é valido para
polindmios de qualquer grau e, portanto, pode ser utilizado para encontrar raizes
reais de quintas ordens ou de qualquer polindmio desejado, sendo a demonstragéo
essencialmente a mesma. Segundo, € bastante interessante e didatico simular o
Método de Lill utilizando softwares de geometria dinamica, como GeoGebra.
Método de Lill via Origami

Podemos utilizar o origami para resolver qualquer equacgao cubica
aplicando o Método de Lill. Essa ideia foi descoberta pela matematica italiana
Margherita Beloch em 1933.
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Figura 104 — Método de Lill via Origami

N A
Ly \ ~
. —
p /
hY qz p2
P39 /g\ I_. —®
i / \ . /
b 1
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0 e PUTN
™
N
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Fonte: Thomas Hull, 2013.

Iniciando a construcao:

. Passo1: Desenhe (ou dobre) sobre o papel o trajeto dos coeficientes de
acordo com o Método de Lill.

. Passo 2: Em seguida, dobre uma linha perpendicular ao eixo x a uma
distédncia a de p,p, (no lado oposto ao ponto 0). Denomine essa linha de L.

. Passo 3: Depois, dobre uma linha perpendicular ao eixo y a uma distancia d
de p,p; (no lado oposto ao ponto T). Denomine essa linha de L,.

. Passo 4: Por fim, dobre o ponto O sobre a linha L; enquanto,
simultaneamente, dobra o ponto T sobre a linha L,. Esta linha de vinco formara um
dos lados do percurso de disparo necessario para o Método de Lill (e contera o
angulo 8 que procuramos).

Analisando as instru¢cbes acima, vamos aplica-las para encontrar as
raizes do polinébmio

x3—7x—6
utilizando apenas dobras de papel.

Este polindmio foi cuidadosamente selecionado, pois possui trés raizes
inteiras, todas passiveis de serem encontradas através do método de dobraduras
desenvolvido por Beloch para resolver cubicas.

Para a execugao pratica, € necessario estabelecer um sistema de

coordenadas cartesiano sobre a folha quadrada de papel. Qualquer intervalo de
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coordenadas suficientemente amplo pode ser utilizado, mas recomenda-se adotar
aquele que se ajuste melhor a atividade. O sistema de coordenadas aqui sugerido foi
desenvolvido por Cary Malkiewich.

O sistema de Malkiewich considera uma folha quadrada de lado 16
unidades, com o eixo x disposto ao longo da linha horizontal central, variando de —4
a 12. O eixo y é colocado sobre a linha vertical que marca um quarto da largura da
folha, a esquerda do centro.

Para preparar a folha de acordo com esse sistema de coordenadas,
devem-se dobrar as linhas dos eixos x e y (para localizar a origem 0), tragar o
caminho dos coeficientes (para determinar o ponto T) e marcar as retas L, e L,,

essenciais na estratégia de Beloch para resolver o Método de Lill.

Figura 105 — Estratégia de Beloch para x* - 7x— 6

R L2
61 T

4 o ap 4 8 12

=] o

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Para obter a imagem acima inicie com uma folha de papel quadrada
grande e imagine que elarepresentao plano xycom -4 <x <12e -8<x<8.
Iniciando a construcao:

o Passo 1: Dobre ao meio para formar o eixo x.



Figura 106 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 1

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Passo 2: Faga um vinco em x = 4.

Figura 107 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 2

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Passo 3: Dobre o eixo y e alinha x = 8.

Figura 108 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 3

i Y .

T
4 B

12

F - - —— = —

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Passo 4: Dobre a linha x = 2.
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Figura 109 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 4

—4

Fonte: Thomas Hull, 2013.

12

Passo 5: Dobre alinha x = 1.

Figura 110 — Desenvolvendo o Método de Lill para x> — 7x — 6 - Parte 5

—4

2

4

Fonte: Thomas Hull, 2013.

12

Passo 6: Faca esses vincos adicionais.

Figura 111 — Desenvolvendo o Método de Lill para x> — 7x — 6 - Parte 6

il

J

Fonte: Thomas Hull, 2013.

12

Passo 7: Dobre a linha y = —6 e faga um vincoem y = 6.

109
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Figura 112 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 7
E-- -3

— o ilz & 2 12

S, | E—

Fonte: Thomas Hull, 2013.

o Pronto para o Método de Lill!
Desenhe os pontos 0 = (0,0) e T = (8,6), além das linhas L;:y=—6 e

L,:x = 2. O trajeto dos coeficientes é desenhado em negrito de 0 até T.

Figura 113 — Desenvolvendo o Método de Lill para x3 — 7x — 6 - Parte 8

| L
61 T

| L

Fonte: Thomas Hull, 2013.

A medida que o sistema de coordenadas for sendo dobrado na folha, é
importante tragar as linhas de vinco relevantes, para facilitar a visualizacdo. Isso é
fundamental para a execucgao correta da dobra que determinara o caminho do tipo
bullet path. Marcar os pontos em 0 e os numeros 1, 2, 4 e 8 no eixo x também
auxilia no processo de dobragem. Mais importante ainda & destacar asretas L, e L,
com uma caneta grossa e marcar pontos grandes nos locais correspondentes a O e
T.

Com o sistema de coordenadas montado e as linhas importantes
tracadas, os estudantes estardao prontos para enfrentar a atividade principal:
encontrar as raizes de x3 — 7x — 6. Isso exige levantar a folha quadrada e dobra-la
de modo que O coincida com L, e T com L,. Utilizar uma fonte de luz para visualizar
os pontos marcados de O e T através do papel pode ser util. Como o polinémio

possui trés raizes reais, existem trés maneiras distintas de realizar essa dobra
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corretamente.

Figura 114 — Encontrando as raizes de x3 — 7x — 6 - Parte 1
H L-l
ix

-4

Fonte: Thomas Hull, 2013.

Um desses casos revela que o ponto T é dobrado até a posi¢ao (—4,—6)
sobre L,, enquanto O é dobrado até (2,2) sobre L,. Isso implica que os triangulos
semelhantes formados pelos caminhos do tipo bullet path e pelo caminho dos
coeficientes sdo todos triangulos retangulos isésceles de 45°. Em outras palavras, o
angulo 8 em 0 é de 45°, portanto, tg 8 = 1. Assim, x = —1 deve ser uma raiz de
x3 — 7x — 6. Verificando: (-1)*-=7-(-1)—6=—-1+7 -6 =0.

As duas outras possibilidades sao as seguintes:

Figura 115 — Encontrando as raizes de x3 — 7x — 6 - Parte 2

L L4
T T
|
'r‘ . | |
n.“_ d ] II
-b:l"i__ I."I III
IlI M, . \ﬁi‘f |I )
- ol o R — 1 - Obh i |2
,r,l'r o N |I i 1-""‘. ll'.
/ . RH ‘*
f - - . .-‘I|II"‘F-| L
o 1"; '
Lz LZ
Fonte: Thomas Hull, 2013.

Na primeira delas, o ponto T € dobrado até o ponto de interseg&o das retas L,

e L,, situadoem (2,—6). Isso significaque alinha de vinco obtida intercepta o eixo x
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em x =5, pois essa linha é a mediatriz do segmento entre T = (8,6) e (2,—6),
cujo ponto médio é (5,0). O triangulo retangulo formado entre os caminhos do
coeficiente e do bullet path no ponto T possui catetos de comprimento 6 e 3, de
modo que tg 8 =6/3 =2. Assim, x = —2 é outra raiz, o que se confirma por:
(-2)3=7(-2)—6=-8+14—6=0.
. Na ultima possibilidade, o ponto O é dobrado até (2, —6), o que faz com que a
linha de vinco intercepte a reta vertical x =1 no ponto (1,—3). Nesse caso, 0
tridangulo retangulo em O possui um dos lados com comprimento negativo; um cateto
mede 1 e o outro —3. Assim, tg 8 = —3, de modo que x = 3 deve ser a terceira raiz.
Edefato: (3)3—7-(3)—6=27-21-6=0

As raizes de x3— 7x — 6 sdo, portanto, suficientemente convenientes,
tornando esse polindbmio um exemplo ideal para a aplicacdo do método de Beloch
via origami.
Exemplo final

Encontre as raizes da equacgdo 3x3 + 2x% — 7x + 2.

Figura 116 — Solugéo de 3x* +2x* — 7x + 2 - Parte 1

Vinco

54"

Fonte: Autoria prépria, 2025

c=mtgo=-(-3)=1
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Figura 117 - Solugéo de 3x3 + 2x* — 7x + 2 - Parte 2
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Fonte: Autoria pr&’)pria, 2025.
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Figura 118 — Solugéo de 3x* +2x* — 7x + 2 - Parte 3
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Fonte: Autoria propria, 2025.

—tgo=—(9)=-2
x=-tgo=—(3)=

Logo a solugao sao os valores 1,1/3 e -2.
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6.CONCLUSAO

Ao longo da dissertagcédo, verificou-se que as dobraduras no papel
permitem uma abordagem concreta e visual de conceitos matematicos que, muitas
vezes, sao tratadas de maneira excessivamente abstrata em sala de aula. A pratica
com dobraduras favorece o desenvolvimento de habilidades como a percepcéao
espacial, o raciocinio l6gico, a criatividade e a precisdo geométrica. Além disso,
possibilita aos estudantes compreenderem, de forma interativa e ludica, conteudos
que exigem elevado nivel de abstragao.

As atividades propostas no capitulo final evidenciaram o valor das
dobraduras como recurso para explorar relagdes trigonomeétricas, propriedades dos
tridngulos, construgcbes geométricas e problemas historicos, permitindo aos alunos
vivenciarem situagées que integram teoria e pratica. Destacou-se também a
possibilidade de abordar problemas classicos insoluveis com régua e compasso,
como a trissecgédo do angulo, de forma acessivel e instigante por meio do origami,
tornando a histéria da Matematica mais significativa para o aluno contemporéaneo.

Portanto, conclui-se que a utilizacdo de dobraduras no ensino de
Matematica representa uma estratégia eficiente para dinamizar as aulas, diversificar
metodologias e ampliar as possibilidades de compreensdo e apropriagdo dos
conteudos. Além de enriquecer o repertorio didatico dos professores, esta pratica
contribui para tornar a Matematica mais atrativa e significativa, proporcionando aos
alunos experiéncias de aprendizado que aliam raciocinio, arte e manipulacao
concreta.

Sugere-se, para trabalhos futuros, a ampliagdo do uso das dobraduras no
ensino de outras areas da Matematica, como Algebra Linear e Céalculo, bem como a
realizagcdo de estudos de campo que investiguem o impacto dessa pratica na

aprendizagem e no desempenho dos estudantes em diferentes niveis de ensino.
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ANEXO A — ATA DE DEFESA PUBLICA DE DISSERTAGAO DE MESTRADO

Governo do Estado do Ceara @
Secretaria da Ciéncia Tecnologia e Educagao Superior 3
Universidade Estadual do Ceara - UECE CEARA
UNIVERSIDADE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA REDE NACIONAL - COVERNO DO ESTADE
EstapuaL po CEARA PROFMAT

ATA DE DEFESA PUBLICA DE DISSERTAGCAO DE MESTRADO

Aos vinte e oito dias de julho de dois mil e vinte e cinco, no(a) Sala de conferéncias - PROFMAT, realizou-se a
sessao publica de defesa da dissertacago de LEANDRO ALMEIDA COSTA, aluno(a) regularmente matriculado(a) no
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA REDE NACIONAL - PROFMAT, intitulada: O USO DAS DOBRADURAS
COMO FERRAMENTA NO ENSINO DA MATEMATICA NA EDUCAGAO BASICA. O(A) mestrando(a) reuniu-se
com a Banca Examinadora composta por Prof. Dr. CLAUDEMIR SILVINO LEANDRO (Orientador e Presidente da
Banca/UECE), Prof. Dr. NICOLAS ALCANTARA DE ANDRADE (IFCE) e Prof. Dr. TIAGO CAULA RIBEIRO (UECE) de 09:
30h as _10:30h _ horas. Inicialmente o(a) mestrando(a) expds seu trabalho e em seguida procedeu-se a arguigéo
pelos membros da Banca, dispondo cada membro de tempo para tal. Finalmente a Banca reuniu-se em separado e

concluiu por considerar o(a) mestrando(a) APROVADO , por sua dissertagao e sua defesa publica. Eu,

CLAUDEMIR SILVINO LEANDRO , presidente da banca, lavrei a presente ata que sera assinada por mim e os

demais membros. Fortaleza, 28 de Julho de 2025.
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