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APRESENTACAO

O produto educacional a seguir propée um guia pratico e tedrico a respeito do
ensino de fungdes continuas e derivadas na educacao basica. Ele é composto por
quatro partes que servirao para professores guiarem suas aulas, bem como para os
estudantes seguirem e entenderem as formas de se resolver problemas de otimizagédo
usando derivadas.

Antes de chegar no conteudo final, ou nas propostas de problemas de otimizacgao,
os estudantes poderao mergulhar sobre as fungdes e suas propriedades, compreender
taxas de variagdo, ver os conceitos e ideia que o limite traz, além de estudar as
formas de derivar funcdes e entender algumas aplicacées. Os problemas de otimizacéao
podem ser modelados de inUmeras maneiras, podendo sempre incluir a realidade dos
estudantes, para que ele se sinta pertencente aquele momento e interaja muito mais
na aula.
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HABILIDADES DA BNCC

EM13MAT101 — Interpretar criticamente situagcdes econdmicas, sociais e fatos relativos
as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacdo de grandezas, pela andlise dos
graficos das funcdes representadas e das taxas de variacdo, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

EM13MAT103 - Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias,
que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversdes possiveis
entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Internacional (Sl), como as de armazena-
mento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avancgos tecnolégicos.
EM13MAT302 - Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 1° ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

EM13MAT302 — Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 1° ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

EM13MAT303 — Interpretar e comparar situagées que envolvam juros simples com as
que envolvem juros compostos, por meio de representagdes graficas ou analise de
planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.
EM13MAT304 — Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

EM13MAT313 - Utilizar, quando necessario, a notacao cientifica para expressar uma
medida, compreendendo as nogdes de algarismos significativos e algarismos duvidosos,
e reconhecendo que toda medida € inevitavelmente acompanhada de erro.
EM13MAT401 - Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 1°
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais o comportamento € proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos
de algebra e geometria dinamica.

EM13MAT402 - Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 2°
grau em representacées geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou
nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre outros materiais.
EM13MAT403 - Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacdes de funcdes exponencial e logaritmica expressas em
tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio,
imagem, crescimento) de cada fungao.

EM13MAT501 - Investigar relacdes entre nimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representa-



cao € de funcao polinomial de 1° grau.

EM13MATS502 - Investigar relacdes entre numeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representa-
céo é de funcao polinomial de 2° grau do tipo y = ax2.

EM13MAT503 - Investigar pontos de maximo ou de minimo de fun¢des quadraticas em
contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinematica, entre outros,
com apoio de tecnologias digitais.
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FUNCAO CONTINUA

O estudo das fungdes e continuidade é crucial no entendimento da Matematica,
pois permite entender como os fendmenos variam e se comportam. As fungdes sao
relagdes que associam cada elemento de um conjunto a exatamente um elemento de
outro, sendo amplamente utilizadas para descrever situagdes do mundo real, como mo-
vimento, educacéo financeira, crescimento populacional e fenémenos fisicos, quimicos
ou bioldégicos. Enquanto continuidade, por sua vez, trata da auséncia de quebras ou
saltos em uma fungao, garantindo que pequenas mudangas na entrada resultem em
pequenas mudancgas na saida. A analise da continuidade é essencial para o calculo,
além de ser uma ferramenta indispensavel na modelagem matematica e em diversas
aplicacGes cientificas e tecnoldgicas.

Funcao Continua Funcao Descontinua
4 .
o [ F(@) f(x)
6 4
4 |1
2 |1
! ! ! ! ! ‘J}
-3 -2 -1 1 2 3

Figura 1: Comparacgao gréafica entre uma fungao continua, cujo trago ndo possui inter-
rupcoes, e uma funcao descontinua, que apresenta um "salto"em um ponto especifico.

Além disso, no nosso diaadia, Saida
frequentemente nos deparamos com 1
situagdes em que diferentes grande-
zas estao relacionadas por uma de-
pendéncia direta. Imagine, por exem-
plo, em uma conta de energia elétrica:
guanto mais tempo utilizamos apare-
lhos eletrbénicos, maior sera o valor E
a ser pago ao final do més. Nesse ’ Entrada
caso, 0 custo a ser pago depende di-
retamente da quantidade de energia consumida. Outro exemplo comum € em uma
corrida de taxi: quanto maior o trajeto percorrido, maior sera o valor cobrado por
essa viagem. Essas situagdes mostram como varias contextos cotidianos podem ser
descritas e analisadas por meio de relagées de dependéncia entre grandezas.




Funcao afim

Tomando dois conjuntos nao vazios

. ~ Q
A e B, definimos fungao, como sendo a
relacdo que associa cada elemento = de A (a)
a um unico elemento y de B. y
Usamos a seguinte notacao: f : _
f P P
A — BouA — B (lé-se: f é uma fun- —
caode A em B). Afungéo f transforma x
de A em y de B. Escrevemos isso assim:
A B
y = f(z). , X
E uma funcgao, pois todo elemento do
Podemos visualizar essa ideia no diagrama conjunto A esta associado a um unico
) elemento do conjunto B.
a segquir:
f
(b)
A B .

Em outras palavras, para ser funcao
a relacéao deve ter duas caracteristicas em A 5
comum: Todos os valores que podem ser L B _

. | avel | ~ Nao é uma funcao, pois o elemento 1
assumidos pela variavel independente séo de A esta associado a mais de um
associados a valores da variavel depen- elemento de B (0 3 e 0 5). Além disso,
dente. E Cada valor atribuido a variavel o elemento 2 de A ndo esta associado
independente esta associado a um Unico a nenhum elemento de B.
valor da variavel dependente.

Uma relagé@o que possui essas duas
caracteristicas € chamada de funcao.

'_m Q
o 2 21 D [o]
Para determinar a drea A de um quadrado, multiplicamos a
medida de seu lado [ por ela mesma, ou seja, elevamos [ ao 0
quadrado. Podemos representar esse calculo por meio da
A __ ]2
formula A = [-. - -

Considerando A e | numeros reais positivos, essa férmula estabelece uma
correspondéncia entre esses valores, de modo que a area de um quadrado € uma



funcdo da medida de seu lado. Por exemplo, se [ for igual a 5 cm, a area A sera 25 cm?.
Observe algumas medidas do lado de um quadrado e da area correspondente.

Tabela 1: Tabela com alguns valores de area do quadrado

¢ (u.c.) [unidade de comprimento] 1

2 3 10 50 100

A (u.a.) [unidade de area] 1

4 & 100 | 2500 | 10000

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Como a area do quadrado depende da medida de seu lado, a variavel indepen-
dente é a medida do lado, e a variavel dependente é a area. A férmula da area de um
quadrado pode ser interpretada como a lei de formacéo ou a lei de correspondéncia da
funcdo que relaciona a area A de um quadrado e a medida do lado [ correspondente.

Dada uma funcéao f definida de A
em B, dizemos que o conjunto A € domi-
nio da fungé@o (D(f)) e o conjunto B é o
contradominio (CD(f)) da funcdo. Para
cada x € A, o elemento y € B chama-se
imagem de z pela funcéo f ou o valor da
fungéo f para x € A, e o representamos
por f(z) (Ié-se f de x). Assim, y = f(x).

Figura 2: Demonstracao do dominio, con-
tradominio e imagem de uma funcao

f

A B

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

O conjunto de todos os valores de
y € chamado conjunto imagem da funcao
f e éindicado por Im(f). Veja o exemplo:

B Exemplo \
Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e S
B =10,1,2,3,4,5,6}, consideremos
a funcado f : A — B que transforma
r e Aem2x € B.

Neste exemplo, dizemos que a fun-
céo f: A — B é definida por f(x) = 2z ou
por y = 2x. Se usarmos a notagao x I 9z,
estamos dizendo que a fungédo f toma x
em A e transforma em 2z de B. E percep-
tivel que para caracterizar uma fungéao é
necessario conhecer seus trés componen-
tes: O dominio (A), o contradominio (B) e
a regra que associa cada elemento = de A
a um unico elemento y = f(x) de B.

Neste exemplo, temos: o dominio
A = {0,1,2,3}, o contradominio B
{0,1,2,3,4,5,6}, aregra y = 2z e a ima-
gem

Im(f) ={0,2,4,6}.

Veja no diagrama:



> Imagem

Contradominio (B)

Dominio (A)

Conforme os elementos do dominio
e do contradominio se ligam por meio de
uma fungéo, utilizamos algumas classifica-
¢bes importantes para descrevé-la. Entre
as mais comuns, estao os termos injetora,
sobrejetora e bijetora. Vamos entender o
que cada uma significa.

\
Uma funcéo f : A — B € injetiva (ou S
injetora) quando elementos diferen-
tes de A s&o transformados por f em
elementos diferentes de B, ou seja,
ndo ha elemento em B que seja ima-
gem de mais de um elemento de A.

Podemos dizer entdo que uma fun-
cdo é injetora se, e somente se, x; # x5

implicar f(z1) # f(22).

\
Uma funcédo f : A — B é sobreje- 9
tiva (ou sobrejetora) quando, para
qualquer elemento y € B, pode-se
encontrar um elemento = € A tal que
f(z) = y. Ou seja, f é sobrejetiva
quando todo elemento de B é ima-
gem de pelo menos um elemento de
A, isto é, quando Im(f) = B.

|
Uma funcéo f : A — B é bijetiva se S
ela for, simultaneamente, injetiva e
sobrejetiva. Quando isso ocorre di-
zemos que ha uma bijecao ou uma
correspondéncia biunivoca entre A

e B.

B Exemplo | 5
Vamos analisar a fungéo f : R, — R

dada por f(z) = 22, z € R, onde
R, = {z € R: 2z > 0}. Note que:

i. Dominio: D(f) = R,.
ii. Contradominio: CD(f)=R.
iii. Imagem: Im(f) =R..

iv. Injetiva: ndo é injetora pois se
tomarmos z; = -1 # 1 =
x9, cOM —1, 1 € D(f), entdo

flar) =12 = (=1)* = f(z).

v. Sobrejetiva:  perceba que
CD(f) = R enquanto Im(f) =
R, logo Im(f) # CD(f), impli-
cando que f ndo é sobrejetiva.

vi. Bijetiva: como f néo é sobreje-
tiva nem injetiva, entdo néo é
bijetiva.

Agora, que ja entendemos o que é
funcéo, podemos definir formalmente fun-
cao afim.

|
Uma fungédo f : R — R chama-se S
fungdo afim quando existem nume-
ros a e b tal que f(z) = ax + b para
todox € R




e

Algumas funcdes afim e seus coefi-
cientes.

(@ flx)=o+1

A turma da 22 série da ECIT Irma Ste-
fanie esta organizando a festa de for-
matura e precisa arrecadar dinheiro
para cobrir os custos do evento. Eles
decidiram vender camisetas perso-
nalizadas da turma por R$ 30,00
cada. O custo fixo da confec¢ao das
camisetas é de R$ 500,00, referente
a arte, logistica e taxas iniciais, mais
R$ 15,00 por camiseta produzida.

(a) Monte a funcéo que representa
o lucro L(x) obtido pela turma
em fungé&o do numero x de ca-
misetas vendidas.

(b) Qual seréa o lucro se forem ven-
didas 100 camisetas?

(c) Quantas camisetas precisam
ser vendidas para que a turma
comece a ter lucro?

(b) f(x)=—-2x+4 (a=-2 b=4)
© f@)=z2-3 (a=7 b=-3)
Ml Exemplo | a

Solucao:

(a) Vamos calcular a fungao do lucro,

que é dada por:

Lucro = Receita — Custo.

A receita € quanto entra de dinheiro
com a venda das camisetas:

R(z) = 30z.

R$ 30,00 por camiseta vendida.

O custo é composto por:

« Um custo fixo de R$ 500,00.

« Um custo variavel de R$ 15,00
por camiseta.

C(x) =500 + 15x.
Entao, o lucro sera:
L(z) = R(z)—C(z) = 30z—(500+15x)
= L(x) =30z — 500 — 15x.

Funcéao do lucro:

L(z) = 15z — 500.

Substituimos = = 100 na fungéo:
L(100) = 15 - 100 — 500 = 1500 — 500
L(100) = R$1000, 00.

Para saber quando o lucro comeca
(ou seja, quando L(z) > 0), basta
resolver:

152 — 500 > 0 = 15z > 500

- 200
x —
15

= x> 33,3

=

Logo, para obter lucro a venda deve
ser de 34 camisetas ou mais.



Funcao quadratica

Definicao

Uma funcdo f : R — R chama-se quadratica quando existem numeros reais
a, b, ¢,coma # 0, tal que f(z) = ax?® + bx + ¢ para todo z € R.

Essa funcao é dita funcao polinomial do 22 grau, pois 0 maior expoente numa
variavel é 2. Esse tipo de funcdo € o que mais sera trabalhado nesse processo,
pois muitos problemas de otimizacéo trabalhados na educacéo basica, de acordo
com os livros didaticos de matematica, resultam em uma fungédo quadratica. Assim,
trabalharemos problemas que envolvem ciéncias naturais, como fenédmenos fisicos,
esportistas, quimicos, biolégicos e outros.

A partir da definicdo, poderemos analisar alguns topicos essenciais da funcao
quadratica, como: zeros da funcao, vértice da parabola e concavidade. Esses
conceitos sdo fundamentais para compreender a ideia de maximos e minimos, e assim,
facilitar a resolucao de problemas de otimizacao.

sempre nao negativo e cresce quando |z|

aumenta. Assim, o valor minimo de f(x)

ocorre no vértice z = — .
Logo, o gréfico da fungcéo possui um
minimo e sua concavidade € voltada para

cima.

O grafico de uma funcao quadratica
[ : R — R definida por f(x) = az?® 4+ bx + ¢
€ uma pardbola, e para essa verificacdo
usa-se a equacao geral dessa figura, re-
presentada por: y — yo = a(x — xg)?.

. g . Portanto, ela pode ter a concavi-
Considere a funcao quadratica

dade voltada para cima ou para baixo, e

0 que definira essa posicao € o valor do

coeficiente a, isto é, se a > 0 a parabola é

cbncava para cima e possuira um minimo

global, se a < 0 a parabola é concava para

@) = a <x2 N bx> ny baixo e existira um maximo global. Veja-
a mos alguns exemplos:

IR ... )

f(z) = az® + bz +c.

Completando o quadrado, temos

=a

b\2 B — dac Considere a funcédo f : R — R dado
=a<$+2a> T e por f(z) = z* — 6z + 8, o gréfico é
uma parabola, com concavidade vol-
Note que tada para cima.

b 2
(:13 + ) > (0 paratodo x.
2a

2
Se a > 0, entdo o termo a (v + L) é




Figura 3: Gréfico da fungdo f(z) = 2% —
6x + 8.

f(z)

40 +

30 1
201
10\

4 2 2 4 6 8

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

M Exemplo | \
Agora, considere afuncédo f : R — R S
dado por f(x) = —2* + 2z — 2, 0 gra-
fico € uma parabola, com concavi-
dade voltada para baixo.

Figura 4: Gréfico da fungdo f(x) = —22 +
2z — 2.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

Nos exemplos anteriores, vemos
dois casos simples de como o coeficiente
a pode influenciar na concavidade da para-
bola.

O zero de uma funcao € o valor de
x que anula a funcéao, ou seja, o valor de
x para o qual f(x) = 0. Logo, para de-
terminar os zeros de uma funcéo quadra-
tica, devemos revolver uma equagao do
segundo grau, ou seja, os zeros da fun-
¢ao quadratica dada por y = ax2 + bx + ¢
sao as raizes da equacao do segundo grau
ax? +bx +c=0.

Agora, vamos explorar a maneira
mais utilizada para resolver esse tipo de
equacao, que é chamada de Formula de
Bhaskara, vejamos como obté-la:

ax’ +br+c=0< ax’+br = —c.

Dividindo a equacéo por a, visto que a # 0,
obtemos
, bz c
T4+ — = .
a a
Queremos aqui, achar um quadrado per-

feito, para isso, precisamos somar em am-
2

bos os lados da equacéao 422 ficando

que é equivalente a

b 2 c+b2
T4+ —| =— 4+ —.
2a a 4da?

Organizando o membro direito, obtemos

< b>2 —4ac + b?
T+ —| =———

2a 4a?
ou seja,
N b [—4ac + b?
T+ —|=/—--.
2a 4a?




Assim, o valor de z sera

b —4ac + b?
_|_ -

T 24 402
b
sexr+ — > 0, ou
2a
b —4ac + b?
rT = —— — -
2a 4a2

se x + 2ba < 0. Condensando as duas ex-
pressdes acima numa sé, obtemos uma
expressdo conhecida como Fdrmula de
Bhaskara.

b+ Vb — 4dac

2a

r = —

E esses dois valores de z, caso es-
tejam bem definidos em R, serdo exata-
mente os pontos em que o grafico cruzara
0 eixo x também conhecido como eixo das
abcissas.

Logo, podemos identificar se o gra-
fico toca ou ndo o eixo x e, em caso afirma-
tivo, quantas vezes toca, analisando ape-
nas o sinal do discriminante que chama-
mos de A = b? — 4ac.

Esse valor é a expressao que apa-
rece dentro da raiz quadrada na “Férmula
de Bhaskara”, assim, pela definicao de raiz
quadrada em R, podemos concluir que se
A > 0, o gréfico cruza o eixo = duas vezes
distintas, pois a raiz quadrada sera posi-
tiva, se A =0, cruza apenas em um ponto,
pois a raiz quadrada é zero, e se A < 0,
o grafico ndo cruza o eixo z, pois a raiz
quadrada de numeros negativos nao esta
definida em R.

B Exemplo | \
Os zeros ou raizes de uma funcao N
quadratica f(z) = ax?+bx +c sdo 0s
valores de = para os quais a funcéao
se anula, ou seja, f(z) = 0. Geo-
metricamente, sdo os pontos onde o
grafico da pardbola cruza o eixo .
Vamos encontrar os zeros da fungéao:

f(z) = 2% — 6z + 8.

Para isso, igualamos a fung¢ao a zero
e usamos a férmula resolutiva (Bhas-
kara):

Acha-se o valor de A

A = b — 4dac,
A=(—6)2*—4-1-8,
A=36—32=4.

e para achar as raizes, usamos:

x_—biﬂ
B 2a
_ —(-6)+Vv4 6+2
S TC) R

As duas raizes séo:

6+ 2 6—2

e = 2

Portanto, os zeros da funcédo sao
r=2ex=4.

O gréfico abaixo ilustra os pontos
do exemplo anterior.



Grafico de f(z) = 2> — 62 + 8
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Aqui, estudaremos o vértice da pa-
rabola, que é essencial para a resolugao
de problemas de otimizagao, pois ele repre-
senta o ponto exato onde a funcao quadra-
tica atinge seu valor maximo ou minimo,
e isso depende do coeficiente a, como foi
visto no tépico de concavidade: se a > 0
teremos um minimo e se a < 0 teremos
um maximo.

Em situacoes praticas, como maxi-
mizar lucros, minimizar custos ou deter-
minar trajetérias ideais, a identificagdo do
vértice permite encontrar a solugéo 6tima
com precisao.

Por exemplo, em um modelo que re-
laciona lucro com quantidade produzida,
o vértice indica a producao ideal para ob-
ter o maior retorno. Assim, compreender
e calcular corretamente o vértice é uma
ferramenta poderosa na resolugéo de pro-
blemas que envolvem decisdes eficientes
e resultados ideais.

Para encontrar a “férmula” dos pon-
tos maximos ou minimos, acha-se os zeros

da fungao, que sao

—b+b? — 4dac o —b+Vb? — 4dac
I = To — .
2a 2a

e, posteriormente, encontramos seu ponto
médio

T, + Zo
Ty = 9 )
1 —b+\/bz—4ac+—b—\/b2—4ac
2 2a 2a
_1 —2b
2\ 2 )’
__b
24
logo,
b
Ty = ——.
2a

E para encontrar uma expressao que ache
o valor de y, também conhecida como orde-
nada, substituimos o valor de z, na fungéao
quadratica:

ou seja,
B ab? b? B b? 20* 4dac
Yo = 4a2  2a = 4a  4a 4a’
e, portanto,
=V +dac A
Yo = 4a  4a’

Assim, obtemos duas férmulas para achar
as coordenadas do vértice de uma para-
bola que denotaremos por V, represen-
tado no grafico da funcao f definida por

b A
— a2 Y
f(x) = azx® + bx + ¢, por V ( 5" 4a>'



B Exemplo | ]
O vértice de uma funcao quadratica

€ 0 ponto onde a parabola atinge seu
valor maximo ou minimo. Suas co-

ordenadas (z,,y,) sdo dadas pelas
formulas:

A

4a’

iy = ==—

e y,=
2a Y

Vamos encontrar o vértice da funcao
f(z) = 2> — 62 + 8, que é um ponto
de minimo, pois a concavidade da
parabola é para cima (a > 0).

Calculo de A:
A = b — dac,
=(—6)>—4-1-8,
=36 — 32,
= 4.

Calculo das coordenadas do vértice:

b (—6) 6
T P B Rl
_ A4

W T T a1

Portanto, o vértice da parabola é o
ponto V' = (3, —1).

Podemos ver abaixo, que essa fun-
¢ao, por ser cbncava para cima, possui um
ponto minimo.

Vértice (3,—1)

Hora de praticar!

Questao 01 | Um golfinho salta da
agua seguindo uma trajetéria que pode
ser descrita pela fungéo hi(t) = —t? + 6t,
onde h é a altura em metros e t € o tempo
em segundos. Apds quantos segundos o
golfinho retorna a agua?

Questao 02 | Uma empresa de soft-
ware descobriu que o lucro mensal L, em
milhares de reais, ao vender um aplicativo
por um preco p, em reais, pode ser mode-
lado pela fungéo L(p) = —4p? +160p — 1000.
Para maximizar o lucro, qual deve ser o
preco de venda do aplicativo?

Questao 03 | Durante um jogo de bas-
quete, um jogador arremessa uma bola
cuja trajetéria é descrita pela fungao
h(z) = —2® 4+ 8z + 2, onde h é a altura da
bola em metros e z € a distancia horizon-
tal percorrida, também em metros. Qual é
a altura maxima que a bola atinge e qual
a distancia horizontal aproximada que ela
percorre até cair no chao (considerando
h =0)?




Funcao exponencial e logaritmica

Estudar a funcao exponencial é fundamental porque ela esta presente em
diversos fenémenos naturais e situa¢des do cotidiano, como o crescimento populacional,
o decaimento radioativo, a propagacgao de virus e o funcionamento dos juros compostos
na economia. Logo, compreender esse tipo de funcdo permite analisar e prever
comportamentos que envolvem crescimento ou decrescimento acelerado, sendo uma
ferramenta essencial em areas como a matematica, a biologia, a fisica, a economia e a
engenharia. Assim, dominar os conceitos da funcao exponencial amplia a capacidade
de interpretar dados e resolver problemas reais de otimizacdo com maior precisao.
Assim, a seguir veremos algumas definigcdes e propriedades que ajudarao na resolucao

desses problemas.

\
Dado um numero real a (a > 0 e 9
a # 1), denomina-se fungdo expo-
nencial de base « uma funcgao f de
R em R’ definida por f(x) = a” ou

y = a”.

E

@) fx) = 3"
) f(2) = (0,4
© 1@ =(5)"

\ J

Observacoes: As restricbes a > 0e a # 1
dadas na definicdo sdo necessarias, pois:

» Para a = 0 e x negativo, ndo existiria
a®. (ndo teriamos uma funcao defi-
nida em R, pois quando o expoente
de uma poténcia € negativa, usamos
a fracao inversa, assim teriamos (1)
que néo é definido.)

s Paraa < 0ezx = ; por exemplo,
nao haveria «”. (ndo teriamos uma
fungéo definida em R, pois o valor
de a seria negativo, e 0 expoente 3
torna a poténcia numa raiz quadrada

de radicando negativo, que nao tem
resposta em R).

* Para a = 1 e x qualquer numero real,
a® = 1 (a fungao seria constante e
igual a 1).

O gréfico de uma fungao exponen-
cial obedece um padréao especifico, ou
cresce rapidamente ou decresce rapida-
mente, e 0 que vai definir o crescimento
e decrescimento da funcéo € determinado
pelo valor de a. Vejamos 0s casos.

* Se a > 1, a fungao é crescente. Veja-
mos o grafico:

Hf(=)

N O

* Se0 < a < 1,afuncao é decrescente.
Vejamos o grafico:



Uma colbnia de bactérias cresce em
um ambiente ideal, dobrando sua
quantidade a cada 3 horas. A popula-
cao de bactérias é dada pela funcao:

P(t) = 500 - 25.

onde:

« P(t) é a populagédo de bacté-
rias apds t horas,

* 500 é a populagao inicial,

» a base 2 representa a duplica-
cao da populagao,

t. ..
* 0 expoente 3 indica que o do-
bro ocorre a cada 3 horas.

O recipiente suporta no maximo
8.000 bactérias.

Pergunta 1: Em quanto tempo a po-
pulagcédo atingir4 a capacidade ma-
xima do recipiente?

Pergunta 2: Se o recipiente deve
conter no maximo 8.000 bactérias
apos exatamente 9 horas, qual de-
veria ser a base da fungédo exponen-
cial?

Solucoes:

1. Resolver P(t) = 8.000:

8.000 = 500 - 25

Dividindo ambos os lados por 500:

wlo

16 = 23.

Sabemos que 2* = 16, entdo:

t

3

=4 = = 12 horas.

2. Queremos que P(9) = 8.000, com
P(t) =500 - b* Substituindo:

8.000 = 500 - b”.
Dividindo por 500:

16=0" = b= 16.

Para podermos resolver alguns pro-
blemas que envolvam fungdes exponenci-
ais, precisaremos trazer algumas discus-
sOes, definicbes e propriedades dos loga-
ritmos, que € uma operacdao matematica
que serve para determinar qual expoente
foi aplicado a uma base para se obter um
determinado valor. Em outras palavras,
ele representa o numero de vezes que
uma base precisa ser multiplicada por ela
mesma para alcangar um certo resultado.

O logaritmo surge naturalmente em
contextos onde é necessario quantificar
escalas, resolver equacdes exponenciais
ou compreender relacdes de proporciona-
lidade em larga escala. Logo, podemos
definir logaritmo da seguinte forma:

Definicao

Dados os numeros reais positivos a
e b, coma # 1, se b = af, entdo o
expoente ¢ chama-se logaritmo de b



na base a, ou seja:
log,b=c& a =0,

com a e b positivos e a # 1.

Assim, nessa equivaléncia temos
duas formas de escrita: a forma logarit-
mica e a forma exponencial. A forma lo-
garitmica: log,b = ¢ nos diz que c € o
logaritmo, a é a base e b é o logaritmando.
Ja na forma exponencial: b = a¢, temos a
sendo a base da poténcia, b é a poténcia e
c é 0 expoente. Vejamos alguns exemplos:

e

(@) log; 81 =4 & 3% = 81.

5
(b) log, 32 = —5 (;) _ 3.

®

(c) logz5 =2« V5 = 5.

Observacoes:

12) De acordo com as restricdes impostas,
nédo s&o definidos, por exemplo: log; —81
(n&o existe expoente para usar no 3 e ele
ficar negativo), log,, 0 (10 elevado a qual-
quer numero serd diferente de zero), log, 3
(0 elevado a qualquer numero € 0), e log, 6
(1 elevado a qualquer numero é 1). Por-
tanto, quando aplicamos a definicdo nes-
ses casos teremos alguns problemas.

22) Quando a base do logaritmo for 10, po-
demos omiti-la. Assim, log 2 € o logaritmo
de 2 na base 10. Aos logaritmos na base
10 damos o nome de logaritmos decimais
ou de Briggs.

Para garantir a existéncia de um lo-
garitmo como por exemplo log, N devemos
obedecer duas condi¢des basicas, a pri-
meira € que N deve ser um numero posi-
tivo, e a segunda é que a base deve ser

um numero positivo e diferente de 1, ou
seja, N > 0,a > 0ea # 1. Logo, com
a definicao e as condicdes de existéncia,
temos algumas consequéncias imediatas,
sdo elas:

12) log,1 = 0, pois a°
a>0ea##l.

1, para todo

22) log,a = 1, pois a' = a, para todo
a>0ea##l.

3?) log, a" = n, pois a" = a" para todo
a>0ea#1eparatodo nN.

48) gleaN = N com N > 0,a > 0 e
a # 1.

5?) se log, =z = log,y entdo z = y, com
r>0,y>0,a>0ea#1.

Vejamos as propriedades dos loga-
ritmos:

log, (M - N) =log, M + log, N.

Demonstracao: Se considerarmos
log, (M - N)
log, N = n. Pela definigdo de loga-
ritmos, essas igualdades sao equi-
valestes, respectivamente, a: a? =
M-N;a™ = Mea = N. Assim,
a?> = M- N = a™ - a", usando as
propriedades de poténcias estuda-
das no Ensino Fundamental, temos
a? = a Portanto, p = m +n
e consequentemente log, (M - N) =
log, M +log, N, como queriamos de-

p; log, M m €

m+n



[ monstrar. ]

Propriedade 2: Logaritmo de um
quociente

M
log, (N) = log, M —log, N.

Demonstracao: Se considerarmos

oe, () =
Oga N -

log, N = n. Pela definicdo de logarit-
mos, essas igualdades sédo equiva-

q; log, M = m e

. M
lestes, respectivamente, a: a? = W;
a™ = M e a” = N. Assim, a? =
M a™ .
N = g usando as propriedades
de poténcias estudadas no Ensino
Fundamental, temos a? = ™ ™. Por-
tanto, ¢ = m—n e consequentemente

M

log,, (W) = log, M — log, N, como

queriamos demonstrar.

Propriedade 3: Logaritmo de uma
poténcia

Demonstracao: Consideremos
log, MY = r e log, M = m. Pela
definicAo de logaritmos, essas
igualdades sado equivalestes, res-
pectivamente, a: o = M"Y e
a™ = M. Assim, a" = MY = (a™)V,
usando as propriedades de po-
téncias estudadas no Ensino
Fundamental, temos a" = a™".
Portanto, » = mN e consequente-
mente log, MY = Nlog, M, como
queriamos demonstrar.

Propriedade 4: Mudanca de base

log, N
log, N = —=2—.
*ED log, b
Demonstracao: Consideremos

logy N = p, log, N = qgelog,b=r,
teremos, respectivamente, * = N,
a? = N e a” = b. O que implica,
a? =W = (a")P = a'P, assim, ¢ = rp,
consequentemente, p = g. Portanto,

Com esse repertério de proprieda-
des, podemos resolver problemas mais
complexos de fung¢édo exponencial.

M Exemplo \
Sabemos que o numero de bactérias 9
numa cultura, depois de um tempo
t, ¢ dado por N = N, - ¢, em que
Ny € 0 numero inicial (quando ¢ = 0)
e r € a taxa de crescimento relativo.
Em quanto tempo o numero de bac-
térias dobrara se a taxa de cresci-
mento continuo é de 5% ao minuto?

Pelos dados coletados na questao,
gueremos achar o tempo em que N = 2N,
quando r = 0, 05. Assim, teremos:

t
N=Ny-e",
0,05t
& 2N, = N, - "0,

& 2=

& In2=1Ine”%
< In2=0,05Ine,

& 1n2 = 0,05t

Logo,



usando uma calculadora para achar In 2,
obtemos In 2 = 0, 6931, e portanto,

‘P 0,6931
0,05

= 13,8 min,

diante do exposto, o tempo necessario €
de 13 minutos e 48 segundos Observacao:
In é conhecido como logaritmo natural, isto
€, logaritmo de base e.

Apds compreender o que € um loga-
ritmo e explorar suas propriedades funda-
mentais, podemos agora introduzir a fun-
cao logaritmica. Essa funcao é definida
a partir da definicdo de logaritmo, associ-
ando a cada numero real positivo z, isto
€, o valor do logaritmo de z em uma de-
terminada base a, coma > 0 e a # 1. As-
sim, a funcéo logaritmica & expressa por
f(z) = log, .

Essa funcéo tem dominio nos reais
positivos e desempenha um papel impor-
tante na modelagem de fen6menos que
envolvem crescimento e decrescimento, in-
versamente relacionados a fungdes expo-
nenciais.

|
Sejaa € R,coma > 0ea # 1.L
Define-se a funcao logaritmica de
base a como a fungdo f : R — R
tal que:

f(z) = log, z,

ou seja, f associa a cada numero
real positivo x 0 expoente ao qual a
base a deve ser elevada para resul-
tarem z.

Vejamos os graficos de uma fungéo
logaritmica.

» Se a > 1, a fungéo é crescente.

» Se 0 < a < 1, a funcao é decres-
cente.

Nos dois casos, a imagem da fun-
cdo e R, e o grafico passa pelo ponto (1, 0),
pois log, 1 = 0 para qualquer base valida.
Funcao logaritmica crescente (o« = 2)

— f(z) =logy

~ r - 1
Funcao logaritmica decrescente (a = 3)

[|— f(x) = 10g1/2 T




Hora de praticar!

: Questao 01 ] A populacédo de uma ci-
dade cresce a uma taxa de 2% ao ano. Se
a populacéo atual € de 100.000 habitantes,
a funcao que modela esse crescimento é
P(t) = 100.000 - (1,02)", onde ¢ é o tempo
em anos. Usando log(1,02) ~ 0,0086 e
log(2) ~ 0,3010, em aproximadamente
guantos anos a populacao dobrara?

: Questao 02 ] Usando as propriedades
dos logaritmos e sabendo que log,(3) ~
1,58 e log,(5) ~ 2, 32, qual é o valor aproxi-
mado de log,(45)?

[ Questio 03] Qual é a solucdo da
equacdo exponencial 527! = 15?

: Questao 04 ] A meia-vida de uma
substancia radioativa € de 10 dias. Se uma
amostra contém inicialmente 200 gramas
dessa substancia, a massa M restante
apos ¢ dias é dada por M(t) =200 (3)".
Apéds quanto tempo a amostra terd apenas
25 gramas?

[ Questao 05 ] Resolva a equacao loga-
ritmica logs(z) + logs(z — 2) = 1.

, Questao 06 ] Um laboratério realiza
um experimento com uma cultura de bac-
térias. Inicialmente, ha 1000 bactérias. A

cada hora, essa populagcdo aumenta em
20%. A funcao que descreve o numero
de bactérias P em fungéo do tempo ¢ (em
horas) é dada por:

P(t) = 1000 - (1, 2)"

Apoés quantas horas, aproximadamente, a
populacao de bactérias sera de 20737

Dados:  log,,(1,2) 0,08 e
log,(2,073) ~ 0,317

~
~

(a) 2 horas

(b) 4 horas

(c) 10 horas

(d) 12 horas

(e) 24 horas

Questao 07 | A magnitude de um ter-
remoto na escala Richter é calculada pela
formula: ; 5

M = 5 log <E0>

em que: M é a magnitude, £ é a energia
liberada (em joules) e E, = 10*° joules.
Qual foi a energia liberada E por um terre-
moto de magnitude M = 7,07

(@) 10% joules
(b) 10%3® joules
(c) 10'2 joules
d) 10%° joules
e) 1075 joules

(
(






TAXA DE VARIACAO

Imaginem que vocé e sua familia decidiram fazer uma viagem de carro de uma
Campina Grande para Jodo Pessoa. Ao final desse percurso, vocé calcula a velocidade
média, isto €, divide a distancia total percorrida pelo tempo gasto. Esse célculo é uma
média, um valor constante que representa a viagem como um todo. Agora, imagine que
no meio dessa viagem vocés passaram por um radar de velocidade. Este radar nao
esta nem um pouco interessado na sua média. Ele quer saber sua velocidade naquele
exato instante em que seu carro passou por ele. Essa é a velocidade instantanea.

A maioria das situagcbes que analisamos em ciéncias, economia e tecnologia se
parece mais com essa viagem de carro do que com um movimento constante. Pois,
podemos acelerar, frear, atingir picos altos e descer ladeiras. Assim, 0 objetivo desta
sequéncia é exatamente aprender a ser 0 "radar"da matematica. Sairemos do conforto
da "velocidade média"(a taxa de variacao da reta) e aprender a calcular a "velocidade
instantanea"em qualquer ponto de uma curva.

Descobriremos como a inclinacdo de uma reta tangente a um grafico pode
nos dizer se algo esta crescendo ou diminuindo, e quéo rapido isso acontece. Ao
entender quando essa "velocidade instantanea"é positiva, negativa ou simplesmente
zero, seremos capazes de desvendar os segredos por tras do comportamento de
qualquer fungdo. Vamos comegar nossa viagem!

Observe a seguir o grafico da fungao p(x) = 2, 75z + 4, 50, verificando que, nessa
situacao, temos = > 0.

d

T
&
20,00 {

15,00'|

10,00

5,00,&

1 2 3 4 5 o« (km)

Perceba que, na situagédo apresentada, ha uma variacao nos valores da fungao
p a medida que os valores correspondentes de x também variam. Estudaremos agora
uma maneira de fazer essa analise utilizando a taxa de variagdo média.



|
Considerando uma fung¢édo f : R — 9
R e dois numeros reais x; € x», tais
que z, < o, a taxa de variacao meé-
dia da funcao no intervalo [z, z5] €
dada por

f(x2) = fa1)

Tog —T1 '

Taxa de variacao da funcao afim

Podemos determinar a taxa de va-
riacdo média da funcdo afim f : R — R,
dada por f(z) = axz + b, em um intervalo
[x1, 2], cOM z; # x4, da seguinte maneira:

f($2) - f(xl) _

axy +b— (axy +b)

To — I To — I
_ a(xy — x1) _
To — X1

Logo, a taxa de variacdo média da
fungdo afim definida por f(z) = ax + b, em
relagdo a x, € dada pelo coeficiente a. O
coeficiente a € também conhecido como
coeficiente angular ou declividade da
reta correspondente ao grafico da funcao
afim e esta relacionado com a inclinagcao
da reta em relacéo ao eixo z.

- [Bouw ] .

Um caminhoneiro iniciou uma via-
gem com o tanque de combustivel de
seu caminh&o cheio, contendo 350
litros de diesel. Ele percebeu que, a
cada 100 km percorridos na estrada,
o caminhao consumia 30 litros de
diesel.

(a) Determine a funcao afim V' (d)
que representa o volume de

combustivel (V, em litros) res-
tante no tanque em relacao a
distancia (d, em km) percor-
rida.

(b) Qual é a taxa de variagao (coe-
ficiente angular) dessa funcao
e 0 que ela significa no con-
texto do problema?

. J

1. Calculo da Taxa de Variacao (a)

A taxa de variacdo a é o consumo de com-
bustivel por quildmetro percorrido. Ela é
calculada como a razao entre a variacao
no volume (AV) e a variagao na distancia
(Ad).

Taxa de Variacédo a = VL
Como o volume diminui em 30 litros a
cada 100 km, temos:

~ =30L
~ 100 km

a — 0,3 L/km.

2. Montagem da Funcao Afim
A fungdo afim tem a forma geral V(d) =
ad + b.

* a = —0, 3 (Taxa de Variacao).

* b = 350 (Volume inicial, Coeficiente
Linear).

A funcéo que modela o volume de combus-
tivel restante é:

V(d) = —0, 3d + 350.

3. Analise da Taxa de Variacao
O coeficiente angular (taxa de variagédo) da
funcdo é a = —0, 3.



Taxa de variacao da funcao quadra-
tica

Apbs explorarmos as fungdes afins
e suas taxas de variagédo constantes, como
no consumo de combustivel, vamos agora
mergulhar nas funcées quadraticas. Es-
sas funcdes sao cruciais para descrever
fenbmenos onde a taxa de variacdo nao
€ constante, como em movimentos com
aceleracao.

Imagine um corredor iniciando uma
prova de 100 metros rasos. Ele nao ar-
ranca com sua velocidade maxima; em
vez disso, ele acelera gradualmente do
repouso. Como podemos modelar a po-
sicao desse corredor ao longo do tempo,
assumindo uma aceleragao constante? A
resposta esta nas fungdes quadraticas.

M Exemplo \
Considere um corredor que parte do 9
repouso e acelera de forma cons-
tante. Sua posi¢éo P(t) (em metros,
em relacao ao ponto de partida) em
funcdo do tempo ¢ (em segundos)
pode ser modelada por uma funcao
quadratica simples, como a seguinte:

P(t) =t

(a) Calcule a posicao do corredor
nos instantes t = 0,1,2,3 e 4
segundos.

(b) Apresente o grafico desta fun-
cao. Este gréfico representa
a posicao de um corredor que
acelera ao longo do tempo.

(c) A posicao varia de forma uni-
forme? Justifique sua resposta

com base nos valores calcula-
dos e no formato do gréfico.

1. Posicao do Corredor em Diferentes
Tempos

Vamos calcular a posicao P(t) para
os instantes solicitados:

« Parat=0 s: P(0)=(0)=
« Parat=1 s: P(1)=(1)?2=
s Parat =2 s: P(2)=(2)?2=
« Parat=3 s: P(3)=(3)*=
« Parat=4 s: P(4)=(4)*=16m.

2. Grafico da Funcgédo P(t) = *

O gréfico da fungdo P(t) = t* é uma
parabola com concavidade voltada para
cima, com seu vértice na origem (0, 0).

P(t) (m)

16

3. Analise da Variacao da Posicao

Para determinar se a posig¢ao varia
de forma uniforme, vamos analisar a varia-
cao da posicao a cada segundo:

e Det=0parat=1
AP =P(1)-P(0)=1-0=1m.

e Det=1parat=2
AP=P2)-P(1)=4—-1=3m.

* Det=2parat=3
AP=P@3)—P2)=9—-4=5m.



* Det=3parat=4
AP =P(4)—-P3)=16—-9="T7m.

Perceba que a posi¢do nao varia de
forma uniforme,ou seja, a cada segundo
que passa, o corredor percorre uma distan-
cia maior do que no segundo anterior (1 m,
depois 3 m, 5 m, 7 m, etc.). Isso é uma ca-
racteristica de um movimento acelerado,

onde a velocidade esta aumentando cons-| -

tantemente.

No grafico, essa nao uniformidade
€ visivel no formato da parabola: ela se
curva para cima, ficando cada vez mais
"ingreme", o que indica que a taxa de vari-
acao (velocidade instantadnea) estd aumen-
tando ao longo do tempo.

Assim, concluimos que aqui néo é
mais calculada a "taxa de variagdo"da fun-
cdo, mas sim a taxa de variacdo média
naquele intervalo especifico. Além disso,
essa taxa sera o coeficiente angular da
reta secante a parabola, que passa pelos
dois extremos do intervalo.

Vejamos no exemplo anterior, a reta
secante a parabola que passa pelos pon-
tosemquet=0et=1édada poruma
equacao que possui coeficiente angular
a = 1, e para achar o coeficiente linear se
torna facil, pois a equacéao da reta é dada
por y = ax + b, ja temos a = 1 € um ponto
(0,0),logo0 =1-0+b,0useja,b=0e
portanto a reta secante procurada é y = .
Isso pode ser feito em qualquer intervalo,
e o resultado sera sempre a reta secante.

Em um experimento de climatizacéo,
a temperatura (7', em graus Celsius)
de uma sala variou em funcédo da

hora do dia (h). A variagcdo da tem-
peratura pode ser modelada pela fun-
¢ao quadrdatica:

T(h) = 0,5h* — 6h + 40.

Qual a Taxa de Variacado Média da
temperatura da sala entre as 6h da
manha e as 10h da manha?

O intervalo de tempo € dado por h; =6 e
ho = 10.

1. Calculo da Temperatura nos Limites
do Intervalo

« As 6 h (T(6)):
T(6) = 0,5(6)* — 6(6) + 40
T(6) = 0,5(36) — 36 + 40
T(6) = 18 — 36 + 40 = 22°C.
« As 10 h (T'(10)):
T(10) = 0,5(10)% — 6(10) + 40
T(10) = 0, 5(100) — 60 + 40
T(10) = 50 — 60 + 40 = 30°C.
2. Aplicacao da Formula da taxa de vari-
acao média
Substituimos os valores na férmula
da Taxa de Variacao Média:

T(10) - T(6
TVMig.10 = (13_6()
30 — 22
TVMg 109) = YR



8
VMg = = 2° C/h.

Portanto, concluimos que a taxa de
Variacdo Média da temperatura entre 6h
e 10h foi de 2° C'/h. Isso significa que,
em meédia, a temperatura aumentou em 2
graus Celsius a cada hora durante esse
periodo.

Até aqui, calculamos taxas de vari-
acao em intervalos especificos, mas sera
que é possivel calcular a velocidade do
atleta exatamente quando ¢t = 1, ou a tem-
peratura da sala as 9h? E isso que vere-
mos a seguir.

Reta tangente

Vimos que a taxa de variagdo num
intervalo especifico é dado pela formula:

f@2) = fla1)

To — X1

E essa férmula nos da exatamente o coefi-
ciente angular da reta secante a curva que
passa pelos pontos (z1,41) € (z2,y2). Ou
seja, cruza dois pontos do gréfico.

A palavra tangente vem do latim tan-
gens, que significa “tocando”. Podemos
pensar na tangente como uma curva que
se parece com uma reta que toca a curva e
segue a mesma dire¢do da curva no ponto
de contato. Para um circulo, poderiamos
simplesmente, como Euclides, dizer que
a tangente é uma reta ( que intercepta o
circulo uma unica vez, conforme a Figura
(a). Para as curvas mais complicadas essa
definicdo é inadequada. A Figura (b) mos-
tra uma reta ( que aparenta ser tangente a
curva C no ponto P, mas que intercepta C

duas vezes.

Figura (a)

Figura (b)

Para entendermos melhor, essa
ideia de "tocar em um Unico ponto", usa-
remos a reta secante como base. Reto-
memos a fungdo f(t) = t* e fixemos o
ponto P = (1,1). Agora, tomemos o ponto
Q = (2,4), sabemos que o coeficiente an-
gular da reta secante que passa por P e
(@ é a taxa de variacdo média do intervalo
[1,2], ou seja, a = 3. Assim, aproximare-
mos o ponto ) ao ponto P, reduzindo cada
vez mais o intervalo. Veja a tabela:



Intervalo At Taxa de
de Tempo | (t2 —1t1) Variacao
[t1, 2] Média (TVM)
[1,2] 1 3
[1,1.5] 0,5 2.5
[1,1.1] 0,1 2,1
[1,1.01] 0,01 2,01

Ao observar a tabela, é impossivel
ndo notar um padréo claro: a medida que
o intervalo de tempo At se torna cada vez
menor, ou seja, a medida que o ponto ) se
aproxima cada vez mais do nosso ponto
fixo P, a taxa de variacdo média se apro-
xima de um valor especifico. A sequéncia
dos resultados (3; 2,5; 2,1; 2,01;...) esta
"encurralando"”o numero 2.

Se continudssemos esse processo
com intervalos ainda menores, como
[1,1.001] ou [1,1.00001], a taxa de variacao
média seria 2,001 e 2,00001, respectiva-
mente, tornando a tendéncia ainda mais
evidente.

Esse valor para o qual a taxa de va-
riacdo vai é o que chamamos de limite.
Geometricamente, ele representa o0 mo-
mento exato em que a reta secante, ao
ter seus dois pontos (P e Q) infinitamente
proximos, se torna a reta tangente.

Portanto, podemos concluir que a
Taxa de Variacao Instantanea da funcao
f(t) t> no ponto P = (1,1) é exata-
mente 2. Esse valor corresponde ao co-
eficiente angular da reta tangente a pa-
rabola nesse ponto. Essa poderosa estra-
tégia de usar o limite de aproximagdes de
retas secantes para encontrar a inclinacao
em um unico ponto € a ideia fundamen-
tal por tras do conceito de Derivada em
Célculo.

ft)y =1

Encontre uma equacéo da reta tan-
gente a pardbola y = 22 no ponto
P(1,1).

Podemos encontrar uma equacéao
da reta tangente r assim que soubermos
sua inclinacéo a. A dificuldade esta no fato
de conhecermos somente o ponto P, em
r, quando precisamos de dois pontos para
calcular a inclinagédo. Observe, porém, que
podemos calcular uma aproximacao de a
escolhendo um ponto préximo Q(z, z?) so-
bre a parabola e calculando a inclinagéao
a, da reta secante PQ. (Uma reta secante,
do latim secans, que significa “corte”, é
uma linha que corta [intersecta] uma curva
mais de uma vez.)

Escolhemos = # 1 de forma que
Q # P. Entao

x?—1
pq —

a .
r—1

Por exemplo, para o ponto Q(1, 5;2,25), te-
mos

(1,5)2—1 2,25—1 1,25
apq: = —= :2’5
1,5—1 ,5—1 0,5

Quanto mais préoximo @ estiver de
P, mais proximo = estara de 1, e o valor de

Reta Tangente (m = 2)



a,q, €stara mais proximo de 2. Isso sugere
que a inclinagéo da reta tangente deve ser
Apg = 2.

Assim, sabendo que a equacéao da
reta é y = ax + b e ela passa pelo ponto
P(1,1),ea =2,temos 1 =2-1+b, im-
plicando b = —1, e portanto a equacao da
reta tangente é:

y =2z —1.

Podemos visualizar no grafico anterior.

E

A distancia s percorrida por um corpo
em queda livre (desprezando a resis-
téncia do ar) apds ¢ segundos é dada
pela equacao:

®

s(t) = 4,9t%.

Suponha que uma bola seja solta
a partir do ponto de observagao no
alto da Torre CN, em Toronto, 450 m
acima do solo. Encontre a veloci-
dade da bola ap6s 5 segundos.

J

A dificuldade em encontrar a veloci-
dade apds 5 segundos esta em tratarmos
de um unico instante de tempo (¢t = 5),
ou seja, ndo temos um intervalo de tempo.
Porém, podemos aproximar a quantidade
desejada calculando a velocidade média
sobre o breve intervalo de tempo de um

décimo de segundo,det =5atét =5,1:

mudancga de posicéo

velocidade média = .
tempo decorrido

Y

~s(5,1) — s(5)
B 0,1 ’
4,9(5,1)? — 4,9(5)2
0,1 7
=49,49 m/s.

A tabela a seguir mostra os resultados de
calculos similares da velocidade média em
periodos cada vez menores.

Tempo Velocidade média (m/s)
0<t<5H1 49,49
5<t<5,05 49,245
5<t<5,01 49,049

5 <t <5001 49,0049

Veja que, a medida que encurtamos
o periodo do tempo, a velocidade média
fica cada vez mais préxima de 49 m/s. A
velocidade instantanea quando ¢t = 5 € de-
finida como o valor limite dessas velocida-
des médias em periodos cada vez meno-
res, comeg¢ando em t = 5. Assim, conclui-
mos que a velocidade (instantanea) apos
5 segundos € 49 m/s.



Hora de praticar!

: Questao 01 ] Um projétil é lancado
para cima e sua altura h (em metros) em
fungéo do tempo ¢ (em segundos) é dada
por h(t) = —5t% 4 20t. Determine a taxa de
variagdo media da altura no intervalo entre
t =1et=3segundos.

: Questao 02 ] Considere a funcao
f(x) = z* — 4z. Calcule o coeficiente
angular da reta secante que passa pelos
pontos do grafico onde x; =2 e x5, = 5.

[ Questao 03 ] O custo de produgéao
de x unidades de um produto é dado por
C(x) = 22* + 10z + 50. Qual é a taxa de
variacao média do custo quando a produ-

cao aumenta de 10 para 20 unidades?

Questdo 04 | Dada a fungéo g(z) = 1,

determine a taxa de variacao média no
intervalo [2,2.5]. O que o sinal do resultado
indica sobre o comportamento da funcéo
nesse intervalo?

Questao 05 A posicao de um ob-
jeto em movimento retilineo é descrita por
s(t) =13 —t.

(a) Calcule a velocidade média no inter-
valo ¢ € [1,2].

(b) Se reduzirmos o intervalo para
[1,1.1], a taxa de variagdo média au-
menta ou diminui? Justifique calcu-
lando o novo valor.
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Nesta sequéncia didatica introduziremos limite de uma fungéo, de uma forma
mais detalhada e clara para estudantes de Ensino Basico. Usaremos todos os conceitos
de funcdes estudados, bem como, discutiremos a importancia de seu estudo para o
entendimento de continuidade de funcdo. Aqui, passearemos pelos conceitos intuitivos,
definicdo formal, propriedades e aplicagdes, além de alguns teoremas fundamentais
para o estudo do calculo e para os problemas de otimizagao.

Antes de mergulharmos na ideia intuitiva de limite, é importante entender que
esse conceito surge da necessidade de analisar o comportamento de fungdées em
pontos onde elas podem nao estar definidas diretamente, ou onde o valor exato é dificil
de determinar. O limite nos permite “prever” ou “aproximar” o valor que a funcao tende
a assumir a medida que nos aproximamos de um ponto especifico, tornando-se uma
ferramenta fundamental para compreender o funcionamento das fun¢ées e preparar o
terreno para conceitos mais avancados como continuidade, derivada e otimizagéo. Para
entendermos esse conceito de limite de uma forma mais clara e didatica, comecaremos
analisando uma fungéo especifica.

A ideia de limite

Tabela 2: valores de x menores que 1

Consideremos a fungéo z 101051075109 0,99] 0,999
fl) | 1] 2 | 2,5 2,8]2,98|2,998
R+ (z—1)
definida para todo x real e = # 1. Quando Tabela 3: valores de = maiores que 1
r # 1, podemos verificar que a fungéo v (21512 1,11 1001100
pode ser reduzida, ou simplificada, para fl@) 5] 4 |35 ]32)3,02] 3,002

f(z) = 22 + 1. Mas nosso objetivo aqui, &
analisar o “valor” de f(1), ou melhor, tenta-
remos analisar todos os valores da funcéo

Observemos em ambas as tabelas
que, quando x se aproxima cada vez mais

quando os valores de x se aproximam do
namero 1. Observemos as seguintes ta-
belas, em que, a primeira € composta por
valores menores do que 1 e préximos dele,
e a segunda por valores maiores do que 1.

de 1, f(z) aproxima-se cada vez mais de

3, isto €, quanto mais préximo de 1 estiver

0 x, mais proximo de 3 estara f(x).
Notemos na primeira tabela que:



Tabela 4: Aproximagéo de f(z) parax — 1~

« Valorde z e f(x)

Implicacoes

x=0,9, f(z)=28
r =099, f(x)=298
r=0999, f(z)=2,998

z—1=-01 = f(z)—3=-02
x—1=-001 = f(z)—3=-0,02

r—1=-0001 = f(z)—3=-0,002

e a segunda tabela nos mostra que:

Tabela 5: Aproximagao de f(x) paraz — 17

- Valorde z e f(x)

Implicacoes

r—1=01 = f(z)—3=072
r—1=001 = f(z)—3=0,02
z—1=0001 = f(z)—3=0,002

portanto, pelas duas tabelas vemos que:

Tabela 6: Tabela de aproximagdes usando valor absoluto

|z —1]=0,1
lz — 1] = 0,01
lz — 1] = 0,001

=

=

=

|f(x) = 3] = 0,02
|f(x) — 3| = 0,002

Podemos perceber que, ao escolher
valores de = cada vez mais proximos de
1, os valores correspondentes de f(z) se
aproximam cada vez mais de 3. Isso signi-
fica que conseguimos fazer f(x) ficar tao
proximo de 3 quanto quisermos, desde que
escolhamos = suficientemente perto de 1.
Em termos matematicos, isso quer dizer
que o valor absoluto da diferenca entre
f(z) e 3, ou seja, |f(z) — 3|, pode ser tor-
nado arbitrariamente pequeno, contanto
que o valor absoluto da diferenca entre x
e 1, isto é, |x — 1|, também seja pequeno
0 bastante. Essa relagao entre a proximi-

dade de = em relagdo a 1 e a proximidade
de f(x) em relagdo a 3 é a base intuitiva
do conceito de limite.

Essa forma de discutir a ideia de li-
mite de uma funcéo é bem intuitiva e nédo
tem uma linguagem matematica, pois ao
dizermos “|f(z) — 3| tdo pequeno quanto
desejarmos” e “|z — 1] suficientemente pe-
queno”, ndo sabemos quantificar essas di-
ferencas tdo pequenas, ou quais séo es-
ses valores. Assim, para indicar essas
diferencas pequenas usaremos simbolos
matematicos, como ¢ (epsilon) e § (delta).
Dessa forma, se eu quiser que |f(z) — 3|



seja menor que um certo numero positivo &,
preciso escolher |z — 1| bem pequeno. Ou
seja, tenho que encontrar um nimero po-
sitivo §, pequeno o suficiente, que garanta
essa aproximacao.
O<lz—1]<d = |f(x)—3]<e.

A condicao 0 < |z — 1] significa que
estamos considerando valores de = que
estao préximos de 1, mas diferentes de 1.
Em outras palavras, isso € equivalente a
dizer que = # 1, pois 0 NOSSO interesse €
analisar o comportamento de f(x) quando
x se aproxima de 1, sem que = seja exata-
mente igual a 1. E importante perceber que
0 depende do ¢ considerado. Analisando
a tabela 5, se for dado ¢ = 0, 2, tomamos
0 = 0,1, se for dado ¢ = 0,02, tomamos
0 = 0,01. De maneira geral, fica evidente
que para ¢ dado, basta tomar ¢ = g.

Dessa forma, para qualquer valor
positivo ¢, podemos encontrar um valor
apropriado para ¢ tal que:

O<|z—1<d=|f(x) = 3| <e.

dizemos que o limite de f(x), para z ten-
dendo a 1, é 3. Em simbolos:

lim f(z) = 3.

rz—1

Com base nisso, podemos definir formal-
mente a ideia de limite de uma fungao.

Definicao

Seja f uma funcao definida em um
intervalo aberto que contém o ponto
a, exceto talvez no proprio ponto a.

Dizemos que

L,

lim /() =

se, para todo ¢ > 0, existe um nu-
mero 6 > 0 tal que, sempre que
0 < |z —a| <6, temos

[f(z) = L] <e.

Usando uma simbologia matematica, te-
mos:

lim f(z) =L < Ve>030 >0

T—a
talque 0 < |z —al] <d=|f(z)—L| <e.

E possivel, observar a ideia de li-
mite através dos graficos da funcéo, ob-

servemos a situagdo da fungcao f(x) =
(2x+1)(x—1)
(x—1)

limg ./ f(z) =3

/ 1
observando o grafico da figura, quando
o valor de = se aproxima de 1, seja pela
direita (hnumeros maiores que 1) ou pela es-
guerda (nameros menores que 1) a fungéo
se aproxima de 3, e isso acontece, pelo

fato, de mesmo a fungéo nao estar definida
nesse ponto, existir o limite nele. Dizemos,



que a funcao nao é continua, pois ha um
“salto” no ponto em que = é igual a 1.
Vejamos alguns exemplos:

BRE-—0)

Considere a funcao

(—1)°
8

O

f(z) = +xz—2.

Calculemos seu limite observando
apenas o seu grafico.

20 4

10

—10 }

—90 |

Intuitivamente, quando = se apro-
xima de 1, o valor da funcéo se aproxima
de —1, tanto pela direita, quanto pela es-
querda. Assim, dizemos que lim,_,; f(z) =
—1.

Propriedades do limite de uma fun-
cao

A fim de que n&o tenhamos que vol-
tar repetidamente a definicdo de limite para
provarmos lim,_,, f(z) = L, vamos apre-
sentar as propriedades algébricas do limite
de uma funcgao.

No que segue estamos supondo
que a é elemento de um intervalo aberto I,

e que em [\ {a} estdo definidas as fun¢des
fy g, ... “envolvidas” na propriedade.
12 propriedade

Se c € R e f é a funcao definida
por f(x) = ¢, para todo x real, entdo
lim,_,,c=c.
22 propriedade

SeceRelim,, f(r) =L, entédo
lim, ,.[c- f(z)] = c-lim,,, f(z) =c- L.
32 propriedade

Se lim, ,, f(x) = L elim,,, g(x) =
M, entdo lim, ,.(f + g)(z) = L + M.
42 propriedade

Se lim, ., f(x) = L e lim,,, g(z) =
M, entdo lim, ,.(f — g)(z) = L — M.
52 propriedade

Se lim, ., f(x) = L e lim, ,, g(z) =
M, entdo lim, ,,(f - g)(x) = LM.
62 propriedade

Se lim,, f(x) =
lim, ..(f)"(z) = L", n € N*.
72 propriedade

Se lim, ., f(x) = L e lim, ,, g(x) =
M # 0, entdo lim, , (£) (z) = &.
82 propriedade

Se lim,,, f(x) = L, entao
limﬁa\”/ﬁa:): YLcomL>0ene N*

ou L <0enéimpar.

Limite de uma funcao polinomial

Uma das consequéncias das propri-
edades de limites € a regra para obter o
limite de uma funcgao polinomial, vejamos:

L, entao

Definicao

O limite de uma fungéo polinomial j



f(z) = ag + a1z + agz® + . ..
Y Z a;z’,

=0

com a; € R, para x tendendo para
a, € igual ao valor numérico de f(x)
para x = a.

Aplicando a propriedade do limite de
polinbmios:

J

lim(3z — 5) = 3(2) —5=6—5=1.

z—
Aplicando a propriedade do limite de
polinbmios:

J

lim (2 + 4z +1) = (—=1)> +4(=1) + 1,

r——1
=1—4+1,
=2

— B2 5
Usando as propriedades da Soma e

do Coeficiente Constante para justifi-
car o resultado:

. 2 AT 2 1
:1615)%(490 +2zx) =4 il{g(m )+ 2 glﬁgré(x),
— 4 @) +2-3)
— 3646,

= 42.

ppLE—")

Usando a Propriedade do Produto:

J/

lim[(z + 5)(z® — 1)],

rz—1

pr— 1 . 1 3 p——
= (145)- (1" 1),
=6-0,

= 0.

- [Eewin]

Usando a Propriedade do Quociente
(j& que o limite do denominador &
2(4) + 1 =9 #0):

. i
lim
z—4 (256 + 1)

J

o limg oy z2
 limg (20 + 1)’
42
24+ 1’
16

Limites laterais

Lembre-se que considerando
lim, ,, f(z), a analise feita € do comporta-
mento da fung&o nos valores proximos de
a, isto é, nos valores de = pertencentes a
um intervalo aberto contendo a mas dife-
rentes de a e, portanto, nos valores desse
intervalo que s@o maiores ou menores que
a.

Entretanto, o comportamento em al-
gumas fungdes, quando = esta préximo
de a, mas assume valores menores que a,
é diferente do comportamento da mesma
fungéo, quando x esta proximo de a, mas
assume valores maiores que a.



Vamos considerar agora a fungao

x? sex < ?2
g(x) =13
r+1 sex>2

391’227

atribuindo a = valores proximos de 2, po-
rém maiores que 2 (a direita de 2), temos:

z |3
g(z) | 4

2,5
3,9

2,1
3,1

2,01
3,01

2,001
3,001

Para a mesma fung&o vamos agora atribuir
a z valores proximos de 2, porém menores
que 2 (a esquerda de 2), temos:

1,5
2,25

1,9
3,61

1,99
3,960

1,999
3,996

T 1

g(z) | 1

Analisando o comportamento da funcéo
g(x) nas proximidades de = = 2, obser-
vamos duas situagdes distintas baseadas
nas tabelas, a primeira € que se = esta
préximo de 2, mas a esquerda de 2 (ou
seja, valores como 1,9; 1,99; 1,999), os
valores da fungdo g(x) = * estdo proxi-
mos de 4. E a segunda é que se x esta
préximo de 2, mas a direita de 2 (ou seja,
valores como 2,1; 2,01; 2,001), os valores
da funcao g(x) = = + 1 estao préximos de
3.

tg(z)

=N W e Ot O

4 -3 -2 —1 1 2 3 4

Casos como este, em que supomos
x assumindo valores préximos de 2, mas
somente a esquerda ou somente a direita
de 2, sdo chamados de limites laterais
pela esquerda ou pela direita de 2. A par-
tir dessa ideia definiremos a seguir, 0 que
sao limites laterais.

Q

Escrevemos

lim f(z) =L,

Tr—a~
e dizemos que o limite a esquerda
de f(z) quando = tende a a [ou o0 li-
mite de f(z) quando = tende a a pela
esquerda] é igual a L se pudermos
tornar os valores de f(x) arbitraria-
mente proximos de L, ao restringir-
mos = a uma regido suficientemente
pequena em torno de a, com = me-
nor que a.

Escrevemos

lim f(z) =L,

e dizemos que o limite a direita de
f(z) quando z tende a a [ou o limite
de f(z) quando z tende a a pela di-
reita] € igual a L se pudermos tornar
os valores de f(x) arbitrariamente
proximos de L ao restringirmos = a
uma regiao suficientemente pequena
em torno de a, com x maior que a.

Todas as propriedades que foram
vistas anteriormente e que séo validas
para limites, também se estendem para
os limites laterais. Além disso, dizemos
que o limite existe, quando os limites late-
rais existem e sdo iguais, como mostra no



teorema a seguir:

Seja | um intervalo aberto con-
tendo a e seja f uma funcdo de-
finida para + € I — {a}. Temos
lim, ,, f(z) = L se, e somente se,
existirem lim, ,,+ f(x) e lim, ,,- f(z)
e forem ambos iguais a L.

.

- [(zem ]

Dada a funcao

3r—2 sex>1
flx) =142 serx =1,

dr+1 sexz <1
calcule:
(@) lim, 1+ f(z)
(b) lim, - f(x)

(c) lim,—; f(z)

Solucao:

a)

Para x — 17 (valores maiores que 1),
usamos f(z) = 3z — 2:

lim f(z) = lim (3z—2) =3(1)—2 =1

r—1t r—1t

Para + — 1~ (valores menores que
1), usamos f(z) = 4o + 1:

lim f(z) = lim (do+1) =4(1)+1 =5

r—1— r—1—

Para o limite bilateral existir, os limi-
tes laterais devem ser iguais. Como

lim f(r)# lim f(r) (pois 1+ 5)

z—1t

concluimos que lim, ,; f(z) nao

existe.



Hora de praticar!

: Questao 01 ] Calcule o limite da fun-
¢ao polinomial abaixo aplicando as propri-
edades da soma e do produto:

lim (32% — 5z + 4)
r—2

[ Questao 02 ] Determine o valor do li-
mite racional, certificando-se de que o de-
nominador ndo se anula no ponto indicado:

244
im
z—=—12x 45

: Questao 03 ] Calcule o seguinte limite
eliminando a indeterminagéo do tipo g por
meio da fatoracao:

x?2—9

z—=3 1 — 3

Questao 04 Resolva o limite abaixo
utilizando a simplificagao de polindbmios (fa-
torag&o de trinGmios):

22 +2x —3
xr—1

lim
r—1

Questao 05 Calcule o limite envol-
vendo radicais. Caso encontre uma inde-
terminacéo, utilize a técnica de racionaliza-
cao:

-2
lim Ve

=4 r — 4

Questao 06 Determine o valor do li-
mite para a fun¢ao dada, analisando a con-
tinuidade da expressao no ponto = = 0:

2+ ba?
lim ———
z—0 x2



PA

AO AS DEF
5 DE OTIMIZAC



DERIVADAS

Nesta se¢do, e munidos das ferramentas discutidas anteriormente, principal-
mente os conceitos de taxa de variacao e limite, podemos definir o objeto principal
desse estudo, que sédo as derivadas. E para isso discutiremos algumas definicdes
importantes, além das propriedades das derivadas e de sua interpretacao analitica e
geomeétrica.

Conceito e interpretacio Ay = f(z) — f(xzo) € chamada acréscimo
ou incremento da funcao f relativamente
0 | @0 ponto xo. O quociente

Seja f uma fungéo definida em um

intervalo aberto I e x, um elemento Zyc = W

de I. Chama-se derivada de / no

ponto z, o limite recebe o nome de razéo incremental de f

relativamente ao ponto x.
lim M, Frisemos que a derivada de f no

oo ponto z, pode ser indicada das seguintes

se este existir e for finito. formas:
A derivada de f no ponto z, € habi- (o) = limy %ﬁm) ou
tualmente indicada com uma das seguintes f(xo) = limag o % ou
notacgoes:
d vy e fl@o+ Ax) — f(x0)
P ou [E] 0 ow g | S0 = fm SR
r=x0

Quando existe f'(z), dizemos que
f é derivavel no ponto z,. Dizemos tam-
bém que f é derivavel no intervalo aberto
I quando existe f'(x() para todo x, € 1.

A diferenca Ax = = — 7 é cha-
mada acréscimo ou incremento da variavel
x relativamente ao ponto x,. A diferenca

ppE-—t)

Calculemos a derivada de f(z) = 2z no ponto z, = 3.
Utilizando a definicdo em termos de z:

O




Outra maneira de proceder seria esta, utilizando a definicdo em termos de Ax:

fB+Az) - f(3)

/ . 0
F@3)= Alggo Ax
. 234+ Az)—6
= lim
Az—0 Az
o 6 +2Az —6
= Anho Ax
B 2Ax
= AnSo Ax
= lim 2
Az—0
= 2.

g

Calculemos a derivada de f(z) = 22 + = no ponto z, = 1. Utilizando a definigédo
em termos de Ax:

[(1+Az)*+ (14 Az)] - [12+1]
Az—0 Ax

[(1+2Az + (Az)?) + (1 + Az)] — [2]
Az—0 Az

14+ 2Az+ (Az)?+ 1+ Az —2

Az—0 Az

. 1 L.
Calculemos a derivada de f(z) = - em um ponto genérico xy # 0.
Pela definicao,

(o) = lim f(zo + Azx) — f(l‘o).

Az—0 Az
1 1 .
Com f(zg) = - e f(zo+ Ax) = T A ou seja,
L1
/ . xgt+Ar xg
f'(wo) = Algclilo Az




Primeiro, calculamos o numerador, unificando as fracées (tirando o M.M.C.):

denominador: N
(o) = lim ———

Axz—0 xo

Cancelando Az, ja que Ax # 0:

(o) = lim -1

Az—0 ,I’O

Aplicando o limite (substituindo Az = 0):

-1
zo(zo + 0)

f(wo) =

.

1 _i_xo—(aco—i-Ax)_xo—xo—Ax_ —Azx
z0o+ Az  xo (xo + Ax)xg zo(zo + Ax)  mo(xo + Ax)’
Substituindo este resultado no limite principal:
—Ax
o) = Jim P00 AL)

Para simplificar a fragdo composta, multiplicamos o numerador pelo inverso do

(o + Ax)

(xo + Az)’

—1

1

Az’

x2

ppE=—t)

Calculemos a derivada de f(z) = sinx em zy =

r(5)

Az

, . . . —b b
Utilizando a identidade trigonométrica sina — sinb = 2sin <a> Ccos (a ;r ) :
m m
A —+Az + -
2 - sin (m) - COS (?’3) . (Ax) <7r A:U)
2 2-sin{— ) -cos| =+ —
= lim = lim 2 3 2
Axz—0 Az o Az—0 Ax '
Prosseguindo:
5. g Ax o8 T n Az
. — . C J— R
L S1n 5 3 5
= Arso Ax '




) <Ax
sin

= lim
Ax—0

torna:

Reorganizando a expressao e usando o limite fundamental lim, .o —— = 1:
u
2 ) T N Ax
- COS | — —_—
3 2

A
2

A
Quando Az — 0, temos 796 — 0 e, portanto, lima,_.o

sin u

in%
2

Az = 1. O limite se

Hora de praticar!

: Questao 01 ] Utilizando a definicao de
derivada por meio do limite,

flz+h) - f(x)
h

f'(z) = lim

Y

calcule a derivada da funcédo f(z)
22 + 3.

[ Questao 02 ] Determine, pela defini-
cdo, a taxa de variacao instantadnea (de-
rivada) da funcdo f(z) = 5z — 2 em um
ponto qualquer z.

: Questao 03 ] Dada a fungéo f(z) = +
mostre, aplicando o limite do quociente
de incrementos, que sua derivada €

f(x) = =3

[Questéo 04] Encontre a inclinagao
da reta tangente a curva f(z) = /= no
ponto x = 4, utilizando estritamente a defi-
nicdo de derivada por limite.

Interpretacao Geométrica

A interpretacao fundamental da de-
rivada é a geométrica:

Se f é diferenciavel em a, entao
f'(a) é o coeficiente angular (incli-
hacao) da reta tangente ao grafico
de f no ponto P(a, f(a)).

J

A equacao da reta tangente ao grafico de
f no ponto (a, f(a)) é dada por:

A reta tangente é o melhor ajuste linear lo-
cal para a funcao f na vizinhanca do ponto

a.




De modo geral, a analise geomé-
trica, visualmente confirmada pelo com-
portamento das retas tangentes ilustradas
na figura 15, estabelece o alicerce intui-
tivo para o Calculo Diferencial. A derivada
f'(a) deixa de ser uma mera inclinagao,
tornando-se a quantificagdo da taxa instan-
tanea de variacao da fungéo f no ponto a,
servindo como o melhor ajuste linear lo-
cal para a curva. Essa perspectiva geomé-
trica é crucial, pois permite estender o con-
ceito de taxa de variacdo além do dominio
estritamente espacial, possibilitando a mo-
delagem de fenbmenos dindmicos em que
a mudanca ocorre continuamente. Con-
ceitos esses, que ajudarao a responder e
otimizar os problemas base do projeto.

Diferenciabilidade Implica Continui-

dade

Um resultado tedrico crucial é a re-
lacdo entre diferenciabilidade e continui-
dade.

Se uma fungao f é diferenciavel em
um ponto a, entdo f € necessaria-
mente continua em a.

Demonstracao
Q

Para x # a, podemos escrever f(z)—

fla) = {221 4). Tomando o
limite quando = — a:

| L [f@) - £@)
lim /(@) — f(a)] = limg [x_

(x —a)].

g

Tr—a

gl (0) — /(@) = 1y
(}:ILILll(LL‘ — a)) :

de derivada,
f'(a). Além
—a) = 0. Portanto,

f(év)—f(a)>

Pela definicdo

f(@)=f(a)

r—a

disso, lim, ,,(x

lim,_,,

lim[f(2) — f(a)] = f(a) -0 = 0.

r—a

O que implica lim,,, f(z) = f(a),
que é a definicdo de continuidade
em a.

O reciproco nao é verdadeiro: uma

funcdo pode ser continua em um
ponto, mas nao ser diferenciavel
(e.g., f(x) = |z| em z = 0). A falta
de diferenciabilidade esta associada
a existéncia de "bicos"(pontos angu-
lares) ou tangentes verticais no gra-
fico.

Funcao Derivada

Seja f uma funcao derivavel no in-
tervalo aberto /. Para cada ponto = € I,
existe e é unico o limite

f(wg + Az) — f(ifo)‘

f'(zo) = lim Ao

Az—0

Esse limite representa a taxa de va-
riacao instantanea da funcao f no ponto
X0

Assim, podemos definir uma nova
funcao.

fiI—R,

que associa a cada x € [ o valor da de-



rivada de f nesse ponto. Essa funcao é
chamada de funcao derivada de f, ou
simplesmente derivada de f.
Habitualmente, a derivada de f é
representada pelas notagoes

df

f@), 5 ou Df).

De modo geral, a expressao da fun-
cao derivada pode ser obtida a partir da lei
f(zx), aplicando-se a definicdo de derivada
de uma fung&o f, em um ponto genérico
xel:

fla+Ax) - f(z)

f'(x) = lim Ay

Axz—0

E com essa definicdo que conse-
guimos calcular as derivadas das fungdes
elementares mostradas na tabela a seguir:

Tabela 7: Derivadas das Fun¢des Elemen-
tares

Nome da Funcéo Funcéo f(z) Derivada f'(z)
Constante c 0
Poténcia " n- g™t
Seno sen(z) cos(z)
Cosseno cos(z) —sen(z)
Exponencial (base ¢) e* e®
Exponencial (base a) a® a® - In(a)
Logaritmo Natural In(x) 1
Logaritmo (base a) log,, () —=

Fonte: Elaborado pelo autor (2025)

B Exemplo | \
Obtenha a equacao da reta tangente S
ao grafico da funcdo f(z) = e* no
ponto de abscissa = = 2.
Substituimos o valor de x na funcao
original para encontrar a ordenada

Y.

vo = f(2) = €.

g
Portanto, o ponto de tangéncia é

P(2,¢%).

A inclinacdo da reta tangente (m)
€ dada pela derivada da fun¢ao no
ponto dado:

f@)=¢e" = f(z)=¢"
m= f'(2) = €%
Utilizamos a equacéao geral da reta:
y — yo = m(z — x0).

Substituindo os valores encontrados

(wg = 2, Yo = €2 @ m = €?):
y—e? =e*(z — 2).
Distribuindo o termo ¢?:
y — e = e?x — 2e%,

Isolando y para obter a equacao re-
duzida:

y = e2x — 2e% + €2

y = e’r — e

M Exemplo \
Um moével desloca-se sobre uma N
reta obedecendo a equacéo hora-
ria s = t* (Unidades Sl). Determine:
Equacoes base:

v(t) = s'(t) = 4¢°

a(t) = v'(t) = 12¢2

(a) sua velocidade no instante ¢ =
2s;




v(2) = 4(2)* =4-8 =32 m/s.

(b) sua aceleracdo no instante ¢t =
3s

a(3) = 12(3)* = 12:9 = 108 m/s>.

(c) em que instante sua veloci-
dade é 108 m/s

413 = 108
3 =27
t =+/27=3s.

(d) em que instante sua acelera-
cao é 48 m/s>.

12t% = 48
2 =4
f=+/4=2s.

Analise do Comportamento de fun-

coes através da derivada

A utilizagédo da derivada no Ensino
Médio permite que o estudante realize uma
transicdo da matematica estatica para uma
analise dindmica das funcdes. Isto €, ndo
focamos apenas no calculo mecanico, mas
usamos a derivada como uma ferramenta
para descrever 0 movimento e a curvatura
do grafico.

A introdugéo do calculo no Ensino
Médio permite que o estudante deixe de
enxergar as fungdes como estruturas es-

taticas e passe a interpreta-las por meio
do movimento. A derivada, neste contexto,
funciona para indicar a inclinacéo e a di-
regcao da curva em cada instante. Dessa
forma, para entender se uma fungéo esta
aumentando ou diminuindo seus valores,
analisamos o sinal de sua primeira deri-
vada, f'(x). Geometricamente, isso cor-
responde a inclinag&o da reta tangente ao
gréfico, assim:

* Derivada positiva (f'(x) > 0): Local-
mente, a funcédo é crescente. Ima-
gine uma reta tangente com incli-
nagcado ascendente; conforme z au-
menta, y também aumenta.

» Derivada negativa (f'(z) < 0): Lo-
calmente, a funcdo € decrescente. A
reta tangente aponta para baixo, in-
dicando que a fungéo esta perdendo
valor conforme avangamos no eixo
das abscissas.

* Derivada nula (f'(x) = 0): Indica
um ponto de repouso instantaneo,
também chamado de ponto critico.
A reta tangente € horizontal, sinali-
zando que a funcéo atingiu o ponto
mais alto ou o0 ponto mais baixo.

Enquanto a primeira derivada nos
da a direcdo, a segunda derivada, f”(zx),
nos revela a “forma” da curva, ou seja, para
onde ela abre sua concavidade. Essa ana-
lise & fundamental para garantir que encon-
tramos a solucao 6tima em problemas de
otimizacao:

» Concavidade para Cima (f"(z) >



0): O gréfico apresenta uma curva-
tura voltada para cima.

» Concavidade para Baixo (f"(z) <
0): O gréfico apresenta uma curva-
tura voltada para baixo.

ERE-—h)

Consideremos a fungéo f(z) = —z%+
4x. Através do calculo, identificare-
mos o ponto mais alto da funcéao e
analisaremos o comportamento da
curva por meio da reta tangente.

1. Calculo da derivada: f'(z) =

—2x + 4.
2. Ponto critico: Fazendo
f'(z) = 0, obtemos

—2r4+4=0=2=2.

3. Teste da segunda derivada:
f"(z) = —2. Como f"(2) < 0,
a concavidade € voltada para
baixo, confirmando que o x do
vértice é z, = 2.

Figura 5: Analise da Derivada na

Fungédo f(z) = —2* + 4z
f(z) V(2,4)
4 g gy
2 Es
2 3 A

Fonte: Elaborado pelo autor (2026) [cite:
1192]

Conforme observado na Figura 5, o
ponto x = 2 representa o equilibrio
da funcdo. A esquerda deste valor,
a inclinacao das retas tangentes é

positiva (f'(z) > 0), indicando cresci-
mento. A direita, a inclinagdo torna-
se negativa (f'(z) < 0), caracteri-
zando o decrescimento da fungéo.

g

BRE )

Dada a fungéo g(z) = z*—6x+5, bus-
caremos identificar analitica e gra-
ficamente o ponto mais baixo que
esta funcao assume através das fer-
ramentas do célculo.

1. Calculo da derivada: ¢'(z) =
2 — 6.

2. Ponto critico: 22 — 6 =0 =

xr = 3.

3. Teste da segunda derivada:
g"(x) = 2. Como ¢"(3) > 0,
a concavidade é voltada para
cima, 0 que caracteriza = = 3
como o valor do = do vértice.

Figura 6: Analise da derivada na fun-
¢éo g(z) = 2*> —6x+5

g‘

—5+

Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Como observado na Figura 6, o
ponto V' (3, —4) € o local onde a fun-
cao cessa seu decrescimento e inicia
seu crescimento. A reta tangente
vermelha tracejada possui inclinagao
nula, confirmando que a taxa de va-
riacao instantanea € zero no ponto




g
critico. A esquerda de = = 3, a fun-

cao possui derivadas negativas, en-
quanto a direita, as derivadas séo
positivas.

Hora de praticar!

| Questao 01 ] Qual é a equacao da
reta tangente a curva y = 2% — 3z no seu
ponto de abscissa x = 47

: Questao 02 ] Determine, em cada
caso, a equacao da reta tangente ao gra-
fico de f no ponto x.

a) flx)=x+4+1, x9=3
b) f(z) =% — 22, o —1
c) f(z) =sinz, z7=0
d) f(m)—i, o= 1

e) f(z) =Vz, z =41
D f() = V2 =23

Questao 03 Um ponto percorre uma
curva obedecendo a equacao horaria
s(t) = t* +t — 2. Calcule a sua veloci-
dade no instante t, = 2. (Unidades do Sl)

no instante

Questao 04 Calcule,
ty = 3, a velocidade de uma particula
que se move obedecendo a equacgao hora-
ria s(¢) = 1. (Unidades do SI)

Questao 05 Obtenha a derivada das
seguintes fungdes:

a) f(x)=5

b) g(z) = a°

c) h(z) =z

Questao 06 Obtenha a derivada das

seguintes fungdes:

a) f(x) =c-a"
b) g(z) =tanx

(ce ReneN¥)

C) h(x) =secx



Problemas de otimizacao

Para finalizar esta sequéncia didatica e a aplicagao do projeto, deixo dois proble-
mas de otimizagao para serem respondidos e discutidos.

Problema 01: Maximizacao do lucro na venda de empadas

A comissao de formatura da 32 série do Ensino Médio da ECIT Irma Stefanie decidiu
vender empadas durante o intervalo para arrecadar recursos financeiros. No entanto,
surgiu um impasse: qual preco deve ser cobrado? Se o preco for muito alto, poucos
alunos comprarao e, se for muito baixo, a receita pode nao cobrir 0s custos de producao.
Como calcular o melhor valor a ser vendido e qual a quantidade mais viavel?

Problema 02: Otimizacao de Embalagens

O segundo problema visa analisar qual a melhor embalagem para colocar as empadas
do problema 01. Assim, qual as melhores dimensdes de um prisma reto que embale
quatro empadas com um determinado diametro?
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