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RESUMO

KOSINSKI, Adriéli Muchau. Redescobrindo a aritmética através de perspectivas diferentes.
135 f. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2025.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar aplicacdes na aritmética de contetdos estudados
durante as etapas escolares da Educagdo Basica. A exploracio de poligonos e padrdes revela
aspectos curiosos aptos de utilizacdo didética para estimular o conhecimento em sala de aula.
O crivo de Eratdstenes com seis colunas apresenta uma outra abordagem para a identificagao
dos nimeros primos. Os modelos visuais para o ensino do méximo divisor comum € 0 minimo
multiplo comum s@o alternativas para a compreensao do conteudo, facilitando a assimilacao dos
conceitos abstratos. Exploramos também, os recursos visuais para os nimeros triangulares, triplas
Pitagdricas e nimeros perfeitos utilizando o software GeoGebra, que facilitam a apropriacao
dos conceitos por meio da intui¢do. As atividades propostas trazem ideias que despertam a

curiosidade e atengdo dos discentes sobre os temas abordados.

Palavras-chave: Poligonos; crivo de Eratdstenes; nimeros triangulares; GeoGebra.



ABSTRACT

KOSINSKI, Adriéli Muchau. Rediscovering arithmetic from different perspectives. 135
pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2025.

The aim of this paper is to present applications in arithmetic of content studied during the school
stages of Basic Education. Exploring polygons and patterns reveals curious aspects that can be
used to stimulate knowledge in the classroom. The Eratosthenes sieve with six columns presents
another approach to identifying prime numbers. Visual models for teaching the maximum
common divisor and the minimum common multiple are alternatives for understanding the
content, facilitating the assimilation of abstract concepts. We also explored the visual resources
for triangular numbers, Pythagorean triples and perfect numbers using GeoGebra software, which
facilitates the appropriation of concepts through intuition. The proposed activities provide ideas

that arouse the students’ curiosity and attention to the topics covered.

Keywords: Polygons; sieve of Eratosthenes; triangular numbers; GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018a), norteia o ensino de mate-
madtica na Educagdo Bésica para que além de axiomas e postulados o estudante descubra outras
experimentacdes que facilitem e contribuam para sua aprendizagem.

No Ensino Fundamental, essa drea, por meio da articulagdo de seus diversos
campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade —, precisa
garantir que os alunos relacionem observagdes empiricas do mundo real a
representagdes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas representagdes
a uma atividade matematica (conceitos e propriedades), fazendo inducdes e
conjecturas (BNCC, 2018a, p. 265).

Este trabalho propde a investigacdo de abordagens diferentes para o ensino da aritmética
na Educacdo Bésica, buscando tornar o aprendizado mais atrativo e eficaz. A utilizacdo de
recursos visuais para algumas demonstragdes, permite a exploracdo de conceitos matematicos
de forma lidica e intuitiva, favorecendo a compreensao dos estudantes e contribuindo para a
prética em sala de aula. Os topicos estudados nesta dissertagdo sdo: poligonos e padrdes, modelos
visuais para 0 maximo divisor comum e minimo multiplo comum, crivo de Eratostenes com seis

colunas, nimeros triangulares, triplas pitagdricas e nimeros perfeitos.

Ao abordar o tema poligonos e padrdes, encontramos caracteristicas interessantes onde
utilizaremos somas e produtos para mostrar regularidades em alguns poligonos. Segundo os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) “O trabalho com no¢des geométricas contribui para a
aprendizagem de nimeros e medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber semelhancgas e

diferencas, identificar regularidades etc.”(Brasil, 2018b, p. 51).

Trabalhamos os conceitos de maximo divisor comum e minimo multiplo comum (con-
teddo abordado na 7° ano do Ensino Basico), através de modelos visuais: modelo retangular,
modelo de segmento de reta e modelo de diagrama de Venn. Uma das habilidades propostas pela
BNCC ¢ “(EFO7TMAO1) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as
nocoes de divisor e de multiplo, podendo incluir mdximo divisor comum ou minimo multiplo
comum, por meio de estratégias diversas, sem a aplicacdo de algoritmos” (Brasil, 2018a, p.
307). O algoritmo de Euclides, também a ser abordado no trabalho, € um método de divisdes
sucessivas que permite encontrar o maximo divisor comum de dois ou mais numeros inteiros.
Logo o objetivo desse tema € apresentar estratégias diferentes da usual, por meio de matrizes,

para identificar o maximo divisor comum.

Sobre o crivo de Eratéstenes como método para identificar nimeros primos, que neste
trabalho abordamos com o uso de 6 colunas ao invés de 10, como no método tradicional,
o professor poderd mostrar regularidades presentes na tabela, assim como trabalhar outros
conceitos como nimeros compostos. Para alunos da 6° ano podemos encontrar na BNCC a

habilidade “(EFO6MAOQS5) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer



Figura 1.1 — Primos até 120

Fonte: Autora.

15

relacdes entre nimeros, expressas pelos ter-
mos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é fator
de”, e estabelecer, por meio de investigagdes,
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8,
9, 10, 100 e 1000” (Brasil, 2018a, p. 301).
No decorrer da atividade o professor mostrara
aos alunos que os multiplos de determinados
nimeros pelo método de seis colunas se encon-
tram em retas paralelas entre si. O que podera
também abordar o conceito de retas paralelas
que também é uma habilidade presente nos
contetdos do 6° ano: “(EFO6MA22) Utilizar
instrumentos, como réguas e esquadros, ou
softwares para representacdes de retas parale-
las e perpendiculares e construcio de quadrila-
teros, entre outros (Brasil, 2018a, p. 303).” A
Figura 1.1, mostra como fica essa representa-
¢ao dos nimeros primos e em destaque estao
marcados em diagonais os multiplos de 5 e 7.

n(n+1)

Em relacdo aos nimeros triangulares, t,, = —— com n € N, trabalhamos modelos

2

visuais com uso do GeoGebra (2025), o que mostra resultados de forma interativa e geométrica.

Os alunos poderao verificar os resultados de proposi¢des através de figuras para fixar os conheci-

mentos. Segundo os PCN “As atividades de Geometria sdo muito propicias para que o professor

construa junto com seus alunos um caminho que a partir de experiéncias concretas leve-os a

compreender a importancia e a necessidade da prova para legitimar as hipéteses levantadas”

(Brasil, 2018b, p. 126). A Figura 1.2, para o caso de n = 3, mostra que os nimeros triangulares

da forma t¢3,,,1 deixam resto 1 na divisdo por 3, ou seja t3,+1 = 1 mod 3. Note que o professor

além de abordar a parte algébrica, pode também mostrar visualmente esse resultado.

Utilizamos também recursos visuais
para mostrar alguns fatos sobre triplas pitagori-
cas, conteido que pode ser abordado no 9° ano
da Educacao Bésica, ao abordar o Teorema de
Pitagoras que pelo Referencial Curricular do
Parana (RCP) (Ensino Fundamental II) des-
creve como objetivos “Demonstrar o Teorema
de Pitagoras. Reconhecer e aplicar o Teorema
de Pitdgoras (Parand, 2018, p. 897).” Logo, o
professor ao abordar o Teorema de Pitdgoras

pode também apresentar as triplas pitagoricas

Figura 1.2 — Nimero triangular - ¢

T
o
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primitivas que sdo ternas (a, b, ¢) de inteiros positivos sem fatores comuns que satisfacam
a’ + b* = %, como por exemplo (3, 4, 5). A temdtica dos nimeros perfeitos, abundantes e
deficientes pode ser explorada em sala de aula sob uma perspectiva diferente, capaz de despertar
o interesse dos estudantes. O trabalho busca apresentar atividades e abordagens que professores
podem adotar em suas aulas para tornd-las mais atrativas, buscando facilitar a compreencao dos

seus estudantes.

1.1 JUSTIFICATIVA PARA A ESCOLHA DO TEMA

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018a) enfatiza a importancia
de desenvolver no estudante a capacidade de resolver problemas, fazer inducdes e conjecturas,
testar métodos e hipoteses e utilizar diferentes recursos para representar e interpretar situagdes

matemadticas, assim como usar ferramentas tecnoldgicas para investigar e produzir.

A aritmética como base da matematica, desempenha um papel fundamental na formacao
do estudante. No entanto, seu ensino € mais voltado aos procedimentos abstratos, muitas vezes
desvinculados de situagdes reais e da construcao do significado. Portanto, este trabalho busca
apresentar abordagens diferentes para o ensino de contetidos relacionados a aritmética recorrendo
a diversas estratégias para que o estudante compreenda assuntos essenciais para a sua formacao.
Segundo a BNCC:

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do letra-
mento matemaético, definido como as competéncias e habilidades de raciocinar,
representar, comunicar € argumentar matematicamente, de modo a favorecer
o estabelecimento de conjecturas, a formulacdo e a resolugdo de problemas
em uma variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e
ferramentas matematicas. (Brasil, 2018a, p. 266)

A visualizacdo é um elemento fundamental na aprendizagem da matemética. Neste
trabalho, utilizamos o GeoGebra para criar representagdes visuais que auxiliem os alunos a
construir conexdes entre os conceitos matematicos. Encontramos no Referencial Curricular do
Parand (Ensino Médio), que:

Na 4rea de Matematica, € evidente a necessidade do uso das tecnologias, in-
cluindo as digitais, para introdu¢do, compreensao, visualizagdo, construgao,
comparacao e operacido de muitos conhecimentos matematicos. As tecnologias
colaboram, inclusive, com o desenvolvimento do pensamento computacional,
que também pode ser desenvolvido, por exemplo, a partir da aprendizagem de
alguns conceitos relacionados aos nimeros, a dlgebra, a geometria e a probabi-
lidade (Parand, 2021a, p. 484).

Ao proporcionar representacoes visuais interativas através do GeoGebra o estudante
pode explorar relagdes matemadticas e fazer conjecturas e verificar suas hipéteses, segundo
Parand (2021b, p. 6) “essas metodologias se articulam, direcionando o trabalho para a formacao
do pensamento matematico do estudante, trazendo a matemadtica ao seu dia a dia de forma
contextualizada e significativa”. Portanto, seu uso € um recurso valioso para a construcao de

aprendizagens significativas.
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1.2 REVISAO DA BIBLIOGRAFIA

Ao fazer uma pesquisa pela literatura sobre diferentes abordagens para conteudos da
aritmética apresentados no trabalho recorremos a Hefez (2022) para as demonstracdes de

proposi¢des de temas como algoritmo de Euclides, nimeros primos e niimeros perfeitos.

Ao abordar sobre poligonos e padrdes, podemos encontrar em Duncan e Itwuller, (1990),
relacionando a ideia de somas e produto com um poligono correspondente. Lidan e Pjani¢ (2020)
que apresentam modelos visuais usando diagramas de Venn, areas retangulares e segmento de
reta para o estudo do méaximo divisor comum e minimo multiplo comum. Em uma busca pelo
tema no repo6sitério de dissertacdes do Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional
(PROFMAT) sobre maximo divisor comum e minimo multiplo comum, foram encontrados
trabalhos, no qual o de Mariano (2024) apresenta uma proposta didética para o ensino do
maximo divisor comum e minimo multiplo comum no Ensino Médio e Fiorelli (2017) apresenta
de forma generalizada os conceitos de maximo divisor comum e minimo multiplo comum
aplicados ao Ensino Basico. Santos (2017) apresenta a relacao entre o maximo divisor comum,
minimo multiplo comum e o diagrama de Venn, Aratjo (2016) mostra uma exten¢do do mdximo

divisor comum e minimo multiplo comum dos inteiros aos comesuraveis.

O algoritmo de Euclides via matrizes de ordem 2, parte do estudo, é analizado em
Koshy (1996). Pelo repositdrio de dissertagdes, procurando por “algoritmo de Euclides” foram
encontrados trabalhos como o de Silva (2014) que apresenta um estudo sobre a aplicacdo do
algoritmo de Euclides e o de Matos (2018) que mostra a relacdo entre o algoritmo de Euclides e

ndmeros de Fibonacci.

O crivo de Eratdstenes através de uma abordagem diferente da convencional com tabelas

de 6 colunas é baseado em Omejc (1972).

Os principais referenciais sobre uso de figuras para mostrar propriedades interressantes
sobre nimeros triangulares foram Nelsen (2008) e Miller (2012). Procurando por trabalhos
com numeros triangulares no repositorio de dissertacoes do PROFMAT foram encontrados dois
trabalhos, no qual Chiconello (2013), apresenta nimeros figurados e as sequéncias recursivas:
uma atividade didatica envolvendo nimeros triangulares e quadrados que relaciona figuras e
atividades sobre o tema. Porém o trabalho proposto ndo apresenta semelhangas nas abordagens.
Enquanto, Ibrahim (2022) apresenta as interpretagdes algébricas e combinatéria dos nimeros

triangulares.

Nelsen também investiga sobre as representacdes visuais de triplas pitdgoricas e nimeros
perfeitos. Prielipp (1970) disserta sobre nimeros perfeitos, abundantes e deficientes. Uma busca
no repositério de dissertagdes sobre “nimeros perfeitos”, foram encontrados quatro trabalhos,
Brandao (2021), Cruz (2013), Juanior (2020) e Melo (2021) no qual todos apresentam a defini¢do

de nameros perfeitos e o teorema para determinar outros nimeros com a mesma propriedade.

As atividades elaboradas foram norteadas pelos documentos orientadores do curriculo
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escolar como a BNCC (2018a), PCN (2018b) e os referenciais curriculares do Parana (2021a).

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 OBJETIVO GERAL

Compreender abordagens diferentes de conteudos voltados a Aritmética, assim como

suas aplicacoes na Educacao Basica.

1.3.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Explorar aplicagdes diferenciadas da Aritmética.

Mostrar formas alternativas de apresentar contetidos voltados a Aritmética para a Educacio

Basica.

* Empregar o uso do GeoGebra para mostrar visualmente os resultados apresentados.

Elaborar atividades que contribuam para o ensino e aplicagdes de temas voltados a Aritmé-

tica.

1.4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia utilizada neste trabalho é quantitativa que segundo Gerhardt (2009, p. 33)
“A pesquisa quantitativa, que tem suas raizes no pensamento positivista légico, tende a enfatizar
o raciocinio dedutivo, as regras da 16gica e os atributos mensuréveis da experiéncia humana”. E
também bibliogréfica e explicativa pois “este tipo de pesquisa explica o porqué das coisas através

dos resultados oferecidos” (Gerhardt, 2009, p. 35). Foram adotados os seguintes procedimentos:

* Selecao da bibliografia sobre aplica¢des na aritmética.
* Uso do software GeoGebra para representacdes visuais.

* Elaboracdo de atividades sobre os temas apresentados, norteados por documentos curricu-
lares como BNCC, PCN e RCP.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho esta estruturado em seis capitulos. No Capitulo 1 expomos a ideia a
ser estudada, assim como a justificativa do tema, objetivos a serem atingidos e procedimentos
metodoldgicos. No Capitulo 2, mostraremos fatos curiosos presentes em poligonos através de

somas e produtos. Apresentaremos no Capitulo 3, modelos visuais para o mdximo divisor comum
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e o minimo multiplo comum. Além disso faremos uma abordagem diferente para o crivo de
Eratdstenes, que na maneira usual € apresentada na escola para os estudantes com 10 colunas e
aqui mostraremos sua aplicagdo com 6 colunas, e apresentaremos as facilidades e curiosidades
de usar esse método. Outro tema a ser apresentado é o uso do Algoritmo de Euclides via matrizes
2 x 2.

No Capitulo 4, mostraremos algumas caracteristicas interessantes sobre os nimeros
triangulares, recorrendo ao software GeoGebra para visualizar esses resultados. As triplas
pitagdricas, nimeros perfeitos, nimeros abundantes e niimeros deficientes também sio abordados
neste capitulo. As atividades a serem desenvolvidas sobre os temas apresentados no trabalho

pertencerd ao Capitulo 5. As conclusdes do trabalho estarao no Capitulo 6.
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2 POLIGONOS E PADROES COM NUMEROS: SOMAS E PRODUTOS

O ensino tradicional de matemadtica, muitas vezes centrado em conceitos € demonstragdes
formais, pode limitar a participacdo e o interesse dos estudantes. De acordo com a BNCC (2018a),
uma abordagem mais eficaz consiste em proporcionar um ambiente de aprendizagem atrativo,
que estimule a curiosidade e a investigacdo. Ao promover atividades que incentivem os alunos a
buscar relagdes e conexdes entre os diferentes conceitos matematicos, é possivel proporcionar

um aprendizado mais significativo e duradouro.

Neste capitulo, apresentamos uma abordagem envolvendo geometria e operagdes arit-
méticas. Essa conexdo permite que os alunos atribuam significados aos cdlculos numéricos ao
visualizé-los em contextos geométricos, favorecendo a compreensao de conceitos matematicos.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais:

Quando os alunos tém de representar um objeto geométrico por meio de um de-
senho, buscam uma relacio entre a representacdo do objeto e suas propriedades
e organizam o conjunto do desenho de uma maneira compativel com a imagem
mental global que tém do objeto (Brasil, 2018b, p.125).

Ao conectar a geometria com as operagdes aritméticas, podemos criar um ambiente
de aprendizagem mais dinamico e significativo. Duncan e Litwiller (1990) apresentam ativi-
dades sobre essa abordagem interdiciplinar as quais trataremos neste trabalho com somas e

multiplicacdes com nimeros inteiros através de poligonos.

2.1 POLIGONO E PADROES COM NUMEROS: HEXAGONO

O primeiro poligono que discutiremos € o hexdgono. Inicialmente escolhemos 8 nimeros
inteiros e consecutivos em ordem crescente ou decrescente como, por exemplo, 1, 2, 3,4, 5, 6,7

e 8. Em seguida, posicionamos esses nimeros como mostra a Figura 2.1.

Figura 2.1 — Estrutura dos nimeros no hexdgono

1
2 3 4
5 6 7
8

Fonte: Autora.

Ao conectarmos 0s nimeros externos com segmentos obtemos um hexdgono conforme

mostra a Figura 2.2.
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Figura 2.2 — Configuracao dos nimeros no hexdagono

PN
2 3 4
e b
N
Fonte: Autora.

Denotemos a soma dos nimeros que se encontram nos vértices do poligono de P e a
soma dos nimeros que estio no interior do poligono de /. Ao somarmos os nimeros que estao
nos vértices do hexagono da Figura 2.2 encontramos P =142 +5+8 4+ 7+ 4 = 27. A soma

dos nimeros que estao no interior do hexagonoé [ = 3 +6 = 9.

Observe exemplos com outros nimeros consecutivos.

Figura 2.3 — Exemplos de configura¢des de nimeros no hexdgono

/2\ 4 16
3 4 5
| |

5 6 7 15 14 13

6 7 8 8 9 10 12 11 10
\9/ 11 9
(a) (b) (c)

Fonte: Autora.

Analisando as Figuras 2.3(a), (b) e (c), observamos que a soma P dos nimeros que se
encontram nos vértices e a soma / dos nimeros internos seguem um padrao. Na Figura 2.3(a)
temos P = 33 e [ = 11; na Figura 2.3(b), P = 45 e [ = 15 e na Figura 2.3(c) mostramos
numeros em ordem descrescente € obtemos P = 75 e [ = 25. Observe que existe uma relagao

entre os valores de P e I. O Quadro 2.1 mostra essas relacdes para a Figura 2.3.

Quadro 2.1 — Valores de P, I e sua relagdo nas Figuras 2.3(a), (b) e (¢)

Figura23 | P | | P =3I
(a) 33|11 33=3-11
(b) 45115 1 45=3-15
(¢) 75125 |75 =3-25

Fonte: Autora.

Segundo Duncan e Litwiller (1990) podemos mostrar que esse fato € valido para quais-
quer 8 nimeros inteiros consecutivos. Seja a € Z o primeiro niimero, entdo podemos representar

esse padrao como na Figura 2.4.
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Figura 2.4 — Caso especial de configuragdao de niimeros no hexdgono

(a—i—l) (a+2) (a—i—B)
(a+4) (a+5) (a+6)
(a+7)

Fonte: Autora.

Logo, ao determinar os valores de P e I, encontramos:

P=a+(a+1)+(a+3)+(a+4)+(a+6)+ (a+7) =6a+21.
I'=(@+2)+(a+5)=2a+T.

Ou seja, P = 6a + 21 = 3(2a + 7) = 31, mostrando assim a rela¢do encontrada no

Quadro 2.1, para qualquer a € Z.

Observe que a soma dos niimeros em vértices opostos € constante e igual a /, isto €,

at+(a+7)=(a+1)+(a+6)=(a+4)+(a+3)=2a+T7=1.

No exemplo da Figura 2.5(a) com os nimeros 3, 4, 5, 6,7, 8, 9 e 10 temos que a soma
dos nimeros em vértices opostos 3+ 10 =4+9 =746 =5+ 8 = 13 = [, Figura 2.5(b).

Figura 2.5 — Exemplos de vértices opostos no hexdgono

3 3
4 5 6 4 5 6
7 8 9 7 >8< 9
10 10
(a) (b)

Fonte: Autora.

Essa relacdo € vélida também para outros formatos. Escolhemos agora 8 miltiplos
consecutivos de um determinado numero inteiro e analisamos os valores de P e I. Na Figura 2.6
representamos multiplos de 2 iniciando em 2 até 16, multiplos de 3 comecando em 3 até 24 e

multiplos de 6 iniciados em 12 até 54.
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Figura 2.6 — Exemplos de multiplos no hexdagono
/ 2 \ / 3 \ 12
éll 6 fli T 9 12 18 24 30

|1 36 42 48

10 12 14 15 18 2
\1 6/ \24/ 54
(a) (b) (c)

Fonte: Autora.

Observe o Quadro 2.2 que mostra os valores de P e I, e como a relagdo ainda € vélida,

nos hexdagonos da Figura 2.6, ou seja, P = 31.

Quadro 2.2 — Valores de P, I e sua relagdo nas Figuras 2.6(a), (b) e (¢)

Figura26 | P | [ P =3I
(a) 54 | 18| 54=3-18
(b) 81 | 27| 81=3-27
() 198 | 66 | 198 = 3 - 66

Fonte: Autora.

Podemos mostrar que esse fato € valido para quaisquer 8 nimeros inteiros. Sejam a um
nimero inteiro e b € Z \ {0} o fator usado para determinar os outros nimeros da Figura 2.7.

Para b = 1 temos o caso analisado anteriormente.

Figura 2.7 — Caso especial de multiplos no hexdgono
— : ~
(a+1)b (a+2)b (a+3)b
(a —1! Do (a+5)b  (a —1! 6)b

(a+T7)b

Fonte: Autora.

Os valores de P e [ sao dados por

P=ab+(a+1)b+(a+4)b+ (a+T7)b+ (a+6)b+ (a+ 3)b = 6ab+ 21b.
I'=(a+2)b+ (a+5)b=2ab+ 7b.

Portanto, P = 6ab + 21b = 3(2ab + 7b) = 31.

Note que aqui também temos que a soma dos niumeros em vértices opostos € igual a /,

ou seja,



24

ab+ (a+7b=(a+1)b+ (a+6)b=(a+4)b+ (a+3)b=2ab+Tb=1.

Um outro caso em que a relagdo € preservada acontece quando dado um nimero inteiro
a, 0s outros 7 nimeros sdo obtidos somando uma razdo r ao anterior. Por exemplo, paraa =1 e

r =4 obtemos 1, 5,9, 13, 17, 21, 25 e 29. A Figura 2.8 representa esse caso.
Figura 2.8 — Outro exemplo de configuragdao de niimeros no hexdgono
/ 1 \
5 9 13

17 21 25

2

Fonte: Autora.

Temosque P =1+4+5+174+29+25+13=90e [ = 9+ 21 = 30, obtendo novamente
arelacdo P = 90 = 3 - 30 = 31. Representamos outros exemplos com essa relacao na Figura
2.9.

Figura 2.9 — Mais exemplos de configura¢des de nimeros no hexagono

5 /72\ / 2 \

13 21 29 7|9 86 9|3 22 42 62
37 45 53 100 107 114 82 102 122
61 121 14
(@Aa=5>5er=38 b)a=T72er="7 ©a=2er=20

Fonte: Autora.

Nestes casos também conseguimos a relacdo P = 3/. Observe o Quadro 2.3 que mostra
os resultados da Figura 2.9(a), (b) e (c).

Quadro 2.3 — Valores de P, I e sua relagdo nas Figuras 2.9(a), (b) e (¢)

Figura29 | P I P =3I
(a) 198 | 66 | 198 = 3-66
(b) 579 | 193 | 579 = 3-193
(c) 432 | 144 | 432 =3-144

Fonte: Autora.

Mais uma vez podemos generalizar considerando a € Z o primeiro nimeroe r € Z\ {0}

a razdo que somamos a cada termo, isto €, os primeiros 8 termos de uma progressao aritmética
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cujo primeiro termo € a e razao r. Podemos representar esse caso conforme mostra a Figura 2.10.
Todos os casos anteriores sdo casos particulares deste.

Figura 2.10 — Caso geral de configuracdo de nimeros no hexdgono

(a
(a

i— r)  (a+2r) (a +I 3r)
+4r) (a+5r) (a—+6r)

N

Fonte: Autora.

Os valores de P e [ sdao dados por:
P=a+(a+r)+(a+4r)+ (a+T7r)+ (a+6r) + (a + 3r) = 6a + 21r.

I'=(a+2r)+ (a+5r)=2a+Tr

Logo, tem-se que P = 6a + 217 = 3(2a + 7r) = 31. A soma dos nimeros em vértices

opostos € igual a I, isto €,

a+(a+7r)=(a+r)+(a+6r)=(a+4r)+ (a+3r)=2a+Tr=1.

Observe os exemplos da Figura 2.11 com essa relagao.

Figura 2.11 — Exemplos de soma dos vértices opostos no hexdgono

3 7
5 7 9 18 29 0
11>13<15 51>62<i3
17 84
@a=3er=2 ba=T7er=11

Fonte: Autora.

Conforme ilustrado na Figura 2.11(a), a soma dos nimeros em vértices opostos &
34+17=5+15=1149 = 20 = [. Jana Figura 2.11(b) a soma de cada par de vértices opostos
resulta em 91, como se observaem 18 + 73, 51 +40e 7 + &4.

2.2 POLIGONO E PADROES COM NUMEROS: OCTOGONO

Outro poligono que apresenta relagdes semelhantes as mostradas anteriormente € o octo-

gono. Comecgamos escolhendo 12 nimeros inteiros e consecutivos € em seguida representamos
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esses nimeros em uma estrutura que possa fornecer um octégono. Por exemplo, organizamos os
numeros 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11 e 12 como na Figura 2.12(a) e conectamos 0s nimeros

externos como mostra a Figura 2.12(b).

Figura 2.12 — Configuracido dos nimeros no octégono

1 2 /1—2\

3 4 5 6 i 4 5 ?
7 8 9 10 7 8 9 10
11 12 \1 1—12/
(a) (b)

Fonte: Autora.

Ao determinar o valor de P e [ para a Figura 2.12(b), obtemos:

P=14+3+7+11+12+10+6+ 2 = 52.
I'=4+5+8+9=26.

Assim, P = 21.

Agora consideremos 12 inteiros consecutivos comecando em a € Z. A Figura 2.13

mostra o posicionamento desses ndmeros.
Figura 2.13 — Caso especial de configuracao de nimeros no octégono
/a —_ (a+1) \
2) (a+3) (a+4) (a+D)
6) (a+7) (a+8 (a —!- 9)

(a4 10)=(a+11)

Fonte: Autora.

Ao somar os valores que se encontram nos vértices do octégono da Figura 2.13 e no seu

interior, obtemos o seguinte resultado:

P=a+(a+2)+(a+6)+(a+10)+(a+11)+(a+9)+(a+5)+ (a+1)
= 8a + 44.
I=(a+3)+(a+4)+(a+7)+ (a+8) =4a+22.
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Logo P = 8a + 44 = 2(4a + 22) = 2I. O que mostra que essa relagdo é valida para
12 ndmeros inteiros consecutivos quaisquer. Vejamos outros exemplos de nimeros com essa

relagdo.

Figura 2.14 — Exemplos de configura¢des de nimeros no octégono

/10—1 l\ /5 1—52\

1|2 13 14 1|5 5|3 54 55 5|6
16 17 18 19 57 58 59 60
20 21 |=——62
(a) (b)

Fonte: Autora.

Analizando a Figura 2.14(a), temos que:

P=10+124+164+20+21 + 19+ 15+ 11 = 124.
I'=13+14+ 17+ 18 = 62.

Portanto P = 124 = 2 - 62 = 21.

Na Figura 2.14(b) encontramos os seguintes valores para P e [:

P =51+534 57+ 61+ 624 60 + 56 + 52 = 452.
I =544 55+ 58 + 59 = 226.
Logo, P =452 =2-226 = 21.
Ao analisar a Figura 2.13, observa-se que a soma dos nimeros em vértices opostos é
igual a £, isto &,

a+(a+11):(a+2)+(a+9):(a+6)+(a+5):(a+10)+(a+1):2a+11:g.

Esse fato acontece também na soma dos niimeros internos posicionados diagonalmente,

ou seja,
I
(a+3)+(a+8):(a+7)+(a+4)=2a+11=§.

Ao examinar a Figura 2.15, observa-se essa relagdo. A soma dos valores em vértices
opostos € constante e igual a 15. Essa soma representa exatamente metade da soma total dos
numeros presentes no interior do poligono. Essa regularidade pode ser verificada em todas as
combinacdes de vértices opostos, como 4 + 11,84+ 7,12+ 3 e 2 + 13.
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Figura 2.15 — Exemplo de soma dos vértices opostos no octégono

2 3
[ A

4 7

8 11
v y
12 13

Fonte: Autora.

Além disso, os valores centrais também contribuem para essa constancia, com 9 + 6 e
10 4 5 resultando em 15, vide Figura 2.16.

Figura 2.16 — Exemplo de soma dos vértices opostos internos do octégono

2 3

4 Sk, 6 7

8 9 Cx"‘lO 11
12 13

Fonte: Autora.

Para o caso da escolha de multiplos consecutivos de um niimero, também encontramos a

relagdo, isto é, P = 21.

Sejam a um nidmero inteiro e b € Z \ {0} o fator pelo qual multiplicamos, para obter o

resto dos nimeros. Vide a Figura 2.17. Para b = 1 temos o caso anterior.
Figura 2.17 — Caso especial de multiplos no octégono

/ab

(@a+3)b (a+4)b (a+5)b

(a+1)b

[\
~—
S

6)b (a+7b (a+8)b (a +I 9)b

(a + 10)b=(a + 11)b

Fonte: Autora.

Os valores de P e [ sdao dados por:
P=ab+ (a+2)b+ (a+6)b+ (a+10)b+ (a+11)b+ (a+9)b+ (a+5)b+ (a+1)b
= 8ab + 44b.
I=(a+3)b+(a+4)b+ (a+7)b+ (a+ 8)b = 4ab+ 22b.
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Podemos observar que P = 8ab + 44b = 2(4ab + 22) = 21, o que mostra que a relagdo

também € valida para esse caso.
Vejamos um exemplo, escolhendo a = 3 e b = 4. Podemos representar esses valores
como mostra a Figura 2.18.
Figura 2.18 — Exemplo de multiplos no octégono

12=—16

20 24 28 32

36 40 44 48

2 56

Fonte: Autora.

Temos que P = 124+20+36+52456+48+32+416 = 272 e I = 244-28+40+44 = 136.
E podemos escrever P = 272 =2 - 136 = 21.

Note que a soma dos nimeros em vértices opostos € igual a é ou seja,
ab+ (a+11)b=(a+2)b+ (a+9)b=(a+6)b+ (a+5)b=(a+10)b+ (a+ 1)b =

1
:2ab—|—11b:§

Assim, como também a soma das diagonais dos nimeros internos, ou seja,
1
(a+3)b+(a+8)b=(a+T7)b+ (a+4)b=2ab+ 11b = 5

Quando escolhemos um valor inicial @ € Z e uma razdo r € Z \ {0} que é somada a
cada novo ndmero obtido, isto €, os primeiros 12 termos de uma progressao aritmética cujo
primeiro termo € a e razao r, encontrando mais uma vez a relacdo P = 2/. Observe a Figura

2.19 com o posicionamento desses numeros.

Figura 2.19 — Caso geral de configuragcdo de nlimeros no octogono

/ '
+2r) (a+3r) (a+4r) (a+5r)
—i—I 6r) (a+7r) (a+8r) (a+9r)
\(a + 107 )=(a + 117’)/

Fonte: Autora.

(a+7)
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Logo,

P=a+(a+2r)+(a+6r)+ (a+10r)+ (a+ 11r) + (a+9r) + (a + 57) + (a + 1)
= 8a + 44r.
I=(a+3r)+(a+4r)+ (a+7Tr) + (a + 8r) = 4a + 22r.

E, portanto, P = 8a + 44r = 2(4a + 22r) = 2. Veja na Figura 2.20 dois exemplos, que

mostram esse caso.

Figura 2.20 — Mais exemplos de configura¢des de nimeros no octégono

5 8 /96 —90\
8|4 78 72 6|6

11 14 17 20
23 26 29 32 60 54 48 42
35 38 \36 30

(@a=5er=3 b)a=9%er=-6
Fonte: Autora.

Na Figura 2.20(a) encontramos P =5+ 11 +23+ 35+ 38432+ 20+8 = 172¢
I =14+17+ 26+ 29 = 86, ou seja, P = 172 = 2 - 86 = 2]. Enquanto na Figura 2.20(b)
temos que P = 96 484 + 60436 +30+42+66+90 =504 e [ = 78+ 72 + 54 + 48 = 252,
logo P =504 =2 -252 = 2].

Neste caso, também pode ser abordado com os estudantes o fato de que a soma dos

numeros em vértices opostos resultam em é, ou seja,

a+(a+1lr)=(a+2r)+(a+9r)=(a+6r)+ (a+5r)=(a+10r)+ (a+71) =

=2a+11r =

b |~

Além disso, a soma das diagonais dos numeros internos da Figura 2.19 possui essa

relagdo, isto €,

I
(a+37")+(a+87‘)Z(a+4r)+(a+7r):2a+11r:§.

2.3 POLIGONO E PADROES COM NUMEROS: LOSANGO E QUADRADO

Uma relacgdo interessante € encontrada em alguns quadrilateros. Mostraremos inicial-
mente o que acontece com o losango. Escolhemos 5 nimeros consecutivos, por exemplo, 1, 2, 3,

4 e 5. Em seguida posicionamos estes nimeros na estrutura mostrada na Figura 2.21.
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Figura 2.21 — Configurag¢do de niimeros no losango

| /' N\

2 3 4 2 3 4
| \5 /
(a) (b)

Fonte: Autora.

Considerando P a soma dos numeros que estdo nos vértices do losango da Figura 2.21(b)

e I o nimeros que se encontra no interior, ttmosque P =1+2+5+4=12¢ [ = 3.

De modo geral, seja a € Z o primeiro nimero escolhido, e posicione os niimeros como

mostra a Figura 2.22.

Figura 2.22 — Caso especial de configuracdo de nimeros no losango

/

(a+1) (a+2) (a+3)

N

(a+4)

\

Fonte: Autora.
Assim, P =a+ (a+ 1)+ (a+4)+ (a+3) =4a+8el = (a+ 2) e, portanto,

P =4a+ 8 = 4(a + 2) = 41. Também pode ser abordado o fato que a soma dos nimeros em

vértices opostos € o dobro do valor do nimero interior. Vide a Figura 2.23.

Figura 2.23 — Configuracdo da soma dos vértices opostos no losango

a +
Fonte: Autora.

Noteque (a+ 1)+ (a+3)=a+ (a+4) =2a+4=2(a+2).
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A mesma relagido ocorre para nimeros que sdo multiplos consecutivos. Sejam a um
nimero inteiro e b € Z \ {0} o fator pelo qual multiplicamos cada um dos nimeros como ilustra
a Figura 2.24.

Figura 2.24 — Caso especial de multiplos no losango

N

(a+1)b (a+2)b (a+3)b

N

(a+4)b

Fonte: Autora.

Logo, os valores de P e I, sao:

P=ab+ (a+1)b+ (a+4)b+ (a+ 3)b = 4ab + 8b.
I=(a+2)b=ab+20b.
Portanto, P = 4ab + 8b = 4(ab + 2b) = 41.

Observe que a soma dos nimeros em vértices opostos € constante e igual a 2/, ou seja,
(a+1)b+ (a+3)b=ab+ (a+4)b=2][(a+2)b] =2I.

Veja os exemplos na Figura 2.25(a) e (b) para multiplos de 8 e 11, respectivamente.

Figura 2.25 — Exemplos de miiltiplos no losango

| VAN

16 24 32

. \55/

(a)

Fonte: Autora.

Na Figura 2.25(a) tem-se que P = 96 e [ = 24, e entdo podemos escrever P = 96 =
4 -24 = 4]. Novamente na Figura 2.25(b) temos que P = 132 e [ = 33 logo P = 132 =
433 =41.

Os primeiros 5 termos de uma progressao aritmética cujo primeiro termo € a € Z e razao
r € Z \ {0}, como, por exemplo 8, 11, 14, 17 e 20, com primeiro termo 8 e razao 3 também
possui essa relagdo, Figura 2.26.
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Figura 2.26 — Exemplo de configuracao de nimeros no losango
/ | \
11 14 17
\ ) /

Fonte: Autora.

Note que P = 56 e I = 14, portanto P = 56 =4 - 14 = 41.

Seja a um nimero inteiro e € Z \ {0} a razdo que é somada a cada novo niimero, isto
€, os primeiros 5 termos de uma progressao aritmética cujo primeiro termo € a e razao r. Entdao

podemos representar essa situacdo como mostra a Figura 2.27.

Figura 2.27 — Caso geral de configuracdo de niimeros no losango

Fonte: Autora.

Portanto, P = a + (a+ 1) + (a +4r) + (a + 3r) = 4a + 8r e [ = a + 2r, logo
P=4a+8r=4(a+2r) =41.

Assim, como nos casos anteriores, a soma dos nimeros dos vértices opostos € igual a 27,
istoé,a+ (a+4r) = (a+7r)+ (a+3r) =2a+4r = 2(a + 2r) = 21.

Outro poligono que apresenta relacdes semelhantes e que pode ser explorado com os
estudantes em sala de aula é o quadrado. Considere quatro termos consecutivos: a, (a + 1),

(a+2) e (a+ 3), com a inteiro, posicionados como mostra a Figura 2.28.

Figura 2.28 — Caso geral de configuracdo de niimeros no quadrado

a a—+1
- ( ¢ )
5‘ '0
Q’ ’0
Q’ ’0
“
0‘ ’5
0‘ ’Q
* -
" vy
(a+2) (a+3)

Fonte: Autora.



Podemos observar que a soma dos vértices opostos do quadrado sdo iguais pois
a+(a+3)=2a+3=(a+2)+(a+1)

e esse valor € a metade da soma P = 4a + 6.

Veja o exemplo da Figura 2.29 com os nimeros 23, 24, 25 e 26.

Figura 2.29 — Exemplo de soma dos vértices opostos no quadrado

23 24
F. A
- *
5‘ ‘0
- *
Q‘ ‘0
A
0‘ ’5
0‘ ’Q
0’ ’Q
’0 Q:‘
25 26

Fonte: Autora.

Tem-se que 23 + 26 = 49 = 24 + 25.

34
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3 ALGORITMO DE EUCLIDES, MAXIMO DIVISOR COMUM, Mi-
NIMO MULTIPLO COMUM E CRIVO DE ERATOSTENES

Neste capitulo, apresentaremos o algoritmo de Euclides via matrizes 2 X 2 e os con-
ceitos de mdximo divisor comum e minimo multiplo comum, explorando suas propriedades e

visualizagdes e também uma abordagem diferente para o crivo de Eratdstenes.

3.1 ALGORITMO DE EUCLIDES VIA MATRIZES 2 x 2

Os resultados desta se¢do sao baseados em Hefez (2022). Sejam a e b dois nimeros
inteiros, diremos que a divide b, escrevendo a|b, quando existir ¢ € 7Z tal que b = ca. Mesmo
quando um ndmero inteiro b # 0 ndo divide o nimero inteiro a, denotado por b 1 a, é possivel

efetuar a divisdo de a por b, com resto. Este fato é dado pelo teorema a seguir:

Teorema 3.1. Sejam a e b dois niimeros inteiros com b # 0. Existem dois tinicos niimeros inteiros
q e r tais que

a=bqg+r,com0<r<|b.

Demonstragcdo. Considere o conjunto
S={r=a—-by; yeZ} n(NU{0}).

Verificando a condic@o de existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que
n(—b) > —a; logo, a — nb > 0, isto demonstra que S é ndo vazio. Como o conjunto S € limitado
inferiormente por 0, temos, pelo Principio da Boa Ordenacio, que .S tem um menor elemento
r. Logo, existe ¢ € Z tal que r = a — bg. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < |b|.
Suponhamos por absurdo que r > |b|. Portanto, existe s € NU {0} tal que r = |b| + s; assim,
0 < s < r. O que contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois s =a — (¢ 1)b € S,

coms <r.

Condigdo de unicidade: Suponha que a = bg +r = bq' + ', onde q, ¢, r, ' € Z,0 <
r < |ble0 < r" < |b|. Entdo temos que —|b| < —r < 7' —r < ¢’ < |b|. Logo, |[r' — r| < |b].
Entretanto, b(q — ¢') = r’ — r, 0 que implica que

bllg —q'[ = [r" = r[ < [?],
o que s6 é possivel se ¢ = ¢’ e consequentemente, 7 = 7. O

Os ndmeros ¢ e r sdo chamados de quociente e resto da divisdo de a por b, respectiva-

mente. Tem-se que o resto da divisdo de a por b € zero se, e somente se, b divide a.
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Dados dois inteiros a e b, distintos ou ndo, um numero inteiro d sera dito um divisor

comum de a e b se d|a e d|b. Como por exemplo, =1 e £3 s@o os divisores comuns de 9 e 12.

Um ndmero inteiro d > 0 € um maximo divisor comum de a e b (a # 0 ou b # 0), se

possuir as seguintes propriedades:

1. d € um divisor comumde a e b, e
2. d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Exemplo 3.1. O maximo divisor comum de 12 e 32 € 4.

O maximo divisor comum de a e b, serd denotado por (a, b). O lema a seguir serd funda-
mental para calcular com muita eficdcia e facilidade o méximo divisor comum de dois nimeros

naturais quaisquer.

Lema 3.1. Sejam a, b, n € 7Z. Se existe (a,b — na), entdo, (a,b) existe e
(a,b) = (a,b — na).

Demonstragdo. Seja d = (a,b — na). Dado que d|a e d|(b — na), consequentemente d divide
b = b — na + na. Portanto, d € um divisor comum de a e b. Suponha que ¢ seja um divisor
comum de a e b. Logo, ¢ é um divisor comum de a e b — na, ou seja, c|d. Isso prova que d é o

maximo divisor comum entre a € b. ]

O Algoritmo de Euclides que apresentaremos a seguir, ¢ um método de divisdes sucessi-
vas que permite encontrar o0 maximo divisor comum de dois ou mais nimeros inteiros. Segundo
(Hefez, 2022, p. 75) “0 método, chamado Algoritmo de Euclides, ¢ um primor do ponto de vista
computacional e pouco conseguiu-se aperfeicod-lo em mais de dois milénios.” Esse resultado é

demonstrado a seguir, mas também pode ser encontrado em Hefez (2022).

Sejam a, b € N, e suponha que b < a. Se b = 1 ou b = a, ou ainda b|a entdo (a, b) = b.

Suponhamos entdo que 1 < b < a e que b 1 a. Logo, pela divisdo euclidiana, podemos escrever
a=0bg +11, com0<r; <b.

Temos duas possibilidades:

1. Se r1|b, entdo r; = (b,r1) e pelo Lema 3.1, temos que
ry = (b,r1) = (ba — q1b) = (b,a) = (a,b)

e o algoritmo termina.
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2. Se ry 1 b, entdlo tem-se pela divisdo euclidiana que
b=1r1qs+ 19, com0 <1y < 1y.
Novamente, tem-se duas possibilidades:
a) Sery |1. Nesse caso ro = (71, 72). Pelo Lema 3.1, o algoritmo termina pois
ro = (r1,re) = (r1,b — qor1) = (r1,b) = (a — ¢1b,b) = (a, b).
b) 75 1 1. Entdo, efetuamos a divisdo de r; por 75, obtendo

ri =19q3 + 13, com0 < rg < ro.

Esse processo € finito, pois caso contrdrio, terfamos uma sequéncia de niimeros naturais
b > r > ry > ... que ndo possui um menor elemento, o que contradiz o Principio da Boa

Ordenacgdo. Portanto, para algum n, temos que r,|r,_1, 0 que implica que (a,b) = r,,.

Exemplo 3.2. Calcular o mdximo divisor comum de 45 e 36 utilizando o Algoritmo de Euclides.

Comecamos dividindo 45 por 36 e, em seguida, cada divisor sucessivo pelo resto corres-

pondente até encontramos o resto zero.

45=36-14+9
36=9-4+0.

Portanto, (45,36) = 9.

Exemplo 3.3. Encontrar o mdximo divisor comum de 15 e 39 através do Algoritmo de Euclides.

Damos inicio fazendo a divisdo de 39 por 15, e repetimos o processo de divisdes

sucessivas até obtermos o resto zero.

39=15-24+9

15=9-14+6
9=6-14+3
6=2-34+0.

Logo, (39, 15) = 3.

Exemplo 3.4. Determinar o mdximo divisor comum de 372 e 162 utilizando o Algoritmo de
Euclides.
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Inicia-se dividindo 372 por 162 e, em seguida, cada divisor sucessivo pelo resto corres-

pondente até que resulte um resto zero.

372 =162 -2 448
162 =48 -3+ 18

48 =18 -2+ 12
18=12-1+6
12=6-2+0.

Assim, (372,162) = 6.

O méximo divisor comum d de a e b pode ser expresso como a combinacdo linear
m-a+n-b=d,comm e n inteiros. Os coeficientes m e n podem ser encontrados usando as

equagoes do algoritmo na ordem inversa.

6=18—1-12
=18 —1-(48—2-18)
—3.18 —1-48
—3-(162—3-48) —1-48
—=3-162 — 10 48

—=3-162—10- (372 —2- 162)
= —10-372 423162,

Deste modo, obtém-se m = —10 e n = 23.

Agora serdo determinados m e n utilizando um outro método via matrizes de ordem

2 x 2 baseado em (Koshy, 1996). O Teorema 3.2 mostra esse resultado.

Teorema 3.2. Seja r,, o ultimo divisor no algoritmo euclidiano que fornece o mdximo divisor

¢ 1 N ,

‘ O) e = HQiondeqie
i=0

comum de dois inteiros positivos a e b, onde a > b. Seja (); =

o (i+1)-ésimo quociente no algoritmo e 0 < i < n. Entdo

()= (c)

Demonstragdo. Sera provado por inducido em n. Note que o algoritmo contém n + 1 equagdes:
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a = qoro + 71, 0<r <o
ro = 171 + T2, 0<ra<mn
T"n—2 = Q4n—1Tn—1 +Tn7 0 S T < Tp_1

Th—1 = QnTn + 07

onde g = b.

Para n = 0, o algoritmo contém uma equagdo a = gy + 0. Como:

ofi) = (5)- (2 0) ()= ()= )

Logo, o resultado € valido para n = 0.

Suponhamos que o resultado seja vélido para um nimero inteiro arbitrario k£ > 0. Neste
caso, o algoritmo contém £ + 1 equacdes. Mostremos que o resultado € vdlido paran = k + 1.
O algoritmo de Euclides produz o maximo divisor comum de a e b contendo k£ + 2 equagdes.
Quando a primeira equagdo a = qoro + r1 € excluida, ficamos com o algoritmo para (rg, )

contendo k + 1 equagdes.

Escrevendo i
Q= Qit1, com0<i<keQ =][Q
i=0

temos pela hipétese de indugdo que:

To) _ [ Tk+1
()= ()
_ u r [ Te+1) b ' Tk+1
—i:HO@i( ) )—ngﬂ( ) )
e (”“) ~allfe (““)] = Q {ﬁ Qin (”*1)]
i=0 0 Li=1 0 i=0 0
[ &
= Qo HQ; (THI)] = Qo (TO)
|i=0 0 1
_ (% 1) (ro) _ [@ro+T
1 0 1 To
_[a
=1,

Portanto, pelo principio de indugdo o resultado é valido para todo n > 0. [

Entao
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Corolario 3.1. Seja r,, o iltimo divisor do algoritmo euclidiano que fornece o mdximo divisor
comum de dois inteiros positivos a e b, entdo (a,b) = 1, pode ser expresso como uma combina¢do

inteirade a e b.

o 0 .
Demonstracdo. Como os elementos da matriz (); e ,parai = 0,1,2,... n, sdo

I —q
—1-1

—1Q,, ... Q' também sdo nimeros

nidmeros inteiros, entdo os elementos da matriz Q! = Q

a T
inteiros. Logo, Q™! ="}
o m n m n\ [a Tn
Seja@™" = . Tem-se que = . Portanto r,, = ma + nb, ou
Ty x oy b 0
[

seja, r, € uma combinacdo linear a e b.

Observacao 3.1. A demonstracdo do Coroldrio 3.1 também mostra que xa + yb = 0.

Este fato ndo s6 mostra como encontrar os coeficientes m e n, como também justifica o

algoritmo matricial.

Exemplo 3.5. Voltando ao Exemplo 3.4 e calculando (372,162) via matrizes 2 X 2.

As matrizes Q; ', Q3%, Q5', Q7' e Qy', sdo respectivamente,
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 —2)’\1 —1)’\1 —2/7\1 =3/ \1 -2/
Seja Q™! o produto dessas matrizes, logo
Q' = 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 -2/ \1 -1/ \1 =2/ \1 =3/ \1 =2
(1 -1\ (1 =3\ (0 1
=2 3 ) \—2 7)1 =2
(3 —10)\ (0 1
s o2r )1 =2

~_(—10 23
2t —62)°
N 4 [372 6
Entdo, tem-se que () 162 = ol Como (—10)-372+23-168 = 6, temos que os elementos
da linha superior da matriz indicam os valores de m e n, com m = —10 e n = 23.

O produto pelos termos da linha inferior da matriz resulta em 27 - 372 4 (—62) - 162 = 0.
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Exemplo 3.6. Determinar niimeros inteiros m e n tais que (3887,637) = m - 3887 + n - 637

via matrizes 2 X 2.

Primeiro utilizamos o Algoritmo de Euclides para determinar o mdximo divisor comum

dos valores:
3887 = 637 -6 + 65

637 =659+ 52
65 =52-1-+13
52=13-4+0.
O tltimo divisor do algoritmo, neste caso 13, € o0 maximo divisor comum de 637 e 3887.

Logo, existem m e n tais que m - 637 4+ n - 3887 = 13. Para determinar m e n, utilizamos o

método via matrizes 2 x 2. O produto das matrizes Q3 ', Q5', Q7 e Q' é

s (oY o 1Y {o 1)[o 1) (10 -61
@ =0 @& 0y _(1 —4) (1 —1) (1 —9) (1 —6)_(—49 299)'

Logom = 10en = —61 e, portanto, 10-3887+ (—61)-637 = 13. Outro fato, realizando
o produto dos valores da linha inferior da matriz, obtemos que (—49) - 3887 + 299 - 637 = 0.

3.2 MODELOS VISUAIS PARA O MAXIMO DIVISOR COMUM E O Mi-
NIMO MULTIPLO COMUM

Nesta secdo apresentaremos modelos visuais para o maximo divisor comum e minimo
multiplo comum, contetido apresentado na Educacdo Basica. O méximo divisor comum, ja
mencionado na Secdo 3.1, ¢ um nimero inteiro d > 0 que € divisor comum de a e b e divisivel

por todo divisor comum de a e b.

Um nimero inteiro m > 0 é um minimo multiplo comum de a e b (a # 0 e b # 0), se

satisfaz as seguintes propriedades:

1. m é multiplo comum a e b, e

2. se ¢ é um mdltiplo comum de a e b, entdo m | c.

Por exemplo, 20 é multiplo comum de 2 e 5, mas ndo € o minimo multiplo comum desses

numeros que € 10.

O minimo multiplo comum de a e b, sera denotado como |[a, b]. A Proposic¢ao 3.1 é
fundamental para encontrar 0 minimo multiplo comum de dois nimeros com mais eficicia e
facilidade.
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Proposicao 3.1. Dados dois niimeros inteiros a e b, temos que o minimo multiplo comum de a e

b, denotado por [a, b] existe e

B |ab|

[, b] @)’

O leitor pode encontrar a demonstragdo da Proposicao 3.1 no livro de Hefez (2022, p.
87).

Um modelo tradicional para o ensino do méximo divisor comum € minimo multiplo
comum ¢ através do esquema de fatores. O aluno faz as divisdes sucessivas até chegar em 1.
Na Figura 3.1 (a) temos o modelo da arvore de fatores enquanto da Figura 3.1 (b) o método de

fatoracgdo.

Figura 3.1 — Modelos tradicionais: (a) arvore de fatores; (b) fatoracdo

360 360
2.//180 180
2 90 90

] 2/ 45 45

) 3/ 15 15

. 3/ ] 5

. 5/. 1 1

(a) (b)
Fonte: Autora.

g1 W W NNDND

Apresentaremos trés modelos visuais para o ensino do mdximo divisor comum e do
minimo multiplo comum, pois segundo Lidan e Pjani¢ (2020) o conhecimento dos estudantes
€ processual e o professor pode desenvolver estratégias que permitam ao aluno representar os
conceitos e formar o conhecimento matemaético sélido. As representagdes visuais podem ser

facilitadoras ja que permitem o discente a fazer a ligacdo entre o real e o abstrato.

3.2.1 MODELO DE DIAGRAMAS DE VENN

O modelo visual de diagrama de Venn tem como recurso apresentar os fatores primos
de dois inteiros positivos a e b como elementos de dois conjuntos A e B. Salientamos que cada
fator do nimero serd considerado como um elemento do conjunto. Os elementos que pertencem
a interse¢do indicam fatores primos comuns. O produto dos elementos na intersecdo resulta
no maximo divisor comum, enquanto o minimo multiplo comum € igual a multiplicacio dos

elementos do conjunto A U B.
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Observe a aplicacdo do modelo de diagrama de Venn para determinar o0 méximo divisor
comum e 0 minimo miultiplo comum dos nimeros 36 e 45. Inicialmente escrevemos cada nimero

como produto de fatores primos:
36=2-2-3-3
45=3-3-5

Na Figura 3.2 temos a representagao dos fatores em cada conjunto.

Figura 3.2 — Modelo de diagrama de Venn: conjuntos com fatores primos de 36 e 45

Fonte: Autora.

Os fatores comuns sdo representados em ambos os conjuntos pelos elementos 3 e 3. A

Figura 3.3 mostra como ocorre a interse¢ao desses conjuntos.

Figura 3.3 — Modelo de diagramas de Venn: intersecao dos conjuntos com os fatores de 36 e 45

Fonte: Autora.

Portanto, o maximo divisor comum de 36 e 45 é dado pelo produto 3 - 3 = 9, pois
sdo os fatores comuns a ambos 0s nimeros. J4 o minimo multiplo comum € a multiplicagcao
2-2-3-3-5=180.

No seguinte exemplo mostraremos como determinar o maximo divisor comum € o
minimo multiplo comum de 15 e 39 utilizando o modelo diagrama de Venn. Decompondo em
fatores primos, obtemos:

39=3-13
15=3-5
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Representamos os fatores em conjuntos como na Figura 3.4.

Figura 3.4 — Modelo de diagrama de Venn: conjuntos com os fatores de 15 e 39

Fonte: Autora.

O elemento comum a ambos os conjutos € o 3. Logo, a interse¢do dos conjuntos, mostrado

na Figura 3.5, representa o méximo divisor comum dos valores 15 e 39.

Figura 3.5 — Modelo de diagrama de Venn: intersesdo dos conjuntos de fatores de 15 e 39.

13.

Fonte: Autora.

Logo, o maximo divisor comum de 15 e 39 € 3, que se encontra destacado na interse¢do
dos conjuntos na Figura 3.5. O minimo multiplo comum € encontrado pela multiplicacdo dos
valores 13 - 3 -5 = 195.

3.2.2 MODELO DE AREA RETANGULAR

O segundo modelo visual se baseia nas propriedades das dreas do retangulo e do quadrado.
Consideremos um retangulo de lados com medidas a e b. Para determinar o méximo divisor
comum de a e b, (a,b) = d, é necessdrio encontrar a medida do lado do maior quadrado que
possa revestir todo o retangulo sem lacunas ou sobreposi¢do. A medida desse lado d, serd o
maximo divisor comum de a e b. Isso pode ser alcancado por meio do Algoritmo de Euclides,

apresentado no Lema 3.1.

A abordagem consiste em realizar divisOes sucessivas até encontrar a medida do lado do
maior quadrado que possa preencher todo o retangulo, o qual fornece uma representacdo visual
clara do processo de determinacdo do méximo divisor comum, facilitando a compreensao do

conceito.

A seguir utilizaremos esse método para calcular o méximo divisor comum dos numeros

36 e 45. Iniciamos construindo um retangulo cujas medidas dos lados sdo 36 e 45 unidades. Em
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seguida construimos o maior quadrado possivel no retangulo visando preencher a maior area,
como 45 = 36 - 1 4 9, logo € possivel construir um quadrado de lado 36 unidades restando ainda

um retangulo, agora de medidas dos lados 9 e 36 unidades, como ilustrado na Figura 3.6.

Figura 3.6 — Modelo retangular para (36, 45): primeiro passo
45

[
)

36

Fonte: Autora.

Repetimos o processo para o retangulo restante até cobrirmos toda sua drea, isto é, pelo
algoritmo de Euclides 36 = 4 - 9 + 0. Logo, sdo necessdrios 4 quadrados de lado medindo 9

unidades para cobrir toda a superficie do retangulo. Observe a Figura 3.7 com essa representacao.

Figura 3.7 — Modelo retangular para (36, 45): segundo passo
| 45 |

36

Fonte: Autora.

Portanto, € possivel revestir todo o retangulo com quadrados cujas medidas do lado sdo 9

unidades. Logo o maximo divisor comum de 36 e 45 € 9. A Figura 3.8 mostra essa representacao.
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Figura 3.8 — Modelo retangular para (36, 45): retingulo revestido
45

36

Fonte: Autora.

O modelo retangular apresenta uma interpretacdo geométrica para o Algoritmo de
Euclides apresentado no Exemplo 3.2. A divisdo sucessiva dos lados do retangulo, representada

pela decomposicao em quadrados, corresponde aos passos da divisdo euclidiana.

Para determinar o minimo multiplo comum utilizando o modelo de 4rea retangular
segundo Lidan e Pjani¢ (2020) comecamos com um retdngulo cujos lados tem medidas a e b, em
seguida precisamos encontrar a medida do lado do menor quadrado que pode ser ladrilhado por
um retangulo de lados com medida a e b. Observe a representacao para determinar o minimo

multiplo comum de 36 e 45.

Inicialmente construimos um retdngulo com lados medindo 36 e 45 unidades. Em seguida,
replicamos esse retangulo, adjacente ao primeiro, de modo a formar uma figura composta por
retangulos congruentes ao retangulo original. A Figura 3.9(a), (b) e (c) ilustra os primeiros passos

dessa construcdo com até quatro retangulos congruentes.

Figura 3.9 — Modelo retangular para [36, 45]: primeiros passos

45

36 36
P

(b)
Fonte: Autora.
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Com o intuito de construir o menor quadrado utilizando os retangulos definidos, continu-

amos o processo de adicionar retangulos conforme ilustrado na Figura 3.10(a) e (b).

Figura 3.10 — Modelo retangular para [36, 45]: proximos passos

Fonte: Autora.

Assim, ao construirmos o menor quadrado possivel que contenha os retangulos com
lados medindo 36 por 45 (Figura 3.11), verificamos que seu lado mede 180 unidades. Essa
medida representa 0 minimo multiplo comum das medidas dos lados do retangulo, 36 e 45, o
qual estd fundamentada na Proposi¢do 3.1 ja que [36, 45] = 45 - 4 = 36 - 5. Portanto, 0 minimo

multiplo comum de 36 e 45 € 180.

Figura 3.11 — Modelo retangular: minimo multiplo comum de 36 e 45

180

36 36 36 36 36

 — 180
L}

Fonte: Autora.
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Uma outra forma, também justificada pela Proposicao 3.1, para determinar o minimo
multiplo comum de 36 e 45 seria através do modelo de drea retangular € o maximo divisor
comum. Para essa forma procedemos da seguinte maneira: iniciamos fazendo a representagao
como mostra a Figura 3.12. Note que na aresta com medida 45 unidades € possivel representar 5
quadrados de lado 9 unidades, pois (36,45) = 9. Ja na aresta de medida 36 unidades cabem 4

quadrados de lado 9 unidades.

Figura 3.12 — Modelo retangular: [36, 45]

45

36

Fonte: Autora.

Observe que o tamanho de cada aresta do retangulo € igual ao produto do méximo divisor
comum dos niimeros pelo nimero de quadrados de lado igual ao méximo divisor comum desses
nimeros. Assim, quando multiplicamos o nimero de quadrados dispostos em uma aresta pelo
comprimento da outra aresta estaremos excluindo o méximo divisor comum da multiplicacao

dando como resultado o minimo multiplo comum dos nimeros dados. Isto € baseado pelo fato

de [a,b] = (I;l;l) , com a e b inteiros.

Logo, [36,45] = 3% = 36 - 5 = 45 - 4 = 180.

Agora vamos determinar o maximo divisor comum dos niimeros 15 e 39 utilizando o
modelo de drea retangular. Iniciamos construindo um retangulo com lados medindo 15 e 39
unidades. Em seguida, subdividimos esse retangulo em quadrados de maior lado possivel. Como
39 =152+ 9, podemos construir dois quadrados medindo 15 unidades cada, restando apenas

um retangulo de lados medindo 15 e 9 unidades. A Figura 3.13 mostra essa ilustragao.

Figura 3.13 — Modelo retangular para (15, 39): primeiro passo

. 39 |

15

Fonte: Autora.
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Repetimos o processo de subdivisdes até preencher toda drea do retangulo. A Figura 3.14
e 3.15 mostra essa sequéncia de passos e sua relacdo com o Algoritmo de Euclides, apresentado
no Exemplo 3.3.

Figura 3.14 — Modelo retangular para (15, 39): segundo passo
L 39

15
Fonte: Autora.
Figura 3.15 — Modelo retangular para (15, 39): tltimos passos
: 39 .
15
(aA)9=6-1+3
L 39 '
15

b)6=3-2
Fonte: Autora.
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Logo, € possivel revestir todo retingulo com quadrados de lado medindo 3 unidades. A

Figura 3.16 ilustra essa representag@o. Portanto o méximo divisor comum de 15 e 39 € 3.

Figura 3.16 — Modelo retangular para (15, 39): retingulo revestido
39

-

15

Fonte: Autora.

Utilizando o modelo retangular para encontrar o minimo multiplo comum dos nimeros
15 e 39, iniciamos construindo retangulos de lados medindo 15 e 39 unidades até encontrarmos
o menor quadrado revestido somente com retangulos congruentes ao dado inicialmente. Observe

a Figura 3.17.

Figura 3.17 — Modelo retangular para [15, 39]: primeiros passos

I .

39 ! ' 39 ' 39

(a) (b) (©)
Fonte: Autora.

Continuamos o processo de adicionar retingulos como na Figura 3.18, até encontrarmos
o menor quadrado possivel (Figura 3.19). Logo, 195 é minimo multiplo comum dos nimeros 15
e 39.



Figura 3.18 — Modelo retangular para [15, 39]: construgio

15

39

Fonte: Autora.

Figura 3.19 — Modelo retangular: minimo multiplo comum de 15 e 39

195

—

195

Fonte: Autora.

51
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Também podemos obter o minimo multiplo comum multiplicando o nimeros de qua-
drados construidos ao longo da aresta de 39 unidades (vide Figura 3.20), pelo comprimento da
aresta de 15 unidades. Logo, [15,39] = 13 - 15 = 195.

Figura 3.20 — Modelo retangular: [15, 39]
39

15

Fonte: Autora.

Do mesmo modo, ao multiplicar o nimero de quadrados da aresta de 15 unidades pelo
comprimento da aresta de 39 unidades, obtemos o minimo multiplo comum de 15 e 39, ou seja,
[15,39] =539 = 195.

3.2.3 MODELO DE SEGMENTO DE RETA

Outro modelo visual proposto por Lidan e Pjani¢ (2020), usa representacdes de segmentos
de retas. Considere @ > b e um segmento de reta com medida a. Para determinar o maximo
divisor comum de a e b, isto é, (a,b) = d precisamos encontrar a medida do maior segmento que
possa dividir o segmento original em segmentos da mesma medida. A medida desse segmento d

serd o maximo divisor comum de a e b que pode ser obtido via o Algoritmo de Euclides.

Vamos mostar essa representacao para os nimeros 36 e 45. Na Figura 3.21(a) e (b)
encontramos a representacdo dos segmentos de retas medindo 36 e 45 unidades. Note que
45=36-1+9.

Figura 3.21 — Modelo segmento de reta para (36, 45): primeiro passo

36 9

45
(a)

36
(b)
Fonte: Autora.
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Procedemos fazendo divisdes agora no segmento medindo 36 unidades. Temos que

36 =9 -4 + 0. Portanto, podemos representar o segmento como mostra a Figura 3.22.
Figura 3.22 — Modelo segmento de reta para (36, 45): segundo passo

36 9

45

()

36

(b)
Fonte: Autora.

Logo, o maximo divisor comum de 36 € 45 € 9. Observe a Figura 3.23 com essa ilustracdo.

Figura 3.23 — Modelo segmento de reta para (36, 45)

45

(a)

36

(b)
Fonte: Autora.

Para determinar o minimo multiplo comum através do modelo segmento de reta utiliza-
mos um principio semelhante ao modelo de drea retangular. Desenhamos segmentos de reta com
a e b unidades, em seguida repetimos o processo até encontrarmos o menor multiplo comum. As

Figuras 3.24 e 3.25 ilustram o processo para determinar o minimo multiplo comum de 36 e 45.

Figura 3.24 — Modelo segmento de reta para [36, 45]: primeiros passos

45

36 36

(a)

45 l 45

36 36

(b)
Fonte: Autora.
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Figura 3.25 — Modelo segmento de reta para [36, 45]: préximos passos

(d
Fonte: Autora.

Como [36,45] = 325 = 4.45 = 5 36 = 180, temos que o minimo miiltiplo comum de
36 e 45 € 180, ilustrado na Figura 3.26.

Figura 3.26 — Modelo segmento de reta para [36, 45]

45 | 45 | 45 | 45
[ []
! 180 ’
36 36 | 36 | 36 36
[ []
! 180 ’

Fonte: Autora.

Vamos calcular o mdximo divisor comum dos nimeros 15 e 39 utilizando o modelo
segmento de reta. Primeiro construimos dois segmentos medindo 15 e 39 unidades. Levando em

consideracdo que 39 = 15 - 2 + 9, dividimos o segmento como na Figura 3.27.
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Figura 3.27 — Modelo segmento de reta para (15, 39): primeiro passo
15 , 15 . 9
39

-
(3, ]

Fonte: Autora.

Podemos escrever 15 = 9 - 1 + 6, entdo fazemos esta representagdo como mostrado na

Figura 3.28.
Figura 3.28 — Modelo segmento de reta para (15, 39): segundo passo
15 . 15 L 9
L
39

Fonte: Autora.

Continuando o processo de divisdes para determinarmos o maximo divisor comum de 15

e 39, agora escrevemos 9 = 6 - 1 + 3, como ilustrado na Figura 3.29.
Figura 3.29 — Modelo segmento de reta para (15, 39): terceiro passo
15 15 : 6
39

Fonte: Autora.

Como 6 = 3 - 2, entdo podemos dividir ambos os segmentos por medidas iguais a 3

unidades. Portanto, 0 mdximo divisor comum entre 15 e 39 € 3. Observe a Figura 3.30 com essa

representacao.
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Figura 3.30 — Modelo segmento de reta para (15, 39)
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

[ [ [ [ [ [ [ [l [
) v ) v ) ) v L} I

) 39 J
%

3 4+ 3 3,3 .3
I 15 |

Fonte: Autora.

Para encontrar o minimo multiplo comum, construimos segmentos com medidas multi-
plas de 15 e 39 até encontrarmos o menor segmento com medida comum a ambos. A Figura 3.31

mostra os primeiros passos dessa construc¢ao.

Figura 3.31 — Modelo segmento de reta para [15, 39]: primeiros passos

39
15 15 L 15
v v
(@)
39 39
15 q 15 L 15 ) 15 15 } 15
| ) |} L}
(b)
39 39 L 39
|}
15 L 15 L 15 ' 15 15 . 15 . 15 , 15

(©
Fonte: Autora.

Repetimos o processo até chegar em 195 que é o minimo multiplo comum de 15 e 39. A

Figura 3.32 apresenta o resultado.

Figura 3.32 — Modelo segmento de reta para [15, 39]

39 39 . 39 R 39 39
| ) L
I i
195
5 , 15 , 15 , 15 15 , 15 , 15 , 15 , 15 , 15 , 15 , 15 , 15
] v ] | ) ) ) | ) ) | ) L) L)
I i
195

Fonte: Autora.
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3.3 UMA ABORDAGEM DIFERENTE DO CRIVO DE ERATOSTENES

A teoria dos nimeros primos, tema fundamental da matemadtica, tem sido objeto de
estudo por séculos. Nesta se¢do, propomos uma outra abordagem para a aplicagdo do crivo de
Eratéstenes, um algoritmo classico para a identificacdo de ndmeros primos, baseada em Omejc
(1972).

Lembrando que, um nimero primo ¢ um nimero natural maior do que 1 que sé possui
como divisores positivos 1 e ele proprio. Entdo, dados dois nimeros primos p € ¢ € um nimero

inteiro a qualquer, temos que:

i) Se plq, entdo p = q.
De fato, como p|q e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo, tem-se que
p > 1, 0 que acarreta p = q.

it) Se p+1a,entdo (p,a) = 1.

Se (p,a) = d, temos que d|p e d|a. Portanto, d = poud = 1. Mas d # p, pois p { a e,

consequentemente, d = 1.

Um ndmero natural maior do que 1 e que ndo € primo serd dito composto. Portanto, se um

ndmero natural n > 1 é composto, entdo existem niimeros naturais n; de ns tais que

n ="niNg9, com 1 < ny, N9 < n.

Por exemplo, 2,3,5,7,11,13 e 17 sdo nimeros primos, enquanto 4,6, 8,9 e 10 sdo nimeros

compostos.

E quantos nimeros primos existem? Em Hefez (2022) essa pergunta foi respondida
utilizando a mesma prova dada por Euclides no livro IX de Os Elementos, considerada uma das

perdlas da matematica.

Teorema 3.3. Existem infinitos niimeros primos.

Demonstragdo. Suponhamos que exista apenas um nimero finito de nimeros primos p, . . . , .
Seja
n=pipz...pr+1

um ndmero natural.

Sendo que todo nimero natural maior do que 1 € primo ou se escreve de modo tnico,
a menos da orden dos fatores, como produto de nimeros primos (Teorema Fundamental da
Aritmética), temos que n possui um fator primo p. Logo, p deve ser um dos py, pa, . .., p.. Mas

isso implica que p divide 1, o qual é um absurdo. [
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Assim existem infinitos nimeros primos. Mas como obtemos uma lista contendo os
numeros primos até um determinado numero? Um dos métodos mais antigos foi desenvolvido
pelo matematico grego Eratdstenes (230 a.C.), esse método conhecido como crivo de Eratdstenes,

que permite encontrar todos os nimeros primos até um nimero desejado.

Por exemplo, vamos determinar todos os nimeros primos inferiores a 120. Observe o

Quadro 3.1 com essa representacao.

O passo a passo para colorir todos os nimeros compostos do quadro € realizado da

seguinte maneira:

1. Colorimos todos os multiplos de 2 maiores que 2, ja que sdo todos compostos.

2. O segundo nimero que ndo estd colorido € o 3, que é primo. Colorimos todos os multiplos

de 3 maiores do que 3, pois estes ndo sao primos.

3. O préximo numero que ndo esta colorido € o 5, que € primo. Colorimos todos os multiplos

de 5, maiores do que 5, pois ndo sao primos.

4. O quarto ndmero que ndo esta colorido é o 7, que € primo. Colorimos todos os multiplos

de 7 maiores do que 7, pois ndo sdo primos.

Quadro 3.1 — Nimeros primos até 120

1 |2 3 14 516 7 |8 9 |10
11 12 | 13 |14 | 15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 |22 | 23 |24 | 25 |26 | 27 |28 | 29 |30
31 |32 | 33 |34 | 35 |36 | 37 |38 | 39 | 40
41 |42 | 43 |44 | 45 (46 | 47 |48 | 49 | 50
51 |52 | 53 |54 | 55 |56 | 57 |58 | 59 | 60
61 [ 62 | 63 |64 | 65 |66 | 67 | 68 | 69 |70
71 |72 | 73 |74 | 75 |76 | 77 |78 | 79 | 80
81 |82 | 83 |84 | 8 |8 | &7 |88 | 89 | 90
91 {92 | 93 |94 | 95 |96 | 97 |98 | 99 | 100
101 | 102| 103 | 104| 105 | 106| 107 | 108| 109 | 110
111 | 112| 113 | 114 115 | 116] 117 | 118| 119 | 120

Fonte: Autora.

Podemos continuar com o processo para os outros nimeros primos até 120. Mas serd

necessario? A resposta estd no Lema 3.2, resultado obtido por Eratdstenes.

Lema 3.2. Se um niimero natural n > 1 ndo é divisivel por nenhum primo p tal que p* < n,

entdo ele é primo.

Demonstragdo. Suponhamos, que n € um ndmero composto. Seja ¢ 0 menor nimero primo

tal que g|n, isto é, n = gm para algum m € N. Assim, ¢ < m. Como g > 1, temos que
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q*> < gm = n. Desta maneira, n é divisivel por um niimero primo ¢ tal que ¢*> < n o qual é um
absurdo. O

Logo, como os valores do quadro vao até 120, devemos realizar o processo de eliminacio

dos miltiplos até o primo 7, pois 112 = 121, que excede 120.

O crivo de Eratdstenes, tradicionalmente € um método escolar empregado para a identifi-
cacdo de nimeros primos por meio da eliminacdo sucessiva de multiplos, demonstra sua eficicia
em escalas menores. Contudo, sua aplicagc@o se torna pouco eficiente para a determinacao de
primos muito grandes. Por exemplo, ao marcar todos os multiplos de 23, devemos contar de 23

em 23 ou usar métodos como adi¢do repetida ou multiplicacdo.

Existe uma forma diferente de encontrar os nimeros primos que abordaremos nesta
secdo, que nao so facilita a maneira de localizar como também apresenta outras propriedades.
Os resultados apresentados sdo baseados em Omejc (1972), e neste caso iniciamos listando os

ndmeros até 120, agora em seis colunas como representado no Quadro 3.2.

Quadro 3.2 — Numeros até 120

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 | 11 | 12
13 |14 |15 |16 | 17 | 18
19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
37 1 38 | 39 | 40 | 41 | 42
43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54
55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66
67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72
73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78
79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84
8 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96
97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102
103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108
109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114
115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120

Fonte: Autora.

Para localizar os primos, procedemos do seguinte modo: por defini¢do, o niimero 1 nao é

primo, por isso ele € riscado.

Agora, o nimero primo 2 é circulado. Em seguida, todos os seus multiplos sdo siste-

maticamente eliminados da lista. Como o quadro estd organizado em seis colunas, trés delas
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sdao multiplos de dois facilitando o processo de marcacdo e exclusdo dos ndmeros compostos.
Observe o Quadro 3.3, que mostra esse caso. Outro fato € que as colunas eliminadas formam

segmentos de retas paralelas entre si.

Quadro 3.3 — Multiplos de 2 Quadro 3.4 — Multiplos de 2 e 3
— [ONENE RN — [ORerE
7189 ]9 o] 111 7 |8 1
13|15 16| 17 |18 13 | |4 1
19 120 | 21 |2 | 23 | ¢4 19 | 30 2
25 [%6 [ 27 | B |29 (3 25 | 36 2
31 [32 [ 33 |34 | 35 |36 31 | 32 3
37 138 | 39 |40 | 41 |4 37 | 38 4
43 [ 44 | 45 [ 46 | 47 | R 43 | 44 4
49 |50 | 51 |32 | 53 | 4 49 | 30 5
55 |56 | 57 |38 | 59 | 0 55 | 36 5
61 |62 | 63 |64 | 65 | 66 61 | 2 6
67 |68 | 69 | | 71 | 67 | 8 7
3] 75 6| 77| 73 | J4 7
79 |80 | 81 | § | 83 | 4 79 | 40 8
8 | & | 87 | & | 89 | 90 85 | 46 8
91 |9 | 93 |H | 95 | %6 91 | 92 9
97 |98 | 99 | 100| 101 | 102 97 | 98 1
103 | 104| 105 | 06| 107 1p8 103 | | 1
109 | O| 111 | 142} 113 1|14 109 | | 1
115 | 1ji6] 117 | 18] 119 | 120 115 | | 1
Fonte: Autora. Fonte: Autora.

O ndmero primo 3, circulado no Quadro 3.4, possui seus multiplos destacados. Ao dispor
os ndmeros em 6 colunas, nota-se que duas delas (terceira e sexta) contém multiplos de 3. Uma
dessas colunas, em particular, também apresenta multiplos de 2. As colunas 3 e 6, representando

os multiplos de 3, encontram-se paralelas entre si.

Agora resta apenas a primeira € a quinta colunas para encontrarmos os nimeros primos.
Observe que conseguimos eliminar grande parte dos nimeros compostos somente com as duas

etapas ja mencionadas.

O préximo nimero primo a ser considerado é o 5, conforme destacado no Quadro 3.5.
Seus miltiplos, 10, 15, 20 e 25, quando representados no quadro, alinham-se em um segmento de
reta. Esse padrdo se repete para os demais miltiplos de 5, formando um conjunto de segmentos de
retas paralelas que cruzam o quadro. O Quadro 3.5 ilustra essa regularidade, onde os segmentos
de reta que passam por 10, 15, 20 e 25 e por 30, 35, 40, 45, 50 e 55, respectivamente, eliminam
todos os multiplos de 5 para os dois primeiros segmentos de retas nio verticais. Ao continuarmos

esse processo até o final do quadro conseguimos eliminar todos os multiplos de 5.
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Prosseguindo com o algoritmo, o préximo nimero primo a ser considerado é o 7. Seus
multiplos, assim como os do 5, formam segmentos de retas paralelos, porém com outra inclinacao.
Conforme ilustra o Quadro 3.6, o primeiro segmento de reta com multiplos de 7 inicia em 14 e
termina em 42. O proximo segmento de reta, comecando em 49, se estende até 84. Esse processo
€ repetido para todos os nimeros primos subsequentes até que todos 0os nimeros menores ou

iguais a 120 sejam eliminados.

Quadro 3.5 — Multiplos de 2 até 5 Quadro 3.6 — Muiltiplos de 2 até 7
_ IEICRE NPCEK: __ [PEICIE NG
714 |9 |1 11 [ 1p @14 |9 |1 11 [ 1p
13 114 [ 17 1p | 17 | 1B 13 N4 [ 5 1p | 17 | 1B
19 [ 3067 41 [2p | 23 | 2f 19 [ 267 2p | 23 |2
25 [d6 |27 [ 2B | 29 | 3B 25 [16 | 47 29 |35
31 |42 | 3B |34 [ 35| 3p 31 [ 42 | 3B [ 3p & 3p
37 148 |3 [ 4p] 41 | 4p 37 148 |3 [4p7] 41 TR
43 (44 L4571 4p | 47 | 4B 43 [ 44 AT 4p | 47 | 4B
49 140 | qi | 5p | 53 | 5 40 | 9 [ 5p | 53 |5
55 136 | 97 | 5B | 59 | 6b 55 %6 47 | 5B | 59 | 6b
61 [ 42 | B [off | 657 6p 61 | 42 6 57 6b
67 |48 | €0 | 77 71 | 7P 67 | 48 | 60 [T 71 | 7R
73 |14 | B 7b | 77 | B 73 [ 14 | #7 7b 7B
79 [467 1 | 8p | 83 | 8} 79 [ 467 91 | 8p | 83

25 | 46 | g7 | 8B | 89 | op 25|46 | &7 | 8B | 89 | op
o1 |92 | P | 9% [ 95| % [ PHE BEJEEE)
97 148 | 9 | 10| 101 | 1p2 97 Y& % | 150] 101 | 1p2
103 | 04| 15| 1p6| 107 | 1P8 103 | 104 383 1p6] 107 | 1)8
109 40| i 1)2] 113 | 1)4 109 30| 11| TR 113 | 14
s | q1e6] i7] 1h8] 119 [ 120 s | 6] 1i7] 1h8] Tr [ 120

Fonte: Autora. Fonte: Autora.

Como o quadro mencionado vai até 120 e 112 = 121 temos pelo Lema 3.2, que basta
encontrarmos os multiplos de primos até 7. Agora temos que todos 0os nimeros compostos ja

foram marcados restando apenas os primos. Veja esse resultado no Quadro 3.6.

Se continuamos marcando os demais multiplos de primos presentes no quadro que
possuem propriedades semelhantes as ja mencionadas, vide Quadro 3.7 e 3.8, observamos que
para os niimeros primos maiores do que p tais que p? < n a propriedade do paralelismo entre os
segmentos de reta permanece valida. Contudo, vale destacar que tais segmentos podem incluir
nimeros que nao constituem multiplos do primo em andlise, exigindo aten¢do ao implementar a

presente proposta para nimeros maiores no ambiente de ensino.

O préximo passo serd verificar se € possivel encontrar os multiplos de um nimero primo,
grande o suficiente, que estejam na primeira ou quinta coluna, para que a reta que liga esses

multiplos seja paralela aos segmentos de retas dos multiplos de 2 e 3. Logo, os nimeros primos
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Quadro 3.7 — Muiltiplos de 2 até 11 Quadro 3.8 — Nimeros primos até 120
| I2RICNE RECEK: | ISEICIERECEL
@ 14 9 pAan|p @ [8 |9 |10 ](]12
13 ™ L5 1p /17 | 1B (13, 14 |15 | 16 | (17) | 18
19 130 23 | 2¢ (93 \20 | 21 |22 [/p3) | 24
2B R 29 |3p 25 \ 25| 27 | 2¢/ 30
I N B op 30) 12 N3 | A4/ /35 | 36

37 |18/ 3 [4p| 41 /

13 | fb A5 | 4p | 47 | 4B DIENENCAITIES
SERENERRE! @3\ 44 \47" A6 =
S %7 158 | 59 | 6b 49\\ 50 )&1 /5 @ 54
61 | 42 of | 6576 55 \\i6/ SX]| 38 [/fs9) | 60
67 |48 | & 71 /1P 61 V%7 | 68 \p4/[[ 65\ 66
314 L7 78 67 £ NI 71 I\R2
79 | 567 41 | 8p /83 73/ YAV75 [ /77 | 7N
35 |46 | 7 89 |9p 79 | 30X 81/] $FN 83 | 84
2 P 95 | 9 A5 [ 8h\\8 \89 | 90
97 I8 10| 101 | 1p2 RV ZAN xR |96
103 | Jo#7068 1D6| 107 | 1D8 97N/(98 |9 | 100] 10N] 102
109 [A10] 1fi1| TR 113 | 1)4) 103/] M4|/405] 106| 107 \ 08
us | {16] 1h7] 1§8] Tra 1¢0 100 | 110NV 1| 112] 113 /N4
A5 | 11p] 1] 18] 1)4 | 120

Fonte: Autora.
Fonte: Autora.

teriam que ter todos os multiplos na mesma coluna, ou seja, na primeira ou quinta coluna. Porém
ambas as colunas apresentam apenas nimeros impares. Como um nimero pode ser multiplicado
por um nimero par, entdo alguns dos multiplos do nimero primo tem que ser par, e portanto estar
em colunas com nimeros pares (2%, 4* ou 6%). Desta forma, os multiplos de um nimero primo
ndo poderiam estar todos na primeira ou quinta coluna, ou seja, ndo obtemos retas paralelas aos

segmentos de retas dos multiplos de 2 e 3.

Tracando o primeiro segmento de reta relacionado ao nimero primo p em anélise, para
tracar os proximos segmentos paralelos a este, contamos p linhas para baixo dos nimeros que
representam as extremidades dos segmentos tragados nos passos anteriores. Assim, 0 segmento

passard pelas células onde estio estes ndmeros.

Para exemplificar este modelo, consideremos o nimero primo p = 7. A partir desse
primo, construimos uma sequéncia de segmentos de retas da seguinte maneira: o primeiro
segmento de reta tem como extremidade inicial o préprio 7 = 7 - 1 e como extremidade final
seu multiplo, 42 = 7 - 6. O préximo segmento de reta inicia 7 linhas abaixo do 7, ou seja, em
49 =7 -T7eterminaem 84 = 7 - 12, o dltimo segmento de reta do quadro inicia 7 linhas abaixo
do49,istoé,em 91 = 7- 13 eterminaem 119 = 7 - 17. O Quadro 3.9 ilustra os segmentos de

retaparap = 7.
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Quadro 3.9 — Segmentos de reta: multiplos de 7

2 |3 [4 [5]6
8 |9

@D 10 | 11 | 12
13 15 |16 | 17 | 18

19 [20 [2N]22 | 23 [24
25 [ 26 [ 27 [ 28 29 | 30

N

31 [32 33 [ 34 | 3836
37 138 [39 |40 | 41 |23

43 | 44 |45 | 46 | 47 | 48
50 |51 |52 | 53 | 54

55 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 64 | 65 | 66
67 | 68 | 69 71 | 72
73 174 |75 | 76 78

79 180 | 81 | 82 | 83 | B

85 [ 8 |87 |88 | 89 | 90

SN [ 92 (93 |94 | 95 |96

97 99 | 100 | 101 | 102
103 | 104 106 | 107 | 108
109 | 110 | 111 113 | 114

115 | 116 | 117 118"’1’9\ 120

Fonte: Autora.

Porém para valores de primos maiores esse método torna-se bastante demorado, entdo
podemos utilizar os Quadros 3.10, 3.11 e 3.12 que mostram os exemplos parap = 5, 7 e 11.
Consideremos p o ndmero primo escolhido, 7 o nimero da posi¢cao em ordem de apari¢ao dos
segmentos de retas com multiplos de p, k; o primeiro mdltiplo de p e k5 o Gltimo multiplo de p

do segmento de reta.

Quadro 3.10 — Exemplo parap = 5 Quadro 3.11 — Exemplo parap = 7
n k‘l k‘z n ]4}1 k‘Q
1| 5=5-1 25=5-5 1] 7=7-1 42="T7-6
21 30=5-6 | 55=5-11 2| 49=7-7T |84 =T7-12
3/60=5-12| 8 =5-17 3/91=7-13
4]90=5-18 | 115=5-23 Fonte: Autora.

Fonte: Autora.

Quadro 3.12 — Exemplo para p = 11

k1 ko
11=11-1| 55=11-5
66=11-6 | 121 =11-11

Fonte: Autora.

N =B

Os quadros auxiliam a descobrir os segmentos de retas resultantes dos multiplos de p.

Para determinar os valores iniciais e finais das retas, podemos utilizar as seguintes férmulas. Se



0 primo estiver na quinta coluna,

b p, sen =1,
' pl6(n—1)], se n>1;
ko = p(6n —1).

Caso o primo p, esteja na primeira coluna temos,

ki=p[6(n—1)+1];
ko = p(6n).

64
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4 NUMEROS TRIANGULARES, TRIPLAS PITAGORICAS E NUME-
ROS PERFEITOS

Sabemos que um nimero pode possuir muitos significados de acordo com sua aplicacao,
como estar associado a quantidades, cardinalidade, medidas, entre outros. Um fato € que para
muitas dessas aplicacdes € possivel fazer uma interpretacdo com formas visuais que retratam
as propriedades presentes. No decorrer do capitulo, serdo demonstradas e ilustradas algumas
propriedades para nimeros triangulares, triplas pitagdricas e nimeros perfeitos. Usaremos o
GeoGebra para ilustrar os resultados e utilizaremos a ferramenta controle deslizante para exibir

alguns casos.

4.1 NUMEROS TRIANGULARES

As propriedades e demonstracdes a seguir sao baseadas em Nelsen (2008). Iniciamos

com os nimeros triangulares e nimeros quadrados.

Dado um nimero n, dizemos que n € um nimero quadrado se existe um nimero £ tal

que n = k%

Um nimero triangular, denotado por ¢,,, € a soma dos primeiros n nlimeros naturais, isto

é,t, =1+2+3+---+n. AFigura4.1(a) mostra o caso t, e a Figura 4.1(b) representa 42.

Como a férmula geral para ¢,, € w segue que 2t, = n(n + 1), que esta representado na

Figura 4.1(c) para o caso de n = 4.

Figura 4.1 — Representacdo geométrica de alguns nimeros triangulares e quadrados

@ o OGS
o0 aeee 00806
000 e 00088
0000 i 00008

(a) Ndmero triangular  (b) Niimero quadrado 42 (c) 2ty
(21

Fonte: Autora.

No link a seguir € possivel verificar os niimeros triangulares até ¢,5 de forma interativa e

conferir os resultados:

<https://www.geogebra.org/m/e9tepspt>.


https://www.geogebra.org/m/e9tepspt
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Os ndmeros triangulares possuem uma representacdo geométrica interessante. Cada

numero triangular também € um coeficiente binomial:

1
1+2+3+-~+n—<7“2r )

Logo, existe uma correspondéncia entre um conjuntocom ¢, = 1 +2+3+4+---+n

elementos e o conjunto, de subconjuntos de dois elementos de um conjunto, com n + 1 elementos.

Observe através da Figura 4.2 a visualizagao desta correspondéncia no caso de 5 e g.

Figura 4.2 — Correspondéncia: casos ts; e tg

Fonte: Autora.

Estes e outros casos podem ser visualizados no link a seguir.
<https://www.geogebra.org/m/fdkt8gsd>.

Ao movimentar o controle deslizante a obtemos outras configuragdes de tridngulos,
enquanto o controle deslizante 7 desloca essas correspondéncias horizontamente e a0 movimentar

o controle deslizante n + 1 observamos os casos das correspondéncias.

Existem belas relagdes entre tridngulos e os nimeros triangulares, e os nimeros quadra-

dos. Por exemplo, uma delas esta na seguinte proposicao:

Proposi¢io 4.1. Se n é impar entdon® =1 mod 8.
Demonstragdo. Se n é impar entdo n = 4a + 1 oun = 4a + 3, para algum a € Z.

1. Sen = 4a + 1, entdo

n® = (4a +1)* = 16a® + 8a + 1
=8a(2a+1)+1

2a(2a + 1)
(2

>—|—1:8t2a—|—1


https://www.geogebra.org/m/fdkt8gsd

Assim, n2 =1 mod 8.

2. Se n = 4a + 3, entdo

n® = (4a + 3)* = 16a”® + 24a + 9

Logo,n? =1 mod 8.

A demonstragio da proposicdo estabelece que se n é impar entdo n?> = 8t;, + 1, onde

=16a®> +24a +8+1
=8(2a* +3a+1)+1

da? 2
:8(—“ +6a + >+1

2

2

_3 [(Qa—i— 1)(2a + 2)1 1

= 8taq41 + 1.
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k = 2a ou 2a + 1. Geometricamente, essa relacdo pode ser visualizada como a decomposicao de

um quadrado de lado n em 8 tridngulos isésceles e um resto destacado no centro da figura. As

Figuras 4.3(a) e 4.3(b) exemplificam essa decomposicdo paran = 9 e n = 11, respectivamente.

A parcela 8t;, representa o total de circulos dos tridngulos, enquanto o resto 1 corresponde ao

circulo destacado no centro. Veja que paran = 9 temos que n? = 92 = 81 = 8-10+1 = 8t + 1.

Do mesmo modo para n = 11, obtemos n? = 112 = 121 =8 - 15+ 1 = 8t5 + 1.

Figura 4.3 — (a) 9> = 1 mod 8; (b) 112 = 1 mod 8

L 3 J0elel L

(a) 8ty + 1

Q000 OIIIRO

(b) 8t5 +1

Fonte: Autora.

No link a seguir é possivel explorar outros casos em que n* =1 mod 8.

<https://www.geogebra.org/m/buagemtv>.


https://www.geogebra.org/m/buaqemtv
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Vejamos outras propriedades envolvendo os nimeros triangulares que também possuem

representacdes geométricas.

Proposicao 4.2. Para todo n € N, temos que t3, 1 =0 mod 3.

Demonstragdo. Procedemos por inducio em n.
Para n = 1, temos que:
t31-1=t2=2+1=3=0 mod 3.
Logo, a propriedade € vdlida paran = 1.
Suponhamos que a propriedade seja valida para n = k, ou seja, que exista um = € 7Z tal

que
tsp1=14+2+3+---+Bk—=2)+ 3k —1) = 3z.

Mostremos que a propriedade € vélida para k£ + 1, ou seja:

t3(k1)—1 = tgpyor = 14243+ - -+ (3k—1)+(3k)+(3k+1)+(3k+2) = 3y, paraalgumy € Z.

Como por hipétese de indugdo t5, 1 =14+2+3+---+ (3k —2) + (3k — 1) = 3u,
entao:
t3(k+1)-1 = 3T + (3k)+ Bk +1)+ 3k +2)
=3(x+3k+1).
Sejay = (z + 3k + 1) e entdo t3(,41)—1 = 3y. Portanto, pelo principio de indug@o finita a
propriedade € vélida paratodon € N. 0

Vejamos a representacdo visual da propriedade anterior para n = 4, ou seja, para
t=14243+ .+ 10+ 11 =66 =ty = 50 =g [4C=D] —3.9(3.4-1).Na
representagdo de t1;, observamos trés trapézios congruentes com um total de 2(3 -4 — 1) circulos

cada um, como mostra a Figura 4.4.

Figura 4.4 — Representacdo t1; = t3.4—1 = O mod 3

VDD
VD d
C NN
oSsd

[ 4
o
0D
0,0
o®

>

utora.

Fonte:
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Observe no link abaixo outras variacdes para valores de n que obedecem a Proposicao
4.2.

<https://www.geogebra.org/m/mvjxvxc9>.
Outra propriedade na qual encontramos representagdes visuais de nimeros triangulares €
dada pela proposicao a seguir.

Proposicao 4.3. Para todo n € N, temos que t3, =0 mod 3.

Demonstragdo. Sera provado por inducdo em n a seguir.
Paran = 1, temos
t31=1t3=3+2+1=6=0mod 3.
Suponhamos que a propriedade seja vélida para n = k, ou seja, que exista um m € Z, tal que

Mostremos que a propriedade é valida para k + 1, ou seja:
tahr1) = tskrs =1 +2+ ..+ +3k+ 3k + 1) + (3k +2) + (3k 4+ 3) = 3r, comr € Z.

Como por hipétese de inducdo temos que t3, = 1 4+ 2+ 3 + ... + 3k = 3m, logo:
tasery =14+2+ ... +3k+ Bk +1)+ (3k+2)+ (3k + 3)
=3m+ Bk+1)+ (3k+2)+ (3k+3)

=3(m + 3k +2).
Seja r = (m + 3k + 2), e entdo t(3141) = 3r. Portanto, pelo principio de indugio finita a
propriedade € vélida para todo n € N. [

2
tio=14+24+3+4+...+11+12=78e¢ 78 =0 mod 3. A Figura 4.5 mostra esse caso. Note

Observe a representagdo ts.4 = t1o = % =3 {M} =3-2(3-4+ 1), ou seja,

que ¢ possivel visualizar trés trapézios congruentes com um total de 2 (3 - 4 + 1) circulos cada

um.

Figura 4.5 — Representacdo t15 = 3.4 = 0 mod 3

Fonte: Autora.


https://www.geogebra.org/m/mvjxvxc9
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No link a seguir € possivel verificar esta propriedade para outras variacdes de n.
<https://www.geogebra.org/m/pahrmbht>.

Outro fato interessante sobre niumeros triangulares é encontrado na proposi¢do a seguir.

Proposicao 4.4. Niimeros triangulares da forma ts, 1 deixam resto 1 na divisdo por 3, ou seja

t3ns1 =1 mod 3.

Demonstragdo. O resultado serd provado por indugdo em n.
Paran = 1, temos
t3.1+1 :t4:4+3+2+].: 10

Como 10 = 1 mod 3, o resultado € valido para o caso base.

Suponhamos que a propriedade seja vélida para algum n = k, ou seja, existe um b € Z tal que

tsgr1 =1+24+3+---+3k+Bk+1)=3b+ 1.

Mostremos que € vélida para k£ + 1, ou seja:

t3kr )41 = lapya = 142434 -+ (3k+1)+(3k42)+(3k+3)+(3k+4) = 3c+1, comc € Z.

Por hipétese de indugdo temos que t3;11 = 3b + 1, entdo:

takry41 = tapga =1 +24+ -+ Bk + 1)+ (3k+2)+ (3k+3) + (3k +4)
=Bb+1)+Bk+2)+ (3k+3)+ (3k+4)
=3(b+3k+3)+ 1.

Seja ¢ = (b+ 3k + 3), logo t3411)+1 = 3c + 1. Portanto, pelo principio de indugéo finita a
propriedade € vélida para todo n € N. ]

Observe na Figura 4.6 a representagdo visual de t3, 1 para o caso de n = 4, ou seja,
para ts 1 = w =3- 4(3'427”) +1=3-2(3-4+3) + 1 novamente aparecem trés
trapézios congruentes com um total de 2 (3 - 4 + 3) circulos cada um, mas agora aparece o resto

1 da divisao, representado pelo circulo no centro da figura.

Figura 4.6 — Representacao t13 = t3.411 = 1 mod 3

Fonte: Autora.


https://www.geogebra.org/m/pahrmbht
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Ao acessar o link a seguir encontramos a representacio para outros valores de 7.
<https://www.geogebra.org/m/hbjub6bm>.

Outras duas propriedades que podem ser identificadas nos nimeros triangulares que

podem ser encontradas em Miller (2012, p. 14-15), sdo apresentadas nas proposicoes a seguir.

Proposicao 4.5. Se t,, é o n-ésimo niimero triangular, entdo 3t,, + t,,_1 = ta,, para todon € N.

Demonstragdo.
3 1 -1
36, 4,4 — onn D (- Dn
2 2
n n 2n(2n +1
= "B+ )41 = Dan g = 2D g

]

A visualiza¢do dessa identidade € encontrada na Figura 4.7. Cada nimero triangular é
representado por uma colecio de circulos dispostos em um triangulo. Para facilitar a compreensao
sao usados circulos preenchidos com uma udnica cor e outros quadriculados, para diferenciar
os numeros triangulares. A Figura 4.7 mostra esse resultado para o caso n = 6. Observe que
podemos visualizar 3t destacado com cores preenchidas e no centro da figura, em destaque, o

numero triangular t5_; = t5. O total representado pode ser calculado como

3t6+t5:321+15:78:t12:t26

Figura 4.7 — Representacao de 3tg + t5 = to6

Fonte: Autora.


https://www.geogebra.org/m/hbjub6bm
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No link podemos observar outros valores para n da Proposicao 4.5.
<https://www.geogebra.org/m/tfmfjbeu>.

A outra propriedade envolvendo niimeros triangulares que pode ser retratada por modelos

visuais € a seguinte.

Proposicao 4.6. Se t,, é o n-ésimo nuimero triangular, entdo 3t, + t,.1 = ton11, para todo
n € N.

Demonstragcdo. Procedemos por inducao em n. Para n = 1 temos que
3t1+t2:3'1+3:6:t3:t2.1+1.

Logo, a propriedade ¢ valida para o caso base. Suponhamos que seja véalida para algum n = k,
com k € 7, isto é,
3t + ter1 = tory1-

Mostremos que € vélida paran = k + 1.
thi1 e =3t + (E+ 1]+t + (E+2)
=3t +tpp1 +4k +5
S foper + (2k + 2) + (2k + 3)

= lo(k+1)+1-

Assim, pelo principio de inducdo finita a propriedade € vélida para todo n € N. [

Novamente recorremos a visualizagdo para exibir essa identidade em um caso particular,
veja a Figura 4.8. Vejamos que para o caso de n = 6 encontramos 3ts destacado com cores
preenchidas. Mas agora no centro da figura representamos t. O total de circulos da figura é
togr1 =tiz=1+2+---+13 =91 = 3t + 7.

Figura 4.8 — Representacao de 3tg + t7; = 13
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Fonte: Autora.



https://www.geogebra.org/m/tfmfjbeu
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No link a seguir € possivel observar outros valores de n que representam o caso da
Proposicao 4.6.

<https://www.geogebra.org/m/yka3t5x4>.

4.2 TRIPLAS PITAGORICAS

Na sec¢do anterior representamos os nimeros triangulares através de tridngulos e quadra-
dos. Essas interpretacoes remetem uma aplicacdo muito importante, o Teorema de Pitdgoras e,
com ele, as triplas pitagoricas. Segundo Nelsen (2008) uma tripla pitagérica primitiva € uma
terna
(a,b,c)

de inteiros positivos sem fatores comuns que satisfacam a?+b? = ¢?. Alguns exemplos familiares
sdo (3,4,5), (5,12,13) e (8,15,17).

Existem infinitas triplas pitdgoricas. A Figura 4.9 mostra, para n? = 9 e n? = 25, que
dado n? fmpar, ou seja, n> = 2k + 1, implica que n? + k? = (k + 1)2. Portanto, (n, k, k + 1) é
uma tripla pitagorica.

Figura 4.9 — Triplas pitdgoricas: (a) (3,4,5); (b) (5, 12,13)
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Fonte: Autora.

No link a seguir é possivel observar outros casos que representam a proposicdo n? + k? =
(k + 1)? quando n? = 2k + 1. Ao movimentar o controle deslizante verifica-se os valores de k

que satisfazem a igualdade n? = 2k + 1, para n e k inteiros.

<https://www.geogebra.org/m/qfgbr8qp>.


https://www.geogebra.org/m/yka3t5x4
https://www.geogebra.org/m/qfgbr8qp
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Para visualizar esse fato, primeiro organizamos os n? = 2k + 1 circulos, destacados com
a cor preenchida, e depois os k? circulos sdo desenhados formando um quadrado, totalizando
(k+1)? circulos. A Figura 4.10 representa a forma visual do caso paran? = 9. Como 9 = 2-4+1,
entdo k£ = 4, e assim organizamos os 9 cieculos que estio representados pela cor preenchida, e
em seguida os 42 circulos sdo desenhados. Como 3% + 4% = (4 + 1)? verificamos a representagio
den®+k*= (k+1)2

Figura 4.10 — Representagio de 3% + 4% = (4 + 1)2

32=2.441 (4+1)

Fonte: Autora

O mesmo ocorre para n? = 25 (Figura 4.9(b)). Como 25 = 2 - 12 + 1, temos que
k = 12, e k* = 122 ¢ representado pelos circulos rachurados que preenchem o quadrado e
25 = 5% = 2. 12+ 1 é ilustrado pelos circulos com cor preenchida. Assim, 52 + 122 = (12 +1)?

como observado na Figura 4.9(b).

A Unica tripla em que a soma de dois quadrados consecutivos resulta no proximo termo
€(3,4,5).

Agora vejamos o que acontece quando somamos quadrados de trés nimeros consecutivos

ou quatro nl’lmeros consecutivos.
32 442 =52

102 + 112 4+ 122 = 132 + 142

212 + 222 + 232 4+ 242 = 252 + 26° + 272

Esse fato possui uma relagao com os nimeros triangulares, dado que a dltima parcela da
soma do lado esquerdo da igualdade € igual ao quadrado de quatro vezes um nimero triangular.
No exemplo acima temos 4 = 4(1) = 4t1, 12 = 4(1 + 2) = 4t9, 24 = 4(1 + 2 + 3) = 4t3. De

modo geral temos o seguinte:

Proposicao 4.7. Para todo n € N, tem-se que

(4, —n)*> + (4t, — (n —1))* + - + (4t,)% = (4, + 1)* + - - + (4¢, +n)>
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Demonstragcdo. Sejan € N, temos que

(4, —n)* + (4, — (n — 1))* + - + (4t, — 1) + (4¢,)*

=t +1 -+ +@t,+2—(n+ 1)+ + (4, +n— (n+1))* + (4¢,)*
=4ty + 1) —2(n+1)(4t, + 1)+ (n+1)> + (4, + 2)> = 2(n + 1)(4t, + 2) + (n + 1)*+
oo (At )2 = 2(n 4+ 1)(4t, +n) + (n 4+ 1)% 4 (4t,)?

= (4, + 1)+ 4 (4t, +n)> = 2(n+ 1) [(4t, + 1) + (4, +2) + - -+ + (4, + n)] +
+n(n+1)% + (4t,)?

= (4, + 1)* 4 (4, +2)% + -+ (4t, +n)? — 2(n + 1) [dnt,, +t,] +n(n + 1)* + (4t,)?
= (4, + 1)* + (4, +2)* + -+ + (4, +n)* = 2(n + 1)(4n + D)t +

+ @2@ +1) + (4t,)*

= (4, + 1)* + (4, + 2> + - - + (4t, +n)* — 2(n + 1)4nt, + (4t,)

= (4t, + 1) + (4t, +2)* + -+ (4, +n)* - 2. 4-2(”Jr 1)ntn + (4t,)?

= (4, + 1)° + (4t +2)* + - + (4, + ) — 4717 + (4t,,)°

= (4, + 1) + (4, +2)* + - -+ + (4t, +n)*.

Observe a Figura 4.11 para o caso de n = 3, usando o fato que 4¢3 = 4(1 + 2 + 3).

212 + 222 + 232 + 242 = 252 + 262 + 272

Primeiro dividimos 242 em trés parti¢des conforme a Figura 4.11:

Figura 4.11 — Decomposicdo de 24? como soma

. =I+I+I

Fonte: Autora.

Agora serd distribuido essas partes como ilustrado na Figura 4.12:
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Figura 4.12 — Representacdo da distribui¢do de 242 para 232, 222 ¢ 212

) —

(a) 232

. + |||| _ . 262
(b) 222

. + IIII= .272
(c) 212

Fonte: Autora.

4.3 NUMEROS PERFEITOS, DEFICIENTES E ABUNDANTES

Os ntimeros perfeitos sdo objetos de estudo desde a antiguidade, segundo Eves (2004,
p-98) “(...) os primeiros passos no sentido do desenvolvimento da teoria dos nimeros e, ao
mesmo tempo, do lancamento das bases do futuro misticismo numérico, foram dados por
Pitdgoras e seus seguidores”. Para os pitagdricos os nimeros perfeitos, deficientes e abundantes

apresentavam ligacdes misticas essenciais e especulagdes numeroldgicas.

Nesta se¢do serd apresentada a representacao visual dos nimeros perfeitos baseada em
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Nelsen (2008). Segundo Prielipp (1970) um nimero inteiro positivo n € um nimero perfeito se,
e somente se, a soma de seus divisores € 2n. Por exemplo, 28 € um numero perfeito, pois seus

divisores inteiros positivos sdo 1, 2, 4, 7, 14 e 28, e

14+2+44+7+14428=56=2-28.

Os primeiros nimeros perfeitos sdo 6, 28, 496, 8128, 33550336. Podemos observar que

cada um desses nimeros € par. Nao ha descobertas de nenhum nimero perfeito impar.

Para auxiliar na continuidade sobre o tema recorremos a proposicdes e exemplos en-
contradas em Hefez (2022, p. 142-144). Esses resultados mostram como achar de modo eficaz

outros numeros com a mesma caracteristica citada anteriormente.

Dado um nimero natural n, denotemos por S(n) a soma de todos os seus divisores

naturais. Por exemplo, S(1) = 1. Entdo, pela defini¢do, um nimero é perfeito se S(n) = 2n.

Proposicao 4.8. Dado n € N, temos que S(n) = n + 1 se, e somente se, n é um niimero primo.

Demonstragdo. Um nimero natural n € considerado primo se, e somente se, seus divisores

positivos sejam exclusivamente 1 e n, o que implica em S(n) =n + 1. [

A préxima proposicao, fornece uma férmula para S(n) em fung¢do da decomposigio de

n em fatores primos, com n > 2.

Proposicio 4.9. Sejan = pi" ... p%" a decomposicdo de n em fatores primos. Entdo,

a1+1_1 o+l _q
S(n) =2 LB
pl_l pr_l

Demonstragdo. Considere a igualdade a seguir

(1+p1+--~+pff1)...(1+pr+---+p§f”)ZZPfl--'pr-

O somatdrio presente no lado direito da igualdade abrange todas as r-uplas (31, ..., 3,), em que
0<p3; <a;comi=0,...,r. Dado que essa soma representa a totalidade dos divisores de n, a
expressdo para S(n) é obtida aplicando a férmula da soma de uma progressdo geométrica a cada

parcela do lado esquerdo da igualdade. 0

Segue da proposi¢do acima o seguinte coroldrio.

Corolario 4.1. A fungdo S(n) é multiplicativa, isto é, se (m,n) = 1, entdgo S(mn) = S(n)S(m).
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Exemplo 4.1.

S(3)=3+1=4;
S(1) = §(22) = (22 _‘f) — 7.

S(6) = S(2-3) = S(2)S(3) = 2+ 1)(3+1) = 12;

S(24) = 5(2° - 3) = §(2%)S(3) = ( 24__11> (34 1) = 60;
S(28) = S(22-7) = S(23)8(7) = (22 - 1) (7+1) = 56:
S(72) = S(2° - 3%) = ( ) @3__11) = 195.

Podemos observar que S(24) = 60 # 84 = 5(4)5(6), portanto o Coroldrio 4.1 ndo é
valido se (m,n) # 1.

Para determinar outros nimeros com as mesmas caracteristicas recorremos a Hefez
(2022, p.144).

Teorema 4.1. Um niimero natural n é um niimero perfeito par se, e somente se, n. = 2P=1(2P — 1)

onde 2P — 1 é um primo de Mersenne.

Demonstragdo. Considere um nimero inteiro postivo n, com n = 2”*1(21’ — 1), onde 2P — 1
representa um primo de Mersenne. Assim, o expoente p € maior do que 1, o que implica que n €

um ndmero par.

Dado que 27 — 1 é um nimero fmpar, entdo (2P~! 27 — 1) = 1, e como consequéncia da
Proposicao 4.9 e o Corolario 4.1, temos que
v 1
2-1

S(n) =S(2r1(2F — 1)) = S(2P"1HS(2P - 1) = 2P = 2n.

Logo, n é um nimero perfeito.

Reciprocamente, vamos admitir que n seja perfeito e par. Seja 2P~ a maior poténcia de
2 que divide n. Consequentemente, p > 1 e n pode ser expresso como n = 2°~'b, onde b é um
nimero impar. Estabelecendo entdo, que (2P, b) = 1. Pela Proposic¢do 4.9 e do Corolério 4.1,
decorre que S(n) = (27 — 1)S(b). Como n € perfeito, temos que S(n) = 2n. Logo

(2 — 1)S(b) = 2°b, 4.1)
Assim, resulta que (2 — 1)|b pois (27, 2P — 1) = 1. Portanto, existe ¢ € N com ¢ < b tal que
b=c(2" —1). 4.2)
Substituindo (4.2) em (4.1), obtemos

(27 — 1)S(b) = 2°(2% — 1)¢;
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portanto,
S(b) = 2Pc. 4.3)

De (4.2) nota-se que c e b representam dois divisores distintos de b que satisfazem a

relacdo c + b = 2Pc.

Afirmamos que ¢ = 1. Suponha por absurdo, que ¢ # 1. Com isso, temos que a soma
dos divisores de b, satisfaz a desigualdade S(b) > 1 + ¢ + b que € estritamente maior que ¢ + b.

Dado que ¢ + b = 2P¢, segue que S(b) > 2Pc. Logo, por esse fato e de (4.3) temos que
2Pc=c+b< S(b) = 2P¢,

0 que € uma contradigdo.

Consequentemente, por (4.2) e (4.3) segue que a soma dos divisores de b é S(b) = b+ 1.
Em virtude da Proposicao 4.8, conclui-se que b € um nimero primo. Desta forma, temos que
n = 2P~1(2P — 1) com 2P — 1 primo. O

A sequéncia de passos a seguir apresentada em Santos (2020), mostra como determinar

se um numero € perfeito utilizando o teorema anterior.

1. Dado um ndmero natural p > 1.
2. Verificamos se 27 — 1 é ou ndo primo.

3. Em caso afirmativo, entdo (27 — 1)2P~! ¢ um nimero perfeito.

Observe que:

Se p = 2, entdo 22 — 1 = 3, que é primo. E (22 — 1) - 2271 = 6, que é um nimero perfeito.

Sep = 3,entdo 22 — 1 = 7, que € primo. E (23 — 1) - 237! = 28, que é um nimero perfeito.

Se p = 4, entdo 2* — 1 = 15, que ndo € primo.

Se p = 5, entdo 2° — 1 = 31, que é primo. E (2° — 1) - 2>~ = 496, que é um niimero

perfeito.

Se p = 11, entdo (2'' — 1) = 2047 = 23 - 89, que ndo € primo.

7

Podemos ilustrar a implicagdo do fato que n = 2P(2P™! — 1) é perfeito se (2PT — 1) é
primo, como mostra a Figura 4.13. Considerando n como a drea de um retangulo de lados 2 e

(2Pt — 1), e observando que esse retAngulo pode ser particionado em retingulos menores (e um
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quadrado) cujas dreas sdo precisamente os divisores proprios de n. Ou seja,

T+24+2% 4 2P 4 (2P — 1) 4 2(2PT — 1) - 2P (2P — 1) =
=(1+2+2% 4+ F2 (1420 1) 2P

= (2 — 1)2p+1 4 9P

= 2P(2Pt! — 1),

Portanto, n é a soma dos seus divisores proprios.

Figura 4.13 — Representagdo visual utilizando area de um retangulo para numeros perfeitos
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Fonte: Autora.

No link encontramos a representagdo visual utilizando drea de um retangulo dos nimeros

perfeitos parap =2, 3, Se 7.

<https://www.geogebra.org/m/mzm2mdmb>.


https://www.geogebra.org/m/mzm2mdmb
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Um fato interessante entre os nimeros perfeitos e triangulares é que todo nimero perfeito

2P (27 —1)
2

par pode ser representado como um ndmero triangular, ji que 27~ 1(2? — 1) = = top_1.

Observe a Figura 4.14 que mostra a representacdo de um nimero perfeito para p = 5.

Figura 4.14 — Nuimero perfeito p = 5
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Fonte: Autora.

No link a seguir € possivel observar a relacdo entre os nimeros triangulares e perfeitos.
Ao movimentar o controle deslizante p obtemos a representacdo visual dos nimeros perfeitos e

ao movimentar o controle deslizante n encontramos o nimero triangular correspondente.
<https://www.geogebra.org/m/y2urftma>.

A Figura 4.15 ilustra a relacdo entre nimeros perfeitos e triangulares para o caso de

p = 3 que resulta no numero perfeito 28 e no qual obtemos o niimero triangular ;.

Figura 4.15 — Numeros perfeitos e triangulares
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@000 @@
27 — 1 0000 -1 0000
op—1 .“’ op—1 ..‘.O
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1 0000 1 0000000
(a) p=3 (b) t7

Fonte: Autora.


https://www.geogebra.org/m/y2urftma
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Em Prielipp (1970, p. 693) os niimeros inteiros positivos que ndo sdo perfeitos sao
chamados abundantes ou deficientes. Um ndmero € dito abundante se, € somente se, a soma de
seus divisores inteiros positivos for maior que duas vezes ele mesmo, ou seja, S(n) > 2n. Por
exemplo, doze é um ndmero abundante, pois seus divisores inteiros positivos sdo 1, 2,3, 4,6 ¢
12. Como

14+243+4+6+12=28>24=2-12.

Outro exemplo ocorre com o0 nimero vinte, onde seus divisores inteiros positivos sao 1,
2,4,5,10¢ 20,
1+424+4+54+104+20=42 > 40 = 2 - 20.

Um nimero é chamado deficiente se, e somente se, a soma de seus divisores inteiros
positivos for menor que duas vezes ele mesmo, ou seja, S(n) < 2n, como por exemplo para o

ndmero trés, seus divisores sdo 1 e 3, e
1+3=4<6=2-3.
No Quadro 4.1 € possivel observar os nimeros inteiros positivos menores do que 105
classificados em abundantes (A), deficientes (D) e perfeitos (P).

Quadro 4.1 — Numeros abundantes, deficientes e perfeitos

1 D|14 D27 D|40 A|53 D|66 A|79 D| 92 D
2 D|15 D|28 P|41 D |54 A|67 D|8 A | 93 D
3 Dj|16 D|29 D|42 A |5 D|68 D |8 D| 94 D
4 D|17 D|30 A|43 D|5% A|69 D|8 D| 9 D
5 D|18 A|31 D|44 D|57 D|70 A|[8 D| 9% A
6 P|19 D|32 D|45 D|58 D|71 D|8&8 A | 97 D
7 D|20 A|33 D|46 D |59 D |72 A|8 D| 98 D
8 D|21 D|34 D|47 D|60 A|73 D|8 D| 99 D
9 D|22 D|35 D|48 A|61l D|74 D |8 D|100 A
10 D|23 D|36 A|49 D|62 D |75 D|8 A|101 D
11 D24 A|37 D|5 D|63 D|76 D|8&8 D| 102 A
12 A|25 D|38 D|51 D|64 D|77 D|9 A|103 D
13 D26 D|39 D|52 D|65 D|78 A|91 D| 104 A

Fonte: Autora
Observando o Quadro 4.1 vemos que todos os nimeros primos sdo deficientes. Podemos
provar esse fato com o Teorema 4.2.

Teorema 4.2. Se p é um niimero primo, entdo p é um niimero deficiente.

Demonstragdo. Note que os divisores de p sdo p e 1. E como,
I4+p<p+p=2p,

temos que p é deficiente. [
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De onde podemos deduzir o seguinte coroldrio.

Corolario 4.2. Existem infinitos niimeros deficientes.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.3, existem infinitos ndmeros primos e pelo Teorema 4.2 cada

nimero primo € um nimero deficiente, entdo concluimos que h4 infinitos nlimeros deficientes.

[
Teorema 4.3. Se p é um niimero primo e k é um inteiro positivo, entdo p* é um niimero deficiente.

1 k

Demonstragdo. Os divisores de p* sdo 1, p, p?,..., pFLepF,e
pF -1
Lt p+p2+ -+ P 4 pf = P +p" < pt+pt = 2"

]

Corolario 4.3. Existem infinitos niimeros pares deficientes e infinitos niimeros impares deficien-

tes.

Demonstragdo. Nimeros pares da forma 2%, para todo k inteiro positivo sio nimeros deficientes.

Assim como nimeros da forma 3% é um nimero impar deficiente para cada k inteiro positivo.

]

Teorema 4.4. Se n = 251 . 3 onde k é um inteiro positivo , entdo n é um nimero abundante.

Demonstragdo. A soma dos divisores de n = 2¥+1 . 3 é dado por,

142422+ 42" 31+ 2422+ 2" ) =4(1 42+ - + 28 =
2k+2_1

:4() :4.2k+2_4:3.2k+2+2k+2_4>3.2k+2:2.3.2k+1:
2-1

= 2n.

Observacao 4.1. Nem todos os niimeros abundantes sdo pares.

Por exemplo, somando os divisores de 945, tem-se que,
14+3+5+74+9+15+21+27+35+45+ 63+ 105+ 135+ 189 + 315 + 945 =
= 1920 > 1890 = 2 - 945.

Portanto, ha nimeros impares abundantes.

Teorema 4.5. Exitem infinitos niimeros impares abundantes.
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Demonstragdo. Seja n um nimero impar da forma n = 945m, onde m € um inteiro positivo
que ndo é divisivel por 2, 3, 5 ou 7. Como 945 = 33 - 5 - 7, entdo m e 945 sdo primos entre si.

Assim pelo Corolério 4.1 segue que,
S(n) = 5(945)S(m) > S(945) - m = 1920m = 2 - 960m > 2 - 945m = 2n.

Portanto, exitem infinitos nimeros abundantes impares.
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S ATIVIDADES PROPOSTAS

Neste capitulo, apresentaremos uma série de atividades que visam aplicar os conceitos
aritméticos discutidos ao longo deste trabalho. Essas atividades s@o propostas com o intuito
de proporcionar aos alunos experiéncias concretas e significativas, estimulando a resolugdo de

problemas e o desenvolvimento do raciocinio matematico.

5.1 PROPOSTA DE ATIVIDADE: POLIGONOS E PADROES

A interdisciplinaridade entre geometria e aritmética através da exploracdo de poligonos
e padroes numéricos, configura-se como uma estratégia pedagdgica alternativa para tornar a
aprendizagem mais engajadora. A associag@o de representagdes visuais as operacoes aritméticas,
como adicdo e multiplicac@o, configura-se como um recurso que pode auxiliar os estudantes
a consolidar conhecimentos geométricos e desenvolver uma compreensao mais profunda das

propriedades dos poligonos.

Algumas das relagdes interessantes presentes no hexdgono, octégono e losango, envol-
vendo as operacoes de adi¢ao e multiplicagcdo, que podem ser exploradas em sala de aula com o
intuito de tornar o conhecimento matematico mais atrativo e engajador para os discentes, serdo

abordadas nas atividades propostas.

Vamos relembrar brevemente as relacdes vistas no Capitulo 2. Chamaremos de P a soma
dos nimeros que se encontram nos vértices do poligono e / a soma dos nimeros do interior do
poligono. Ao escolhermos 8 termos consecutivos de uma progressao aritmética com primeiro
termo a e razao r, e posiciond-los como mostra a Figura 5.1 (para a = 2 e r = 4) obtemos um
hexdgono, cuja relagdo é P = 31, ou seja, a soma dos ndmeros dos vértices € igual a trés vezes a

soma dos numeros do seu interior.

Figura 5.1 — Exemplo de poligonos e padrdes: hexdgono
/ 2 \
? 10 1|4
18 22 26
a=2er=4
Fonte: Autora.

Observeque P =246+18430+26+14 =96, =10+22=32e P =3-32 = 31.
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Ao escolhermos 12 termos consecutivos podemos formar um octégono que possui a

relacdo P = 21, a Figura 5.2 mostra um exemplo para esse fato.

Figura 5.2 — Exemplo de poligonos e padrdes: octégono

TN

i 8 9 ll()
11 12 13 14
15 16

a=5er=1
Fonte: Autora.

Logo, P=5+4+7+11+154+164+144104+6 =84, =8+ 9+ 12+ 13 = 42 e neste
caso P =84 =2-42 =2].

Se escolhermos apenas 5 termos consecutivos de uma progressao aritmética, obtemos

um losango que apresenta a relacdo P = 4/, vide a Figura 5.3.

Figura 5.3 — Exemplo de poligonos e padrdes: losango

1

50

a=10er =10
Fonte: Autora.

Note que P = 10420 4+ 50 +40 = 120 =4 - 30 = 41.

As atividades propostas buscam fixar conteudos que envolvem poligonos e operacoes
de maneira atrativa, curiosa e desafiadora para o estudante. As atividades foram baseadas em
Duncan e Litwiller (1990).

Objetivo Geral: Reconhecer padrdes com somas e produtos de nimeros em poligonos.
Objetivos Especificos:

1. Reconhecer poligonos e suas caracteristicas (vértices, nomenclatura);

2. Identificar e verificar padrdes existentes nos poligonos;

3. Estimular a concentracéo e a curiosidade do estudante;
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4. Fixar conteudos;

5. Resolver exercicios de maneira ladica.

Contexto didatico: As atividades aqui apresentadas foram planejadas para serem aplica-
das a alunos do 6° ano do Ensino Fundamental, apés a conclusdao de uma sequéncia de contetido
sobre poligonos e operagdes de adi¢do e produto. Também, podem ser estudadas na 3* série do

Ensino Médio durante o contetido de progressdes aritméticas.
Quantidade de aula: 2 aulas de 45 minutos.

Material didatico:

Fichas com poligonos impressas disponiveis no Apéndice A;

» Caca-octégonos impresso, disponivel no Apéndice A;

Lapis, borracha e papel para rascunho;

* Lépis para colorir;

Dados de 6 faces;

Tablets ou computadores com acesso a internet.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard de forma explicativa e dialogada
recorrendo a metodologia ativa “Rotacao por Estacdes”, uma estratégia de ensino que divide a
sala de aula em diferentes “esta¢des”, cada uma com uma atividade de aprendizagem especifica.
Os alunos sao divididos em grupos e rotacionam entre as estacdes, completando as atividades

propostas em cada uma delas.

Para o desenvolvimento da aula o professor deverd separar os estudantes em grupos de 3
até 5 integrantes. Teremos quatro atividades sobre o contetudo, cada atividade terd duragdo de
20 minutos. E nos 10 minutos finais o professor pode retomar as davidas e questionamentos
dos estudantes. Apds montar os grupos, o professor pode direcionar cada grupo a uma estacao.

Depois de passar o tempo os grupos trocam de estacdo.

Logo que todos os grupos percorrerem todas as estagdes, os estudantes voltam aos lugares
do inicio da aula para um feedback. A seguir o professor realiza a correcao dos exercicios com

os estudantes identificando as dificuldades que ocorreram e as duvidas.

5.1.1 1* ESTACAO: HEXAGONOS

Serdo disponibilizadas algumas fichas com poligonos como mostra a Figura 5.4, 5.5
e 5.6 e um dado. Os estudantes devem jogar o dado e o ndmero que cair deve ser escrito no

circulo do segmento externo ao hexagono e adjacente a palavra inicio e imediatamente realizar
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as operagdes solicitadas escrevendo o resultado nos circulos. Quando chegar em um dos circulos
pertencentes ao hexdgono inicia o preenchimento dos outros circulos, incluindo os circulos do
interior do poligono, obedecendo a razio r que se encontra no centro da figura (no caso da Figura
5.4 seriam +1, +7, +9, no caso da Figura 5.5 sdo +8 e +15, no caso da Figura 5.6 seriam +2, +3 e
+5). Em seguida, precisam determinar os valores de P e I com os niimeros obtidos e verificar a

relagdo P = 31.

Figura 5.4 — Ficha de atividade: 1

Nomes:

Fonte: Autora.

Figura 5.5 — Ficha de atividade: 2

Momes:

Fonte: Autora.
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Figura 5.6 — Ficha de atividade: 3

Nomes:

[
l .

‘.
I.
]
r
'
.

Fonte: Autora.

5.1.2 2* ESTACAO: ATIVIDADES UTILIZANDO O GEOGEBRA

Os alunos responderdo um quiz de questdes que envolvem as relacdes presentes nos
poligonos estudados. Esse quiz foi criado pelo software GeoGebra e pode ser compartilhado

com o estudante pelo Google Sala de Aula.

As atividades propostas sdo encontradas no link a seguir:
<https://www.geogebra.org/m/ubwcbpz7>.

Os estudantes deverao responder 11 questdes sobre o tema poligonos e padrdes, identifi-
cando valores faltantes, e em algumas questdes os valores de P e [. Hd também uma atividade
para completar os numeros faltantes no poligono. Os alunos devem responder as questdes no

tempo de 20 minutos. A Figura 5.7 mostra uma atividade a ser resolvida pelo estudante.

Figura 5.7 — Atividade no GeoGebra

Questdo 1.

Qual o valor faftante na Figura 17

Figura 1

Oéﬁ

Fonte: Autora.


https://www.geogebra.org/m/u6wcbpz7
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Os alunos também deverdo determinar os valores faltantes na atividade, como mostra a
Figura 5.8.
Figura 5.8 — Atividade proposta no GeoGebra

Complete os espagos com os nimeros que
estao faltande no poligono.

(12)
. © ¢
&)

Fonte: Autora.

5.1.3 3*ESTACAO: OCTOGONOS

Nesta estac@o os alunos deverdo encontrar octégonos que apresentem a relacao estudada
durante as aulas, ou seja, P = 2/. Para isso o grupo receberd uma folha de caca octégonos, como

mostra a Figura 5.9.

Figura 5.9 — Caga-octégonos

Mome:

Caca-octégonos

551212 19 75 4 | 5 ©6 12 76|82 1 2 7 3
1% 26/33 40 12 20 7 & 9 10 13| 3 4 53 6 10
47 54|61 68 42 55 11 12 13 14 22| 7 8 % 10 11
14 7582 2 4 11 23 15 16 47 69|96 11 12 69 33
21 21/ 6 8 10 12 15 44 42 9% 598 |72 69 55 14 14
33 1414 16 18 20 14 21 36 6 7 |13 8 10 18 20
99 3 |69 22 24 47 5% 9% 8 5 10|11 69 89 26 238
12 54 93 24 30 97 6 12 13 14|15 S5 69 44 34
28 6 86 36 42 48 54 7 96 16 17|83 18 17 41 96
63 69 5 60 66 72 73 51 54 75 82|85 33 15 16 34
45 48|55 78 84 90 66 54 12 13 16|25 17 18 19 20
12 8 |16 33 30 20 14 55 19 22 25|28 21 22 23 24
24 13240 45 3 45 46 1 31 34 37|40 0 25 26 25
36 64|72 80 47 48 45 50 62 43 46|22 51 21 49 73
16 88 36 1 51 52 53 54 74 51 3 |63 7 40 383 392
22 3|6 37 90 55 56 53 38 52 5 |10 3% 20 6 41
912 15 18 36 6 4 & 20 13 20|25 30 93 95 8
21 24127 30 4 12 16 20 24 35 40|45 50 1% 5 23
45 33|36 8% 55 28 32 36 40 20 55|60 31 11 42 7
83 13 2 13 27 44 45 82 61 9 |30 10 72 9 10

Fonte: Autora.
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Os estudantes devem em 20 minutos, encontrar o mdximo de octégonos que obedecam
a relacdo estudada. Quando encontrar um octégono, o estudante deve colorir o poligono com
l4pis de cor. O professor pode atribuir pontuagdes aos octdégonos encontrados de acordo com
o nivel de dificuldade, por exemplo, nimeros consecutivos que aumentam de 1 em 1 recebem
uma pontuacdo menor que nimeros que sao multiplos consecutivos ou que obedecem uma

determinada razdo. A Figura 5.10 mostra o gabarito do caga-octogonos.

Figura 5.10 — Gabarito: caga-octogonos

5,5 12213 19 75 4 /5 612 76 8212~ 7 3
19 26 33 49 12 20 7 8 9 13 4 4 5 § 10
hz5451§é4255i111131422 8 9 11
14775 82 2—4 11 2315 16747 69 9611 12769 33

21 21 6 8 1DT2,1944429998?25955 14 14
33 14 14 16 18 20 14 21 36 .67 13 8 10 18 20
99 3 6922 24747 59 96 8 9 10 I 69 89 26 28
12 5 4 93,2436~97 6 12 13 14 15 9 69 44 34
28 6 86 36 42 48 54 7 9616 1783 18 17 41 96
63 69 9 60 66 72 78 51 54 75 82 85 3315 1634
45 48 55 78784 90766 54 1213 1625 17 18 19 20
12 /8 1633 30 20 14 55 9 22 25 28 21 22 23 24
24 32 40 48 3 45461 31 34 37 40 0 2526729
56 64 72 80 47 48 49 5@ 62°43467 22 51 21 49 73
16 88961 51 52 53 54 74 91 8 63 7 40 83 92
22 3637 90555653 38 52 -5 10~39 20 6 41
9 12 15 18 36 6 4820 ¥5 20 25 3§ 93 95 8
21 24 27 30 4 ﬁ152ﬂ24$§m45@d19 5 23
45 "33 3689 55 32 36 40 20556031 11 42 7
89 1 3 2 13 2?@44&32 61 9 30 10 72 9 10

Fonte: Autora.

5.1.4 4*ESTACAO: JOGOS NA PLATAFORMA WORDWALL

Nesta secdo os estudantes testardo seus conhecimentos em jogos utilizando a plataforma
Wordwall (2025) sobre o tema poligonos e padrdes. Os alunos deverdo em 20 minutos responder
questdes para determinarem os valores de P e I em cada caso, respeitando a relagdo correspon-

dente a cada poligono. O professor pode disponibilizar folhas para rascunho e lapis para os
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célculos. E necessario tablets ou computadores com acesso a internet e o link dos jogos.

<https://wordwall.net/pt/resource/85650668>.
<https://wordwall.net/pt/resource/85653716>.

Os alunos responderdo questdes para determinar os valores de P e I dos poligonos.

Avaliacao: A avaliacdo ocorrerd de forma diagndstica pelo professor. Ela serd realizada
durante a execugdo das atividades pelos estudantes, identificando as dificuldades e complemen-

tando o assunto se ha necessidade.

5.2 PROPOSTA DE ATIVIDADE: MODELOS VISUAIS DO MAXIMO DI-
VISOR COMUM E MINIMO MULTIPLO COMUM

Um dos contetidos abordados no Ensino Fundamental pelos professores é o maximo
divisor comum e 0 minimo multiplo comum. Segundo a BNCC (Brasil, 2018a, p. 308) espera-
se que ap0s a aplicacdo do tema os estudantes adquiram a seguinte habilidade: (EFO7TMAO1)
Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as noc¢des de divisor e de
multiplo, podendo incluir mdximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de

estratégias diversas, sem a aplicagdo de algoritmos.

S6 a aplicacdo tradicional do algoritmo ndo garante que o estudante compreenda o
processo usual, como mostra a Figura 5.11, que representa o célculo para o0 minimo multiplo

comum utilizando fatorac@o entre os nimeros 16 e 24.

Figura 5.11 — Minimo multiplo comum entre 16 e 24

24,16 |2 -.
12, 8|2~
6, 4|2~

)

3, 2
3, 1|
. 11as

Fonte: Autora.

Utilizando modelos visuais para determinar o maximo divisor comum e minimo multiplo

comum, O estudante consegue compreender 0S passos para encontrar o resultado.


https://wordwall.net/pt/resource/85650668
https://wordwall.net/pt/resource/85653716
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Mostraremos algumas atividades que podem ser utilizadas para uma melhor compreensao
do maximo divisor comum e minimo multiplo comum em sala de aula. As atividades propostas
foram baseadas em Lidan e Pjani¢ (2020) e MathVentures (2008).

Objetivo Geral: Compreender os processos para determinar 0 maximo divisor comum e

0 minimo multiplo comum.

Objetivos Especificos:

1. Determinar o0 miximo divisor comum e o minimo multiplo comum entre dois ndmeros;
2. Estimular a aprendizagem;
3. Fixar conteudos;

4. Resolver exercicios de maneira ludica.

Contexto didatico: As atividades apresentadas podem ser aplicadas durante as aulas de
matemadtica para alunos do 7° ano do Ensino Fundamental quando o professor abordar o tema

maximo divisor comum e minimo multiplo comum.
Quantidade de aulas: 2 aulas de 45 minutos.

Material didatico:

Cartolina ou papel tamanho A4 ou A3;

* Régua, tesoura, cola;

Papeis coloridos;

Canetinhas ou lapis de cor;

Quebra-cabega disponivel no Apéndice B.

Metodologia: A atividade proposta utiliza o modelo de area retangular para explorar os
conceitos de mdximo divisor comum e minimo multiplo comum, exemplificados pelos pares de
valores 22 e 5 e outro exemplo para os nimeros 38 e 16, com a possibilidade de adaptacao para

outros valores.

Os alunos podem ser dividos em grupos e em seguida o professor propde a cada grupo
os valores para determinar o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum utilizando o

modelo de drea retangular.

Inicialmente, os estudantes desenham o retangulo cujos lados tem medidas 22 e 5
unidades. Com os papéis coloridos deverdo construir quadrados até preencher todo o retangulo
22 por 5. Da mesma forma se deve proceder para determinar o mdximo divisor comum entre os

ndmeros 38 e 16.
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Para determinar o minimo mdultiplo comum entre 22 e 5 e entre 16 e 38, utilizando o
modelo de drea retangular, podemos aproveitar as construgdes realizadas pelos estudantes ao

determinar o maximo divisor comum.

Também € proposto um desafio no formato de quebra-cabeca utilizando o modelo de area
retangular para determinar o minimo multiplo comum entre 22 e 5. Os alunos devem realizar
a montagem do quebra-cabeca e em seguida realizar os calculos para determinar o minimo

multiplo comum entre os valores.

5.2.1 ATIVIDADE: MODELO DE AREA RETANGULAR

Apresentaremos uma forma de sistematizar com os estudantes os conteidos de maximo

divisor comum e minimo multiplo comum utilizando o modelo de area retangular.

* Atividade 1: Determine o maximo divisor comum e o minimo mdltiplo comum de 22 e 5

utilizando o modelo de 4rea retangular.

* Atividade 2: Determine o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum de 16 e

38 utilizando o modelo de drea retangular.

Atividade 1: Inicialmente vamos determinar o maximo divisor comum de 5 e 22. Com o
auxilio de uma régua os alunos deverdo desenhar um retangulo de lados com medidas 22 e 5

centimetros (pode ser utilizada outras unidades de medida), como mostra a Figura 5.12.

Figura 5.12 — Retangulo de 22 por 5 centimetros

22em

Fonte: Autora.

Agora os alunos deverdo analizar qual € o maior quadrado possivel que cabe no retangulo
e em seguida preencher todo o retangulo com esses quadrados. A Figura 5.13 mostra as medidas

dos quadrados necessérios para ladrilhar toda a figura.
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Figura 5.13 — Quadrados necessarios para preencher o retangulo de lados com medidas 22 e 5

Hem

Fonte: Autora.

Utilizando o Algoritmo de Euclides podemos representar 22 = 4 - 5 + 2, ou seja, sao

necessarios quatro quadrados de lado 5 centimetros como mostra a Figura 5.14.

Figura 5.14 — Quadrados de medidas 5 centimetros

1 em

Fonte: Autora.

Continuando o processo, agora devemos adicionar o maximo de quadrados possiveis
para preencher o retangulo restante. Como 5 = 2 - 2 4 1, necessitamos de dois quadrados de

lado 2 centimetros. Vide a Figura 5.15.

Figura 5.15 — Quadrados de medidas 2 centimetros

dd cm

Fonte: Autora.
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Para finalizar precisa-se preencher o espago restante agora com 2 = 2- 140, ou seja, dois
quadrados de lado medindo 1 centimetro. Portanto, todo o retangulo foi ladrilhado e a medida do
lado do dltimo quadrado representa o maximo divisor comum de 22 e 5, isto é, 1. A Figura 5.16
ilustra esse fato.

Figura 5.16 — Retangulo de lados 22 e 5 centimetros ladrilhado

ddem

T
3

Fonte: Autora.

Para determinar o minimo multiplo comum recorrendo a um dos modelos de area
retangular, utilizamos o quadrado de lado igual a0 méximo divisor comum, isto €, o quadrado de

lado 1 centimetro.

Primeiro desenhamos ao longo do lado medindo 5 centimetros os quadrados de lado

igual a 1 centimetro de modo a preencher todo o comprimento, vide Figura 5.17.

Figura 5.17 — Quadrados sobre o lado medindo 5 centimetros

ddcm

-

Jer
1O

Fonte: Autora.

Em seguida, desenhamos ao longo da aresta medindo 22 centimetros os quadrados de

lado igual a 1 centimetro de modo a preencher todo comprimento como ilustra a Figura 5.18.
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Figura 5.18 — Quadrados sobre o lado medindo 22 centimetros

Ld cm

‘L

Fonte: Autora.

Ao longo do lado de 5 centimetros € possivel desenhar 5 quadrados de lado 1 centimetro.

Ja no lado medindo 22 centimetros foram desenhados 22 quadrados de lado 1 centimetro.

Para determinar o minimo multiplo comum devemos multiplicar a quantidade de qua-
drados sobre o lado menor (5 cm), pela medida do lado maior, isto é, 22 centimetros e portanto
5.22 =110.

Podemos também obter o resultado multiplicando a quantidade de quadrados de lado
1 centimetro sobre o lado maior (22 cm), pela medida do lado menor, 5 centimetros, logo o
minimo multiplo comum € 22 - 5 = 110.

Esse resultado € vdlido ja que [a, b] = (‘Zl;'), com a e b inteiros, apresentado no Capitulo

3. Logo o minimo multiplo comum de 22 e 5 é dado por

22 -
22,5] = 15 — 110,

Atividade 2: Para determinar o maximo divisor comum dos ndmeros 16 e 38 desenhamos

um retangulo de lados de medida 16 e 38 centimetros. Como mostra a Figura 5.19.

Figura 5.19 — Retangulo com medidas 16 e 38 centimetros

6em

AFem

Fonte: Autora.
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Agora € preciso verificar qual é o maior quadrado possivel que possa cobrir parte do

retangulo. Para essa atividade sdo necessarios quadrados como mostra a Figura 5.20.

Figura 5.20 — Quadrados para preencher o retangulo de lados com medidas 16 e 38

16cm

416em bem Hem den

Fonte: Autora.

Utilizando o Algoritmo de Euclides podemos determinar quantos quadrados de cada
medida sdo necessdrios para cobrir a maior parte possivel do retdngulo. Temos que 38 = 2-16+6,

logo € preciso dois quadrados de lado 16 centimetros. Vide Figura 5.21.

Figura 5.21 — Quadrados de 16 centimetros

J6em

= d8em
Fonte: Autora.
Agora resta preencher um retangulo de lado medindo 16 e 6 centimetros. Aplicando

o Algoritmo de Euclides novamente tem-se que 16 = 2 - 6 + 4, ou seja, precisamos de dois

quadrados medindo 6 centimetros de lado como mostra a Figura 5.22.
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Figura 5.22 — Quadrados de 6 centimetros

J6em

i 3fem

Fonte: Autora.

Repetindo o processo, 6 = 1 -4 + 2, entdo precisamos de um quadrado de lado 4

centimetros. A Figura 5.23 representa esse caso.

Figura 5.23 — Quadrados de 4 centimetros

J6em

) A8em

Fonte: Autora.

Finalmente temos que 4 = 2 - 2 4 0, ou seja, precisamos de dois quadrados de lado
2 centimetros para preencher todo o retangulo 16 por 38 centimetros, logo o maximo divisor

comum de 16 e 38 € 2, vide Figura 5.24.

Para encontrar o minimo multiplo comum de 16 e 38 utilizaremos os quadrados de lado

medindo 2 centimetros, determinados pelo maximo divisor comum.
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Figura 5.24 — Retangulo de lados 16 e 38 ladrilhado

16em

Jfem

Fonte: Autora.

Ao desenharmos sobre o lado medindo 16 centimetros, temos um total de 8 quadrados

de lado 2 centimetros. A Figura 5.25 mostra esta representagao.

Figura 5.25 — Quadrados sobre aresta medindo 16 centimetros

J6em

38em

Fonte: Autora.

J4 sobre o lado medindo 38 centimetros é possivel desenhar 19 quadrados de lado 2

centimetros, vide Figura 5.26.

Para determinar o minimo multiplo comum de 16 e 38, multiplicamos a quantidade de
quadrados sobre o lado menor, ou seja, de lado medindo 16 centimetros pelo comprimento do

lado maior de 38 centimetros, isto €, 8 - 38 = 304.
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Figura 5.26 — Quadrados sobre aresta medindo 38 centimetros

dbem

T ~ABem
Fonte: Autora.

Para verificar o resultado podemos multiplicar a quantidade de quadrados de lado 2
centimetros sobre a aresta maior, ou seja, de lado medindo 38 centimetros pelo comprimento do
lado menor, isto €, 16 centimetros. Portanto 19 - 16 = 304.

— |ab]
— (ad)’

Como |[a, b] entdo o minimo multiplo comum de 16 e 38, é dado por,

38 - 16 38 - 16

[38,16] = =~ =388 =304 ou —19-16 = 304.

5.2.2 DESAFIO

Utilizando o quebra-cabeca disponivel no Apéndice B, determine o minimo multiplo

comum utilizando o modelo de 4rea retangular.

Atividade desafio: Para determinar o minimo multiplo comum com o modelo de area

retangular utilizaremos o quebra-cabeca que mostra a Figura 5.27.

Figura 5.27 — Quebra-cabeca

Fonte: Autora.
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Em seguida os estudantes devem montar as pecas de modo a obter um quadrado com o0s
retangulos de lados de medida 22 e 5 unidades (u). A Figura 5.28 mostra o inicio do processo de

montagem.

Figura 5.28 — Quebra-cabeca inicio da montagem

22u.

5u.

Fonte: Autora.

Ap6s concluirem a montagem, como mostra a Figura 5.29, os estudantes deverdo realizar
os célculos de acordo com as medidas apresentadas. Em uma das laterais temos 22 vezes a
medida de 5u. o que equivale a 22 - 5 = 110u, enquanto a outra lateral possui 5 vezes a medida

de 22u, portanto 5 - 22 = 110u. Logo o minimo multiplo comum de 5 e 22 € 110.
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Figura 5.29 — Quebra-cabeca pronto

22u.

Fonte: Autora.

Avaliac¢io: Deve ocorrer durante o desenvolvimento da atividade verificando as principais
ddvidas e dificuldades, além da compreensdo dos estudantes sobre o conteido. O professor pode

propor outras atividades caso seja necessario.
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5.3 PROPOSTA DE ATIVIDADE: CRIVO DE ERATOSTENES COM SEIS
COLUNAS E NUMEROS PRIMOS

Um dos recursos utilizados em sala de aula para a apresentagdo e identificacdo dos
numeros primos € o crivo de Eratdstenes, que consiste em eliminar todos os multiplos restando

apenas 0s nimeros primos.

Utilizando uma estratégia diferente da usual com 10 colunas, vamos propor a utilizagao
do crivo com apenas seis colunas. Existem vantagem ao utilizar esse modo, pois além de eliminar
os multiplos com mais facilidade o professor pode explorar com os alunos outros conceitos,

como retas paralelas.

Apresentaremos algumas atividades que visam aprimorar a compreensao e fixacao dos
nimeros primos em sala de aula, oferecendo uma alternativa visualmente rica e conceitualmente
integrada ao curriculo do 6° ano do Ensino Fundamental. O crivo de Eratéstenes com seis colunas
foi baseado em Omejc (1972).

Para a consolidacdo do aprendizado, sao propostas mais duas atividades sobre os nimeros
primos: jogo de trilha e bingo. As atividades podem ser um recurso para que o estudante

identifique e reconheca quais sdo os nimeros primos.
Objetivo Geral: Conhecer e identificar nimeros primos.

Objetivos Especificos:
1. Conhecer os nimeros primos;
2. Identificar os multiplos de outros nlimeros;
3. Estimular a curiosidade do estudante;
4. Fixar conteudos;

5. Diferenciar nimeros primos € compostos.

Contexto didatico: As atividades podem ser utilizadas durante a aula de matematica para

alunos do 6° ano do Ensino Fundamental quando abordar o tema nimeros primos € compostos.
Quantidade de aula: 2 aulas de 45 minutos.
Material didatico:
* Quadro de nimeros até 120, disponivel no Apéndice B;
* Lépis para colorir;

* Jogo de trilha, disponivel no Apéndice B;
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¢ Dois Dados;

* Cartelas de bingo disponiveis no Apéndice B.

Metodologia: O encaminhamento da aula ocorrerd de maneira explicativa e dialogada.
Cada estudante receberd um quadro numerado de 1 a 120, dividido em 6 colunas. O professor deve
solicitar aos estudantes que o nimero 1 seja riscado, pois ndo atende as condi¢cdes necessdrias de
um nuimero primo. Em seguida solicita aos alunos que devem colorir os multiplos de 2, exceto
o proprio 2. Procede de maneira semelhante aos préximos nimeros que nao estio coloridos, 3

depoiso 5,7 e 11.

O professor pode pedir aos estudante que identifiquem os multiplos de 13, 17, 19 até que
percebam que ndo existe mais nimeros para colorir. Neste momento, mostra aos estudante que o
processo ndo precisa ocorrer para todos os nimeros, mas apenas para 0os nimeros menores que
a maior raiz quadrada exata até os valores solicitados. Como 11 - 11 = 121 ent@o a maior raiz
quadrada exata € 10, logo ao colorir todos os multiplos dos nimeros primos até 10, ja identificou

todos os primos até 120.

Ap0s essa atividade, para a fixacao o professor deve propor uma “corrida dos primos”,
utilizando um jogo de trilha nimerado de 1 a 100. Primeiramente ao jogarem os dados o estudante
deve realizar a soma dos nimeros das duas faces dos dados voltados para cima e verificar no
tabuleiro a casa onde parou. Caso o niimero seja primo deve avangar 5 casas, caso contrdrio deve

permanecer no ndmero em que parou até a proxima jogada.

Em seguida, utilizando as cartelas de bingo o professor pode jogar com os estudantes o
bingo dos primos. Ao sortear nimeros primos os alunos devem marca-lo em sua cartela. Caso
o professor faca o sorteio de um nimero composto o aluno ndo devera marcar na sua cartela,

mesmo que contenha o nimero. Ganha quem marcar primeiro 3 nimeros primos corretamente.

5.3.1 PRIMEIRA ATIVIDADE: CRIVO DE ERATOSTENES COM SEIS
COLUNAS

Determine os nimeros primos utilizando o Quadro 5.1.

Atividade: O professor deve solicitar aos estudantes que risquem o nimero 1. Em
seguida, comecar a colorir os multiplos de 2 exceto o proprio 2. Do mesmo modo com o nimero
3. O Quadro 5.2 e 0 Quadro5.3 mostram como devem ficar apds os alunos marcarem os multiplos
de 2 e de 3.



Quadro 5.1 — Quadro de ndmeros

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 | 11 | 12
13 |14 |15 | 16 | 17 | 18
19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
37 1 38 | 39 | 40 | 41 | 42
43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54
55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66
67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72
73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78
79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84
8 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96
97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102
103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108
109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114
115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120

Quadro 5.2 — Multiplos de 2

23741519
7 08 9 [0 11 |1p
13 8] 1516 1718
19 [20]21 | ]23|H
25 [26 [ 27 |8 |29 |30
31 |3 ]33 34 | 35|36
37 [38 139 |40 | 41 [ 4
43 |44 | 45 |46 | 47 | 4B
49 [0 | 51 [ | 53 | #4
55 36 | 57 |98 | 59 | 40
61 |62 | 63 |4 | 65 | 66
67 |68 |69 |70 | 71 |
73 M 75 % | 77 | B
79 180 | 81 | | 83 | H4
85 |8 | 87 | & | 89 | J
91 [R | 93 [ M | 95 | 96
97 | 9R | 99 | Jpo] 101 | 102
103 | 1p4] 105 | 106] 107 | 108
109 | 110 111 | 12| 113 | 114
115 | 6] 117 | 18] 119 | 120

Fonte: Autora.

Fonte: Autora.

Quadro 5.3 — Multiplos de 2 e 3
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Fonte: Autora.
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O aluno deve seguir colorindo o quadro até restar apenas primos. Veja o Quadro 5.4 com

a representacdo de todos os multiplos coloridos.

Quadro 5.4 — Nimeros primos até 120

B (0966
@ 14 19 b1anp|p
13 N4 5 | 1b /17 | 1B
19 120 }1!/ 23 |24
25 |16 | 47 29 [ 3P
31 [ {2 3¢ 153 3p
37 |83 [4p | 41

43 M8 a5 4 | 47 | 4B

40 [ 91 [ SR | 53 |5p

5 LY | 5B | 59 | 6b

61 | 42 [BR Off | 65 i

67 [ 48 | 60 [T 71 /TR

314 [ % 7h 7B
79 [ 67| gL | 8 /83

%5 |46 | &7 | 8| 89 | 9p

[ PE VS IEEES

97 |X 190| 101 | 12

103 ]5}?%:@\1 6| 107 | 1P8
109 |AA0] 11| TR 113 | 1j4]
us | {16] 7] 1)8] TrL 10

Fonte: Autora.

Em seguida o professor pode solicitar aos alunos que colem o quadro em seus cadernos

para futuras consultas aos niimeros primos em caso de duvidas.

5.3.2 SEGUNDA ATIVIDADE: CORRIDA DOS PRIMOS

Esta atividade propde um jogo de tabuleiro (disponivel no Apéndice B) no qual o
professor pode imprimir antecipadamente. Sugere-se dividir a turma em grupos, com 3 ou 4
integrantes cada um. Cada grupo recebera dois dados e um tabuleiro. O objetivo € que na sua
vez, cada aluno lance os dois dados e realize a soma dos valores que aparecem nas faces voltadas
para cima. Por exemplo, no primeiro dado lancado saiu o nimero 3 e no segundo dado 5, entdo
5+ 3 = 8. Assim, o aluno deve percorrer 8 casas consecutivas sobre o tabuleiro. Se o aluno parar
sobre um nimero primo, ele ganhard a vantagem de avancar mais 5 nimeros. Caso o nimero
no qual o aluno parou néo seja primo, deve permanecer no mesmo lugar até a préxima jogada.

Vence aquele que alcancgar primeiro a chegada. A Figura 5.30 mostra o modelo do tabuleiro.



5.3.3 TERCEIRA ATIVIDADE: BINGO DOS PRIMOS

Figura 5.30 — Modelo da trilha

| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 |
15 27

|14 | |62 | 63|64 | 65 |66 67 [ 68| | 28|
13 61 69 29

12 | | 60 | 92 | 93 | 94 | [ 70 | | 30 |
1 59 91 95 71 31

| 10 | | 58 | 90 | 96 | [ 72 | 32 |
9 57 89 97 73 33

. 8 | | 56 | 88 |98 | | 74| |34
7 55 87 99 75 35

| 6 | |54 | 86 (100 | [ 76| | 36|
5 53 85 CHEGADA 77 37

| 4 | | 52 | 84 78 | | 38 |
3 51 83 82 | 81 80 | 79 39

[ 2 | | 50 40
1 49 | 48 | 47 | 46 | 45 44 | 43 | 42 | M

INiCIO

Fonte: Autora.
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Esta € uma versao do bingo mas com regras que reforcem o estudo dos nimeros primos.

Utilizando as cartelas disponiveis no Apéndice B, o professor pode realizar o sorteio de nlimeros

de 1 até 99 para testar os conhecimentos dos discentes sobre os nimeros primos. A Figura 5.31

mostra alguns modelos de cartelas.

BINGO DOS PRIMOS

Figura 5.31 — Modelo de cartelas de bingo

BINGO DOS PRIMOS

BINGO DOS PRIMOS

BINGO DOS PRIMOS

79 | 4 | 14 | 37 5 | 6|9 |69 19 | 48 |15 | 5 8 |79 | 45 | 29
22 | 7 18 | 9 47 | 33 | 29 | 42 39 | 49 | 85 | 21 43 | 24 | 44 | 63
15 | 32|23 | 68 39 | 17 | 87 | 89 53 |43 |79 | 74 72 | 16 | 11 | 47
1 | 91|77 | 53 23 | 32| 75 | 81 7 1 (38 |99 95 | 17 [ 86 | 55
BINGO DOS PRIMOS BINGO DOS PRIMOS BINGO DOS PRIMOS BINGO DOS PRIMOS
13 |6 |16 | 83 7 |4 | 223 12 | 49 | 52 |97 1 | 18 [46 |11
27 | 2 |33 |42 10 | 66 | 23 | 99 43 |93 |37 | 39 20 |41 (g9 | 26
61 | 51 | 69 |17 35 |29 | 96 | 46 27 | 96 | 41 | 81 37 65 | 97 | 50
78 |41 |88 |93 43 | 57 | 34 | 97 5 |58 |15 |83 8 |32 | 77|23

Fonte: Autora.

Durante o sorteio o discente deve marcar apenas os nimeros primos. O primeiro aluno

que marcar trés nimeros primos na rodada serd o vencedor. O professor pode perceber durante a
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atividade quais sdo as dificuldades dos estudantes. Opcionalmente pode-se deixar os estudantes

consultarem o crivo de Eratdstenes construido por eles.

Avaliacao: Deve ocorrer de maneira simultanea com a realizagdo das atividades. O
professor pode identificar os estudantes que ndo compreenderam o conteddo e propor novas

atividades.

5.4 PROPOSTA DE ATIVIDADE: NUMEROS TRIANGULARES

Os nimeros triangulares sdo contagens que podem ser representados por um triangulo
como abordado no Capitulo 4. Os primeiros 6 nimeros triangulares sdo 1, 3, 6, 10, 15 e 21.
Esses valores sdo encontrados a partir da soma de nimeros naturais consecutivos, por exemplo,
21=142434+4+ 5+ 6 e, portanto, o 6° nimero triangular € 21.

Outro fato € a diferenca entre dois nimeros triangulares consecutivos:

Figura 5.32 — Diferenca entre dois numeros triangulares consecutivos

V'V VYV

(1-0) (3—-1) (10-6) (15— 10)

1 2 3 4 5
Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Observa-se que a diferenga entre os dois nimeros triangulares consecutivos resulta nos
numeros naturais. Quando fazemos a soma desses nimeros obtemos nimeros quadrados como

mostra a Figura 5.33.

Figura 5.33 — Soma de ntimeros triangulares consecutivos

V.

+3)  (3+6) (6+10) (10+15)
4

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

25
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Nesta atividade abordaremos uma relagc@o entre nimeros triangulares e a combinatdria
baseadas em Bacche (2023).

Objetivo Geral: Abordar nimeros triangulares e sua relacdo com a combinatéria.

Objetivos Especificos:

1. Compreender e identificar nimeros triangulares;

2. Encontrar relagdes entre niimeros triangulares e a combinatoria;

3. Realizar cdlculos que envolvem nimeros triangulares e combinatoria;
4. Estimular a aprendizagem:;

5. Fixar conteddos.

Contexto didatico: Esta aula foi planejada para ser aplicada apds uma sequéncia de
aulas de matematica sobre principio fundamental da contagem e combinacdes no 8° ano do
Ensino Fundamental ou na 2* série do Ensino Médio em que ja foi abordado o tema nimeros

triangulares e alguns exercicios com combinatdria.
Quantidade de aula: 1 aula de 45 minutos.

Material Didatico:

* Fichas com desafios impressas pelo professor, disponivel no Apéndice C;

» Léapis, borracha e papel para rascunho.

Metodologia: O encaminhamento da aula ocorrerd de forma explicativa e dialogada.
Para o desenvolvimento da aula o professor pode separar os estudantes em grupos para resolver
os exercicios. Serdo trés atividades que o professor pode optar por fazé-las em sequéncia com

toda a turma.

O professor deverd disponibilizar aos alunos uma ficha com desafio que juntos devem
discutir e resolver o problema. Apds acabar o tempo resolver junto com os estudantes e verificar

suas solucdes e os métodos utilizados pelos alunos.

5.4.1 DESAFIO: APERTO DE MAO

Ana estava muito animada para a festa de aniversério de seu amigo Bernardo. Além
do bolo e dos presentes, ela queria descobrir quantos apertos de mao aconteceriam durante a
festa. Ao chegar na festa, Ana, Bernardo, Carol, Davi e Edu comegaram a se cumprimentar com
calorosos apertos de mao. Enquanto todos se divertiam, Ana nao conseguia tirar da cabeca a

pergunta: “Quantos apertos de mao foram dados até agora?”.
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1. Utilize os conteddos estudados sobre nimeros triangulares para ajudar Ana a resolver esse

problema. Entdo quantos apertos de mao acontecem no total?
2. Se tivéssemos 10 pessoas na festa, qual seria o nimero de apertos de mao?
3. E para n pessoas?
Solucio da Questao 1: Na festa estdo cinco pessoas que deverdo se cumprimentar com
aperto de mado. Representaremos cada aperto de mao que acontece com um circulo como mostra

a Figura 5.34. A primeira pessoa a cumprimentar deverd apertar a mao das outras quatro pessoas
e se retira.

Figura 5.34 — Apertos de mao: 4

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Agora, das quatro pessoas, uma delas aperta a mao das outras trés e se retira. Entao,
mais trés apertos de mao contecem. Ja temos 4 + 3 apertos de mdo até o momento. Novamente

podemos representar os apertos de mdo como mostra a Figura 5.35.

Figura 5.35 — Apertos de mao: 4+3

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Continuando o processo, das trés pessoas restantes uma delas cumprimenta as outras duas
e se retira. Entdo, dois apertos de mao acontecem, logo ja aconteceram 4 + 3 + 2 cumprimentos.

A Figura 5.36 representa os apertos de mao.

Figura 5.36 — Apertos de mao: 4+3+2

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Para concluir as duas pessoas restantes se cumprimentam com um aperto de mao. A

Figura 5.37 representa o total de apertos de mao.
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Figura 5.37 — Apertos de mao no total entre 5 pessoas

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Logo, o total de apertos de mao é 4 + 3 + 2 + 1 = 10. O que temos aqui € um nimero
triangular ¢, = 10. O ndmero de apertos de mao entre cinco pessoas, onde cada uma aperta a

mao das outras pessoas uma Unica vez € 10.

A mesma atividade pode ser resolvida utilizando os conhecimentos em combinatdria.
Temos 5 pessoas presentes e cada uma delas pode cumprimentar com aperto de mdo uma tnica

. . ~ . ! .
vez as demais pessoas. Essa situagdo pode ser resolvida como C5 = ﬁ = % =ty = 10.

Solucido da Questao 2: Procedemos de maneira semelhante a solug@o anterior. No caso
de 10 pessoas, a primeira cumprimenta as outras nove e se retira. A Figura 5.38 mostra o nimero

de apertos de mao até o momento com circulos.

Figura 5.38 — Primeiros apertos de mao

Fonte: Autora.

Agora, uma das nove pessoas restantes cumprimenta com aperto de mao as oito pessoas

e se retira. Temos agora 9 + 8 apertos de mao. A Figura 5.39 mostra esse caso.

Figura 5.39 — Apertos de mao: 9+8

Fonte: Autora.

Repetimos o processo para as oito pessoas restantes, uma delas cumprimenta com aperto
de mao as outras sete pessoas e se retira. Em seguida, uma das sete pessoas cumprimenta as
seis pessoas restantes e se retira. Uma das seis pessoas cumprimenta as outras cinco restante e
se retira. Agora com as cinco pessoas restantes repetimos o processo mostrado na solu¢ao da

Questdo 1. Logo, o total de apertos de mao com 10 pessoas pode ser representado como mostra
a Figura 5.40.



Figura 5.40 — Apertos de mao no total entre 10 pessoas

Fonte: Autora.

Portanto o total de apertos de mao entre 10 pessoas é dado por

94+8+T7+6+5+4+3+24+1=45=ty.

No link € possivel verificar outros casos de apertos de mao possiveis.

<https://www.geogebra.org/m/gesb4smd>.
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oye . . . | .
Para resolver o problema utilizando a combinatéria temos que C30 = 1% - — &29 = tg = 45.

21(10—2)

Solucio da Questao 3: Caso existissem n, com n > 2, pessoas o nimero de apertos de

mao também poderia ser representado utilizando os niimeros triangulares. Se uma das n pessoas

cumprimentasse as outras (n — 1), ja aconteceriam (n — 1) apertos de mio. Repetindo esse

processo até finalmente chegar no tltimo aperto de mao entdo teriamos um total de:

(n—1)+(n—2)+---+3+2+1:—”(”2_1)

=1ln-1-
Para n pessoas temos ¢,,_; apertos de mao.
Mostraremos esta afirmacao por indugdo em n.

Para o caso de 2 pessoas o nimero de apertos de mao sera,

1:t1.

Suponhamos que para algum n > 2, temos t,,_; apertos de mao entre as n pessoas.

Mostremos que temos t,, apertos de mao entre n + 1 pessoas.


https://www.geogebra.org/m/gesb4smd
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Considerando que uma dessas n + 1 pessoas cumprimente todas as n pessoas presentes.
Ocorreram entdo n apertos de mao. Portanto, ficamos com n pessoas para dar apertos de mao.
Pela hipétese indutiva temos (n — 1) + (n —2) +--- + 3 + 2 + 1 = ¢,,_; apertos de mdo entre

as n pessoas. Assim, em total teremos n + t,,_1 = t,, apertos de mao entre as n + 1 pessoas.

Logo, pelo principio de inducao finita a propriedade € vdlida para todo n € N, com
n > 2.

A Figura 5.41 mostra a representacio para o caso de apertos de mao entre n pessoas.

Figura 5.41 — Apertos de mao por n pessoas

O
o0
000

000 —:
Q0000 —:
000000 —:

000000 ©® -
0000000 O

Fonte: Autora.

Utilizando a combinatdria para resolver a atividade temos que,

n! n(n —1)
Cn pu— pu— pu— tn_ .
27 2(n—2)! 2 !

5.4.2 DESAFIO: REDE DE MALHA DE ESTRADAS

1. Dadas 5 cidades, representadas pelos circulos C'1, C2, C'3, C'4 e C'5, conforme mostra a
Figura 5.42, quantas estradas precisam ser construidas para que haja uma conectividade

rodoviaria direta de qualquer cidade para outra cidade?



115

Figura 5.42 — Posi¢do das cidades C'1, C2, C3, C4e CH
C2

@ o

C5 C4
Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

2. Se fossem dadas 7 cidades?
3. Caso existissem n cidades?
Solucao da Questao 1: Para resolver esse problema os estudantes podem iniciar esco-

lhendo uma das cidades e desenhar as possiveis estradas que ligam as outras quatro cidades

como mostra a Figura 5.43.

Figura 5.43 — Estradas partindo da cidade C'1
C2

Cl1 C3

C5 C4
Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Logo, temos um total de 4 estradas partindo da cidade C'1. Continuando o processo agora

com a cidade (2, como mostra a Figura 5.44, temos mais trés estradas.



Figura 5.44 — Estradas partindo das cidades C'l e C2
C2

Cl1 C3

C5 C4
Fonte: Adaptado de Bacche (2023).
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Repetindo o processo para as cidades 3 e 4, obtemos um totalde 4 +3 + 2+ 1 = 10

estradas. A Figura 5.45 mostra essas estradas.

Figura 5.45 — Total de estradas da malha

C2

Cl1 C3

C5 C4
Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

O nuamero de estradas entre 5 cidades também estd associado aos nimeros triangulares,

ouseja,4+3+2+1=10=14.

Essa mesma atividade pode ser resolvida utilizando a combinatéria. Temos 5 cidades

que precisam de apenas uma estrada que ligue diretamente as outras cidades, portanto

51 5.4
215 —2)! 2

Cs = =t, = 10.

Soluciao da Questao 2: Agora tem-se 7 cidades e € preciso determinar o nimeros de

estradas que precisam ser construidas para que haja uma conexao direta para a outra cidade.

Podemos proceder como na questao anterior. Na Figura 5.46 temos as 7 cidades.
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Figura 5.46 — Posi¢do das cidades C'1, C2, C3, C4, C5, C6e C7
Cl

@ o

@ o

C5 C4

Fonte: Autora.
Fazendo as ligacdes possiveis como mostra a Figura 5.47, temos 6+5+4+43+2+1 = 21
estradas possiveis. Esse nimero representa o niimero triangular ¢g.

Figura 5.47 — Caminhos possiveis para 7 cidades

Cl

Vi
\ /

Fonte: Autora.

Portanto, o nimero de estradas possiveisé6 +5+4+3+2+ 1 =tg = 21.

Utilizando a combinatdria para calcular o nimero de estradas necessdrias entre as 7

cidades mencionadas temos que CJ = (7712), =00 =15 = 21.

Solucdo da Questao 3: Como aconteceu na atividade dos apertos de mao, temos que o
resultado para n cidades é:

n(n—l).

n=—1D+n-2)+--+3+2+1=t,1 = 5
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A Figura 5.48, ilustra o caso de n estradas. A demontracdo ocorre por inducdo em n

como na atividade anterior.

Figura 5.48 — Caminhos possiveis para n cidades

Cl

V=
\ /

Cn—i)C(n—1—1)

Fonte: Autora.

5.4.3 DESAFIO: TIRAS NUMERICAS

Considere uma tira de papel como mostrada na Figura 5.49. Quantas tiras com niimeros
diferentes voc€ pode fazer, se voc€ pode apenas cortar a tira, mas nfo juntar tiras menores
cortadas? Por exemplo, € possivel fazer 12, 2345 ou 789 e assim por diante. No entanto nado é

permitido o nimero 15, pois vocé precisara cortar duas tiras menores, 1 e 5, e junté-las.

Figura 5.49 — Tira numérica

123456789

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

Atividade: Vamos considerar as diferentes tiras a serem formadas. Primeiro recortamos

a tira em nimeros de um digito como mostra a Figura 5.50.

Figura 5.50 — Recortes de um digito

1 23 a4 5 6 7 8o

Fonte: Autora.
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Logo, ha 9 opcdes de tiras com recortes de um digito. Outra opg¢ado € recortes com dois

digitos, como mostra a Figura 5.51. Neste caso temos 8 opg¢des de tiras com dois digitos.

Figura 5.51 — Recortes de dois digitos

12 56 67 :738 89

N
w
w
IS
IS
(3]

Fonte: Autora.

Continuando o processo de cortes da tira agora com 3 digitos, obtemos 7 op¢des como

mostra a Figura 5.52.

Figura 5.52 — Recortes de trés digitos

3 4 4 5. 456 6 7 78 : 789

-
N
w
N
w
(3}
(=2}

Fonte: Autora.

Para o caso de 4 digitos temos agora 6 op¢des de cortes na tira como ilustrado na Figura

5.53.
Figura 5.53 — Recortes de quatro digitos
123423453456 4567 : 5678 672829
Fonte: Autora.
Com tiras de 5 digitos temos 5 opcdes de tiras mostradas na Figura 5.54.
Figura 5.54 — Recortes de cinco digitos
1 2345 234561345867 4567 8 567 89

Fonte: Autora.

Na Figura 5.55 temos as tiras de 6 digitos, 7 digitos e 8 digitos.
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Figura 5.55 — Recortes na tira numérica

123456 :234567:345©671738 4567 89

(a) Recorte de seis digitos

1234567 :23 456178 34561789

(b) Recorte de sete digitos

1 2 3 45 67 8 2 34561789

(c) Recortes de 8 digitos
Fonte: Autora.

E também a tira sem recortes equivale a 1 opcao de tira. Vide Figura 5.49. Portanto, o
numero total de tiras € dado pelasoma94+8+7+6+5+4+3+2+1=45=1y.Logoa
solucdo da questdo estd associada a nimeros triangulares e o professor pode abordar diferentes

tiras numéricas com os estudantes para uma melhor compreensao do tema.

Avaliacao: Ocorre de maneira simultdnea com a resolugdo das atividades pelos es-
tudantes, com objetivo de identificar dificuldades e diagnosticar a necessidade de atividades

complementares sobre o tema.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos aplica¢des na aritmética que podem ser adotadas para tornar
o conhecimento mais atrativo, utilizando poligonos e padrdes para sistematizar operagdes basicas
como adi¢@o e multiplicagdo, além de abordar caracteristicas de alguns poligonos como vértices
e nomenclaturas. O crivo de Eratdstenes, contetido apresentado a alunos do 6° ano do Ensino
Fundamental, pode ser apresentado de um modo diferente do usual contribuindo para a fixacdo e
identificacdo dos nimeros primos. O uso de modelos visuais para trabalhar o maximo divisor
comum e 0 minimo multiplo comum, como recurso para o ensino do tema apresenta o potencial

de alcancar de forma mais ampla os estudantes, favorecendo a compreensao dos processos.

A capacidade de visualizar niimeros triangulares e nimeros perfeitos por meio de ferra-
mentas como o GeoGebra mostra-se um recurso valioso para a compreensao desses conceitos
matemadticos. Acreditamos que a visualizagdo matemdtica, quando utilizada de forma estratégica,

pode esclarecer conceitos complexos e tornar a matematica mais acessivel aos estudantes.

Buscamos, ao elaborar as atividades, oferecendo experiéncias que explorassem multiplas
abordagens, incluindo a tecnologia com o GeoGebra, jogos matematicos e a resolugdo de
problemas, de modo a abranger os vérios estilos de aprendizagem (visual, auditivo, cinestésico,

leitura e escrita).

Dessa forma, entendemos que é fundamental aprofundar nosso estudo, pesquisa e desen-
volvimento de abordagens alternativas que possibilitem professores e alunos variadas interpreta-

¢des sobre 0s temas propostos no trabalho.

Finalmente, espera-se que este trabalho contribua significativamente para a prética
pedagdgica em sala de aula, ao tornar os contetidos abordados mais acessiveis e estimulantes para

os discentes. Queremos também despertar no leitor curiosidades sobre os temas apresentados.
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APENDICE A - ATIVIDADE: POLIGONOS E PADROES

Utilize o material abaixo para aplicar a metodologia ativa “Rotacao por Estacdo” no tema

poligonos e padroes.

1? Estacao — fichas com hexagonos: Com o auxilio das fichas previamente impressas,
os estudantes executardo a seguinte sequéncia de agdes: lancar um dado, preencher o circulo
inicial adjacente a palavra “inicio”, realizar as operagdes aritméticas subsequentes até alcangar o
circulo posicionado no hexdgono. Ao atingir o hexdgono, proceder ao preenchimento de todos
os circulos localizados nos vértices e na drea interna do poligono, utilizando o valor da razao

numérica especificada no centro do hexagono.

Figura A.1 — Ficha de atividade — 1

Momes:

Fonte: Autora.
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Figura A.2 — Ficha de atividade — 2

Momes:

Fonte: Autora.

Figura A.3 — Ficha de atividade — 3

MNomes:

Fonte: Autora.
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2% Estacao — caca-octogonos: Encontre no caga-octégonos, os octognos que obedecem
a relacdo estudada P = 21. O professor pode atribuir pontuacdes aos octdgonos encontrados de

acordo com a razdo presente no poligono.
Figura A.4 — Cacga-octégonos

Mome:

Caca-octogonos

5| 2(|12(13|19|/5| 4 | 5 |6 |12(/6|82|1 | 2| 7| 3
19/ 26|33 /40|12 /20| 7 &8 9 |10/13| 3 4|5 6|10
47 54|61 68|42 55|11 12 13 14 22| 7 & | 9 10|11
147582 2 | 4 11|23 |15 |16 |47 69| 96|11 |12 69| 33
21 21| 6 | 8 |10/ 12|19 44 | 42 /99 98|72 69|55 14|14
33 14|14 16|18 20|14 21 36 © 7 (13 & |10 18| 20
99| 3 |69 22|24 47|59 9 8 | 9 10|11 &9 |89 26| 28
12 93 24 30 97| 6 12|13 14|15 S 69 44 34
28| 6|86 36|42 48|54 7 (96 |16 /17|83 18|17 41|56
63 69| 9 60|66 72|78 51 |54 |75 /82|85 33|15 16|34
4348 55> 78 84 90 |e6|54 12 13 16 25|17 |18 19 20
12| 8 16|33 |30 20(14|55 |19 |22 25 |258|21 (22|23 | 24
24 13240 48| 3 45|46 1 31 34 37|40 0 |25 26| 29

45

52

Ln
o

56 64|72 80 47 49 50|62 43|46 | 22|51 21|49 73
16 | 88|96 1 |51 53|54 (74 91| 8 (63| 7 40| 83| 92
221 3 | 0 37|90 55|506|53 38|52 5 10|39 |20 & 41
9 (12|15(18|36| 6 | 4 | 8 (20|15(20|25|30|93| 95| &
21 24|27 30| 4 12|16/ 20|24 35 40 45 50 19 5 | 23
45133 |36 89|55/ 28|32 36|40 20 55 60 31 11 42| 7
89 1|3 2|13 27|44 45 82 /61 9 (30 10|72 9 |10

Fonte: Autora.
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APENDICE B - ATIVIDADE: MINIMO MULTIPLO COMUM, CRIVO
DE ERATOSTENES E NUMEROS PRIMOS

Desafio: quebra-cabeca

Antecipadamente, proceda com o recorte da figura, destacando os poligonos maiores
que compartilham a mesma coloracdo. Em seguida, solicite aos estudantes que construam um
quadrado utilizando as pecas recortadas. Apds a conclusao da montagem, realize o cdlculo do

minimo multiplo comum entre os nimeros 5 e 22.

Figura B.1 — Quebra-cabeca: minimo multiplo comum entre 22 e 5

‘nge

.nsl

Fonte: Autora.



* Risquem o numero 1;

* Colorir os multiplos de 5, exceto o préprio 5;

Quadro .1 — Encontre os nimeros primos

O professor deve proceder solicitando aos alunos que:

Atividade: crivo de Eratostenes com seis colunas

Colorir os miultiplos de 2, exceto o proprio 2;

Colorir os multiplos de 3, exceto o préprio 3;

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 | 11 | 12
13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42
43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54
55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66
67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72
73 | 74 |75 | 76 | 77 | T8
79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84
8 | 86 | &7 | 88 | &9 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96
97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102
103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108
109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114
115|116 | 117 | 118 | 119 | 120

Fonte: Autora.

Repetir o processo até todos os multiplos estarem coloridos.
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Quadro .2 — Encontre os numeros primos-1

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 | 11 | 12
13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42
43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54
55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66
67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72
73 | 74 |75 | 76 | 77 | T8
79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84
85 | 86 | &7 | 88 | &9 | 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96
97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102
103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108
109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114
115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120

Fonte: Autora.
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Atividade: corrida dos primos

O jogo “Corrida dos Primos” sera realizado utilizando o tabuleiro fornecido. Os discentes,
organizados em grupos, deverdo lancar dois dados e somar os valores obtidos nas faces superiores.
O resultado da soma determinard o nimero de casas que o aluno devera percorrer no tabuleiro.
Caso o estudante pare em uma casa correspondente a um ndmero primo, este avangard cinco
casas adicionais. Caso contrério, permanecerd na mesma posicdo até a proxima rodada. O aluno

que alcancar a dltima casa do tabuleiro primeiro serd o vencedor.

Figura B.2 — Jogo: corrida dos primos
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Fonte: Autora.
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Atividade: Bingo dos primos

Utilize as cartelas fornecidas para a realizacdo do jogo. Os participantes deverdo marcar

trés nimeros primos em cada rodada, para ser o vencedor.

Figura B.3 — Bingo dos primos: cartelas — 1
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Fonte: Autora.
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Figura B.4 — Bingo dos primos: cartelas — 2

BINGO DOS PRIMOS

BINGO DOS PRIMOS

BINGO DOS PRIMOS

BINGO DOS PRIMOS

19 44 | 1 59
20 | 2 16 99
15 | 33| 71 | 65
73 91 | 76 | 67
BINGO DOS PRIMOS
17 54 (14 | 79
35 | 2 34 | 46
71 | 51 | 84 |23
70 | 41 80 | 94

5 | 6 | 39|69
47 | 38 | 13 | 49
26 | 83 | 87 | 31
67 | 30 | 70 | 81
BINGO DOS PRIMOS
5 |1 | 21| 13
12 | 56 | 37 | 91
35 | 29 | 94 | 40
43 | 57 | 33 | 89

17 | 40 | 15 | 3
27 | 40 | 82 | 21
73 |29 | 31 | 82
7 | 1 |98 | o9
BINGO DOS PRIMOS
10 | 65 | 18 |61
43 |98 |31 | 30
27 | 36 | 19 | 81
5 |28 [85 |71

10 | 79 25 | 11
41 | 22 | 55 | 69
76 [ 16 | 19 | 53
90 | 89 | 87 | 54
BINGO DOS PRIMOS
9 |6 [20 |11
28 |3 97 | 38
47 | 62 | 31 | 10
78 | 32 | 27 |59

Fonte: Autora.
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APENDICE C - ATIVIDADE: NUMEROS TRIANGULARES

Desafio: aperto de mao

Ana estava muito animada para a festa de aniversério de seu amigo Bernardo. Além
do bolo e dos presentes, ela queria descobrir quantos apertos de mao aconteceriam durante a
festa. Ao chegar na festa, Ana, Bernardo, Carol, Davi e Edu comeg¢aram a se cumprimentar com
calorosos apertos de mao. Enquanto todos se divertiam, Ana nao conseguia tirar da cabeca a

pergunta: “Quantos apertos de mao foram dados até agora?”.
1. Utilize os contetidos estudados sobre nimeros triangulares para ajudar Ana a resolver esse
problema. Entdo quantos apertos de mao acontecem no total?
2. Se tivéssemos 10 pessoas na festa, qual seria o nimero de apertos de mao?

3. E para n pessoas?
Desafio: rede de malha

1. Dadas 5 cidades, representadas pelos circulos C'1, C2, C'3, C'4 e C'5, conforme mostra a
Figura C.1, quantas estradas precisam ser construidas para que haja uma conectividade

rodoviaria direta de qualquer cidade para outra cidade?

Figura C.1 — Exemplo de 5 cidades
C2

@ o

C5 C4
Fonte: Adaptado de Bacche (2023).

2. Se fossem dadas 7 cidades?

3. Caso existissem n cidades?
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Desafio: tiras numéricas
Considere uma tira de papel como mostrada na Figura C.2. Quantas tiras com ndmeros
diferentes vocé€ pode fazer, se voc€ pode apenas cortar a tira, mas nio juntar tiras menores

cortadas? Por exemplo, é possivel fazer 12, 2345 ou 789 e assim por diante. No entanto nao é

permitido o nimero 15, pois vocé precisaria cortar duas tiras menores, 1 € 5, e junté-las.

Figura C.2 — Tira numérica

123456789

Fonte: Adaptado de Bacche (2023).
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