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“O conhecimento tem ainda um sentido mais geral, de sorte que se
encontra também nas ideias ou termos, antes de chegarmos as
proposi¢cdes ou verdades. Pode- se dizer que aquele que tiver visto
com atencdo mais retratos de plantas e de animais, mais figuras de
maquinas, mais descricbes ou representagdes de casas ou de
fortalezas, que tiver lido mais romances engenhosos, ouvido mais
narragdes curiosas, este, digo eu, tera mais conhecimento que um
outro, mesmo que n&o houvesse uma so6 palavra de verdade em tudo
0 que viu representado ou ouviu. Com efeito, o habito que tem de
representar no espirito muitas concepgdes ou ideias expressas e
atuais o torna mais apto a conceber o que se |he propde, e é certo
que ele sera mais instruido e mais capaz do que um outro, que nao
viu, ndo leu nem ouviu nada, sob a condicdo de que nessas historias
e representagdes nao considere verdadeiro o que nao o é, e que as
suas impressdes ndo o impegam de discernir o real do imaginario, ou
o existente do puramente possivel.” (LEIBNIZ. 2004, p. 353)
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RESUMO

Este é um trabalho sobre a abstragdo e suas implicagdes pedagdgicas no
ensino de matematica. Ele é dividido em duas partes. A primeira parte € teodrica:
queremos entender a abstragdo do ponto de vista bioldgico, psicolégico e
metafisico, pois estamos interessados em dar uma resposta tdo completa quanto
possivel as questdes relativas ao tema da abstragdao. Pretendemos responder as
perguntas: “qual é a definicdo de ‘abstragao’?”, “qual é a natureza metafisica de um
conceito abstrato?”, “quais sao os tipos de abstracédo e que tipos de conceitos eles
geram?”, “como ocorre o0 processo de abstragcdo?”, “quais sdo os niveis do
pensamento abstrato?” e “quais sao as condigdes humanas para poder acontecer o
processo de abstragdo?”. Para responder a essas questbes, nos apoiamos
especialmente nos estudos de Aristételes, de Steven Pinker e de Jean Piaget.

A segunda parte investiga e propde métodos de ensino-aprendizagem
relacionados a matematica, mais especificamente a algebra e a abstracéo. Para tal,
realizamos uma pesquisa para saber se é possivel desenvolver a capacidade de
generalizagdo e de escrita algébrica através da metodologia de resolugao de
problemas. Testamos essa metodologia em uma turma de uma escola publica. A
sequéncia pedagdgica se mostrou eficiente para desenvolver alguns elementos do
pensamento algébrico, mas a capacidade de generalizagdo e de escrita algébrica
nao foi alcangada. Acreditamos que isso se deve ao tempo estipulado para a
proposta pedagogica. Desse modo a proposta é valida, mas precisa ser adaptada,
adicionando mais problemas de dificuldade menor e ofertando mais tempo aos

estudantes para resolver os problemas apresentados.

Palavras-chave: algebra, generalizagdo, sequéncia, abstragao.
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ABSTRACT

This is a work on abstraction and its pedagogical implications in mathematics
teaching. It is divided into two parts. The first part is theoretical: we seek to
understand abstraction from biological, psychological, and metaphysical
perspectives, as we are interested in providing as complete an answer as possible to
the questions related to abstraction. We aim to answer the following questions:
"What is the definition of 'abstraction'?", "What is the metaphysical nature of an
abstract concept?", "What are the types of abstraction and what types of concepts do
they generate?", "How does the process of abstraction occur?", "What are the levels
of abstract thought?", and "What are the human conditions for the process of
abstraction to occur?" To answer these questions, we draw especially on the studies
of Aristotle, Steven Pinker, and Jean Piaget.

The second part investigates and proposes teaching and learning methods
related to mathematics, more specifically algebra and abstraction. To this end, we
conducted research to determine whether it is possible to develop generalization and
algebraic writing skills through problem-solving. We tested this methodology in a
public school class. The pedagogical sequence proved effective in developing some
elements of algebraic thinking, but generalization and algebraic writing skills were not
achieved. We believe this is due to the time allotted for the pedagogical proposal.
Thus, the proposal is valid, but it needs to be adapted by adding more problems of

lesser difficulty and giving students more time to solve the problems presented.

Keywords: algebra, generalization, sequence, abstraction.
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INTRODUGAO GERAL

A algebra, como ramo fundamental da matematica, tem uma histoéria rica e
multifacetada que reflete a evolugdo do pensamento humano desde a resolugéo de
problemas concretos até a construgdo de conceitos abstratos complexos. No
contexto educacional, a algebra ocupa um lugar central no curriculo do Ensino
Fundamental e Médio, sendo reconhecida pela Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) como essencial para o desenvolvimento do pensamento matematico dos
estudantes. Contudo, o ensino da algebra frequentemente se restringe a aspectos
técnicos e operacionais, negligenciando o desenvolvimento do pensamento
algébrico - uma forma de raciocinio que envolve a generalizagdo, a abstragdo e a
modelagem de situagdes matematicas.

Este trabalho tem como objetivo discutir a importancia do pensamento
algébrico no processo de ensino-aprendizagem da algebra. Para tal, destaca
aspectos mais profundos da discussdo sobre a abstragdo e o pensamento algébrico.
Uma atengao especial é dada ao fundamento metafisico da abstragdo e ao aspecto
biolégico do pensamento abstrato e matematico.

Além disso, este estudo busca explorar as etapas e niveis do pensamento
algébrico, fundamentando-se em teorias que destacam a importancia da
generalizagdo, da simbolizagdo e da modelagem como elementos centrais para o
aprendizado efetivo da algebra. Acredita-se que, ao integrar esses aspectos no
ensino, € possivel superar as deficiéncias apontadas em avaliagbes educacionais e
contribuir para a formacao de cidadaos capazes de utilizar o raciocinio abstrato em
diversas situacdes do cotidiano e em outras areas do conhecimento.

Assim, o presente trabalho se estrutura em duas partes principais: uma
fundamentacao tedrica que aborda a definicdo e as caracteristicas do pensamento
abstrato e algébrico, e uma aplicacdo pratica que discute estratégias de
ensino-aprendizagem que favorecem o desenvolvimento do pensamento algébrico

nos anos finais do Ensino Fundamental.
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PARTE 1 - DIFERENTES DIMENSOES TEORICAS DA ABSTRAGAO

A seguir, apresentaremos conceitos fundamentais para estruturar o debate
tedrico acerca da génese desse processo, bem como da fungdo da abstracdo no
desenvolvimento do raciocinio humano. Para tal, apresentaremos um resgate
histérico que parte da compreensé&o da filosofia aristotélica e culmina em modernas
contribuigdes das ciéncias cognitivas, em particular, da Teoria Computacional da
Mente (TCM).

O estudo da filosofia aristotélica neste trabalho sobre a abstragao se justifica,
em primeiro lugar, pelo seu carater fundacional (¢ a primeira teoria da abstragao
conhecida). Podemos dizer que as discussdes sobre metafisica e teoria do
conhecimento da cultura ocidental giram em torno dos caminhos abertos por Platao
e Aristoteles. Além disso, tal teoria vale ser estudada por sua atualidade, dado que a
metafisica de Aristoteles tem correspondentes conceituais que permitem avaliar e
melhorar a inteligibilidade de qualquer ciéncia, inclusive as ciéncias modernas, em
particular, a Teoria Computacional da Mente (TCM) e a Epistemologia Genética de
Piaget. Assim, em primeiro lugar, discutiremos a teoria da abstragao de Aristoteles.
A seguir, introduziremos contribuicdes da ciéncia moderna, em particular da
neurociéncia e da Teoria Computacional da Mente (TCM) e depois apresentaremos
a teoria da abstragcédo sob o ponto de vista de Piaget e de alguns de seus discipulos.
Por fim, encerraremos com um apanhado geral das contribuicbes dessas teorias
para nossa compreensao sobre o processo de abstracdo e de ensino e

aprendizagem da algebra.
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1. ABSTRAGAO NA METAFIiSICA E NA TEORIA DO CONHECIMENTO DE
ARISTOTELES

1.1 Metafisica e epistemologia geral

Antes de estudarmos a metafisica de Aristoteles, vamos atentar para a
metafisica em geral. A metafisica € uma das areas mais importantes da Filosofia,
talvez a unica propriamente filoséfica, mas, ao mesmo tempo, a mais dificil de ser
definida. Com o intuito de avangarmos na compreensdo de seu significado,
comecemos investigando a sua etimologia. “Metafisica” significa literalmente “além
da fisica”. Isto &, para além das realidades sensiveis, existe uma outra realidade
imaterial, transcendente, a realidade das formas e dos conceitos abstratos. Um
exemplo de conceito metafisico € o conceito de unidade, tudo que existe, existe
porque tem unidade. Sdo exemplos de proposi¢gdes metafisicas as seguintes: “tudo
que passou a existir tem uma causa”, “Do nada, nada vem” e “Todos 0s corpos sao
pesados”.’

Diversos filosofos deram respostas diferentes aos problemas da metafisica e
da epistemologia. Podemos dividir, como Peter Kreeft em “Logica Socratica” (2024),
as escolas metafisicas em duas: as que acreditam na existéncia das esséncias e as
que nao acreditam. As primeiras sao ditas realistas e as segundas de nominalistas
ou conceitualistas. Platdao e Aristoteles sdo exemplos de realistas, mas com uma
distingdo. Platdo é chamado de “realista exagerado”, pois para Platdo as esséncias
existem por si e Aristoteles € chamado de “realista moderado”, pois as esséncias
nao possuem existéncia propria, mas existem em poténcia nas coisas, como
veremos adiante. Por outro lado, os nominalistas e os conceitualistas ndo acreditam
na existéncia real das esséncias, mas acreditam que as esséncias sao apenas
nomes que utilizamos para nos referirmos as coisas ou que as esséncias nao
existem realmente, mas sao apenas objetos de pensamento. Dito de outro modo,

Platdo da énfase ao aspecto geral dos seres; os nominalistas e conceitualistas dao

' Devido ao seu carater geral, os conceitos metafisicos sdo aplicados em todas as areas do
conhecimento. Perceba que ndo dissemos que os conceitos podem ser aplicados, mas que eles sao
sempre aplicados a todas as areas do conhecimento. Mesmo o cidadao comum tem uma visao global
da realidade que ele usa para fazer julgamentos de valores, para fazer escolhas praticas e para
explicar o mundo ao seu redor. Em resumo, a cosmovisdo de um sujeito modela o modo de
orientagdo do mesmo no mundo. Com os cientistas ndo é diferente. Os pressupostos metafisicos dos
cientistas influenciam suas respectivas teorias.
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énfase no aspecto individual dos seres, isto €, ao que cada ser tem de unico.

Aristoteles assume uma postura conciliatéria, dizendo que o que existe possui o

aspecto geral (a forma) e o aspecto individual (a matéria). Essa doutrina é conhecida

como "hilemorfismo”.

Quadro 1: Escolas Metafisicas: Realismo vs. Nominalismo

Escola Existéncia das [Natureza das |Base
Filosofica Representante |Esséncias Esséncias Epistemoldgica |Exemplos
Esséncias
(Formas/Ideias)
existem Conhecimento
independentem |via
ente das reminiscéncia [A Forma do
coisas, em um |da alma com o [Bem existe além
Realismo mundo mundo das do mundo
Exagerado Platao Sim transcendente. |ldeias . sensivel .
Esséncias
(formas) Conhecimento
existem nas via abstracgao a |A "forma
coisas como partir da humana" existe
ato (forma) e |experiéncia apenas em
Realismo poténcia sensivel individuos
Moderado Aristételes Sim (matéria) . (hilemorfismo) . |concretos .
Esséncias séo
apenas nomes |Conhecimento |Humanidade &
ou convengdes |baseado na um rétulo para
linguisticas percepcao de |individuos com
Guilherme de para agrupar |particulares e |caracteristicas
Nominalismo Ockham, Nao particulares . na linguagem . [semelhantes .
Esséncias sdo |Conhecimento
construcoes mediado por Causalidade é
mentais, sem |categorias a um conceito
realidade priori da mente [organizador da
Conceptualismo [Kant Nao independente . experiéncia .

A visdo metafisica de um pensador esta estritamente

ligada a sua

epistemologia. A epistemologia é a teoria do conhecimento. Ela se propde a

investigar o que é o conhecimento, se ele existe, se € possivel e como chegamos a

obté-lo. Podemos dividir as escolas filoséficas de epistemologia em duas: as que

acreditam na possibilidade de obter um conhecimento verdadeiro sobre a realidade

(chamados de realistas epistemoldgicos) e as que nao acreditam. Dentre aqueles

que acreditam na possibilidade de obter um conhecimento verdadeiro, existem os

ingénuos e os criticos, isto é, aqueles que acreditam que basta ver para saber a
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verdade e aqueles que entendem que o processo de aquisigao do conhecimento &
problematico. Dentre aqueles que nao acreditam podemos dividi-los em: aqueles
qgue o conhecimento verdadeiro existe, € acessivel, mas ndo é comunicavel; aqueles
que acreditam que o conhecimento verdadeiro existe, mas n&o € possivel obté-lo; e
aqueles que n&o acreditam na existéncia do conhecimento verdadeiro. Para estes
ultimos, o conhecimento € meramente uma constru¢do social, uma “verdade
relativa” ou uma ilusdo coletiva. Adotaremos a visdo realista moderada sem
aprofundar a discussao para ndo desviar do objetivo desta dissertagao.

Vamos iniciar o estudo da abstrac&o por Aristoteles por dois motivos: pois ele
foi o primeiro pensador conhecido a estudar sistematicamente o tema da abstragao
e porque partimos dos pressupostos, como Aristoteles, de que as esséncias existem

realmente nas coisas e que € possivel conhecé-las.

1.2 A metafisica de Aristoteles.

Para Aristételes, segundo Reale (REALE, 2012, p. 42), a metafisica estuda
“as causas e os principios primeiros”, “o ser enquanto ser”, “a substancia”, “Deus e a
substancia suprassensivel”’. Ou seja, indagando pelas causas do mundo material,
ela avanga em graus de abstrag&o variados.

Dito de outro modo, a metafisica € uma area da Filosofia que busca
compreender as estruturas da realidade em si mesmas. Para compreender a
expressao “ser enquanto ser”, devemos ter em mente que a palavra ser € tomada
em dois sentidos. O primeiro “ser” refere-se a tudo que tem existéncia, e o segundo
“ser” € tomado em referéncia ao primeiro, como se disse “a metafisica estuda a
existéncia-em-si”. Podemos comparar a metafisica com as demais areas do
conhecimento. Para tal, percebamos que toda ciéncia abstrai do seu objeto o que
Ihe interessa. Por exemplo, a fisica olha para um cdo enquanto um objeto que se
move, a biologia olha para 0 mesmo cao com um ser que nasce, cresce, se
reproduz e morre. A metafisica, por sua vez, olha para o cdo como um ser que
existe e se pergunta: "0 que € um cao?” e “quais sdo as condigbes que, sem as
quais, este cdo nao existiria?”. Assim, desenvolve o grau mais avangado de
abstracao do pensamento.

Nesse sentido, a primeira pergunta da metafisica de Aristoteles é: “quais sao

as causas relacionadas a existéncia de um objeto qualquer?” Isso levanta outras
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questdes anteriores: O que é uma causa? Quantos tipos de causas existem? Quais
sdo esses tipos?. Voltaremos nessa pergunta em seguida, antes faremos um
contraste com Platdo e com os fildsofos pré-socraticos.

Aristoteles nao é o primeiro filésofo grego conhecido. Ele constréi sua teoria a
partir das contribuigcbes de Platdo e dos filésofos pré-socraticos. Os primeiros sabios
gregos, os ditos pré-socraticos, costumam ser chamados de filésofos fisicos, pois
buscavam essencialmente definir uma (ou mais) matéria(s) primordial(is) que
serviam como componentes basicos de tudo o que existe. Tales de Mileto
acreditava, por exemplo, que tudo era feito de agua, Anaximenes, que tudo era feito
de ar, Heraclito atribuia ao fogo o elemento primordial, e assim por diante?.

Esses primeiros filosofos, contudo, ndo se perguntavam sobre o que
caracterizava a existéncia das coisas. Platdo, Aristoteles e outros de sua época,
pelo contrario, estavam justamente interessados em definir as caracteristicas
daquilo que é real, daquilo que realmente existe. Para Platdo, a verdadeira realidade
esta nas formas ou ideias que temos do mundo ao nosso redor. Platdo considerava
que o mundo sensivel € apenas uma imitagdo imperfeita de um mundo superior,
perfeito e imutavel: o mundo das ideias. O mundo das ideias, segundo Platdo, é um
mundo separado do mundo sensivel onde “habitam” os numeros, as formas
geométricas, os conceitos metafisicos e a esséncia dos seres.?

Por exemplo, no dialogo Eutifron, Platdo, pela boca de Sdécrates, indaga ao
jovem Eutifron o que é a piedade. Eutifron responde a pergunta com exemplos, mas
Soécrates ndo quer exemplos, ele quer saber o que é a esséncia da piedade, o que é
a piedade-em-si. Ele diz:

‘Lembra-te que, pois, que ndo te recomendei que me ensinassem
uma ou duas coisas que sao piedosas, mas te perguntei por aquele
aspecto préprio sob o qual todas as coisas piedosas sao piedosas”
(PLATAO, 2004, p. 41)

2 Pitagoras se diferencia dos demais pré-socraticos,pois ele acredita que os nimeros sdo o
fundamento da realidade.

3 Uma forma de entender essa teoria € através do mito da caverna, o texto mais conhecido de Platdo.
No mito da caverna, Platdo imagina uma caverna, onde existem alguns prisioneiros que nasceram da
caverna. Esses homens estdo voltados para a parede da caverna e s6 podem ver as sombras
projetadas na parede pela luz provinda de uma abertura da caverna. Para esses prisioneiros, a
realidade sdo as sombras. Entretanto, um dia, um certo prisioneiro consegue fugir da caverna e pode
ver as coisas que geraram as sombras, sejam bois, carrogas, e pessoas, ou seja, ele pode ver a
realidade. Nesse sentido, o mundo sensivel corresponde as sombras projetadas, e o mundo real
corresponde ao mundo das ideias.
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Mas, cuidado, ndo se deve tomar, ao menos na metafisica de Platdo, a
palavra ideia no sentido de “pensamento™. Uma ideia ou forma é o conjunto de
tragos caracteristicos de uma espécie de seres, que o diferencia das demais
espécies. Por isso Sécrates (nos dialogos de Platao) pergunta pelo “aspecto préprio”
da piedade®>. Por exemplo, o aspecto proprio da justica, segundo o que
posteriormente define Aristoteles, é dar a cada um o que lhe € de direito. Ja a ideia
(ou o aspecto proprio) do triangulo € ser um poligono de trés lados. Um triangulo
pode ser feito de madeira ou de ferro, pode ser escaleno, isésceles ou equilatero,
mas se deixar de ter trés lados, entédo ele deixa de ser um triangulo. Em relagao a
isso, vale destacar que, para Platdo, os conceitos sdo imutaveis e, portanto, eternos.
Assim, por ndo serem passiveis de mudanca, no entender de Platdo, sao perfeitos,
dado que aquilo que ndo muda é mais perfeito® do que aquilo que muda. Nesse
sentido, Plat&do atribui uma primazia e independéncia ao mundo das ideias.

Ja a metafisica de Aristoteles vai em uma diregao distinta daquela proposta
por seu mestre Platdo. No dizer de Boutroux: “Nessa doutrina encontra-se a ideia
mesma do aristotelismo. “O geral ndo é principio constitutivo do ser: ndo é dele,
sendao da matéria.”(Boutroux, 2024, p. 58). Ou seja, os elementos gerais e
esquematicos ndo podem gerar objeto algum, o objeto precisa de matéria.
Entenda-se: a ideia de uma esfera nao faz uma bola, é preciso que a bola tenha
uma matéria como couro enchido de ar. Mas Aristételes também corrige os fildsofos
da natureza ao dizer que a matéria sozinha nao explica toda a realidade. Por
exemplo, uma cadeira e uma mesa podem ser feitas de madeira, portanto a origem
da sua diferenca ndo é matéria. A diferenca entre a cadeira e a mesa esta na forma
e na finalidade de cada uma, que nédo sao elementos materiais. Mais do que isso,
algo s6 existe com uma finalidade e a partir de algo que o produziu. Essas sao as

quatro causas aristotélicas das substancias’ a serem exploradas a seguir (material,

4 O uso do termo ideia no sentido de pensamento data a partir do século XVIII com o filésofo inglés
John Locke.

5 A maioria dos dialogos socraticos termina com uma interrogagéo, em geral Socrates néo se satisfaz
com a resposta dos seus interlocutores e ele mesmo ndo da uma resposta.

5 A palavra “perfeito” significa “completo”. O que muda ainda ndo é completo, logo é imperfeito. O
eterno ja esta feito, logo é perfeito, portanto 0 mundo das ideias é perfeito e o mundo sensivel é
imperfeito.

7 Substancia, segundo Aristoteles, é qualquer ser que possui existéncia propria, como mesa ou
cadeira. A cor branca ndo é uma substancia, pois ndo tem existéncia propria, mas existe na cadeira
branca, por exemplo.
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formal, final, eficiente). A partir dessas corregdes, Aristoteles inicia a investigacao
pelas causas, conforme explicado acima.

A investigacao aristotélica chega a concluir que existem quatro tipos de
causas. No uso comum, a palavra causa se refere ao agente ativo de uma agao,
como um arquiteto que constroi uma casa. No entanto, para que uma casa exista,
nao basta haver um arquiteto. Devem existir tijolos, madeira e outros materiais, deve
existir uma planta e deve existir uma intengcdo para a casa. Esses elementos sao
denominados a causa eficiente (o arquiteto, o pedreiro, etc.), a causa material (tijolo
e madeira), a causa formal (a planta da casa, a ideia mesma de casa, etc) e a causa
final (a intengdo da casa como moradia). Podemos perceber que o conceito de

causa é, como dito acima, aquilo que sem a qual o objeto em questdo nio existe.®

Quadro 2: As quatro causas aristotélicas.

Causa Definigao Exemplo (Casa)
Matéria-prima de que algo é
Causa Material feito. Tijolos, madeira, telhas, cimento.
Forma ou estrutura que Projeto arquitetdnico (layout,
organiza a matéria, definindo disposigcédo dos materiais para
Causa Formal sua esséncia. formar uma casa).

Construtor(es) e o ato de
Agente ou processo que produz [construir (frabalho manual,
Causa Eficiente a coisa. técnicas de construgéo).

Propésito ou finalidade paraa |Abrigar pessoas, proteger do
Causa Final qual algo existe. clima (habitagdo).

Aristoteles continua sua investigagao e percebe que as quatro causas podem
ser reduzidas aos principios de forma e matéria®, que por sua vez podem ser
reduzidos aos conceitos de ato e poténcia®. O par conceitual de ato-poténcia™

também sera aplicado por Aristoteles em diversas areas de sua filosofia.

8 Convém notar que esses conceitos s&o aplicados por Aristoteles em diversas areas do
conhecimento. No caso da politica, podemos analisar o fenbmeno do estado. A causa material do
estado sdo os cidadaos, a causa formal € lei, a causa eficiente é o governador e legislador e a causa
final € o bem estar dos cidadaos.

9 Boutrox explica na sequéncia que a causa final esta na forma e a causa eficiente deixa suas marcas
na forma do ser. Assim, em alguma medida, a causa final e a causa eficiente podem ser reduzidos a
causa formal.

° Em aristoteles, a matéria prima € pura poténcia que se atualiza pela forma.

" Ato significa aquilo que ja existe e poténcia significa aquilo que pode vir a ser. Assim, a semente
existe em ato, mas contém a arvore em poténcia, pois pode vir a ser uma arvore. Com o par
ato-poténcia, Aristdteles pode explicar a mudanga, que € um assunto muito discutido pelos filésofos
anteriores, Heraclito e Parménides.

19



1.3 A teoria do conhecimento de Aristoteles

Assim como fizemos na apresentacdo da metafisica aristotélica, também
apresentaremos sua teoria do conhecimento nos distanciando da teoria platonica.
Mas, antes mesmo de tracar tal distingdo entre as visbes de Platdo e Aristételes,
apresentaremos a diferenca entre metafisica e teoria do conhecimento. A metafisica
pergunta: “O que é a realidade?” “Quais sao as condigdes sem as quais 0s objetos
da realidade nao existiiam?”. Por outro lado, a teoria do conhecimento pergunta: “E
possivel conhecer a realidade?, “Como podemos conhecé-la?”, e assim por diante.

Feita essa diferenciacdo, agora comecemos a entender como Platéo e,
posteriormente, como Aristételes entendiam os processos que nos levam a
conhecer. Como dito acima, Platdo procura pela esséncia das coisas, a ideia das
coisas, a coisa-em-si. Essa coisa-em-si (0 cavalo-em-si, a justica-em-si, o
numero-em-si) deve existir em algum lugar. Platdo postula entdo o “mundo das
ideias", onde devem existir esses elementos. Para Platdo, o mundo das ideias &
também o mundo das almas'. Deste modo, todas as almas tém acesso a todas as
ideias, porém quando a alma encarna, ela esquece o que viu no mundo das almas.
Deste modo, para Platdo, o aprendizado é relembrar o que ja se sabia antes de
encarnar. Ele chama esse processo de reminiscéncia. A reminiscéncia corresponde
a fuga do prisioneiro da caverna, conforme o mito da caverna.

A fim de que a pessoa se lembre do que viu no mundo das ideias, Platao,
pela boca de Sécrates, utiliza o método da maiéutica. Maiéutica significa “parto de
ideias”. Assim, através de perguntas, Socrates tenta fazer “nascer” a ideia. Um
exemplo notavel deste método é o caso do dialogo com o escravo. No dito dialogo,
Sdcrates interroga um escravo para que ele descubra como construir um quadrado
de area igual a 2. Note que, nessa visao epistemoldgica, o conhecimento ja esta em
poténcia em cada individuo, precisando apenas ser trazido a tona, como no caso da
matematica, onde as propriedades ja estdo nos objetos, precisando apenas ser
expostas. Nesse sentido, uma demonstracdo € apenas uma sequéncia de nexos
autoevidentes que destacam em ato uma verdade potencial. Assim, Platado discute a

definicdo de conhecimento como “crenga verdadeira corretamente justificada”.

2 Aqui cabe a primeira objegdo a Platdo: o0 homem-em-si, a esséncia de homem, ¢ a ideia geral de
humanidade, de espécie humana. Ou seja, em relagdo ao ser humano, o que existe € um homem
geral, como caberia a existéncia também das almas individuais no mundo das ideias? Tal problema
s6 sera resolvido por Duns Scot, na Idade Média.
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Platao diferencia entre opiniao e conhecimento, pois o conhecimento possui uma
justificativa adequada.

Resumida a teoria do conhecimento platbnico, agora podemos examinar
como Aristoteles entendia o processo de aquisigdo do conhecimento. Para tal, em
primeiro lugar, percebamos que, ainda que a psicologia naquela época estivesse
longe de existir enquanto ciéncia, ja havia tragos de analise da psicologia humana
na teoria do conhecimento aristotélica. Para ele, o ato de conhecer é uma funcéo da
alma. A fim de entendermos essa questao, retomemos o que foi dito nas paginas
anteriores sobre a metafisica. Os filésofos fisicos atribuiam a causa da realidade a
matéria e Platdo fazia separacdo entre mundo fisico e mundo das formas. Da
mesma maneira, os filésofos fisicos diziam que a alma é parte do corpo e Platao fez
uma cisdo entre alma e corpo’®. Aristoteles busca uma posigéo intermediaria, sem
dizer que a alma é parte do corpo, mas também sem estabelecer essa ciséao
absoluta. A alma, para Aristoteles, é a forma do corpo. Ou seja, é o principio da

acao do corpo. Nesse sentido, Aristételes diz:

“Conclui-se que a alma é necessariamente uma substancia no
sentido de forma de um corpo natural que possui vida em poténcia.
Mas como a substancia é realizagdo (ato), a alma é o ato de um
corpo como anteriormente caracterizado” (ARISTOTELES, 2011, p.
72)

Aristoteles usa o termo “substancia” em dois sentidos: como esséncia
(conjunto de notas caracteristicas distintivas de um ser) ou como o composto de
forma e matéria. Na citacdo acima, a substancia € usada como esséncia, apenas. A
alma humana tem a fungao intelectiva, cuja funcao é captar por abstragao as formas
das coisas e assim encontrar a verdade, pensar, raciocinar, imaginar, entre outras. E
justamente esse ponto da filosofia aristotélica que nos aponta da direcdo da

investigacao sobre o significado dos processos de abstragao.

'3 Platdo chega a dizer, no Fédon, que o corpo é uma prisdo da alma.

4 Substancia, em grego, € ousia. Ousia corresponde ao pedacgo de terra minimo para que uma
pessoa sobreviva. Nesse sentido, substancia € o minimo necessario para que uma coisa exista. A
diferenga de uso nos dois sentidos da palavra se da pela influéncia platdnica ainda presente no
pensamento de Aristoteles. Note que substancia (no primeiro sentido), forma e ideia sdo quase
sinbnimos. Esses termos correspondem aos elementos que fazem um objeto ser o que ele é e nao
ser outro objeto. Platdo usa mais o termo ideia, pois a ideia traz a conotagdo de mundo espiritual,
separado do mundo fisico. Aristoteles prefere o termo substincia, que traz uma conotacdo de
imanéncia. E ambos usam o termo forma. Por isso, neste trabalho damos preferéncia ao termo forma.
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1.4 A abstragéo na teoria do conhecimento de Aristoteles

Contemporaneamente, ha um entendimento sobre o que é a abstracdo que
pode ser encontrado em importantes dicionarios de Filosofia. O Dicionario Oxford de
Filosofia define abstracdo como “[s]uposto processo de formagado de ideias que
consiste em isolar o que € comum a diferentes casos.” (BLACKBURN, 1997, p. 2).

Ja o Dicionario Abbagnano de Filosofia vai além e define abstragédo como:

E a operagdo mediante a qual alguma coisa é escolhida como objeto
de percepcgao, atengao, observagao, consideragao, pesquisa, estudo,
etc. e isolada de outras coisas com que esta numa relagao qualquer.
A abstracdo tem dois aspectos: 1° isolar a coisa previamente
escolhida das demais com que esta relacionada (o abstrair de); 2°
assumir como objeto especifico de consideragao aquilo aquilo que foi
assim isolado (abstragédo seletiva ou cisdo prévia). (ABBAGNANO,
2007, p. 6)

Ainda dentro do verbete “abstragao”, Abbagnano traz esse conceito dentro da

filosofia de Aristételes, conforme segue:

“Aristoteles explica com a abstracdo a formagdo das ciéncias
tedricas, isto é, da matematica, da fisica e da filosofia pura. “O
matematico” diz ele “despoja as coisas de todas as qualidades
sensiveis (peso, leveza, dureza, etc.) e as reduz a quantidade
discreta e continua; o fisico prescinde de todas as determinagdes do
ser que nao se reduzem ao movimento. Analogamente, o filésofo
despoja o ser de todas as determinagbes particulares (quantidade,
movimento, etc.) e limita-se a considera-lo apenas como ser. (Met. XI,
3, 1061 a 28 ss). O processo de todo conhecimento pode ser,
segundo Aristételes, descrito com a abstragdo: “o conhecimento
sensivel consiste em assumir as formas sensiveis sem a matéria
assim como a cera assume a marca do sinete sem o ferro ou o ouro
de que ele é composto,” (De an Il, 12, 424, a 18). E o conhecimento
intelectual recebe as formas inteligiveis abstraindo-as das formas
sensiveis em que estdo presentes (ibid, Ill, 7, 431 ss).”
(ABBAGNANO, 2007, p. 6)

Analisando esse paragrafo, a primeira coisa a notar € que existem trés niveis
principais de abstracdo. Por conveniéncia chamaremos os trés niveis de (i)
cientifico, (ii) matematico e (iii) metafisico.

No primeiro nivel, o nivel cientifico, Aristoteles diz que o fisico (o cientista
natural) busca o movimento. Movimento, para Aristoteles, ndo significa apenas
mudanga de lugar, mas qualquer tipo de mudancga. Ou seja, a abstragao de primeiro
nivel esta relacionada a busca por criar o conceito de alguma espécie. Dito de outro

modo, no primeiro nivel de abstragao, estdo incluidas todas as caracteristicas que

'® Os gregos dividem o conhecimento em trés tipos: produtivo, pratico e teérico. Claramente, a citagéo
se refere ao conhecimento tedrico. Ou seja, a abstracdo é a base de todo o conhecimento tedrico.
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sdo caracteristicas da espécie e excluindo as caracteristicas especificas dos
individuos. Por exemplo, a partir de diversos exemplos de cavalos, conhecemos a
espécie cavalo.

O segundo nivel é o nivel da abstracdo matematica. A abstragdo matematica

€ bem explicada no seguinte trecho de Giovanni Reale e Dario Antisseri:

Platdao e muitos platbnicos entendiam os numeros e objetos
matematicos em geral como “entidades ideais separadas das
sensiveis”. Outros platdnicos procuraram suavizar essa dura
concepgdo, imanentizando os objetos matematicos nas coisas
sensiveis, embora mantendo firmemente a conviccdo de que se
tratava de realidades inteligiveis distintas das sensiveis. Pois
Aristételes refutou ambas as concepgdes, julgando-as uma mais
absurda do que a outra e, assim, absolutamente inaceitaveis. Ele
propunha o seguinte: nés podemos considerar as coisas sensiveis,
prescindindo de todas as outras co-propriedades, somente como
corpos com trés dimensdes; depois, prosseguindo o processo de
abstracdo, podemos ainda considerar as coisas somente segundo
duas dimensodes, isto &, como superficies, prescindindo de todo o
resto; continuando, podemos considerar as coisas s0 como
comprimento e depois como unidades indivisiveis, tendo porém uma
posicdo no espago, ou seja, sO como pontos; por fim, também
podemos considerar as coisas como unidades puras, ou seja, como
entidades indivisiveis e sem posi¢cédo espacial, isto €, como unidades
numéricas.(REALE E ANTISSERI, 2003, p 196-197)

A partir dessa nogéao, Aristételes explica a natureza do objeto matematico.
Seguem os autores:

Eis a solugdo aristotélica: os objetos matematicos ndo séo
entidades reais, mas tampouco algo de irreal. Eles existem
“potencialmente” nas coisas sensiveis, sendo que a nossa razao os
“separa” através da abstragdo. Assim, eles sao entes de razdo, que,
“‘em ato”, s6 existem em nossa mente, precisamente em virtude de
nossa capacidade de abstracdo (ou seja, existem como “separados”
somente na e pela mente), enquanto, “em poténcia”, existem nas
coisas como sua propriedade intrinseca. (REALE E ANTISSERI,

2003, p 196-197)'®

Vamos aprofundar esse paragrafo. Como foi dito anteriormente, uma
substancia € um ser que existe por si mesmo, por exemplo, este cavalo, este
computador, e assim por diante. Toda substancia € um ente real. Além disso, na
substancia acontecem os acidentes. Um acidente é aquilo que ndo tem existéncia
em si mesmo, mas existe nas substancias, como as cores. Assim, explica Aristoteles
(2010), os seres podem ser divididos em dez categorias, sendo uma delas a
categoria da substéncia e as outras nove categorias sdo de acidentes. Nesse

sentido, a quantidade é um acidente dos seres, por exemplo, um tecido tem dois

16 Existe uma polémica sobre se a matematica € inventada ou descoberta. Pela visdo de Aristoteles,
podemos dizer: as duas coisas. Enquanto poténcia nos objetos, a matematica é descoberta.
Enquanto resultado da acdo humana de abstrair e de comunicar, ela € uma invengao.
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metros € um acidente. O numero dois existe de fato, mas ndo em si mesmo (como
queriam os platonicos), mas existe no tecido como uma poténcia que pode ser
atualizada pelo intelecto através da abstracdo. Assim, a abstracdo matematica
busca, em primeiro lugar, obter os entes matematicos. Depois, € possivel construir
uma série de conhecimentos sobre esses entes. De tais objetos, podemos abstrair
algumas de suas propriedades, criando novos objetos matematicos a partir do
primeiro.

O terceiro nivel é o nivel da abstragao da metafisica. No terceiro nivel de
abstracido capta-se os inteligiveis universais, como vimos no inicio deste capitulo. A
metafisica se interessa pela esséncia e pelas causas dos seres. A metafisica
pergunta “o que é?” e “como surge?”. A matematica estuda as propriedades dos
nameros e das formas geométricas, mas quando perguntamos o que € um numero e

qual é a causa dos nimeros, estamos entrando no campo da metafisica®’.

Quadro 3: Niveis de abstracdo em Aristételes

Nivel de Abstracdo [Descrigao Ciéncia Exemplo
Correspondente

Despoja as coisas das qualidades Estudo da casa

sensiveis individuais (cor, peso, considerando sua

textura), mas mantém a matéria imagem, o que pode
1. Abstragdo |comum; conhecimento ligado a|Fisica, Biologia,|fazer e o que pode
Material (Concreta) (objetos materiais particulares. Ciéncias Naturais |sofrer.

Prescinde da matéria sensivel,

abstrai apenas as formas ou Estudo da forma da casa

estruturas quantitativas e espaciais; (planta, medidas,
2. Abstragao |objetos matematicos sao propor¢oes) sem
Formal independentes da matéria considerar o material ou
(Matematica) particular. Matematica cor.

Estudo da casa

Abstrai tanto a matéria sensivel enquanto ser, sug

quanto a inteligivel; estuda o ser esséncia, finalidade ¢
3. Separagdo [enquanto ser, em sua esséncia principios universais,
(Metafisica) universal e imaterial. Metafisica além da matéria e forma.

7 Note aqui a importancia do estudo da metafisica. A possibilidade de inteligibilidade da matematica
(e de qualquer ciéncia) ndo é objeto de estudo dela mesma. Um matematico pode estudar as
propriedades dos numeros por anos sem saber o que € um numero. Entdo podemos perguntar: em
que sentido podemos dizer que ele sabe o0 que esta fazendo? Sem o estudo metafisico, as ciéncias
se tornam cegas, e podem cair em absurdos. Por exemplo, em que sentido um numero irracional é
um numero? Sera que nao podemos dizer que apenas 0s numeros naturais sao numeros, € 0s
demais conjuntos numéricos s&do construgdes, estruturas, feitas de niumeros?
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Para a analise que se seguira, é fundamental destacar que os niveis de
abstracdo podem ser divididos em subniveis. A abstracdo matematica comeca com
dois grandes campos de conhecimento: os numeros e as formas geométricas. No
caso do conhecimento dos numeros, inicia-se a abstracdo ordenando e contando,
depois passa-se ao conhecimento das propriedades dos numeros (comutatividade,
associatividade, distributividade, paridade, multiplicidade, divisibilidade, operacdes
inversas, e assim por diante), formando o conjunto dos conhecimentos aritméticos.
Dos conhecimentos aritméticos, abstrai-se os conhecimentos algébricos (escrita em
linguagem algébrica, operagdes com mondmios e polinbmios, termo geral de uma
sequéncia, equacdes e inequacgdes, até os conhecimentos mais gerais sobre anéis e
corpos). Isto € importante: algebra é uma abstracdo de uma abstragdo. A algebra
nao lida com numeros, mas com formas légicas, tal como em um jogo de xadrez,
onde 0 que importa ndo sao as pecgas, mas as suas possibilidades de movimento.
Dos conhecimentos algébricos, abstrai-se as nogdes sobre fungdes, passando pela
analise e seguindo em estruturas cada vez mais abstratas.

Porém, essas nogdes abstratas ainda estdo dentro do campo da abstragao
matematica, e ndo alcangam as abstragdes metafisicas. A abstracdo metafisica
comecga quando perguntamos: “O que € um numero?”, “O que € o infinito?”, “O que é

uma extensao?”, “O que é um ponto?”

1.5 A aquisigdo do conhecimento a partir da abstragdo na teoria do

conhecimento de Aristoteles.

Depois de tratarmos sobre os niveis e subniveis da abstracdo, trataremos das
etapas do processo de aquisi¢ao do conhecimento.

Primeiramente, a atengdo se volta para algum objeto especifico, entdo os
sentidos recebem as informagdes do objeto e uma faculdade denominada “senso
comum” une todas as informag¢des formando uma imagem mental, que Aristoteles
chama de “forma sensivel’, sendo gravada no fantasma, que é a unido entre
memoria e imaginagao. Neste ponto, o intelecto distingue os elementos essenciais,
a forma, dos elementos ndo essenciais. Entdo o intelecto se atenta apenas para a
forma que foi abstraida e esquece os elementos ndo essenciais. Se essa forma for
expressa em palavras, temos o conceito ou definigdo. Essa definicdo € uma sintese

entre o género a que o objeto pertence e a diferenga especifica.
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Vemos que os elementos principais do processo de abstracdo sdo a
sensagao, a memoria, a imaginagéo e a conceituagao.
Nas palavras do filésofo temos:

E a partir da memoria que os seres humanos adquirem experiéncia,
porque as numerosas lembrangas de uma mesma coisa acabam por
produzir o efeito de uma Unica experiéncia. [...] A arte é produzida
quando a partir de muitas nogdes da experiéncia forma-se um soé
juizo universal relativamente a coisas semelhantes. (ARISTOTELES,
2006, p. 44)

Note que nesse breve paragrafo temos todos os elementos essenciais do
processo abstrativo: sensagao, memoria, imaginacéo e abstragcédo propriamente dita.

Em resumo, a metafisica de Aristoteles define um modo de ver a realidade e,
em particular a matematica, a saber, que as coisas sdo um composto de forma e
matéria, de ato e poténcia. Desse modo de conceber a realidade ele deduz uma
teoria do conhecimento. O conhecimento inicia nos sentidos, que € unificado pelo
senso comum. Do senso comum extrai-se um fantasma, um amalgama de memaria
e imaginacao. Desse fantasma, o intelecto ativo extrai a forma inteligivel do objeto e
“‘deposita” no intelecto passivo. As palavras chaves sdo sensacdo, memoria e

imaginagéo™.

1.6 Resumo

Nesta primeira parte buscou-se reunir um conjunto de conhecimentos
capazes de responder a certas indagagbes sobre a abstracdo enunciadas na
introducdo do trabalho. A seguir, temos uma lista de reflexdes (com breves
perguntas e respostas) que o estudo sobre Aristételes nos proporcionou.

a) Qual é a natureza metafisica de um conceito abstrato? O conceito abstrato é

uma potencialidade dos objetos reais que é atualizado pela mente. Ele n&o é

nem um mero sSOm, nem uma mera expressao para catalogar objetos

diferentes. O nome desta teoria metafisica chama-se Realismo Moderado.

'® Podemos aqui extrair os seguintes principios: 1° deve-se buscar incluir o maior nimero de
sensagdes em maior numero de formas possiveis. 2° se um estudante n&do tiver memorizado
plenamente um objeto, ele ndo podera toma-lo com ser individual e ndo podera raciocinar
abstratamente. 3° Se um estudante ndo usar a imaginagdo, ndo pensar sobre o objeto, ndo fizer e
testar hipoteses, ele ndo podera distinguir entre o que é caracteristica do objeto em particular € o que
€ da sua espécie, e portanto, ndo havera abstragcéo alguma.
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b)

c)

d)

O que é abstrair?

E a operacgdo mediante a qual alguma coisa é escolhida como objeto
de percepgao, atengdo, observagao, consideragao, pesquisa, estudo,
etc. e isolada de outras coisas com que esta numa relagao qualquer.
A abstracdo tem dois aspectos: 1° isolar a coisa previamente
escolhida das demais com que esta relacionada (o abstrair de); 2°
assumir como objeto especifico de consideragéo aquilo que foi assim
isolado (abstragao seletiva ou cisdo prévia). (ABBAGNANO, 2007, p.
6)

Quais sdo os tipos de abstracdo e que tipos de conceitos eles geram?

Existem trés niveis de abstracdo: o cientifico, 0 matematico e o metafisico. E
em cada tipo de conhecimento corresponde um tipo de abstragao.

Como ocorre o processo de abstracdo? O processo de abstragao inicia nos
sentidos, passa pela memoria e pela imaginagao para finalmente formar o
conceito abstrato. Esse processo sera melhor detalhado pela TCM e pela
Epistemologia Genética.

O que é a matematica? A quantidade € um acidente dos seres concretos.
Como tal, a quantidade existe em poténcia nesses seres e que pode ser
atualizada segundo a abstragdo de segundo nivel. A matematica € um
conjunto de conhecimentos acerca desses seres.

Como se da a abstragcdo matematica na teoria de Aristoteles? Conforme a
citacdo anterior de Reale e Antisseri (2003), a abstracdo matemadtica se
diferencia da abstracdo cientifica por seu objeto. A abstragdo cientifica
produz o conceito das espécies dos seres e a abstragdo matematica produz
objetos matematicos. Além disso, existe outra diferenga importante entre as
duas abstragcbes: a abstragdo cientifica ocorre naturalmente enquanto a
abstragcao matematica exige uma intencionalidade. Ou seja, quando vemos o0s
seres vivos, é natural produzirmos uma imagem de sua espécie, mas para
produzir os objetos matematicos, como retas e numeros, é necessario que se
queira que isso acontecga. A citagdo de Miguel Reale e de Dario Antisseri nos
diz que, na concepcgao aristotélica, a abstragdo matematica inicia-se pelo
conceito de espago, isto €, ao considerar 0s seres reais apenas Como Corpos
de trés dimensdes. E sé depois disso que abstraimos uma dimensdo e
consideramos os seres como tendo apenas duas dimensdes, e entdo como
tendo apenas uma dimensao, e finalmente com unidades puras, isto €, como

pontos. Exemplificando: ao ver um dado podemos considera-lo abstraindo
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sua cor, textura, peso, tamanho e tomando-o apenas como cubo. Do cubo
abstraimos o quadrado de uma de suas faces. Do quadrado abstraimos a
linha de um de seus lados e da linha abstrairmos o ponto de uma de suas
extremidades. Do ponto, abstraimos a no¢cao de ordem e de quantidade.
Portanto a abstracao matematica, em Aristételes, inicia pela geometria para
depois chegar na aritmética. Em cada etapa, o sujeito deve atentar para um
determinado aspecto do objeto e esforcar-se por imaginar esse objeto em
diversas posicoes e relagdes. Por exemplo, imaginar a linha estendendo-se
infinitamente para se tornar uma reta e deve guardar essas imagens na
memoria. De forma andloga, é possivel construir todos os objetos

matematicos."’

'® Se a abstragao se volta para os fundamentos da matematica, como o conceito de demonstragéo,
de axioma, de verdeiro e de falso, de ordem ou de equivaléncia, estamos no nivel da abstracao
metafisica.
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2. ABSTRAGAO NA TEORIA COMPUTACIONAL DA MENTE DE PINKER

2.1 Da metafisica e da teoria do conhecimento segundo a filosofia as ciéncias

Nesta secdo estudaremos a Teoria Computacional da Mente a fim de
entender o processo de abstracdo segundo uma perspectiva cientifica,
especificamente bioldgica. Para tal, iniciaremos esse capitulo diferenciando a
ciéncia da filosofia.

Definir filosofia ndo é uma tarefa facil, pois muitos filésofos ja se debrugaram
sobre este tema sem chegar a um consenso. E possivel que o termo “filosofia” tenha
sido cunhado por Pitagoras. O significado desse termo é amor a sabedoria. Desse
modo, o fildsofo seria alguém interessado em obter os bens do conhecimento (em
oposicao aos bens materiais ou aos bens da fama). Portanto, nesse sentido, todo
cientista é também um filésofo. Alias, O termo “ciéncia” € um termo moderno, mas
por muito tempo os cientistas foram conhecidos como filésofos da natureza e ndo &
um exagero dizer que a filosofia € a mae de todas as ciéncias.

Dizer que a filosofia € a mae de todas as ciéncias pressupdem uma
separacgao entre a filosofia, a mae, e as suas filhas. Por exemplo, Tomas de Aquino,
seguindo uma linha aristotélica de pensamento, considera que existem ciéncias (no
sentido de saberes) superiores e inferiores. Essa superioridade se da pelo objeto
préoprio de cada area de estudo (alguns saberes sdo mais nobres do que outros, por
exemplo a teologia € mais nobre do que a botanica pois Deus € mais nobre do que
as plantas) e pela ordem (algumas ciéncias fundamentam outras, por exemplo a
geometria estuda os principios utilizados pela 6ptica).

Isso é particularmente importante, pois com o fim da Idade Média (e por
diversos motivos que ndo convém explorar neste texto) a teologia e a filosofia
primeira (metafisica) perderam seu prestigio. Esse prestigio foi passado para as
ciéncias particulares (zoologia, botanica, cinematica, dptica, quimica, entre outras),
as quais foram se desenvolvendo cada vez mais de modo independente da filosofia
a tal ponto que existe quem acredite que as ciéncias podem vir a suplantar a
filosofia, até que esta se torne obsoleta.

Na medida em que as ciéncias se separam da filosofia, pouco restou a
filosofia, de modo que hoje existem duas tentativas de definir a filosofia: uma pelo

seu objeto e a outra pelo seu objetivo. A primeira dessas tentativas diz que como as
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ciéncias particulares se emanciparam da filosofia, entédo a filosofia é a area do
conhecimento que se ocupa das “grandes questbes” abstratas da metafisica, da
estética e da ética. Uma outra linha de tentativa de definir a filosofia € a linha da
filosofia analitica. Essa linha diz que a filosofia € uma atividade cuja finalidade é
elucidar os termos e as perguntas das outras ciéncias, ou seja, a filosofia ainda € um
tipo de mae que organiza os conhecimentos individuais das diversas ciéncias. Vale
uma ressalva, a filosofia analitica pretende elucidar termos e perguntas através de
uma analise linguistica.

Escrevemos essas linhas para tentar compreender o que se entende por
filosofia e porque ela € assim entendida. Convém agora entender o que é ciéncia. As
diversas ciéncias sao esforgcos humanos para tentar descobrir algo da realidade a
partir de um certo método. Toda ciéncia tem um objeto real, um objeto formal e uma
pergunta sobre o objeto formal e o método cientifico se baseia na observacao
empirica e em experimentos cuja finalidade é testar hipéteses. De um modo muito
simplificado podemos dizer que a filosofia é abstrata e reflexiva enquanto que as
ciéncias sao concretas e empiricas.

Seguindo uma linha aristotélico-tomista, entendemos que a filosofia é a area
do conhecimento que tem a fungcdo de estudar os principios das outras areas do
conhecimento. Principios estes que escapam ao proprio método cientifico. Por
exemplo, a fisica se baseia na matematica, a matematica na logica e a ldgica na
metafisica, ou dito de outro modo, o conhecimento da fisica afirma que v = d/t%.
Esse conhecimento tem seu fundamento na matematica que estuda o que € a
divisdo. Mas a matematica tem seu fundamento no principio de identidade e o
principio de identidade se baseia no principio ontolégico de que um ser € idéntico a
si mesmo.?' Mas se a filosofia estuda os principios das ciéncias (e ela ndo faz
apenas isso), por outro lado, as diversas descobertas cientificas oferecem a filosofia
novos problemas de reflexdo, de modo que as duas crescem e se desenvolvem de
modo dialético.

Isto significa que a TCM que estudaremos a seguir estd em um grau inferior
de valor e de certeza em relagdo a metafisica de Aristételes, ainda que tenha muito

a acrescentar.

2 Velocidade média é a distancia dividida pelo tempo.
2 Note-se que o método cientifico ndo pode provar nem a ontologia, nem a légica e nem a
matematica.
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2.2 De Avristoteles a Pinker.

Agora que ja tratamos da relagao entre filosofia e ciéncia em geral, passemos
a tratar especificamente da relagao entre filosofia aristotélica e Teoria Computacional
da Mente. Sdo duas as justificativas para nos aprofundarmos na metafisica e na
teoria do conhecimento aristotélico. A primeira € de tipo histérica, pois Aristoteles
inaugurou o tema da abstragdo na sua teoria do conhecimento. Além disso,
estudamos Aristoteles para extrair conceitos que ainda hoje nos permitem analisar
tanto as teorias cientificas como as apresentadas por Pinker com as pedagdgicas
exploradas no proximo capitulo.

Lembremos que o objetivo desse estudo € produzir um material de aplicagao
pratica no ensino de matematica, entdo tal material deve ser produzido segundo
alguma teoria pedagodgica. No entanto, como saber qual é a teoria mais adequada
para produzir esse material? Como existem inumeras teorias pedagdgicas, algumas
conflitantes entre si, portanto precisamos de critérios superiores (metafisicos e
cientificos) que possam ajudar a discernir qual teoria pedagogica é a mais
adequada. Nesse sentido, a teoria Aristotélica nos traz conceitos uteis para tal
analise. Mas, poderia-se perguntar se a filosofia aristotélica € suficiente para
analisar as teorias pedagogicas. Nos parece que a resposta € negativa, pois ela
precisa das contribui¢des da ciéncia contemporanea.

Apesar da profundidade dos conceitos aristotélicos, ndo se pode ignorar que
muito conhecimento foi produzido desde que Aristoteles faleceu. No campo
filosofico, Platdo e Aristoteles ndo perderam seu valor e dificilmente se pode dizer
que foram superados. Contudo, no campo cientifico, ndo devemos ignorar as
contribuigdes da neurociéncia, da linguistica, das pesquisas em inteligéncia artificial,
entre outros, para a educagao. Como nao é possivel tratar todos esses temas neste
trabalho, apresentaremos uma teoria contemporadnea que reuniu todos esses
conhecimentos em uma sintese organizada. Essa teoria € conhecida como Teoria
Computacional da Mente.

A Teoria Computacional da Mente surge no contexto das ciéncias cognitivas.
As ciéncias cognitivas emergiram na década de 1950 como um campo
interdisciplinar revolucionario, nascido da convergéncia de varias disciplinas que

compartilhavam o interesse comum em compreender a mente e 0S processos
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mentais. Este movimento foi impulsionado por avangos simultdneos em psicologia
experimental, linguistica, filosofia da mente, neurociéncia, inteligéncia artificial e
antropologia. A Teoria Computacional da Mente (TCM) reune todos esses elementos
e foi recentemente fundada por Hilary Putnam e Jerry Fodor em 1961. Contudo é
com Steven Pinker que ela ganha uma versdo mais abrangente e coerente. Em seu
livro “Como a mente funciona” (1997), Pinker explica pormenorizadamente os
mecanismos de funcionamento da mente. Nas paginas seguintes, exporemos a
TCM, dando énfase sobretudo ao funcionamento do processo de abstragao e aos

processos de aprendizagem.

2.3 Viséo geral

A Teoria Computacional da Mente (TCM) é uma teoria cientifica que propde
qgue os conceitos usados para explicar o funcionamento de um computador também
podem ser aplicados a mente humana. A TCM se baseia em trés principios
epistemoldgicos: a teoria da evolugao de Darwin, a engenharia reversa e a teoria da
computagdo. Como a teoria da evolugao e a teoria da computagcdo sao areas
bastante conhecidas do publico em geral, precisamos apenas explicar o que € a
engenharia reversa: engenharia reversa € a técnica de tentar entender o que um
objeto é a partir de seu funcionamento.

Aplicando a engenharia reversa ao cérebro, a TCM concluiu que o cérebro é
um o6rgao que evoluiu a fim de se aperfeigoar na capacidade de computar dados.
Segundo essa abordagem, o cérebro processa informacdes de maneira semelhante
a um computador: ele representa informacdes por meio de simbolos e cédigos, e os
processos mentais seguem algoritmos, ou seja, sequéncias de etapas para resolver
problemas. Por isso, termos como “input”, “output” e “memdria de trabalho” sao
utilizados para descrever o funcionamento da mente.

Existem criticas a TCM, como a famosa teoria do quarto chinés de John
Searle, além de divergéncias entre seus proprios defensores, como Jerry Fodor.
Ambos argumentam, cada um a seu modo, que a TCM nao é suficiente para explicar
a consciéncia. O comentario a seguir, de Peter Bentley, resume o argumento de

Searle:
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Searle entdo se imaginou dentro de uma sala. Pegava pedacos de
papel por uma fenda na porta, procurava os simbolos que via em um
arquivo e seguia as instru¢des sobre quais simbolos colocar para fora
pela fenda novamente. Searle estava efetivamente seguindo o
programa da IA manualmente. Em nenhum momento entendia o que
qualquer um dos simbolos significava. Estava apenas seguindo
regras. Searle sugeriu que ndo havia diferenga na maneira como ele
estava se comportando em sua Sala Chinesa em comparagao com a
IA. Assim sendo, se ele ndo entendia chinés, a |IA também nao
entendia. SO poderia ser uma coisa: a |A estava simulando a
habilidade de conversar em chinés — |A fraca. Pode parecer um pato,
grasnar como um pato, mas n&do € um pato. (BENTLEY, 2025, p.78-9)

Mas o mesmo Bentley, apelando ao desenvolvimento das novas Inteligéncias

Artificiais, responde a critica de Searle:

Para as Inteligéncias Atrtificiais simples que operavam usando
processamento simbdlico, o argumento de Searle era convincente.
Essas IAs simplesmente embaralhavam simbolos e nao faziam ideia
de como tais simbolos ou as regras que elas seguiam correspondiam
a qualquer coisa em nosso mundo fisico. Contudo, cientistas
cognitivos passaram muitas décadas contra-argumentando para
provar que Searle estava errado. Por exemplo, substitua Searle
dentro de sua Sala Chinesa por um cérebro humano de um falante de
chinés e observe atentamente os neurOnios individuais. Algum
neurdnio entende chinés? No entanto, ao trabalhar juntos, eles
conseguem ter essa compreensdo. Se um computador construiu seu
conhecimento e comportamento usando programas que funcionavam
dessa maneira, por que ele nao entenderia chinés tdo bem quanto
um cérebro humano? (BENTLEY, 2025, p.79)

Ainda que nao cite diretamente, o paragrafo acima acaba sendo uma defesa
contundente da TCM. Aqui nao aprofundaremos esse debate, mas, no minimo,
reforcamos que essa € uma teoria bastante coerente. Além disso, ndao discutiremos
aqui qualquer alternativa, dado que a TCM é utilizada apenas como uma chave
tedrica interessante, que permite conectar reflexdes filosoficas e pedagdgicas sobre
a abstracdo. Mesmo que a TCM nao explique a consciéncia, ela nos ajuda a
compreender o processo de abstragao, que é o foco deste trabalho.

Para Aristoteles, a alma é a forma do corpo, portanto, imaterial. A alma
abstrai da matéria a causa formal dos objetos, que também ¢é imaterial, e sobre ela
opera. Assim, a abstragdo é fundamental, pois conecta o mundo material ao
imaterial. Para Pinker, tudo o que existe é material. Embora desejos e crengas nao
sejam materiais (Pinker é nominalista e ndo cré na causa formal como algo real), a
mente sé existe como produto do cérebro, que é material. Portanto, o
processamento da informagdo na mente é material: pensamentos sdo sinapses -

descargas elétricas ou quimicas entre neurénios. Pinker (1998) usa o exemplo de
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uma pegada: ela € um objeto material, mas um ser capaz de computacao pode
extrair informacgdes sobre o animal que a deixou, sua diregcao e peso.

Com esse conceito de informacgao, Pinker acredita ser possivel explicar a
acao humana em termos de crencas e desejos. Por exemplo, alguém aposta na
loteria porque deseja ganhar e acredita que pode ganhar. Nenhuma lei da natureza
explica essa agdo, mas crencgas e desejos, embora ndo materiais (ndo tém cor,
cheiro, massa ou ocupam espago), sdo processados materialmente. Esse é o
classico problema mente-corpo: como algo imaterial pode afetar o corpo material e
vice-versa? Diversas respostas foram propostas ao longo da historia, como
Descartes, que localizava a alma na glandula pineal. Mas, se a alma nao é fisica,
como pode ocupar um lugar?

Para Pinker (1997, p. 44), crencas e desejos sdo informagdes processadas; a
informagdo ndo é material, mas é processada em bases materiais. Em outras
palavras, embora crengas, desejos e a mente ndo sejam materiais, sao resultado de
um processamento material. Como diz Pinker (1999, p. 37): “A mente é o que o
cérebro faz." Ou seja, a mente é o conjunto total de informacdes processadas.

Afirmar que o cérebro é um 6rgao que processa informagdes significa,
biologicamente, que ele é um conjunto de neurdénios conectados em rede,
transmitindo informagdes por sinapses - descargas elétricas ou quimicas
(geralmente potdassio).

A informagdo captada é processada em “mddulos mentais” ou “érgaos
mentais”. “A mente é um conjunto de mddulos, mas estes ndo sao cubiculos
encapsulados ou fatias circunscritas da superficie do cérebro.” (PINKER, 1997, p.
41). Os médulos mentais sdo areas cerebrais que se ativam em conjunto ou
separadamente para executar fungdes mentais especificas. Cada médulo evoluiu
para desempenhar um papel, sendo projetado para resolver um problema especifico
dos ancestrais humanos. Assim como os 6rgaos do sistema digestivo colaboram
para a absorgcdo de nutrientes, os modulos mentais se unem para permitir ao ser
humano pensar, resolver problemas cotidianos e garantir a sobrevivéncia e a

continuidade da espécie.
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Portanto, a mente é resultado de milhdes de anos de evolucao e de inimeras
etapas de transmissdo de um érgao material, cuja finalidade é a sobrevivéncia e a

reproducao dos individuos.

2.4 A abstragéo segundo a Teoria Computacional da Mente.

Depois de abordar o que € a TCM, vamos nos deter a teoria do conhecimento
segundo essa abordagem e, em particular, a como entende o processo de
abstracao.

Segundo Simplicio e Haase (2020,p.106) e Pinker (1997, p. 176) a mente &
uma rede associativa. Isso significa meramente que os neurdnios trabalham em
conexao visando um objetivo comum.

Vamos usar uma analogia para explicar como uma rede associativa funciona.
Imagine um 6rgao do governo extremamente burocratico onde os funcionarios séao
divididos em andares de um prédio. Cada andar tem um nivel de fungao e a tarefa
de cada funcionario é dizer “sim” ou “ndo” (“verdadeiro” ou “falso”, “aprovado” ou
‘reprovado” e assim por diante) para cada documento apresentado. Caso o
funcionario diga “sim” para um documento seu, entao vocé pode ir adiante e subir de
andar. Agora imagine que vocé deseja pagar uma conta de agua atrasada neste
orgao, entdo vocé imprime a conta e se dirige ao prédio do 6rgdo. O primeiro andar
serve para ver se o que vocé tem em maos é um papel. No segundo andar, sera
avaliado se o que o papel contém € uma conta. No terceiro andar, sera avaliado se
essa conta € uma conta de agua. No quarto andar sera avaliado se vocé tem
condi¢gdes de pagar a conta. Finalmente, no quinto andar, vocé paga a conta.

Agora, imagine que os funcionarios desse 6rgdao nao sdo muito inteligentes.
Para cada andar ha uma infinidade de funcionarios, cada um diz “sim” ou “nao” para
um aspecto muito especifico de cada etapa. Por exemplo, no primeiro andar, um
funcionario ira dizer se o objeto que vocé esta trazendo é retangular, outro triangular,
outro circular, e assim por diante (existe assim, um funcionario para cada forma
possivel). Outro quer saber se o fundo do objeto é branco, outro preto, outro
vermelho e assim por diante (de modo que existe um funcionario que avalia cada
cor, lembre-se que o funcionario nao pode dizer uma cor, ele somente diz “sim” ou

‘ndo”), desse modo havera uma infinidade de funcionarios que avaliardo cada
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aspecto possivel do objeto em questdo. Se o funcionario da forma disser que nao se
trata de um retédngulo ou se o funcionario da cor de fundo disser que nao se trata de
cor branca, entdo vocé ndo pode subir de andar. Vamos continuar a analogia ainda
mais um pouco. No segundo andar (que avalia se o objeto € uma conta) um
funcionario avalia se existe um cddigo de barras na folha, outro se ha numeros e
assim por diante, até chegar ao quinto andar.?

Na teoria computacional, cada funcionario corresponde a um “demon”, isto €,
uma unidade de informagdo. Ja no ambito cerebral, cada funcionario (ou demon)
pode corresponder a um neurdnio ou conjunto de neurdnios que processem certa
informacgéo.

Entretanto, uma corregao deve ser feita a essa analogia. No cérebro humano
nao ha andares, mas cada neurdnio se conecta com muitos outros. A analogia da a
entender que ha uma linha unica que liga cada funcionario com sua etapa superior e
os funcionarios de um andar n&o influenciam os seus colegas e que vocé so subira
de andar caso tenha todos os carimbos corretos e nenhum carimbo errado. Mas na
realidade, seria correto dizer que todos os funcionarios desse 6rgao governamental
estdo em grande saldao correndo por todos os lados e trocando informagdes. Assim,
a mente ndo é somente uma rede associativa, mas uma rede autoassociativa.

E, segundo Pinker (1997, p.162 em diante), a mente ser uma rede
autoassociativa assim definida tem cinco vantagens.

A primeira vantagem é que alguns funcionarios podem “fazer amizade” e
andar juntos, entdo vocé pode identificar um objeto apenas com algumas de suas
caracteristicas. A segunda vantagem é chamada de “degradagéo suave”. Por conta

da amizade dos funcionarios, é possivel se reconhecer certas falhas e encontrar a

2 poderiamos aplicar a mesma analogia a uma clinica veterinaria e digamos que vocé gostaria de
levar o seu cachorro para ser tratado. Assim, no primeiro andar do prédio haveria inUmeros
funcionario para avaliar se o paciente € um cachorro (um avaliaria se ele tem pelos, outro se mama,
outro se tem quatro patas, outro se tem focinho e assim por diante. No segundo andar, se avaliaria se
0 cao esta doente. No terceiro andar, qual é a doenga. No quarto andar, qual é o tratamento.

Outro exemplo: como o olho funciona. A identificagdo da forma geométrica de um objeto. O primeiro
andar da visao identifica as cores do objeto, calculando uma cor média de cada parte. O segundo
andar tenta resolver o problema da forma de cada parte do objeto aplicando a nog&o de luz e sombra
(tons mais escuros representam sombra e tons claros representam as partes iluminadas) isso permite
identificar as curvas e as partes planas dos objetos. O terceiro andar identifica os tamanhos das
partes usando as leis de perspectiva (objetos menores tendem a estar mais longe, objetos maiores
tendem a estar mais proximos). Por fim, o tltimo andar junta todas as partes e gera a imagem mental
do objeto. Essa imagem mental sera guardada na meméaria e podera ser utilizada para outras fungdes

posteriores. O exemplo do olho tem implicagdes importantes que serdo discutidas adiante.
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forma correta através do contexto. A terceira vantagem é chamada “satisfacdo de
restricdo”, que ndo exploraremos aqui, mas € bastante similar a segunda. A quarta
vantagem € que uma rede autoassociativa pode aprender com exemplos. Se os
funcionarios podem formar amizades, entao a assimilagao de exemplos de situagdes
novas, criam a oportunidade de acomodar novas amizades entre os funcionarios da
empresa. Essas vantagens sdo importantes, pois elas justificam a possibilidade de
se criar classes de objetos e isso permite o raciocinio silogistico.

Ja a quinta vantagem €& de particular importancia para este trabalho: uma
rede autoassociativa tem a capacidade de fazer generalizagdes automaticas.
Voltemos ao exemplo do olho. O sentido da visdo opera identificando pequenas
partes dos objetos e depois montando uma imagem mental desse objeto. Desse
modo, um objeto sera reconhecido se satisfizer uma certa quantidade de
caracteristicas. Suponha que a mente identificou (certos funcionarios identificaram
certas caracteristicas, ou ainda certos neurdnios foram ativados associados a certas
caracteristicas) um objeto que é branco, tem bico de pato, tem pé de pato, tem
penas, anda e se alimenta. Logo € um pato. Mas a rede autoassociativa também
permite que identifiquemos uma ave pelo fato de ter penas. Entdo, se apenas o
funcionario de “penas” for ligado, sabemos que se trata de uma ave, ainda que nao
saibamos qual é essa ave. Mas, pelo fato de ser ave (lembre-se da amizade dos
funcionarios), sabemos que ela provavelmente voa e pde ovos. Nesse sentido, a
abstracdao € um processo que consiste em ignorar os funcionarios desnecessarios e
a rede neural so trabalha com os funcionarios especificamente associados as
caracteristicas gerais.

No dizer de Pinker

Suponhamos que as unidades de input na parte inferior representem
a aparéncia de animais: “peludo”, “quadrupede”, “emplumado”,
“verde”, “de pescog¢o comprido” etc. Com unidades suficientes, cada
animal pode ser representado ligando-se as unidades para o conjunto
unico de propriedades desse animal. Um papagaio é representado
ligando-se a unidade “emplumado”, desligando-se a unidade “peludo”
e assim por diante. [...] Quanto menos numerosas as unidades, mais
ampla a classe. Digamos que haja unidades de input para “move-se”,
“respira”, “peludo”, “late”, “morde” e “levanta a perna em postes”. As
conexbes que emanam de todas as seis acionam fatos sobre
cachorros. As conexdes que emanam das trés primeiras acionam
fatos sobre mamiferos. As que emanam das duas primeiras acionam
fatos sobre animais. Com pesos adequados, os conhecimentos
programados para um animal podem ser compartiihados com seus
parentes imediatos e também com os distantes. (PINKER, 1997, p.

177-179)
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2.5 O pensamento matematico sequndo a TCM

O ponto central da teoria do conhecimento dentro da perspectiva da TCM é o
entendimento do cérebro como uma rede autoassociativa. Existem outros elementos
relevantes, como a funcdo dos sentidos, ou a forma de processamento de
informacdes, mas tais detalhes ndo podem ser explorados neste trabalho. Convém
agora aplicar o que foi dito ao conhecimento matematico.

De modo resumido, podemos dizer que a abstragcdo matematica segue a
mesma logica aplicada aos animais nos exemplos anteriores. Por exemplo, cada
numero tem certas caracteristicas, as quais serdo representadas por funcionarios
que podem ser ligados ou desligados. Desse modo, o numero 0 esta associado a
auséncia de unidade, mas também a ser o neutro da soma e o elemento absorvente
do produto. Dito de outro modo, qualquer numero real somado com zero € igual a
ele mesmo e qualquer numero real multiplicado por zero é igual a zero e podemos
usar a linguagem simbdlica da matematica para escrever
XER=>x4+0=xe0- -x=0.

No entanto, ha uma diferenca essencial entre aplicar a nocdo de abstracao
segundo a TCM no contexto dos animais e das plantas e no contexto da
matematica. Como foi dito acima, o cérebro € um érgao que evoluiu para resolver os
problemas dos povos ndmades ancestrais. Identificar animais e plantas, saber quais
sao aptos para comer, quais sdo aptos para o trabalho, etc sdo necessidades dos
ancestrais humanos, mas escrever em linguagem simbdlica uma regularidade
matematica ndo era uma necessidade desses povos. Logo, o cérebro evoluiu para
resolver os primeiros problemas, mas n&o os ultimos.

Aqui devemos introduzir a distingdo entre habilidades primarias e
secundarias, que podem corresponder ao par conceitual de Pinker de racionalidade
ecoldogica e racionalidade formal. As habilidades primarias sdo aquelas que o
cérebro desenvolveu para realizar de modo natural, sdo as habilidades necessarias
a sobrevivéncia dos povos primitivos, como andar e falar. Ja as habilidades
secundarias ndo sao habilidades naturais, mas que exigem um certo esfor¢co e
treino, como usar a algebra e escrever. Existem habilidades matematicas primarias,
como identificar pequenas quantidades, estimar as chances de um evento
acontecer, comparar tamanhos e reconhecer certas formas geométricas, mas o

cérebro nao foi programado para realizar as habilidades matematicas superiores.
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O cérebro deve aprender as habilidades secundarias a partir das primarias.
Apo6s uma quantidade suficiente de tempo de estudo, o cérebro adquire como que
uma nova natureza, incorporando novas habilidades matematicas. Dito de outros
modos, leva tempo e esforgo concentrado para que novos caminhos na rede neural
sejam formados e novos fatos matematicos sejam associados a um certo funcionario
da estatal. Precisamos forcar a amizade entre certos funcionarios e desfazer a
amizade de outros. Por exemplo, no pensamento infantil, o funcionario do conceito
de “quantidade” estd associado ao funcionario do conceito de “um”, de “dois” e
assim por diante. Para que haja um pensamento algébrico, € preciso desligar os
funcionarios de “um” e “dois” e deixar ligado apenas o funcionario da “quantidade” e
se associar ao funcionario de conceito de “dobro”, “triplo”, e assim por diante. Porém
isso ndo € uma habilidade primaria que foi herdada, n&do faz parte da racionalidade
ecoldgica dos povos primitivos. Logo, essa acomodacgdo? exigira reflexdo atenta,
memorizagao e esforgo por parte do estudante, que pode ser mediado por exemplos
e exercicios dos mais variados tipos.

Apds o cérebro adquirir essa nova natureza, ele pode passar para novos
niveis de aprendizado que exigirao maiores niveis de abstragao.

No dizer de Simplicio e Haase temos:

A medida que a crianca vai adquirindo experiéncia com as tarefas da
adicdo, os resultados das associagdes problema-resposta sao
armazenados como fatos aritméticos na memoria semantica®*. Com a
experiéncia a resolugdo de problemas passa a ser executada de
forma mais facil, sendo incorporada na memdria de longo
prazo.(SIMPLICIO, HAASE. 2020, p. 108)

E Pinker (1998) afirma:

Os conceitos matematicos provém do encaixe de conceitos antigos
formando um novo arranjo util. Mas esses conceitos antigos s&o
montagens de conceitos ainda mais antigos. Cada submontagem
mantém-se coesa gragas aos rebites mentais denominados juncéo e
automatismo: com muita pratica, os conceitos aderem uns aos outros
e formam conceitos mais amplos, e sequéncias de passos sdo
compiladas em um passo unico.[...]. A matematica € impiedosamente
cumulativa, a comegar da contagem de um a dez. [...] E, sem a
pratica que compila uma hesitante sequéncia de passos em um
reflexo mental, um aprendiz sempre estara construindo estruturas
matematicas a partir dos mais minusculos parafusos e porcas, como
o relojoeiro que nunca fazia submontagens e precisava recomegar
tudo desde o inicio cada vez que largava o relégio semimontado para
atender ao telefone. (PINKER, 1997, p. 570-571)

2 Usamos um termo piagetiano propositalmente, para indicar uma possivel convergéncia entre os
autores a ser explorada mais tarde.

2 A memoria semantica é parte da memoria que nao registra fatos ou experiéncias mas termos e
frases, regras de gramatica e o que foi dito sobre determinado fato ou experiéncia.
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Lembremo-nos da distingao aristotélica de abstragao cientifica, matematica e
filos6fica. Podemos entender que a abstrag&o cientifica (que visa a abstragdo da
espécie de cada ser) esta dentro dessas habilidades primarias, pois € uma
necessidade imediata dos povos coletores e cagadores. Contudo, a abstragao
matematica avancada e abstracdo metafisica ndo sao necessidades associadas a
sobrevivéncia dos ditos povos, por isso estdo associadas as habilidades
secundarias, aquelas que exigem esfor¢o para serem adquiridas em cada etapa de

sua construcao, conforme citado acima.

2.6 Resumo.

Assim como no capitulo anterior, agora apresentaremos quais elementos da
TCM podem ser aplicados a didatica da matematica. Em outras palavras,
apresentaremos como a TCM nos responde cada uma das perguntas abaixo:

a) Como ocorre o processo de abstragdo segundo a biologia evolutiva? Cada
modulo mental tem uma fungao. A visado capta a imagem do objeto e produz
uma imagem mental a partir de um processo de descoberta e construgédo da
imagem na mente. Cada unidade de informacao corresponde a um aspecto
dessa construgcdo que € “ligada”. Abstrair é “desligar® certas unidades de
informacéao e dar atencéo a outros aspectos.

b) O processo de abstragcdo é sempre facil? Nao, a teoria dos niveis primario e
secundario de fungdes cognitivas da TCM afirma que existe uma abstracao
para elementos de nivel primario, que € um processo facil, e existe uma
abstracao para elementos de nivel secundario, que requer esforco.

c) Quais sao as condigdes necessarias para que a abstragdo em geral ocorra?
Segundo a TCM, para que a abstracdo possa ocorrer, € necessario que o
objeto sobre o qual se operara a abstracdo ndo seja conhecido apenas de
modo geral, mas € preciso conhecer aspectos do objeto. Quanto mais
aspectos forem conhecidos, melhor sera o processo abstrato e melhor sera o
conceito abstrato formado a partir desse objeto.

d) Como isso se aplica a matematica? Para que a abstragcdo matematica ocorra
€ necessario que os conhecimentos prévios estejam bem solidificados. Por

exemplo, a abstrac&o algébrica s6 pode ocorrer quando 0s humeros nao sao
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conhecidos apenas como quantidades, mas sao conhecidas relagbes e
propriedades numéricas®®, assim como o sinal de igualdade deve ser
entendido como um sinal que representa uma relagcéo e ndo apenas um sinal

para indicar o local da igualdade.

2 Como dira Kaput mais adiante.
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3. ABSTRAGAO SEGUNDO A EPISTEMOLOGIA GENETICA DE PIAGET

Destacada essa valorizacdo da dedicacao e até mesmo do possivel prazer
advindo de seus resultados, investiguemos agora como uma das mais influentes
teoria de aprendizagem desenvolvida durante muitas décadas do século XX trata da
questao do desenvolvimento dos processos de abstracdo nas mentes das criangas e

jovens. Fagamos, pois, um resumo da Epistemologia Genética de Jean Piaget.
3.1 Comparacgéo Aristoteles - Piaget

Neste trabalho estamos assumindo uma posi¢gao em grande parte aristotélica.
Portanto, convém iniciar este capitulo estabelecendo uma comparacido entre
Aristoteles e Piaget. Ainda que Aristoteles tenha sido aluno de Platao, e este tenha
se baseado na matematica para inspirar suas teses filosoficas, o discipulo se
afastou do mestre e usou a biologia como ciéncia base para inspirar sua pesquisa
filoséfica. Isso se justifica em parte pelo fato de seu pai ser médico da corte do rei
Alexandre. Desse modo, ndo é absurdo afirmar que a imagem do médico tenha
causado um profundo impacto na mente prodigiosa de Aristételes. Como Piaget
também inicia sua carreira pelo estudo da biologia, neste ponto, podemos notar uma
semelhanga nas ideias fundamentais dos dois pensadores, pois ambos estédo
interessados em processos de mudanga e desenvolvimento, ambos tem um apreco
pela sistematizagcdo do conhecimento e ambos atribuem um papel importante a
observagéo empirica.

Por outro lado, Aristoteles e Piaget viveram em periodos socio-histéricos
diferentes. Aristételes € grego e, portanto, sua cosmovisdo € hierarquica e
teleoldgica, ou seja, cada ser no universo tem uma finalidade®® que define sua
posicdo adequada no cosmos. Piaget, por outro lado, € um pensador moderno e a
modernidade exclui o conceito de causa final e de hierarquia natural dos seres?.
Além disso, o modo de fazer ciéncia na modernidade é diferente do modo do
periodo classico. A ciéncia moderna € marcada pelo experimento®®. Um experimento

€ uma decisao do cientista. O cientista se interessa por uma pergunta acerca de um

% O estudo da causa final foi realizado no segundo capitulo.

%7 Essa exclus&o tem raizes em Lutero, Kant e sobretudo no iluminismo, mas n&o aprofundaremos
esses pormenores neste texto.

% Vide Francis Bacon e Kant.
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aspecto da realidade e tenta criar uma condi¢ao que isole as variaveis do fendmeno
e deixe apenas a variavel em questdo para ser observada. Todavia, a pratica
cientifica do periodo classico era a observacdo pura, conhecida como
“‘contemplacao”, onde o fildsofo se sentava perante o objeto e o observava no seu
estado natural, como que deixando o objeto falar.

Até agora listamos diferengas entre Aristoteles e Piaget no que se refere as
suas visdes acerca da realidade como um todo e a visdo de ciéncia em particular.
Convém ainda destacar que, para Aristoteles, o conhecimento esta mais proximo da
metafisica, enquanto que, para Piaget, o conhecimento esta mais proximo da
biologia, ou seja, para Aristoteles, o conhecimento verdadeiro € universal e imutavel,
enquanto Piaget via o conhecimento como construgéo ativa e adaptativa do sujeito
ao ambiente.

Muito desse trabalho esta alinhado a leitura metafisica e, em um certo
sentido, a cosmovisao hierarquica e teleoldgica de Aristoteles. No entanto, nao
deixamos de reconhecer que avancos foram feitos em diversas areas do
conhecimento. No caso, reconhecemos que Piaget trouxe contribuigdes importantes

para a compreensao de como o ser humano aprende.

3.2 A Epistemologia Genética

Feita esta introdugdo, estudemos agora os pormenores da teoria do
conhecimento segundo a Epistemologia Genética de Jean Piaget. Ao contrario do
que o nome pode parecer indicar, tal teoria ndo se propde a explicar o conhecimento
a partir do DNA (genética). Na verdade, ela procura estudar e explicar como se da o
conhecimento a partir da sua origem (génese), isto é, a partir das nossas
habilidades mais fundamentais.

Em geral, Piaget é estudado como aquele que determinou as faixas etarias
do desenvolvimento infantil (do periodo sensdrio-motor até o Iégico formal) e do
inventor do par assimilagdo-acomodacao. No entanto, como ja enunciamos, caso se
queira entender o pensamento de Piaget, deve-se iniciar o estudo de seu
pensamento pela sua formacéo de base: a biologia.

Dentro da biologia encontramos um axioma: todo ser vivo busca a

homeostase. Isso significa que, se o ser vivo sente algum desconforto, entdo ele
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buscara meios de anular este desconforto, seja a fome, o calor ou a dor. Piaget

resume essa ideia no par “equilibrio-desequilibrio”.

O individuo age apenas ao experimentar uma necessidade, ou seja,
se 0 equilibrio entre o meio e o organismo €& rompido
momentaneamente; neste caso, a acédo tende a restabelecer o
equilibrio, isto é, precisamente a readaptar o organismo (Claparede).
(PIAGET, 2013, p.29)®

Nesse sentido, toda acdo comporta um componente afetivo (como o
incdbmodo ou o desejo) que mobiliza a energia do individuo para a agdo e um
aspecto cognitivo que decide por qual meio se alcangara o objetivo desejado. No
caso dos animais o aspecto cognitivo € o instinto, que impele o animal a ter uma
resposta especifica para cada estimulo, seja fuga, seja ataque, seja se fingir de
morto e assim por diante. No caso do ser humano, o aspecto cognitivo é a
inteligéncia. Mais do que isso, a prépria inteligéncia segue o modelo da busca pela
homeostase. Segundo Piaget “a inteligéncia nao passa de um termo genérico que
designa as formas superiores de organizacdo ou de equilibrio das estruturagdes
cognitivas.” (1972, p. 15)

Aqui surge um termo importante para Piaget: a estrutura. Estrutura cognitiva
significa um conjunto de esquemas ou de ag¢des que juntas sao capazes de realizar
uma acgao. A seguinte imagem tornara claro o conceito. Suponha que um individuo
esta de frente para uma mata fechada. Teoricamente ha infinitas possibilidades de
caminhos possiveis. Agora suponha que o sujeito abra um caminho do ponto A ao
ponto B. Esse caminho se tornou uma resposta facil ao problema “como ir do ponto
A ao ponto B” que podera ser novamente utilizado quantas vezes for necessario,
(ele ndo precisara descobrir outro caminho, a menos que surjam novos obstaculos)
€ a isso corresponde 0 esquema.

Agora, suponha que abram-se inUmeros caminhos que ligam os pontos A, B,
C, e assim por diante. Esse conjunto de caminhos ¢é a estrutura cognitiva. Durante a
vida, o individuo & colocado diante de situagdes para as quais ele ndo sabe a
resposta, e ele precisa achar uma nova resposta (seja o bebé que aprende a se
equilibrar, seja o estudante que precisa dominar o conceito de derivada). Assim, o
sujeito adquire um conjunto de habilidades dos mais variados tipos. A esse conjunto

denomina-se estrutura cognitiva. Como tal estrutura esta sempre em aberto, isto &,

2 livro A psicologia de inteligéncia
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colocada em novas situacdes de desequilibrio e deve buscar um novo equilibrio

cognitivo. "O Nascimento da Inteligéncia na Crianga" (1966):

"A inteligéncia é uma adaptacéo. Para aprendermos as suas relagbes
com a vida, em geral, é preciso determinar quais as relagdes que
existem entre o organismo e o meio ambiente. Com efeito, a vida é
uma criacdo continua de formas cada vez mais complexas e um
equilibrio progressivo entre essas formas e o meio." (PIAGET, 1966,
p. 15)

Podemos ver essa inteligéncia atuando no humano desde a infancia. Exames
de ultrassom, por exemplo, mostram que certas criangas ja fazem o movimento de
sucgao desde o utero materno, isto €, existe um conjunto de capacidades inatas que
serao a base das habilidades superiores. Mais tarde, a crianca aprende a controlar a
dilatacdo da pupila, o movimento das mé&os, aprende a sentar, depois aprende a
andar e dominar o espago. Com essas habilidades ela ja pode ordenar objetos,
como colocar carrinhos de brinquedo em fila, o que possibilita que ela aprenda a
contar, e contando perceba que a quantidade néo se altera, caso se mude a ordem
dos carrinhos, de onde pode surgir a nogdao de numero como quantidade. Com a
nocdo de quantidade devidamente estabelecida, avanga-se no dominio do
conhecimento matematico.

Somente apds essa contextualizacdo podemos falar em assimilagdo e
acomodacado. O bindmio assimilagdo-acomodagdo € o modo que o sujeito
restabelece o equilibrio perdido pelo desequilibrio. O meio causa uma perturbagao
no individuo. Essa perturbacdo é recebida pelo sujeito e deve ser internalizada. O
processo de recepcdo da perturbacdo é chamado de acomodacgao. Essa
acomodacao nao é totalmente passiva. O sujeito age sobre 0 meio e o meio
responde sobre o sujeito. Os efeitos da acdo do meio sobre o sujeito é a
acomodacgdo. No campo biolégico, podemos observar a absor¢do de um alimento.
Podemos dizer que o ato de comer é a assimilagcado e o processo de transformagao
do alimento em corpo (musculo, ossos, sangue) € a acomodagao. No ambito da
inteligéncia, o recebimento da informagéo é a assimilagcado e a mudanga do sujeito
em fungéo da nova informagéo é a acomodagao. Exemplo: imagine uma crianga que
torce para o time do Internacional. Suponha também que ela acredita que todos os
colorados sao bons e todos os gremistas sdao maus. Se ele encontrar um colorado
mau ou um gremista bom (assimilagcido), ele precisara reconhecer que a opc¢ao de
time de futebol ndo implica na qualidade moral de uma pessoa. Essa nova verdade

que a crianca formula para si € um exemplo de acomodacao.
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Assim podemos concluir que o processo de conhecimento se inicia pelos
sentidos, que recebem uma certa informacdo do meio. Essa informacido sera
processada pela estrutura cognitiva do sujeito. Se a informagdo se encaixa nos
esquemas ja existentes, entdo ela é apenas uma informagao nova. Caso contrario,
0s esquemas deverao ser alterados para a acomodacao da nova informagao. Deste
modo, esquemas mais complexos sao criados a partir de esquemas mais
elementares.*® Os novos esquemas podem produzir novos conhecimentos que, por

sua vez, possibilitam a criagdo de novos conhecimentos.

3.3 Os estagios de desenvolvimento para Piaget.

Depois de expor a epistemologia de Piaget, é preciso dizer que o
desenvolvimento, segundo Piaget, se da por fases. Em cada fase abrem-se novas
possibilidades de conhecimento. Também é fundamental, ao menos para essa
investigacdo, notar que a possibilidade do conhecimento abstrato vai sendo
conquistado por etapas. No livro “Problemas de Psicologia Genética” (1947) e em
outros textos, Piaget discorre sobre sua teoria das fases do desenvolvimento.

A primeira fase, que vai dos 0 aos 2 anos, é chamada de Sensoério-motor. Ela
€ caracterizada pela aprendizagem agao concreta da crianga, pois € nessa fase que
a crianga aprende a usar o seu proprio corpo dominando as méaos (aprendendo a
agarrar, fazer movimento de pinga, a levar os objetos na boca), os pés (aprendendo
a engatinhar e a caminhar) e aprendendo a produzir os primeiros sons.

A segunda fase é dita pré-operatéria ou simbdlica e se caracteriza pelo
dominio fisico dos simbolos. Nesta fase, que vai dos 2 aos 7 anos, a criangca
aprende a falar com clareza. Isso permite que entre no mundo propriamente
humano. Se por um lado ha a confus&o entre realidade e fantasia, por outro lado ela
comega a perceber o poder das palavras para influenciar os outros.

A terceira fase, dos 7 aos 12 anos, € chamada de operatdrio-concreto. Nessa
fase a criangca tem um senso correto da realidade e nao confunde a realidade com a
fantasia. Isso implica que ela tem a nogédo de causa e efeito. Ela também pode
realizar operagbes matematicas, se apoiada no concreto. Isto significa que a légica

ecoldgica, citada anteriormente, esta plenamente desenvolvida nesta fase.

30 Convém notar que esse processo ndo &€ somente mental. Um microscopio € um tipo de esquema
extramental que possibilita a captagao de informagdes indisponiveis a olho nu.
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Na quarta fase, a partir dos 12 anos, chamada de operacional formal, a
crianca ja estda apta para desenvolver o raciocinio logico-hipotético e um
pensamento abstrato mais sofisticado. Podemos notar que a imaginagdo esta em
transformacao. Na pré-operatoria, a imaginagao é fantasiosa, imagética, agora ela
pode trabalhar a questdo “e se?”. Parcialmente por isso, € nesta fase que se
introduz o estudo das estruturas algébricas, o que ocorre no sétimo ano do ensino
fundamental. Nessa fase escolar sdo apresentadas as expressdes algébricas e as

equagdes. A seguir temos um quadro que expde essas fases.

Quadro 4: Estagios do desenvolvimento segundo Piaget

Estagio Idade Aproximada |Caracteristicas Principais

Aprendizagem por meio dos sentidos e agdes motoras;
desenvolvimento da coordenagao motora e da percepgao
do proprio corpo; desenvolvimento da nogao de
Sensorio-Motor 0 a2anos permanéncia do objeto.

Desenvolvimento da linguagem e do pensamento
simbdlico; capacidade de usar simbolos para representar
objetos e ideias; egocentrismo (dificuldade em ver a
perspectiva dos outros); confusdo entre realidade e
Pré-Operatério 2 a7 anos fantasia; inicio do jogo simbdlico (faz de conta).

Desenvolvimento do pensamento l6gico sobre objetos e
eventos concretos; compreensao da conservagao
(quantidade permanece a mesma, mesmo que a
aparéncia mude); capacidade de classificar e seriar
objetos; compreensao de causa e efeito; pensamento
Operatorio Concreto |7 a 12 anos menos egocéntrico.

Desenvolvimento do pensamento abstrato e
hipotético-dedutivo; capacidade de raciocinar sobre
possibilidades e testar hipoteses; desenvolvimento do
pensamento critico e reflexivo; capacidade de
compreender conceitos abstratos, como justi¢a, liberdade
Operatério Formal 12 anos em diante [e moralidade; uso do raciocinio ldgico.

A teoria dos estagios de desenvolvimento de Piaget € uma de suas teses

mais contestadas. Um de seus discipulos, Reuven Feuerstein, escreveu
“Quando os testes de Piaget sdo usados para examinar pessoas que
deveriam ser capazes de altos niveis de pensamento, universitarios,
por exemplo, encontramos que apenas 30-40% deles, no maximo,
utilizam pensamento formal, enquanto que, de acordo com Piaget,
todos deveriam ser capazes de alcangar isto sozinhos.”
(FEUERSTEIN, FEUERSTEIN, FALIK, 2021, p. 71)
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Ou seja, o mero desenvolvimento biolégico ndo parece suficiente para
garantir o desenvolvimento de cada estagio. Na mesma obra, Feuerstein argumenta
que a mera exposicdo ao ambiente nao basta para produzir a evolugdo do
pensamento, mas é necessaria a presengca de um mediador, o professor. Dito de
outro modo. Embora o meio possa ser assimilado e produzir um desequilibrio na
homeostase interna do individuo, no que diz respeito as funcdées mentais, é
necessaria a presenga de um mediador para ajudar o individuo a realizar uma
acomodacao que seja Util e produtiva®' (o que nos faz lembrar das contribuigdes de
Vygotsky sobre a educacao). Desse modo, podemos conjecturar que, embora os
universitarios citados tenham o potencial biolégico para usar o pensamento formal,
nao foram devidamente instruidos a fazé-lo.

Mas esse problema na teoria de Piaget tem uma explicagdo. Feuerstein
(2021, p. 72) argumenta que Piaget “estava ocupado descobrindo os elementos
universais (ou ‘leis’) que governam o desenvolvimento de um ser humano, e nédo
estava interessado nas diferengas entre seres humanos”.®> Além disso, o préprio
Piaget escreveu: “Para que haja estagios, € necessario que a ordem de sucessao
das aquisi¢cdes seja constante. N&do a cronologia, mas a ordem de sucessao
(p-235)", ou seja, mesmo o Piaget sabia que as idades relativas a cada estagio
poderiam ser variaveis. O valor da teoria estd em descrever as caracteristicas que
um individuo deve dominar em um certo estagio para poder avangar para o proximo.

Desse modo, mesmo que a teoria do desenvolvimento segundo as faixas
etarias seja impreciso no que diz respeito as idades de cada fase do
desenvolvimento, ela mantém o seu valor por colocar em destaque a importancia da
maturagao biolégica para o desenvolvimento mental, indo contra uma tendéncia

dualista de tipo cartesiana (onde a mente n&do se desenvolve juntamente com o

31 De fato, a realidade oferece uma rica quantidade de possibilidades de pensamentos. Por exemplo,
um simples copo pode ser analisado sob diversos prismas. Por exemplo, podemos perguntar: qual o
volume que cabe nele? Qual é a quimica de produgao desse material? Por quanto foi vendido? Qual
é a sua durabilidade? E sustentavel? Ele foi usado de modo ético? e assim por diante. Por qual
dessas perguntas, um estudante deveria comecar? Até que ponto ele deve aprofundar a resposta de
uma pergunta antes de passar para a proxima? Quantas perguntas ele deve responder antes de
passar ao proximo objeto? Sem um orientador, o estudante pode se perder no caminho do
conhecimento. Por isso, a fungdo do mediador se justifica.

32Entendemos que Piaget imaginou um modelo bioldgico e tentou aplica-lo ao desenvolvimento
humano, sem atentar para as diferengas especificas da humanidade. Isso se explica pelo que foi dito
no inicio deste capitulo sobre a diferenga entre o método cientifico moderno e o método cientifico de
Aristoteles. Por um lado o método moderno produz mais resultados, porém ele pode se fechar em
seu modelo contra a realidade. O método classico € mais lento para produzir resultados, justamente
por estar aberto a complexidade da realidade.
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corpo). Além disso, os estagios de Piaget podem nao ser rigidos, mas funcionam
como uma descricdo dos pré-requisitos para avangar ao proximo estagio. Ou seja,
ndo €& possivel chegar ao operatério formal sem antes passar pelo operatério

concreto.

3.4 A abstragdo segundo a epistemologia genética.

E possivel perceber, observando a atencdo que Piaget deu as fases do
desenvolvimento que a légica e a matematica sdo temas caros a Piaget e, por isso,
recebem atencao especial em suas obras. Na reflexao sobre a epistemologia da
matematica, naturalmente surge o problema da abstragdo matematica. Nesse
sentido, Piaget distingue dois tipos de abstragdo: abstragdo aristotélica e abstragao
reflexionante. Além disso, dentro da reflexionante, ele distingue duas modalidades:
abstracao pseudo-empirica e a abstracao reflexionante refletida.

Como vimos na primeira parte deste trabalho, Aristoteles utiliza a abstragao
como a base de todo o conhecimento cientifico, pois a abstragao é o que possibilita
a criagao dos termos que serdo empregados na légica. Com os termos formam-se
as sentencas e as sentengas formam os silogismos. Piaget chama de abstragao
aristotélica aquela que cria termos, isto €, aquela que olha para um objeto e extrai
algo do objeto. Por exemplo, da neve extraimos os conceitos de frio e de branco.

Em oposicao a este tipo de abstracao, Piaget observa que podemos abstrair
informacéo nao apenas de informagdes recebidas do mundo externo, mas também é
possivel extrair informacdo da nossa prépria acado interna. Essa abstracdo é
chamada de flexionante. Um exemplo ja citado € o do menino que nota que a ordem
da fila de carrinhos nao altera a quantidade de carrinhos. A reordenacdo dos
brinquedos ndo é um dado externo, propriamente dito, pois 0 mundo nao se
reorganiza para a crianga, mas € a crianga que toma a iniciativa de organizar os
brinquedos. Essa é a abstracio reflexionante.

Note que este tipo de abstragcdo nao produz um termo, mas uma sentenca.

Becker (2012, p.25) explica esse ponto da teoria piagetiana nos seguintes termos:

“O entendimento da abstragdo, por exemplo, pode ser empirista ou
construtivista. Empirista, se compreende por ‘abstragao’ no sentido
aristotélico (abstrair de) como retirada de qualidades apenas dos
objetos (empiria) ou no sentido piagetiano (retirar qualidades das
acles e das coordenacdes das agdes do sujeito.” (Becker, 2012,p.25)
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Piaget ainda é mais sutil em suas distingdes, por isso ele diferencia entre a
abstracio reflexionante e a pseudo-empirica. A pseudo-empirica extrai informagdes
do objeto que néo estdo no objeto, mas que foram colocadas la pelo préprio sujeito,
como juizos de valor e juizos estéticos. Becker exemplifica a diferenca nos

seguintes termos:

‘A flor do flamboyant & vermelha; retira-se a cor “vermelha” por
abstracdo empirica. Mas, quando se afirma que essa flor € a mais
vermelha do parque, “mais vermelha do parque” foi colocada la pelo
sujeito; se ele retira essa caracteristica da flor, foi porque ele a
colocou 1a; ele a retira por abstracdo pseudo-empirica (que é
reflexionante)” (BECKER, 2014, p 114)

Entenda-se, o vermelho da flor € uma caracteristica real da flor, por isso
extrair essa informacgao é fungdo da abstracdo empirica, mas a “mais vermelha do
parque” € uma projecdo do sujeito sobre o objeto, por isso, se diz que & pseudo
empirica. Ela se aproxima da empirica por ser uma extragdo de um objeto real (e
nao das fungbes internas do sujeito, como a abstracdo reflexionante), mas a
informacéao extraida nao esta realmente no sujeito, € apenas uma projecao.

Por fim, ainda se distingue a abstracdo empirica da abstrag&o reflexionante
refletida. Sobre esta ultima, escreve Becker (2012): “...] que é uma abstragéo
reflexionante que se transforma por tomada de consciéncia. E essa tomada de

consciéncia de uma abstracao reflexionante que faz surgir os conceitos [...]."(p.36)

Quadro 5: Tipos de abstragdo segundo Jean Piaget

Origem da
Tipo de Abstragéo |Informacéao Processo Produto Exemplo
Extrai qualidades ou
caracteristicas
diretamente do objeto
Empirica (o que esta “la” no Termos Extrair o conceito de "frio"
(Aristotélica) Objeto externo |objeto). (conceitos) [e "branco” da neve.
Extrai informagdes do
objeto, mas essas
informacgdes foram Dizer que uma flor é "a
colocadas la pelo mais vermelha do parque"
Objeto externo, [sujeito (projegdes, (a cor é real, mas a
Reflexionante modificado pelo |juizos de Atribuicdes |comparagao "mais do
(Pseudo-Empirica) [ sujeito valor/estéticos). subjetivas |parque" € uma projecéo).
Tomada de Metacognicao sobre a
Reflexionante: consciéncia e reflexdo|Conceitos [agao de reordenar objetos,
(Reflexionante sobre a abstragao definidos e |[levando a uma
Refletida) Acéo interna reflexionante, levando [rigorosos  [compreensdo mais
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a defini¢ao rigorosa profunda dos conceitos

dos conceitos. envolvidos (como
conservagao de
quantidade).

3.5 O Construtivismo em Piaget

Agora é possivel compreender o conceito de construtivismo em Piaget. Em
primeiro lugar, os esquemas nao vém prontos, mas eles existem em poténcia no
individuo, e essa poténcia precisa ser desenvolvida. Tal desenvolvimento ocorre
através de uma incalculavel sucessao de assimilagdes e acomodagoes.

Em segundo lugar, os conhecimentos também ndo vém prontos, mas
precisam ser adquiridos. Filésofos racionalistas acreditavam que o conhecimento
estava em poténcia no sujeito e que bastava o uso da razdo para adquirir esse
conhecimento.®*® Ja os filésofos empiristas acreditavam que o conteddo do
pensamento provia inteiramente dos sentidos, e era gravado na mente pelo
processo de associagdo de ideias e que depois essas ideias seriam objeto de
reflexdo. No construtivismo de Piaget o conhecimento é construido pelo processo de
assimilagdo e acomodacéo®. Essa assimilagdo se da pelos sentidos (isso da uma
parcela de razdo aos empiristas). Além disso, a acomodagdo pode ser uma
acomodacéao por reflexdo (dando assim, uma parcela de razdo aos racionalistas).
Em resumo, tanto os esquemas mentais, quanto os conhecimentos sdo construidos
pelo processo do dito par (assimilagdo e acomodacgao).

O construtivismo, entendido deste modo, ndo exclui completamente a
verdade do conhecimento, o que implica que ndo se deve tomar o construtivismo
como um tipo de relativismo. O construtivismo se refere ao processo de
desenvolvimento humano e o que disso se produz, nao significa que o sujeito pode
dizer que a grama é azul, porque “construiu assim”. Também né&o significa que a
presencga do professor seja totalmente dispensavel, como se o aluno fosse capaz de
construir qualquer conhecimento, basta estar em contato com o meio. Por um lado,
o estudante € o principal agente e o principal responsavel pela construcédo do

conhecimento. Por outro lado, o professor pode direcionar para onde o aluno deve

33 Um exemplo classico dessa abordagem é a descoberta do “Cogito ergo sum” de Descartes.

% E interessante notar que mesmo este modelo de Piaget ndo esta completo. Vygotsky destaca,
como é de conhecimento de todos, o papel da interagéo social. Piaget, por sua vez, da énfase aos
processos internos do sujeito.
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olhar com atencéo. O professor pode ajudar a criticar as formulagdes para que se
chegue em uma formulagdo mais exata (ao exemplo socratico). O professor pode
captar em cada aluno os seus pontos fracos e fortes e pensa como ajuda-lo a
evoluir. O que o construtivismo corrige, e com razao, € a postura de que basta falar
uma vez em aula e o aluno deve aprender, isto é, o construtivismo insiste na
observacédo das condigbes prévias de aprendizado, no tempo de aprendizagem de
cada aluno e, sobretudo, em afirmar que o processo de ensino ndo implica,
necessariamente, no processo de aprendizagem.

Nesse sentido, Piaget em seus textos deixou algumas observagdes sobre o

ensino especifico de matematica. Por exempilo:

(...) Toda uma gradacgdo é, portanto, indispensavel para passar da
agao ao pensamento representativo, € uma ndo menos longa série de
transi¢gdes continua sendo necessaria para passar do pensamento
operatério a reflexdo sobre esse pensamento. (...) A construcdo
matematica procede por abstragdes reflexivas (...)(PIAGET, 2010,
p.67)

Ou seja, da mesma forma que o0s esquemas mais complexos sao

acomodacbes de esquemas mais simples, o pensamento matematico de nivel
superior se baseia na adequada compreensdo dos conceitos matematicos mais

simples.

3.6 Resumo

O estudo da obra de Piaget nos permite aprofundar o conhecimento sobre a
abstracdo. Ele nos da as seguintes respostas:

a) Quais sédo os tipos de abstragcdo? Os tipos de abstragdo sdo a empirica, a
pseudo-flexionante, a reflexionante e a reflexionante refletida.

b) Piaget, ainda que em sua reflexdo sobre abstragdo mencione Aristoteles,
ignora dois tipos de abstragcdo propostas pelo fildésofo, as abstracdes
matematica e metafisica, e sé considera a abstragao cientifica.

c) Quais sdo as condigbes humanas para que possa acontecer o processo de
abstracdo? As condicbes minimas para ocorrer o processo de abstracido sao:

i) o individuo ja deve estar no estagio operatério formal (12 anos,
aproximadamente);
i) o individuo deve dar atengdo aos processos do préprio pensamento

(metacognicéo);
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i)

também é necessario existir um estimulo (natural ou artificial) para que

a assimilagao desse estimulo produza a adaptagao.
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4. DAS TEORIAS METAFIiSICAS, EPISTEMOLOGICAS, BIOLOGICAS E
PSICOLOGICAS AO OLHAR PEDAGOGICO SOBRE A ABSTRAGAO

Neste capitulo estamos interessados em refletir sobre algumas teorias e
tendéncias educacionais contemporaneas a luz das teorias apresentadas nos
capitulos anteriores e em extrair dessas teorias e principios para a pratica em sala

de aula.

4.1 A Natureza da Matematica: Entre Descoberta e Invengdo

A metafisica aristotélica oferece uma perspectiva esclarecedora sobre a
natureza da matematica ao definir os objetos matematicos como potencialidades
dos objetos reais - aspectos que podem ser abstraidos da realidade concreta. Esta
concepgao resolve elegantemente o debate sobre se a matematica é inventada ou
descoberta, revelando que ela possui ambos os elementos. Retomemos a

explicacao de Reale e Antisseri:

Eis a solucao aristotélica: os objetos matematicos ndo sao entidades
reais, mas tampouco algo de irreal. Eles existem “potencialmente”
nas coisas sensiveis, sendo que a nossa razao os “separa”’ através
da abstracdo. Assim, eles sdo entes de razdo, que, “em ato”, sé
existem em nossa mente, precisamente em virtude de nossa
capacidade de abstragdo (ou seja, existem como “separados”
somente na e pela mente), enquanto, “em poténcia”, existem nas
coisas como sua propriedade intrinseca. (REALE E ANTISSERI,
2003, p 196-197)

De fato, aquilo que ja existe e n&o € conhecido ndo pode ser inventado, mas
descoberto. Se os aspectos matematicos ja existem em poténcia nos seres do
mundo concreto, entdo esses aspectos ndo sao inventados, mas descobertos. Por
outro lado, aquilo que n&o existe pode ser inventado.

Em certo sentido, tudo que existe foi descoberto, pois tudo que veio a existir
ja existia como possibilidade. Se a possibilidade da existéncia ndo existisse, entdo o
ente seria impossivel e 0 que é impossivel ndo pode vir a existir. No entanto,
usamos a palavra “inventar” no sentido de atualizar uma possibilidade trazendo a
existéncia um novo ser cuja possibilidade de existéncia era desconhecida segundo a
vontade e o engenho humano. Nesse sentido, ha algum elemento de invencéo na
matematica. Por exemplo, os numeros sdo uma descoberta, mas o sistema de
numeragao € uma invencdo. Da mesma forma, todos os teoremas sao descobertos,

mas as definicdes sao invengdes.
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Esta dualidade tem implicagdes pedagdgicas diretas, ainda que nem sempre
seja facil discernir quais aspectos s&o inventados e quais &o descobertos.
Elementos matematicos que podem ser descobertos beneficiam-se de metodologias
como a resolugao de problemas, pois essa metodologia (conforme se explicara mais
adiante) permite ao estudante fazer as suas descobertas. Por outro lado, os
aspectos "inventados" da matematica - como convengdes e linguagens formais -
requerem um ensino mais diretivo e estruturado, pois se cada estudante inventar a
sua definicdo e a sua notacao, entdo o didlogo se tornara impossivel. Por exemplo,
os alunos podem ser convidados a estudar as relagbes métricas em um triangulo
retdngulo e descobrir o teorema de Pitagoras, no entanto ndo se deve esperar que o
estudante invente a nomenclatura de cateto e hipotenusa.

No ensino da algebra, por exemplo, a capacidade de generalizagdo pode ser
desenvolvida através da descoberta guiada, permitindo que os alunos identifiquem
padrdes, formulem conjecturas que podem ser provadas ou refutadas. Por outro
lado, a linguagem algébrica formal, com suas convengdes e notac¢des especificas,
necessita de direcionamento pedagogico explicito e metodologias mais tradicionais

de ensino.

4.2 O Papel Central da Memoria, Repeticdo e Imaginagao

A epistemologia aristotélica destaca ainda dois elementos frequentemente
subestimados na educagado matematica contemporanea: a memdaria e a imaginagao.
Muitas teorias educacionais tém negligenciado o papel da imaginagao e rejeitado
sistematicamente a fungdo da meméaria.

Esta rejeicdo da memoria surge de uma falsa dicotomia entre memorizar e
compreender. Paulo Freire, em sua critica a "educacdo bancaria", opde-se
legitimamente ao modelo de ensino que trata o aluno como mero depositario passivo
de informacdes. Segundo Freire (2011), uma das caracteristicas da “educacao
bancaria” € a “narracao”, isto €, o excesso de transmissdo de conhecimentos a

serem memorizados sem a devida reflexdo ou problematizagao. Freire escreve:

Quatro vezes quatro, dezesseis; Para capital Belém, que o
educando fixa, memoriza, repete, sem perceber o que realmente
significa quatro vezes quatro. O que verdadeiramente significa
capital, na afirmacgao, Para, capital Belém. Belém para o Para e Para
para o Brasil. A narragédo, de que o educador é o sujeito, conduz os
educandos a memorizagdo mecanica do conteludo narrado. Mais
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ainda, a narragéo transforma em ‘vasilhas’, em recipientes a serem
‘enchidos’ pelo educador. (FREIRE, 2011, p. 80)

Embora esta critica seja valida, alguns seguidores levaram esta oposi¢cao ao
extremo, algo como um “freirismo radical” banindo completamente a memorizagéo
do processo educativo.

A absurdidade desta posicdo pode ser ilustrada por um exemplo simples:
imaginemos o proprio Paulo Freire em sua sala de aula. Ele pega a palavra
geradora “tijolo”, separa em silabas “ti-jo-lo” e forma novas palavras com a silaba
“1i”: “tijoleiro”,“tiara”, “tinta”, “tirante” e assim por diante. Depois, ele faz uma reflexado
problematizadora sobre a fun¢do social do tijolo e do tijoleiro. No dia seguinte, ele
usa a silaba “jo” como silaba formadora de palavras, ou escolhe outra palavra
qualquer. Podemos perguntar ao freirista radical, se Paulo Freire espera que seus
estudantes se lembrem e, portanto, tenham memorizado as palavras e a discussao
da aula anterior, ou ele espera que os estudantes cheguem totalmente esquecidos
do dia anterior, como tabulas rasas. Claramente, a segunda opg¢ao é um absurdo.
Portanto, a memorizagao tem o seu lugar na educacao.

A memodria ndo se opde ao entendimento; ao contrario, a compreensao
genuina facilita e sustenta uma memorizagédo adequada e duradoura. Nao se deve
esquecer que pensar em como resolver problemas custa tempo e energia. Por isso,
a memoria surge como uma resposta rapida a um problema conhecido. Que fique
claro: nado estamos defendendo a memorizacdo mecanica sem a devida
compreensao e construgdo de significado. Estamos defendendo que a construgao
de significado ndo pode ser esquecida. Ela também deve ser objeto de
memorizagao

Na matematica, esta relagdo € particularmente evidente. Desejamos que os
alunos memorizem a tabuada, mas ndao como mera manipulacdo simbdlica
desprovida de significado. O objetivo € que compreendam que a multiplicagado
representa a soma de parcelas iguais, criando uma base conceitual sdlida para a
memorizagao. ApoOs esta compreensao, nao se espera que o aluno pense em contar
para obter o valor de uma multiplicagdo (por exemplo 4x7=7+7+7+7=28). Pelo
contrario, se ele estiver diante de um problema matematico, espera-se que ele saiba
o valor (28) e use sua energia mental para se concentrar em outras partes do

problema.
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O mesmo principio aplica-se ao ensino de algebra. Este ndo pode se basear
exclusivamente na memorizagao de regras de manipulagdo, mas deve capacitar os
alunos a justificar e compreender essas regras de acordo com o nivel de cada faixa
etaria. A propriedade distributiva, por exemplo, pode ser memorizada como regra
formal, mas adquire significado profundo quando compreendida através de
exemplos como: 2(x+y) = (X+y) + (x+y) = (x+Xx) + (y+y) = 2x + 2y.

Em alguns contextos, pode ser estratégico memorizar a regra primeiro e
desenvolver a compreensao posteriormente. Contudo, o processo de aprendizagem
s6 se completa quando o conhecimento € simultaneamente memorizado e
compreendido.

Outras teorias que rejeitam o papel da memodria na educagdo séo o
"Construtivismo Radical" e versbGes radicais da Teoria da Aprendizagem por
Descoberta de Jerome Bruner. Alguns defensores dessas visbes extremas
argumentam que a tecnologia pode substituir a memoria individual, servindo como
repositorio externo de conhecimento.

Esta visdo é fundamentalmente equivocada. O conhecimento que nao reside
na memoria pessoal, existindo apenas em livros ou na internet, ndo constitui
conhecimento propriamente dito, mas apenas potencial cognitivo. Conhecimento
verdadeiramente apropriado € aquele que se integra a estrutura mental do individuo,
influenciando seu pensamento e agbdes de forma espontanea e efetiva. Tanto neste
ponto quanto no préximo, o essencial € manter um equilibrio para que uma énfase

em apenas um aspecto da educagao nido ofusque os demais.

4.3 Além do Ludico: O Lugar Necessario do Esfor¢o na Educagéo

A Teoria Computacional da Mente e as descobertas da neurociéncia
contemporanea questionam a tendéncia pedagogica de tornar todo ensino
necessariamente ludico e prazeroso. Esta tendéncia emerge como reagao
compreensivel a praticas educacionais historicamente problematicas.

Durante muito tempo, o ensino enfatizou exclusivamente a transmissédo de
conhecimento, tratando o estudo como dever analogo ao trabalho, chegando ao
extremo de usar castigos fisicos para punir o insucesso académico. Esta abordagem
autoritaria levou educadores influenciados por Dewey, Piaget, Vigotsky e Freire a

procurarem propostas pedagdgicas que privilegiassem a interagao entre os alunos,
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a construgdo do conhecimento, a autonomia e a capacidade critica. Porém, é
possivel encontrar professores e formadores de professores que enfatizam
excessivamente o papel do ludico e do prazer na educagéao. Atividades pedagodgicas
como jogos, gincanas, atividades em computadores, atividades no laboratorio
maker, entre outras sdo vistas como a solugéo para todos os problemas relativos ao
ensino, negligenciando a fungao necessaria do esforgo pessoal, da forga de vontade
e de técnicas pedagdgicas tradicionais como repeticdo e memorizagao.

Nossa posicdo nao se opde ao elemento ludico na educagdo, mas busca
situa-lo adequadamente no processo educativo. As habilidades primarias,
desenvolvidas nas séries iniciais do Ensino Fundamental, podem e devem ser
trabalhadas de forma ludica e prazerosa. Contudo, as habilidades secundarias -
mais complexas e abstratas - exigem esforgo consciente, concentragao sustentada e
memorizagao sistematica de fatos fundamentais. Se algum professor encontrar uma
forma ludica e efetiva de ensinar conteudos avangados, certamente ele deve colocar
em pratica a sua proposta pedagogica. Caso contrario, o professor ndo pode ser
penalizado como um mal profissional, pois a limitagdo n&o esta nele, mas na proépria
natureza do contetido que ensina.*®

Por exemplo, é ilusério acreditar que o Ensino Médio e Superior possam
basear-se predominantemente no ludico. Embora o dominio de conceitos dificeis ou
a aquisicdo de novas habilidades possam gerar satisfacédo real, o processo de
aprendizagem nem sempre € agradavel em si mesmo.

Steven Pinker oferece insights valiosos sobre esta questdo: "Dizer que a
matematica da escola deriva da matematica intuitiva ndo equivale a afirmar que ela

deriva facilmente." Ele explica que:

"a matematica é aprendida ajustando umas as outras rotinas ja
mais do que aprendidas. Os professores de calculo
queixam-se de que os alunos acham essa matéria dificil ndo
porque derivadas e integrais sejam conceitos obscuros — eles
nao passam de taxa e acumulagdo —, mas porque o calculo é
impossivel se as operagbes algébricas ndo forem uma
segunda natureza, e a maioria dos estudantes comega o curso
sem ter aprendido a algebra apropriadamente, precisando
concentrar nela cada gota de sua energia mental. A

% Uma ressalva deve ser feita: estamos dizendo que nem todo conteudo pode ser ensinado de forma
ludica. Isso ndo implica que a aula deve ter uma forma estética ruim. A qualidade estética do material
didatico, a qualidade estética e organizacional do quadro e da caligrafia do professor sao
absolutamente fundamentais para a educagao. Podemos afirmar ainda mais: a qualidade estética da
arquitetura do prédio da escola é de fundamental importancia para a educacgao, pois a harmonia da
forma estética do ambiente influencia na qualidade dos estados interiores do individuo.
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matematica €& impiedosamente cumulativa, a comecgar da
contagem de um a dez." (PINKER, 1997, p.570)

Piaget também reconhece este carater cumulativo da matematica. Pinker
conclui: "O dominio da matematica € imensamente satisfatorio, porém €& uma
recompensa por um trabalho arduo que nem sempre € agradavel em si mesmo."
Para o ensino de algebra, isso implica que nem toda aula pode ser divertida, que
exercicios de repetigdo sobre manipulagao algébrica e resolugao de equacgdes tém
lugar legitimo no curriculo, e que alunos com dificuldades nas operagbes basicas

inevitavelmente enfrentardo obstaculos no aprendizado algébrico.

4.4 A Importancia do Conhecimento Detalhado para a Abstragado

A Teoria Computacional da Mente, através de sua teoria da abstracéo,
destaca o papel fundamental do conhecimento detalhado na capacidade de
diferenciar objetos com precisdo. Esta atencdo as diferengas especificas € o que
permite @ mente ignorar seletivamente certas caracteristicas em favor de outras,
gerando processos de abstragdo produtivos.

Retomemos o que foi dito. Quando encontramos um objeto pela primeira vez,
temos uma impressdo geral e confusa acerca deste objeto. No entanto, ao
desenvolver um relacionamento com o objeto (observando por mais tempo e por
mais angulos, tocando, ouvindo, ou pensando sobre ele) vamos percebendo mais
detalhes deste objeto, de forma que aquela primeira imagem confusa torna-se uma
imagem detalhada, sobre a qual podemos falar, discutir e perceber se, em algum
momento, algum detalhe foi alterado. Isso significa que esse processo de
relacionamento com o objeto produz no cérebro novas sinapses. E cada sinapse é
responsavel por uma nova nota acerca do objeto. A abstracdo € a capacidade de
ignorar certas sinapses (caracteristicas dos objetos em privilégio de outros). E muito
interessante, por exemplo, notar na criangca a formacao de conceitos mais refinados
com o passar do tempo. Dessa forma, uma crianga pode chamar aos dois anos todo
cachorro de “au-au”, mas, com o passar do tempo, ela aprende a distinguir entre
‘grande au-au” e pequeno “au-au” até ser capaz de distinguir entre as varias ragas
de cachorro, inclusive distinguir caes especificos como o “au-au da vové”.

Por isso, escolhemos iniciar este texto com uma citacdo de Leibniz, onde

lemos:
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“Pode- se dizer que aquele que tiver visto com atencdo mais retratos
de plantas e de animais, mais figuras de maquinas, mais descrigdes
ou representagcdes de casas ou de fortalezas, que tiver lido mais
romances engenhosos, ouvido mais narragdes curiosas, este, digo
eu, tera mais conhecimento que um outro, mesmo que nao houvesse
uma so6 palavra de verdade em tudo o que viu representado ou ouviu.
Com efeito, o habito que tem de representar no espirito muitas
concepgdes ou ideias expressas e atuais o torna mais apto a
conceber o que se Ihe propde, e é certo que ele sera mais instruido e
mais capaz do que um outro, que nao viu, ndo leu nem ouviu nada,

[..]" (LEIBNIZ, 2004, p. 353)
Essa citagdo foi escolhida por dois motivos. Primeiramente ela mostra a

importancia do par “memdria-imaginacao” de Aristoteles no processo de aquisicao
do conhecimento. Em segundo lugar, ela concorda perfeitamente com o que Pinker
escreve sobre a abstragdo, pois ter contato com mais figurinhas, histéria, relatos
entre outros, oferece a crianga a possibilidade de formar novas sinapses sobre
diversos tipos de objetos, possibilitando que a abstracéo ocorra.

A partir dessa teoria da abstracdo somada com a citagdo acima podemos
concluir que ver mais demonstracdes e resolugdes de exercicios favorece o
aprendizado da matematica, pois oferece mais estratégias de solu¢des. Além disso,
no contexto algébrico, isso significa que conhecer profundamente as propriedades
dos numeros enquanto simbolos - como demonstram os problemas de
criptaritmética®® - é fundamental para a construcdo solida do conhecimento
algébrico. A familiaridade com os aspectos simbdlicos e estruturais dos numeros

prepara o terreno para as abstragées mais sofisticadas da algebra.

4.5 Contribuigbes de Piaget: Desenvolvimento Cognitivo e Faixas Etarias

As teorias de Piaget também oferecem contribuigcbes importantes para o
ensino de matematica. O par assimilacdo-acomodacgao diz que a construgao de
novos conhecimentos inicia-se pelos sentidos que captam o mundo e geram um
desequilibrio no sistema de crengas do individuo, ou seja, o conhecimento inicia
pelo incémodo da duvida - como diria Aristoteles (2006, p.7) “Pois € devido ao seu
espanto que os homens tanto agora comegam quanto comegaram a filosofar”.
Nesse sentido, os novos conhecimentos sdo mais do que meras informacdes novas,

sao a reestruturacdo do sistema de crengas para aliviar o incbmodo do estado de

3% A criptaritmética € o nome que se da a problemas onde é apresentada uma operagao onde alguns
ou todos os algarismos estdo escondidos ou substituidos por letras. Neste caso, letras iguais
representam algarismos iguais e letras diferentes representam algarismos diferentes.
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davida®, por isso se chama de acomodacgdo. Isto significa que toda aula de
matematica deve iniciar com um problema que sirva de motivador para a obtencao
de novos conhecimentos® ou pela apresentagdo de um objeto concreto para ser
explorado, que pode inclusive ser um jogo*°.

Se soma a isso a teoria dos estagios de desenvolvimento cognitivo. Ou seja,
para uma turma de alunos no estagio operatorio-concreto leva-se um problema
concreto cuja solugéo pode ser realizada por etapas concretas. Da mesma forma,
para uma turma de alunos no estagio operatério-formal, leva-se um problema que
pode ser resolvido por meio formais (ou mesmo concretos). Por exemplo, tomemos
0 seguinte problema: Se um cubo, uma bola e uma piramide pesam juntos 23 kg e
se o0 cubo pesa 12 e a bola pesa 4kg, entdo quanto pesa a piramide?

Para uma turma com alunos de até 11 anos, uma possivel solugéo seria “Se
remover o cubo, a balanga marca 23-12=11kg. Se depois remover a bola, a balanca
marca 11-4=7kg. Logo o peso da piramide é de 7kg.”. Se os alunos estdo no
operatorio formal podemos resolver o problema com a expressdo P=23-(12+4), onde
P representa o peso da pirdamide e assim introduzir a fungdo da letra P como
incognita de modo mais interessante e natural. Assim, podemos ver que a teoria dos
estagios de desenvolvimento cognitivo é util para planejar uma aula, sabendo o que
esperar dos estudantes.

Conforme a discusséo sobre esse tema no capitulo sobre Piaget, a diviséo
das faixas etarias de cada estagio € mais fluido do que supunha inicialmente Piaget,
mas isso ndo impede que a classificagao dos estagios, pelo menos, tenha utilidade.
A classificacdo dos estagios mantém sua utilidade, pois a divisdo etaria (7 a 11 anos
para o estagio operatorio-concreto e 12 anos em diante para o operatério formal) é

adequada para a maioria dos casos®.

37 Além de aliviar o incdmodo da duvida, obter novos conhecimentos também é uma fonte de prazer
em si mesmo.

% Aprofundaremos essa discussao no capitulo sobre a metodologia da proposta pedagdgica. Onuchic
e Allevato falam de “resolugéo de problemas para o ensino de matematica”.

% Isso ndo contradiz o que dissemos no topico anterior, pois aqui o jogo é um motivador inicial para a
introdugdo do conteudo. O que dissemos foi que o0 jogo ndo pode ser usado para ensinar todos os
aspectos do conteudo, de forma que nem todas as aulas se baseiam no jogo e que certos aspectos
da matematica s6 podem ser aprendidos por esforgo préprio.

40 Caso contrario, a teoria ja teria sido totalmente descartada.
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4.6 Abstracao Reflexionante e a Arte de Fazer Perguntas

As contribuicbes de Piaget oferecem implicagdes praticas diretas para o
ensino de matematica. uma dessas contribuicies refere-se a abstragao reflexionante
e a metacogni¢cdo, processos que destacam a importancia da arte de formular
perguntas por parte do professor. Mais do que simplesmente fazer perguntas
corretas, o0 educador precisa solicitar explicagbes sobre o0s processos de
pensamento dos alunos e, a partir das respostas obtidas, explorar outros cenarios e
possibilidades.

No ensino de algebra, esta abordagem pode ser intensificada através de
questdes como: "Como podemos representar essa situagdo em uma expressao
matematica?" ou “Formule um passo-a-passo para descrever a solugdo do
problema. Essa solucao é aplicavel a outros problemas?” ou "Represente a solugao
do problema em forma de fluxograma”. Particularmente, o uso estratégico de
perguntas € fundamental no desenvolvimento da habilidade de generalizagao,
especialmente na identificacao de termos gerais em sequéncias matematicas.

Esta metodologia interrogativa ndo apenas verifica a compreensdo, mas
promove o0 desenvolvimento metacognitivo dos estudantes, capacitando-os a
“aprender a aprender”, a refletir sobre seus proprios processos de pensamento e a
construir conexdes mais profundas entre conceitos matematicos.

A seguir, temos alguns exemplos de perguntas que podem ser feitas para

fomentar a abstracdo e a metacognigéao.

1. Relagbes causa-efeito complexas:

A. "Explique como diferentes fatores podem influenciar simultaneamente um
mesmo fendmeno".

B. "Que consequéncias indiretas podem resultar desta situagao?"

C. "Como esta ideia se conecta com conceitos que estudamos anteriormente?"

2. Generalizagao:

A. "Em que outras situacdes este principio poderia ser aplicado?"

B. "Que padrdes vocé consegue identificar entre estes casos diferentes?"

C. "Como vocé adaptaria esta solugdo para um contexto completamente
diferente?"

3. Perguntas de Pensamento Hipotético:
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F.

"O que teria acontecido se...?"

"Imagine que as condi¢cdes fossem diferentes. Como isso alteraria
resultado?"

"Crie uma situacgao hipotética onde este conceito ndo se aplicaria."

"Quais sdo todas as maneiras possiveis de abordar este problema?"

"Que alternativas existem para esta solugao?"

"Como diferentes perspectivas poderiam interpretar esta situacao?"

4. Perguntas de Metacognigao:

A.
B.
C.
D.

"Como vocé chegou a esta conclusao?"
"Que estratégias vocé usou para resolver este problema?"
"Por que vocé descartou outras possibilidades?"

"Como vocé saberia se sua resposta esta correta?"

5. Perguntas de Sintese e Avaliagao:

A

B.
C.
D.
E.

"Com base em que critérios vocé faria esta escolha?"

"Que evidéncias sustentam ou contradizem esta teoria?"

"Como vocé justificaria sua posigao para alguém que discorda?"

"Como vocé combinaria elementos de diferentes areas para resolver isto?"

"Que conexodes vocé vé entre este tema e outros que ja estudamos?"”

6. Perguntas de Transformacao da Representagao:

A.
B.
C.

"Como voceé representaria esta ideia de forma visual/numérica/verbal?"
"Traduza este conceito para uma linguagem mais simples."

"Como vocé explicaria isto usando apenas exemplos concretos?"

7. Outras perguntas de carater geral:

A

IoTmMmOoOoO W

"O que vocé quer dizer quando afirma que...?"

"Vocé poderia dar um exemplo?"

"Que pressupostos vocé esta fazendo?"

"Por que vocé acha que esse pressuposto é valido?"
"Que evidéncias sustentam sua posigao?"

"Como vocé poderia verificar isso?"

"Se isso for verdade, o que mais deveria ser verdade?"

"Que consequéncias isso teria?"
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4.7 Resumo

Podemos resumir os principios pedagogicos e didaticos estudados até aqui
Como se segue:

a. A parte da matematica que é descoberta pode ser ensinada pela
metodologia de resolugdo de problemas, ja a parte da matematica que
€ inventada precisa de um ensino diretivo.

b. Compreender e memorizar fatos aritméticos € fundamental para a
abstracao algébrica, pois o0 aprendizado da matematica se da de forma
cumulativa.

c. O ludico é preferivel ao nao-ludico, mas nem todo aprendizado pode
ser obtido de forma ludica, pois o prazer do aprendizado esta no fim e
nem sempre no Processo.

d. O ensino da algebra formal deve-se iniciar, em média, pelos 12 anos,
ainda que elementos do pensamento algébrico possam ser
desenvolvidos antes dessa idade.

e. Parte fundamental do ensino de algebra esta na arte do professor em

fazer perguntas que favoregam a metacognicao.
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PARTE 2 - PROCESSOS DE ENSINO-APRENDIZAGEM: TEORIA E PRATICA

Na primeira parte, abordamos os diferentes aspectos da abstracdo. Nesta
segunda parte, estamos interessados no ensino de algebra e como os
conhecimentos apresentados anteriormente podem contribuir para o o dito ensino no
sétimo ano do Ensino Fundamental, passando da teoria para a pratica.

O capitulo 5, que vira a seguir, estuda o que é a algebra e quais sao os tragos
constitutivos do pensamento algébrico. Apresentaremos as teorias de Lins, Kaput e
Radford sobre o pensamento algébrico. Destes trés, Kaput tem destaque especial,
pois suas contribuicbes servem diretamente para a construcdo da proposta
pedagogica do capitulo 7.

O tema do capitulo 6 sdo os documentos legais: Constituicdo Federal, ECA, o
PCN de matematica e, de modo mais especifico, a BNCC. Ao analisarmos estes
documentos, queremos descobrir 0 que se entende por educacdo e queremos
descobrir se existe alguma orientagdo para o ensino de algebra e do pensamento
abstrato, além de explicitar quais habilidades e competéncias se esperam que o
aluno obtenha pelo ensino de algebra no sétimo ano do Ensino Fundamental.

No sétimo capitulo abordaremos a proposta pedagdgica. Primeiramente
falamos da escola onde ocorreu a proposta pedagodgica. Depois apresentaremos a
metodologia escolhida: a resolugédo de problemas de Polya. Por fim, apresentamos e
justificamos a proposta em si.

No capitulo 8 apresentaremos os resultados da pesquisa com a proposta
pedagogica e com a respectiva analise dos dados segundo todo cabedal tedrico

desenvolvido nos capitulos precedentes.
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5. DA ABSTRAGAO AO ENSINO DA ALGEBRA

5.1 Introdugéo

Como vimos acima, Aristoteles € o primeiro pensador conhecido a falar em
abstracdo. Para ele, a abstracao € a base de todo o conhecimento intelectual, pois a
abstracdo é o processo que cria os conceitos cientificos, matematicos e filosoéficos,
removendo dos seres 0s aspectos secundarios. Aristételes ainda destaca a
importancia da imaginagao (que abre a possibilidade de conhecimento) e da
memoria (que retém o conhecimento para que o mesmo seja abstraido. Piaget
acrescenta que o processo de abstragado ndo é sempre igual. Ele ressalta que existe
uma abstragdo que retira caracteristicas dos seres (a abstragcdo empirica) e uma
abstracao retira informacdes das agdes do sujeito (a abstragdo flexionante). E a
TCM explica o funcionamento da abstracdo em ambito cerebral, isto €, explicando
como o cérebro processa informacdo para construir o conceito abstrato. A partir
dessa segunda parte do trabalho, passaremos a refletir sobre a algebra a luz desse
debate e apelando a autores modernos que amplificam essas contribuicdes,
sobretudo as de Piaget.

Este capitulo tem, pois, como objetivo estabelecer as bases tedricas
necessarias para compreender como se desenvolve o pensamento algébrico e qual
o papel da abstragdo nesse processo. Para isso, buscaremos responder a questdes
fundamentais que orientem uma proposta pedagodgica eficaz para o ensino de
algebra: O que caracteriza o pensamento algébrico? Quais sdo seus componentes
essenciais? Como os processos de abstracao estudados na primeira parte deste
trabalho se manifestam especificamente no desenvolvimento das habilidades
algébricas?

A discussao se estrutura em trés sec¢des principais. Inicialmente, delimitamos
o campo da algebra, explorando suas diferentes concepgdes e estabelecendo uma
definicdo operacional que oriente nossa abordagem pedagdgica. Em seguida,
analisamos as caracteristicas do pensamento algébrico segundo as principais
correntes tedricas da area, com destaque para as contribuicdes de Lins, Kaput e
Radford, autores que ampliam e detalham a compreensdo piagetiana do

pensamento algébrico. Por fim, articulamos essas perspectivas teéricas com os
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processos de abstracdo apresentados anteriormente, estabelecendo as conexdes
necessarias entre teoria cognitiva e pratica educativa.

Esta fundamentacéo tedrica € essencial para a proposta pedagdgica que sera
desenvolvida nos capitulos subsequentes, pois oferece os critérios conceituais que
nos permitirdo avaliar e estruturar situagbes de aprendizagem verdadeiramente

promotoras do desenvolvimento algébrico dos estudantes.

5.2 Do que trata a algebra.

Vamos iniciar esta seg¢ao definindo o que é algebra. Aqui um problema se
coloca, pois a algebra constitui-se um dos campos mais abrangentes da
matematica. Por isso, ndo tentaremos resolver o problema da definicdo da algebra
neste trabalho, mas apontaremos as correntes existentes e indicaremos aquela que
nos parece mais adequada.

Existem alguns caminhos possiveis para entender do que trata a algebra.
Etimologicamente, o termo “algebra” vem de “al-jabr’ que significa restauragéo, no
sentido de restaurar o que falta para resolver equacdes. O termo “al-jabr” vem dos
trabalhos do matematico arabe Al-Khwarizmi. Isso coloca a equagdo como objeto
proprio da algebra. Dito de outra forma, uma possivel definigdo para a algebra é a
de que a algebra é a parte da matematica que estuda os métodos de resolugéo de
equacgdes e inequacodes. De fato, historicamente falando, o estudo de resolugéo de
equagdes foi o centro da algebra dos babilénios, dos gregos e dos arabes até a era
moderna, quando aconteceu a demonstracdo do Teorema de Abel-Ruffini no século
XIX, que nao existe método de resolugao de equagdes polinomiais de grau maior do

que quatro. Segundo Ponte, Branco e Matos:

O estudo das equagdes algébricas esgota-se com a demonstragao do
Teorema Fundamental da Algebra e com a demonstragéo de que nao
existem métodos algébricos gerais para a resolugao de equacodes de
grau superior ao 4.°. A partir dessa altura, a atencdo dos matematicos
volta-se cada vez mais para o estudo de equagdes n&o algébricas, ou
seja, para o estudo de equagbes diferenciais, tanto ordinarias como
com derivadas parciais e para o estudo de equagdes envolvendo
objetos matematicos como fungdes. Outros matematicos dedicam-se
a partir dai ao estudo de estruturas abstractas como grupo, espacgo
vectorial, anel e corpo, temas que passam a constituir o nucleo
central da “Algebra moderna”. (PONTE, BRANCO, MATOS, 2009, p.
7)
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Portanto, para a algebra posterior ao século XIX, ndo basta dizer que a algebra € a
parte da matematica que estuda equacbes, mas € necessario encontrar outra
definigéo.

Outra possibilidade é entender a algebra como aritmética generalizada. Esta
definicdo é mais abrangente do que a anterior. Enquanto a aritmética estuda as
relagbes e propriedades dos numeros inteiros, a algebra estuda as estruturas a
partir da aritmética. Nesse sentido, polinbmios podem ser vistos como uma
generalizagdo dos numeros, neste caso o numero € um polinbmio de grau zero. Do
polinbmio podemos passar a fungao polinomial e da fungao polinomial podemos
passar a nogdo de fungdo em geral. E possivel progredir de abstracdo em
abstracdo, até alcancar os conceitos de estrutura que incluem anéis e corpos e 0s
demais temas estudados no Ensino Superior.

Existe uma terceira possibilidade de encarar a matematica apenas como um
aspecto da linguagem em geral ou como um mero texto e com a algebra nao seria
diferente. No entanto, o estudo de Almeida (2023, p 16), analisa o cérebro de
matematicos em diversas situagdes e concluiu que a area cerebral que se ativa
quando o matematico usa elementos da linguagem ¢é diferente das areas ativadas
quando o matematico resolve um problema de matematica. Entdo, ao menos
cerebralmente, a matematica ndo € um mero aspecto da matematica.

Existem ainda outras concepcdes possiveis para a algebra. E notavel, por
exemplo, o trabalho de Lima e Neto (2023) que identifica mais de vinte concepgodes
de algebra diferentes em autores variados.

Por fim, segundo a linha aristotélica, que tomamos neste trabalho, temos que
a matematica € uma potencialidade presente nos seres que sdo atualizados via
abstracdo. Isto significa que a algebra € uma construcdo por abstracdo dos
numeros. Portanto, optamos por entender a algebra como aritmética generalizada

para este trabalho.

5.3 Sobre o pensamento algébrico.

A linguagem algébrica é a forma de comunicar ideias algébricas entre os
individuos.
Como a linguagem algébrica serve para comunicar o pensamento algébrico,

convém analisar 0 que € e quais sdo os tipos e niveis desse pensamento. Essa
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analise nao sera simples, pois a propria algebra ndo € um termo univoco, como visto
acima. Por isso vamos explorar trés tedricos, a saber: Rdbmulo Campos Lins, James
J. Kaput e Luis Radford.

Segundo Lins (1994, p. 29) o pensamento algébrico acontece quando o
estudante atribui significado aos objetos algébricos, por exemplo, ele resolve uma
equacao atribuindo sentido a cada passo, ao invés de simplesmente repetir os
passos segundo um modelo dado pelo professor.

Para o autor, o pensamento algébrico tem trés caracteristicas: “(i) pensar
aritmeticamente; (ii) pensar internamente; e, (iii) pensar analiticamente”. Nas

palavras do mesmo, lemos:

Pensar aritmeticamente significa que os objetos com que estou
lidando sado exclusivamente numeros, operagbes aritméticas e,
acrescento aqui, uma relagdo de igualdade. Pensar internamente
significa que as propriedades destes objetos que sustentam o que
fago com eles, isto &, que sustentam a légica das operagbes num
sentido mais amplo, ndo fazem referéncia a nada fora do dominio
destes objetos. Por exemplo, se estou tratando de numeros naturais,
nenhuma referéncia é feita a colegdes de pedrinhas nem a cubinhos
de madeira, sobre os quais € possivel sustentar que a multiplicagao
de numeros naturais € comutativa, mas tampouco ha referéncia a
ontologias "abstratas" dos numeros naturais, como seria o caso dos
axiomas de Peano. Pensar internamente implica que nimero é um
objeto simbdlico, no sentido preciso de que s6 tem propriedades em
relacdo as operagbes (aritméticas). (cf Klein, 1968) Pensar
analiticamente, por fim, significa que nimeros genéricos sao tratados
exatamente como se fossem especificos, "incognitas" sédo tratadas
exatamente como se fossem "dados";(1994, p. 29)

Na citagao de Lins, vemos que o pensar internamente nao exige referéncia a
nada fora da algebra, o que nao significa que, do ponto de vista pedagdgico, seja
interessante fazer referéncia a objetos reais. Considere o seguinte exemplo, seja x 0
volume de um copo. O volume de dois copos iguais ao primeiro € 2x e o de trés
copos é 3x. Podemos interpretar a expressdo 2x+3x=5x como o volume de dois
copos mais o volume de trés copos € igual ao volume de 5 copos. Segundo a
citacdo de Lins, o pensamento algébrico ndo exige referéncia a copos ou qualquer
outro elemento do mundo real, mas apenas aos elementos matematicos na
expressao, ainda que a referéncia aos copos seja didaticamente interessante.
Assim, vemos que o trabalho de Lins é tentar caracterizar o essencial do
pensamento algébrico maduro.

Outro pensador importante sobre o tema do ensino de algebra € James
Kaput, que concorda com Lins sobre o pensamento algébrico ser uma acéo do

sujeito, mas acrescenta que o pensamento algébrico se diferencia de outros
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pensamentos matematicos pela presenca maior do elemento da generalizagdo. A
classificagdo de Kaput busca explicitar todos os elementos presentes no
pensamento algébrico (e n&o apenas seus elementos essenciais). A dita
classificagado € a seguinte: dois aspectos principais (a generalizagdo e capacidade
de manipulacdo simbodlica) dao origem a trés vertentes na forma de pensar, a
“aritmética generalizada ou pensamento quantitativo”, o “pensamento funcional” e a

“‘modelagao”. Segundo Branco e Matos:

“Kaput identifica, em 1999, cinco facetas do pensamento algébrico,
estreitamente relacionadas entre si: (i) a generalizagdo e
formalizacdo de padrbes e restricbes; (i) a manipulagdo de
formalismos guiada sintacticamente; (ii) o estudo de estruturas
abstractas; (iv) o estudo de fungbes, relagbes e de variagado conjunta
de duas variaveis; e (v) a utilizacdo de multiplas linguagens na
modelagcdo matematica e no controlo de fendmenos. Num texto mais
recente, de 2008, Kaput refere de novo estes cinco aspectos,
integrando os dois primeiros (simbolismo e generalizagdo), que
designa como ‘aspectos nucleares’ (core aspects) da Algebra, e
considerando os trés ultimos como ‘ramos’ (strands) deste dominio
com expressdo na Matematica escolar.” (BRANCO, MATOS, 2009, p.
7)

Assim, para Kaput, aritmética generalizada inclui explorar e relagbes de

numeros inteiros, propriedades das operagdes com numeros inteiros, explorar a
igualdade como expressdo de uma relagdo entre quantidade, tratar o numero
algebricamente*’ e resolver expressées numéricas com nimero desconhecido.

O pensamento funcional inclui simbolizar quantidades e operar com
expressdes simbdlicas, representar dados graficamente, descobrir relagdes
funcionais, prever resultados desconhecidos usando dados conhecidos e identificar
e descrever padrdes numéricos e geometricos.

42

Por fim, temos o entendimento de Kaput sobre a questdo da modelacao

explicado por Almeida:

“Para Kaput (2008), modelar é utilizar o aspecto sintatico da algebra
para representar diversas situagdes, desde as essencialmente
aritméticas, como problemas simples, como as ditas essencialmente
algébricas, como as relagdes funcionais. Além disso, essa vertente
do pensamento algébrico esta, sobretudo, entrelacada com as outras
duas vertentes, uma vez que ela é utilizada para representar, muitas
vezes, as acgOes realizadas nessas vertentes.” (ALMEIDA, 2016, p.73)

#! Tratar o niUmero algebricamente significa esquecer a quantidade propriamente dita e olha-lo sob
aspecto das propriedades dos algarismos, como se faz no caso dos critérios de divisibilidade. Por
exemplo, para saber se o numero € multiplo de 10 pode-se ignorar a quantidade e basta procurar o 0
na casa das unidades.

42 Ainda que Kaput coloque a modelagdo como elemento essencial da algebra, cabe ressaltar que a
modelacdo esta presente em toda a matematica, por exemplo, existe a modelagem geométrica.
Nesse sentido, é correto afirmar que que a modelagem € um elemento essencial mas nao exclusivo
da algebra.
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Assim, conforme Lins e Kaput, o dominio da linguagem algébrica ndo é causa
necessaria nem causa suficiente para afirmar a presenga do pensamento algébrico.
Pois, & possivel existir dominio da linguagem algébrica sem o respectivo
pensamento algébrico (quando o aluno resolve uma equagado apenas seguindo o
modelo) e pode haver pensamento algébrico sem uso da linguagem algébrica
(quando o aluno esta pensando algebricamente, mas utiliza a linguagem gestual ou
a linguagem corrente para se expressar).

Retomando o que foi dito, Lins tenta caracterizar o pensamento algébrico,
enquanto Kaput descreve detalhadamente os elementos do pensamento algébrico.
Contudo, para compreender o uso da linguagem algébrica, € necessario conhecer o
trabalho de Radford, pois seu interesse vai além das ja importantes contribui¢cdes
advindas dos trabalhos supracitados. Radford, em suas pesquisas, sugere a
introducédo de graus de pensamento algébrico associados a linguagem usada para
resolver os problemas algébricos. O trabalho de Radford se debruga de um modo
especial sobre a capacidade de generalizagdo em sequéncias numericas.

Para explicar a teoria de Radford, tomemos um exemplo. Seja (Sn) a
sequéncia dos numeros impares. Assim, 51 =1, 52 = 3, 53 = 5 e imaginemos que o
aluno deve encontrar o 518. No estagio do pensamento factual o aluno percebe

como o padrao varia, mas ainda esta muito apegado aos casos particulares, assim,
a variavel esta implicita. Se o aluno resolver o problema apenas somando 2
unidades até encontrar o 18° termo da sequéncia (ainda que ele organize os dados
em uma tabela) ele ainda estda em um pensamento aritmético.

Para que seja considerado um pensamento algébrico, ele precisa realizar a
operagao 2x18-1=35. O que qualifica o estagio do pensamento factual é a
linguagem sem referéncia a incognita. Nesse estagio, o aluno usa termos como
“‘esse numero”, “aquele ali” “faz assim” e assim por diante. O pensamento esta
associado as agoes realizadas, por isso Radford fala em “formula-em-agéo”. *

No caso do pensamento contextual o aluno percebe o padrao e € capaz de
generalizar, mas se expressa em termos da lingua vernacula, ele descreve as agoes
que precisa fazer para descobrir diretamente o centésimo termo. Neste caso ele ja

fala em “termo qualquer”, “termo n” e “duas vezes o numero do termo menos 1”.

# Aqui vale lembrar o que Piaget fala sobre a abstracao reflexionante: que ela é uma abstragao sobre
as agdes do sujeito. Essa abstragédo sobre as agbes € 0 que permite a entrada no préximo estagio.
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Neste estagio, o aluno ndo escreve em linguagem simbdlica, mas domina o
pensamento algébrico.

Finalmente, no estagio de pensamento algébrico padrdo o estudante
consegue escrever em uma expressao algébrica que representa o termo geral da

sequéncia (Tn= 2n — 1) e consegue encontrar solugdo com essa expressao

algébrica. Ou seja, ele domina a gramatica algébrica.
Em suma, o processo de desenvolvimento da linguagem algébrica segue a
seguinte logica:
a. Pensamento factual: sem referéncia a incognita.
b. Pensamento contextual: referéncia a incognica em linguagem
vernacula.
c. Pensamento algébrico padrao: dominio formal da linguagem algébrica.
A seguir, apresentamos um quadro que resume as diferentes contribuicées

para entender o pensamento algébrico, conforme os autores estudados.

Quadro 6: Diferentes visbes do pensamento algébrico

Autor

Principais Caracteristicas do Pensamento Algébrico

Destaques e Exemplos

Lins

- Pensar aritmeticamente (refere-se a linguagem: usa apenas:
numeros, letras, operagdes, igualdade)

- Pensar internamente (propriedades e légica préoprias, sem
referéncia externa)

- Pensar analiticamente (tratar niUmeros genéricos como

Enfase na autonomia
dos objetos algébricos
e na ldgica interna da
algebra

especificos, incognitas como dados)

- Aritmética generalizada:
a) explorar propriedades e
inteiros,
b) propriedades das operagbes com numeros inteiros,
c) explorar a igualdade como expressao de uma
relagao entre quantidade,
d) tratar o nUmero algebricamente e
e) resolver expressdées numéricas com
desconhecido.

relagbes de numeros

namero | _
Enfase no pensamento

algébrico em si.
Diferencia os
elementos de cada
parte do pensamento
algébrico.

- Pensamento funcional:

a) simbolizar quantidades e operar com expressdes
simbdlicas,

b) representar dados graficamente,

c) descobrir relagdes funcionais,

d) prever resultados desconhecidos usando dados
conhecidos e

e) identificar
geomeétricos.

Kaput

e descrever padrdes numéricos e

- Modelacao: utilizar o aspecto sintatico da algebra para
representar diversas situacgoes.
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- Grau factual: padrao percebido, mas dependente de casos Enfase no

particulares (variavel implicita) desenvolvimento do

- Grau contextual: generalizagdo expressa em linguagem dominio da linguagem
Radford . S o

natural (abstragéo inicial) algébrica.

- Grau padrao: generalizagao simbdlica, expressao algébrica Enfase na capacidade

madura de generalizagéo.

Apods estudarmos as contribuicbes de Kaput, Lins e Radford podemos fazer
uma sintese do que é o pensamento algébrico. O dito pensamento algébrico tem
dois aspectos nucleares: a generalizagdo e a manipulagéo algébrica (Kaput). Ambos
os aspetos sdo conquistados de modo progressivo a partir do conhecimento dos
nuameros e da linguagem (Radford) e podemos dizer que o pensamento algébrico
esta plenamente dominado quando o sujeito € capaz de pensar algebricamente sem

qualquer referéncia aos conhecimentos ndo-algébricos (Lins).

5.4 Resumo

Neste capitulo, autores mais modernos amplificam as contribuigdes,
sobretudo de Piaget sobre abstragdo ao inseri-las no debate sobre pensamento
algébrico. Usinski (2003) estuda a fungao do simbolo na algebra. Lins destaca que o
pensamento algébrico é, sobretudo, interno, isto &, ndo precisa fazer referéncia ao
mundo externo. Kaput destaca a importancia do pensamento de matematica
generalizada, do pensamento funcional e da modelacdo. Radford estuda o
desenvolvimento da linguagem algébrica, destacando que primeiro o estudante
gesticula seu pensamento, depois usa a linguagem comum e por fim escreve em
linguagem formal. Os autores citados acima concordam que a algebra é uma criagao
humana e o pensamento algébrico pode estar presente sem simbolismo e é possivel
ter simbolismo sem pensamento algébrico. Por fim, eles concordam que o
pensamento algébrico deve ter um elemento de generalizagédo e um elemento de

dominio simbdlico.
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6. ASPECTOS LEGAIS RELATIVOS AO ENSINO DA ALGEBRA

6.1 Introdugéo

O ensino da algebra na educacao basica brasileira tem sido objeto de
constantes debates e reformulagdes curriculares, especialmente no que se refere ao
desenvolvimento do pensamento abstrato nos estudantes. Este capitulo tem como
objetivo analisar os aspectos legais que norteiam o ensino da algebra no Brasil, com
foco particular no desenvolvimento da capacidade de abstragdo matematica.
Examinaremos os principais documentos normativos da educacgdo nacional - os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) - buscando identificar as diretrizes, orientagdes e pressupostos tedricos que
fundamentam o trabalho com conceitos algébricos na educacéao basica.

Cabe destacar, desde o inicio, uma limitacdo identificada nos documentos
analisados: embora reconhegcam a importancia da abstracdo no ensino matematico,
eles ndo apresentam teorias consolidadas ou explicagbes detalhadas sobre como
esse processo ocorre, oferecendo apenas orientagdes metodoldgicas sem uma

fundamentacéo tedrica robusta que justifique as escolhas pedagogicas propostas.

6.2 As leis e diretrizes

Werner Jaeger em seu importante Paideia (2003) traz robustez a ideia de que
a educagao € um subproduto da civilizagdo, ou seja, a educagéo é um reflexo das
relagdes sociais e valores de um determinado povo em determinada época. Assim, a
educacao é mais do que um conjunto de ideias produzida por pedagogos, mas é o
que um povo faz. Soma-se a isso a origem etimoldgica da palavra educagao, que
vem do latim (ex ducere) e significa “trazer para fora”. indicando que a educagéao tem
como fungao principal tirar a crianga do seu mundo egocéntrico e apresentar a ela o
mundo exterior, seja ele geografico, histérico-social, natural, espiritual ou 0 mundo
do conhecimento em geral. Segundo a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao

Nacional, que praticamente copia o Artigo 205 da Constituicdo Federal de 1988:

A educacéo, dever da familia e do Estado, inspirada nos principios
de liberdade e nos ideais de solidariedade humana, tem por
finalidade o pleno desenvolvimento do educando, seu preparo para o
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exercicio da cidadania e sua qualificacdo para o trabalho. (Brasil,
1996, p. 8)

Ou seja, a legislacdo brasileira acrescenta duas fungdes a educacgao: o
“trazer para fora” aparece como “pleno desenvolvimento do educando” e acrescido a
preparacao para o mundo do trabalho e para o exercicio da cidadania.

Neste sentido, a educacao matematica € de suma importancia, pois contribui
diretamente para a concretizagao dos trés objetivos listados acima. Concordam com

isso os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) quando afirmam que:

‘A Matematica caracteriza-se como uma forma de compreender e
atuar no mundo e o conhecimento gerado nessa area do saber como
um fruto da construgdo humana na sua interagdo constante com o
contexto natural, social e cultural. [...] Em contrapartida, ndao se deve
perder de vista os caracteres especulativo, estético e néo
imediatamente pragmético do conhecimento matematico sem os
quais se perde parte de sua natureza.” (Brasil, 1998, p.24)

Igualmente, também a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) vai ao

encontro dessas ideias quando afirma que:

“O conhecimento matematico é necessario para todos os alunos da
Educagéo Basica, seja por sua grande aplicagdo na sociedade
contemporénea, seja pelas suas potencialidades na formagao de
cidadaos criticos, cientes de suas responsabilidades sociais.” (Brasil,
2018, p. 265)

Nao somente o conhecimento matematico atua no pleno desenvolvimento,
mas a capacidade de abstracdo desenvolvida pela matematica durante as aulas de
algebra contribui para o desenvolvimento global do estudante. Por exemplo, a
abstracao contribui para pensar de modo logico, organizado, a criar estratégias e
pensar antes de agir. O desenvolvimento dessas caracteristicas tém implicagdes
diretas no pleno desenvolvimento do educando, em seu exercicio da cidadania e em
sua preparacao para o mundo do trabalho. Podemos acrescentar também que o
exercicio da cidadania se beneficia com o conhecimento desenvolvido pela algebra.
Por exemplo, ao entender a relagdo entre certas grandezas e ao desenvolver a
capacidade de lidar com tabelas e graficos. Além disso, saber calcular do valor
numeérico através de uma formula e a habilidade de modelar problemas em forma
de equacdes polinomiais e depois resolvé-las também sao habilidades importantes
para o mundo do trabalho, a depender da profissdo escolhida pelo estudante.

De modo mais geral, a BNCC define oito habilidades gerais para o ensino da

matematica no Ensino Fundamental. Cabe destacar aqui a segunda habilidade:
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“‘Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de investigagdo e a capacidade de
produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matematicos
para compreender e atuar no mundo.” (Brasil, 2018, p. 267). Isso porque tal
habilidade esta intimamente ligada ao dominio da linguagem algébrica, dado que, a
ela é semelhante a linguagem da légica simbdlica. Compreendendo a primeira,
compreende-se a segunda. Inclusive, existe uma relagdo direta entre a logica
proposicional e a algebra dos conjuntos.

Sendo mais especifico e focando no ensino da algebra, a BNCC afirma que:

A unidade tematica Algebra, por sua vez, tem como finalidade o
desenvolvimento de um tipo especial de pensamento — pensamento
algébrico — que é essencial para utilizar modelos matematicos na
compreensao, representagdo e analise de relagbes quantitativas de
grandezas e, também, de situagdes e estruturas matematicas,
fazendo uso de letras e outros simbolos (Brasil, 2018, p. 270)

Para alcangar esses objetivos

“é necessario que os alunos identifiquem regularidades e padrdes de
sequéncias numéricas e nao numéricas, estabelecam leis
matematicas que expressem a relagdo de interdependéncia entre
grandezas em diferentes contextos, bem como criar, interpretar e
transitar entre as diversas representacdes graficas e simbdlicas, para
resolver problemas por meio de equagdes e inequagdes, com
compreensdo dos procedimentos utilizados.”(Brasil, 2018, p. 270)

E ainda:

Nessa fase [0s anos finais do Ensino Fundamental], os alunos devem
compreender os diferentes significados das variaveis numéricas em
uma expressao, estabelecer uma generalizagdo de uma propriedade,
investigar a regularidade de uma sequéncia numérica, indicar um
valor desconhecido em uma sentenga algébrica e estabelecer a
variagdo entre duas grandezas. E necessario, portanto, que os alunos
estabelecam conexdes entre variavel e fungcédo e entre incégnita e
equagao. As técnicas de resolugao de equagdes e inequagdes,
inclusive no plano cartesiano, devem ser desenvolvidas como uma
maneira de representar e resolver determinados tipos de problema, e
ndo como objetos de estudo em si mesmos.(Brasil, 2018, p. 270-271)

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) nado comentam sobre como se da a abstragao, mas € no ensino
da algebra que ela ganha destaque. O PCN da matematica reconhece que a
matematica tem construg¢des abstratas e que a algebra é o lugar mais favoravel para
desenvolver a abstracdo. A BNCC traz um pequeno avango nesse sentido. Ela
também reconhece o papel da abstracdo na matematica e que a algebra é a

unidade por exceléncia da abstracdo e acrescenta que “Para favorecer essa
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abstracio, € importante que os alunos reelaborem os problemas propostos apds os
terem resolvido.” (p. 299).

Na Matematica escolar, o processo de aprender uma nogao em um
contexto, abstrair e depois aplica-la em outro contexto envolve
capacidades essenciais, como formular, empregar, interpretar e
avaliar — criar, enfim —, e ndo somente a resolugdo de enunciados
tipicos que sdo, muitas vezes, meros exercicios e apenas simulam
alguma aprendizagem. Assim, algumas das habilidades formuladas
comegam por: “resolver e elaborar problemas envolvendo...”. Nessa
enunciagao esta implicito que se pretende nao apenas a resolugao do
problema, mas também que os alunos reflitam e questionem o que
ocorreria se algum dado do problema fosse alterado ou se alguma
condicao fosse acrescida ou retirada. Nessa perspectiva, pretende-se
que os alunos também formulem problemas em outros contextos.
(Brasil, 2018, p. 299)

Esse paragrafo pressupdem o entendimento de que a abstragdo se
fundamenta na capacidade de perguntar “e se?” Sendo assim, o paragrafo esta
usando implicitamente o conceito de abstracado reflexionante, além de também
implicitamente indicar a importancia da imaginacdo no processo. Isso porque a
abstracao reflexionante € aquela que abstrai a partir das a¢des do sujeito. No caso
em questdo, o sujeito imagina novos cenarios a partir de um problema inicial e
abstrai a partir do que ha de comum desses cenarios imaginados.

Outro avango que a BNCC traz para o ensino de algebra esta alinhado ao
movimento Early Algebra (que significa Algebra Precoce). Esse movimento, do qual
o préprio Kaput € um dos defensores, propde que alguns elementos de pensamento
algébrico podem ser ensinados desde as séries iniciais, tais como identificagdo de
padrdes em sequéncias, generalizacdo de relacbes numéricas, trabalho com
variaveis de forma intuitiva, resolugdo de problemas que envolvem incégnitas e
exploracdo de regularidades matematicas. Segundo este movimento, ndo é
necessario esperar até o sétimo ano do Ensino Fundamental para iniciar o estudo de
elementos de algebra.

Contudo, um problema surge quando analisamos especificamente as
habilidades e competéncias da BNCC no que diz respeito ao tema da algebra. Ao
contrario do que propde Kaput, ela ndo aborda o pensamento de aritmética
generalizada. Podemos perceber isso analisando as habilidades da BNCC
associadas a algebra:

(EFO7MAO06) Reconhecer que as resolu¢des de um grupo de problemas que tém a

mesma estrutura podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.
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(EFO7MAOQ7) Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para
resolver um grupo de problemas.

(EFO7MA13) Compreender a ideia de variavel, representada por letra ou simbolo,
para expressar relagao entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita.
(EFO7MA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades
encontradas em sequéncias numeéricas.

(EFO7MA16) Reconhecer se duas expressdes algébricas obtidas para descrever a
regularidade de uma mesma sequéncia numérica sao ou nao equivalentes.
(EFO7MA18) Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por
equagdes polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo uso das
propriedades da igualdade.

Podemos aqui observar que quando comparamos essas habilidades com as
habilidades que Kaput apresenta como sendo essenciais para consolidar o
pensamento algébrico, percebemos que a BNCC aborda o pensamento funcional* e
a modelacgio, esquecendo-se do pensamento de aritmética generalizada*®. Poderia
ser que a BNCC abordasse esse tema nos anos anteriores ao sétimo ano do Ensino
Fundamental ou nos anos seguintes, mas basta ler o documento da BNCC para
perceber que isso ndo ocorre. Portanto, nossa sequéncia pedagdgica nao estara
inteiramente baseada na BNCC, para que ela possa abordar plenamente o
pensamento algébrico. Mas isso nao implica algum tipo de ilegalidade de nossa
parte, visto que a BNCC é uma base e ndo um teto, o que significa dizer que a base
permite abordar conteudos que ela nao prevé, desde que nido se deixe de abordar

os conteudos e habilidades que ela prevé.

6.3 Resumo
A analise dos aspectos legais relativos ao ensino da algebra no Brasil revela
um cenario de importantes avangos conceituais, mas também de lacunas tedricas

significativas que merecem atencgéo especial.

4 O pensamento funcional inclui simbolizar quantidades e operar com expressdes simbolicas,
representar dados graficamente, descobrir relagdes funcionais, prever resultados desconhecidos
usando dados conhecidos e identificar e descrever padrées numéricos e geométricos.

4 A aritmética generalizada inclui explorar as relagbes entre numeros inteiros, propriedades das
operagdes com numeros inteiros, explorar a igualdade como expressdao de uma relagdo entre
quantidade, tratar o numero algebricamente e resolver expressées numéricas com numero
desconhecido.
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Os documentos normativos brasileiros - PCN e BNCC - demonstram uma
compreensao clara da importancia da algebra para a formagéo integral dos
estudantes, reconhecendo sua contribuicdo ndo apenas para o desenvolvimento
técnico-matematico, mas também para a formacéo cidadad e preparagao para o
mundo do trabalho.

Um avango significativo identificado na BNCC refere-se a incorporagao dos
principios do movimento Early Algebra, que propde a introdugdo de elementos do
pensamento algébrico desde os anos iniciais do ensino fundamental.

Contudo, a principal limitagao identificada nos documentos analisados reside
na auséncia de fundamentacido tedrica sdélida sobre os processos de abstracdo
matematica. Embora a legislagdo reconheca a centralidade da abstragdo no ensino
algébrico, ndo sao apresentadas teorias consolidadas que explicam como esses
processos cognitivos ocorrem ou que orientem de forma consistente as praticas
pedagogicas. Isso implica que elementos fundamentais do pensamento algébrico
ficaram excluidos da BNCC. Visto que a BNCC ¢é usada como guia principal da
producao de livros didaticos, pode ocorrer que muitos livros falhem em abordar o

pensamento algébrico de modo pleno.
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7. ESTRUTURANDO A PESQUISA

7.1 Introducgéo

ApOs o percurso tedrico realizado nos capitulos anteriores, no qual
exploramos as dimensdes filosoficas, psicologicas e pedagdgicas da abstragdo
matematica - desde as contribui¢des aristotélicas sobre a formagao de conceitos até
as investigagcbdes contemporaneas da Teoria Cognitiva da Matematica e os insights
piagetianos sobre o desenvolvimento do pensamento Idgico-matematico -,
chegamos ao momento de materializar esses conhecimentos em uma proposta
pratica de investigacéo.

Os capitulos de 1 a 4 tratam do tema da abstragao sob multiplos aspectos. O
capitulo 5 aplica o conteudo desenvolvido nos capitulos anteriores ao tema da
educacdo em geral e do ensino da algebra. O capitulo 6 aborda o ensino da algebra
do ponto de vista dos documentos norteadores. Ja este capitulo marca a transicéo
entre a fundamentacao tedrica e a aplicagdo empirica, constituindo-se como o elo
que conecta as reflexdes conceituais sobre o processo de abstragdo com a
realidade concreta da sala de aula. Aqui, ndo apenas delineamos os contornos
metodolégicos de nossa pesquisa, mas também estabelecemos como os
constructos tedricos estudados se traduzem em estratégias pedagdgicas
observaveis.

A questdo central que nos orienta - compreender como se desenvolve a
capacidade de abstracdo no desenvolvimento cognitivo dos jovens e como isso
impacta os processos de ensino-aprendizagem de algebra - exige uma abordagem
metodologica que permita capturar tanto os momentos de transigdo do pensamento
aritmético para o algébrico quanto os elementos que favorecem ou dificultam essa
passagem. Para isso, estruturamos uma investigacdo que privilegia a observagao
direta dos processos de aprendizagem em contexto natural, utilizando a metodologia
de resolucao de problemas como ferramenta tanto pedagdgica quanto investigativa.

A escolha por uma proposta pedagogica de quatro aulas reflete nossa
compreensao de que a abstragéo algébrica ndo se desenvolve de forma subita, mas
através de um processo gradual de construgdo de significados. Cada aula foi

pensada para proporcionar diferentes oportunidades de manifestacdo do
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pensamento algébrico: desde as primeiras aproximagdes com a linguagem simbdlica
até o desenvolvimento de capacidades de generalizagdo e modelacdo matematica.
Neste capitulo, apresentamos ndo apenas os procedimentos metodoldgicos e
a estrutura da proposta pedagdgica, mas também explicitamos brevemente as
conexdes entre nossa pratica investigativa e o referencial tedrico construido. Dessa
forma, evidenciamos como questdes fundamentais sobre a natureza da abstracéo
matematica - discutidas anteriormente de forma tedrica - podem ser investigadas

empiricamente no contexto escolar.

7.2 Caracterizagdo da escola

A proposta pedagdgica, que se encontra nos anexos, sera aplicada na EMEB
Joao de Barro, INEP 43146457, localizada na rua Trajano Proenga de Abreu, 134 no
bairro Nova Sapucaia em Sapucaia do Sul. A escola conta com aproximadamente
600 estudantes, sendo 221 nos anos finais, 94 na educacéo infantil e 274 nos anos
iniciais até o momento da entrega deste trabalho. A escola conta com 15 salas de
aula, Laboratério de Informatica (Labln), Laboratério de Aprendizagem (LA),
Atendimento Educacional Especializado (AEE), sala dos auxiliares de disciplina, sala
dos professores, além dos espacos administrativos, sala da direcédo, secretaria, e
sala do SOE (Supervisdao e Orientagao Escolar). Vale destacar que o IDEB da
escola € um dos maiores do municipio, ainda que nio se trate do bairro mais rico
da cidade.

O bairro é antigo dentro do municipio e, segundo alguns moradores, geragdes
de familias permanecem no bairro. Isso permitiu que pequenos negdcios
prosperassem e ficassem maiores, o que nao significa que a populagao do bairro
seja de classe alta, mas que esta em ascenséo, inclusive (dizem alguns moradores)
que a violéncia tem diminuido nos ultimos anos. Da mesma maneira, a associagcao
de moradores do bairro se tornou uma entidade forte dentro do municipio.

A proposta didatica ocorreu na primeira quinzena de agosto de 2025 em uma
turma de sétimo ano (7B) com 28 alunos, dos quais, trés sdo atendidos pelo AEE
(Atendimento Educacional Especializado). Desses trés, um conseguem acompanhar
o0 andamento da turma e dois precisam de atividades adaptadas e poucas vezes

permanecem na sala o tempo todo, por isso ndo participaram da pesquisa. E
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importante salientar que a turma escolhida ndo teve contato com nenhum conteudo

explicitamente algébrico no ano de 2025.

7.3 A proposta pedagodgica: objetivos

Estamos interessados em desenvolver elementos de pensamento algébrico
em uma turma de sétimo ano na EMEB Joao de Barro de Sapucaia do Sul. Esses
elementos sdo a capacidade de dar sentido a escrita algébrica e a capacidade de
generalizacao a fim de preparar o aluno para as habilidades algébricas superiores.
Dessa forma, tal proposta didatica tem carater propedéutico. Isto significa que néo é
0 objetivo neste momento estudar métodos de resolugcdo de equagdes, calcular o
valor numérico de uma expressao algébrica nem em como operar com simbolos.
Estamos interessados em desenvolver elementos do pensamento do tipo “aritmética
generalizada™® e elementos do pensamento funcional*’. Para isso usaremos todo o
cabedal tedrico desenvolvido até aqui com énfase ao apresentado por Kaput.

Para desenvolver o pensamento algébrico de tipo aritmética generalizada
escolhemos uma série de problemas de criptaritmética e problemas numeéricos.
Neste caso, cada problema podera ser resolvido com um pensamento aritmético ou
com pensamento algébrico. Se o problema for resolvido com procedimentos
meramente aritméticos, o professor mostrard& como resolver com pensamento
algébrico. Ademais, cada problema apresenta perguntas para instigar a capacidade
de generalizagdo e a escrita simbdlica.

Para desenvolver o pensamento funcional usaremos os problemas
associados a como encontrar o termo geral de uma sequéncia. O uso das
sequéncias como motivador para o estudo da algebra se justifica, segundo Cessa
(2009), pois ele da significado aos termos, operagdes e expressdes equivalentes.
Por exemplo, se dois estudantes chegam em formulas diferentes para o enésimo
termo de uma sequéncia, eles podem dar significado ao conceito de expressao

equivalente, pois existem duas formulas capazes de representar o mesmo objeto e,

4 Explorar propriedades e relagbes de numeros inteiros, explorar a igualdade como expressao de
uma relagéo entre quantidade, tratar o nimero algebricamente e resolver expressdes numéricas com
numero desconhecido.

4 Simbolizar quantidades, prever resultados desconhecidos usando dados conhecidos e identificar e
descrever padroes numéricos e geométricos.
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ao efetuar os calculos, uma se transforma na outra. Isso também justifica o
conhecimento das regras de manipulagéo algébrica.

Finalmente, para desenvolver a capacidade de modelacdo, isto é, a
habilidade de transcrever as situagdes reais em linguagem algébrica, em todas as
aulas existem um ou mais problemas onde um dos itens pede que se escreva em
linguagem algébrica. Tais problemas tém um grau de dificuldade crescente. De fato,
as aulas 1 e 2 apresentam situagbes-problema para serem escritas em linguagem
algébrica. Ja nas aulas 3 e 4 sao apresentadas sequéncias geométricas e se pede
que o aluno encontre o padrao de crescimento e escreva uma formula que permita
calcular qualquer termo dessa sequéncia.

A aplicacédo desses problemas sera realizada segundo a metodologia de
resolucao de problemas tal como descrita por Polya. Tal escolha sera justificada no

préximo tépico, bem como sera explicado quais sdo os passos dessa metodologia.

7.4 A metodologia da sequéncia didatica: resolugao de problemas

Para a nossa atividade pedagdgica queremos que a mesma nao apenas
informe o estudante de algum conteudo ou que desenvolva certa habilidade
matematica, mas que dé uma experiéncia real do que é a matematica enquanto algo
praticado por matematicos ou por alguém que se coloque como tal. Mas o que faz
um matematico? O que essa pratica exige de quem pretende se colocar nesse
lugar?

Para entender esse ponto, devemos lembrar que por muito tempo, o ensino
de matematica foi reduzido a aritmética e a algebra (excluindo ou, pelo menos
diminuindo, a importancia da geometria). Mas mesmo o ensino dos conteudos
algébricos ndo se deu de modo completo, mas reduzido ao conhecimento de
métodos de manipulagao simbdlica e de resolugao de equacdes. Por exemplo, para
Elon Lages Lima (1999) o ensino da matematica deve ser estruturado em
conceituacao, manipulacao e aplicagdo. Sobre a manipulagéo, Lima diz:

“A presenca da manipulacdo é tdo marcante em nosso ensino que,
para o publico em geral (e até mesmo para muitos professores e

alunos), € como se a Matematica se resumisse a ela”. (LIMA, 1999, p.
4)
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Acreditamos que isso € a causa de ouvirmos estudantes dizendo que néo
gostam de matematica, mas quando investigamos qual foi a experiéncia que eles
tiveram com relagao a essa disciplina, percebemos que se trata de uma experiéncia
de praticar exercicios repetitivos, que tem o seu lugar, mas nao € o essencial da
matematica, que nao da espaco para a liberdade de criacdo e que perde um dos
elementos mais importantes da matematica que € a satisfagéo e o orgulho pessoal
de uma descoberta original.

Ou seja, para muitos a matematica se resume a resolver equagdes e fazer
calculos, de tal forma que o publico em geral nao sabe que a matematica
constitui-se de um conjunto organizado e sistematico de conhecimentos, que as
afirmagdes matematicas necessitam de prova rigorosa e quais as possiveis
aplicagdes da matematica. A cultura popular acredita que a matematica se resume a
decorar meétodos prontos para obter uma resposta exata. Assim, acreditam que a
matematica ndo € uma area do conhecimento que use a criatividade. Mas essa
imagem se afasta da real pratica do matematico.

Nesse sentido, perguntamos: “0 que faz um matematico?”. Observando a
historia da matematica, podemos encontrar os seguintes tragos permanentes no
fazer matematico:

(i) os matematicos absorvem a cultura matematica anterior;

(i) dominam procedimentos e conceitos;

(iii) a partir da experiéncia matematica anterior ou de um problema real
imediato, colocam e resolvem problemas;

(iv) generalizam solugbes e cruzam com outras areas para criar novos
conceitos;

(v) registram solucbes de modo claro e logico a fim de ser claramente
entendido pelos outros matematicos;

(vi) eventualmente, aplicam suas solucdes a outras areas do conhecimento;

(vii) organizam todo o conhecimento de modo dedutivo;

(vii) eventualmente partem de necessidades de outras areas e desenvolvem
novas ideias.*®

Pode-se argumentar que a matematica dos povos primitivos n&o possui todos

os elementos anteriores. Respondemos a isso dizendo que, mesmo que houvesse

48 Cada um desses pontos pode ser desmembrado em partes menores, como vimos no caso do
pensamento algébrico.
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uma filosofia antes de Sécrates, Sécrates € o pai da filosofia por dar a ela uma
forma que serviu de modelo para os demais. Logo, a filosofia pré-socratica € uma
pré-filosofia. Da mesma forma, também, a matematica anterior ao periodo grego &
uma espécie de pré-matematica. Portanto, ela ndo tem todos os elementos da
pratica da matematica. Associado a essa ideia, vale destacar que era comum na
mesma Grécia se considerar a geometria como matematica e a aritmética do
dia-a-dia como ndo sendo matematica, da mesma maneira como se hoje se
dissesse que a contabilidade n&o é matematica. Isso porque os elementos
essenciais da matematica seriam os conhecimentos encadeados e demonstrados, e
esses nao fazem parte da mera pratica de calculos do dia-a-dia.

Como a proposta pedagdgica sera realizada em quatro aulas, queremos focar
nas habilidades principais, que sado a arte de resolver problemas, generalizar
solugdes e escrever de modo rigoroso a solugdo do problema. Mas isso € 0 que a
metodologia de resolugédo de problemas oferece ao estudante, em grau menor.
Portanto, a metodologia de resolugdo de problemas aproxima o estudante da
realidade do trabalho do matematico.

Mas, se, por um lado, a resolucdo de problemas remete ao fazer do
matematico e € tdo antiga quanto a matematica, a metodologia de resolugdo de
problemas foi organizada por Polya (2006) em 1945. A fim de aproximar essas duas
dimensbes, aqui refletimos sobre a metodologia da resolugdo de problemas
primeiramente pensando sobre o que € um problema matematico. Seguindo a linha
de Onuchic e Allevato (2011, p. 81), um problema é uma situagdo ou pergunta para
a qual ndo existe resposta, técnica ou método conhecido para chegar na solugao.
Nesse sentido, o problema é definido na sua relagdo com o sujeito, ou seja, o
problema sé € um problema para o sujeito que ndo sabe ainda como resolvé-lo.

Agora, olhando para a metodologia, podemos dizer que Polya divide sua
proposta em cinco etapas: familiarizacdo, aperfeicoamento da compreensao,
procurar uma ideia proveitosa, execucao do plano e retrospecto.

A familiarizacdo consiste em entender o problema. Nessa etapa espera-se
que o estudante leia o problema, consiga visualiza-lo como um todo e saiba qual é a
pergunta especifica, isto €, qual é objetivo que se quer chegar. Isso garante que as
informacgdes relevantes sejam destacadas e as irrelevantes descartadas.

Na etapa de aperfeicoamento da compreensao, o estudante deve voltar ao

enunciado, destacar claramente as hipoteses e a solugdo que se quer chegar,
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dividindo o problema em partes. Cada parte tem o seu objetivo especifico que, junto
com os demais, serve para alcancgar a solugao.

Na etapa de procurar uma ideia proveitosa, o estudante deve buscar em seus
conhecimentos anteriores alguma ideia que se aproxime do problema em questéo,
por exemplo, a solugcdo de um problema semelhante ja conhecido. Basta que a
solugédo ajude a resolver uma das partes do problema. Cada ideia proveitosa deve
ter a forma de um plano de agao.

A quarta etapa € a execucgao do plano. Nesta etapa, o estudante deve testar a
ideia proveitosa da etapa anterior. Sugere-se que o estudante execute cada passo
com atencao, tendo certeza da plena execugao.

Por fim, a etapa do retrospecto o estudante deve revisar o seu trabalho para
garantir que o problema foi de fato resolvido, ndo pulou etapas importantes, e deve
tentar generalizar a solugao, isso pode gerar uma solugao melhor ao problema.

Sobre o0 uso da metodologia de resolugédo de problemas, Onuchic e Allevato
(2011, p. 79), mostram que historicamente ha trés modos de abordar essa
metodologia: ensinar sobre resolugdo de problemas, ensinar matematica para
resolver problemas e ensinar matematica afravés da resolucdo de problemas.
Juntamente com as autoras, optamos pela terceira proposta, que coloca o problema
no inicio da aula ou de um novo capitulo do ensino para motivar e dar significado ao
estudo, isto é, produzir um desequilibrio (no sentido piagetiano), pois o problema
instiga a criagdo de conceitos e procedimentos que podem resolver outros
problemas. Lima (1999, p. 6) concorda com esta abordagem quando diz que “Cada
novo capitulo do curso deveria comegar com um problema cuja solugao requeresse
0 uso da matéria que vai comecar a ser ensinada.”

Seguindo essa perspectiva € possivel usar a resolugao de problemas de dois
modos. O primeiro modo, apresentado por Lima (1999) consiste em apresentar um
problema para os alunos refletirem sobre 0 mesmo. Depois, o problema é resolvido
pelo professor ou por um aluno e entdo seguem-se os desdobramentos da teoria
matematica que se deseja ensinar. O segundo modo € distribuir varios problemas
(ou um problema com diversos modos de resolugao distintos) aos alunos divididos
em grupos, deixar que eles resolvam e depois abrir para a discussao das solugdes.
Desse modo os alunos podem contribuir com os colegas para encontrar uma
solucdo ideal. Isso permite a construgdo de significado do conhecimento

matematico. Optamos em nossa pesquisa pelo segundo modo. Desta forma,

86



esperamos que a metodologia de resolucdo de problemas em nossa proposta
motive os alunos a pensar sobre os problemas propostos e ajude-os a construir os

conhecimentos elencados em nosso objetivo.

7.5 Cronograma e estrutura das aulas

A proposta pedagdgica inclui cinco encontros, sendo quatro aulas e uma
avaliagdo. As duas primeiras destinam-se ao desenvolvimento do pensamento de
aritmética generalizada, as duas seguintes destinam-se ao desenvolvimento do
pensamento funcional e em todas as aulas sao feitos questionamentos para
desenvolver a capacidade de modelagéo.

Nas trés primeiras aulas os alunos serao divididos em quatro grupos. Serao
apresentados aos alunos quatro problemas um de cada vez de modo que todos os
quatro grupos alunos resolvam todos os problemas. O professor observara um
grupo por vez, intervindo o minimo possivel, apenas fazendo as perguntas da
metodologia de resolucdo de problemas. Depois, o grupo acompanhado pelo
professor apresentara a sua solugao e os outros grupos poderao fazer observagoes
e apresentar solucdes alternativas.*® Dessa forma, o professor observara o trabalho
dos alunos em trés etapas: a discussdo e resolucdo do problema, a escrita da
resolucdo e a apresentacao da resolucdo. Depois passa-se a outro problema e o
professor acompanha outro grupo.

Na quarta aula os alunos serdo convidados a resolver um problema de modo
individual e entregar a solugdo ao professor. Nesta aula sera permitida a troca de
ideias com os colegas e perguntas ao professor.

No quinto encontro sera realizada uma avaliagao individual ao modelo de
prova onde os alunos poderdao mostrar o desenvolvimento de sua capacidade de

abstracao e de escrita algébrica.

4 Dessa forma, o professor observara o trabalho dos alunos em trés etapas: a discuss&o e resolugdo
o problema, a escrita da resolugao e a apresentagao da resolugao.

87



Descrigao da proposta pedagogica
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Prof. Cassio Volpato Selbach
Proposta Pedagégica
IDENTIFICAGAO

Professor: Cassio Volpato Selbach
Professor Orientador: Gabriel Goldmeier
Disciplina: Matematica

Turma: 7B (Sétimo Ano)

Tematica: Algebra Basica

Tempo de duragao da sequéncia: 5 encontros de 1Th50min.
JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS

O conhecimento algébrico constitui um dos pilares fundamentais da educacgéao
matematica, servindo como ferramenta essencial para a resolucido de problemas em
diversas areas do conhecimento, a formulacao de leis e relagcbes matematicas, e o
desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo. Sua importancia transcende os
limites da matematica, permitindo aos estudantes modelar situagdes do cotidiano,
compreender padrdes e regularidades, e desenvolver habilidades de abstragao e
generalizagdo que sao cruciais para o pensamento cientifico. A algebra também
funciona como uma linguagem universal que possibilita a comunicagao precisa de
relagcdes quantitativas e a resolugao sistematica de problemas complexos.

No entanto, para estudantes do sétimo ano, o primeiro contato formal com a
algebra frequentemente representa um obstaculo significativo no aprendizado
matematico. A transicdo da aritmética concreta para o pensamento algébrico
abstrato, marcada pela introdugcdo de letras e simbolos para representar
quantidades desconhecidas ou variaveis, pode gerar ansiedade, inseguranga e

resisténcia ao aprendizado. Esta dificuldade inicial, se ndo adequadamente
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abordada através de metodologias que privilegiam a construgdo gradual e
significativa do conhecimento, pode comprometer ndo apenas o dominio algébrico,
mas todo o desenvolvimento matematico subsequente do estudante. Portanto,
torna-se essencial implementar estratégias pedagogicas que favorecam uma
introdugéo progressiva e contextualizada as habilidades, competéncias e conceitos
algébricos.

Nosso objetivo para esta sequéncia € abrir a possibilidade mental para que o
conhecimento dos conceitos e procedimentos algébricos possam ser desenvolvido.*°
Assim sendo, dentre os varios objetivos possiveis, selecionamos os seguintes para
a proposta pedagodgica: desenvolver a capacidade de generalizar e de atribuir
sentido as sentengas algébricas. De modo mais especifico listamos:

a. explorar propriedades e relagdes entre numeros inteiros;

b. explorar a igualdade como expressao de uma relagao entre quantidade;
c. tratar o numero algebricamente;

d. resolver expressdes numéricas com numero desconhecido;

e. simbolizar quantidades e relagoes;

f. prever resultados desconhecidos usando dados conhecidos e

g. identificar e descrever padrées numéricos e geométricos.

Para isso, separamos duas aulas para trabalhar o aspecto da aritmética
generalizada (para desenvolver os objetivos a, b, ¢ e d) e duas aulas para trabalhar
o pensamento funcional (para desenvolver os objetivos e, f € g) e o pensamento de
modelagao sera desenvolvido em todas as aulas. Isso implica que ndo é o objetivo
dessa proposta o treinamento da manipulagao algébrica, nem resolver equagdes do
primeiro grau, nem representar dados em um grafico. Ou seja, o objetivo da
sequéncia de atividades é abrir a possibilidade de um conhecimento algébrico
significativo. Tal conhecimento devera ser expandido a posteriori com outras aulas
que nao serao exploradas nesta pesquisa. Além disso, acreditamos que a
metodologia de resolugdo de problemas trard o ganho de desenvolver as seguintes
habilidades gerais.

1. Desenvolver nos alunos o raciocinio logico;
2. Desenvolver nos alunos o controle da impulsividade;

3. Desenvolver nos alunos a criatividade para formular solugoes;

0 Aqui voltamos a Aristételes. Aristoteles fala em sensag&o, imaginagdo, memoria e conceituagdo. A
proposta pretende atuar na etapa da imaginagao.
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4. Fazer os alunos trabalharem em cooperagdo com seus colegas, utilizando-se
da criatividade, elaboragdo, comparagao e validagdo (ou ndo) de hipdteses
com o objetivo de solucionar as tarefas propostas e, posteriormente,

generalizar os resultados obtidos;

COMPETENCIAS E HABILIDADES DA BNCC

Segundo a BNCC, o ensino de matematica deve:

“2. Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigagdo e a
capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo.
(...) 5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive
tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas
cotidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando
estratégias e resultados. 6. Enfrentar situagcées-problema em
multiplos contextos, incluindo-se situagbes imaginadas, néo
diretamente relacionadas com o aspecto pratico-utilitario, expressar
suas respostas e sintetizar conclusdes, utilizando diferentes registros
e linguagens (graficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na
lingua materna e outras linguagens para descrever algoritmos, como
fluxogramas, e dados).

Nesse sentido, esta proposta pedagdgica atende as seguintes habilidades:
(EFO7MAO06) Reconhecer que as resolugbes de um grupo de problemas que tém a
mesma estrutura podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.
(EFO7MAOQ7) Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados para
resolver um grupo de problemas.

(EFO7MA13) Compreender a ideia de variavel, representada por letra ou simbolo,
para expressar relagao entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita.
(EFO7MA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades
encontradas em sequéncias numéricas.

(EFO7MA16) Reconhecer se duas expressdes algébricas obtidas para descrever a
regularidade de uma mesma sequéncia numérica sdo ou nao equivalentes.
EF07MA18) Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por
equagdes polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo uso das

propriedades da igualdade
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METODOLOGIAS E COLETA DE DADOS

As aulas sao estruturadas com o intuito de dar protagonismo aos alunos
utilizando metodologias ativas de aprendizagem. Para esta proposta, a metodologia
de resolucao de problemas, tal como descrita por Polya (2006) é a mais adequada.
Ela sera aplicada nas quatro aulas. Por fim, em um quinto encontro, sera destinada
a uma avaliagao.

A fim de favorecer a coleta de dados, a dindmica de cada aula sera a
seguinte: no primeiro dia, os alunos formardao quatro grupos que deverao
permanecer juntos até o final da pesquisa. Nas aulas 1, 2 e 3 serdo projetados para
os alunos quatro problemas distintos, um de cada vez. Todos os alunos serao
convidados a resolver todos os problemas em respectivos grupos. O professor
acompanhara um grupo por vez enquanto este grupo resolve o problema que estiver
sendo projetado no momento, anotando o que for de interesse para a pesquisa.
ApdOs o grupo resolver o problema, o grupo € convidado a resolver no quadro o
problema. Apos a resolugdo no quadro, os colegas sao convidados a darem
sugestdes e solugdes alternativas. Depois é projetado o proximo problema e o
professor acompanhara outro grupo em sua discussao que, apos resolver 0 novo
problema, € convidado a apresentar a sua solugao, de tal modo que ao final da aula
o professor tenha acompanhado e observado todos os grupos e cada grupo tenha a
oportunidade de comunicar a turma a sua solugao.

Na aula 4, essa dinamica sera diferente. Os alunos serdo convidados a
resolver um problema de forma individual, mas podendo trocar ideias com o
professor. Na quinta aula ocorrera uma avaliagao individual em que o aluno podera
mostrar quais habilidades desenvolveu nesse periodo.

A coleta de dados, portanto, sera feita através da observagdo dos grupos
enquanto discutem o problema, da observacdo da apresentacdo dos grupos, da
observacao das contribuicbes dos colegas e da avaliagao individual. Observaremos
com atengao especial em que momento da resolugao do problema o aluno da o
saldo do pensamento aritmético para o pensamento algébrico (se € no momento da
“ideia proveitosa”, se é na escrita do problema, na apresentagao para os colegas ou
em algum momento posterior). Também observaremos quais dentre os problemas

apresentados foram mais efetivos para o dito salto. Além disso, apds os cinco
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encontros, o professor organizara um momento para entrevista semi-estruturada
com os grupos focais, para discutir suas estratégias, insights e aprendizagens.

Em suma, as observagdes serdo feitas em trés momentos (0 momento da
resolugao do problema, o momento da explicagdo para os colegas e 0 momento da
reflexdo posterior, durante a entrevista) e a atencao estara voltada para o momento
do salto do do pensamento aritmético para o pensamento algébrico e qual foi o

estopim para este salto.

PRESSUPOSTOS/PRE-REQUISITOS

Dominio das quatro operacgdes basicas

ORGANIZAGCAO DA TURMA

A turma contou com 28 alunos, dos quais 24 alunos que concordaram em
participar da pesquisa. Na metodologia de resolugao de problemas utilizaremos
quatro grupos de alunos, com até 6 integrantes por grupo, caso todos concordem

em participar da pesquisa.

DETALHAMENTO DAS AULAS

Apresentadas essas ideias iniciais, detalharemos agora as 4 aulas de 110

minutos cada (dois periodos de 55 minutos) que compdem essa proposta.

AULA 1: Explorando relagdes e propriedades de numeros inteiros

Objetivos especificos
1. aprender a representar situagdes do quotidiano em linguagem algébrica
a lidar com os simbolos algébricos no contexto de incognitas.
2. Desenvolver nos alunos a consciéncia de relagbes e propriedades dos
nuameros inteiros;
0 - 10 min: Organizagao da turma em grupos e chamada.
10 - 20 min: Distribuicdo dos problemas, explicacdo da tarefa e leitura do seguinte

texto: “Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por nao responder
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ou nao apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da
pesquisa a qualquer momento”.
20 - 00 min: resolugao dos problemas.

90 - 110 min: apresentagao das solugdes, discussao, perguntas e encerramento.

Problemas
1. Resolva os seguintes problemas de criptaritmética:

a. (OBMEP 2015 - ADAPTADA) ABA - CA = AB

b. ABCx3=CCC
(Criptaritmética é um tipo de problema matematico que consiste em esconder parcial
ou totalmente os algarismos de um conta, substituindo-os por simbolos - geralmente
letras. Em geral, cada letra representa um, e apenas um, algarismo. Ou seja, letras
iguais representam numeros iguais, e letras diferentes representam numeros

diferentes. O objetivo € descobrir o valor de cada letra ou de alguma letra

especifica.)
Solugoes:
a. 101-91=10
b. 185x3=555

Este problema foi escolhido para possibilitar ao aluno perceber e descobrir
relagdes entre numeros inteiros, a saber A-A=0, entdo B=0. Além disso, fazer

perceber que 3x5=15, ou seja, preserva-se o digito das unidades.

2. Encontre trés numeros consecutivos cuja soma seja igual a 123.
a. Explique como seu grupo resolveu esse problema.
b. Como podemos representar a soma de quaisquer trés numeros consecutivos

em apenas uma frase matematica?

Solugao: 40+41+42=123.

a. Resposta pessoal. Espera-se que a resposta seja por tentativa e erro, dado
gue ha conhecimento algébrico prévio. Uma solucdo mais sofisticada seria
123/3=41 é o termo médio. Assim temos 41+41+41. Depois pensar em retirar
uma unidade do primeiro 41 (para formar o primeiro nimero) e adiciona-lo ao

terceiro 41 (para formar o ultimo numero) obtendo 40, 41 e 42.
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b.

n+(n+1)+(n+2). Com essa questdo inicia-se o desenvolvimento do
pensamento de modelagéo.

Se espera que, com essa questdo, os alunos explorem relacbes de numeros

e desenvolvam sua capacidade de generalizagéo e de escrita algébrica.

Zé das Couves recebeu seu salario do més. Seu patrao lhe deu 33 notas,
algumas sao de R$100,00 outras de R$10,00 totalizando o valor de seu
salario que é de R$1320,00.

. Quantas notas de R$100,00 e quantas notas de R$10,00 Zé das Couves
recebeu de seu patrao?
Explique como seu grupo resolveu esse problema.
Como essa situagao poderia ser representada usando até duas frases
matematicas?
Solugao:
Foram entregues 11 notas de 100 reais e 22 notas de 10 reais.

b. Resposta pessoal. Possivelmente a solugéo sera alcangada por tentativa e

o

erro.
x+y=33, 10x+100y=1320, onde x representa o numero de notas de 10 reais e
y representa a quantidade de notas de 100 reais.

Nesta questdo, espera-se 0 mesmo que na questao anterior.

(OBMEP 2019 - ADAPTADA) Qual é a diferenga entre a soma dos numeros
impares e dos numeros pares de 1 a 2019?

Como o grupo resolveu o problema?

Quais as propriedades dos numeros que mais foram utilizadas na resolugao?

Solugdio:  (1+3+5+7+..42017+2019) -  (2+4+6+..+2016+2018)

14(3-2)+(5-4)+...+(2019-2018) = 1+1+1+1+...+1 (2010 vezes) =2010.

Espera-se com esta questdo, que os alunos usem as propriedades dos

numeros inteiros e depois reflitam sobre essas propriedades. No item a, espera-se

que consigam descrever o procedimento em palavras. No item b, espera-se que o0s

alunos tomem consciéncia das propriedades de associatividade e comutatividade

dos numeros inteiros.
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AULA 2: Explorando relagdes de igualdade.

Objetivos especificos

1.
2.
3.

Desenvolver nos alunos capacidade de escrita algébrica.

Desenvolver nos alunos a capacidade de atribuir sentido a escrita algébrica.
Desenvolver nos alunos a compreensdo da igualdade como expressédo de
uma relacao entre quantidades;

Desenvolver nos estudantes a capacidade de tratar o numero
algebricamente;

Desenvolver nos estudantes a capacidade de resolver expressdées numericas

com numero desconhecido.

0 - 10 min: Organizacao da turma em grupos e chamada.

10 - 20 min: Distribuigcdo dos problemas, explicagao da tarefa e leitura do seguinte

texto: “Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por nao responder

ou ndo apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da

pesquisa a qualquer momento”.

20 - 90 min: resolugao dos problemas.

90 - 110 min: apresentagcdo das solugbes, discussdo, perguntas e encerramento.

(Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por ndo responder ou néao

apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da pesquisa a

qualquer momento)

Lista de problemas da aula 2

1.

a.

(OBMEP 2019) Qual é o numero que esta escondido pelo borrédo?

17-3:20-15+*

Figura 1. Extraida da prova da obmep disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm

Como essa situacao pode ser representada sem usar o borrao?

Solugoes:

a.

O numero escondido atras do borrao é o 10, pois 17-3=14 e 20-16+10=14.
17-3=20-16+B onde B indica o numero escondido pelo borréo.

Este problema foi escolhido para despertar nos alunos a nocéo de igualdade

como relagédo entre numeros e assim, perceber que a igualdade representa mais do
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gue um sinal de indicacdo de resultado, bem como desenvolver a capacidade de
modelacgao.

2. (OBMEP 2015) Nas balangas ha sacos de areia de mesmo peso e tijolos

idénticos. Quanto deve marcar a ultima balanga?

aﬂ %: = |I':._ . “:.'

Figura 2. Extraida da prova da obmep disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm

a. Como o seu grupo resolveu o problema? Existe um modo de resolver o
problema sem calcular o peso individual dos tijolos e dos sacos de areia?
b. Seja T o peso dos tijolos e A o peso dos sacos de areia. Como podemos

representar cada balanga?

Solugoes:
A ultima balanga marca 23kg.

a. E possivel resolver este problema por tentativa e erro, tentando descobrir o
peso de cada objeto, mas espera-se que o aluno perceba que basta remover
dois sacos de areia e um tijolo (41kg) da primeira balanga para obter o peso
da ultima balancga. Portanto, temos 64-42=23 kg.

b. Balanga 1. T+T+A+A+A=64 ou 2T+3A=64. Balangca 2: T+A+A=41 ou
T+2A=41. Balanga 3: T+A=23
Este problema foi escolhido para desenvolver a capacidade de resolver

expressdes com numeros desconhecidos e a capacidade de modelagao.
3. Encontre, se possivel, 3 numeros impares cuja soma seja 100.

a. Como podemos representar um numero par qualquer?

b. Como podemos representar um numero impar qualquer?

c. Como podemos representar a situagao descrita acima?
Solugoes:

N&o é possivel encontrar 3 numeros impares cuja soma seja 100. De fato, sejam

2a-1, 2b-1 e 2¢c-1 trés primos quaisquer com a,b e ¢ numeros inteiros. Assim temos
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(2a-1)+(2b-1)+(2c-1)=100. Logo temos 2(a+b+c)=97. Portanto a+b+c=97/2, o que é

absurdo, pois a soma de numeros inteiros € um numero inteiro.

a. Podemos representar um numero par qualquer como 2n, com n inteiro.

b. Podemos representar um numero impar qualquer como 2n-1, com n inteiro.

c. Podemos representar a soma de trés numeros impares quaisquer como

(2a-1)+(2b-1)+(2c-1) com a,b e ¢ numeros inteiros.

Este problema foi escolhido para desenvolver as relagcdes entre numeros

inteiros, especialmente as relagdes associadas a paridade dos numeros bem como

desenvolver a capacidade de modelagao.

4. Nos quatro problemas abaixo, cada simbolo representa um numero e simbolos

iguais representam numeros iguais.

O+O+[ +[o, +[o, =7

A) W+ +2,=36 B) A +1=32

) +8+50,=30 @+@=_L+1+_1
V1O ++ 0\ =? ®0-®+_="
C) ¢+ =14 D) A+A+B=11

Y +4+4+4=32 A+B+B=13

A+A+A+B+B+B=?
A+B=7? A=? B="?

a. Encontre o valor de cada simbolo.

b. Como seu grupo resolveu cada problema?

c. Como podemos representar cada linha de cada problema com uma

expressao matematica diferente e mais simples do que a expressao utilizada?

Solugodes:

A) \=12 =6
O+O+O+Q\= 30

X+x+x=36 ou 3x=36
x+y+x=30 ou 2x+y=20
y+y+y+x=30 ou 3y+x=30

B)1=16 @=24
®+®+@®+_.=88

s+s=32 ou 2s=32
c+c=s+s+s ou 2¢c=3s

c+c+c+s=88 ou 3c+s=88
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C)¢=9 . =5 D) A+A+A+B+B+B=24

$+0+7 +[o +7% =33 A+B=8  A=3 B=5
C) I4+r=14 2A+B=11

r+l+1+=32 ou r+31=32 A+2B=13

|+|+r+r+r=33 ou 2|+3r=33 3A+3B=24

A+B=8 A=3 B=5

Este conjunto de problemas foi escolhido para desenvolver a capacidade de
modelagcdo. Além disso, cada problema tem uma particularidade. O primeiro é util
para introduzir o conjunto, sendo um problema facil. O segundo problema explora a
igualdade como relagao. O terceiro e o quarto problema desenvolvem a capacidade
de resolver expressbes com numeros desconhecidos. Pois, se 4+« =14 e
(7=, +4)+4+4=32 entdo 14+4+4=32 e o problema se resolve facilmente. Da mesma
maneira, se A+A+B=11 A+B+B=13, podemos somar as duas equacdes e obter
(A+A+B)+(A+B+B)=A+A+A+B+B+B=11+13=24. Além disso,
(A+B)+(A+B)+(A+B)=24, logo A+B=8 e o problema se resolve facilmente a partir

disso.

AULA 3: Explorando a generalizagéo a partir de sequéncias

Objetivos especificos
1) desenvolver diferentes estratégias e raciocinios para a resolugdo dos
problemas propostos;
2) trabalhar em cooperagao com seus colegas, utilizando-se da criatividade,
elaboragao, comparagao e validagéo (ou nao) de hipéteses com o objetivo de
solucionar as tarefas propostas;
3) desenvolver a capacidade de escrever os procedimentos utilizados na
solugao das situagdes propostas;
4) aprender a lidar com os simbolos algébricos, tanto no contexto de
incégnitas, quanto de variaveis, dando sentido a cada um deles.

5) aprender a representar uma situagao com formulas algébricas
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Como os problemas sao semelhantes, e servem para desenvolver
principalmente a capacidade de generalizagcédo e de escrita algébrica, escreveremos
apenas as solugdes dos problemas apds cada um deles, sem maiores observacodes.
Os itens a e b destinam-se a saber se 0 aluno entendeu como a sequéncia cresce.
Os itens ¢ e d destinam-se a fazer o estudante encontrar uma solugdo que néao
necessite de contar todos os termos para chegar no centésimo termo, ou seja,
destina-se a desenvolver o salto da generalizagdo. Os itens e e f destinam-se a
desenvolver a capacidade de escrita algébrica. Segundo a classificagao de Radford,
o item e desenvolve o pensamento contextual e o item f desenvolve o pensamento

algébrico padréo.

0 - 10 min: Organizagao da turma em grupos e chamada.

10 - 20 min: Distribuicdo dos problemas, explicacdo da tarefa e leitura do seguinte
texto: “Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por nao responder
ou nao apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da
pesquisa a qualquer momento”.

20 - 90 min: resolugao dos problemas.

90 - 110 min: apresentagcdo das solugdes, discussdo, perguntas e encerramento.
(Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por ndo responder ou néo
apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da pesquisa a

qualquer momento)

Problema 1 - Extraido e adaptado de

https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/desafio-da-transformacao-dos-numeros/

Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada

colocando um quadrado novo na fileira de cima e um quadrado na fileira de baixo.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

1. Desenhe afigura 5

2. Complete a tabela a seguir:
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Numero da 1 2 3 4 5 6
figura

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 107

4. Quantos quadrados havera na figura 1007?

5. Escreva um passo a passo para descobrir o numero de quadrados sabendo o
nuamero da figura.

6. Escreva uma formula (uma expressao algébrica) para calcular o numero de
quadrados sabendo o numero da figura.

7. Qual figura tera 84 quadrados?

8. Alguma figura tera 65 quadrados? Se sim, qual? Se nao, justifique.

Solugodes:

2.

Numero da 1 2 3 4 5 6
figura

Numero de 4 6 8 10 12 14
quadrados

3. Na 102 figura ha 22 quadrados.

4. Na 1002 figura ha 202 quadrados. Espera-se que o estudante perceba que o

npumero de quadrados na parte de baixo da figura € o0 mesmo numero da
figura, e na parte de cima ha dois quadrados a mais do que na parte de baixo.
Assim o centésimo figura tera 100+100+2=202 quadrados.

5. Para calcular o numero de quadrados em qualquer figura, tome o numero da
figura, multiplique por dois e depois adicione dois quadrados.

6. Q=2n+2, onde Q é o numero de quadrados e n € o numero da figura.

Problema 2 - Extraido e adaptado de
https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/desafio-da-transformacao-dos-numeros/
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Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada

colocando dois quadrados novos na fileira de cima e dois quadrados novos na fileira

de baixo, mantendo um quadrado centralizado entre as duas fileiras.

Figural

1. Desenhe a figura 4

2. Complete a tabela a seguir:

Figura 2

Figura3

Numero da
figura

1

2

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 107

4. Quantos quadrados havera na figura 1007?

5. Escreva um passo a passo para descobrir 0 numero de quadrados sabendo o

namero da figura.

6. Escreva uma formula (uma expressao algébrica) para calcular o numero de

quadrados sabendo o numero da figura.

Solugodes:
1.
2.
Numero da 1 2 3 4 5 6
figura
Numero de 7 11 15 19 23 27
quadrados

3. Na 102 figura ha 43 quadrados.
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4. Na 1002 figura ha 403 quadrados. Espera-se que o aluno perceba que a
figura tem um “nucleo” de trés quadrados e ela possui quatro bragos e o
numero de quadrados em cada brago é o numero da figura.

5. Para calcular o numero de quadrados em qualquer figura, multiplique o
namero da figura por 4 e depois some 3.

6. Q=4n+3, onde Q representa o numero de quadrados e n representa 0 numero

da figura.

Problema 3: Extraido e adaptado de Cessa (2009)

A sequéncia a seguir € formada por tridngulos feitos de fosforos. O primeiro
termo é feito de um triangulo, o segundo termo é feito de dois tridngulos adjacentes,
o terceiro é feito de trés tridngulos adjacentes e assim por diante. Cada lado que

pertence a dois tridngulos é feito de apenas um fésforo.

/N\/\

1° termo 2° termo 3° termo

Responda:
1. Desenhe 0 4° termo dessa sequéncia.

2.  Complete a tabela a seguir:

Termo da 1° 2° 3° 4° 5° 6°
sequéncia

Numero de
palitos

Quantos palitos sdo usados para compor o 10° termo?
Quantos palitos sao usados para compor o 100° termo?
Escreva um passo a passo para descobrir o numero de palitos de fésforos
sabendo o numero do termo da sequéncia.
6. Escreva uma férmula (uma expressao algébrica) para calcular o niumero de

palitos de fésforos, sabendo o numero do termo da sequéncia.
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Solugodes.

WAVAV,

2.
Termo da 1° 2° 3° 4° 5° 6°
sequéncia
Numero de |3 5 7 9 11 13
palitos

3. O décimo termo é composto por 21 palitos.

4. O décimo termo é composto por 201 palitos.

5. Para encontrar o numero de palitos de um termo qualquer multiplique o
numero da figura por dois, depois adicione um palito.

6. P=2n+1, onde P é o numero de palitos € n € o numero do termo da figura.

Problema 4. Extraido e adaptado de Cessa (2009)
Considere a sequéncia de quadrados brancos dividida em quadradinhos
menores de tamanhos iguais. Ao redor os lados de cada quadrado da sequéncia,

sdo desenhados novos quadrados coloridos, como na imagem abaixo

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
1. Descreva com palavras como a sequéncia cresce num?
2. Quantos quadradinhos coloridos temos no 5°, 6° e 7° termo da sequéncia?

3. Complete a tabela a seguir.

Numero da figura 1 2 3 4 |5 6 7

Numero de quadrados

pintados
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Quantos quadradinhos coloridos temos no 10° termo da sequéncia?
Quantos quadradinhos azuis temos no 100° termo da sequéncia?
Descreva em palavras como vocé resolveu a questao anterior.

Faca um desenho que represente 0 modo que vocé resolveu a questéao.

© N o o b~

Escreva um passo a passo para calcular o numero de quadrados azuis, se
conhecermos o numero da figura.
a. Escreva uma expressdo algébrica que permita calcular o numero de
quadrados coloridos, se conhecermos o0 numero da figura.
Solugoes:
1. A sequéncia cresce como descrito no enunciado. Numericamente, cada termo
tem quatro quadrados coloridos a mais do que a figura anterior.
2. O quinto termo tem 24 quadrados coloridos, o sexto termo tem 28 e o0 sétimo
termo tem 32 quadrados coloridos.
3.

Numero da figura 1 2 3 4 |5 6 7

Numero de quadrados |8 12 (16 |20 |24 |28 |32
pintados

4. O décimo termo tem 44 quadrados coloridos.
5. O centésimo termo tem 404 quadrados coloridos.
6. Ha diversas maneiras de contar os quadrados coloridos e resolver o problema
anterior. Espera-se que os alunos apresentem modos diferentes de alcangar
0 mesmo resultado. A seguir temos algumas possibilidades:
i. E possivel dividir a parte pintada em quatro blocos de 101 quadrados.

ii. Também é possivel encontrar a quantidade de quadrados coloridos
pela diferenca entre a quantidade de quadrados totais e a quantidade
de quadrados brancos.

iii. Outra possibilidade é dividir a parte pintada em quatro blocos de 100
quadrados e adicionar os quadrados dos cantos.

iv.  Por fim, é possivel dividir a parte pintada em quatro blocos de 102
quadrados (incluindo os cantos) e remover os quatro quadrados
repetidos.

7. Alguns desenhos que representam a forma de contar o numero de quadrados

coloridos sao
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ou

8. Assim como no item 6, ha muitos modos de resolver essa questdo. A seguir,
temos algumas possibilidades.
v. Tome o numero da figura, adicione 1 unidade e depois multiplique por
4.
vi. Tome o numero da figura adicionado de duas unidades, eleve ao
quadrado e depois subtraia o quadrado do numero da figura.
vi.  Tome o numero da figura, multiplique por 4 e depois adicione 4
quadrados, representando os quatro cantos do quadrado.
vii.  Tome o numero da figura adicionado de 2 unidades, multiplique por
quatro e depois subtraia 4 unidades.
b. Seja Q o numero de quadrados coloridos e n o numero da figura. As
seguintes formulas representam modos de calcular Q em fungdo de n.
Q=4(n+1), Q=(n+2)?>-n?, Q=4n+4 e Q=4(n+2)-4.

AULA 4: A descoberta de Gauss

Objetivos especificos
1) desenvolver diferentes estratégias e raciocinios para a resolugdo dos
problemas propostos;
2) desenvolver a capacidade de escrever os procedimentos utilizados na
solugao das situagdes propostas;
3) aprender a lidar com os simbolos algébricos, tanto no contexto de
incégnitas, quanto de variaveis, dando sentido a cada um deles.

4) aprender a representar uma situagédo com férmulas algébricas

0 - 10 min: Organizagcao da turma em grupos, chamada e leitura do seguinte

texto:“Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por nao responder
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ou nao apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da
pesquisa a qualquer momento”.

10 - 20 min: Apresentacao do texto “A descoberta de Gauss”

20 - 70 min: resolugao dos problemas de forma individual.

70 - 110 min: apresentacdo das solugdes, discussao, perguntas e encerramento.
(Caso o aluno se sinta desconfortavel, ele pode optar por ndo responder ou n&o
apresentar qualquer problema, e ainda, pode pedir para ser excluido da pesquisa a

qualquer momento)

A Descoberta de Gauss
Conta-se que Carl Friedrich Gauss, ainda crianga com cerca de 10 anos de
idade, surpreendeu seu professor ao resolver rapidamente um problema que deveria
ocupar a turma por muito tempo: calcular a soma de todos os numeros de 1 a 100.
Enquanto seus colegas comegaram a somar laboriosamente 1 + 2 + 3 +4 + ..., 0
jovem Gauss percebeu um padrao engenhoso. Ele observou que poderia agrupar os
nameros em pares: o primeiro com o ultimo (1 + 100 = 101), o segundo com o
penultimo (2 + 99 = 101), o terceiro com o antependultimo (3 + 98 = 101), e assim
sucessivamente. Como existem 50 pares, cada um somando 101, a resposta seria
simplesmente 50 x 101 = 5.050. Esta descoberta ndo apenas demonstrou o talento
precoce de Gauss, mas também ilustrou a beleza do pensamento matematico,
mostrando como a observacao de padrdes pode transformar um calculo tedioso em
uma solugdo simples e elegante. O método de Gauss revela a esséncia do
pensamento algébrico: a capacidade de generalizar e encontrar formulas que
funcionem para qualquer situacao similar.
Agora resolva os seguintes problemas.
a. Use a mesma ideia para calcular a soma dos numeros de 1 a 1000.
b. Tente escrever uma expressao que calcula a soma dos numeros de 1 a n,
onde n € um numero natural qualquer.
c. Tente escrever uma expressao que calcule a soma dos pares de 2 a 2n, onde
n € um numero natural qualquer.
d. Imagine uma sequéncia de numero onde p é o0 primeiro numero, u € o ultimo
numero, n € a quantidade de numeros e cada numero dessa sequéncia, com
excegao do primeiro numero € o anterior somado com r. Por exemplo, os

numeros 3, 10, 17, 24, 31, 38 € uma sequéncia desse tipo, onde p=3, u=38,
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r=7 e n=6. Escreva em funcao de p,u,n e r uma féormula para calcular a soma
dos termos dessa sequéncia.

Espera-se com este exercicio que os alunos desenvolvam a capacidade de modelagao.
O item a testa se o aluno entendeu a ideia de Gauss. O item b pede que o aluno escreva uma
férmula, como foi feito na aula anterior. O item ¢ e d se propde a desenvolver a capacidade de

generalizar a formula do item b. A seguir, apresentamos as respectivas solugodes.
a. (1+1000).500=500500

b. (1+n).n/2
c. (2+2n).n/2 ou (1+n).n. A primeira versao apenas aplica 2 e 2n na formula anterior. A

segunda versao pode surgir se o aluno olhar o problema como uma duplicagao do item

a, pois todo numero par € a soma de um numero consigo mesmo.
d. (ptu).n/2
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AULA 5: Avaliagao

30800,
Iy % ®um
L 4 i 8
MEMN INSTITUTO FEDERAL | campus
BB Rio Grande do Sul Canoas Am
Prof. Cassio Volpato Selbach
INSTRUCOES:

1. O objetivo desta avaliagao é determinar quais conceitos algébricos
foram desenvolvidos nas ultimas aulas, por isso ela é anénima. Dessa
forma, ela nao vale nota para a disciplina de matematica.

2. Caso alguma questdao te deixe desconfortavel, vocé pode pular a
questao ou encerrar a avaliagao, se preferir.

3. Responda essa avaliagdo com caneta azul ou preta.

4. Esta avaliagéo é individual e sem consulta.

QUESTOES
1. Qual numero devemos colocar no lugar do X a fim de que a afirmacao

36 + 3 = 10 — 2 + X se torne uma afirmagao verdadeira?

Solugao: X=4,pois36 ~ 3 =12e10 — 2 + 4 = 12.
Este problema avalia se o aluno desenvolveu a compreensao do sinal de igualdade

como um sinal de relacéo entre dois numeros.

2. (PORTAL OBMEP) Resolva o seguinte problema de criptaritmética:
X+ X+YY =277

Explique como vocé resolveu esse problema.

Solugao: 6+6+99=111. Este problema avalia se o0 aluno compreende as relagdes
entre numeros inteiros. O aluno deve perceber que Z=1, pois a soma de dois
nameros de um algarismo com um numero de dois algarismos n&o pode ser igual a

ou maior do que 222, que € um numero de trés algarismos.
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3. No problema a seguir, cada letra representa um numero de tal forma que
letras iguais representam numeros iguais.
A+B=70
B+A+B=100
a. Encontre o valor de cada letra (A e B).
b. Como vocé resolveu o item anterior?
Solugao: A=40 e B=30. Este problema avalia se o aluno desenvolveu a capacidade
de resolver expressdes com numeros desconhecidos. O aluno deve pensar que se
A+B=70 e B+A+B=100, entdo B+70=100. Logo B=30. Portanto A=40.

4. A sequéncia a seguir é formada por quadrados feitos de fésforos. O primeiro
termo é feito de um quadrado, o segundo termo é feito de dois quadrados, o terceiro
é feito de trés quadrados e assim por diante. Cada lado que pertence a dois

gquadrados ¢ feito de apenas um fésforo.

1° termo 2° termo 3° termo
Responda:
a. Desenhe o 4° termo.

b. Preencha a tabela a seguir.

Termoda [ 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
sequéncia

Numero
de palitos

c. Descreva com palavras como o numero de palitos aumenta em cada termo
da sequéncia.

d. Quantos palitos sao usados para compor o 26° termo?

e. Escreva um passo a passo que permita calcular o numero de palitos de
fésforos sabendo o numero do termo da sequéncia.

f. Escreva uma expresséao algébrica que permita calcular o numero de palitos

de fésforos, sabendo o numero do termo da sequéncia.
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Solugao:

Termoda | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
sequéncia

Numero 4 7 10 13 16 19 22 25
de palitos

c. Cada termo tem trés palitos a mais do que o termo anterior.

d. O 26° termo tem 79 palitos.

e. Para calcular o numero de palitos de qualquer termo da sequéncia, tome o
numero do termo, multiplique por trés e depois some uma unidade.

f. P=3n+1, onde P é o numero de palitos e n € o numero do termo da
sequéncia.
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FORMULARIO DE ENTREVISTA

Durante as ultimas aulas, vocés formaram grupos para resolver uma série de
problemas. Nesta entrevista queremos conversar com vocés sobre alguns desses
problemas. Por isso, farei perguntas sobre alguns problemas especificos de cada
aula.

Caso vocé se sinta desconfortavel, basta dizer que n&o quer responder e,
imediatamente, passaremos a proxima pergunta ou encerraremos a entrevista,
conforme a sua vontade. Esta entrevista visa apenas ajudar a pesquisa do
professor, por isso nao vale nota, nem vai influenciar as aulas de matematica.

Vamos voltar a questao 2 da aula 1 que diz o seguinte:
“Encontre trés numeros consecutivos cuja soma seja igual a 123.
a. Explique como seu grupo resolveu esse problema.
b. Como podemos representar a soma de quaisquer trés nimeros consecutivos
em apenas uma frase matematica?”
Pergunta-se:
A. Vocé quer continuar a entrevista?
B. De que outras formas podemos resolver o item b?

C. Como ficaria a expressao, se fossem 4 numeros consecutivos?

Lembre-se que vocé pode optar por ndo responder qualquer pergunta.

Na aula 2, a primeira pergunta diz:

“Qual € o numero que esta escondido pelo borrao?

17—3=20—16+*

a. Como essa situacao pode ser representada sem usar o borrédo?”
Pergunta-se:
A. Vocé quer continuar a entrevista?

B. Vocés resolveram essa questdo em quanto tempo, aproximadamente?
C. Explique com suas palavras qual é(sao) a(s) fungdes do sinal de igualdade.

Na aula 2, a quarta pergunta traz 4 enigmas com simbolos. Os dois ultimos dizer o
seguinte:
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¢+ =14 A+A+B=11

o, HO+H4+4=32 A+B+B=13

O+ e T =7 A+A+A+B+B+B=?
A+B="? A=? B="?

Pergunta-se:
A. Vocé quer continuar a entrevista?
B. Como vocés resolveram esses problemas: testando diversos numeros até o
calculo estar correto ou vocés usaram outra estratégia?
C. Se vocé tivesse que resolver essas questdes hoje, vocé resolveria da mesma

forma ou de forma diferente.

Na aula 3 foram apresentados 4 problemas com sequéncias de figuras geométricas.
Essas sequéncias foram:

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Figural Figura 2 Figura3

1° termo 2° termo 3° termo
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Figura 1

Figura 2 Figura 3 Figura 4

Em todas as quatro sequéncias, foram apresentadas perguntas semelhantes.

Pergunta-se:

A.
B.

Vocé quer continuar a entrevista?

Desejava-se calcular o 100° termo de cada sequéncia. Em qual
sequéncia foi mais facil e a mais dificil de calcular o 100° termo? Por
qué?

Depois, desejava-se encontrar uma férmula geral para calcular os
termos de cada sequéncia. Em qual sequéncia foi mais facil e a mais

dificil de encontrar essa formula? Por qué?

. A formula para calcular o numero de palitos para produzir algum termo

da terceira sequéncia é P=2n+1 ou P=2(n-1)+3, (onde n € numero da
figura e P é o numero de palitos). Como seria a férmula, se a
sequéncia inicia-se com dois triangulos adjacentes ao invés de apenas
um?

Ainda na terceira sequéncia: suponha que ela inicie com um triangulo,
mas cada nova figura acrescenta dois novos tridngulos a figura

anterior. Como ficaria a nova férmula para contar o numero de palitos.
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8: RELATORIO DAS AULAS, DA AVALIAGAO ESCRITA E DAS ENTREVISTAS

Na primeira quinzena de agosto aplicamos a proposta pedagdgica, a
avaliacao e as entrevistas com os grupos focais. Neste capitulo apresentaremos o
relatério das aulas e em seguida a analise dos resultados obtidos. Os relatérios
destacam as falas e ideias que os alunos tiveram para resolver os problemas
propostos, excluindo aquilo que ndo possui valor para o ensino de matematica
diretamente.

Depois dos relatos, passamos a analise dos dados coletados pela avaliagéao e
pela entrevista. Os dados da avaliacdo estdo organizados em uma tabela, onde é
possivel ver quais questbes tiveram maior numero de acertos e, portanto, quais
habilidades foram melhor desenvolvidas, sobretudo, porque as questbes sao
discursivas e demandam explicitamente por justificativa. As entrevistas feitas com os
grupos focais, também tem perguntas discursivas, mas os alunos responderam as
perguntas de modo breve, por isso escrevemos todas as respostas dos alunos, mas

sem transcrever girias, maneirismos ou vicios de linguagem.
8.1 Aula 1 — relato e discusséo

A aula iniciou-se as 13h00 e encerrou-se as 14h50. Nos primeiros minutos
foram apresentadas as instru¢cées para a pesquisa e entdo os grupos se reuniram
por afinidade de modo que o grupo A ficou com seis alunos, o grupo B com quatro
alunos, o grupo C com seis alunos e o grupo D com oito alunos, totalizando 24
alunos. Além destes havia mais cinco alunos matriculados na turma e que nao
participaram da pesquisa. Dentre esses alunos, 3 sao atendidos pelo Atendimento
Educacional Especializado (AEE), uma aluna que n&do comparece as aulas e recebe
atividades domiciliares e uma escolheu nao participar da pesquisa.

Conforme foi dito, os primeiros minutos desta aula foram utilizados para a
organizagédo da turma, realizacdo da chamada e para passar instrugdes. Devido a
agitacdo natural dos adolescentes, o primeiro problema foi iniciado somente as
13h29. Isso causou um atraso no cronograma da aula. Era esperado que os quatro
problemas fossem resolvidos na aula por todos os grupos a fim de que todos os
alunos tivessem a oportunidade de desenvolver todas as habilidades propostas e

construir os conhecimentos esperados. Entretanto, isso ndo ocorreu. Os problemas
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1 e 2 foram resolvidos (pelos grupos A e B, respectivamente), o problema 3 foi
iniciado, mas nao foi concluido e o problema 4 nao foi abordado por falta de tempo.

Nas demais aulas, ndo houve grande perda de tempo no inicio, mas em
nenhuma aula foi possivel abordar todos os problemas, pois havia uma certa
expectativa de que os alunos conseguissem resolver os problemas mais faceis em
10 ou 15 minutos, e os mais dificeis em até 30 minutos, se eles pensassem juntos.
Porém, essa expectativa se mostrou irreal.

A seguir, apresentaremos as formas de resolugao dos alunos dos grupos A e

B sobre os problemas 1 e 2, respectivamente.

O enunciado do problema 1 dizia:
Resolva os seguintes problemas de criptaritmética:

a. (OBMEP 2015 - ADAPTADA) ABA -CA=AB

b. ABCx3=CCC
(OBS: Criptaritmética é um tipo de problema matematico que consiste em esconder
parcial ou totalmente os algarismos de um conta, substituindo-os por simbolos -
geralmente letras. Em geral, cada letra representa um, e apenas um, algarismo. Ou
seja, letras iguais representam numeros iguais, e letras diferentes representam
numeros diferentes. O objetivo é descobrir o valor de cada letra ou de alguma letra

especifica.)

O grupo A fez poucas anotagcbes para analise, como mostra a imagem da

figura 1.
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Figura 1

O mais interessante foi a discussao entre os alunos, como se vera a seguir.

Neste primeiro momento, os alunos estavam interessados em resolver o primeiro
cripto (ABA-CA=AB)

- PE:AéS5

- G: Como vocé sabe?

- PE:Aé1,Bé2,Cé3.

- G: Como vocé sabe?

- PC: Com base em qué? Nao pode ser, porque A-A=0, entdo B € 0.

- B:Os numeros séo 0 e 9.

- PC: Nao, os numeros vaode 0 a 9: 0, 1,2,3,4,...,9.
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- PE: Jadisse que C é 3.
- PC: Nao pode porque as contas nao fecham.
- N: ABA¢é 101 e AB ¢ 10, entdo CA € 101-10=91e C e 9.

Este didlogo foi entrecortado por diversos comentarios paralelos sem
importancia para a pesquisa. Note-se que o valor de A (A=1) nao foi deduzido por
algum argumento matematico, mas pela coincidéncia de A ser a primeira letra do
alfabeto. Isso ficou implicito na fala do aluno PE quando ele disse que “Aé 1,B é 2,
C é 3". Dos 6 alunos no grupo, apenas um deles se manteve a margem da
discussao o tempo todo.

Depois os alunos passam ao segundo cripto (ABC x 3 = CCC). Uma grande
confusdo surgiu por se acreditar que A, B e C tém os mesmos valores do primeiro
cripto de forma que CCC ¢é 999. Entdo o professor escreveu no quadro XYZ x 3 =
ZZZ a fim de evitar essa confusdo. Os alunos nao sabiam por onde abordar esse
problema. Visando a economia do tempo, o professor interveio e perguntou qual a
letra que foi descoberta primeiro e possibilitou resolver o primeiro problema? Eles
responderam: a letra A. O professor perguntou “por qué?”. Os alunos ficaram em
duvida e em siléncio. O professor completou: porque € a letra que mais aparece.

Os alunos passaram a discutir o valor da letra C. Em dado momento, um
aluno falou:

- G:3vezes5é 15.
- N:Entdo C é5.
- PC: Entdo CCC ¢é 555 e s6 precisamos dividir 555 por 3 que é... 185.

Depois os alunos deveriam apresentar seus resultados para a turma. O aluno
PC, que foi o mais ativo, ndo estava interessado em apresentar. Outros dois
colegas, N e G estavam interessados, mas n&o conseguiam articular exatamente o
que dizer. Notamos que o processo de descoberta € diferente do processo de
elaboragao para a apresentacéo. Eles basicamente esqueceram o que eles mesmos
realizaram por conta do nervosismo. Em suma, quando foram apresentar soé
conseguiam dizer que resolveram no chute, o que nao € verdade, pois houve um
bom processo de pensamento matematico, inclusive de alunos que normalmente
nao participam das aulas de matematica.

Ao final da apresentagao, o professor (eu) observou a produgdo dos outros
grupos. Os grupos B e C resolveram o primeiro cripto, mas ndo o segundo e 0 grupo

D nao resolveu nenhum.
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Agora reflitamos sobre o problema 2 cujo enunciado diz:

2. Encontre trés numeros consecutivos cuja soma seja igual a 123.

a) Explique como seu grupo resolveu esse problema.

b) Como podemos representar a soma de quaisquer trés numeros consecutivos em

apenas uma frase matematica?

Os alunos deste grupo tiveram uma pequena dificuldade com a palavra

“consecutivos” que o professor explicou o sentido.

D. Vamos ver... tem que ser de 0 a 8?
Prof. Nao, pode ser qualquer numero.
Am. 1+2+3=6, 6+7=13

Note-se que os alunos estdo usando meétodo da inspecédo e ainda estao

pensando nos termos da criptaritmética, acreditando que a resposta esta entre 0 e 9.

Em dado momento, os alunos comegam a tentar numeros maiores.

D. Vamos ver a casa dos 30... 34+35+36=105

Am. Entdo tenta a casa do 70. 77+78+79=231. Olha professor a resposta de
123 em ordem trocada.

D. Muito alto...

Al. Tenta a casa dos 40... 41+42+43=126. Quase, muito perto.
39+40+41=120. E menor. Entao 40+41+42=123.

Prof. Muito bem. Agora responda o item a). Como vocés responderam a
questao?

D. Foi no chute.

Prof. Sim, isso se chama método da inspecéo. Agora tentem resolver o item
b) Como podemos representar a soma de quaisquer trés numeros
consecutivos em apenas uma frase matematica?

Neste momento os alunos ndo conseguiram responder a pergunta. Eles ainda

nao tiveram nenhum contato com conteudos algébricos neste ano letivo. Entdo o

professor teve de orientar:

Prof. Como podemos representar um namero qualquer?
Mesmo nesse momento eles ndo tinham ideia do que usar. Entao professor

continua:
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- Prof. Podemos usar a letra N de numero. Se N representa um numero, o que
representa o sucessor?

- D. Nao sei...

- Prof. Qual é o sucessor de 17?

- D.18

- Prof. Como a gente calcula para encontrar o numero sucessor?

- D. Somando mais 1.

- Prof. Isso. Entdo, o sucessorde N é... N+1.

- D. Faz sentido.

- Prof. Entdo qual é o sucessor do sucessor de N?

- D.N+2?

- Prof. Isso mesmo. E como podemos escrever a soma dos 3 numeros?

Neste momento, os alunos ndo sabiam mais o que responder e o professor
precisou escrever para eles a expressédo “N+(N+1)+(N+2)". Como ja foi comentado
nas paginas anteriores, pela propria natureza dual da matematica (de possuir alguns
aspectos inventados e outros aspectos descobertos), a metodologia de resolugao de
problemas permite que o aluno construa seu conhecimento nas partes que a
matematica € descoberta - no caso, descobrir os numeros. Porém os aspectos
inventados da matematica (como a linguagem algébrica) s6 podem ser apreendidos
através de um ensino direcionado. Entao, a intervengdo maior por parte do professor
na resolucao do item b deste problema era esperada.

Ap6s este momento, os alunos foram apresentar suas solucdes. Eles
escreveram no quadro o calculo 40+41+42=123, disseram que resolveram no chute
(item a) e ndo souberam explicar o item b, isto €, como se chega na expresséao
N+(N+1)+(N+2), pois ndo foi uma construgao interinamente dos alunos. Notamos
nos dois primeiros grupos uma forte presenga de pensamento aritmético, o que ja
era esperado. Ja, quanto ao pensamento algébrico, imaginamos que talvez ele se
desenvolva nas proximas aulas, o que podera ser observado usando os parametros
do trabalho de Radford.

Em seguida, o professor passou para ver o que 0s outros grupos produziram
neste problema. O grupo D apresentou o célculo 61+62=123, ou seja eles nao
entenderam plenamente o enunciado da questdo. A seguir estdo os calculos do

grupo B.
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Figura 2

O grupo C deveria resolver o problema 3 cujo enunciado é:

3. Zé das Couves recebeu seu salario do més. Seu patrao lhe deu 33 notas, algumas sao de
R$100,00 outras de R$10,00 totalizando o valor de seu salario que é de R$1320,00.
a. Quantas notas de R$100,00 e quantas notas de R$10,00 Zé das Couves recebeu de seu
patrao?
b. Explique como seu grupo resolveu esse problema.

c. Como essa situagao poderia ser representada usando até duas frases matematicas?

Eram 14h42, e faltavam 8 minutos para acabar a aula. Os estudantes desse

grupo usaram o tempo restante para entender o enunciado.
- S. 100 notas de 10 da quanto? 1000 reais, né?

Note que aqui o aluno S ndo estava atento ao enunciado que dizia
explicitamente que existem apenas 33 notas ao todo. Apds entender esse ponto, o
aluno S iniciou alguns célculos para resolver o problema através do pensamento
aritmético, assim como fizeram seus colegas dos grupos A e B.

- S:100x7=700, 33-7=26 notas de 10.

120



O aluno queria fazer o célculo 26x10=260 e 260+700=960 que ¢é diferente de
1320. Entao precisaria testar outra quantidade de notas de 100 reais, mas acabou o
tempo da aula. Os demais alunos nao tentaram resolver este problema, ja sabendo
que restava pouco tempo de aula.

Um modo de trabalhar com resolugdo de problemas é distribuir os problemas
de modo que cada grupo resolva um problema e socialize com os colegas antes do
final da aula, evitando o risco de faltar o tempo para esse momento de socializacio.
Contudo, como a pesquisa esta interessada, sobretudo, no processo de abstragao, e
nao apenas em testar a proposta pedagdgica, foi necessario observar todos os
alunos resolvendo todos os problemas e isso implicou em atrasos e na perda de

parte do momento de socializagéo.
8.2 Aula 2 — relato e discusséo

A aula 2 iniciou-se as 13h00 e encerrou-se as 14h50. O primeiro problema foi
distribuido as 13h10 e o professor acompanhou o grupo D, com oito alunos, pois
este grupo nao foi acompanhado no dia anterior. O problema que o grupo deveria

resolver tem o seguinte enunciado:

1. (OBMEP 2019) Qual é o numero que esta escondido pelo borrao?

17—3=2o-15+*

a. Como essa situagao pode ser representada sem usar o borrdao?
Inicialmente, os alunos do grupo D ndo entenderam o que a questao exigia,
pois comecaram tentar adivinhar qual a conta que resolvia a questdo, fazendo

célculos sem objetivo claramente definido, como mostra a figura 3.

121



Figura 3

Devido a essa circunstancia, a qual os alunos se mostraram incapazes de
resolver no curto periodo da aula, o professor precisou intervir.
- Prof. Pessoal, vocés entenderam a pergunta?
- LB. E para achar o nimero do borréo.
- Prof. Ok. Me explica o que isso significa.
- (Siléncio)
- Prof. Qual é a funcéo do sinal de igualdade?
- G. [Indica 0] resultado.
- Prof. O que mais?
- LB. Uma coincidéncia.

Depois desse dialogo, o professor indicou que o resultado do lado esquerdo
deve coincidir com o resultado do lado direito e os alunos puderam resolver o
problema. Isso ndo se deu de modo direto, mas foram feitas diversas tentativas até
encontrar o valor correto. E interessante notar que o item a (Como essa situagéo
pode ser representada sem usar o borrdo?) foi resolvido imediatamente. Os alunos
sugeriram as seguintes respostas: 17-3=20-16+7, 17-3=20-16+N e 17-3=20-16+X.
No momento da exposi¢ao oral, eles escreveram as respostas no quadro, sem
explicar para os colegas.

Esperava-se que os alunos resolvessem esse problema em até 10 minutos,
mas eles encerraram as 13h42, isto €, em 30 min, o que atrasou a resolu¢ao dos
demais problemas.

Passemos agora para o relato da resolugéo do problema 2 pelo grupo C
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2. (OBMEP 2015) Nas balangas ha sacos de areia de mesmo peso e tijolos idénticos. Quanto
deve marcar a ultima balanga?

a. Como o seu grupo resolveu o problema? Existe um modo de resolver o problema sem
calcular o peso individual dos tijolos e dos sacos de areia?
b. Seja T o peso dos tijolos e A o peso dos sacos de areia. Como podemos representar

cada balan¢a?

Este problema foi, provavelmente, aquele que foi resolvido de forma mais
rapida. Um aluno do grupo olhou para ele e calculou 64-41=23. Intrigado, o
professor pediu por uma justificativa a fim de saber se se tratava de um pensamento
adequado ou de um simples lance de sorte. O estudante ndo soube articular uma
resposta adequada. O mais provavel é que o aluno teve a ideia correta (de que
basta remover os dois sacos de cimento e um tijolo de trés sacos de cimento e dois
tijolos para sobrar um saco de cimento e um tijolo, ou seja 64-41=23), mas nao
soube explicitar essa intuigéo.

Se, por um lado, o item a foi rapidamente resolvido, por outro lado, o item b
foi mais demorado. A transformagao da imagem em equagéo néo era Obvia para os
alunos. Nao se tratava de uma incapacidade de abstragdo, mas de uma dificuldade
de entender o objetivo do exercicio, sobretudo porque o professor ndo quis dar
diretrizes em excesso para que o aluno pudesse construir por si 0 conhecimento. No
entanto, o dominio de uma linguagem precisava de uma certa quantidade de
imitacao. Por isso, o professor indicou como escrever a primeira equagao. Depois,
os estudantes conseguiram terminar a atividade sozinhos, ainda que com alguma
dificuldade e hesitagdo. A imagem a seguir mostra o quadro com as respostas que
os alunos apresentaram aos colegas. Isso provavelmente se deve a dois fatores: os
alunos nao estao seguros da solugao encontrada e, complementar a isso, eles tem

vergonha de errar a resolugao no quadro.
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Figura 4

Durante a explicacdo dos alunos no quadro, o professor precisou apenas
explicar o motivo de o item A ser resolvido apenas com uma subtracdo. Os demais
colegas entenderam a justificativa sem grandes dificuldades.

Agora, trataremos da questéo 3, que foi a ultima a ser resolvida nesse dia. A
questao foi resolvida pelo grupo B e ndo houve tempo habil para finaliza-lo. O
enunciado do problema dizia o que segue:

3. Encontre, se possivel, 3 nUmeros impares cuja soma seja 100.
a. Como podemos representar um nimero par qualquer?
b. Como podemos representar um nimero impar qualquer?

c. Como podemos representar a situagao descrita acima?
Os alunos do grupo imediatamente passaram a testar a soma de diversos

numeros impares a fim de encontrar o resultado esperado, conforme mostra a figura
5.
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Figura 5

Apods alguns minutos de tentativas variadas (que incluiam somas, subtragbes

e divisdes), os alunos demonstraram uma certa irritagdo com o problema e queriam

desistir. O professor sugeriu que os alunos lessem novamente o enunciado da




questdao. Quando o aluno leu a expressdo “se possivel’” entendeu que nao era
possivel encontrar os trés numeros impares cuja soma seja 100.

A intengcao dessa questao era aproveitar o ensejo para discutir questoes de
paridade®'. Entretanto, deu-se prioridade para os itens a e b que versam sobre a
escrita algébrica. Novamente, esse tdpico precisava ser ensinado de modo dirigido,
€ errado supor que o estudante pode desenvolver a linguagem sozinho. Por isso,
houve um didlogo entre o professor e os estudantes (sobretudo o estudante D.) que
visava possibilitar a construgao do conhecimento de escrita algébrica.

- Prof. O que € um numero par?

- D. Um numero que pode ser dividido por dois.

- Prof. Portanto, ele é o dobro de algum numero?

- D. Sim.

- Prof. O que é o dobro de um numero?

- D. E duas vezes o nimero.

- Prof. E como podemos representar o dobro de um numero?

- D. Duas vezes uma estrela.

- Prof. Bom, mas use uma letra.

- D.2xN

- Prof. Muito bem. Agora vamos ao numero impar.>? Qual é a diferenca entre o
namero par € 0 humero impar.

- D. E que o nimero impar néo se divide por dois.

- Prof. Sim, mas isso é dificil de representar. Qual a diferenca entre os numeros
pares e impares? O impar ndo tem uma unidade a mais do que o par?

- D. Sim.

- Prof. Entdo como podemos representar isso?

- D. P+1 [P indica um numero par]?

- Prof. Usa a expresséao anterior.

D. 2xN+1

51 A discussdo de paridade desta questdo deveria complementar a discussdo sobre paridade da
questdo 4 do dia 1, mas essa questdo foi excluida por falta de tempo. As duas questdes juntas
contribuiriam para uma compreensao das habilidade de aritmética algebrizada de conhecer relagbes
e propriedades dos numeros inteiros.

52 Se houvesse tempo suficiente, seria interessante deixar os alunos a pensar no problema sozinhos.
Com o modo como foi conduzida esta atividade, privilegiou-se a escrita algébrica, a habilidade de
generalizagdo deixou de ser desenvolvida.
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Aqui vemos trés erros do professor durante a aplicacdo desta proposta
pedagogica: excesso de intervengado, privilegiar o desenvolvimento da escrita
algébrica, prejudicando a capacidade de generalizagdo e esquecer o item c da
questdo. As 14h50 tocou o sinal da escola, encerrou-se a aula e os alunos nao

tiveram tempo de apresentar suas conclusdes.

8.3. Aula 3 — relato e discussao

Passemos primeiramente ao relato do terceiro dia de aplicagdo da pesquisa.
Nesse dia, s6 houve tempo habil para resolver os problemas 1 e 2. A aula iniciou as
15h10 e encerrou as 17h00. O grupo C foi o primeiro a ser observado neste dia. O

enunciado da questao dizia o seguinte:

Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada colocando um

quadrado novo na fileira de cima e um quadrado na fileira de baixo.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

1. Desenhe a figura 5

2. Complete a tabela a seguir:

Numero da 1 2 3 4 5 6
figura

Ndmero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 10?
Quantos quadrados havera na figura 100?

5. Escreva um passo a passo para descobrir o niumero de quadrados sabendo o nimero
da figura.

6. Escreva uma formula (uma expressao algébrica) para calcular o nimero de quadrados
sabendo o numero da figura.
Qual figura tera 84 quadrados?

Alguma figura tera 65 quadrados? Se sim, qual? Se nao, justifique.
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O grupo nao estava completo neste dia, pois faltaram dois membros. Além
disso, o grupo nao estava unido para resolver as questdes, pois apenas um aluno do
grupo tomou a iniciativa e resolveu®®. O professor tentou incentivar o grupo todo a
participar, mas mesmo assim, os membros nao se envolveram na resolugdo dos
problemas.

O aluno S ndo teve problemas para resolver os itens 1 e 2 deste problema, ou
seja, identificar e reproduzir o padrao foi imediato. Porém as dificuldades surgiram
ao tentar resolver os itens de 3 a 6, pois 0 mesmo SO conseguiu raciocinar em
termos de pensamento aritmético (0 que ja era esperado inicialmente). Para
encontrar o décimo e o centésimo termo, ele somou duas unidades ao termo
anterior da sequéncia. No item 5, ele escreveu “descobri fazendo a tabuada do dois
até o 100”. Dessa forma, nao é possivel resolver o item 6. Ja os itens 7 e 8 foram
facilmente resolvidos, pois bastava olhar para a lista que ja fora produzida. A seguir
temos a imagem do material produzido,*inclusive a justificativa do item 8 foi
adequada: nenhuma figura tem 65 quadrados, porque 65 é impar. A rigor, o aluno
escreveu “nao tem pois € um numero par’, mas entende-se que ele quis dizer que a
sequéncia é composta de numeros pares, por isso nenhuma figura tem 65

quadrados.

% Por conta disso, a resolugéo dos problemas nao esta descrita em forma de diélogo.
% Note que na listagem da quantidade de quadrados em cada sequéncia, ha um erro, pois os termos
43 e 44 aparecem duplicados. Isso produziu um erro de contagem ao fim, que foi facilmente corrigido.
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Figura 6
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Figura 7

Depois o grupo C apresentou as solugdes encontradas. Os alunos, em geral,
demonstraram alguma vergonha de apresentar, mesmo ja sabendo que estavam
corretos. O grupo escreveu o0s seus resultados e enunciou-os. Apos este momento o
professor, baseado na ideia de Onuchic e Allevato de que a metodologia de
resolugdo de problemas deve ser usada para ensinar matematica, explicou para a

turma que o termo da figura é igual ao numero de quadrados na parte de baixo da
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figura. E que o numero de quadrados na parte de cima ¢é igual ao numero de baixo
mais dois quadrados (um em cada lado). A partir disso, podemos escrever 0 passo a
passo: somar o numero da figura duas vezes mais duas unidades, o que permitiu
escrever a féormula Q=N+N+2, onde N é o numero da figura e Q o numero de
quadrados na figura. Essa explicagao foi importante para a resolugao do problema 2
pelo grupo D como se vera na figura 8.

Figura 8
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Depois passamos ao grupo D que resolvera o segundo problema da lista do
dia 3. O enunciado do problema é o seguinte:

Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada colocando dois
quadrados novos na fileira de cima e dois quadrados novos na fileira de baixo, mantendo um

quadrado centralizado entre as duas fileiras.

| | L |1 L [ [ ]
| L I [ [ ]

Figura1 Figura 2 Figura3

1. Desenhe a figura 4.

2. Complete a tabela a seguir:

Numero da 1 2 3 4 5 6
figura

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 10?
Quantos quadrados havera na figura 100?

5. Escreva um passo a passo para descobrir o numero de quadrados sabendo o nimero
da figura.

6. Escreva uma féormula (uma expressao algébrica) para calcular o nimero de quadrados

sabendo o numero da figura.
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O grupo D estava completo, mas a discussao do problema ficou concentrada
em dois alunos VH e LB Ao ver a explicacédo do problema 1, os alunos logo
procuraram algum elemento geométrico que pudesse explicar o crescimento do
padrdo de crescimento, mas nao conseguiram identificar um padrao claro. Ainda
assim, a maneira de tentar resolver o problema ja foi mais elaborada do que o
pensamento aritmético do grupo anterior. Os alunos do grupo D contaram a
quantidade de quadrados da primeira figura (7) e multiplicaram pelo numero da

figura, formando a seguinte tabela.

Numero da 1 2 3 4 5 6
figura

Numero de 7 14 21 28 35 42
quadrados

Nesse instante, o professor interveio:
- Prof. A segunda figura tem 14 quadrados?
- VH. Ah... ndo tem 11.
- Prof. Entdo ndo é assim que conta os quadrados.

Depois dessa observagao eles verificam que a sequéncia aumenta de 4 em 4
unidades. A partir desse instante os alunos foram somando quatro unidades sobre o
termo anterior da sequéncia para encontrar o termo consecutivo até chegar ao
décimo termo e responder o terceiro item.

Depois os alunos responderam o item 4. Eles encontraram a resposta 407.
Questionados sobre o motivo desse numero, LB disse que VH “chutou” o numero
404, mas que ele acreditou que seria um numero muito baixo e escolheu 407.

Como eles ndo conseguiram generalizar um procedimento para o célculo de
termo genérico, ndo puderam produzir uma férmula e responder os itens faltantes.
Ao final, os alunos ndo quiseram apresentar seus resultados, entdo o professor
apresentou a solu¢do para os demais grupos. O professor fez notar que a figura é
formada por 4 “bracos” crescentes e por um nucleo de 3 quadrados e que o numero
da figura € o numero de quadrado em cada “brago” da figura, entdo para calcular o
nuamero de quadrados em cada figura, basta multiplicar o numero da figura por 4 (ja
que existem 4 bracos, e somar 3 quadrados centrais. Isso nos da a férmula
Q=4N+3, onde Q é o numero de quadrados e N representa o numero da figura. A

seguir temos as respostas dos alunos do grupo D.
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Figura 9

No terceiro dia de aplicagdo desta pesquisa, houve tempo habil para resolver
apenas dois problemas, além disso, o grupo B esteve ausente, pois foi convidado a
participar da FEICON (Feira do Conhecimento do Municipio de Sapucaia do Sul) e o
grupo A deu pouca atengao a resolugédo dos problemas do dia. No entanto, o grupo
A prestou muita atengdo as explicagbes ao final de cada problema. Da mesma
forma, os alunos do grupo D disseram “[Profes]sor, traz mais [problemas] que nem

esse, a gente entendeu melhor”. Dito isso, podemos passar para o relato da aula 4.
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8.4 Aula 4 — relato e discussao

Para o dia 4, estava prevista uma atividade individual para preparar os alunos
para a avaliagdo. Essa atividade exigiria saber abstrair e saber escrever em
linguagem simbdlica. Os pesquisadores optaram por excluir essa atividade para
poder trabalhar os problemas que nao foram abordados nos dias anteriores,
sobretudo o problema 4 do dia 2, de grande valor para o pensamento algébrico.
Além disso, essa mudanga também permitiu ao grupo B, que nao esteve presente
no dia 3, resolver um problema com sequéncias.

Iniciamos, as 13h00, com o problema 4 do segundo dia. O grupo observado
foi o D, que nesse dia contava com dois alunos a menos. Um por falta e o outro por
desisténcia da pesquisa. O citado problema tinha o seguinte enunciado.

Em cada problema abaixo, cada simbolo representa um numero e

simbolos iguais representam numeros iguais.

A) W+ +0,=36 B) L+_1=32

N\ +8+0,=30 +@®=_++

V+P+W+ )\ =? O+ +®+ =7

C) ¢+~ =14 D) A+A+B=11

o+ 0+ 0+4=32 A+B+B=13

O+0+7 [ 47 =7 A+A+A+B+B+B="?
A+B=? A=? B=?

a. Encontre o valor de cada simbolo.

b. Como seu grupo resolveu cada problema?

c. Como podemos representar cada linha de cada problema com uma
expressao matematica diferente e mais simples do que a expressao

utilizada?

Como era de se esperar, o enigma A foi resolvido com facilidade, ja que este

enigma foi escolhido apenas para testar se o estudante entendeu a proposta do
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exercicio e que, resolvendo-o, o estudante podia adquirir algum grau de confianga
para prosseguir. As dificuldades comegaram a aparecer na resolu¢ao do enigma B.

No enigma B, os alunos descobriram imediatamente que o sino vale 16.
Entdo segue-se o0 seguinte dialogo entre os membros do grupo.

- LB: Se duas cebolas sao iguais a 16, entdo uma cebola é igual a 8.
- G. Nao, porque séao trés sinos.

- LB. Ah ta, entend.i.

- G. Trés sinos da 48, entao a cebola vale 24.

Vemos aqui que a nogao de igualdade como relacdo entre duas grandezas
esta cada vez mais clara.

Depois os alunos passaram ao enigma C. Neste enigma os alunos chamaram
o losango de diamante e o esquadro de régua. Este problema nao foi resolvido, pois
como 4+, =14, os alunos supuseram que uma das figuras deveria ser valer 4 e a
outra 10. Mesmo testando as duas hipoteses e percebendo que elas sdo falsas, eles
ndo conseguiram abandonar essa ideia fixa. Por isso tentaram resolver o item D.
Mas o aluno LB escolheu continuar a pensar sobre o enigma C. Pensando consigo
mesma, ela disse “Letra me confunde, prefiro objeto. [Letra] me deixa nervosa™®.
Curiosamente, esse mesmo estudante, refletindo sobre o enigma C, escreve em seu
caderno R+D+D+D=32.

Enquanto isso, os demais membros do grupo refletiram sobre o enigma D. O
aluno MB testou a hipétese de que A=5 e B=1, mas LB mostra que a hipétese falha
para A+B+B=13. Seguem-se tentativas e erros até os alunos encontrarem a solugéo
A=3 e B=5. Vale ressaltar que falta organizacdo e sistematizacdo em testar
hipoteses. A falta de ordem fez com que os estudantes gastassem muita energia
mental em problemas simples. Além de impedir que eles conseguissem resolver
problemas maiores, a falta de ordem e de sistematizacdo atrapalharam a
capacidade de generalizagao e de abstragao.

Os estudantes demoraram quase uma hora para resolver trés dos quatro
enigmas propostos neste problema. Assim, os itens b e ¢ também ndo foram
resolvidos. Além disso, os estudantes optaram por ndao apresentar suas solugdes no

quadro. Assim, o professor resolveu no quadro os enigmas juntamente com os itens

% Esse comentario € muito pertinente. Ele mostra que um dos problemas dos estudantes em
compreender a algebra é simplesmente a falta de pratica da escrita comum. Como as figuras tém
cores diferentes e formatos bastante diferentes, isso ajuda o estudante a evitar confusdes.
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b e c. O professor destacou a fungdo da igualdade no enigma B e que se, ¢+, =14,
entdo ., +0+6+=(". +4)+6+6=14+4+4=32. Logo ¢+4=18 e ¢=9. Portanto
#+ =9+ =14. Portanto [ =5.

Na mesma linha de raciocinio, o enigma D pode ser resolvido da seguinte
maneira:A+A+B=11 e A+B+B=13, entdo A+A+A+B+B+B = (A+A+B)+(A+B+B) =
11+13 = 24. Logo A+B = 8, A=3 e B=5.

Quanto ao item ¢, o professor comentou que € possivel reduzir expressoes
algébricas, por exemplo ™. +4¢+4+4=32 pode ser reduzido a - +34=32 e
A+A+A+B+B+B pode ser reduzido a 3A+3B.

Agora, passemos ao relato de experiéncia da resolu¢ao do problema 3 do dia

3 pelo grupo B. O dito problema tem o seguinte enunciado:

A sequéncia a seguir é formada por tridngulos feitos de fésforos. O
primeiro termo é feito de um tridngulo, o segundo termo é feito de dois
triangulos adjacentes, o terceiro é feito de trés tridngulos adjacentes e assim

por diante. Cada lado que pertence a dois triangulos é feito de apenas um

fosforo.
1° termo 2° termo 3° termo
Responda:

a. Desenhe o 4° termo dessa sequéncia.

b. Complete a tabela a seguir:

Termoda |1° 2° 3° 4° 5° 6°
sequéncia

NUmero
de palitos

c. Quantos palitos sao usados para compor o 10° termo?
d. Quantos palitos sao usados para compor o 100° termo?
e. Escreva um passo a passo para descobrir o numero de palitos de

féosforos sabendo o niumero do termo da sequéncia.
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f. Escreva uma féormula (uma expressao algébrica) para calcular o nimero

de palitos de féosforos, sabendo o numero do termo da sequéncia.

O grupo B resolveu rapidamente os itens a e b do problema. Além disso,
como era de se esperar, resolveu o item ¢ somando 2 unidades ao termo anterior e
os itens e e f ndo foram resolvidos a tempo. Porém o item d é digno de nota. Os
alunos ja sabiam que o décimo termo € formado por 21 palitos. Entdo eles
multiplicaram o 21 por 10 (pois 0 10 cabe 10 vezes no 100) obtendo 21 e um palitos.
Diga-se de passagem que o grupo A usou a mesma estratégia. Mais tarde, o
professor explicou para a turma que essa estratégia esquece que quando dois
tridngulos se juntam, perde-se um palito e que uma possivel férmula seria
P=2(n-1)+3, onde n é o numero da figura e P € o numero de palitos.

Assim, a aula 4 encerrou as 14h50. Dois problemas com muitos itens foram
resolvidos e nenhum grupo quis apresentar neste dia.

Neste momento, passamos a falar do quinto encontro previsto nesta proposta

pedagdgica: o encontro da avaliagao.

8.5 Avaliacao

Passemos agora para a analise da avaliagdo. A avaliagdo ocorreu nos dois
ultimos periodos de uma sexta-feira. Nesse dia, muitos alunos nao estavam
presentes. Dos 16 alunos presentes e em condi¢gdes de participar da pesquisa,
apenas 6 optaram por responder a avaliagcéo. (Vale destacar que os 10 alunos que
optaram por ndo responder a avaliacado foram aqueles que demonstraram menor
interesse durante as aulas.

A seguir temos o quadro que mostra quantos alunos responderam de modo

correto, parcialmente correto, errado ou que nao respondeu.

Quadro 7: Quadro-resumo da avaliagao escrita

Resposta Parcialmente Resposta
Questao Correta correta Errada Nao respondeu
1 3 0 2 1
2a 4 0 1 1
2b 3 1 1 1
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4a
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4c
4d
4e
4f
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Primeiramente, devemos notar que as questdes 1 a 3 sdo focadas em testar
habilidades relativas ao pensamento de aritmética algebrizada e de pensamento
funcional. Os itens 4d e 4e avaliam conjuntamente a capacidade de generalizagao e
o item 4f avalia a capacidade de escrita algébrica. Portanto, analisando a tabela,
percebemos que o pensamento algébrico foi desenvolvido nas quatro aulas por
aqueles alunos que participaram ativamente da proposta pedagdgica, sobretudo o
pensamento de aritmética generalizada e o pensamento funcional, mas a escrita
algébrica ainda precisa de mais tempo, visto que nenhum aluno conseguiu
responder os itens e e f da questdo 4. No entanto, é interessante destacar a
justificativa apresentada por trés dos quatro alunos do grupo B. Deve-se lembrar que
os alunos deste grupo precisaram faltar um dia de aula para representar a escola
Jodo de Barro na feira municipal. Neste dia foi trabalhado de modo mais intenso a
escrita algébrica e a generalizagdo. Talvez, se o grupo estivesse presente, eles
teriam resolvido integralmente a avaliagéo.

Um aluno respondeu na questao 3b “Eu percebi que, se A+B deu 70 e B+A+B
deu 100, eu percebi que tinha trinta a mais e também tinha um B a mais entéo
[B=30]". Na classificagdo de Kaput, vemos que o aluno esta usando a igualdade
como expressdao de uma relagdo entre quantidade®®, esta tratando o numero
algebricamente e estd resolvendo expressbes numéricas com numero

desconhecido.

% Durante a entrevista, este grupo, junto com os demais, responderam que o sinal de igual € usado
apenas para indicar o resultado. Entretanto, no momento do exercicio, ele soube usar como uma
relacdo entre quantidades.
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Figura 10

3. No problema a segtiir, cada le!ra re
letras iguais representam nar

a. Encontre o valor

Outro aluno respondeu no item 2b “1°. O YY é necessariamente 99, pois se
for menor n&o resultara em um numero igual de trés algarismos. 2° Achando o valor
de X que é obrigatoriamente maior [do] que 5. 3° Testando os numeros até resultar
em um numero de trés algarismos iguais.” Este aluno esta usando adequadamente
as relagdes e propriedades dos numeros inteiros, o que indica que o pensamento de

aritmética generalizada foi desenvolvido.

Imagem 11

8.6 Entrevista com grupos focais

ApoOs observarmos o trabalho dos estudantes durante quatro aulas e de
coletar avaliagbes escritas de alguns deles, entrevistamos os alunos. O objetivo
dessa entrevista foi o de estabelecer um panorama geral dos conhecimentos que
eles construiram ao longo dessa caminhada e, assim, poder avaliar melhor a sua
evolucéo.

A seguir temos um quadro que apresenta as respostas de cada grupo as
perguntas. O quadro esta organizado da seguinte maneira: nas células maiores
reescrevemos alguns problemas apresentados nas aulas. Nas células da coluna
“‘Pergunta” temos as questdes feitas aos alunos na entrevistas sobre os tais
problemas e nas células ao lado temos as respostas de cada grupo para aquela

pergunta. Isso nos permite ter um panorama de comparagao util.
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Quadro 8: Quadro-resumo das respostas da entrevista

Pergunta

Grupo A

Grupo B

Grupo C

Grupo D

1. Vamos voltar a questédo 2 da aula 1 que diz o seguinte:
“Encontre trés nimeros consecutivos cuja soma seja igual a 123.

a. Explique como seu grupo resolveu esse problema.

b. Como podemos representar a soma de quaisquer trés nimeros consecutivos em apenas
uma frase matematica?”

1A. Vocé quer

continuar a Sim Sim Sim Sim

entrevista?

1B. De que Sim, é possivel

outras formas | ﬁesﬁ re;verN 2 Sim, possivel Sim, reescrever
+(N+1)+(N+ ’ ’

podemos Queremos pular ( )+ ) trocar letras — trocando por “?”,

resolver o item
b?

essa pergunta

com simbolos
(coracéo, estrela,
etc.)

exemplo: A+A+B

N, estrela, cebola

1C. Como ficaria
a expressao, se
fossem 4
numeros
consecutivos?

[Nao respondida]

N+(N+1)+(N+2)+
(N+3)

N+(N+1)+(N+2)+
(N+4)

Queremos pular

2. Na aula 2, a primeira pergunta diz:
“Qual é o numero que esta escondido pelo borrao?

17-3=20-16 +

a. Como essa situacao pode ser representada sem usar o borrao?”

2A. Vocé quer
continuar a
entrevista?

Sim

Sim

Sim

Sim

2B. Vocés
resolveram essa
questao em
quanto tempo,

aproximadament
e?

+/- 30 minutos

+/- 10 minutos

30 minutos ou
mais

Quase 1 hora

2C. Explique
com suas
palavras qual
é(sao) a(s)
fungbes do sinal
de igualdade.

Sinal de igual
representa a
resposta apenas

Sinal serve para
mostrar resultado
apenas

Sinal mostra
resultado, ex:
10+10=20

Sinal usado
como resposta e
porque contas
devem ser iguais

3. Na aula 2, a quarta pergunta traz 4 enigmas com simbolos. Os dois ultimos dizer o seguinte:

¢+ =14
%, +0+0+0:32

O+HO+ + +

=?

A+B=?

A+A+B=11
A+B+B=13
A+A+A+B+B+B=?

A=? B="
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3A. Vocé quer

continuar a Sim Sim Sim Sim
entrevista?
3B. Como vocés
resolveram
esses
problemas: Nao
testando Resolveram Resolveram conseguiram; Resolveram
diversos testando testando confundiram testando
numeros até o numeros numeros quantidade de numeros
calculo estar simbolos
correto ou vocés
usaram outra
estratégia?
3C. Se vocé
tivesse que
resolver essas . .
~ . Resolveria de . Resolveria .
questdes hoje, . ) Resolveria da . Resolveria
modo diferente; diferente,

voceé resolveria
da mesma forma
ou de forma
diferente.

“nao sei” como

mesma forma

tentativa e erro

testando também

4. Na aula 3 foram apresentados 4 problemas com sequéncias de figuras geométricas. Essas

sequéncias foram:

I |

Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 1

Figura 2

Figura3

VANRWAVAVAVAN

1° termo

2° termo

3° termo

Figura 1 Figura 2

Figura 3

Figura 4

Em todas as quatro sequéncias, foram apresentadas perguntas semelhantes.

4A. Vocé quer

Sim

Sim

Sim

Sim
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continuar a
entrevista?

4B. Desejava-se
calcular o 100°
termo de cada

. Primeira [Nao L Primeira e
sequéncia. Em o . . Sequéncia de o
. sequéncia (mais | responderam; T . sequéncia de
qual sequéncia o ~ . tridngulos (mais T .
T facil: contar ndo participaram A triangulos (mais
foi mais facil e a facil) o
mais dificil de quadrados) da aula] faceis)
calcular o 100°
termo? Por qué?
4C. Depois,
desejava-se
encontrar uma
férmula geral Primeira
para calcular os sequéncia
termos de cada -d . [Nao Primeira
. (formula mais . . .
sequéncia. Em A L responderam; sequéncia (mais
P facil, pois é - iy o Queremos pular
qual sequéncia simples nao participaram | facil para
foi mais facil e a da aula] férmula)

mais dificil de
encontrar essa
formula? Por
qué?

contagem de
dois em dois)

4D. A formula
para calcular o
numero de
palitos para
produzir algum
termo da terceira
sequéncia é
P=2n+1 ou
P=2(n-1)+3,
(ondené
numero da figura
e P é o numero
de palitos).
Como seria a
férmula, se a
sequéncia
inicia-se com
dois tridngulos
adjacentes ao
invés de apenas
um?

Queremos pular

P=2(n-1)+5

Queremos pular

Queremos pular

4E. Ainda na
terceira
sequéncia:
suponha que ela
inicie com um
triangulo, mas
cada nova figura
acrescenta dois
novos tridngulos

[N&o respondida]

Nao sabe

[N&o respondida]

Queremos pular
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a figura anterior.
Como ficaria a
nova férmula
para contar o
numero de
palitos.

8.7 Anélise dos dados e reflex6es

Apos a descrigao das aulas, do tabelamento dos dados da avaliagao escrita e
dos dados das entrevistas, podemos passar a analise dos dados.

Uma primeira andlise dos dados nos sugere que a experiéncia foi mal
sucedida, pois apenas seis alunos estiveram interessados em responder ao
questionario proposto e isso levanta varias perguntas. Mas podemos pensar de
modo diferente, podemos entender que a aplicagdo da pesquisa, ao gerar reflexdes,
ja simboliza uma possibilidade de sucesso, de que, em uma eventual continuidade
do trabalho, ja conseguimos identificar erros, limitagcdes e aspectos a melhorar.

A seguir, exploraremos a questdo do baixo engajamento, diferenciando
elementos externos e internos a proposta. Os problemas externos envolvem temas
como falta de engajamento, desinteresse, auséncias nas aulas, timidez e dificuldade
de interpretagdo de texto. Ja, por problemas internos, destacamos as limitagbes
intrinsecas a proposta didatica para melhorar a capacidade de abstracdo e
compreensao da algebra por parte dos alunos. Depois, exploraremos a questao da

validade da proposta em si e como ela pode ser aperfeigcoada.

8.7.1 Problemas externos a proposta pedagogica associados ao baixo engajamento

Olhando para os problemas externos a proposta, primeiramente, notemos
que no inicio da pesquisa contavamos com 24 alunos participantes. Entretanto,
observando os dados da avaliagao escrita, vemos que apenas 16 alunos estavam
presentes no dia da avaliagado. Isso pode ser explicado em parte pelo fato de que a
avaliagcao escrita ocorreu em uma sexta-feira, que € um dia que tradicionalmente ha
menos presenca de alunos na escola. Dos 8 faltantes, um deles estava de atestado
médico, mas os demais faltaram por opg¢do, um percentual maior do que o que
normalmente observamos. Poderiamos perguntar se a aula estava desagradavel,

muito dificil, ou houve algum outro problema. Infelizmente, tal qual desenhamos a
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pesquisa, nao temos como responder a essa pergunta. Fica essa duvida para um
estudo futuro.

Mas ha um segundo dado associado ao desinteresse/desagrado/dificuldade
que pudemos analisar: dos 16 alunos presentes e em condi¢cdes de participar da
avaliacdo, 10 escolheram nao participar. Lendo seus relatos, podemos encontrar
trés tipos de causas para a recusa em participar da avaliacdo escrita e das aulas
por parte dos alunos: causas relacionadas ao desinteresse, causas relacionadas a
dificuldade de resolver os exercicios e causas relacionadas a apresentacgéao.

Iniciemos pelo desinteresse. Os alunos do sétimo ano do Ensino
Fundamental tém entre 12, 13 ou 14 anos, idades que correspondem a passagem
da infancia para a adolescéncia. Essa fase de mudancgas corresponde a um “perder
o rumo” momentaneo, segundo Manika, Schneider e Silva (2025). Muitos alunos
nesta fase estdo interessados em fazer brincadeiras infantis, em namorar, etc.
deixando os estudos de lado. Além disso, segundo a Sociedade Brasileira de
Pediatria (2019), existem inumeros problemas relacionados as suas estruturas
familiares, a desregulagdo do sono, a ma alimentacgéao, etc. Tudo isso prejudica o
foco e a atengao.

Ademais, o vicio em telas, em junk food, entre outros habitos tipicos dos
adolescentes, causam o excesso de dopamina (o hormdnio do prazer) no cérebro
(LEMBKE, 2021). Como nenhuma metodologia de ensino pode descarregar no
cérebro a quantidade de dopamina que uma barra de chocolate ou um jogo de
celular pode oferecer, a aula de matematica sera sempre desinteressante (ou menos
interessante) para alguns alunos, independentemente da metodologia e dos
recursos utilizados. Cabe ressaltar, porém, que esta € uma reflexdo em termos
abstratos, isto é, ndo sabemos quais ou quantos alunos estdo sem rumo, com
problemas ou viciados em dopamina.

Outra causa possivel para a baixa adesdo dos alunos a resolugdo da
avaliacao escrita e das aulas é a dificuldade em resolver os problemas propostos.
Observamos que isso se da por dificuldades de leitura e interpretagdao de texto,
baixo conhecimento matematico prévio e falta de pensamento organizado. E de
conhecimento geral que os alunos brasileiros tém dificuldade em leitura. Os
resultados do Pisa 2022 mostram que “[d]Jos estudantes brasileiros, 50% tiveram
baixo desempenho nesta disciplina (abaixo do nivel 2). [...] Apenas 2% dos

brasileiros atingiram alto desempenho em leitura (nivel 5 ou superior).” (INEP, 2023).
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De fato, em nossas observagdes, vimos alunos perdendo muito tempo apenas para
entender o problema. Além disso, muitos alunos tém pouco conhecimento sobre as
operacgoes basicas de matematica.

Os resultados do Pisa 2022 também mostram que, “[d]Jos estudantes
brasileiros, 73% registraram baixo desempenho nesta disciplina (abaixo do nivel
2)”.%" (INEP, 2023) Isso confere com a experiéncia diaria de sala de aula, pois muitos
alunos conseguem usar um algoritmo de operagao se a conta ja vem armada ou
indicada, mas nao conseguem descobrir qual operagéo ou conjunto de operagdes
realizar para resolver um problema apenas lendo o enunciado da questéo.

Além disso, percebemos que alguns alunos de boa vontade tiveram muita
dificuldade em resolver alguns problemas, por falta de um pensamento ordenado.
Lembremos, por exemplo, o caso da questdo 4 da aula 2 que foi aplicada na aula 4
(o problema das equagdes com figuras). Se os alunos testassem os numeros
sistematicamente (primeiro o 1, depois o 2 e assim por diante) resolveram o
problema de modo mais rapido e gastando menos energia, que poderia ser utilizado
nos problemas seguintes. Dito de outro modo, muitos alunos ndo conseguem tracar
uma estratégia clara e segui-la até o fim.

Finalmente, devemos ainda explorar uma terceira causa para a baixa
participacdo nas aulas, ainda que esse fator ndo tenha influenciado diretamente na
falta de participagdo dos alunos na avaliagdo escrita®®: a recusa em apresentar as
solugdes encontradas no quadro. Essa recusa tem trés causas: a timidez, a
dificuldade de expressao e o baixo dominio do conteudo. Comecemos pela timidez..
A timidez é o medo de perder ou ferir a autoimagem ou o respeito dos outros. Esse
sentimento € particularmente presente nos adolescentes que nado tem uma
autoimagem consolidada. Desse modo, a possibilidade de errar no momento da
apresentacao pode causar ansiedade e a bloqueio dos pensamentos, vulgarmente
conhecida como “branco”.

Além da timidez, existe o problema da dificuldade de expressdo. Esse
problema se divide em dois: dificuldade de organizar os pensamentos em ordem

l6gica e a dificuldade de provar tudo o que se sabe A dificuldade de organizar os

57 0O nivel 1 de proficiéncia do pisa significa que o aluno consegue extrair informagdes diretas e
resolver algarismos. O nivel dois se refere a capacidade de aplicar conhecimentos basicos em
situacdes do dia-a-dia.

%8 Mas influencia indiretamente, pois se o aluno deixa de aprender na aula, se sentira inseguro para
resolver a avaliacao escrita e, podendo optar por nio realiza-la, certamente optara por deixar de
fazer.
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pensamentos surgem naturalmente quando aprendemos um conteudo novo e
soma-se a isso o fato de que poucos alunos Iéem com frequéncia, o que faz com
que eles tenham um vocabulario empobrecido e |hes falte modelos de argumentos
em suas memorias. ja a dificuldade de provar tudo o que se sabe € uma
caracteristica da condicdo humana. A todo instante estamos percebendo muito mais
coisas do que somos capazes de nomear e de provar. Por fim, o terceiro fator (baixo
dominio do conteudo) é também natural, visto que a algebra é um conteudo novo.
Todos esses fatores tomados em conjunto explicam a recusa dos alunos em
apresentar suas resolugdes. Contudo, sabemos da importancia da apresentagao de
um conteudo nos processos de ensino-aprendizado: expressar o que se pensa
ajuda a organizar os pensamentos, encontrar falhas no pensamento e compartilha o
conhecimento com os colegas. Entdo, quando o adolecente deixa de apresentar, ele
necessariamente deixa de aprender. Ademais, as recusas aconteceram nos ultimos
dias de aula, o que podemos concluir que os alunos estavam cansados das aulas, o
que nos leva a um questionamento importante: sera que o problema também néao
estava na metodologia e nos problemas em si? Exploraremos essa questdo no

tépico abaixo.

8.7.2 Problemas internos a proposta pedagdgica associados ao baixo engajamento

Partindo das externalidades mencionadas acima, agora olhemos para a forma
com que a metodologia de ensino-aprendizagem foi empregada. Primeiramente,
observando as aulas e os relatos de experiéncia, salta aos olhos a dificuldade de
engajar o grupo a trabalhar em algum problema. Contudo, talvez os problemas nao
fossem apenas externos a proposta pedagodgica. Muitas vezes os alunos
trabalhavam somente enquanto o professor observava o grupo. Dito de outra
maneira: em muitos casos, os alunos so realizaram a atividade quando a presenca
do professor os “constrangeu” a isso. Tal percepgdo nos faz supor que a
metodologia seria mais eficaz em uma turma com menos alunos, talvez em grupos

de estudo, do que na sala de aula regular do Ensino Fundamental.*®

% Seria possivel discutir ainda, com base em inimeros autores, o tema da crise civilizacional do
ocidente, que cria uma crise de sentido, que € uma das causas da epidemia de depresséao, que & por
sua vez uma das causas da falta de interesse dos jovens pelo estudo. Ora, se 0 jovem n&o quer viver,
certamente também nao quer estudar. No entanto optamos por nao aprofundar ainda mais o tépico
do desinteresse e também n&o queremos tocar em temas sensiveis.
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Associado as diferentes propostas sobre a participacdo do professor nos
processos de resolugdo dos problemas, surge uma nova pergunta: o que € melhor
para o aprendizado dos alunos? Que pensem sozinhos até conseguirem resolver o
problema ou que haja constantes intervengdes do professor para dar orientagdes e
reduzir o tempo gasto em um exercicio? Por um lado, a intervengao pode causar
uma certa preguiga por parte do aluno, ou ainda, causar uma certa dependéncia do
aluno com o professor, de modo que ele ndo fara nada sozinho. Por outro lado,
deixar o aluno sozinho pode significar permanecer uma aula inteira em um problema
simples, deixar de avangar nos conteudos e conhecimentos e ainda gerar frustragao
em alguns e até a perda do interesse em matematica. Nao temos uma resposta
clara para isso. A melhor resposta para o professor parece ser usar o bom senso,
sabendo que muitas vezes o professor cometera na hora da intervencao.

Além disso, sera que no afa de dar protagonismo aos alunos, a metodologia
também nao tenha falhado em demandar demais desses alunos, de esperar que
desenvolvessem e apresentassem respostas? Parece que sim, pelo menos em
parte. Analisemos primeiramente a metodologia de resolugdo de problemas ,que
visa dar protagonismo aos estudantes, colocando problemas interessantes, que
buscam despertar o interesse para a aula do professor e permitir que o aluno
construa suas préprias hipéteses e ideias. Isso até aconteceu, pois frequentemente
vimos alunos que durante o ano letivo ndo se interessavam pelas aulas de
matematica (ndo copiavam nem resolviam as atividades) envolvidos com os
problemas propostos. No entanto, também depois de um tempo, entre trinta minutos
e uma hora, esses alunos perdiam o interesse por algum motivo. Esse motivo deve
ser algum dos fatores explorados acima. Além disso, ainda que a metodologia de
resolugdo de problemas proponha que devamos estimular os alunos a resolver
problemas para aprender matematica, muitos deles nao tiveram interesse em
protagonizar essas resolugdes, e estavam mais interessados em ver o professor ou
os colegas explicando. Dito de um outro modo, os problemas até despertaram
interesse, o que foi positivo, mas nao o suficiente para fazé-los protagonizar essas
resolucdes.

Associado a essa dificuldade, talvez a metodologia empregada nessa
proposta tenha tido uma falha grave. Carmem Cessa (2009) sugere que o professor
entregue aos alunos um problema por aula para a discussdo. Os alunos podem

receber o mesmo problema para discutir ou problemas diferentes para partilhar. No
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entanto, em nossa pesquisa, queriamos observar o maior numero de alunos para
saber se a teoria e a pratica dialogam, como dissemos no inicio deste capitulo, isto
€, queriamos observar a abstragao ocorrendo e ver se a teoria nos proporcionou um
ferramental tedrico capaz de produzir uma boa proposta didatica para o ensino da
abstracdao. Desse modo, é possivel que tenhamos dado problemas demais e/ou nao
bem selecionados aos alunos.

Por fim, nesse processo de mea culpa, falta refletir se a causa para a
desisténcia estava na selecdo dos problemas. Pensando agora, parece que, ao
menos em parte, a resposta é: sim, ainda que também tenhamos tido algum éxito
nas escolhas. Comecemos destacando o que funcionou. Alguns alunos destacaram
ter gostado de resolver problemas com sequéncias (conforme o relato da
experiéncia). As atividades de resolugdo de problemas com sequéncias parecem
atrair mais o interesse dos alunos do que outros tipos de problemas. Associado a
isso, parece que ao apresentarmos os problemas de sequéncias comeg¢ando por
alguns de facil compreensao e resolugdo (como no caso de “desenhe o préximo
termo”) incentiva os alunos a tentar, o que os leva a entender a fung¢ao da variavel
de forma natural. Mesmo os alunos do grupo A, que demonstraram pouco interesse
em resolver até mesmo os itens mais simples da problema, se interessaram pela
explicagéo posterior e entenderam o que foi explicado.

Mas, como ja dito, muitos alunos ndo se interessaram. Em muitos casos,
houve problemas de interpretagao dos enunciados. Talvez se os problemas fossem
escritos com uma linguagem mais coloquial ou contextualizada, os alunos
demonstrariam maior interesse em resolvé-los. Além disso, podemos pensar que
alguns problemas sdo muito dificeis para o nivel dos alunos. Assim, embora o tipo
de problema seja adequado para o desenvolvimento das habilidades algébricas
desejadas, eles deveriam comecar com questdes mais simples. Por exemplo,
introduzir a generalizagédo de sequéncias através de uma sequéncia de tridngulos ou
quadrados feitos de palitos ndo adjacentes, solicitando que contassem os palitos,
dessa forma, o termo geral da sequéncia seria P=3n, para os triangulos (ou P=4n,
para os quadrados), depois passar aos triangulos e quadrados adjacentes.

Feita essa reflexdo sobre os resultados praticos da aplicagdo da metodologia,
ainda que tenhamos percebido muitas falhas em nossa concepg¢do, ainda
destacamos que a metodologia de resolugdo de problemas de fato atrai mais o

interesse dos alunos do que a aula tradicional. Se tem melhores resultados quanto
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ao aprendizado, veremos a seguir. No entanto, existem inumeros fatores para além
da questdo metodoldgica (fatores sociais, psicologicos e biolégicos) que nenhuma
metodologia é capaz de resolver e suplantar. Ademais, conjecturamos que, se a
sequéncia fosse realizada em mais tempo para abordar todos os problemas
desejados, com menos alunos e acrescentassemos problemas mais faceis de modo
introdutorio, entdo a aprendizagem dos alunos seria melhor. Isso porque os alunos
teriam mais tempo para refletir, o professor teria mais oportunidades de intervir de
maneira qualificada e os alunos se sentiriam motivados por resolver problemas mais
faceis, obtendo seguranca para expor suas solugdes aos colegas e para avancar

para problemas mais dificeis.

8.7.3 Deixando de lado o baixo engajamento, a proposta tem algum valor enquanto

produto pedagdgico a ser melhor desenvolvido?

Encerrada a discussao sobre as causas do baixo engajamento de varios
alunos nas aulas e na avaliagdo propostas, agora investiguemos se a0 menos 0s
alunos interessados desenvolveram as habilidades algébricas desejadas para essa
proposta: a capacidade de generalizagéo e de escrita algébrica. Em outras palavras,
analisemos se ha valor nas ideias propostas pela metodologia. (Alguns problemas
associados ao baixo engajamento ja foram apresentados.)

Pensando sobre isso, olhemos inicialmente o quadro dos acertos da
avaliacdo escrita e percebamos que os itens e (que avalia a capacidade de
generalizagdo) e f (que avalia a capacidade de escrita algébrica) ndo foram
corretamente resolvidos por nenhum aluno. Portanto, nenhum desses objetivos foi
plenamente atingido. Mas isso nao significa que a proposta tenha falhado
completamente. Quando olhamos com atengdo vemos que algo foi aprendido. A
seguir, vamos descrever o que foi aprendido e as causas do “fracasso” em
desenvolver as habilidades algébricas desejadas.

Olhando para as primeiras aulas, fica evidente que os alunos nao possuiam

nenhum conhecimento prévio de algebra.®® Eles possuiam, por assim dizer, apenas

& O professor da turma (eu) optou por n&o iniciar este conteido em suas aulas, até a aplicagao dessa
proposta pedagdgica. Isso permite ver melhor o que os alunos aprenderam sobre algebra, pois se os
alunos tivessem sido apresentados a algebra anteriormente, poderia ser que as respostas refletissem
esse conhecimento prévio e ndo o aprendizado adquirido através desta sequéncia de aulas.
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0 raciocinio aritmético para resolver os problemas. Ao passo que, observando as
respostas das entrevistas e as respostas da avaliacdo escrita percebemos um
avango consideravel no conhecimento algébrico, sobretudo entre os estudantes
membros do grupo B, que era o grupo mais interessado em participar da pesquisa.

A seguir temos o quadro de acertos da avaliagao escrita do grupo B.

Quadro 9: Quadro-resumo das respostas do grupo B

Resposta | Parcialmente | Resposta Nao Habilidade algébrica segundo
Questdo| Correta correta Errada respondeu Kaput

Explorar a igualdade como
expressao de uma relagao entre
1 2 0 1 1 quantidade.

2a 3 0 0 1 Explorar propriedades e relagdes
de numeros inteiros e explorar
propriedades das operagdes com

2b 3 0 0 1 numeros inteiros,
3a 3 0 0 1 Tratar o numero algebricamente e
resolver expressdes numeéricas
3b 3 0 0 1 com numero desconhecido.
4a 4 0 0 0 Testar se o0 aluno entendeu o
4b 4 0 0 0 enunciado do problema
Identificar e descrever padroes
4c 4 0 0 0 numéricos e geométricos.
Prever resultados desconhecidos
4d 2 0 2 0 usando dados conhecidos.
de 0 2 0 2 Descobrir relacdes funcionais;
af 0 0 0 4 Simbolizar quantidades

Percebemos facilmente pelo quadro que os alunos interessados, com
excecdo de um, desenvolveram as habilidades algébricas relacionadas ao
pensamento de tipo “aritmética algebrizada” e do “pensamento funcional”. Ja o
‘pensamento de modelagdo” ainda nao foi plenamente desenvolvido. Talvez os
alunos precisem de mais tempo para compreender e dominar uma nova linguagem.
Assim, fica claro que a metodologia escolhida bem como os exercicios escolhidos
nao sao um fracasso, pois em apenas quatro aulas os alunos interessados
avangaram muito no pensamento algébrico. Podemos conjecturar que avangaram
mais do que se as aulas fossem conduzidas pelas sequéncias didaticas

apresentadas em livros didaticos.
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Vale lembrar que o grupo B esteve ausente na primeira aula com atividades
sobre sequéncias. Podemos conjecturar também que, se estivessem presentes, os
alunos teriam um desempenho ainda melhor na avaliagcao escrita. Apoiando essa
conjectura temos as respostas que o grupo ofereceu durante a entrevista, onde se
destaca a pergunta “A férmula para calcular o numero de palitos para produzir algum
termo da terceira sequéncia € P=2n+1 ou P=2(n-1)+3, (onde n é numero da figura e
P é o numero de palitos). Como seria a férmula, se a sequéncia inicia-se com dois
tridngulos adjacentes ao invés de apenas um?”. O grupo respondeu P=2(n-1)+5 na
segunda pergunta. Isso implica que o grupo identificou o termo independente com a
quantidade de palitos na primeira figura. Portanto, o pensamento de modelagao esta
em processo de consolidagdo. Para que ele esteja consolidado é preciso que o
estudante consiga identificar os termos de uma expressao algébrica e consiga
produzir uma expressao algébrica.

Além dos bons resultados do grupo B, ainda merece uma meng¢ao honrosa
outros alunos de outros grupos. No grupo A, composto por 8 alunos, trés deles se
envolveram com as atividades e ficaram interessados em entender a solugao dos
problemas. Infelizmente, dois deles ndo estavam presentes na avaliagdo escrita e
nem na entrevista. Por algum motivo, o terceiro se recusou a responder a avaliagao
escrita. Algo semelhante aconteceu nos grupos C e D, de modo que, ao todo,
tinhamos em torno de 10 a 12 dos 24 alunos interessados ou parcialmente
interessados nas aulas. Lamentavelmente, apenas 6 realizaram todas as etapas da
pesquisa.

Isso posto, podemos concluir que seria interessante que essa pesquisa fosse
continuada em um possivel doutorado, onde poderiamos acompanhar mais alunos
por mais tempo e em grupos menores. A proposta pedagdgica € mais promissora do
que os dados deixam evidenciar, mas € necessario ter um olhar mais individualizado
para cada aluno.

Voltemos a pergunta inicial. Queriamos saber se a teoria dos capitulos 1 a 6
nos ajudaria a criar uma sequéncia de atividades capazes de ensinar o pensamento
algébrico. Aparentemente, a resposta € positiva ou parcialmente positiva. Em
primeiro lugar, pois o quadro de resultados da avaliacdo escrita mostra uma
evolugdo progressiva dos alunos quanto ao pensamento de aritmética algebrizada e

de pensamento funcional, se compararmos com a primeira aula desta sequéncia de
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aulas. Ndo apenas isso, mas a proposta pedagogica atende as teses estudadas nos
capitulos da primeira parte do trabalho, conforme mostraremos a seguir.

Para Aristételes, a abstracdo depende da memodria e sobretudo da
imaginagao. Podemos dizer que a proposta atende este quesito, pois 0os problemas
abriram novas possibilidades de pensamento (isso também €& imaginagcdo) ao
mostrar aos alunos que € possivel escrever com variaveis, € possivel operar com
nameros desconhecidos (como no exercicio da balanga) e é possivel entender o
sinal de igualdade como uma relagao de equilibrio.

Para a TCM a abstragcdo depende de quao detalhado é o conhecimento do
objeto sobre o qual se dara a abstragdo. A proposta pedagdgica também atende
este quesito, pois a primeira aula leva o aluno a se aprofundar nos numeros inteiros,
antes de apresentar a algebra.

Finalmente, para Piaget, a abstracdo (matematica) depende de uma
construgcéo do sujeito a partir de perguntas e reflexdes metacognitivas. Este quesito
a proposta pedagodgica atende parcialmente. Atendo ao fazer o aluno refletir sobre
as propriedades dos numeros inteiros, mas faltam perguntas que fagam refletir sobre
0s outros processos algébricos. Tais perguntas somente voltam a aparecer nas
questdes da entrevista.

Também queriamos saber se a observagcdao do trabalho dos alunos
confirmava a teoria sobre a abstracao.

Vinculando nossa reflexao as teses acima, coloca-se a pergunta: podemos
dizer que os alunos que adquiriram conhecimentos algébricos (portanto, abstratos)
tinham boa memodria, boa imaginagédo, conhecimento detalhado sobre a aritmética
elementar e realizaram reflexdes sobre os conceitos e suas agcbes? Parece que sim,
mas nao podemos provar isso de forma contundente. Os dados coletados n&o nos
d&o essa certeza, no maximo deixam insinuada essa resposta. E o pesquisador (eu)
que afirma ter captado de modo sutil pelas falas, olhares, gestos, enfim, pelo ser
humano integral - que nao pode ser descrito em papel - que os alunos com melhores
desempenhos tinham todas as caracteristicas acima citadas. Para que essa tese se
confirmasse com rigor cientifico, seria necessario observar atentamente por mais
tempo um conjunto menor de alunos e elaborar um novo questionario com
perguntas mais especificas, o que poderia ser feito em um continuagdo em um

doutorado.

152



CONCLUSAO E CONSIDERAGOES FINAIS

Nosso percurso até aqui envolveu uma longa pesquisa teorica sobre
diferentes entendimentos dos processos de abstragado e de suas aplicagdes tedricas
ao ensino da algebra, especialmente a introdugdo da linguagem algébrica nos
sétimos anos do Ensino Fundamental. No ultimo capitulo deste estudo, arriscamos
uma aplicacdo de uma proposta didatica com total consciéncia de que a mesma
havia sido aplicada em condigbes um tanto adversas e que n&o nos permitiria
produzir muitos resultados conclusivos sobre formas de introduzir a algebra no
Ensino Fundamental. Para encerrar este trabalho, primeiramente retomaremos as
questbes de pesquisa teodrica e pratica, com suas respectivas conclusbes e
resultados, depois passaremos as consideragoes finais.

O interesse inicial da pesquisa era de entender o processo de abstragao de
modo abrangente, articulando diversas teorias - integrando filosofia, biologia e
psicologia - e entdo aplicar esse conhecimento ao ensino da algebra. Assim sendo,
convém retomar o que foi dito sobre a abstragao e suas principais aplicagées sem,
contudo, refazer toda a discussao, a qual pode ser lida nas paginas anteriores.

Usamos a definigdo de abstracdo de Abbagnano segundo o qual a abstragao
€ “a operagao mediante a qual alguma coisa € escolhida como objeto de percepgao,
atencado, observagao, consideragao, pesquisa, estudo, etc. e isolada de outras
coisas com que esta numa relagdo qualquer.” Nesse sentido, Aristoteles distingue
entre abstracdo cientifica, matematica e metafisica e destaca a importancia da
memoria e da imaginagado para a abstracdo. A TCM, por sua vez, salienta que é
fundamental que o objeto sobre o qual se dara a abstragao seja conhecido de modo
detalhado. Por fim, Jean Piaget, ressalta que existe a abstracdo empirica,
pseudo-empirica e reflexionante refletida e que a abstracio reflexionante refletida é
um processo que opera sobre as ag¢des do sujeito.

Também sobre a matematica e o ensino de matematica, as trés abordagens
estudadas tém algo a contribuir. Primeiramente, Aristoteles tem uma filosofia
interessante sobre o que é matematica. Essa filosofia nos permite concluir que a
matematica possui aspectos inventados e descobertos. Isso tem uma aplicagao
direta, ainda que nem sempre facil: os aspectos inventados se beneficiam de uma
metodologia diretiva e expositiva, mas os aspectos descobertos se beneficiam de

metodologias ativas, como a resolucdo de problemas. Além disso, as ciéncias
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cognitivas contribuem para o ensino de matematica ao ressaltar que existem
habilidades primarias e secundarias®’. A implicagdo pedagogica € que as
habilidades primarias se beneficiam de atividades ludicas, mas as habilidades
secundarias -ainda que possam ter um elemento de ludicidade - somente podem ser
adquiridas mediante esforgo repetido. Para finalizar, Jean Piaget e Steven Pinker
concordam que um conceito novo e mais complexo em matematica s6 pode ser
aprendido quando o conceito de base, que é mais simples, esta automatizado, isto
€, quando o conceito foi dominado com tal pericia que ele, o estudante, o realize
sem precisar pensar muito sobre o conceito.

Depois, ja na parte dois deste trabalho, estamos interessados em produzir e
selecionar uma sequéncia de problemas capazes de desenvolver a capacidade de
generalizagdo e a escrita algébrica. Para isso, passamos ao estudo do ensino da
algebra onde James Kaput e Radford se destacam. Suas contribuicbes para
descrever, respectivamente, o pensamento algébrico em si e a evolu¢gdo do dominio
da linguagem algébrica foram fundamentais para a construgdo da proposta
pedagogica e da sua avaliagcdo. Lembremos que Kaput divide o pensamento
algébrico em aritmética algebrizada, pensamento funcional e modelagcédo. Radford,
por sua vez, descreve a evolugcdo do dominio da linguagem algébrica em
pensamento factual, pensamento contextual e pensamento padrao.

Ainda em uma andlise tedrica, mas ja direcionada a pratica, estudamos a
BNCC e o que ela diz sobre a o ensino de algebra e sobre a abstragao. Vimos que a
BNCC tem o mérito de introduzir elementos de algebra desde o primeiro ano do
Ensino Fundamental, mas nem todas as facetas do pensamento algébrico - os quais
foram detalhados por Kaput e por Radford - estdo presentes nas habilidades da
BNCC. Além disso, a BNCC diz pouco sobre a abstragao matematica.

Finalmente, chegamos a descrigdo da proposta pedagodgica, sua aplicagao e
a analise dos dados. Concluimos que a proposta se mostrou insuficiente para
produzir o resultado esperado, isto €, desenvolver a capacidade de generalizagao e
de escrita algébrica. Isso se deu por varios motivos. Primeiramente, como discutido
anteriormente, os estudantes estdo menos engajados com o aprendizado em geral,

mas nao se trata apenas disso. Identificamos também problemas inerentes a propria

1 As habilidades primarias sdo herdadas naturalmente pela evolugéo, ja as habilidades secundarias
nao sao herdadas e precisam ser incorporadas na natureza humana. Andar e falar sdo exemplos de
habilidades primarias e ler e escrever de habilidades secundarias.
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proposta: pouco tempo e problemas dificeis estdo entre as principais causas para o
parco resultado obtido na avaliagao escrita.

No entanto, podemos encontrar pontos positivos a destacar nesta proposta
pedagogica. O mais importante deles é que, ainda que a capacidade de
generalizagdo e de escrita algébrica ndo tenha sido plenamente alcangada, a
proposta se mostrou capaz de desenvolver o pensamento funcional e de aritmética
algebrizada. Portanto, suspeitamos que, se a proposta for redesenhada com mais
aulas, menos problemas por aulas e com mais problemas de dificuldade
intermediaria, entdo os resultados desejados seriam alcangados. Entdo, a proposta
tem valor para o professor de Ensino Fundamental que deseja desenvolver
habilidades algébricas em seus estudantes, desde que o professor faga as

alteragbes e adaptagdes necessarias a sua realidade docente.

Consideracgées finais

Feito esse percurso, podemos dizer por fim que o presente trabalho se
preocupou em buscar bases solidas para os conceitos desenvolvidos. Buscamos na
filosofia aristotélica, nas ciéncias cognitivas (TCM) e nos estudos de psicologia de
Piaget respostas abrangentes para os processos de desenvolvimento pelos jovens
das suas capacidades de abstragdo. Apds essa fundamentagao tedrica, buscamos
compreender o pensamento algébrico a partir das contribuicbes pedagdgicas mais
atuais - dando destaque em primeiro lugar ao pensamento de James J. Kaput e em
segundo lugar ao pensamento de Louis Radford. Somou-se a isso uma pesquisa
sobre as orientacbes legais na BNCC e PCN’s, para produzir uma proposta
pedagdgica segundo a metodologia de resolugdo de problemas capaz de
desenvolver a capacidade de generalizagdo e de escrita algébrica. Com a pesquisa
(observagao dos alunos enquanto resolvem os problemas, entrevistas com grupos
focais e avaliagdo escrita), concluimos que a metodologia de resolugdo de
problemas € uma metodologia que atrai o interesse de mais alunos do que a
metodologia tradicional e permite que eles construam seus conhecimentos de forma
auténoma. Concluimos ainda que os exercicios escolhidos segundo a teoria de base
sao capazes de conduzir o estudante a desenvolver os diferentes aspectos do

pensamento algébrico.
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ANEXOS

Anexo 1: Proposta Pedagdgica com solugdes

AULA 1: Explorando relagbes e propriedades de numeros inteiros

Problemas
1. Resolva os seguintes problemas de criptaritmética:
a. (OBMEP 2015 - ADAPTADA) ABA - CA=AB
b. ABCx3=CCC
(Criptaritmética é um tipo de problema matematico que consiste em esconder parcial
ou totalmente os algarismos de um conta, substituindo-os por simbolos - geralmente
letras. Em geral, cada letra representa um, e apenas um, algarismo. Ou seja, letras
iguais representam numeros iguais, e letras diferentes representam numeros
diferentes. O objetivo é descobrir o valor de cada letra ou de alguma letra
especifica.)
Solugodes:
a. 101-91=10
b. 185x3=555
Este problema foi escolhido para possibilitar ao aluno perceber e descobrir
relacbes entre numeros inteiros, a saber A-A=0, entdo B=0. Além disso, fazer

perceber que 3x5=15, ou seja, preserva-se o digito das unidades.

2. Encontre trés numeros consecutivos cuja soma seja igual a 123.
a. Explique como seu grupo resolveu esse problema.
b. Como podemos representar a soma de quaisquer trés numeros consecutivos

em apenas uma frase matematica?

Solugao: 40+41+42=123.

a. Resposta pessoal. Espera-se que a resposta seja por tentativa e erro, dado
que ha conhecimento algébrico prévio. Uma solugdo mais sofisticada seria
123/3=41 é o termo médio. Assim temos 41+41+41. Depois pensar em retirar
uma unidade do primeiro 41 (para formar o primeiro nimero) e adiciona-lo ao

terceiro 41 (para formar o ultimo numero) obtendo 40, 41 e 42.
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b. n+(n+1)+(n+2). Com essa questdo inicia-se o desenvolvimento do
pensamento de modelagéo.
Se espera que, com essa questdo, os alunos explorem relacbes de numeros

e desenvolvam sua capacidade de generalizagéo e de escrita algébrica.

3. Zé das Couves recebeu seu salario do més. Seu patrao lhe deu 33 notas,
algumas sao de R$100,00 outras de R$10,00 totalizando o valor de seu salario que
é de R$1320,00.
a. Quantas notas de R$100,00 e quantas notas de R$10,00 Zé das Couves
recebeu de seu patrao?
b. Explique como seu grupo resolveu esse problema.
c. Como essa situagao poderia ser representada usando até duas frases
matematicas?
Solugao:
a. Foram entregues 11 notas de 100 reais e 22 notas de 10 reais.
b. Resposta pessoal. Possivelmente a solugéo sera alcangada por tentativa e
erro.
c. x+y=33, 10x+100y=1320, onde x representa o numero de notas de 10 reais e
y representa a quantidade de notas de 100 reais.

Nesta questdo, espera-se 0 mesmo que na questao anterior.

4. (OBMEP 2019 - ADAPTADA) Qual é a diferenga entre a soma dos numeros
impares e dos numeros pares de 1 a 20197

a. Como o grupo resolveu o problema?

b. Quais as propriedades dos numeros que mais foram utilizadas na resolugao?

Solugdio:  (1+3+5+7+..42017+2019) -  (2+4+6+..+2016+2018)
14(3-2)+(5-4)+...+(2019-2018) = 1+1+1+1+...+1 (2010 vezes) =2010.

Espera-se com esta questdo, que os alunos usem as propriedades dos

numeros inteiros e depois reflitam sobre essas propriedades. No item a, espera-se
que consigam descrever o procedimento em palavras. No item b, espera-se que o0s
alunos tomem consciéncia das propriedades de associatividade e comutatividade

dos numeros inteiros.

163



AULA 2: Explorando relagdes de igualdade.

Lista de problemas da aula 2

1. (OBMEP 2019) Qual é o numero que esta escondido pelo borrao?

17-3=2o-15+*

Figura 1. Extraida da prova da obmep disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm
a. Como essa situagao pode ser representada sem usar o borrao?

Solugoes:
O numero escondido atras do borrdo é o 10, pois 17-3=14 e 20-16+10=14.
a. 17-3=20-16+B onde B indica o numero escondido pelo borréo.
Este problema foi escolhido para despertar nos alunos a nocao de igualdade
como relagédo entre numeros e assim, perceber que a igualdade representa mais do
que um sinal de indicacao de resultado, bem como desenvolver a capacidade de

modelacéo.

2. (OBMEP 2015) Nas balangcas ha sacos de areia de mesmo peso e tijolos

idénticos. Quanto deve marcar a ultima balanga?

a%z—_ b
s e o e

Figura 2. Extraida da prova da obmep disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm

a. Como o seu grupo resolveu o problema? Existe um modo de resolver o
problema sem calcular o peso individual dos tijolos e dos sacos de areia?
b. Seja T o peso dos tijolos e A o peso dos sacos de areia. Como podemos

representar cada balanga?

Solugodes:
A ultima balanga marca 23kg.
a. E possivel resolver este problema por tentativa e erro, tentando descobrir o
peso de cada objeto, mas espera-se que o aluno perceba que basta remover
dois sacos de areia e um tijolo (41kg) da primeira balanga para obter o peso

da ultima balanga. Portanto, temos 64-42=23 kg.
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b. Balangca 1: T+T+A+A+A=64 ou 2T+3A=64. Balangca 2: T+A+A=41 ou
T+2A=41. Balanga 3: T+A=23
Este problema foi escolhido para desenvolver a capacidade de resolver
expressdes com numeros desconhecidos e a capacidade de modelagao.
3. Encontre, se possivel, 3 numeros impares cuja soma seja 100.
a. Como podemos representar um numero par qualquer?
b. Como podemos representar um numero impar qualquer?

c. Como podemos representar a situagao descrita acima?

Solugoes:
N&o é possivel encontrar 3 numeros impares cuja soma seja 100. De fato, sejam
2a-1, 2b-1 e 2c-1 trés primos quaisquer com a,b e ¢ numeros inteiros. Assim temos
(2a-1)+(2b-1)+(2c-1)=100. Logo temos 2(a+b+c)=97. Portanto a+b+c=97/2, o que é
absurdo, pois a soma de numeros inteiros € um numero inteiro.
a. Podemos representar um numero par qualquer como 2n, com n inteiro.
b. Podemos representar um numero impar qualquer como 2n-1, com n inteiro.
c. Podemos representar a soma de trés numeros impares quaisquer como
(2a-1)+(2b-1)+(2c-1) com a,b e ¢ numeros inteiros.
Este problema foi escolhido para desenvolver as relagcdes entre numeros
inteiros, especialmente as relagdes associadas a paridade dos numeros bem como

desenvolver a capacidade de modelagao.

4. Nos quatro problemas abaixo, cada simbolo representa um numero e simbolos

iguais representam numeros iguais.

A) W+ +0,=36 B)L+.1=32

N +8+\,=30 @+ @=_1+1+_1

VW ++\\\=? ®+O+@+ . 1="?

C) ¢+, =14 D) A+A+B=11

o, HO+0+4=32 A+B+B=13

OO+, +[o, +, =7 A+A+A+B+B+B=7
A+B=?  A=?  B=?
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a. Encontre o valor de cada simbolo.
b. Como seu grupo resolveu cada problema?
c. Como podemos representar cada linha de cada problema com uma

expressao matematica diferente e mais simples do que a expressao utilizada?

Solugodes:

A) \=12 =6 B)_..=16 ®-=24
®+9+8+0 = 30 ®+®+@®+_1=88
X+Xx+x=36 ou 3x=36 s+s=32 ou 2s=32
x+y+x=30 ou 2x+y=20 ct+c=s+s+s ou 2c=3s
y+y+y+x=30 ou 3y+x=30 ct+c+c+s=88 ou 3c+s=88
C)#=9 . =5 D) A+A+A+B+B+B=24
OO0+ 7+ =33 A+B=8  A=3 B=5
C) I+r=14 2A+B=11

r+l+1+1=32 ou r+3|=32 A+2B=13

[+l+r+r+r=33 ou 2|+3r=33 3A+3B=24

A+B=8 A=3 B=5

Este conjunto de problemas foi escolhido para desenvolver a capacidade de
modelagdo. Além disso, cada problema tem uma particularidade. O primeiro é util
para introduzir o conjunto, sendo um problema facil. O segundo problema explora a
igualdade como relagéo. O terceiro e o quarto problema desenvolvem a capacidade
de resolver expressdes com numeros desconhecidos. Pois, se #+ =14 e
(7=, +4)+4+4=32 entdo 14+4+4=32 e o problema se resolve facilmente. Da mesma
maneira, se A+A+B=11 A+B+B=13, podemos somar as duas equacdes e obter
(A+A+B)+(A+B+B)=A+A+A+B+B+B=11+13=24. Além disso,
(A+B)+(A+B)+(A+B)=24, logo A+B=8 e o problema se resolve facilmente a partir

disso.
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AULA 3: Desenvolver habilidades do pensamento algébrico funcional através da

resolugcao de problemas em sequéncias.

Problema 1 - Extraido e adaptado de
https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/desafio-da-transformacao-dos-numeros/
Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada

colocando um quadrado novo na fileira de cima e um quadrado na fileira de baixo.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

1. Desenhe afigura 5

2. Complete a tabela a seguir:

Numero da 1 2 3 4 5 6
figura

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 107

4. Quantos quadrados havera na figura 1007?

5. Escreva um passo a passo para descobrir o numero de quadrados sabendo o
numero da figura.

6. Escreva uma formula (uma expressao algébrica) para calcular o numero de
quadrados sabendo o numero da figura.

7. Qual figura tera 84 quadrados?

8. Alguma figura tera 65 quadrados? Se sim, qual? Se nao, justifique.

Solugodes:
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2,

Numero da 1 4 5 6
figura

Numero de 4 10 12 14

quadrados

3. Na 102 figura ha 22 quadrados.

4. Na 1002 figura ha 202 quadrados. Espera-se que o estudante perceba que o

npumero de quadrados na parte de baixo da figura € o mesmo numero da

figura, e na parte de cima ha dois quadrados a mais do que na parte de baixo.

Assim o centésimo figura tera 100+100+2=202 quadrados.

5. Para calcular o numero de quadrados em qualquer figura, tome o numero da

figura, multiplique por dois e depois adicione dois quadrados.

6. Q=2n+2, onde Q é o numero de quadrados e n é o numero da figura.

Problema 2 - Extraido e adaptado de

https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/desafio-da-transformacao-dos-numeros/

Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada

colocando dois quadrados novos na fileira de cima e dois quadrados novos na fileira

de baixo, mantendo um quadrado centralizado entre as duas fileiras.

Figura1

1. Desenhe a figura 4

2. Complete a tabela a seguir:

Figura 2

Figura3

Numero da
figura

1

2

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 10?

4. Quantos quadrados havera na figura 1007?
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5. Escreva um passo a passo para descobrir o numero de quadrados sabendo o
numero da figura.
6. Escreva uma formula (uma expressao algébrica) para calcular o numero de

quadrados sabendo o numero da figura.

Solugodes:
1.
2.
Numero da 1 2 3 4 5 6
figura
Numero de 7 11 15 19 23 27
quadrados

3. Na 102 figura ha 43 quadrados.

4. Na 1002 figura ha 403 quadrados. Espera-se que o aluno perceba que a
figura tem um “ndcleo” de trés quadrados e ela possui quatro bragos e o
numero de quadrados em cada brago é o numero da figura.

5. Para calcular o numero de quadrados em qualquer figura, multiplique o
numero da figura por 4 e depois some 3.

6. Q=4n+3, onde Q representa o numero de quadrados e n representa 0 numero

da figura.

Problema 3: Extraido e adaptado de Cessa (2009)

A sequéncia a seguir é formada por tridngulos feitos de fésforos. O primeiro
termo é feito de um triangulo, o segundo termo é feito de dois tridngulos adjacentes,
o terceiro é feito de trés tridngulos adjacentes e assim por diante. Cada lado que

pertence a dois tridngulos é feito de apenas um fésforo.

VANRWAVAVAVAN

1° termo 2° termo 3° termo
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Responda:
1. Desenhe 0 4° termo dessa sequéncia.

2.  Complete a tabela a seguir:

Termo da 1° 2° 3° 4° 5° 6°
sequéncia

Numero de
palitos

Quantos palitos sdo usados para compor o 10° termo?
Quantos palitos sao usados para compor o 100° termo?
Escreva um passo a passo para descobrir o numero de palitos de fésforos
sabendo o numero do termo da sequéncia.
6. Escreva uma férmula (uma expressao algébrica) para calcular o nimero de

palitos de fésforos, sabendo o niumero do termo da sequéncia.

Solugodes.

1. /\/\/

2.
Termo da 1° 2° 3° 4° 5° 6°
sequéncia
Numero de |3 5 7 9 11 13
palitos

3. O décimo termo é composto por 21 palitos.

4. O décimo termo é composto por 201 palitos.

5. Para encontrar o numero de palitos de um termo qualquer multiplique o
namero da figura por dois, depois adicione um palito.

6. P=2n+1, onde P é o numero de palitos e n € o numero do termo da figura.

Problema 4. Extraido e adaptado de Cessa (2009)
Considere a sequéncia de quadrados brancos dividida em quadradinhos
menores de tamanhos iguais. Ao redor os lados de cada quadrado da sequéncia,

sdo desenhados novos quadrados coloridos, como na imagem abaixo
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Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
1. Descreva com palavras como a sequéncia cresce num?
2. Quantos quadradinhos coloridos temos no 5°, 6° e 7° termo da sequéncia?

3. Complete a tabela a seguir.

Numero da figura 1 2 3 4 |5 6 7

Numero de quadrados

pintados

Quantos quadradinhos coloridos temos no 10° termo da sequéncia?
Quantos quadradinhos azuis temos no 100° termo da sequéncia?
Descreva em palavras como voceé resolveu a questao anterior.

Faca um desenho que represente 0 modo que vocé resolveu a questao.

© N o 0 &

Escreva um passo a passo para calcular o numero de quadrados azuis, se
conhecermos o numero da figura.
b. Escreva uma expressdo algébrica que permita calcular o numero de
quadrados coloridos, se conhecermos o numero da figura.
Solugodes:
1. A sequéncia cresce como descrito no enunciado. Numericamente, cada termo
tem quatro quadrados coloridos a mais do que a figura anterior.
2. O quinto termo tem 24 quadrados coloridos, o sexto termo tem 28 e o sétimo
termo tem 32 quadrados coloridos.
3.

Numero da figura 1 2 3 4 |5 6 7

Numero de quadrados | 8 12 (16 |20 |24 |28 |32

pintados

4. O décimo termo tem 44 quadrados coloridos.

171



5. O centésimo termo tem 404 quadrados coloridos.

6. Ha diversas maneiras de contar os quadrados coloridos e resolver o problema

anterior. Espera-se que os alunos apresentem modos diferentes de alcancar

0 mesmo resultado. A seguir temos algumas possibilidades:

E possivel dividir a parte pintada em quatro blocos de 101 quadrados.
Também ¢é possivel encontrar a quantidade de quadrados coloridos
pela diferenca entre a quantidade de quadrados totais e a quantidade
de quadrados brancos.

Outra possibilidade € dividir a parte pintada em quatro blocos de 100
quadrados e adicionar os quadrados dos cantos.

Por fim, é possivel dividir a parte pintada em quatro blocos de 102
quadrados (incluindo os cantos) e remover os quatro quadrados

repetidos.

7. Alguns desenhos que representam a forma de contar o numero de quadrados

coloridos sao

ou

8. Assim como no item 6, ha muitos modos de resolver essa questdo. A seguir,

temos algumas possibilidades.

Tome o numero da figura, adicione 1 unidade e depois multiplique por
4.

Tome o numero da figura adicionado de duas unidades, eleve ao
quadrado e depois subtraia o quadrado do numero da figura.

Tome o numero da figura, multiplique por 4 e depois adicione 4
quadrados, representando os quatro cantos do quadrado.

Tome o numero da figura adicionado de 2 unidades, multiplique por

quatro e depois subtraia 4 unidades.

c. Seja Q o numero de quadrados coloridos € n o numero da figura. As

seguintes formulas representam modos de calcular Q em fungdo de n.
Q=4(n+1), Q=(n+2)?-n? Q=4n+4 e Q=4(n+2)-4.
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AULA 4: A Descoberta de Gauss

Conta-se que Carl Friedrich Gauss, ainda crianga com cerca de 10 anos de
idade, surpreendeu seu professor ao resolver rapidamente um problema que deveria
ocupar a turma por muito tempo: calcular a soma de todos os numeros de 1 a 100.
Enquanto seus colegas comegaram a somar laboriosamente 1 + 2 + 3 +4 + ..., 0
jovem Gauss percebeu um padrao engenhoso. Ele observou que poderia agrupar os
numeros em pares: 0 primeiro com o ultimo (1 + 100 = 101), o segundo com o
penultimo (2 + 99 = 101), o terceiro com o antepenultimo (3 + 98 = 101), e assim
sucessivamente. Como existem 50 pares, cada um somando 101, a resposta seria
simplesmente 50 x 101 = 5.050. Esta descoberta ndo apenas demonstrou o talento
precoce de Gauss, mas também ilustrou a beleza do pensamento matematico,
mostrando como a observagao de padrdes pode transformar um calculo tedioso em
uma solugdo simples e elegante. O método de Gauss revela a esséncia do
pensamento algébrico: a capacidade de generalizar e encontrar formulas que
funcionem para qualquer situacao similar.

Agora resolva os seguintes problemas.

a. Use a mesma ideia para calcular a soma dos numeros de 1 a 1000.

b. Tente escrever uma expressao que calcula a soma dos numeros de 1 a n,
onde n € um numero natural qualquer.

c. Tente escrever uma expressao que calcule a soma dos pares de 2 a 2n, onde
n € um numero natural qualquer.

d. Imagine uma sequéncia de numero onde p € o0 primeiro numero, u € o ultimo
numero, n € a quantidade de numeros e cada numero dessa sequéncia, com
excecao do primeiro numero € o anterior somado com r. Por exemplo, os
numeros 3, 10, 17, 24, 31, 38 € uma sequéncia desse tipo, onde p=3, u=38,
r=7 e n=6. Escreva em fun¢ao de p,u,n e r uma férmula para calcular a soma

dos termos dessa sequéncia.

Espera-se com este exercicio que os alunos desenvolvam a capacidade de modelacgao.
O item a testa se o aluno entendeu a ideia de Gauss. O item b pede que o aluno escreva uma
férmula, como foi feito na aula anterior. O item c e d se propde a desenvolver a capacidade de

generalizar a férmula do item b. A seguir, apresentamos as respectivas solugoes.
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a. (1+1000).500=500500

b. (1+n).n/2

c. (2+2n).n/2 ou (1+n).n. A primeira versao apenas aplica 2 e 2n na formula anterior. A
segunda versao pode surgir se o aluno olhar o problema como uma duplicagao do item

a, pois todo numero par é a soma de um numero consigo mesmo.

d. (p+u).n/2
Avaliagao
s0h0p,
> )
@
Ky ®
£ 4 i 0
MM INSTITUTO FEDERAL | campus
BB Rio Grande do Sul Canoas Am
Prof. Cassio Volpato Selbach
INSTRUCOES:

1. O objetivo desta avaliagao é determinar quais conceitos algébricos
foram desenvolvidos nas ultimas aulas, por isso ela é anonima. Dessa
forma, ela nao vale nota para a disciplina de matematica.

2. Caso alguma questdao te deixe desconfortavel, vocé pode pular a
questao ou encerrar a avaliagao, se preferir.

3. Responda essa avaliagdo com caneta azul ou preta.

4. Esta avaliagdo é individual e sem consulta.

QUESTOES
1. Qual numero devemos colocar no lugar do X a fim de que a afirmacéao

36 -+ 3 = 10 — 2 + X se torne uma afirmagao verdadeira?

Solugdo: X=4,pois36 ~ 3 =12e¢10 — 2 + 4 = 12.
Este problema avalia se o aluno desenvolveu a compreensao do sinal de igualdade

como um sinal de relagcéo entre dois numeros.
2. (PORTAL OBMEP) Resolva o seguinte problema de criptaritmética:

X+ X+YY =227

Explique como vocé resolveu esse problema.
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Solugao: 6+6+99=111. Este problema avalia se o aluno compreende as relacdes
entre numeros inteiros. O aluno deve perceber que Z=1, pois a soma de dois
numeros de um algarismo com um numero de dois algarismos n&o pode ser igual a

ou maior do que 222, que € um numero de trés algarismos.

3. No problema a seguir, cada letra representa um numero de tal forma que
letras iguais representam numeros iguais.
A+B=70
B+A+B=100
a. Encontre o valor de cada letra (A e B).
b. Como vocé resolveu o item anterior?
Solugao: A=40 e B=30. Este problema avalia se o aluno desenvolveu a capacidade
de resolver expressdes com numeros desconhecidos. O aluno deve pensar que se
A+B=70 e B+A+B=100, entdo B+70=100. Logo B=30. Portanto A=40.

4. A sequéncia a seguir é formada por quadrados feitos de fésforos. O primeiro
termo é feito de um quadrado, o segundo termo é feito de dois quadrados, o terceiro
é feito de trés quadrados e assim por diante. Cada lado que pertence a dois

quadrados ¢é feito de apenas um fésforo.

1° termo 2° termo 3° termo
Responda:
a. Desenhe o0 4° termo.

b. Preencha a tabela a seguir.

Termoda | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
sequéncia

Numero
de palitos

c. Descreva com palavras como o numero de palitos aumenta em cada termo

da sequéncia.
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d. Quantos palitos sao usados para compor o 26° termo?

e. Escreva um passo a passo que permita calcular o numero de palitos de

fésforos sabendo o numero do termo da sequéncia.

f. Escreva uma expressao algébrica que permita calcular o numero de palitos

de fosforos, sabendo o numero do termo da sequéncia.

Solugao:
Termoda | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
sequéncia
Numero 4 7 10 13 16 19 22 25
de palitos

c. Cada termo tem trés palitos a mais do que o termo anterior.
d. O 26° termo tem 79 palitos.

e. Para calcular o numero de palitos de qualquer termo da sequéncia, tome o

numero do termo, multiplique por trés e depois some uma unidade.

f. P=3n+1, onde P é o numero de palitos e n € o numero do termo da

sequéncia.
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Anexo 2: Proposta Pedagogica sem solugdes

AULA 1: Explorando relacdes e propriedades de numeros inteiros.

Problemas

1. Resolva os seguintes problemas de criptaritmética:

a. (OBMEP 2015 - ADAPTADA) ABA - CA=AB

b. ABCx3=CCC
(Criptaritmética € um tipo de problema matematico que consiste em esconder parcial
ou totalmente os algarismos de um conta, substituindo-os por simbolos - geralmente
letras. Em geral, cada letra representa um, e apenas um, algarismo. Ou seja, letras
iguais representam numeros iguais, e letras diferentes representam numeros
diferentes. O objetivo é descobrir o valor de cada letra ou de alguma letra

especifica.)

2. Encontre trés numeros consecutivos cuja soma seja igual a 123.
a. Explique como seu grupo resolveu esse problema.
b. Como podemos representar a soma de quaisquer trés numeros consecutivos

em apenas uma frase matematica?

3. Zé das Couves recebeu seu salario do més. Seu patrao Ihe deu 33 notas,
algumas sao de R$100,00 outras de R$10,00 totalizando o valor de seu salario que
é de R$1320,00.
a. Quantas notas de R$100,00 e quantas notas de R$10,00 Zé das Couves
recebeu de seu patrao?
b. Explique como seu grupo resolveu esse problema.
c. Como essa situacao poderia ser representada usando até duas frases

matematicas?

4. (OBMEP 2019 - ADAPTADA) Qual é a diferenca entre a soma dos numeros
impares e dos numeros pares de 1 a 20197

a. Como o grupo resolveu o problema?

b. Quais as propriedades dos numeros que mais foram utilizadas na resolugao?

177



AULA 2: Explorando relagdes de igualdade.

1. (OBMEP 2019) Qual é o numero que esta escondido pelo borrao?

17-3=2o-15+*

Figura 1. Extraida da prova da obmep disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm
a. Como essa situagao pode ser representada sem usar o borrao?

2. (OBMEP 2015) Nas balancas ha sacos de areia de mesmo peso e tijolos

idénticos. Quanto deve marcar a ultima balanga?

Figura 2. Extraida da prova da obmep disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htm

a. Como o seu grupo resolveu o problema? Existe um modo de resolver o
problema sem calcular o peso individual dos tijolos e dos sacos de areia?
b. Seja T o peso dos tijolos e A o peso dos sacos de areia. Como podemos

representar cada balanga?

3. Encontre, se possivel, 3 numeros impares cuja soma seja 100.
a. Como podemos representar um numero par qualquer?
b. Como podemos representar um numero impar qualquer?

c. Como podemos representar a situacio descrita acima?

4. Nos quatro problemas abaixo, cada simbolo representa um numero e simbolos

iguais representam numeros iguais.

A) D+ +0=36 B) L+ =32

N ++5,=30 @@=+ 1+
¥+ =? ®+-®+®+_.=?

C) ¢+, =14 D) A+A+B=11

o, +0+4+4=32 A+B+B=13

O+ 0+ +[o +0, =7 A+A+A+B+B+B="?
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A+B=?

A=? B="?

a. Encontre o valor de cada simbolo.

b. Como seu grupo resolveu cada problema?

c. Como podemos

representar cada linha de cada problema com uma

expressao matematica diferente e mais simples do que a expresséo utilizada?

AULA 3: Desenvolver habilidades do pensamento algébrico funcional através da

resolucao de problemas em sequéncias.

Problema 1 - Extraido e adaptado de

https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/desafio-da-transformacao-dos-numeros/
Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada

colocando um quadrado novo na fileira de cima e um quadrado na fileira de baixo.

Figura 1

Figura 2 Figura 3

1. Desenhe afigura 5

2. Complete a tabela a seguir:

Figura 4

Numero da
figura

1

2 3

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 107?

4. Quantos quadrados havera na figura 1007?

5. Escreva um passo a passo para descobrir o numero de quadrados sabendo o

numero da figura.

6. Escreva uma formula (uma expressao algébrica) para calcular o numero de

quadrados sabendo o numero da figura.

7. Qual figura tera 84 quadrados?
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8. Alguma figura tera 65 quadrados? Se sim, qual? Se nao, justifique.

Problema 2 - Extraido e adaptado de

https://www.youcubed.org/pt-br/tasks/desafio-da-transformacao-dos-numeros/
Observe o padrao geométrico a seguir. Cada nova figura é formada

colocando dois quadrados novos na fileira de cima e dois quadrados novos na fileira

de baixo, mantendo um quadrado centralizado entre as duas fileiras.

| | L I L | ]
I | L ] [T [ ]

Figural Figura 2 Figura3

1. Desenhe a figura 4

2. Complete a tabela a seguir:

Numero da |1 2 3 4 5 6
figura

Numero de
quadrados

3. Quantos quadrados havera na figura 10?

4. Quantos quadrados havera na figura 1007?

5. Escreva um passo a passo para descobrir 0 numero de quadrados sabendo o
numero da figura.

6. Escreva uma férmula (uma expressao algébrica) para calcular o niumero de

quadrados sabendo o numero da figura.

Problema 3: Extraido e adaptado de Cessa (2009)

A sequéncia a seguir é formada por tridangulos feitos de fosforos. O primeiro
termo é feito de um triangulo, o segundo termo é feito de dois tridngulos adjacentes,
o terceiro é feito de trés tridngulos adjacentes e assim por diante. Cada lado que

pertence a dois tridngulos é feito de apenas um fésforo.

/\ /N/\

1° termo 2° termo 3° termo
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Responda:
1.  Desenhe 0 4° termo dessa sequéncia.

2. Complete a tabela a seguir:

Termo da 1° 2° 3° 4° 5° 6°
sequéncia

Numero de
palitos

Quantos palitos sdo usados para compor o 10° termo?
Quantos palitos sao usados para compor o 100° termo?
Escreva um passo a passo para descobrir o numero de palitos de fésforos
sabendo o numero do termo da sequéncia.
6. Escreva uma férmula (uma expressao algébrica) para calcular o nimero de

palitos de fésforos, sabendo o numero do termo da sequéncia.

Problema 4. Extraido e adaptado de Cessa (2009)
Considere a sequéncia de quadrados brancos dividida em quadradinhos
menores de tamanhos iguais. Ao redor os lados de cada quadrado da sequéncia,

sdo desenhados novos quadrados coloridos, como na imagem abaixo

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
1. Descreva com palavras como a sequéncia cresce num?
2. Quantos quadradinhos coloridos temos no 5°, 6° e 7° termo da sequéncia?
3. Complete a tabela a seguir.

Numero da figura 1 2 3 4 |5 6 7
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Numero de quadrados

pintados

Quantos quadradinhos coloridos temos no 10° termo da sequéncia?
Quantos quadradinhos azuis temos no 100° termo da sequéncia?
Descreva em palavras como voceé resolveu a questao anterior.

Faca um desenho que represente 0 modo que vocé resolveu a questao.

© N o a bk

Escreva um passo a passo para calcular o numero de quadrados azuis, se
conhecermos o numero da figura.
9. Escreva uma expressédo algébrica que permita calcular o numero de

quadrados coloridos, se conhecermos o numero da figura.

AULA 4: A Descoberta de Gauss

Conta-se que Carl Friedrich Gauss, ainda crianga com cerca de 10 anos de
idade, surpreendeu seu professor ao resolver rapidamente um problema que deveria
ocupar a turma por muito tempo: calcular a soma de todos os numeros de 1 a 100.
Enquanto seus colegas comegaram a somar laboriosamente 1 + 2+ 3 +4+ ..., 0
jovem Gauss percebeu um padrao engenhoso. Ele observou que poderia agrupar os
nameros em pares: o primeiro com o ultimo (1 + 100 = 101), o segundo com o
penultimo (2 + 99 = 101), o terceiro com o antepenultimo (3 + 98 = 101), e assim
sucessivamente. Como existem 50 pares, cada um somando 101, a resposta seria
simplesmente 50 x 101 = 5.050. Esta descoberta n&do apenas demonstrou o talento
precoce de Gauss, mas também ilustrou a beleza do pensamento matematico,
mostrando como a observagao de padrées pode transformar um calculo tedioso em
uma solugdo simples e elegante. O método de Gauss revela a esséncia do
pensamento algébrico: a capacidade de generalizar e encontrar formulas que
funcionem para qualquer situacao similar.

Agora resolva os seguintes problemas.
a. Use a mesma ideia para calcular a soma dos numeros de 1 a 1000.
b. Tente escrever uma expressao que calcula a soma dos numeros de 1 a n,
onde n é um numero natural qualquer.
c. Tente escrever uma expressao que calcule a soma dos pares de 2 a 2n, onde

n € um numero natural qualquer.
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d. Imagine uma sequéncia de numero onde p € o primeiro numero, u é o ultimo
namero, n € a quantidade de numeros e cada numero dessa sequéncia, com
excegao do primeiro numero € o anterior somado com r. Por exemplo, os
numeros 3, 10, 17, 24, 31, 38 € uma sequéncia desse tipo, onde p=3, u=38,
r=7 e n=6. Escreva em funcao de p,u,n e r uma féormula para calcular a soma

dos termos dessa sequéncia.

Avaliagao
s0h0p,
> )
@
Ky ®
£ 4 i ©
MM INSTITUTO FEDERAL | campus
BB Rio Grande do Sul Canoas Am
Prof. Cassio Volpato Selbach
INSTRUCOES:

1. O objetivo desta avaliagao é determinar quais conceitos algébricos
foram desenvolvidos nas ultimas aulas, por isso ela é anonima. Dessa
forma, ela nao vale nota para a disciplina de matematica.

2. Caso alguma questdao te deixe desconfortavel, vocé pode pular a
questao ou encerrar a avaliagao, se preferir.

Responda essa avaliagdo com caneta azul ou preta.

Esta avaliagéo é individual e sem consulta.

QUESTOES
1. Qual numero devemos colocar no lugar do X a fim de que a afirmacéao

36 -+ 3 = 10 — 2 + X se torne uma afirmagao verdadeira?

2. (PORTAL OBMEP) Resolva o seguinte problema de criptaritmética:
X+X+YY=22Z

Expliqgue como vocé resolveu esse problema.
3. No problema a seguir, cada letra representa um numero de tal forma que

letras iguais representam numeros iguais.
A+B=70
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B+A+B=100
a. Encontre o valor de cada letra (A e B).

b. Como vocé resolveu o item anterior?

4. A sequéncia a seguir é formada por quadrados feitos de fésforos. O primeiro
termo é feito de um quadrado, o segundo termo é feito de dois quadrados, o terceiro
é feito de trés quadrados e assim por diante. Cada lado que pertence a dois

quadrados ¢ feito de apenas um fésforo.

1° termo 2° termo 3° termo
Responda:
a. Desenhe o 4° termo.

b. Preencha a tabela a seguir.

Termoda | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8°
sequéncia

Numero
de palitos

c. Descreva com palavras como o numero de palitos aumenta em cada termo
da sequéncia.

d. Quantos palitos sdo usados para compor o 26° termo?

e. Escreva um passo a passo que permita calcular o numero de palitos de
fésforos sabendo o numero do termo da sequéncia.

f. Escreva uma expressédo algébrica que permita calcular o numero de palitos

de fésforos, sabendo o numero do termo da sequéncia.
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ANEXO 3 - TALE

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENQIA E TECNOLOGIA DO RIO GRANDE DO SUL - IFRS
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUACAO E INOVACAO - PROPPI
COMITE DE ETICA EM PESQUISA — CEP

TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé estda sendo convidado(a) para participar do projeto de pesquisa
intitulado: “UM ESTUDO SOBRE A ABSTRAGAO APLICADO AO ENSINO DA
ALGEBRA NO ENSINO FUNDAMENTAL: uma proposta com problemas e
sequéncias.”. Seus pais/responsaveis concordaram com a sua participagdo. Se
vocé quiser participar, vamos te explicar como sera essa pesquisa. Se vocé nao
quiser participar, ndo tem problema, ndo vai ter nenhum prejuizo para vocé ou para
0S seus pais.

Este projeto esta vinculado ao Mestrado Profissional em Matematica em Nivel
Nacional PROFMAT pela instituicao Instituto Federal do Rio Grande do Sul. Nessa
pesquisa pretendemos descobrir como ensinar melhor o conteudo de matematica
que tem a ver com algebra.

A pesquisa sera feita na prépria escola, na sua sala de aula e devera durar
em torno de uma a duas semanas através de observacoes, testes e entrevistas.
Para a coleta de dados serao utilizadas sua participacdo em aula, suas respostas
em um teste e, para alguns, uma entrevista. A sua participagao sera fotografada
apenas para 0 usO na pesquisa e ela podera ser divulgada na dissertacdo de
mestrado que sera produzida. As fotos serao feitas de tal modo que os rostos néo
aparegam.

A sua participagdo na pesquisa pode ter alguns riscos, por exemplo, as
atividades podem gerar alguma ansiedade ou uma certa vergonha de responder as
atividades no quadro. Entretanto, vocé pode desistir da pesquisa a hora que quiser e
as as apresentagdes no quadro serdo em grupo. Caso seja necessario, vocé podera
ser encaminhado(a) para o SOE a fim de receber o acompanhamento necessario.
Além disso, diante de qualquer tipo de questionamento ou duvida sobre a pesquisa,
vocé podera entrar em contato imediato com o pesquisador responsavel pelo
estudo.

A sua participagao na pesquisa podera ter beneficio direto, como aprender de
forma mais agradavel o conteudo e desenvolver a capacidade de resolver
problemas por isso a importancia da sua participagao.

As informacdes e os dados que vocé informar para esta pesquisa serao
mantidos confidenciais, ndo havera nenhuma identificacdo sua ou de sua familia.
O/A pesquisador(a) se responsabiliza pelos cuidados em preservar a sua identidade
e 0s seus dados.

Os resultados da pesquisa vao ser divulgados no texto da dissertacdo de
mestrado e na defesa para a respectiva banca e, caso a escola Jodo de Barro
solicite, sera divulgada através de uma palestra na dita escola.
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Concordo em participar da pesquisa intitulada: “UM ESTUDO SOBRE A
ABSTRAGAO APLICADO AO ENSINO DA ALGEBRA NO ENSINO
FUNDAMENTAL: uma proposta com problemas e sequéncias.”.
Recebi uma via assinada e rubricada deste termo de consentimento.

Sapucaia do Sul, de de
Nome e Nome e
Assinatura do(a) participante Assinatura do(a) pesquisador(a)

Contato do pesquisador:

Nome: Cassio Volpato Selbach

Instituicao: Instituto Federal do Rio Grande do Sul
Telefone: 51 981153778

e-mail: cassio.volpato@hotmail.com

Em caso de duvidas com respeito aos aspectos éticos deste estudo, por favor
consulte o

Comité de Etica em Pesquisa (CEP) responsavel pela avaliagdo. Um CEP é um
colegiado interdisciplinar e independente, de relevancia publica, de carater
consultivo, deliberativo e educativo, que tem como objetivo defender os interesses
dos participantes da pesquisa em sua integridade e dignidade e para contribuir no
desenvolvimento da pesquisa dentro de padrdes éticos.

CEPI/IFRS

E-mail: cepesquisa@ifrs.edu.br

Endereco: Rua General Osorio, 348, Centro, Bento Gongalves, RS, CEP:
95.700-000

Telefone: (54) 3449-3340
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ANEXO 4: TCLE

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENQIA E TECNOLOGIA DO RIO GRANDE DO SUL - IFRS
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUACAO E INOVACAO - PROPPI
COMITE DE ETICA EM PESQUISA — CEP

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO PARA PAIS OU
RESPONSAVEIS

Prezado (a) Senhor (a):

Seu filho(a) esta sendo convidado(a) para participar do projeto de pesquisa
intitulado: “UM ESTUDO SOBRE A ABSTRAGAO APLICADO AO ENSINO DA
ALGEBRA NO ENSINO FUNDAMENTAL: uma proposta com problemas e
sequéncias.”. Este projeto esta vinculado ao Mestrado Profissional em Matematica
em Nivel Nacional PROFMAT pela instituicdo Instituto Federal do Rio Grande do
Sul, campus Canoas. Nessa pesquisa pretendemos descobrir como ensinar os
adolescentes a usar as letras na matematica de forma mais agradavel e eficiente.

A pesquisa sera feita na Escola Jodo de Barro, e devera durar em torno de
duas semanas através de uma série de aulas, um teste ao final e uma entrevista
com alunos selecionados. Para a coleta de dados sera utilizado/a apenas anotagoes
feitas das observagdes em aula, do teste aplicado e das resposta da entrevista. A
participacdo do seu/sua representado(a) sera fotografada, apenas para o uso na
pesquisa a fim de ilustrar como ocorreram as aulas. Nenhum rosto sera fotografado;
caso seja fotografado um rosto, o mesmo sera borrado na fotografia.

A participagédo na pesquisa pode ter alguns riscos, como um descoforto pelas
situagcdes problemas ou uma certa vergonha de responder no quadro para 0s
colegas, mas caso algo assim ocorra, seu filho(a) pode desistir da pesquisa a
qualguer momento sem maiores explicagdes. Além disso os problemas s&do simples,
feitos no caderno usando apenas papel e lapis, sem neecessidade de nenhum outro
recuros ou de sair da sala. Ademais, as apresentacbes serao em grupo, 0 que
evitara a possivel vergonha. Caso seja necessario, seu representado podera ser
encaminhado(a) para SOE da escola Jodao de Barro, a fim de receber o
acompanhamento necessario. Além disso, diante de qualquer tipo de
questionamento ou duvida sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato
imediato com o pesquisador responsavel pelo estudo.

A participacdo na pesquisa podera ter beneficio direto, como aprender um
conteudo importante de forma mais agradave e de desenvolver a habilidade de
resolver problemas, que € fundamental para a vida, por isso a importancia da
participacado do seu representado.

Ao participar desta pesquisa, saiba que vocé tem direito:

- de retirar o seu consentimento, a qualquer momento, sem que isso traga
qualquer prejuizo ao seu representado;

- a ndo ser identificado e que as informacdes relacionadas a privacidade séo
confidenciais;

- de ter acesso as informagdes em todas as etapas do estudo, bem como aos
resultados, ainda que isso possa afetar seu interesse em continuar participando da
pesquisa;
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- de nao ter despesas ou 6nus financeiro relacionado a participagao nesse
estudo;

- de que, caso tenha despesas (e de seu acompanhante, se aplicavel)
relacionadas a participagcdo na pesquisa, tera direito a compensag¢ado material das
mesmas;

- de se recusar a responder qualquer pergunta que julgar constrangedora ou
inadequada.

- de que serdo mantidos todos os preceitos ético-legais durante e apds o
término da pesquisa, de acordo com a Resolug¢des 466/2012, 510/2016 e outras do
Conselho Nacional de Saude relacionadas a ética em pesquisa.

Concordo em autorizar a participagao do meu representado na pesquisa intitulada:
UM ESTUDO SOBRE A ABSTRAGAO APLICADO AO ENSINO DA ALGEBRA NO
ENSINO FUNDAMENTAL: uma proposta com problemas e sequéncias.

Recebi uma via assinada e rubricada deste termo de consentimento e me foi dada a
oportunidade de ler e esclarecer as minhas duvidas.

Sapucaia do Sul, de de
Nome e Nome e
Assinatura do(a) responsavel Assinatura do(a) pesquisador(a)

Contato do pesquisador:

Nome: Cassio Volpato Selbach

Instituicao: Instituto Federal do Rio Grande do Sul
Telefone: 51 981153778

e-mail: cassio.volpato@hotmail.com

Em caso de duvidas com respeito aos aspectos éticos deste estudo, por favor
consulte o

Comité de Etica em Pesquisa (CEP) responsavel pela avaliagdo. Um CEP é um
colegiado interdisciplinar e independente, de relevancia publica, de carater
consultivo, deliberativo e educativo, que tem como objetivo defender os interesses
dos participantes da pesquisa em sua integridade e dignidade e para contribuir no
desenvolvimento da pesquisa dentro de padrdes éticos.

CEP/IFRS

E-mail: cepesquisa@ifrs.edu.br

Enderego: Rua General Osorio, 348, Centro, Bento Gongalves, RS, CEP:
95.700-000

Telefone: (54) 3449-3340
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ANEXO 5: Termo de autorizagao institucional

TERMO DE AUTORIZACAO INSTITUCIONAL

Titulo da Pesquisa: UM ESTUDO SOBRE A ABSTRACAO APLICADO AO ENSINO DA ALGEBRA
NO ENSINO FUNDAMENTAL: uma proposta com problemas e sequéncias.

Pesquisador principal: Cassio Volpato Selbach
Resumo da pesquisa:

Este € um trabalho sobre a abstracdo. Ele é dividido em duas partes. A primeira parte é
tedrica: queremos entender a abstracdo do ponto de vista bioldgico, psicolégico e
metafisico, pois estamos interessados em dar uma resposta tao completa quanto possivel as
questdes relativas ao tema da abstracdao. Pretendemos responder as perguntas: "qual é a
definicdo de um conceito abstrato?", "qual é a natureza metafisica de um conceito
abstrato?", "o que é abstrair?", "quais sdo os tipos de abstracdo e que tipos de conceitos eles
geram?", "como ocorre o processo de abstracdo?", "quais sdo os niveis do pensamento
abstrato?" e "quais sdo as condicdes humanas para poder acontecer o processo de
abstracdo?". Para responder a essas questdes, nos apoiamos nos estudos de Aristoteles, de
Steven Pinker e de Piaget.

A segunda parte é interessada na didatica da matematica, especificamente na dlgebra.
Aplicamos os conhecimentos obtidos na parte tedrica ao estudo da abstracdo algébrica.
Realizamos uma pesquisa para saber se é possivel desenvolver os conceitos de abstracdo
algébrica através da metodologia de resolucdo de problemas. Para isso, organizamos quatro
aulas, onde os alunos serao convidados a resolver problemas aritméticos e algébricos. E
também organizamos uma quinta aula para a avaliacdo. E também organizamos uma quinta
aula para a avaliacdo. Os dados serdo coletados através desta avaliacdo, pelas observacoes
feitas nas quatro aulas e por entrevistas aos alunos em grupos focais. Essas observacoes
serdo realizadas utilizando elementos de pesquisa-acao.

Esta pesquisa envolve:
() utilizacdo de dados de estudantes/ ou servidores
(x) participacdo de estudantes/ servidores/ gestores em entrevista ou questionario

(x) outra intervencdo (descrever): Observacdo dos alunos durante as aulas de matematica
enguanto realizam suas atividades.

(') atividade nos campi:

Assim, o(s) pesquisador(es) solicitam a disponibilizagdo de:

(x) espaco fisico Institucional: sala de aula e sala de video
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( ) documentos ou dados ndo publicos (descrever):

( ) outras atividades ou solicitacdo (descrever):

Eu, Ana Paula Zwetsch Bernardi Motta, responsavel da Escola Municipal de Ensino
Basico Jodo de Barro, diretora, estou ciente e de acordo com a realiza¢do da pesquisa acima

descrita, a ser conduzida pelo(s) pesquisador(es) abaixo relacionados.

A partir da documentacdo anexada na solicitacdo deste termo (projeto completo,
termos e demais documentos pertinentes, fui informado pelo responsavel do estudo sobre
objetivos, metodologia, riscos e beneficios aos participantes da pesquisa, bem como das
atividades que serao realizadas na instituicdo a qual represento.

O pesquisador responsavel assegura que os dados coletados serdo mantidos em
absoluto sigilo de acordo com a Resoluc¢do do Conselho Nacional de Saude n2 466/2012, que
trata da Pesquisa envolvendo seres humanos e que serdo utilizados tdo somente para a
realizacdo deste estudo. Serdo, ainda, observadas na integra, as disposicdes constantes na
Lei Geral de Protecdo de Dados n® 13.709/2018, no tocante a preservacdo da
confidencialidade de todas as informacdes pessoais coletadas, que serdo utilizadas
unicamente para atender a finalidade especifica da pesquisa, sendo realizada, sempre que
possivel, a anonimizacdo de eventuais dados pessoais sensiveis.

Esta instituicdo esta ciente de suas corresponsabilidades como instituicdo
participante do presente projeto de pesquisa e de seu compromisso no resguardo da
seguranca e bem-estar dos participantes de pesquisa, dispondo de infraestrutura necessaria
para a garantia de tal seguranca e bem-estar.

Esta autorizacdo estd condicionada a aprovacdo prévia da pesquisa acima citada por
um Comité de Etica em Pesquisa e ao cumprimento das determinacdes éticas das Resolucdes
n? 466/2012 ou 510/2016 - Conselho Nacional de Saude/Ministério da Saude e suas
complementares.

O descumprimento desses condicionamentos assegura-me o direito de retirar minha
anuéncia a qualquer momento da pesquisa.

Assinatura e carimbo do responsavel institucional
Cargo que ocupa na instituicao

Em caso de duvidas com respeito aos aspectos éticos deste estudo, consultar:
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CEP IFRS

E- mail: cepesquisa@ifrs.edu.br

Endereco: rua General Osorio, 348, Centro, Bento Gongalves, RS, CEP: 95.700-086

Telefone: (54) 3449-3340

Pesquisador principal: Cassio Volpato Selbach

E-mail: cassio.volpato@hotmail.com

Telefone: 51 981153778

Demais pesquisadores

Nome:

E-mail:

Telefone:

Obs.: Este documento ndo autoriza o inicio da pesquisa, sendo apenas um requisito exigido pelo Comité de Etica do IFRS
para andlise do projeto de pesquisa. Sua finalidade é atestar que o gestor do Campus ou Campi do IFRS tem ciéncia e

autoriza a realizagdo do projeto de pesquisa, quando forem cumpridas as instdncias de avaliagdo ética.
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