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RESUMO

Desde a antiguidade aos tempos contemporaneos os triangulos despertam curiosi-
dade e relevante interesse pela busca de relacoes matematicas e propriedades ineren-
tes a esse poligono. Como o proprio nome sugere, essa dissertacao tem por objetivo
estudar os triangulos e as principais relagoes existentes entre os seus elementos, ser-
vindo de fonte de aprofundamento acerca do tema para estudantes e professores da
educacao basica. Inicialmente faremos um levantamento sobre como o tema tem
sido abordado em livros didaticos aprovados pelo Plano Nacional do Livro de Dida-
tico (PNLD) e em seguida um estudo teérico acerca do assunto. Notamos que ao
explorar tal teméatica nos deparamos com uma expressao recorrente, que neste es-
tudo a definimos como relacionador triangular. Definir tal expressao, nos possibilita
reescrever equagoes famosas como a de Heron com uma outra aparéncia e tornar
expressoes envolvendo os elementos triangulares mais simples e praticas de serem

manipuladas, como, de fato, veremos no decorrer deste trabalho.

Palavras-chave: Geometria. Triangulos. Relacionador.
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ABSTRACT

From ancient to modern times, triangles have sparked curiosity and significant in-
terest in the search for mathematical relationships and inherent properties of that
polygon. As its title suggests, this study aims to investigate triangles and the main
relationships among their elements, serving as a resource for deeper exploration of
the topic by students and teachers in basic education. Initially, we surveyed how
the topic has been addressed in textbooks approved by the National Textbook Pro-
gram (PNLD) and then conducted a theoretical study on the subject. We observed
that, in exploring this theme, a recurring expression emerges which, in this study,
we define as the triangular relational operator. Defining such expression allows us
to rewrite well-known equations, such as Heron’s formula, in a different form and
to simplify expressions involving triangular elements, making them easier and more

practical to manipulate, as we demonstrate throughout this study.

Keywords: Geometry. Triangle. Relational Operator.
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1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)(Ministério da Educagao, 2017) pre-
coniza um estudo aprofundado nas relagoes envolvendo triangulos, principalmente
no ensino médio, visto que essa temética é muito presente em diversas areas do
conhecimento e em muitas situagoes cotidianas, a citar, nas artes, arquitetura, agri-
mensura, etc. Nesse sentido, podemos fomentar a importancia de um estudo mais
detalhado no que concerne aos elementos triangulares, ja que apesar de haver grande
volume de materiais abordando o tema, ainda ha relevantes assuntos a serem investi-
gados, muitos dos quais, relativamente triviais, que podem ser explorados, inclusive
na educacao basica.

Os livros didaticos, ano apds ano, trazem os mesmos topicos relacionados aos
triangulos, pouco ou nada se acrescenta. Em uma entrevista & (Associa¢ao Naci-
onal dos Professores de Matematica, 2016) (ANPMat), quando perguntado sobre
suas obras para o ensino basico o renomado matemético brasileiro Elon Lages Lima
(2015) respondeu nao ter feito nenhum livro voltado para alunos do ensino bésico,
justificando que havia um longo periodo que nao lecionava para esse publico e faz
uma critica ao ciclo desgastante dos professores que vém e vao mas sempre baseiam
suas aulas apenas nos livros didaticos, que por sua vez baseiam-se na experiéncia do
autor.

Sem sombra de davidas, o livro didatico é uma importante fonte de estudo para
o aluno, porém nao é uma diretriz ou base tinica de estudo para o professor elabo-
rar suas aulas, nesse sentido, cabe ao professor buscar outras referéncias, para que
assim seja capaz de levar algo a mais para o seu publico e/ou ter maior dominio de
contetido. Sob essa perspectiva, livros paradidaticos, periddicos, artigos académicos
ou dissertacoes de mestrado como esta sao uma boa opc¢ao para diversificar as pers-
pectivas sob as quais se aborda determinados assuntos em sala de aula e encontrar
inspiracao para aulas dinamicas e com maior ressignificacao dos objetos de estudo.

Por que estudar matematica? Em que vou usar isso na minha vida? Quem
nunca perguntou isso, provavelmente ja ouviu alguém perguntando. Obviamente,
responder a essas perguntas renderiam um livro completo, mas de forma sucinta a
resposta é: Porque somos seres humanos. Quando se descobre a beleza da matema-
tica perguntas como essas se tornam obsoletas e triviais. Bem sabemos que gracas
as descobertas/criagoes mateméticas houve grandes avancos tecnocientificos, mas
mesmo que nao houvesse uma relagdo intrinseca entre Matematica e progresso (o
que nem de longe é o caso) ainda assim essa ciéncia nos encantaria. Nesse sentido, o
grande desafio do professor ¢ mostrar que aprender Matematica vai muito além de

meras memorizagoes e que ela nos da a possibilidade de treinarmos o nosso cérebro



para sermos solucionadores de problemas, sejam eles abstratos ou concretos, afinal

¢ isso que nos distingue dos demais seres vivos terrestres.

O éxito de um professor de Mateméatica deve ser medido pela
quantidade de alunos que, ao longo da vida, ele ensinou a pensar
por si mesmos e nao pelo volume de férmulas que os fez memori-
zar. Porque as féormulas decoradas podem ser esquecidas ou em-
pregadas erroneamente mas uma pessoa que tenha entrado pelo
caminho légico-dedutivo jamais o abandonaré ou sentir-se-4 per-
plexa diante de uma situagao nova. (GARBI, 2010, p. 10)

A geometria, apesar de ser altamente aplicavel as situacoes praticas da socie-
dade, requer um alto nivel de abstragao, mas isso nao deve ser empecilho para um
estudo mais aprofundado e sisteméatico no ensino basico, muito pelo contrario, afinal
a abstracao ¢ a esséncia da Matematica. Os estudantes devem ser capazes de con-
jecturar por si s6 e mais que isso, entender de onde vém as equagoes que encurtam
os nossos calculos para chegarmos a solucao de um problema.

Dentro de uma escola, cada turma é tnica e somente a experiéncia do professor
e a convivéncia professor/aluno e demais membros que compdem a escola poderao
mostrar os melhores métodos de ensino para se alcancar o ntimero maximo de es-
tudantes dispostos a se dedicar a aprendizagem da Matematica (o que nao significa
que sempre haverd um método que alcangara a maioria, infelizmente), para tanto
a pratica adquirida ao longo dos anos é de grande apoio, mas é imprescindivel que
o professor tenha uma hoa “bagagem” tedrica e mais que isso, consiga fazer uma
transposicao didatica de acordo com o nivel de conhecimento da sua turma.

Vale salientar que a transposicao didatica é um estudo dentro das teorias da
aprendizagem que mostra como acontece uma transformacao do conhecimento desde
a sua produgao cientifica até chegar aos estudantes do ensino béasico, sendo que
¢ o professor que fard a tltima andlise da forma como tais producoes cientificas
serdo apresentadas a turma. Com isso, reforco a importancia de se ter um bom
embasamento teorico do assunto que serd ministrado, bem como das formas que tais

assuntos podem ser ministrados.

A Teoria da Transposicado Didatica é uma teoria que envolve a
epistemologia da ciéncia, a teoria cognitiva da ciéncia, a didatica
do ensino e teorias sociais para se entender, criar regras e estu-
dar os mecanismos que regem o processo de transformagao do
conhecimento produzido nas esferas de pesquisa, para o campo
académico, deste para os livros didaticos e deste para a sala de
aula do ensino basico. (MELLO, 2019, p. 9)

A principal motivacao deste trabalho é apresentar a geometria plana dos trian-

gulos e as relagoes entre seus elementos de forma aprofundada, proporcionando um



material de estudo mais detalhado para alunos e, sobretudo, para professores de Ma-
tematica do ensino béasico. Essa abordagem se justifica pelo fato de que esses temas
costumam ser pouco explorados ou tratados de maneira superficial nessa etapa da
educacao.

Inicialmente, serd realizado um levantamento bibliografico sobre o ensino de Ge-
ometria no Ensino Basico no Brasil, seguido de uma analise das abordagens apre-
sentadas em quatro colecoes de Matematica para o Ensino Médio aprovadas pelo
Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD): Matematica em Contextos, de (DANTE;
VIANA, 2020b, 2020a); Matematica, de (SOUZA, 2020a, 2020b); Matemética, de
(BONJORNO; JUNIOR; SOUSA, 2020, 2020); e Conexdes, obra coletiva sob a edi-
¢ao de (LEONARDO, 2020b, 2020a). Ao longo deste trabalho, essas obras serdo
denominadas, respectivamente, Colecao 1, Colecao 2, Colecao 3 e Colecao 4.

Na sequéncia, apresenta-se um aprofundamento teérico contendo defini¢oes, pro-
posicoes e teoremas classicos relacionados aos triangulos, os quais servirao de base
para uma abordagem inovadora, incluindo, entre outros, o desenvolvimento de equa-
coes para o calculo de medidas de cevianas notaveis, como altura e bissetriz. Essa
abordagem conduz tanto a expressoes ja conhecidas quanto a resultados pouco ex-
plorados, além de outras formulagoes apresentadas de modo original neste trabalho.
Por fim, é disponibilizada uma lista de exercicios acompanhada de suas respectivas

solucoes, consolidando os conceitos discutidos.



2 A geometria plana no contexto escolar

Esta secao tem como objetivo discutir a presenca e o tratamento da geometria
plana no ambiente escolar, com énfase no Ensino Médio. Inicialmente, aborda-se
a forma como o ensino da geometria plana é proposto nos documentos oficiais e
nas praticas pedagogicas, destacando avancos, desafios e lacunas presentes nesse
processo. Em seguida, analisa-se a abordagem adotada em algumas colecoes de
livros didaticos aprovadas pelo PNLD, considerando de que maneira esses materiais
apresentam e desenvolvem os contetidos de geometria plana, em especial aqueles
relacionados ao estudo dos triangulos. Dessa forma, busca-se oferecer um panorama,
que articula teoria, orientagoes curriculares e praticas de sala de aula, evidenciando

a relevancia da geometria plana na formagao matemética dos estudantes.

2.1 O ensino da geometria plana no ensino médio

Atualmente, o ensino da Geometria no Brasil estd previsto na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) como uma das cinco unidades tematicas da Matemé-
tica, juntamente com Numeros, Algebra, Grandezas e Medidas, e Probabilidade
e Estatistica. O documento destaca a importancia do pensamento geométrico no
desenvolvimento das habilidades matematicas dos estudantes.

Embora nao contemple todos os objetos de aprendizagem essenciais da Geome-
tria, a BNCC estabelece que o aluno deve ser capaz de desenvolver um raciocinio
critico e atuar como solucionador de problemas. Conforme descrito no documento:
“A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimen-
tos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento” (Ministério da Educagao, 2017).

Posto isso, o grande desafio é garantir que o conhecimento geométrico formal
seja efetivamente consolidado pelos estudantes da educagao basica. De acordo com
(COSTA, 2020), embora o Brasil tenha avancado significativamente nas pesquisas
em Educacao Matemética e no ensino da Geometria, esses progressos nem sempre se
refletem na pratica escolar. Muitas vezes, esse distanciamento ocorre devido a cir-
cunstancias adversas do contexto em que as escolas estao inseridas ou, simplesmente,

por lacunas na formacao académica dos professores nessa area. Assim,

Diante dessa circunstancia, fica devidamente compreendido o mo-
tivo desses docentes, quando exercerem sua profissdo, em consi-
derarem o ensino de Geometria inconcebivel. Isto é, na maior
parte dos casos, alegam que nao é possivel ensinar, com precisao
e clareza, o que é desconhecido ou superficial para eles.(COSTA,
2020, p. 130)



Todavia, vale salientar que a formacgao continuada é essencial para que o docente
exerca seu papel de maneira eficaz, contribuindo para a melhoria da educacao basica
no Brasil. Diante das constantes mudancas nas diretrizes curriculares, dos avancos
nas pesquisas em FEducagao Mateméatica e do surgimento de novas metodologias de

ensino, é fundamental que os professores estejam em permanente atualizacao.

A formacao continuada possibilita a ampliacao do repertério pedagogico, o apri-
moramento do conhecimento teérico e pratico, além do desenvolvimento de estra-
tégias mais dinamicas e eficazes para o ensino da Geometria e de outros conteidos
matematicos. Dessa forma, investir na capacitacao docente nao apenas fortalece a
pratica pedagogica, mas também impacta diretamente na qualidade da aprendiza-
gem dos alunos. Nesse sentido, (ARAUJO, 2014) complementa

Por outro lado, se a formagao inicial agregar ao professor conhe-
cimentos técnicos, sélidos conhecimentos bésicos e uma boa for-
macao metodolégica, mesmo assim esse conjunto de fatores nao
é suficiente para a pratica profissional, a formacado continuada
torna-se indispensavel, pois é uma forma de o professor desenvol-
ver competéncias de ensino e aprendizagem. (ARAUJO, 2014, p.
6-7)

Nos tltimos anos, observa-se uma melhoria significativa na abordagem da Ge-
ometria nos livros didéaticos. Enquanto no passado o tema era frequentemente re-
legado a apéndices ou tratado de forma superficial, atualmente h& uma integracao
mais efetiva com outros contetidos mateméticos. Essa constatacao é confirmada por
(TENORIO, 2019), ao analisar colecdes de livros didéticos publicadas antes e depois
da implantacao do PNLD. O autor verificou que as obras mais recentes destinam
maior espaco e nimero de capitulos a Geometria, apresentam secoes especificas e
articulam figuras planas e espaciais, estabelecendo também conexdes com a Algebra.
Tais mudangas evidenciam uma evolucao na forma como a Geometria vem sendo
tratada nos materiais didaticos, tornando-se mais integrada e significativa para o
ensino de Matematica.

Mais que isso, muitas cole¢oes dedicam um ou mais volumes exclusivamente ao
estudo da Geometria, proporcionando uma exploragao mais aprofundada e contex-
tualizada do tema. No entanto, apesar desses avancos, ¢ importante reconhecer que
nenhum material didatico consegue abranger a totalidade dos conceitos geométricos.
Dessa forma, para garantir uma compreensao mais ampla e aprofundada, é essen-
cial que professores e estudantes busquem referéncias complementares, expandindo
o repertorio tedrico e pratico além do que é apresentado nos livros escolares.

Vale destacar que a auséncia de determinado tema em um livro didatico nao o
torna, por si s6, bom ou ruim. Longe disso, a questao central é que esses mate-
riais nao devem ser encarados como a tnica referéncia para definir o que deve ser

ensinado ou como os contetdos devem ser abordados em sala de aula. Cabe ao do-



cente, no processo de transposicao didatica, avaliar a necessidade de complementar
o material com outras fontes e estratégias, assegurando uma abordagem mais ampla,
contextualizada e significativa para os alunos.

No que se refere ao estudo dos triangulos, o tema ¢ introduzido ja na Educacao
Infantil e percorre toda a Educacao Béasica. No entanto, conceitos fundamentais
abordados de forma elementar nos anos finais do Ensino Fundamental muitas ve-
zes nao sao devidamente aprofundados ou sequer revisados em diversas colecoes
didaticas do Ensino Médio. E comum que esses materiais ndo tragam nem mesmo
a definicao formal de triangulo ou sua classificacao, além de deixarem de abordar
temas relevantes e frequentemente cobrados em avaliagoes externas e olimpiadas,
cOomo as cevianas e os pontos notaveis.

Retomando as colecoes mencionadas na introducao, analisamos a abordagem do
estudo dos tridngulos nesses materiais, verificando a profundidade e a abrangéncia

com que o tema ¢ tratado.

2.2 Analise dos livros didaticos sobre tridngulos

Examinaremos, nesta subsecao, quatro colecoes de livros didaticos de Matema-

tica aprovadas pelo PNLD, a saber:
e Colegao 1: Matemdtica em Contextos de (DANTE; VIANA, 2020b, 2020a);

e Colegao 2: Matemdtica de (SOUZA, 2020a, 2020b);
e Colecdo 3: Matemdtica de (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA, 2020, 2020);

e Colegao 4: Conexdes, obra coletiva sob a edi¢ao de (LEONARDO, 2020b, 2020a).

A anéalise dessas colecbes tem como objetivo exemplificar que, embora os livros
didéticos sejam importantes recursos pedagogicos, nem sempre abordam de forma
suficiente determinados temas relevantes a formacao mateméatica dos alunos. Dessa
forma, busca-se destacar que, conforme o perfil da turma e os objetivos de apren-
dizagem, o professor pode complementar o material, explorando contetidos pouco
tratados nas obras, a fim de enriquecer o processo de ensino e ampliar a compreensao
dos conceitos.

Com o objetivo de facilitar a identificacao das obras analisadas, foram incluidas
neste trabalho imagens das capas dos livros didaticos examinados na Figura 1. As
referidas imagens tém cardter meramente ilustrativo e visam proporcionar ao lei-
tor uma melhor compreensao de quais colecoes se tratam, nao havendo qualquer
finalidade comercial ou de reproducao integral das obras.

Todas essas colegoes sao estruturadas em volumes teméaticos e, para este estudo,
serao considerados especificamente os livros dedicados a geometria e & trigonometria,

por se mostrarem mais relevantes ao objetivo desta pesquisa.



Figura 1: Capas das oito obras analisadas nesta subsec¢ao.
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No que se refere ao tratamento dos triangulos na geometria plana, a anélise inci-
dira sobre a presenca e a abordagem dos seguintes topicos: definicoes e classificacoes,
relacoes entre angulos, relacoes métricas, cevianas e pontos notaveis, semelhanca,

relacoes trigonométricas, calculo de areas envolvendo angulos e a formula de Herao.

COLECAO 1:

Definicao de triangulo: A colecao define a regiao triangular com base no
conceito de tridngulo, utilizando esse termo para tratar do célculo de area. Apresenta
a regiao triangular como a porcao do plano delimitada pelos lados de um triangulo,
estabelecendo assim a relacao entre a forma geométrica e sua medida de superficie.
No entanto, nao fornece uma definicao explicita de triangulo.

Classificagao dos triangulos: A colegao nao apresenta uma classificagao for-
mal dos triangulos, embora utilize os termos correspondentes nos exercicios. Isso
sugere que o autor considera esse contetido consolidado nos anos finais do ensino
fundamental.

Angulos internos e externos: Nio ha um estudo especifico sobre os angulos do
triangulo. O tema aparece indiretamente em equacgoes associadas ao ladrilhamento

do plano e na abordagem da trigonometria.
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Relacoes métricas: O material aborda as relagoes métricas no triangulo re-
tangulo, inclusive o Teorema de Pitagoras.

Cevianas e pontos notaveis: O conteido nao explora esse tema, embora
mencione termos como bissetriz e altura do triangulo.

Semelhanca de tridngulos: A colecao define semelhanca de triangulos e razao
de semelhanca, além de apresentar exemplos e expor os casos de semelhanca sem
demonstra-los.

Relacoes trigonométricas: Sao abordadas as principais relagoes trigonométri-
cas, incluindo as Leis dos Senos e dos Cossenos, acompanhadas de suas respectivas
demonstragoes.

Céalculo de area envolvendo angulo: Apesar de explorar bem o conceito de
area, a colecao nao apresenta o calculo de area de um triangulo utilizando angulos.

Foéormula de Herao: O material inclui a Formula de Herao e disponibiliza links
para sua demonstragao.

Observa-se que a colecao privilegia relacoes usuais para o ensino médio, mas deixa
em segundo plano defini¢oes, classificacoes e angulos. Isso pode ser problematico
em turmas heterogéneas, nas quais muitos alunos precisam retomar nocoes formais.
Além disso, a auséncia de cevianas e pontos notaveis limita a visao estrutural do
triangulo. Nesse contexto, o professor tem um espaco importante para complementar
com retomadas conceituais e atividades investigativas que articulem propriedades

classicas.

COLECAO 2:

Definicao de triangulo: A colegao define inicialmente poligono e, a partir
disso, apresenta a definicao de triangulo.

Classificagao dos triangulos: Nao ha apresentagao formal da classificagao dos
triangulos.

Angulos internos e externos: O material ndo aborda diretamente os angulos
do triangulo, com excecao da abordagem trigonométrica.

Relacoes métricas: O estudo apresenta as relacdes métricas no triangulo re-
tangulo, com destaque para o Teorema de Pitagoras.

Cevianas e pontos notaveis: O tema nao é abordado.

Semelhancga de tridngulos: A colecao primeiro define semelhanca de poligonos
e, em seguida, apresenta os casos de semelhanca de triangulos sem demonstra-los.

Relacoes trigonométricas: Sao apresentadas as principais relacoes trigono-
métricas, incluindo as Leis dos Senos e dos Cossenos, acompanhadas de suas de-
monstragoes.

Calculo de area envolvendo angulo: O material nao aborda essa forma de

calculo de area.



Foérmula de Herao: A colegao apresenta a Formula de Herao, seguida de um

exemplo, mas sem a demonstracao.

A colecdo traz uma definicdo formal de tridngulo, mas faltam classificacoes e
um estudo sisteméatico de angulos. O foco maior em férmulas e demonstracoes
trigonométricas pode restringir a aprendizagem a procedimentos algébricos. Para
que os alunos desenvolvam intuicoes geométricas, o professor pode inserir atividades
préaticas de construcgao, retomando propriedades elementares e complementando com

problemas que exijam argumentagao.

COLECAO 3:

Definicao de triangulo: A colecao nao apresenta uma definicao explicita de
triangulo.

Classificagao dos triangulos: Embora nao classifique formalmente os trian-
gulos, utiliza os termos referentes as classificacoes.

Angulos internos e externos: O estudo dos angulos do triangulo niio é abor-
dado, exceto no contexto da trigonometria.

Relagoes métricas: A colecao trata das relacoes métricas no tridngulo retan-
gulo, com destaque para o Teorema de Pitagoras.

Cevianas e pontos notaveis: O tema é abordado superficialmente. A colecao
apresenta o Teorema da Bissetriz Interna e sua demonstracao.

Semelhancga de tridngulos: O material fornece uma definicao informal de
figuras semelhantes e uma defini¢ao formal de poligonos semelhantes, além de expor
os casos de semelhanca de triangulos e de congruéncia, sem demonstra-los.

Relacoes trigonomeétricas: Sao abordadas as principais relagoes trigonomé-
tricas, incluindo as Leis do Seno e do Cosseno, com suas respectivas demonstragoes.

Céalculo de area envolvendo dngulo: A colecao apresenta o calculo da area
de um triangulo quando sao fornecidos dois lados e o angulo entre eles, trazendo a
demonstracao e exemplos praticos.

Férmula de Herao: A Foérmula de Herao é apresentada sem exemplos ou
demonstracao, mas a colecao disponibiliza um link para uma pégina externa que

oferece essa demonstragao.

Esta colecao oferece mais recursos, como a demonstracao da bissetriz interna e a
deducao da férmula da area com dois lados e angulo, o que favorece a aprendizagem
significativa. No entanto, a falta de uma abordagem integrada de pontos notaveis e
de uma definicao formal deixa lacunas. O professor pode usar esse ponto de partida

para expandir o estudo de cevianas e explorar conexoes com semelhanca e areas.

COLECAO 4:

Definicao de triangulo: A colecao nao apresenta a definicao de triangulo.



Classificagao dos tridngulos: A classificagao dos triangulos nao é abordada.

Angulos internos e externos: A colecio néo trata do estudo dos angulos do
triangulo.

Relacoes métricas: Sao apresentadas as relagoes métricas no triangulo retan-
gulo, com grande destaque para o Teorema de Pitagoras.

Cevianas e pontos notaveis: O tema nao é abordado.

Semelhanca de tridngulos: A colecao define semelhanca de poligonos e seme-
lhanca de triangulos, mas nao apresenta explicitamente os casos de semelhanca.

Relacoes trigonométricas: O material cobre as principais relacoes trigono-
métricas, incluindo as Leis dos Senos e Cossenos, com demonstragoes e exemplos.

Calculo de area envolvendo angulo: Apresenta, em um pequeno quadro
explicativo, o célculo da area de um tridngulo utilizando dois lados e o angulo entre
eles, incluindo sua demonstracao.

Foérmula de Herao: A Foérmula de Herdo é mencionada de forma sucinta, sem

exemplos ou demonstracao.

O tratamento dado é funcional para aplicacoes diretas, mas com menor densidade
conceitual em topicos estruturantes como angulos e pontos notaveis. Isso pode levar
os alunos a verem a geometria apenas como aplicacao de formulas. O professor
pode complementar com discussoes mais conceituais e atividades que evidenciem a

interdependéncia entre defini¢coes, angulos e propriedades classicas.

ANALISE COMPARATIVA DAS COLECOES:

Por fim, podemos sintetizar os resultados desta analise comparativa na Tabela

Tabela 1: O estudo dos triangulos em cole¢oes de matemética para o ensino médio

Colecao 1  Colecao 2 colecao 3 colegao 4

Defini¢ao de triangulo Nao Sim Nao Nao
Classificacao dos triangulos Nao Nao Nao Nao
Angulos internos e externos Nao Nao Nao Nao
Relagoes métricas Sim Sim Sim Sim
Cevianas e pontos notaveis Nao Nao Nao Nao
Semelhanca de triangulos Sim Sim Sim Sim
Relagoes trigonométricas Sim Sim Sim Sim
Calculo de area envolvendo angulo Nao Nao Sim Sim
Formula de Herao Sim Sim Sim Sim

Alguns temas podem parecer triviais para o ensino médio, como a definicao de

triangulo. No entanto, para uma parcela significativa dos estudantes, uma formu-

10



2

lacao formal e criteriosa pode nao ser tao evidente. Por isso, é essencial que o
professor realize um diagnostico inicial para identificar os conhecimentos prévios da
turma sobre o tema.

Observamos que as relagoes métricas estao presentes em todas as colegoes ana-
lisadas. J& as cevianas, apesar de serem introduzidas conceitualmente no ensino
fundamental, nao sao revisadas nem aprofundadas nas cole¢oes do ensino médio,
mesmo sendo um tema recorrente em vestibulares e avaliagoes externas.

Quanto & Formula de Herao, embora esteja presente em todas as colecoes, ne-
nhuma delas apresenta sua demonstragao, possivelmente devido a complexidade das
manipulacoes algébricas envolvidas. Mais adiante, proporemos uma equagao alter-
nativa para o calculo da area de um triangulo com base nas medidas de seus lados,
acompanhada de uma demonstracao acessivel a partir do conceito de relacionador

triangular.

A tabela deixa evidente que os livros convergem nos pontos centrais (relagoes
métricas, semelhanca, trigonometria), mas divergem em profundidade e consisténcia
nos fundamentos (definigoes, classificagoes, angulos e pontos notaveis). Essa escolha
editorial nao compromete o uso pedagogico das obras, mas exige do professor uma
postura ativa de mediacao, de modo a complementar conceitos e promover conexoes
que nao aparecem explicitamente nos livros.

Ressaltamos, mais uma vez, que essa analise nao tem o objetivo de classificar
uma colecao como melhor ou pior, mas sim destacar a importancia de o professor
diversificar suas fontes de estudo e selecionar os contetdos de acordo com o perfil
da sua turma. Afinal, os autores precisaram fazer escolhas sobre quais topicos
consideraram mais relevantes para suas obras, assim como também foi feito nessa

dissertacao.
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3 Fundamentos Teodricos

A seguir, apresentamos o embasamento tedrico geométrico classico, omitindo a
parte axiomatica e os topicos introdutorios que precedem o estudo dos triangulos,
como os entes primitivos, segmentos, angulos, paralelismo e perpendicularismo, Te-
orema de Tales, conceitos fundamentais de area, bem como algumas identidades
trigonométricas. Esses contetidos podem ser consultados nas obras que fundamen-
tam este trabalho (DOLCE; POMPEO, 2013) (NETO, 2013) (GARBI, 2010). Com
base nisso, exploramos o tema sob uma nova abordagem, introduzindo equagoes

inéditas na literatura matemaética na forma em que sao apresentadas.

3.1 Definigcoes e angulos do triangulo

Nesta subsecao apresentam-se inicialmente as defini¢oes e classificacoes funda-
mentais dos triangulos, tanto em relacao aos lados quanto em relagao aos angulos,
bem como os principais elementos que os constituem. Em seguida, discutem-se os
teoremas relacionados aos angulos internos e externos, com destaque para o teorema
da soma dos angulos internos e o teorema do angulo externo, além de algumas de
suas consequéncias diretas. Esses resultados sao essenciais para a compreensao das
propriedades geométricas dos triangulos e servirao de base para o desenvolvimento

dos topicos abordados nas subsecoes posteriores.

Definicao 1. Sejam A, B e C pontos nao colineares no plano euclidiano, chamamos
de triangulo ABC' a unigo dos segmentos AB, BC e CA. Os pontos A, B e C sao

denominados vértices e os segmentos AB, BC e CA sao denominados lados do

triangulo.

Observacao 1. Ao longo deste trabalho, sempre que nos referirmos a um plano,

estaremos considerando o plano euclidiano, salvo indicacao em contrdrio.

Observacao 2. Sempre que escrevermos AB estaremos nos referindo ao segmento
de reta que une os pontos A e B. Por outro lado, a notacao AB serd usada para

indicar apenas a medida desse segmento.

Definicao 2. Seja ABC um tridngulo no plano. A regiao limitada pelo tridngulo é
dita regiao interna do tridngulo e a regiao nao-interna do tridngulo é denominada

regiao externa do tridngulo.

Definicao 3. Chamamos de regiao triangular o conjunto dos pontos do plano for-

mado pela uniao dos pontos de um tridngulo e a sua regiao interna.

Observacao 3. Neste trabalho, adotaremos a convencao de empregar o termo tri-
angulo para designar a regiao triangular (incluindo seus lados), pois o contexto em

cada caso evitarda ambiguidades.
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Definicao 4. Seja ABC um tridingulo. Em cada vértice, considera-se o dngulo for-
mado pelos dois lados que nele se encontram, medido na regiao interna do tridngulo.

Esses dangulos sao chamados dngulos internos e sao denotados por
A=BAC, B=ABC, C=ACB.

Figura 2: Angulos internos de um triangulo.

C

A B

Fonte: Autor (2025).

Observacao 4. Adotaremos a convencao de utilizar a mesma notacao tanto para a

medida quanto para a representacao de um dngulo. Por exemplo, escreveremos
A= BAC,

entendendo que o contexto indicard se nos referimos ao dngulo em si ou & Ssua

medida.

Definicao 5. Seja ABC um tridngulo. Em cada vértice, considera-se o dngulo
formado por um lado do tridngulo e pelo prolongamento do lado adjacente, medido

na regiao externa ao tridngulo. FEsses dngulos sao chamados dngulos externos.

Figura 3: Angulos externos de um triangulo.

C

P B

Fonte: Autor (2025).

Os triangulos podem ser classificados quanto as medidas dos seus lados ou quanto

as medidas dos seus angulos.
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(i) Quanto as medidas dos lados, o tridangulo pode ser:

(a) Isosceles: Possui dois lados com a mesma medida.
(b) Equilatero: Os trés lados possuem a mesma medida.

(c) Escaleno: Os trés lados possuem medidas distintas.
(ii) Quanto as medidas dos angulos, o triangulo pode ser:

(a) Acutangulo: Possui trés angulos agudos.

(b) Retangulo: Possui um angulo reto. Os lados adjacentes ao angulo reto

sao chamados de catetos e o lado oposto de hipotenusa.

(c) Obtusangulo: Possui um angulo obtuso.

Proposicao 1. A soma dos dngulos internos de um tridngulo € igual a 180°.
Figura 4: Soma dos angulos internos de um triangulo.

i A

Fonte: Autor (2025).

Demonstracao. Seja ABC um triangulo. Pelo vértice A, construa a reta r paralela
ao lado BC, conforme a Figura 4.

Na reta r, o angulo formado entre r e AB tem a mesma medida que AEC’, pois
sao angulos alternos internos em relacio as paralelas r e BC com a transversal AB.
De modo analogo, o angulo formado entre r e AC tem a mesma medida que BCA,
também por serem alternos internos.

Assim, sobre a reta r, temos trés angulos adjacentes: ABC, CAB e BCA, cuja

soma é 180°. Portanto,
ABC + BCA + CAB = 180°.

]

Proposicao 2. Em um tridngulo, a medida de um dngulo externo € igual a soma

das medidas dos dois dngulos internos nao adjacentes a ele.
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Figura 5: Teorema do angulo externo.

A

Fonte: Autor (2025).

Demonstracao. Seja ABC um triangulo e considere o angulo externo em C, formado
pelo prolongamento de BC além do ponto C' e pelo lado AC. Denotemos esse angulo
por AC’D, onde D é um ponto colinear com B e (C, situado fora do tridngulo, como
vemos na Iigura 5.

Sabemos que BC' A+ ACD = 180°, pois sao angulos suplementares. Além disso,

do resultado anterior, temos
ABC + BCOA + CAB = 180°.
Substituindo 180° da segunda igualdade na primeira, obtemos
ACD = ABC + CAB.

Portanto, o angulo externo AC'D é igual a soma dos dois angulos internos nao

adjacentes a ele. O]

3.2 Congruéncia e semelhanca de tridngulos

Nesta subsegao serao apresentados os principais critérios de congruéncia de tri-
angulos, que permitem estabelecer quando duas figuras desse tipo possuem a mesma
forma e o mesmo tamanho, a partir da comparacao de lados e angulos correspon-
dentes. Em seguida, discute-se a nocao de semelhanca de tridangulos, na qual se
preserva a forma, mas nao necessariamente as dimensoes, destacando os critérios

que asseguram tal relagao.

Definigao 6. Dois tridngulos ABC e A’B’C’ sao congruentes e escrevemos ABC =
A'B'C', se existir uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e do ou-
tro, de modo que os dngulos internos em vértices correspondentes tenham a mesma

medida, bem como o sejam os lados opostos a vértices correspondentes.
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Figura 6: Triangulos congruentes.
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Fonte: Autor (2025).

Em sua obra, Fundamentos de Matematica Elementar, volume 9, geometria
plana, (DOLCE; POMPEO, 2013) nos apresentam casos de congruencia de trian-
gulos, o primeiro é posto como axioma e os demais como proposicao. Abaixo os

apresentamos de modo semelhante ao que eles fizeram.

Axioma 1. (12 Caso de congruéncia - LAL) Se dois tridngulos tém ordenada-
mente congruentes dois lados e o dngulo compreendido entre esses dois lados, entao

eles sao congruentes.

Figura 7: 1° Caso de congruéncia: LAL.

c

Fonte: Autor (2025).

Com base no axioma 1 de congruéncia de triangulos, podemos demonstrar uma
das propriedades fundamentais da geometria plana, que estabelece uma relacao entre

lados e angulos em triangulos isésceles. Tal resultado é apresentado a seguir.

Proposicao 3. Se um tridngulo tem dois lados congruentes, entao os dngulos opos-

tos a esses lados sao congruentes.

Demonstracao. Consideremos os triangulos ABC e ACB, note que AB = AC,
BAC = CAB e AC = AB. Logo, os tridangulos sdo congruentes pelo caso LAL,
portanto B=C. ]
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De modo analogo ao primeiro caso de congruéncia (LAL), é possivel estabelecer
outros critérios que asseguram a congruéncia entre dois tridangulos. O segundo desses

casos envolve um lado e os angulos adjacentes a ele, conforme a proposi¢ao a seguir.

Proposigao 4. (22 Caso de congruéncia - ALA) Se dois tridngulos tém or-
denadamente congruentes um lado e os dois dngulos a ele adjacentes, entao esses

triangulos sao congruentes.

Demonstracdo. Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos tais que B = B/, BC' = B'C'

e C' = (', conforme vemos na Figura 8. Vamos provar que BA = B’A’. Assim
—

recaimos no 1° caso. Seja X um ponto sobre a semirreta B’A’ tal que B'X = BA.

Note que, pelo caso LAL os triangulos ABC e X B'C" sao congruentes. Desse modo,
BCA=DBC'X. Mas BCA= B'C'A’. Logo X = A’, ou seja, BA = B'A'.

Figura 8: 2° Caso de congruéncia: ALA.

Fonte: Autor (2025).

[]

Além dos casos LAL e ALA, h4 ainda uma terceira condicao que garante a con-
gruéncia entre dois tridangulos. Esse critério baseia-se exclusivamente na congruéncia

dos trés lados correspondentes, conforme apresentado a seguir.

Proposigao 5. (32 Caso de congruéncia - LLL) Se dois tridngulos tém orde-

nadamente congruentes os trés lados, entao esses tridngulos sao congruentes.

Demonstracao. Seja ABC e A’B'C" dois triangulos tais que AB = A'B’, BC = B'C’
e CA = (C'A". Considere X um ponto do semiplano oposto ao de C’ em relacao a
reta ?175' tal que XA'B' = CAB e A’X = AC, conforme vemos na Figura 9.
Como AC = A'C’, segue que A’X = A'C’'. Pelo caso LAL os triangulos ABC e
A'B’X sao congruentes. Assim XB' = CB, logo XB' = C'B’. Perceba que os
triangulos A'C'X e B'C'X sdo isosceles, com isso temos que A/C'X = A'XC' e
B'C'X = B'XC', ou seja, A/C'B = AXB'. Desse modo, os triangulos A’B'C’
e A'B’'X sdo congruentes pelo caso LAL. Como os triangulos ABC e A'B’'X sao

congruentes, segue o resultado.

17



Figura 9: 3° Caso de congruéncia: LLL.

c

Fonte: Autor (2025).

[]

A definicao a seguir refere-se a semelhanca de tridngulos, um conceito essencial na
Geometria, que relaciona figuras de mesma forma, mas de tamanhos diferentes. Seu
estudo é fundamental para compreender diversas propriedades métricas e demonstrar

importantes teoremas.

Definicao 7. Dois tridngulos sio semelhantes quando existir uma correspondén-
cia biunivoca entre os vértices de um e outro tridngulo, de modo que os dngulos
em vértices correspondentes sejam congruentes e a razao entre os comprimentos de
lados correspondentes seja sempre a mesma, tal constante € denominada razao de
semelhanca.

Na Figura 10, os triangulos ABC e A’B'C’ sao semelhantes e k é a razao de

semelhanca.

Figura 10: Triangulos semelhantes.

Fonte: Autor (2025).

Sejam ABC' e A'B'C’ dois triangulos semelhantes com a correspondéncia de
vértices A — A, B — B' e C — (', denotamos ABC ~ A'B'C’ (é importante
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escrever de acordo com a correspondéncia). Assim A = A, B =B e(C =(C"e

existe k € R tal que

AB  BC  AC
A'B" B'C' A

As trés proposicoes a seguir, denominadas casos de semelhanca de tridngulos,

=k.

estabelecem as condigoes suficientes para que dois tridangulos sejam semelhantes.

Proposicao 6. (Caso de semelhanga - LLL) Sejam ABC e A'B'C’ triangulos,

tais que

AB  BC _ AC

A'B’ - B'C" = AC!
Entao ABC ~ A'B'C’.

=k, keR:.

Figura 11: Triangulos semelhantes pelo Caso LLL.

B

ka'
kc'

kb'

Fonte: Autor (2025).

AB BC AC
wp =R we =ke pe

11. Suponha, sem perda de generalidade, k£ > 1. Sejam D o ponto sobre o segmento

Demonstracao. Temos que = k, conforme vemos na Figura
AB tal que AD = A'B’ e E a intersecdo, com o lado AC, da reta que passa por D
e é paralela ao lado BC, segue do Teorema de Tales que
AE AD 1
AC  AB K’
de maneira que AF = % AC = A'C.
Seja F' a intersecdo, com o lado BC, da reta que passa por E e é paralela ao lado
AB. Assim o quadrilatero DEFB é um paralelogramo e novamente pelo Teorema,

de Tales, temos

DF BD AE 1
BC  BC AC Kk
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Logo, DF = %BC = B'C’, ou seja,

AD=A'B', AE=AC'" ¢ DE=DBC"

Desse modo, pelo caso LLL, os triangulos ADE e A'B'C’ sdo congruentes e,
portanto, B=ABC = ADE = AB'C' = B\’, e analogamente, A=AeC=C"
O

Proposicao 7. (Caso de semelhan¢a - LAL) Sejam ABC e A'B'C’ tridngulos,

tais que
AB AC 1T_ 7
AL . AC k, k c Ri ee A=A

Entao ABC ~ A'B'C".

Figura 12: Triangulos semelhantes pelo Caso LAL.

B

kc!

kb'

Fonte: Autor (2025).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, considere k£ > 1. Sejam D e E pontos
dos lados AC e AC respectivamente, tais que AD = A'B' e AE = A'C’, conforme
vemos na 12. Pelo caso LAL, os triangulos ADE e A’B'C" sao congruentes. Note

que, por hipotese

AB  AC

A'B’ o A'C!
ou seja

AB AC

AD ~ AE

Pela, reciproca do Teorema de Tales, o segmento DE é paralelo ao segmento BC,

logo

B = ADE = B

e, analogamente, C' = C.

Temos que provar agora que E]f,g, = k. De fato, seja F' a intersecao, com o lado

BC, da reta que passa pelo ponto E e é paralela ao lado AB. Assim o quadrilatero
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DEFB é um paralelogramo e novamente pelo Teorema de Tales, temos

Portanto, os triangulos ABC e A’B'C’ sao semelhantes.

BC BC BC AC  AC

B/Ol

~ DE BF AE A’

=k.

O

Proposicao 8. (Caso de semelhanga - AA) Sejam ABC e A'B'C’ tridngulos,
tais que/Al:;l\’ eB=1.
Entao ABC ~ A'B'C’.

B

Fonte: Autor (2025).

Figura 13: Triangulos semelhantes pelo Caso AA.

Bl

Demonstracao. Sabemos que, em qualquer triangulo, a soma das medidas de seus

angulos internos é sempre igual a 180°. Desse modo, para os triangulos ABC' e

A'B'C’, temos

Considerando que A+B=A+ /B\’, segue imediatamente que C=C0

A+B+C=180° e A +B +C' = 180°.

Seja D um ponto sobre o segmento AB tal que AD = A’B’, e tracando por D

uma reta paralela ao lado BC, designamos por E o ponto de intersecio dessa reta

com o lado AC. Com essa construcao, o angulo em D é igual aos angulos B e B’,

ou seja, B=DB =D.

Pelo caso de congruéncia ALA, os triangulos ADE e A’B'C’ sao congruentes.

Aplicando o Teorema de Tales as retas paralelas consideradas, obtemos

o que implica

AB AC
AD  AE’
AB  AC
A'B AC
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Por fim, pelo caso de semelhanca LAL, demonstrado anteriormente, conclui-se que
os triangulos ABC e A’B'C" sao semelhantes, conforme ilustrado na Figura 13.
m

3.3 Cevianas de um triangulo

As cevianas desempenham papel central no estudo dos triangulos, pois permi-
tem estabelecer importantes relacoes métricas e identificar pontos notaveis. Nesta
subsecao serao definidas as principais cevianas: medianas, alturas e bissetrizes. Dis-
cutiremos suas propriedades fundamentais e o modo como determinam pontos de

intersecao de grande relevancia, como o baricentro, o ortocentro e o incentro.

Definicao 8. Denomina-se ceviana de um tridngulo, qualquer segmento de reta que
tem uma das extremidades num dos vértices do tridngulo e a outra sobre um ponto,

denominado pé da ceviana, da reta suporte do lado oposto ao vértice considerado.

Entre as principais cevianas de um triangulo, destacam-se: a mediana, que tem
sua extremidade no ponto médio do lado oposto ao vértice de origem; a altura,
que é perpendicular a reta suporte do lado oposto ao vértice em que esté sua outra
extremidade; e a bissetriz interna, que parte de um vértice e divide o angulo
interno correspondente em dois angulos congruentes, tendo sua outra extremidade

em um ponto do lado oposto.

Teorema 1. (Teorema da bissetriz interna) Seja ABC um tridngulo e AD sua

bissetriz interna referente ao dngulo A, entao

BA_BD
AC  DC’

Demonstracao. Seja r a reta que passa pelo ponto C' e é paralela & bissetriz AD.
Seja I a intersecao da reta r com a reta jﬁ, conforme vemos na Figura 14. Pelo

Teorema de Tales, temos
AB DB
AE  DC’
Os angulos BAD e AEC sio correspondentes e, portanto, congruentes. Os
angulos DAC e ACE sdo alternos internos, logo também sao congruentes, bem

como BAD = DA\C, pois AD é bissetriz, concluimos que ACE e CEA tém a

mesma medida, ou seja, o triangulo CAFE ¢é isosceles, sendo AE = AC, portanto

BA_ BD
AC  DC’
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Figura 14: Teorema da bissetriz interna.

B D /C

Fonte: Autor (2025).

Abaixo, enuciamos e demonstramos um lema de modo semelhante ao que foi
feito por SILVA, 2015 (SILVA, 2015) em sua dissertagao de mestrado.

Lema 1. Dados dois pontos distintos A e B em uma reta r, e um nimero real
positivo t > 0, existe wm unico ponto M € r tal que M divide o segmento AB na

razao t, isto é, % =1t.

Demonstracdo. Suponha que M divide o segmento AB na razdo t > 0. Mostraremos
que tal ponto é tnico, considerando separadamente os casos em que M esté entre A
e B (divisdo interna) ou fora do segmento AB (divisdo externa).
Caso 1: M entre A e B (divisao interna).
Suponha, por absurdo, que existam dois pontos distintos M e N, ambos entre A
e B, tais que
MA_NA_,
MB NB
Como M e N estao entre A e B, temos MA+ MB = ABe NA+ NB = AB.

Assim,

MA NA _MA+MB NA+NB _AB _AB

MB _ NB  MB NB B N~ MB=ANB

Como M e N estao do mesmo lado de B e a mesma distancia, conclui-se que M = N,
o que contradiz a hipotese de que sao distintos. Logo, o ponto M é tinico nesse caso.

caso 2: M fora do segmento AB (divisdo externa). Suponha novamente, por
absurdo, que existam dois pontos distintos M e N sobre a reta r, ambos fora do

segmento AB, tais que
MA NA ;
MB NB
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Neste caso, temos MA= MB+ ABe NA= NB + AB, o que implica

MA NA MB+AB NB+AB _ AB AB

MB _ NB  MB NB MB_Np_~ MB=NB

Novamente, M = N, o que contradiz a suposicao inicial. Assim, o ponto M é tnico
também neste caso.

Portanto, em qualquer das configuracoes possiveis (divisdo interna ou externa),

MA

a Tazao 5

=t determina um tnico ponto M sobre a reta 7.
m

As cevianas ocupam papel central no estudo das relacoes internas de um tri-
angulo, pois permitem estabelecer importantes vinculos entre segmentos e pontos
notaveis. Entre essas relacoes, destaca-se o Teorema de Ceva, que fornece uma con-
dicao necessaria e suficiente para a concorréncia de trés cevianas em um mesmo

ponto.

Teorema 2. (Teorema de Ceva) As retas suportes de trés cevianas AX, BY e

CZ de um tridngulo ABC' sao concorrentes se, e somente se,

BX CY AZ

XC YA ZB -

Demonstracao. Considere que as cevianas AX, BY e C'Z do triangulo ABC' se

intersecionam em um ponto P. Denotamos por A pc a area de um triangulo ABC.

Figura 15: Teorema de Ceva

B X C
Figura 16: O ponto P é interno ao
triangulo ABC.

B X C

Figura 17: O ponto P é externo ao
triangulo ABC.

Fonte: Autor (2025).

Observe na Figura 15, que os triangulos BX P e C X P possuem a mesma altura

de medida h com respeito as bases BX e X, respectivamente. E os triangulos
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ABX e ACX tém a mesma altura de medida H com respeitos as bases BX e C'X,

respectivamente, conforme ilustrado na Figura 15. Assim

Aapx = H - BX,  Aucx=1iH-CX

ABXp:%h'BX, ACXP:%h'CX.
Isto implica que

Aapp  Aapx — Apxp % . BX —

H- ‘h-BX (YBX)-(H—h) BX
Aacp  Aacx — Acxp sH-CX —

h-CX — (3CX)-(H—h) CX

N

1
2
Da mesma forma, obtemos

CY  Apcp AZ  Acap
YA Aupp’ ZB  Apcp

Portanto,
BX CY AZ  Aapp Apcp Acar

: : _ . : 1
XC YA ZB  Aacp Aapp Apcr

Reciprocamente, considere que == - & - 2% =
Seja P o ponto de intersecdo das cevianas AX e BY. Vamos mostrar que C'Z

passa por P. Seja C'Z’ uma ceviana que passa por P, desse modo, vale que

BX CY AZ _q
XC YA 7B
Como, por hipotese,
BX CY AZ _q
XC YA zB 7
segue que
BX CY AZ BX CY AZ Az  AZ

. . = . . = — = .
XC YA ZB XC YA 7Z'B ZB  7Z'B
A equac@o acima nos mostra que os pontos Z e Z' dividem o segmento AB na
mesma razao. Mas para quaisquer dois pontos distintos A e B, a razao segmentar

g‘—g determina, de forma tunica, a posicao de Z sobre AB conforme visto no Lema 1.

Portanto, segue que Z = Z’, o que conclui a demonstracao.
m

Observagao 5. O Teorema de Ceva continua sendo vdlido mesmo nos casos em que
o ponto de intersecao das retas suportes das cevianas nao se localiza no interior do
triangulo, mas sim em sua regidao externa. Em outras palavras, a veracidade dessa

relacao geométrica independe da posicao do ponto de concorréncia, mantendo-se
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correta mesmo quando as cevianas se encontram fora da drea delimitada pelos lados

do tridngulo, conforme mostra a Figura 17.

3.4 Relacgoes métricas e existéncia de um tridngulo

Nesta subsecao serao abordadas as principais relacoes métricas que envolvem os
lados, angulos e cevianas de um triangulo, tais como as expressoes derivadas do
teorema de Pitagoras, da lei dos senos e da lei dos cossenos em sua forma métrica.
Tais relacoes sao essenciais para a resolucao de problemas de calculo de medidas e
constituem a base para dedugoes mais sofisticadas no campo da geometria plana.
Além disso, sera discutida a condicao de existéncia de um tridngulo a partir de seus
lados, expressa pela desigualdade triangular, que estabelece os limites necessérios
para que trés segmentos possam formar um triangulo.

O Teorema de Pitagoras ¢ um dos resultados mais conhecidos e fundamentais
da Geometria. Ele estabelece uma relacao entre os comprimentos dos lados de um
triangulo retangulo e serve de base para diversas aplicacoes matematicas e fisicas.

A seguir, apresentamos sua formulacao classica.

Teorema 3. (Teorema de Pitdgoras) Seja ABC' um tridngulo com lados AB = ¢,
BC =a e CA=b. Entao, o tridngulo ABC ¢ retingulo em A se, e somente se
a’ =b+ .

Demonstracao. Seja H o pé da altura relativa ao vértice A, de modo que AH = h,

BH =m e HC = n, como na Figura 18.

Figura 18: Teorema de Pitagoras.

A

Fonte: Autor (2025).

Pelo caso AA, os tridangulos ABC, HBA e HAC sao semelhantes. Assim,



Somando membro a membro (1) e (2), obtemos
am+an =0 +c* = alm+n)=">b"+c.
Como a = m + n, segue que
a® =b +

Agora, suponhamos, por absurdo, que a? = b% + ¢ e A # 90°. Sem perda de
generalidade, admita-se que b < ¢. Tracemos, a altura relativa ao vértice C, que
intersecta o lado AB no ponto Heg.

Sejam AHo =m e CHg = h.

Como o triangulo AH-C' é retangulo, tem-se:
b = h? +m?.

Como admitimos A # 90°, temos dois casos:

Caso 1: A < 90° (triangulo acutangulo).
Nesse caso, o pé da altura He situa-se no interior do lado AB, conforme vemos

na Figura 19.

Figura 19: Reciproca do Teorema de Pitagoras (Caso 1).

C

Fonte: Autor (2025).

O triangulo BH-C' é retangulo, e, portanto:

Substituindo h? = b*> — m? na equacgao anterior, obtém-se:
=0V -—m?+c—2em+m? = a® =0+ — 2em.

Como ¢ > 0 e m > 0, conclui-se que a? < b? + ¢, o que contradiz a hipotese

inicial.
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Caso 2: A > 90° (triangulo obtusangulo).
Nesse caso, o pé da altura H situa-se na extensao do lado AB, além do vértice
B, conforme vemos na Figura 20.
Figura 20: Reciproca do Teorema de Pitagoras (Caso 2).

C

PR W - P

H A ¢

Fonte: Autor (2025).

O triangulo BH-C' é novamente retangulo, de modo que:
a’> = h*>+ (c+m)*

Substituindo h? = b> — m? na equacao anterior, tem-se:

a> =0 —m*+c+2em+m? = a* =0+ + 2em.

Como ¢ > 0 e m > 0, segue que a? > b? + ¢, novamente em contradicdo com a
condicao inicial.

Conclui-se, portanto, que as tnicas possibilidades para A diferentes de 90° levam

a contradicoes. Assim, a condicao a? = b? + ¢? implica necessariamente que A =
90°. O

Podemos definir as razoes trigonométricas denominadas seno, cosseno e tangente
dentro da geometria plana euclidiana, como o fez (SANTOS; VIGLIONI, 2011).

Considere um semicirculo de centro P e diametro AB. Seja C' um ponto qualquer
desse semicirculo e defina o angulo a = CPB. Seja D a projecao ortogonal de C'
sobre AB, ou seja, o ponto de AB tal que CD é perpendicular a AB, conforme
Figura 21.

Definicao 9. Define-se

1) seno do dngulo «, e denotamos por sena, o quociente

CD
PC”

sen o =
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Figura 21: Razoes trigonométricas.

A D P B

Fonte: Autor (2025).

2) cosseno do dngulo «, e denotamos por cosa, o quociente

D
cosa=—— se 0<a<90°

PC

ou
PD
Ccos (v = ~PC se 90° < a < 180°.

3) tangente do dngulo «, e denotamos por tg«, o quociente:

tga = Y om =+ 90°.
cos

E importante destacar que o seno e o cosseno nao dependem do semicirculo
empregado para defini-los. Tal independéncia decorre do fato de que o triangulo
PCD é sempre retangulo em D. Consequentemente, qualquer triangulo retangulo
que possua um angulo de medida « sera semelhante a PCD), pelo caso AA. Assim,
as razoes entre os lados correspondentes, que definem tais razoes trigonométricas,
permanecem invariaveis para todos os triangulos semelhantes, independentemente
do semicirculo considerado.

Dessa forma, o seno do angulo « (ou de seu suplemento 180° — «) corresponde
A razdo entre a medida do cateto oposto ao angulo a (lado CD) e a medida da
hipotenusa (lado PC). O cosseno de o é dado pela razio entre a medida do cateto
adjacente ao angulo « (lado PD) e a medida da hipotenusa, enquanto o cosseno do
suplemento de v é o oposto do cosseno do proprio angulo a.

A proposicao abaixo é valida para todo angulo «, mas para este estudo vamos

nos restringir a angulos entre 0° e 180°.

Proposicao 9. (Relagao fundamental da trigonometria) Para qualquer dngulo
a compreendido entre 0° e 180°, as razoes trigonométricas seno e cosseno associadas

a esse dngulo satisfazem a relagao

sen®a + cos’a = 1.
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Demonstracao. Considere a Figura 21. Seja C' um ponto do semicirculo de centro
P e diametro AB, e seja D a projecao ortogonal de C sobre AB. Assim, o triangulo
CDP é retangulo em D.

Pela definicao das razoes trigonométricas no triangulo retangulo C'D P, temos:

CD PD

Sel’lOé:P—C [§] COS(X:P—O.

Elevando ambos os membros de cada igualdade ao quadrado, obtemos:

2 (€2 20— (ERY
sen” o = PO e cos"a= pC )

Como o triangulo C'DP é retangulo, pelo Teorema de Pitagoras, tem-se:
CD? + PD?* = PC”.
Substituindo essa relacao na soma dos quadrados das razoes, resulta:

1.

CD)2 <PD)2 _ CD*+PD* PC?

2 2 _
s aheosa = (p—c PC pCz pC?

Portanto, para qualquer angulo « entre 0° e 180°, verifica-se que

2

sen?a + cos’a = 1.

]

Antes de apresentarmos os proximos resultados, é necessario definir os conceitos
de circulo inscrito e circulo circunscrito em um tridngulo, pois ambos serao funda-

mentais nas demonstracoes que se seguem.

Definicao 10. Em um triangulo ABC, chama-se circulo inscrito aquele que é
tangente aos trés lados do tridngulo, enquanto o circulo circunscrito é aquele que

passa pelos vértices A, B e C' do tridngulo.

O Teorema a seguir nos tras uma generalizacao do Teorema de Pitagoras, per-
mitindo relacionar os lados e angulos de qualquer triangulo, mesmo quando ele nao
é retangulo. Esse resultado é fundamental para o estudo das relagoes métricas e
para a resolucao de triangulos em situagoes mais gerais. A seguir, enunciamos e

demonstramos esse importante resultado.

Teorema 4. (Lei dos Cossenos) Seja ABC um tridngulo qualquer, tal que AB =
¢, BC=aeCA=0D, entao

a2:b2—|—02—2bccosﬁ7 b? :a2+c2—2accos§, 2 =a?+ b —2abcosC.
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Demonstracao. Demonstraremos apenas para o angulo A, as demais sao anélogas.

Dividiremos em trés casos.

19 caso: O triangulo é acutangulo.

Seja ABC' um triangulo acutangulo e CH = h a altura relativa ao lado AB.

Considere AH = m, conforme vemos na Figura 22.

Figura 22: Lei dos Cossenos: 12 caso.

C
b a
h
A iwal B

: c
Fonte: Autor (2025).

No triangulo retangulo BC'H, temos

a® = h*+ (c —m)>.
No triangulo retangulo AC'H, temos
h? = b* — m?.
Substituindo (2) em (1) e organizando os termos, obtemos

a’> =b* + % — 2em.

Ainda no triangulo retangulo ACH, temos

cos A = = m = bcos A.

=|3

E, por fim, substituindo (6) em (3), obtemos

a’> =0+ — e cos A.

29 caso: O triangulo é retangulo. Seja ABC um triangulo retangulo em A,

como na Figura 23.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos

a® = b2+ A2
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Figura 23: Lei dos Cossenos: 2° caso.

B

-
C b A

Fonte: Autor (2025).

Note que cos 90° = 0, desse modo, 2bc cos A =0 e, portanto,
a? = b® + ¢ — 2bccos A.

39 caso: O triangulo é obtusangulo.
Seja ABC um triangulo obtusangulo em A, no qual CH = h ¢ a altura relativa

ao lado AB, como na Figura 24.

Figura 24: Lei dos Cossenos: 32 Caso.

H m A c
Fonte: Autor (2025).

No triangulo retangulo BC'H, temos:
a® = h*+ (c+m)>. (4)
No triangulo retangulo AC'H, temos

= - (5)

Substituindo (5) em (4), temos

a® = b* + 2cm. (6)

Ainda no triangulo ACH, temos cos(180°— A) = 7. Como cos A = — cos(180°— A),
temos

~ m
—cos A= —
b

= m=—bcos A. (10)
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Finalmente, substituindo (10) em (6), obtemos
a®> =b® + ¢ — 2bccos A.

O

O teorema a seguir estabelece uma importante relacao entre os lados e os angulos

de um triangulo, mostrando que o quociente entre o comprimento de um lado e o seno
do angulo oposto permanece constante. Essa propriedade, conhecida como Lei dos
Senos, ¢ amplamente utilizada na resolugao de triangulos e em diversas aplicacoes

geométricas.

Teorema 5. (Lei dos Senos) Sejam ABC um tridngulo qualquer, tal que AB = ¢,
BC =a, CA=0berp a medida do raio do circulo que o circunscreve, entao
a b c

= = = = A:2To.
senA  senB senC

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em trés casos:

2

19 caso: O triangulo é acutangulo. Seja ABC um tridngulo acutangulo
inscrito em um circulo de raio ro. Seja ainda BD = 2rp um diametro, assim

A = D pois sao inscritos no mesmo arco, além disso, BC'D é reto, pois é inscrito na

semicircunferéncia, conforme vemos na Figura 25.

Figura 25: Lei dos senos: 1° caso.

Fonte: Autor (2025).

Observe que,

~ ~ a
sen A =senD = —.
27"0
Logo,
a
= = 27“0.
sen A

De maneira totalmente analoga podemos provar que

b
A:27’Oe CAIQTO.
sen B sen C
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29 caso: O triangulo é retangulo.

Figura 26: Lei dos senos: 2° caso.

A
&

Fonte: Autor (2025).

Seja ABC' um tridngulo retangulo inscrito em um circulo de raio ro, conforme
Figura 26.

Note que BC' é um diametro. Assim,

~ b b
senB=— = = = 2ro,
2ro sen B
e, analogamente,
c
= = 27”0.
sen C'
Além disso,
a
= = 2To.
sen A

Como A = 90°, tem-se sen A = 1, de modo que
%:27‘0 = a=2ro,

o que confirma a relagao.

39 caso: O triangulo é obtusangulo. Seja ABC um triangulo obtusangulo em
A inscrito em um circulo de raio 7o. Seja ainda BD um diametro, como ilustrado
na Figura 27.

Note que os angulos Ae D sio suplementares, pois determinam arcos replemen-
tares (soma das suas medidas é 360°), assim sen A = sen D. Além disso, BCD ¢

reto, pois estd inscrito na semicircunferéncia. Desse modo, temos

~ ~ a
sen D =sen A = —.
27”0

Portanto,

sen
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Figura 27: Lei dos senos: 3° caso.

Fonte: Autor (2025).

Os angulos B e C sdo agudos e recaem no 1° caso.
O

A seguir, apresentamos uma importante condicao que relaciona as medidas dos
lados de um triangulo e determina quando trés segmentos podem formar essa figura:

a desigualdade triangular.

Proposicao 10. (Desigualdade triangular) Os nimeros reais positivos a, b e ¢
sao medidas dos lados de um tridngulo se, e somente se, forem satisfeitas, simulta-

neamente, as desigualdades:
a+b>c, a+c>b, b+4+c>a.

Demonstracao. Seja ABC' um triangulo, tal que, AB = ¢, BC = a e CA = b.
Como os pontos A, B e C nao sao colineares (por definigao de triangulo), o angulo

C oposto ao lado ¢ ¢ um angulo interno do triangulo e, portanto:
0° < C < 180°.
Pela lei dos Cossenos,
P2 =a’+ b —2abcosC.
Como —1 < cosC < 1, temos —2ab cos O < 2ab, e portanto
¢ < a®+2ab+ b = (a+b)*
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros (com a,b, ¢ > 0), obtemos
c<a+b,
isto é,

a+b>c.
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As demonstragoes para as outras desigualdades sao completamnete anélogas.

Reciprocamente, considere os ntimeros reais positivos a, b e ¢, tais que
a+b>c, a+c>b, b+c>a.

Vamos mostrar que existe um triangulo cujos lados medem a, b e c¢. Sem perda de
generalidade, considere ¢ o maior ntimero, caso haja um, ou seja c = a+vec = b+w
com v,w € R,. Sejam AB um segmento de comprimento ¢, sobre o qual marcamos

o ponto Py, tal que AP, = b, como na Figura 28, desse modo, P, B = w.

Figura 28: Desigualdade triangular

Fonte: Autor (2025).

Por hipotese, a +b > ¢, assim, a > ¢ —b. Mas ¢ = b+ w isso implica que
b =c¢— w. Desse modo,

a>b+w—b=a>w.

Além disso, ¢ > a, logo, existe um ponto P, entre A e P; (ou o proprio A caso
¢ = a), tal que BP, = a. Tracemos o circulo « de centro A e raio AP, = b, note
que o ponto P, é interno a o (AP, < AP;). Em contrapartida, o ponto B nao é
interno (AP; < AB), assim, a circunferéncia  de centro B e raio a intercecta o em
um ponto P. Como PB =a, PA=be AB = ¢, os lados do triangulo APB tém as

medidas procuradas. O

Todas as equagoes e propriedades que envolvem elementos de um triangulo, pres-
supoem que os comprimentos dos lados a, b e ¢ satisfazem a condicao de existéncia
de um triangulo. Isso significa que os comprimentos devem ser positivos e obedecer
a desigualdade triangular assegurando, assim, que todas as relagoes apresentadas ao

longo do trabalho correspondem a triangulos geometricamente vélidos.
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4 Relacionador triangular

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de relacionador triangular, um invariante
associado a cada vértice de um triangulo que, além de sintetizar a Lei dos Cossenos
em forma algébrica, possibilita a formulagao de expressoes unificadas para diversos
elementos da geometria plana. Inicialmente, apresentamos sua definicao e propri-
edades bésicas, como a soma dos relacionadores e suas relacoes com os lados do
triangulo. Em seguida, destacamos interpretacoes trigonométricas e geométricas,
mostrando que o relacionador pode ser expresso como produto escalar e também
como medida de projegoes ortogonais. Casos particulares (tridngulos retangulos,
isosceles e equilateros) sao discutidos, assim como aplica¢oes que envolvem seme-

lhanca de triangulos e deslocamento de vértices.

4.1 Definicao e propriedades basicas

O conceito de relacionador triangular e outros inerentes a ele foram discutidos em
um resumo expandido apresentado e publicado no IT Encontro Mineiro do Profmat,
em novembro de 2024 (ALVES, 2025). O evento, de carater cientifico e formativo,
promoveu a troca de experiéncias entre docentes, discentes e egressos do mestrado,
incentivando a divulgacao e o aprimoramento de pesquisas na area.

Na ocasiao, o professor Dr. Luis Felipe G. Fonseca sugeriu estabelecer uma co-
nexao entre a equacao da area de um triangulo obtida por meio do relacionador
triangular e a formula classica de Herao, tema que sera retomado na secao 6.4. Esse
contexto reforca o papel do relacionador triangular como uma ferramenta capaz
de reescrever expressoes matematicas, simplificar demonstracoes e evidenciar rela-
¢oes entre elementos do triangulo que, de outra forma, seriam de tratamento mais

complexo. Assim, apresentamos a sua definicao a seguir.

Definicao 11. Dado um tridingulo ABC' qualquer, cujos lados AB, BC' e CA me-
dem, respectivamente, ¢, a e b, chamamos de relacionador triangular de ABC' em

relagdo ao vértice C o nimero real RABC, tal que

a® 4+ b> — 2

RéBC — 5

Analogamente, os relacionadores triangulares referentes aos vértices B e A sao,
respectivamente,
a?+c—b?

ABC __ ABC __
RO =" ¢ R =

b? + ¢ — a?
2

Cada relacionador triangular associa a um vértice uma combinacao especifica dos

lados do triangulo. A proposicao a seguir evidencia uma propriedade geral desses
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valores: a soma dos trés relacionadores depende apenas das medidas dos lados,

resultando em uma expressao simétrica e independente do vértice considerado.

Proposicao 11. Seja ABC um tridngulo, tal que AB = ¢, BC = a e CA = b,

entao 2 )
a“+0°+c
RéBC + RgBC + RﬁBC — T
Demonstracao. Note que, por definicao,

A+ - adP+E-0 P+ —ad?
2 2 2

a’? 4+ b? + 2

—

ABC ABC ABC
RC + RB + RA -

]

A partir das expressoes que definem os relacionadores triangulares, ¢ possivel
estabelecer relacoes simples entre eles e as medidas dos lados do triangulo. Essas

igualdades revelam uma forte simetria nas formulas como vemos a seguir.
Proposicao 12. Seja ABC' um tridngulo, tal que AB = ¢, BC = a e CA = b,
entao

RgBC’ + RgBC — 027 RgBC 4 RéBC — CL2, RQBC + RéBC — b2.

Demonstracao. Faremos a demostragao apenas para um dos casos, os demais sao
analogos.
V+c2—a* ad*+E-0 282,

R+ Ry = = =

]

Observa-se que o relacionador triangular também pode ser expresso em funcao
de um angulo interno do triangulo. Essa relacao decorre diretamente da Lei dos Cos-
senos e mostra que cada relacionador pode ser interpretado como o produto entre as
medidas de dois lados adjacentes multiplicado pelo cosseno do angulo compreendido

entre eles.

Proposicao 13. Seja ABC' um tridngulo, tal que AB = ¢, BC = a e CA = b,
entao

REBY = abcos C.
Demonstracao. Pela Lei dos cossenos, temos
A =a>+b —2abcosC. (7)

38



Além disso,
a?+ b — 2

Substituindo (7) em (8), temos:

a? + 0% — (a® + b* — 2abcos C)
2

_a®+0* —a® — 0>+ 2abcosC

N 2

ABC _
R&7™ =

—abcosC.

Vale salientar que é analogo demostrar que
RAPC = accos B e R4PY = becos A.

A expressao do relacionador triangular em funcao do cosseno de um angulo
interno permite atribuir a ele uma interpretacao geométrica. Dessa forma, o valor
do relacionador indica diretamente o tipo de angulo associado ao vértice, revelando
se ele é agudo, reto ou obtuso.

O corolério a seguir explicita essa correspondéncia.

Corolario 1. Seja X um vértice de um triangulo ABC, entio R{BC é:

1. positivo se, e somente se, o dngulo X for agudo.
2. zero se, e somente se, o dngulo X for reto.

3. negativo se, e somente se, o dngulo X for obtuso.

Demonstra¢ao. Sabemos que 0° < X < 180°, assim,

1. cos X > 0, se, e somente se, 0° < X < 90°, desse modo
RPC = 2abcos X > 0.

2. cos X = 0, se, e somente se, X = 90°, desse modo
REPY = 2ab cos 90° = 0.

3. cos X < 0, se, e somente se, 90° < X < 180°, desse modo

REPC = 2abcos X < 0.
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Observe que dadas as medidas dos trés lados de um triangulo podemos classifica-
lo quanto ao angulo calculando o relacionador triangular referente ao vértice oposto

a0 maior lado.

Exemplo 1. Seja ABC um tridngulo, cujos lados AB, BC' e C'A medem, respecti-
vamente, 5 ¢m, V34 ¢cm e /5 em. Classifique o tridangulo ABC quanto as medidas
dos seus dngulos.

Resposta: Note que V5 < /25 < /34, logo, BC' é o lado de maior com-

primento, entao vamos calcular o relacionador tridngular em relacdo ao vértice A,

assim
e P —ad (VB +52—(V34)© 5+25-34
2 2 2
Como R4PC = —2 <0, pelo Coroldrio 1, o dngulo Aé obtuso, portanto, o tridngulo

ABC' € obtusdngulo.

Levando em consideracao o triangulo ABC' da defini¢ao 11, apresentamos casos
particulares do relacionador triangular.

19 caso: ABC' é retangulo.

Sem perda de generalidade, considere reto o angulo C. Como ja vimos RAPY = 0,

vamos analizar o relacionador triangular em rel¢ao aos vértices A e B. Sabemos que

R
A 2
e
Ry =
Pelo Teorema de Pitagoras, a? = ¢ — b% e b? = ¢ — a?, desse modo
ape VP+E—(-0) P+A-2+0
2 2
e
ape @+ E—(F—ad*) P+ -AE+d? 9
RB = = pr— a/ .
2 2
2° caso: ABC é isbsceles.
Sem perda de generalidade, considere AC' = CB = a, assim
RABC _ a?+a®—c 27 —¢
© 2 2
¢ 2., 2 2 2
R4PC = ——— — — — RABC.

2 2

3% caso: ABC é equilatero.
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Pelo caso anterior ¢ facil notar que sendo a a medida do lado do triangulo

2
ABC _ pABC _ pABC _ @
R47" = Rg™" = R; =5

4.2 Interpretacoes geométricas e analiticas

Para além das relagoes algébricas apresentadas, o relacionador triangular admite
interpretacoes que ampliam sua compreensao geométrica e analitica. Geometrica-
mente, ele pode ser entendido como medida associada a projegoes ortogonais de
lados de um triangulo sobre outros, fornecendo uma forma unificada de calcular
comprimentos que surgem em construcoes classicas.

Analiticamente, o relacionador pode ser identificado com o produto escalar entre
vetores que representam lados do triangulo, o que o conecta diretamente a linguagem
da geometria analitica. Essas interpretacoes revelam a versatilidade do conceito,
situando-o como ponte entre a geometria euclidiana elementar e abordagens mais
gerais da matematica.

O resultado a seguir estabelece uma importante interpretacao geométrica do
relacionador triangular, associando-o a uma situacao de perpendicularidade. Ao
considerar uma reta perpendicular a um dos lados do triangulo, verifica-se que o valor
do relacionador referente ao vértice oposto permanece constante, independentemente
da posicao do vértice sobre essa reta, e pode ser expresso em funcao da projecao

ortogonal de um ponto sobre o lado considerado.

Proposiciao 14. Considere uma reta r, perpendicular ao segmento BC' no ponto
H, tal que BC' = a e CH = m. O relacionador triangular referente ao vértice C'
de todos os tridngulos cujos vértices sao C, B e um ponto A qualquer da reta r, sao
iguais. Além disso

ABC _
R&7Y = am.

Demonstracao. Seja A um ponto qualquer da reta r. Considere que AB = ¢, AC' =b

e AH = h. No triangulo AHC, pelo Teorema de Pitagoras, temos
h = Vb2 —m?.
Por outro lado, no tridngulo AH B, temos
h=+/c®—(a—m)?,

ou seja,

V2 —m? = \/02—(a—m)2.
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Figura 29: Relacionador triangular e projecao ortogonal entre lados do triangulo.

B a m C

Fonte: Autor (2025).

Note que os radicais sao positivos, pois sao os quadrados das diferencas das medidas

das hipotenusas e dos catetos. Assim

b2 2 2

—m?=c*— (a—m)?

= — a® + 2am — m>.

Dali,

a2+b2—62_
5 —

am = RAPC.

]

A proposicao 15, a seguir, é apresentada apenas como uma curiosidade, pois a
geometria analitica vetorial nao faz parte do escopo deste trabalho, de modo que
nao exploraremos a teoria acerca desse assunto. Convém, porém, apresentar antes

a definicao de produto interno ou escalar.

Definicdo 12. (CAVALCANTE, 2015) Dados dois vetores nao nulos Uy e Uy no
plano, definimos o produto escalar entre eles como o numero real ou escalar, que é

wgual ao produto de suas normas pelo cosseno do dngulo por eles compreendido.

—

vy - U = [[T]] - [|T2]] - cos b,

em que 0° < 0 < 180° € o dngulo compreendido por vy e Us.

Obs.: Entenda-se por norma como sendo o comprimento dos vetores.

O estudo vetorial do tridngulo permite reinterpretar o relacionador triangular em
termos algébricos, evidenciando sua relagao direta com o produto interno de vetores.

Essa correspondéncia fornece uma conexao elegante entre a Geometria Euclidiana
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e a Algebra Vetorial, permitindo expressar propriedades geométricas de maneira
analitica e generalizavel.

A proposicao a seguir formaliza essa equivaléncia, mostrando que o valor nu-
mérico do relacionador triangular coincide com o produto interno dos vetores que

definem o triangulo, tomando como referéncia o vértice comum a eles.

Proposicao 15. O produto interno de dois vetores nao colineares corresponde, nu-
mericamente, ao valor do relacionador triangular do tridngulo formado por esses

vetores, considerando como referéncia o vértice na origem comum dos vetores.

Figura 30: O relacionador triangular e o produto interno de vetores no plano

Fonte: Autor (2025).

—
Demonstracao. Sejam C'A e C@ vetores no plano e 6 o angulo entre eles. As medidas
—
dos lados do triangulo ABC' formado pelos vetores sao ||[C Al = b, ||C@H =a,e
P |
|CA— C@H = ¢, como mostra a Figura 30. Pela lei dos cossenos, segue que

A =a’+b*—2abcosh = a®+ 1> —c* = 2abcosh

a®+b> — 2

5 = abcosb.

Por outro lado,
RAPC — |CB| - |CA| - cosd = CB - CA.

]

Para compreender as relacoes métricas que envolvem a projecao de um lado de
um triangulo sobre outro, é necessario, inicialmente, definir o conceito de projecao
ortogonal de um segmento de reta sobre uma reta qualquer. Essa definicao servira

de base para o entendimento das propriedades que serao apresentadas a seguir.
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Definicao 13. Sejam AB um segmento de reta e r uma reta no plano, conforme
vemosna Figura 31. Denotemos por A" e B’ os pontos de intersegdao de r com as
retas perpendiculares a r que passam, respectivamente, por A e B. O segmento A' B’

¢ chamado de projecao ortogonal de AB sobre r.

Figura 31: Projecio ortogonal do segmento AB sobre a reta r

Fonte: Autor (2025).

Agora que definimos a projecao ortogonal de um segmento sobre uma reta, po-
demos aplicé-la ao contexto do tridngulo para determinar a projecao de um de seus
lados sobre o outro.

O resultado a seguir estabelece uma relagao direta entre essa projecao e o rela-
cionador triangular correspondente, mostrando que o comprimento projetado pode

ser expresso de forma simples em funcao desse relacionador.

Proposicao 16. Seja ABC um tridngulo, sendo H o pé da altura em relacdo ao
vértice A e CH = m a projecio ortogonal do lado C'A sobre a reta suporte do lado
CB, sendo AB = ¢, BC =a e = b, a medida da projecio ortogonal de CA sobre a
reta suporte de CB € dada por

_ RGP
- —
Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em dois casos:
19 caso: O angulo C nio é obtuso.
E valido que

RAPY = abcos C,

ou seja,
R RABC
cosC = Zb . (9)
Além disso, note que
cos C = = (10)
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Substituindo (9) em (10), obtemos

ABC
R&
ab
ABC

a

m =b

Figura 32: Projecdo ortogonal do lado C'A sobre o lado CB (1° caso)

T e »

Fonte: Autor (2025).

29 caso: O angulo C é obtuso.

Note que
m

3 .

Isolando m e aplicando a relacao entre o cosseno dos suplementares, temos

cos(180° — BCA) =

m =bcos(180° — BC A)
= — beos BCA.

~ RABC
Mas cos BCA = ~¢—, desse modo

ABC
RE
ab
ABC

m=—5>

~ a
No caso em que C' é obtuso, ja vimos que RAPY < 0, portanto, para ambos os

casos, tem-se

| RA™ |

a
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Figura 33: Projecdo ortogonal do lado C'A sobre o lado CB (2° caso)

B a C m H
Fonte: Autor (2025).

As demonstracoes para os demais casos segue de forma anéaloga. Assim como foi
demonstrado para a projecio ortogonal do lado AB sobre a reta suporte do lado BC,
o mesmo raciocinio pode ser aplicado, por exemplo, & projecao de BC sobre a reta
suporte de AB, resultando no quociente entre médulo do relacionador triangular
referente ao vértice comum ao lado projetado e o lado que receberd a projecao pela
medida do lado que recebe a projecao. Desse modo, a medida n da projecao do lado

BC sobre a reta suporte do lado AB seria dada por

IR

C

n

Exemplo 2. (FUVEST, 2006) Na figura abaizo, tem-se AC =3, AB=4eCB =6.
O wvalor de CD ¢é

C D B
Fonte: (FUVEST, 2006).

OF: oF ()% o ()%

Resposta: Observe que CD é a medida da projecio ortogonal do lado C' A sobre
a reta suporte do lado CB. Assim, temos que calcular o relacionador triangular
referente ao vértice C':
pape _PEE =220
2 2

Assim,
229
CD = % =1

Portanto, a alternativa correta € letra (e).
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A partir das relagoes estabelecidas entre o relacionador triangular e as projecoes
ortogonais, é possivel deduzir propriedades métricas de proporcionalidade entre os
lados de um triangulo e suas respectivas projecoes.

O resultado a seguir mostra que as projecoes ortogonais de dois lados sobre as

retas suportes uma da outra conservam a razao existente entre os proprios lados.

Corolario 2. Sejam ABC um triangulo com AB = ¢, BC =aeCA=beme
n as medidas das projecées ortogonais, respectivamente, do lado AB sobre a reta
suporte do lado BC' e do lado BC sobre a reta suporte do lado AB, se o dngulo B

nao for reto, entao

m c
n a
- RABC RABC .
Demonstracao. Note que m = Ba en= BC assim, temos

RABC

m £ c

— = Japoc —

n R3EP a

]

Em relacao as projecoes ortogonais, podemos apresentar alguns casos particu-
lares. Consisdere um triangulo ABC com AB = ¢, BC' = a e CA = b, vamos
determinar a medida m da projecio ortogonal do lado AB sobre a reta suporte do
lado BC, nos seguintes casos:

19 caso: ABC' é retangulo A

Como o triangulo ABC' é retangulo em A, segue que R4P¢ = %, assim

B RABC 2

m = = —.
a a

29 caso: ABC' é isosceles com AB = AC
Como o triangulo ABC ¢ isésceles com AB = AC, segue que R3P¢ = “2—2, assim
B RéBC CL2

a
a 20 2

4.3 Semelhanca e deslocamento de vértices

Nesta subsecao apresentamos resultados que estendem o uso do relacionador
triangular para além das situacoes ja exploradas. Primeiramente, analisamos o
comportamento do relacionador em triangulos semelhantes, mostrando que ele se
transforma de maneira quadratica em relagao a razao de semelhanca.

Em seguida, discutimos como o deslocamento de um vértice ao longo da reta
suporte de um lado modifica o valor do relacionador correspondente, revelando a

previsibilidade dessa variacao.
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Ao analisarmos triangulos semelhantes, é natural investigar como o relacionador
triangular se comporta sob transformacoes de ampliagao ou redugao. Como as
medidas lineares variam proporcionalmente e o relacionador envolve o quadrado dos
lados, espera-se que ele se altere de acordo com o quadrado da razao de semelhanca.

O resultado a seguir confirma essa relacao.

Proposicao 17. Sejam ABC e A'B'C’ dois tridngulos semelhantes, cuja razio de
semelhanca € k. Seja X um vértice do triangulo ABC' correspondente ao vértice X'

do triangulo A’B'C’. Nessas condigoes
RABC = 2REFC,

Demonstracao. Sejam AB =c¢, BC =a, CA=be AAB' =, B'C'=d,C'A =V.
Sem perda de generalidade, considere X = C, assim X’ = (. Desse modo, a = kd’,

b=kb e c=kd, assim

2 2 2

RC . (/{ZCL')Q + (kb,)Q — (kC/)Q _ kQ ) CLIQ + b/2 — Cl2 _ szA/B/C/.

2 N 2 2 ¢

]

O deslocamento de um vértice de um triangulo ao longo de uma semirreta que
contém um de seus lados permite analisar como o relacionador triangular varia em
funcao dessa mudanca de posicao.

O resultado a seguir mostra que essa variacao ocorre de forma linear, depen-
dendo apenas da razao entre a nova distancia percorrida e a medida original do lado

considerado.

Proposicao 18. Sejam B? uma semirreta e BA um seqgmento ndo paralelo a BC.
Considere C' #£ B um ponto qualquer pertencente & semirreta B?, sendo AB = c,
BC =a, CA=0be CC'" = k. Nessas condigoes, temos

19 caso: Se o ponto C estd entre B e C', entdo

’ (CL + k)
RgBC — . 'RgBC.

29 caso: Se o ponto C' estd entre B e C, entio

ABC'" _
Ry

a—k
( - )‘RgBC.

Demonstracio. Seja m a medida da projecdo ortogonal do segmento BA sobre a
reta suporte do segmento BC, conforme ilustrado nas Figuras 34a e 34b, que repre-

sentam, respectivamente, cada um dos casos analisados.
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19 caso: Note que | RAPY" |= m(a + k) e | RAPC |= ma. Por conseguinte,

verifica-se que
| R | ma+ )
[RAPC] T ma

! . . ~ .
Observe que RABY" e RAPC possuem o mesmo sinal, pois estdo associados ao mesmo
angulo. Dessa forma, os modulos podem ser descartados, obtendo-se o resultado
desejado:
apcor_ (@+k)  upe
Rz”Y = —F%-Rp"".
a

29 caso: Nesse caso, temos que

| R |=m(a — k)

| R5"C |= ma,

assim sendo, temos
!
| RAP | mla— k)
[RAPC] T ma

Portanto,
RABC’ (a — k) RABC
B -, B

Figura 34: Deslocamentos do ponto C’ sobre a reta suporte do lado BC.

(a) Ponto C entre os pontos B e C". (b) ponto C’ entre os pontos B e C.

Fonte: Autor (2025).

Conclui-se, portanto, que em ambos os casos analisados a relacao obtida entre
RAPC" o RAPC se mantém valida, diferindo apenas pelo sinal do termo aditivo.
Assim, verifica-se que o resultado demonstrado é coerente para qualquer posicao
relativa do ponto, confirmando a generalidade da expressao estabelecida.

m
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5 Altura e relagoes trigonométricas no triangulo

Nesta secao serao desenvolvidas expressoes envolvendo a altura e os angulos de
um triangulo a partir do relacionador triangular. Inicialmente, apresenta-se uma
equacao para o calculo da altura relativa a um vértice em funcao das medidas dos
lados e do relacionador correspondente, o que permite também deduzir novas ex-
pressoes para a area do triangulo.

Em seguida, ¢é tratado o ortocentro, destacando-se a demonstracao de sua exis-
téncia e a obtencao de equacoes que determinam as distancias de cada vértice a
esse ponto notavel. Por fim, retomam-se as razoes trigonométricas, ja definidas
anteriormente, mas agora expressas em funcao dos lados e do relacionador.

Entre as aplicagoes do relacionador triangular, destaca-se sua relacao com a al-
tura do triangulo. A expressao a seguir estabelece uma forma alternativa de calcular
a medida da altura em funcao dos lados e do relacionador, evidenciando mais uma

conexao entre esse conceito e os elementos métricos fundamentais do triangulo.

Proposicao 19. Seja ha a medida da altura de um tridngulo ABC em relag¢ao ao
vértica A, tal que AB =c¢, BC =a, CA=0b. A medida hy € dada por:

Va2 - (mgrey

a

ha =

Em realcao aos demais vértices, temos as expressoes correspondentes

Vo2 — (BIPOF(ea? - (RA"Y
eho = )

B —
B b c

Demonstracao. Faremos a demosntracao apenas em relacao ao vértice A, uma vez
que, as demonstragoes para os demais casos sao analogas.

Seja H o pé da altura relativa ao vértice A, como na Figura 35. Considere

Figura 35: Altura AH do triangulo ABC

A

Y « R c
H B a

Fonte: Autor (2025).
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CH = m. Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos

h% +m? =b* = h = Vb —m2

| ABCI
C

Mas m = —<— assim

| RABC |\ ?
ha=4[0% — [ —&—
A¢ (L1

]

Como a area do triangulo é dada pela metade do produto entre a medida de um
lado pela altura correspondente é imediato perceber que a area do triangulo ABC

pode ser dada por

e V0 a

ou equivalentemente

Ve - (gey

AABC - 9 3

V(be)? = (RPCY?
2
Caso particular: Se o triangulo ABC for retangulo em A, segue que a? =

b + 2 = ? =a® — b?, além disso RAPC = b% e desse modo

Aapc =

(ab)? — (8?)?

a

ha =

b2(a2 _ b2)
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Entre os elementos notaveis de um triangulo, destaca-se o ponto de intersecao das
retas que contém suas alturas. Esse ponto é de grande importancia na geometria,
pois retine as perpendiculares tragadas a partir de cada vértice em relacao ao lado
oposto, revelando uma propriedade de concorréncia que caracteriza um dos centros

notaveis do triangulo. A proposicao a seguir formaliza esse resultado.

Proposicao 20. As retas suportes das alturas de um tridingulo se intersectam em

um unico ponto, esse ponto é chamado ortocentro.

Demonstracao. Seja ABC um triangulo qualquer tal que AB = ¢, BC = a, CA =b.
Considere H4, Hg e He os pés das alturas referentes aos vértices A, B, e C, respec-
tivamente. Digamos que ABC seja retangulo, sem perda de generalidade, considere
o angulo A reto. Assim, A = Ho = Hp, portanto, nao h& o que demonstrar. Caso

ABC nao seja retangulo, temos que:

RABC RABC RABC
AZ =42~ /B =-Lt— BX=-"t—
C Cc a
RABC RABC RABC
XC = < cy = -, YA = 4
Note que,
R4PC  REPC RAPC ABC pPABC pABC
AZ.BX.CY: T % :RA 'RB 'RC _1
/B XC YA REPC  RAPC  RAPC RéBC RéBC RﬁBC

c a b

Portanto, pelo Teorema de Ceva, as alturas se intersecionam em um tnico ponto.
O

Apos estabelecer a concorréncia das alturas e a definicdo do ortocentro, é possivel
relacionar esse ponto notavel ao conceito de relacionador triangular. O resultado a
seguir mostra que a distancia entre o vértice e o ortocentro pode ser expressa de
forma simples em funcao do relacionador associado e da altura correspondente ao

mesmo vértice, evidenciando mais uma aplicagao métrica do relacionador triangular.

Proposicao 21. Sejam AB = ¢, BC = a e CA = b as medidas dos lados de um
triangulo ABC' de ortocentro O e altura AH = h. A medida s do segmento AO ¢

dada por
_ R4

s h

Demonstracao. Caso o angulo A seja reto, ¢ trivial notar que a proposicao é ver-
dadeira. Caso contrério, considere C Ho uma altura do triangulo ABC', como apre-
sentada na Figura 36.

Desse modo
| RAPY

c

AH,
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Pelo caso AA, os triangulos AHB e AHcO sao semelhantes, desse modo

S C
[RAECT
(&
ABC
L
h

Figura 36: Distancia entre o vértice A e o ortocentro O de um triangulo ABC

A

Fonte: Autor (2025).

Conclui-se, portanto, que a relacao estabelecida se mantém verdadeira em todas

as configuragoes do triangulo ABC', comprovando a proposi¢ao.
O

Sendo hp e he as medidas das alturas referentes aos vértices B e (', respectiva-

mente, de um triangulo ABC' de ortocentro O é analogo demonstrar que

| RABC | ‘ RABC ’
sa=-—B 1 emque sy =BO e sg=—S em que s¢c = CO.
hB hC
Com a expressdo do cosseno em funcao do relacionador triangular (vide Propo-
ABC
c
ab

seno e para a tangente do angulo C.

sicao 16, onde se obtém cosC = , podemos deduzir formulas analogas para o

Proposicao 22. Seja ABC um tridngulo com AB =c¢, BC =a e CA=0. Entao,

- y(ab? — (RAECY?

tgC' = RéBC ,

para C =+ 90°.

Demonstra¢ao. Da relacao estabelecida anteriormente, tem-se

RABC’

cosC = =<
ab
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Pela relagao fundamental da trigonometria,

N N RABC\ 2
senQC’zl—cosQC’zl—< ¢ )

ab

(ah)? — (B3’

(ab)?

Como 0° < C < 180°, concluimos senC > 0 e, portanto,

. y/tab) — (RAECY?

senC' = . (12)
Logo, para C # 90° (isto &, RAPC +£0),
\/(ab)? — (RAECY? ;
te 6 = sen ' _ ab _ \/(ab)2 — (REP9)
cos O RABC RABC
ab
O

6 Medida de uma ceviana de um triangulo

Nesta secao desenvolve-se uma equacgao para o calculo da medida de uma ceviana
em um triangulo em funcao de seus lados e do relacionador triangular. Tal resultado,
que se mostra equivalente ao Teorema de Stewart, fornece uma base unificadora para
a obtencao de expressoes relativas a cevianas notaveis. A partir dele, serao trata-
dos em subsecoes especificas trés casos de destaque: a mediana, a bissetriz interna
e a mediatriz interna. Para cada um deles, além das equacgoes correspondentes,
apresentam-se também propriedades classicas relacionadas aos pontos notaveis que
definem, como o baricentro, o incentro e o circuncentro, bem como a deducao de
expressoes para raios de circulos associados ao triangulo.

Os resultados obtidos até aqui permitem estabelecer uma relacao geral entre o
comprimento de uma ceviana e os elementos métricos do triangulo. A expressao
a seguir fornece a medida de qualquer ceviana tracada a partir de um vértice em
funcao dos lados do triangulo e do relacionador triangular correspondente, variando

de acordo com a posicao do ponto considerado sobre a reta suporte do lado oposto.

Teorema 6. Seja ABC um tridngulo em que os lados AB, AC e BC possuem,
respectivamente, comprimentos ¢, b e a. Considere um ponto D pertencente a4 reta

suporte de BC tal que BD = m e defina i = 2. Denotando por x o comprimento

da ceviana AD, tem-se:
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19 caso: Se o ponto D pertence a semirreta B?, entao

xr = \/m2 — 2iRABC + ¢2;

29 caso: Se o ponto D ndo pertence a semirreta Bii entao

T = \/m2 + 20 RAPC + 2.

Demonstracao. Seja AH = h uma altura do triangulo ABC e BH = p, conforme

vemos nas Figuras 37 (a e b).

Figura 37: Medida de uma ceviana.

A

Fonte: Autor (2025).

19 caso: O ponto D pertence A semirreta B?:

Observe que se o angulo B for agudo:
HD =m —p,

caso contrario,
HD =m+np.

Note que p é a medida da projecdo ortogonal do lado AB sobre a reta suporte

do lado BC, ou seja,
_ | R

)

a
desse modo, se B é agudo, RAPC > 0 e assim:
ABC
Rp

HD =m — ,
a

por outro lado, se B ndo é agudo, R4P¢ < 0 e assim:
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(7

HD =m+
a

ABC
RB

a

= m — s

. RABC . -~ ~
ou seja, HD = m — —£— independente de B ser agudo ou nao.

a b

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AH D, temos

ABC \ 2
2% = (m — s > + h2.
a

Mas, como

temos )
) (ma . RgBC>2 . a2c? — (RngC)

a? a?

9

que resulta em
,  m?a® — 2amRAPC + a?c?
2 )

e, portanto,

2mRAB¢
P?=m?-"L 12
a

Como definimos = i, segue o resultado

T = \/m2 — 2iR{PY + 2.

29 caso: O ponto D nao pertence A semirreta B?:

Observe que se o angulo B for obtuso e o ponto D estiver entre H e B, temos:
HD =p—m,
mas se o ponto H estiver entre os pontos D e B, temos
HD =m —p.

Portanto, HD? = (m — p)2.

Caso o angulo B nao seja obtuso, temos

HD =m+p.
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Como no caso anterior, p é medida da projecio ortogonal do lado AB sobre a

reta suporte do lado BC, ou seja,

RABC
p=1F5 1 ” |

desse modo, se B é obtuso, entdo RAP¢ < 0 e assim:

a

ABC \ 2
= (m + RB ) .
a

por outro lado, se B nio é obtuso, entdo RAP¢ < 0 e assim:

2
HD® = <m + —(Rg30)> )

a

HD? = <m—%>2

ABC
RB
a

2 ~
ou seja, HD? = (m + > , independente de B ser agudo ou nao.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AH D, temos

ABC\ 2
a:?:(m+RB )+h2.

a

, desse modo

o (ma+ RgBC>2 . a2c® — (R§30)2
N a? a? ’

o que resulta em
,  m2a?® + 2amR4PC + a’c?
xr =
a? ’

e, portanto,

2mRABC
?=m’+ L+
a

Como definimos 2 = 4, segue o resultado

T = \/m2 + 20 RAPC + 2.
[

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de stewart, é um classico da geome-

tria euclidiana plana e equivale ao teorema 6 previamente enunciado e demonstrado.
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Apresentaremos sua formulacao e demonstragao considerando o caso em que a cevi-

ana ¢é interna ao triangulo.

Teorema 7. (Teorema de Stewart) Seja ABC um tridngulo cujos lados AB,
AC, BC medem, respectivamente, ¢, b e a. Se D € um ponto sobre o lado BC, tal
que BD =m, CD =n e AD = x, entdo

mb? — amn + nc?
xr = )
a

Demonstragao. Pelo Teorema anterior (6), temos

x = \/m2 — 2IRABC + 2.

. . . 2 2_ 12
Substituindo i = = ¢ RABC = a7+ V" shtemos
a B 2 )

_ \/am2 —2mREPY +ac? \/am2 —m(a®+ ¢ — b?) + ac?

a a

Reorganizando os termos e usando a = m + n, resulta

mb? — amn + nc?
r = )
a

6.1 Medianas

As medianas de um tridngulo constituem um dos exemplos mais importantes
de cevianas, pois além de dividirem o triangulo em duas regioes de mesma area,
relacionam-se diretamente com propriedades métricas e pontos notaveis. Nesta sub-
secao apresentamos uma expressao para o calculo da medida de uma mediana em
funcao dos lados e do relacionador triangular, o que permite, entre outras con-
sequéncias, a obtencao de resultados classicos como o Teorema de Booth. Além
disso, destacamos o papel do baricentro como ponto de concorréncia das medianas e
apresentamos uma relacao entre as distancias desse ponto aos vértices do triangulo
e as medidas de seus lados.

As medianas constituem elementos notaveis de grande relevancia na geometria
do triangulo, pois relacionam as medidas dos lados ao ponto médio do lado oposto.
Com base nas expressoes ja estabelecidas para o relacionador triangular, é possivel
determinar uma féormula simples para o célculo da mediana em func¢ao dos lados do

triangulo e do relacionador correspondente.
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Proposicao 23. Seja ABC um tridngulo cujos lados AB, BC e C'A medem, res-
pectivamente, ¢, a e b. Se M é o ponto médio do lado BC ey = AM representa a

medida da mediana relativa ao vértice A, entao:

2

y:

Demonstracao. Do Teorema 6, que nos da a medida de uma ceviana, temos

Yy = \/m2 — 22R§BC + 62,

em que i = 7 = %, além disso, m = 3, e da proposi¢ao 12, temos que =

RABC + RAPC | desse modo

-

a\ 2
<§> _ RABC | RABC | RABC

2
\/ az + R4PC
[ARABC + a?
4

AR @

2

y:

O

Sendo yg e yo as medidas das medianas de um triangulo ABC relativas aos lados
AC e AB, respectivamente, é analogo demonstrar que

\/ARABC 152 _ AJARABC 42

yp = Y—5——, Yo = o

Caso particular: Se o triangulo ABC for retangulo em A, teremos R4P¢ = 0,
logo

Va2 a

AR}

Ou seja, a hipotenusa é o dobro da mediana a ela relativa. Além disso RAP¢ = c? e

RAPC = 12, assim

_ V4c2+b? _ V4b2+c?
Yp = 2 ) Yo = D) .

Teorema 8. (12 Teorema de Booth) Seja ABC um triangulo com lados AB = c,
BC =a e CA =0, cujas medianas correspondentes a esses lados medem, respecti-

vamente, Yo, ya e yg. Entao, vale a relagao:
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3
VAt yEt+ye = Z(a2+52+02)-

Demonstracao. De acordo com a proposicao 23, temos que

\/ARABC +a2 _ A/ARABO4p? _ \/ARZBCO4c?

Yo = Y—4%5——, Yyp=Vr—5%—, Yo = -

Assim, obtemos

4RABC+a2 4RABC—|—b2 4RABC—|—C2
vityptue=—" T+

_A(RAPC+ RO+ REPC) +a® + 107 +
. .

Como visto na proposicao 11 a soma dos relacionadores é igual a metade da soma

dos quadrados das medidas dos lados do triangulo e, dessa forma, temos

4 (—“2+I§+C2> +a? + 0 + 2
4

3
= Z(a2 + 0 + ).
[l

Assim como ocorre com as alturas, as medianas nao sao tracos independentes:
elas se intersectam em um fTinico ponto comum, cuja determinacao revela uma im-

portante propriedade de equilibrio geométrico do triangulo.

Proposicao 24. As medianas de um tridngulos se intersectam em um mesmo ponto

chamado baricentro.

Demonstracao. Sejam My, Mg e Mg os pontos médios dos lados BC, AC e AB de

um triangulo ABC', entao

AYy BY4 CYj

: : =1-1-1=1.
YoB YiC YpA

Portanto, pelo Teorema de Ceva, as medianas se intersectam em um mesmo

ponto.
O

A partir da formulagao apresentada por (LINARES, 2023), enunciamos e de-

monstramos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 25. A distdincia de um vértice de um tridngulo ao seu baricentro € o

dobro da distdncia do seu baricentro ao pé da mediana correspondente.
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Figura 38: Baricentro G do triangulo ABC

Fonte: Autor (2025).

Demonstracao. Sejam ABC' um triangulo, AD, BE e C'F suas medianas e G seu
baricentro, conforme vemos na Figura 38. Assim, pela reciproca do Teorema de
Tales o segmento EF é paralelo ao segmento BC, bem como os segmentos BF
e DE, desse modo BDEF & um paralelogramo, logo EF = BD = DC = B—QC.
Sejam H e I pontos médios dos lados BG e CG, respectivamente. Novamente pelo
Teorema de Tales, segue que o segemento HI é paralelo ao segmento BC, também
pelo Teorema de Tales, o segmento H F é paralelo 4 mediana AD, que por sua vez é
paralela ao segmento I E, ou seja, HE e I E sio paralelos, logo o quadrilatero EFH I
é um paralelogramo e suas diagonais HE e FI encontram-se nos seus pontos médios:
HG = GE e FG = GI. Conclui-se que BG = 2GFE e CG = 2GF. Analogamente
demonstra-se que AG = 2GD.

m

Entre um apanhado de equacoes relacionadas & geometria euclidiana plana,
(OSORIO, 2006), apresenta, sem demonstrar, o teorema que enunciamos e provamos

a seguir.

Teorema 9. (22 Teorema de Booth) Sejam ABC um tridngulo e G seu baricen-
tro. Considere AB =c¢, BC =a, CA=0, AG=ds, BG=dg e CG = d¢, entaio,
vale a equacao:
& +dp+di 1
a2+ b +c2 3
Demonstracao. Na Figura 39, o ponto G representa o baricentro do triangulo ABC,

isto é, o ponto de intersecao de suas trés medianas. Denotemos por ma, mpg e m¢ as

medidas das medianas correspondentes aos lados BC, AC' e AB, respectivamente.
Assim, as distancias do baricentro aos vértices do triangulo podem ser expressas

por
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Figura 39: 2° Teorema de Booth

A

Fonte: Autor (2025).

Note que
. 2 ARYPY +a?  \JAR4PC 4 a2
A=3 5 = 5 :
Analogamente,

\/ARABC 152 _ AJARABC 42
dp = Y+—F5——, dog=Yr—5—.
Assim, temos

o N 2+ N 2+ JarAET 2\ 2
&+ &+ & 3 EE s
a2+ b2+ 2 a? + b2 + 2

Simplificando os quadrados, obtemos

% +dy +di  ARLPC +a® + 4REPY + 0° + 4RAPC + &
a?+ b+ 9(a® + b? + ?) '

2 2 2
Como R48Y + RAPC + RABC = «303C 'segue que

di+d%+d%:4'%j+a2+b2+c2
a? + b + ¢? 9(a? +b% + ¢?)

Finalmente, concluimos que

i +dp+di 1

a?+ b+ 3

6.2 Bissetrizes internas

As bissetrizes internas de um triangulo constituem outro exemplo notéavel de
cevianas, pois dividem os angulos em duas partes iguais e se encontram em um ponto

notavel: o incentro. Nesta subsecao, deduziremos uma expressao para a medida de
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uma bissetriz em funcao dos lados do triangulo e do relacionador triangular, o que nos
permite obter também formulas para as razoes trigonométricas do angulo metade.
Em seguida, exploraremos propriedades classicas como a concorréncia das bissetrizes
no incentro e sua relacdo com o raio da circunferéncia inscrita. FEsses resultados
evidenciam a relevancia da bissetriz nao apenas como elemento de simetria, mas
também como elo entre relacoes métricas, trigonométricas e pontos notaveis do
triangulo.

A partir do conceito de relacionador triangular, é possivel expressar a medida da
bissetriz de forma compacta e geral, obtendo uma relacao que depende apenas dos

lados do triangulo e do relacionador associado ao vértice considerado.

Proposicao 26. Seja ABC um tridngulo e CM = x a medida de uma bissetriz.

Além disso, considere AB =c¢, BC =a e CA=0b. Entao, vale a relacao

\V/2ab (ab + RAPC)
T = .
a-+b

Figura 40: Medida da bissetriz interna de um triangulo.

C

c

Fonte: Autor (2025).

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em dois casos:

12 caso: (a = b) Seja BM = m e MA = n, como a = b, pelo Teorema da

<

bissetriz interna ¢ imediato perceber que m =n = £.

Com a = b, temos que

. \/2ab (ab + RAPC)
a—+b

2 (@ 252
N 2a

[0 4a?+c2
2 2

2
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4a? — 2
5 )

Note que, pelo caso LLL os triangulos CBM e CAM sao congruentes e assim os
angulos CMB e CMA tém a mesma medida e sio suplementares, logo sao retos.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo BC'M, temos 2 + (5)2 = a?. Dai,

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, segue o resultado

4a? — 2
5 )

Tr =

29 caso: (a # b) Seja BM =m e M A = n. Pelo Teorema da bissetriz interna,

temos

mas n = ¢ — m, desse modo

Donde
ac
= 13
" a+b (13)
Veja que
n=c—m
B ac
N a+b
cla+0b) —ac
a+b
e simplificando, obtemos
bc
n= .
a+b
Agora, perceba que
R RACM R R]MC’B
cos ACM = =€ e cos MCB = —¢
bx ax

Como C'M é bissetriz do triangulo ABC, temos
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cos ACM = cos M@B,
o que implica
RéCM R%’CB
b a

Substituindo as expressoes de RAM e RMCB obtemos

() Ly ()
2 2 '

Apos simplificacoes algébricas diretas, chega-se a

ACM __ MCB
= aRACM = pRMCB,

cab(a — b)

(a — b)x* = ab(a — b) — L

Como a # b, dividimos ambos os lados por (a — b) e obtemos

2 ab((a+b)* — ¢?)
B (a+0)?

Por fim, concluimos que

\V/2ab (ab + RACP)
T = .
a+b

]

Sendo x4 e xp as medidas das bissetrizes referentes aos vértice B e C, respecti-

vamente, é analogo mostrar que

2bc (be + RACB 2ac (ac + RACB
A B
= e rp = .
b+c a+tc

TA

Caso particular: Se o triangulo ABC' for retangulo em C, entdao RAPC = 0,

dessa forma temos

~ /2ab(ab)  abV/2 (14)

TCTTUEE At

Além disso, como R8¢ = 12, temos

_ Vet )

b+C - b+c”

Ta

De maneira analoga, conclui-se que

o 2c
TB = Ay/ ate
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Dadas as medidas dos lados de um triangulo, a seguinte proposi¢ao estabelece

as razoes trigonométricas do angulo metade em termos desses lados.

Proposicao 27. Seja ABC' um tridngulo, tal que AB = ¢, BC = a e CA = b,

entao valem as relagoes:

Q . ab—i—RéBC Q i ab—RéBC Q . ab—RéBC
1) COS(z)— 2ab 2) sen( 3 ) = 2ab 3) tgl3) = ab+RAPC

Demonstracao. Seja CN a bissetriz do tridngulo ABC', como indicado na Figura
41.

Figura 41: Cosseno, seno e tangente do angulo metade do triangulo.

Fonte: Autor (2025).

Sabemos que AN = ab—fb e que

_ \/2ab (ab + RABC)

x
a+b

Assim, o relacionador do triangulo AC'N é

# ot (2)°

RACN —
¢ 2

Substituindo a expressao de x e simplificando o numerador, obtemos

acy _ blab+ RéBC)_

R
© a+b
O cosseno do angulo % é dado por
cos (g) _ RACN _ ab + RABC _ ab + RéBC‘
2 bx \/2ab(ab + RABC) 2ab
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Elevando ao quadrado e aplicando a relagao fundamental da trigonometria (Pro-

sen? (g) =1 — cos® (g)

ab — RABC
2ab

posicao 9), segue que

e, portanto,

2

. _ ABC
<en <Q> _ %_

Como % < 90° em qualquer triangulo, tanto o seno quanto o cosseno sao positi-

vos. Assim, a tangente resulta de sua razao:

. sen ¢ _ PRABC
o(9)- - B

]

A partir das relacoes trigonométricas que conectam os lados e angulos de um
triangulo, podemos obter uma expressao direta para o célculo da bissetriz interna
em funcao das medidas dos lados adjacentes e do angulo compreendido. Essa relacao

é apresentada no corolério a seguir.

Corolario 3. Seja ABC' um tridngulo cujos lados BC' = a ¢ AC = b sdao adjacentes
ao dngulo A. A medida x da bissetriz interna correspondente a esse vértice € dada
por:

2

2ab cos (‘T)

a+b

Demonstracao. Sabemos que

. \/2ab (ab—i—RéBC).
a+b

Equivalentemente, temos

\/(2ab)2 (ab+RABC)

T = 2ab
a+b
(abt RABC)
_ 2ab\
a+b
ab+RABC A
Mas com % = cos <%>, segue o resultado:
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2ab cos <%)
r=—27"
a+b

]

As bissetrizes internas de um triangulo possuem uma propriedade de concorréncia
que define um ponto notével: o incentro, como mostramos a seguir. Fsse ponto,
situado na intersecao das bissetrizes, sera central para os resultados que seguem,
pois caracteriza a posicao a partir da qual se estabelecem propriedades métricas

associadas ao circulo inscrito.

Proposicao 28. As bissetrizes internas de wm tridngulo se intersectam em um

unico ponto chamado incentro.

Demonstracao. Seja ABC um triangulo tal que AB = ¢, BC =a e CA = b, cujas
bissetrizes internas referentes aos vértices A, B e C sao, respectivamente AM 4,

BMpg e C M. Como vimos anteriormente, anilogo a equacao (6.2)

be ac

Tty ¢ a+b
ac ab

AT hr e A T e
ab be

M a+c’ B a-+c

Desse modo, segue que

AMc BMy CMp 35 35 o d+0+J

McB MyC MpA ~ 25 b b = 22y

Portanto, pelo teorema de Ceva as bissetrizes internas de intersectam no mesmo

ponto. ]

O incentro, ponto de concorréncia das bissetrizes internas de um triangulo, esta
relacionado a importantes propriedades métricas. Uma delas descreve como ele
divide cada bissetriz interna em dois segmentos cujas medidas mantém propor¢ao
com o perimetro do tridangulo e com os lados correspondentes. O resultado a seguir

apresenta essa relagao.

Proposigao 29. Seja ABC um tridingulo com lados AB = ¢, BC'=a e CA =0, de
perimetro p = a+ b+ c, incentro I e bissetriz interna relativa ao vértice B medindo
BM = x. FEntao, as medidas dos segmentos determinados pelo incentro sobre a

bissetriz sao dadas por:
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a+c_x e IM =

b
BI = -
p p

- T.

Demonstragao. A partir da equagao (6.2), segue que

ab

CM = )
a—+c

Observe que o segemento C'I ¢ bissetriz interna do triangulo M C B, conforme vemos
na Figura 42.

Pelo Teorema da bissetriz interna, temos

Figura 42: Distancia de um vértice do tridangulo ao seu incentro.

Fonte: Autor (2025).

Assim,
bd =(x — d)(a + c)
d(a+b+c) =z(a+ c).

Dai, usando que p = a + b + ¢, obtemos

a—+c
b

d:

x.

Agora, perceba que
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a—+c
b

IM =x —

T

(a+b+c)xr—(a+c)x

a+b+c
_ax—l—bx—i—c:ﬂ—ax—cm
N a+b+c
Portanto,
b
IM=d = -=.
p

Conclui-se, portanto, que as relacoes obtidas satisfazem o enunciado, encerrando a

demonstragao.
O

Observe que o incentro divide a bissetriz do angulo B na seguinte razao

d_%x_a+c
d gzp b

A bissetriz interna de um angulo admite uma caracterizagao por meio de distan-
cias: seus pontos sao exatamente aqueles equidistantes dos dois lados do angulo. A

proposicao a seguir formaliza essa caracterizacao do lugar geométrico.

Proposicao 30. Sejam AOB um dngulo e seja v a sua bissetriz. Um ponto P
pertence a reta r se, e somente se, a sua distincia a semirreta OA for igual a sua
distancia a semirreta Og.

Demonstracao. Seja AOB um angulo e P um ponto sobre sua bissetriz r, conforme

vemos na Figura 43.

Figura 43: Ponto sobre a bissetriz.

Fonte: Autor (2025).

70



Queremos mostrar que a distancia de P a semirreta 0—121 é igual a distancia de P
a OB

Sejam A’ e B’ pontos sobre as semirretas O_}l e @, respectivamente, tais que
OAP = OB = 90°, como AOP = P@B, concluimos que OPA = OlﬁB7 logo, pelo
caso ALA, os triangulos PAO e PBO sao congruentes, pois compartilham o lado
comum OP, portanto PA = PB, o que prova o resultado.

Considere agora P um ponto equidistante das semirretas 0_121 e @ , COMO MOSs-
trado na Figura 44.

Devemos mostrar que P pertece a bissetriz r do angulo AOB.

Figura 44: Ponto equidistante de dois lados de um triangulo.

Fonte: Autor (2025).

Observe que os tridngulos OAP e OBP sao retangulos e compartilham a mesma
hipotenusa. Além disso, por hipotese, os catetos AP e BP sao congruentes. Apli-
cando o Teorema de Pitagoras, concluimos que os catetos OA e OB também possuem
a mesma medida.

Dessa forma, pelo caso LLL, os triangulos OAP e OBP sao congruentes. Em
consequéncia, os angulos AOP e POB tém a mesma amplitude. Assim, a reta O<—}>’
é a bissetriz do angulo AOB , 0 que conclui o resultado.

O

A proposicao anterior (30) estabelece que qualquer ponto sobre a bissetriz de um
angulo é equidistante de seus lados.

Como o incentro é a intersecao das bissetrizes internas de um tridngulo, ele é
equidistante dos trés lados. Sendo assim, essa distancia corresponde ao raio da
circunferéncia inscrita.

O circulo inscrito em um triangulo estd intimamente relacionado ao incentro,
ponto de intersecao das bissetrizes internas. A medida de seu raio é uma das princi-
pais grandezas associadas ao triangulo e pode ser expressa de diferentes formas em

funcao de seus lados e angulos.
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A partir das relagoes estabelecidas com o relacionador triangular, é possivel

deduzir uma expressao simples para o raio do circulo inscrito, apresentada a seguir.

Proposicao 31. (Raio do circulo inscrito em fun¢do do relacionador tri-
angular) Seja ABC um tridngulo com lados AB = ¢, BC' = a e CA = b, perimetro

p=a-+b-+c, incentro I e raio do circulo inscrito r;. Entao:

\J(ab)? — (RAPCY?
) |

rr =
Demonstracao. Observe que de acordo com o enunciado e a Figura 45, temos que

Aape = Acis + Aarc + Apia
i
=Z(a+b+c)

I
_?p'

Figura 45: Medida do raio do circulo inscrito em um triangulo.

A

B a C
Fonte: Autor (2025).

Por outro lado, pela equagao (11),

ab)2— RABC 2
AABC - (@) 2( = ) ;

de onde concluimos

v (ab)? — (REPC)?
. .

rr =

Caso particular 1. Se o triangulo ABC for retangulo em C, entdo RAPY = 0,
e segue que
ab

rr = —.
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Caso particular 2: Se o triangulo ABC for is6sceles, com AC = AB, entao

&2

RABC ——
¢ 2

Logo, o raio da circunferéncia inscrita é

212 _ a* 4a2b2—a*
Va b 1 VA a\/4b? — a?

’]"I e o e
j% P 2p

6.3 Mediatrizes e circuncentro

As mediatrizes dos lados de um triangulo possuem papel central na geometria,
pois se encontram em um ponto notavel denominado circuncentro, centro da circun-
feréncia circunscrita ao triangulo. Além da definicao classica, podemos considerar
ainda as mediatrizes internas, segmentos contidos na regiao do triangulo que man-
tém a propriedade de equidistancia aos extremos do lado correspondente. Nesta
subsecao, apresentamos a caracterizagao das mediatrizes, sua relagdo com o circun-
centro e deducgoes envolvendo o raio da circunferéncia circunscrita, estabelecendo
também conexoes entre este e o raio da circunferéncia inscrita.

Entre as cevianas notaveis associadas aos lados de um triangulo, destaca-se a
mediatriz, cuja construcao se baseia em principios de simetria e perpendicularidade.

Antes de utiliza-la em resultados posteriores, apresentamos sua definicao formal.

Definicao 14. Seja AB um segmento cujo ponto médio é M. Chamamos de medi-

atriz do segmento AB a reta r que passa por M e € perpendicular a AB.

A mediatriz de um segmento pode ser caracterizada como o conjunto dos pontos
que se encontram a mesma distancia de suas extremidades. Essa propriedade ex-
pressa a simetria do segmento em relacao a mediatriz e fundamenta diversas relacoes

métricas na geometria plana.

Proposicao 32. Seja r a mediatriz de um segmento AB. Um ponto P pertence &

reta v se, e somente se, AP = PB.

Demonstracdo. Considere o segmento AB e um ponto P, tal que AP = PB. Se P
pertence a AB, entdo P é o seu ponto médio e, portanto, pertence a mediatriz. Por
outro lado, se P ndo pertence ao segmento AB, considere a reta 1’ que passa por P
e pelo ponto médio M de AB. Os triangulos AMP e BMP sdo congruentes pelo
caso LLL, pois, PA = PB, por hipotese, AM = M B, pois M é ponto médio de AB
e PM é um lado comum. Desse modo, os angulos PMA e PMB sio congruentes
e complementares, logo sdo retos, assim 7’ é perpendicular a AB e, portanto, é a

propria mediatriz r.

73



Reciprocamente, seja P um ponto da mediatriz de um segmento AB. Se P
pertence ao segmento AB entdo ele é o ponto médio. Se P ndo pertence ao segmento
AB, os triangulos AM P e BM P sao congruentes pelo caso LAL, e portanto AP =
PB. m

A mediatriz de um lado é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de suas
extremidades. No contexto de um triangulo, essa caracterizacao conduz a uma
propriedade de concorréncia: as trés mediatrizes possuem um ponto comum, equi-
distante dos trés vértices. A proposicao a seguir formaliza essa propriedade e nomeia

esse ponto de intersecao como circuncentro.

Proposicao 33. As mediatrizes dos lados de um tridngulo se intersectam em um

mesmo ponto. Esse ponto é chamado circuncentro.

Demonstracao. Seja ABC um triangulo qualquer, r, s e ¢, respectivamente, as me-

diatrizes dos lados BC', CA e AB, e O o ponto de intersecao das retas r e s. Assim,
temos que OB = OC, pois O pertence a reta r. Além disso OC = OA, pois O
pertence a reta s, desse modo OB = OA, por transitividade, segue que O pertence
a reta t.

]

Figura 46: Mediatrizes internas de um triangulo.

A

Fonte: Autor (2025).

A mediatriz interna de um triangulo pode ser compreendida como a por¢ao da
mediatriz de um lado que se encontra dentro da regiao delimitada pelo triangulo.
Diferentemente da mediatriz completa, que é uma reta infinita, a mediatriz interna é
apenas o segmento compreendido entre o ponto médio do lado e o ponto em que essa
reta intercepta outro lado do triangulo. Essa construgao permite estender o conceito
classico de mediatriz, normalmente associado ao circuncentro, para uma forma que
se mantém inteiramente contida na figura. A seguir, enunciamos a proposicao que

garante a existéncia e unicidade desse segmento.

Proposigao 34 (Existéncia e unicidade da mediatriz interna). Sejam ABC' um

tridngulo e M o ponto médio de um de seus lados, digamos, BC'. Eziste e € tinico
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um segmento da mediatriz de BC contido no interior da regido delimitada pelo

tridngulo ABC, denominado mediatriz interna relativa ao lado BC.

Demonstracao. Existéncia: Seja ABC um tridngulo. Vamos mostrar a existéncia
da mediatriz interna referente ao lado BC, as demais sdo analogas. Seja M o ponto
médio do segemnto BC. Vamos dividir em trés casos:

12 caso: B = C: Nesse caso, o triangulo ABC' é isésceles com AB = AC'. Pelo
caso LAL os triangulos AMB e AMC sao congruentes. Desse modo, os angulos
AMB e AMC séo congruentes e suplementares, logo sdo retos. Portanto AB é uma
mediatriz interna.

22 caso: B < C: Note que a bissetriz 7 e a reta suporte do lado AB sao
concorrentes, em um ponto N, pois intersectam BC sob angulos diferentes. Seja

AH uma altura do triangulo ABC. Pelo Teorema de Pitagoras temos:
AH®+ BH? = AB*> e AH*+CH’= AC”

Mas AB > AC implica AB? > AC? pois o lado AB é oposto ao maior angulo,

assim

AH? + BH? > AH?> + CH? = BH? > CH? = BH > CH

Desse modo, o ponto médio do lado BC est4 entre B e H.

Pelo caso AA, os triangulos NBM e ABH sao semelhantes e, como BH > BM,
entao BA > BN, logo o ponto N esta entre B e A, portanto M N é uma mediatriz
interna.

32 caso: B > C: Nesse caso, a demonstracao ¢ analoga ao caso anterior, pois
C < B. Porém o ponto N estara sobre o lado AC.

Unicidade: Sem perda de generalidade, considere o lado BC' como o referente
a uma mediatriz interna de um triangulo ABC. O ponto médio M do segmento BC
¢ nico (vide Teorema 2).

Suponha, por absurdo, que N e N’ sdo pontos sobre o triangulo tais que M N
e M N’ sdo mediatrizes internas. Se os pontos N e N’ estiverem sobre o vértice A,
nao ha o que mostrar.

Considere que os pontos N e N’ estejam sobre um mesmo lado, AB. Por exemplo,
que N esteja entre B e N'. Note que, por definicao NHB & reto, mas os angulos
NHB e N'HN sio complementares (somam 90°), o que é absurdo.

Se N e N’ estiverem sobre o lado AB, é analogo.

Suponha agora que N e N’ estejam em lados diferentes.

Sem perda de generalidade, suponha N sobre AB e N’ sobre AC. Sabemos que
NHB = N'HC = 90°, mas os angulos NﬁB, NHN' e N'HC sdo suplementares

(somam 180°), o que é absurdo. O
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A mediatriz interna de um tridngulo é uma ceviana perpendicular ao lado oposto
que nao passa necessariamente pelo vértice correspondente & altura.

A relacao que envolve a medida dessa ceviana e o relacionador triangular permite
compreender como a perpendicularidade associada a um lado se relaciona com as
demais medidas do tridngulo. O resultado a seguir apresenta uma expressao que

conecta esses elementos de forma direta.

Proposicao 35. Seja ABC um tridngulo cuja mediatriz interna relativa ao lado

BC' possui comprimento z,. Admitindo, sem perda de generalidade, que B> (7, e

sendo a, b e ¢ as medidas dos lados BC, CA e AB, respectivamente, tem-se:

a ab \?
Zazé' W —1
C

Demonstracio. Seja AH a altura do triangulo ABC' relativa ao lado BC e seja
M o ponto médio de BC. A mediatriz de BC encontra o lado AC em N, ja que
AC > AB, conforme ilustrado na Figura 47.

Figura 47: Medida de uma mediatriz interna de um triangulo.

A

c N

zZ,

H B i M i c

Fonte: Autor (2025).

Pelo caso AA, os triangulos AHC' e NMC' sao semelhantes, de modo que

NM MC
AH  HC’
Agora, observemos que
L
HC =—"¢“—,
a

pois HC' é a projecdo ortogonal do lado C'A sobre a reta suporte de BC. Além

disso,

\/(ab)? — (RAECY

a

AH =

Substituindo essas expressoes na propor¢ao, obtemos:




Portanto,

V/(ab)? - (RAECY

a
2y = — -
R |RAPC|
_a \/( ab )2 |
2 RAPC '

O

Uma observacao a ser feita é que quando calcularmos a medida da mediatriz
interna referente ao lado XY, sendo X e Y vértices de um triangulo ABC (ou seja,
X,Y € A, B,C) devemos usar o relacionador tridangular referente ao menor angulo
entre X e Y e as medidas dos lados sobre os quais estao as extremidades da mediatriz
interna. Por exemplo, seja ABC um triangulo, sem perda de generalidade, considere
A<B<C.

Considere ainda z,, 23 e 2. as medidas das bissetrizes internas referentes aos lados

BC, CA e AB, respectivamente. Entao, valem as relacbes que podem ser provadas

de forma analoga.

ac b be c ab

2\ rapc ~ b AT g\ pasc — b A= gy pase — L

Zg =

O circulo circunscrito a um triangulo esta diretamente associado ao circuncentro,
ponto equidistante de seus vértices. Assim como o raio do circulo inscrito pode
ser expresso em funcgao do relacionador triangular, é possivel obter uma expressao
analoga para o raio do circulo circunscrito.

O resultado a seguir estabelece essa relacao de forma geral.

Proposicao 36. (Raio do circulo circunscrito em fung¢do do relacionador

triangular) Seja ABC um triangulo de circuncentro O, cujos lados AB, BC e C'A

medem, respectivamente, ¢, a e b. Entao, a medida do rato do circulo circunscrito,

ro=0A=0B = 0C, ¢ dada por:

abe

ro = .
2/ (ab)? — (RAHC)?

Demonstragao. De acordo com a equacao (12), temos

L _ a2 - gy

C =
sen ab
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Aplicando a lei dos senos, segue que

sen C'
Ou seja,

c abe

ro = — .
ZSenC \/(ab)2 RABC \/ ab RABC)

]

Caso particular' Se o triangulo for isosceles, tal que AB = AC, temos que

RABC 2 e b= c assim

ab?

4a2b2—a 41)2 — CL2 ‘
24/ (ab)?

Mais particularmente, se ABC' for equilatero de lado [, segue que

12 [
ro = —Y—m—— = —=.

As expressoes obtidas para os raios dos circulos inscrito e circunscrito permitem
estabelecer uma relagao direta entre esses dois elementos notaveis. O produto de
suas medidas revela uma dependéncia, evidenciando como o Relacionador Triangu-
lar possibilita compreender, de forma unificada, as relacoes entre os elementos do

triangulo.

Proposicao 37. O produto entre a medida do raio r; do circulo inscrito e a medida

do raio ro do circulo circunscrito a um tridngulo de lados a, b e ¢ € dado por:

abe

rrero = 20a+b+c)

Demonstracao. Sabendo as expressoes de r; e rp, basta multiplica-las para obter o

resultado desejado.

(a2 = (R abe abe

a+b+c 5. \/ab (RABC)? 2 2-(a+b+c)

rr-ro=

Como constatamos, o resultado ¢ imediato.
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6.4 Relagoes métricas e area do triangulo

A 4rea de um triangulo pode ser expressa de diferentes maneiras a partir das
medidas de seus lados e angulos, sendo um dos elementos centrais da geometria
plana.

Utilizando o relacionador triangular, obtemos uma férmula direta que conecta a
area as medidas dos lados, férmula que se mostra equivalente a classica expressao de
Herao. Além disso, a mesma grandeza pode ser reescrita em termos de funcgoes trigo-
nométricas dos angulos ou ainda a partir de relagoes envolvendo cevianas notaveis,
como as bissetrizes.

Essas diferentes representacoes nao apenas reforcam a consisténcia interna da
teoria, mas também evidenciam a versatilidade do relacionador como ferramenta de
unificacao de resultados ja conhecidos.

A Formula de Herao é uma das expressoes mais conhecidas para o calculo da area
de um triangulo, permitindo determiné-la a partir das medidas de seus lados sem
a necessidade de conhecer a altura. Diversas demonstracoes dessa formula podem
ser encontradas em (FERNANDES, 2021), que apresenta abordagens geométricas e
algébricas para sua dedugao.

A partir da relagao da area expressa em funcao do relacionador triangular, tam-
bém é possivel demonstrar a equivaléncia entre essas expressoes, evidenciando que

ambas conduzem ao mesmo resultado por caminhos distintos.

Proposicao 38. (Formula de Herao) Sejam ABC um tridngulo e AB = ¢,
BC =a e CA = b as medidas dos seus lados. Se s = %b“ € o semiperimetro de

ABC, entdo

Aupe = /s(s —a)(s — b)(s — c).

Demonstracao. Dadas as medidas a, b e ¢ dos lados de um triangulo, podemos

determinar sua area conforme a equagao (11):

V/(ab)? — (RAECY
2

Elevando ao quadrado e multiplicando por 16,

Aupc =

16435 = 4[(a8)? — (RE)] = (b - a2 17— )
Fatorando como diferenca de quadrados,
164% 5 = <2ab @+ C2)> (2ab (@B CQ)>.

Reescrevendo cada fator,
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2ab + (a® +b* — *) = (a +b)* — &,
2ab — (a® +b* — ¢*) = — (a — b)?,

de modo que
164% 50 = ((a+b)* = ) (¢ = (a —b)?).
Aplicando novamente diferenca de quadrados,

(a+b?—c=(a+b—c)a+b+c),
A—(a—b?=(c—a+b(cta—"b),

logo
164% 50 = (a+b+c)a+b—c)(—a+b+c)a—b+c)
Como s = %€ temos
16A% 5o = 16 5(s — a)(s — b)(s — ¢),
e, portanto,

Aupe = v/s(s — a)(s — b)(s — c). O

A area de um triangulo também pode ser expressa em funcao de dois lados e do
seno do angulo compreendido entre eles, resultando na forma trigonométrica classica

apresentada a seguir.

Proposicao 39. Seja ABC um triangulo, tal que BC' =a e AC = b, entao
b N
Aupc = % -sen C.

Demonstracao. Note que

2 _ ([ PABC\2 2 _ ([ PABC\2 R
Aipe = \/(ab) (Re™) }ab\/(ab) (Rg™)* _ab &
2 2 ab 2

]

A partir da relacao trigonométrica que expressa o seno de um angulo em funcao
da metade da medida do angulo, podemos reescrever a area do triangulo em uma

forma equivalente, utilizando as razoes seno e cosseno da metade do angulo.

Proposicao 40. Seja ABC um tridngulo, tal que BC' = a e AC' = b, entao

C C
Aapc = absen <§> cos <5> )
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Demonstracao. Note que

absen<Q> COS(g) _ ab\/ab—RéBC \/ab+Rch _ \/(ab)2 _ (RéBC)z  An.

2 2 2ab 2ab 2

]

A bissetriz interna de um triangulo nao apenas divide o angulo em duas partes
congruentes, mas também estabelece uma relagao de proporcionalidade entre as
areas dos triangulos formados por ela e os lados adjacentes. Essa propriedade é

formalizada a seguir.

Proposicao 41. Seja ABC um tridngulo cujos lados opostos aos vértices A, B e
C medem, respectivamente, a, b e c. Se CD ¢ a bissetriz interna relativa ao vértice

C, entao as dreas dos tridngulos ACD e BCD satisfazem a relacao

Apecp  a

Ascp b

Demonstracao. Seja CD = x, assim temos que

N—

C
axrsen | - | cos
Apce ( i > (

Aacp bx sen (%) cos (

NSNS e))
~
S e

]

Em sintese, a area de um tridngulo admite miultiplas expressoes equivalentes:
pela formula de Herao, pelas relacoes trigonométricas classicas ou por meio do rela-
cionador triangular, que fornece uma forma unificada e simplificada. Essa variedade
de representacoes nao apenas amplia as possibilidades de calculo, mas também revela

diferentes conexodes entre lados, angulos e cevianas.
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7 Exercicios resolvidos

Esta secao tem por finalidade reforcar a teoria apresentada ao longo do trabalho
por meio da resolucao de exercicios diretamente relacionados aos conceitos desen-
volvidos, com énfase nas propriedades dos triangulos planos e de seus elementos
notaveis, como cevianas, areas, angulos e raios dos circulos inscrito e circunscrito.
Em particular, destaca-se a aplicacao do relacionador triangular, conceito introdu-
zido e explorado ao longo deste trabalho, que se mostra fundamental na organizacao
e resolucao de diversas situacoes envolvendo relagoes métricas no interior do trian-
gulo.

A maioria das questoes foi elaborada pelo autor e apresenta carater objetivo, com
foco no calculo de medidas e na aplicacao direta dos resultados teéricos discutidos.
Entre elas, também foram incluidos alguns problemas que exigem raciocinio mais
elaborado e integracao de conceitos. As questoes 5 do (Instituto Tecnologico de
Aeronautica, 2023) e 6 do (Instituto Militar de Engenharia, 2009) foram incluidas
por sua pertinéncia e conexao com os temas tratados, além de representarem o tipo
de abordagem adotada em exames de elevada exigéncia matemaética.

A secdo esta dividida em duas subsecoes: a primeira apresenta apenas os enun-
ciados, permitindo que o leitor tente resolvé-los por conta propria; a segunda traz as
solucoes correspondentes, oferecendo uma referéncia para conferéncia e analise dos

procedimentos adotados.

7.1 Exercicios

1. Seja ABC um triangulo tal que AB = ¢ =10, BC =a=17e CA =00 = 21.

Determine:

(a) o relacionador triangular referente ao vértice oposto ao maior lado, a partir do

valor obtido, classifique o tridAngulo quanto a medida de seus angulos.

(b) a medida da projecdo ortogonal do lado BC sobre AB.

W =/ (ac)? — RABC.

(c) o valor de W, sendo

(d) a area do triangulo ABC.
(e) as medidas das alturas.
(f) a distancia do vértice B ao ortocentro do triangulo ABC.

(g) o seno, o cosseno e a tangente do angulo B.

82



(h) as medidas dos raios dos circulos circunscrito e inscrito ao tridngulo ABC.

2. Seja ABC um triangulo, tal que AC = 12 em, AB = 4 cm e A = 120°. Determine

o comprimento da bissetriz do triangulo ABC' referente ao vértice A.

3. Seja ABC' um triangulo tal que AB =6 cm, BC =7 cm e CA = 5 cm. Sendo
O o ortocentro de ABC, determine a area do triangulo AOB.

4. Seja ABC um triangulo, tal que AB = 1 ¢cm, BC' = v/5 em e CA = 2¢/2 cm.
Determine o comprimento da projecao ortogonal do lado AC' sobre a reta suporte
do lado AB.

5. (ITA-2023) Considere um triangulo ABC tal que AB = 4, AC =5 e BAC = 60°.
Seja D um ponto no lado AB tal que AD = 1. Encontre o raio do circulo inscrito
no triangulo BC'D.

6. (IME-2010) Seja ABC' um triangulo de lados AB = 26, BC' = 28 e AC = 18.

Considere o circulo de centro O inscrito nesse triangulo. A distancia AO vale:
(a) ~ é 4. (b) _V;4 (c) 2V3104' (d) v104. (e) 3v/104.

7. Seja O o ortocentro de um triangulo isésceles ABC' de base BC' = 6. Sabendo
que CO = /10, determine:

(a) A altura relativa ao vértice C.
(b) A altura relativa ao vértice A.

(c) A medida do lado AB.

8. Seja O o ortocentro de um triangulo ABC. Determine as medidas dos lados AB
e AC sabendo que: OB =5, OC =13 e BC = v/226.

9. Seja X o pé da bissetriz de um triangulo ABC relativa ao vértice A. Sabe-se que
AB =6, BX =5e AX = +/109. Determine a medida do lado AC'

10. Considere o triangulo ABC com lados AB =6 cm, BC' =5 cme CA =7 cm.
Sejam r a reta bissetriz do angulo BCAe X o ponto de intersecao da reta r com
a reta perpendicular ao lado AB que passa por B. Determine o comprimento do
segmento BX.

11. Sejam ABC um triangulo, tal que AB =c=12, BC =a=+73,CA=b=5
e r a reta perpendicular a AB que passa por B. Determine o comprimento do

segmento AD = d, em que D é a intersecao da bissetriz do angulo A com a reta r.

12. Em um triangulo retangulo cujo perimetro é 40 cm h& um circulo inscrito de
raio 8,5 cm. Sabendo que esse triangulo estd inscrito em um circulo de raio 3 cm,

determine as medidas de seus lados.
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13. Sejam ABC um triangulo e AX a sua bissetriz interna referente ao angulo BC A.
Sabe-se que AB =5 cm e AC' = 20 cm. Além disso, a altura do triangulo ABX

referente ao vértice X ¢ h = 2,4 cm. Determine a area do triangulo AC'X.

14. Em um triangulo retangulo a bissetriz interna referente ao angulo reto mede /2
cm e um de seus catetos mede 6 cm. Determine as medidas do outro cateto e da

hipotenusa.

15. Seja r uma reta perpendicular a um segmento BC no ponto H, tal que BH = 2
cm e HC' = 4 cm. Determine a que distancia do ponto H deve estar um ponto A
sobre a reta r para que a mediana do triangulo ABC relativa ao lado AC meca 6,5

cm.

16. Seja ABC um triangulo acutangulo. Sabe-se que AB = 2v/10 e que a projecao
ortogonal do lado AB sobre o lado AC mede 2. Qual deve ser a medida do lado BC

para que o raio do circulo circunscrito ao triangulo ABC meca 57

17. Uma construtora estd projetando uma ciclovia que passa por trés pontos de
referéncia: uma praca (A), um ponto de hidratagao (C) e uma rotatoria (D), que
ficam alinhados nessa ordem. Sabe-se que a distancia da praga ao ponto de hidra-
tacao é de 8 metros, e do ponto de hidratacao até a rotatoria é de 20 metros. Além
disso, existe uma torre de observacao (B) fora desse alinhamento. A torre estd a 9
metros da praca e a 7 metros do ponto de hidratacao. Qual é a distancia da torre

de observacao até a rotatoria?

18. Um lote urbano tem formato triangular. As duas frentes que se encontram na
esquina B medem 15m e 12m. A partir dessa esquina serd instalada uma faixa
retilinea de 10m até encostar na cerca do lado oposto, tracada de modo que os
dois angulos da esquina B fiquem iguais (isto é, a faixa corta ao meio o angulo da
esquina). Pretende-se instalar um poste em um ponto do terreno que fique & mesma

distancia das trés laterais. Qual é essa distancia?

19. A prefeitura de uma cidade esta revitalizando uma antiga praca e, para o projeto
de iluminacao, é preciso calcular a quantidade de fiagdo necessaria para contornar
todo o espago. A praca é delimitada por quatro canteiros que formam um quadrila-
tero, sendo que as diagonais se cruzam perpendicularmente no centro. Em uma das
medicoes ja realizadas, constatou-se que a lateral AB mede 25 m, enquanto a lateral
AD mede 39m. Também foram medidas as diagonais, obtendo-se AC' = 63m e
BD = 56 m. Com base nessas informacoes, determine as medidas das laterais BC' e
CD, de modo que seja possivel calcular o perimetro total da praca e, assim, planejar

corretamente a instalacao da rede elétrica.

20. André, Breno e Carlos moram em trés casas que formam um tridngulo no mapa.
As distancias sdo: AB = 15 km (André-Breno), BC' = 13 km (Breno-Carlos) e
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AC = 14 km (André-Carlos). Entre as casas de André e Carlos existe uma estrada
retilinea, e exatamente no seu ponto médio hd um poco. Qual é a distancia do poco

até a casa de Breno?

7.2 Solucoes

1. (a) O vértice B ¢ oposto ao maior lado, sendo assim

102 + 17 — 217
Rppe = 1 ; = —26.

Como o relacionador obtido é negativo, entao o triangulo é obtusangulo.
(b) Seja m a medida da projecao ortogonal do lado BC sobre o lado AB, assim

|26 13
m=-——= —.

10 3

(c) Substituindo os valores na expressao dada, temos

W =4/10-17 — (—26)2 = 168.

(d) A area do triangulo é dada por

W 168
M)
2

Aupe = 5

(e) Sejam hga, hp e he as medidas das alturas relativas aos vértices A, B e C,

respectivamente. Assim, temos

W 168
h = — = —
T
W 168
h = —_-— —
B= %y T o1 ’
W 168 84
c 10 5

(f) Seja s a distancia do vértice B ao ortocentro. O valor de s é dado por

(g) Os valores de cos E, sen B e tg§ sao dados por:
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~ —26 13

B= — — ___
cos 10-17 85
-1
senB:izg—él,
10-17 85
168 84
B2 __2
teh =50 = T3

(h) Sejaro amedida do raio circunscrito e r; a medida do raio inscrito do triangulo
ABC. Assim, temos

abe  17-21-10 85
T = = = —
°7 ow 2168 8’

1474 168 7
rTr = = = —.
I a¥b+e 17+21410 2

2. Seja x a medida da bissetriz procurada. De acordo com o Corolario 3 , temos

2bc cos(4)
rT = ——
b+c

em que AC =b=12 cm, AB = ¢ =4 cm, assim

_2-12-4-005600_ 12-4 B
e 12+4 12+4
3. Seja AB=c¢, BC=ae CA=b.

Vamos determinar o relacionador triangular de ABC' referente aos vértices A e C.

3 cm.

Assim, temos:

2
25+ 49 — 36
RéBC:—2 = 19.

A altura em relagao ao vértice C, h, é dada por:

v/ (be)? — (RAPC)?

h:

(5-6)2 — 62
6

:2\/6 cm.

A distancia s do vértice C' ao ortocentro é dada por:
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RABC
s =-C
h
19
_2\/6

19v/6
12

cm.
A altura do triangulo AOB é dada por:

h—s=2V6— % — @
12 12
Portanto, a 4rea do triangulo AOB é
G . 56
AAOB B 212 = Sf Cm2.

4. A projecao ortogonal m de AC sobre AB é dada por:

RQBC
~ AB
em que
RABC _ 12+ (2v2)* — (v5)? _ 5
Logo,
m= — = 2cm.
5. Note que
D
R4°P =5.1-cos60° = R4“P = 5
Ou seja

5% + 1% — (CD)?
2

:g:CD:%ﬂ

Por outro lado
R4BY =5.4-cos60° = R45Y = 10.
Ou seja
52 +4° — (OB)*
2

Agora podemos calcular o relacionador triangular do tridngulo BC'D referente ao

—10 = CB = v2I.

vértice D:
RBCD ( \4 2]‘)2 32 - ( \Z 2]‘)2 9
b= 2 )
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O raio r; do circulo inscrito no tridngulo BC'D é dado por:

V3 v2DR - (2)
221+ 3 ’

rr =

Assim,
675

e 15v3

T 9V21+3 4V21+46

Racionalizando e simplificando, obtemos:

6V7—3V3 3f
10

rr =

6. Vamos determinar a medida x da bissetriz referente ao vértice A. Temos que

RABC _ 182 + 262 — 282

= 108.
5 08

A medida da bissetriz é dada por

\/2ab (ab + RAPC)
a+b '

Tr =

Sendo a = BC =28 e b = AC = 18. Dessa forma, segue que

V/2-26-18(26-18+108)  36v/26
18 + 26 T

Tr =
A distancia AO = d é dada por

_ 18426 36v26 _ o
T84+26+28 11

Portanto a alternativa correta é (d).

7. (a) Como ABC ¢ isosceles, segue que RAPC = 18.

Sendo h¢ a altura referente ao vértice C', temos que

18 18
=vV10= hev10 =18 = hpo =
he ¢ - V10 5

(b) Como ABC é isosceles, o pé da altura H 4 relativa ao vértice A é ponto médio

da base. Assim, pelo Teorema de Pitagoras, segue que:

3 +0H;=CO*=9+0H%=10= OH, = 1.
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Note que os tridngulos COH, e AOHg, em que He é o pé da altura relativa

a C, sao semelhantes pelo caso angulo, angulo. Assim,

CO _AO:>\/1_O_AO_5-AO
OH, Hc I 240 910

A
VI0= 249 9 1025. 40 = A0 = 18 = A0 — 8.
9/10

Logo, a altura relativa ao vértice A ¢ AH, = 0.

¢) Como ABC' é is()sceles, segue que:

8. Note que RAPC = RECC de modo que

41.

RBOC _ 5% +(v226)° — 132 _
B 2

Sendo BH a altura do triangulo referente ao vértice B, temos que

ABC
o BC _ 4
BH _ BH
A1 A1
_ . BH-==.
"= BH 5

Também é vélido que RBHC = RABC

Assim,
- AC
n (V226 AC)? - 185
5 AC
1681 226AC? — 34225
25 AC? '

Elevando ao quadrado e organizando, temos a equagao

5650AC% — 1681 AC? = 855625.
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O que nos da

AC — /855625 _ %
3969 63
Para determinar o valor do lado AB, podemos usar o relacionamento triangular:

BC? + AB* — AC?

RABC —
¢ 2
Ou seja,
925 >
(V/226)* + AB* — (ﬁ) = 82.
Logo,

AB — /284089 _ @
3969 63

A BAX
cos (BAC> = cos(BAX) = fi

9. Sabemos que

2 ~ AB-BX
‘ 36 + 109 — 25
REAX — b+ 109—2 _ 60.
2
Assim 60 0
cos(BAX) = = .
( ) 6-+v109 /109
Desse modo, temos:
2AB - AC cos (BTAC>
= AX.
AB + AC
Ou seja,
2.6-AC - 19
V109
= V109.
6+ AC
Donde 654
AC = —.
¢ 11

10. Vamos determinar o relacionador do triangulo ABC em relagao ao angulo A

R4 . = 30.

Vamos calcular o valor da tangente do angulo BAX,

. 7= 1
wBAx = [0 T30 JL_ V6
67+ 30 6 6

. BX
te BAX = 22,
& AB

Note que

90



Assim

V6  BX
6 6
Logo,
BX =6 cm.
11. Note que

ABC _ 122 4 52 — ({/73)?

R = 48.
A 2

Podemos calcular o cosseno do angulo BAD

. ABC
cos BAD :1/&
2bc
/5.12 + 48
2-5-12

108

12
3v1

10

=1 e

Mas, note que

A c
BAD = —.
coS y

Assim,

Dessa forma,

12. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo, sendo ¢ a medida da hipotenusa.

Sendo rp o raio do circulo circunscrito ao triangulo, temos
c
o= —.
2
Logo,
c=17 cm.

Como o triangulo é retangulo, a medida do raio r; do circulo inscrito é dada por

ab

T]:a+b+c'



Assim,

b
Z—Oz3z>ab:120. (i)
Além disso, sabemos que
B abc
ot = 2a+b+c)
Ou seja,
17-120
—————— =51=51a+51b+867=2040=a+ b+ 17=40 = a+ b =23
a+b+ 17
=b=23—a. (ii)
Substituindo (ii) em (i):
a(23 —a) =120
23a — a* = 120

a?—23a+120 =0

A =49

237
a= .

2

Logo,
a=8 ou a=15.

Como a + b = 23, segue que as medidas dos lados do tridngulo sao 8 cm, 15 cm e

17 ecm.

13. Note que a area do triangulo ABX é dada por

5-24
AABX:T7:6CH12.

A bissetriz divide o tridngulo em areas proporcionais as medidas dos lados, assim

Aapx _a
Aacx b

6o 5
Ascx 20

Logo
AACX =24 sz.

14. Como o triangulo é retangulo, a medida x da bissetriz é dada por

ab\/2

a+b
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Sendo a e b as medidas dos catetos. Assim,

6av/2 _ A

a—+6

Obtemos, portanto
6
a=—.
5

Sendo ¢ a medida da hipotenusa, pelo Teorema de Pitégoras, temos

6\ 2
2 _ 2
=6 e
c + (5>

36
_364 2
* 25

Logo,
626

15. Independente do ponto A sobre a reta r, o relacionador triangular de ABC' em
relacao a B é constante e dado por

REPC=2.(24+4) = 12.

A medida da mediana y relativa ao lado AC' = b é dada por

y: 2

Assim,
V412 + b2 e

2
Efetuando-se os caculos, obtemos

b=11cm.

Logo, pelo Teorema de Pitagoras podemos determinar o valor de AH = h:

+42=112 = Kh2=121-16 = h=+105cm.

16. Seja AC' =b e BC = a. Note que

R4BC = 2b.
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Usando a equagao que nos fornece a medida do raio do circulo circunscrito ao tri-

angulo, temos

2ab\/10 5 - 2ab\/m_5:> a\/l_O_
24002 — 402 126 6

Multiplicando ambos os membros da equacao por \/% e racionalizando, obtemos

D.

a = 3v/10.

17. Note que a praca, o ponto de hidratacdo e a torre formam o tridAngulo ABC
e que a rotatoria (ponto D) corresponde a um deslocamento do ponto C' sobre a

semirreta A(2 Podemos calcular o relacionador do vértice A:

92 82 - 72
paso - T FT T g
2
Assim,
84 20) - 48
pipp = G200 A8 _ 60

8

Desse modo

9% + 282 — BD?
2

18. Observe que a faixa ¢ a bissetriz relativa a B. Pela formula da bissetriz, obtemos

=168 = BD?=529 = BD =23.

o relacionador triangular no vértice B:

V2-15-12(15- 12 + RAPO)

= 10.
15+ 12

Dali,

/360 (180 + RABC)
27

e, elevando ao quadrado,

=10 = /360 (180 + RAPC) = 270

360 (180 + RAPY) = 72900 = R4PC = ——— — 180 = —.

Pela definicao do relacionador triangular,

22 _ 2
RgBC:%, com a=BC=12, ¢=AB =15, b= AC.
Logo,

122 4152 -2 4
%:; — 144+ 225 - 1> =45 — 1> =324 — b= AC = 18.
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A distancia pedida é o raio r; do circulo inscrito. Usando a expressao em termos do

relacionador no vértice B,

Ve~ (BT _ 02152 - (8)"

T[ = =
a+b+c 12+ 18+ 15
Assim,
(/32400 — 52\ JERR /Ta7aTs
T = = = .
! 45 45 90

Como 127575 = 3% - 52 - 7, tem-se v/127575 = 3% - 5v/7 = 135v/7, e portanto

1357 3
_185VT 3 &

"TT 0 T 2

Portanto, a distancia procurada é 3T‘ﬁ m.

19. Considere a praca delimitada pelos canteiros A, B, C, D, formando um quadri-
latero cujas diagonais AC' e BD se cruzam ortogonalmente em FE. Sao dadas as

medidas
AB = 25m, AD = 39m, AC = 63m, BD = 56 m.

No triangulo ABD, o relacionador no vértice A é

AB? + AD? — BD?
R4PD = i 5 = —495.

A altura relativa a BD resulta

_ V(AB-AD)? — (R{PP)?  \/(25-39)° — (—495)° _
AE = =5 = = = 15.

Logo, CE = AC'— AE = 48.
Pelo teorema de Pitagoras, em AEB e AED,

BE = v/252 — 152 = 20, DE =+/39% — 152 = 36,

confirmando BE + DE = BD.
Finalmente, em BEC e DEC, ambos retangulos,

BC = VBE? + CE? = V20? + 482 = 52, CD =+VDE? + CE? = /362 + 482 = 60.

Portanto, BC'=52m e C'D = 60 m.
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20. Modelamos o problema buscando a medida da mediana relativa ao vértice B,
isto é, a distancia do ponto médio de AC até B.
No triangulo ABC', adotemos a = BC' =13, b = AC' =14 e ¢ = AB = 15. Pelo
relacionador no vértice B,

RABC _ a® + c — b? _ 132 4+ 152 — 142 _ 169 + 225 — 196 _ 198

9 2 2 5 =%

A medida da mediana relativa a B em termos do relacionador é

1 7/
yBZE b2+4RgBC.

Substituindo b = 14 e RABC = 99,

1 1 1 1
yp = 5 V142 +4-09 = V196 + 396 = 5502 = - 4v/3T = 2V3T.

Portanto, a distancia procurada é 24/37 km.
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