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Resumo

Esta dissertacao investiga a compreensao dos conceitos de divisibilidade e congruéncias por
alunos do Ensino Médio, por meio de uma intervencao didatica planejada. Inicialmente,
aplicou-se uma atividade diagnostica com o objetivo de identificar as principais dificuldades
e as estratégias utilizadas pelos estudantes na resolucao de problemas envolvendo aritmética
modular e padroes ciclicos. Com base nos resultados obtidos, elaborou-se uma sequéncia de
quatro aulas de carater investigativo, voltadas a consolidagao dos conceitos fundamentais.
Em seguida, realizou-se uma segunda aplicagao para avaliar o progresso dos alunos,
observando-se aumento no niimero de acertos em questoes relacionadas a congruéncias
simultaneas, ciclos de dias da semana e padroes de restos em poténcias. Os resultados
indicam que a intervenc¢ao contribuiu para o aprimoramento da compreensao conceitual e
da capacidade de aplicar estratégias adequadas na resolucao de problemas, embora algumas
questoes mais complexas ainda evidenciem desafios significativos. A andlise final ressalta
a importancia de atividades contextualizadas e da pratica continua para a consolidagao do

raciocinio matematico no Ensino Médio.

Palavras-chave: Divisibilidade; Congruéncias; Ensino de Matematica; Aritmética Modu-

lar; Intervencao Didatica e Padroes.



Abstract

This dissertation investigates high school students’ understanding of divisibility and
congruences through a structured didactic intervention. Initially, a diagnostic activity
was applied to identify the main difficulties and strategies used by students when solving
problems involving modular arithmetic and cyclic patterns. Based on the results obtained, a
sequence of four investigative lessons was designed, aimed at consolidating the fundamental
concepts. Subsequently, a second application was conducted to assess students’ progress,
revealing an increase in correct answers in questions related to simultaneous congruences,
day-of-the-week cycles, and patterns of remainders in powers. The results indicate that the
intervention contributed to the improvement of conceptual understanding and the ability
to apply appropriate problem-solving strategies, although some more complex questions
still posed significant challenges. The analysis highlights the importance of contextualized
activities and continuous practice for the consolidation of mathematical reasoning at the

high school level.

Keywords: Divisibility; Congruences; Mathematics Education; Modular Arithmetic;

Didactic Intervention and Patterns.
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1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018) evidencia que o ensino de
Matematica no Ensino Médio brasileiro, em geral, prioriza contetidos tradicionais como
funcoes, equagoes e geometria analitica, frequentemente em detrimento de tépicos como
divisibilidade e congruéncia modular. Apesar de constituirem fundamentos essenciais da
Teoria dos Nuimeros e possuirem aplicagoes diretas em areas modernas como seguranca
digital, algoritmos e criptografia, tais conceitos tém presenca timida no curriculo escolar,

muitas vezes restritos a memorizagao de critérios sem aprofundamento conceitual.

Embora a BNCC nao mencione explicitamente a congruéncia modular no Ensino
Médio, oferece brechas importantes para sua abordagem. No Ensino Fundamental, ha-
bilidades como EF06MAO5 (classificar ntimeros como primos e compostos), EFO7TMAO1
(resolver problemas envolvendo divisibilidade) e EFOSMAO5 (explorar propriedades dos
nimeros primos) preparam o terreno conceitual. J& no Ensino Médio, habilidades como
EM13MAT301 (resolver problemas com o uso de algoritmos em contextos mateméaticos,
sociais e tecnologicos) e EM13MAT305 (investigar padroes numéricos) sao plenamente com-
pativeis com a exploracao de congruéncia e divisibilidade de forma integrada a resolucao

de problemas e a formagao de pensamento logico.

Este trabalho de mestrado tem como objetivo investigar o nivel de compreensao
dos alunos da 3% série do Ensino Médio sobre divisibilidade e congruéncia, e observar
possiveis avancos apds uma intervencao didatica planejada. Para isso, foi elaborada e
aplicada uma atividade diagnostica inicial composta por problemas de diferentes niveis de
complexidade sobre os temas citados, cujos resultados foram analisados de forma qualitativa
e quantitativa. Em seguida, foram ministradas aulas sobre os conceitos fundamentais
de divisibilidade e congruéncia, utilizando estratégias que privilegiam a resolucao de

problemas, a argumentacao matematica e o desenvolvimento de autonomia dos alunos.

Depois dessa sequéncia de aulas, foi aplicada uma segunda lista de exercicios, com
estrutura semelhante a da primeira, visando comparar os resultados e identificar indicios

de avanco conceitual e atitudinal.

De forma mais detalhada, este trabalho busca ainda: (i) identificar as principais
dificuldades conceituais apresentadas pelos alunos em relacao a divisibilidade e a con-
gruéncia; (ii) analisar em que medida a intervengao didatica contribui para superar tais
dificuldades e consolidar os conceitos fundamentais; (iii) observar mudangas na postura
dos estudantes quanto a resolucao de problemas que envolvem argumentacao e raciocinio
légico; e (iv) refletir sobre possibilidades de inser¢ao mais efetiva desses contetidos no

curriculo do Ensino Médio, em consonancia com as orientacoes da BNCC.
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2 Fundamentacoes tedricas

Nesta secao, apresentamos os conceitos fundamentais da Teoria dos Numeros que
servirao de base para a compreensao e resolucao de problemas envolvendo divisibilidade e
congruéncias. O desenvolvimento segue uma ordem progressiva, partindo dos conceitos
elementares até resultados mais avancados, como o Teorema Chinés do Resto e o Pequeno

Teorema de Fermat.

As principais referéncias utilizadas nesta secao incluem Niven, Zuckerman e Mont-
gomery (1991), Hefez (2022), além de material do PROFMAT.

2.1 Divisibilidade

Considere Z o conjunto dos nimeros inteiros e N o conjunto dos niimeros naturais.

Definig¢ao 2.1.1. Sejam a,b € Z com b # 0. Dizemos que b divide a, ou que a € divisivel
por b, se existe k € Z tal que
a=1"b-k.

Neste caso, denotamos por b | a. Caso contrario, escreve-se bt a.

Exemplo 2.1.2. Temos que 3 | 12, pois 12 = 3 -4, mas 51 12, pois ndo existe k € Z tal
que 12 = 5k.

Proposicao 2.1.3. Sejam a,b,c € Z. Valem as sequintes propriedades fundamentais:

1. Seblaeal|c, entiob]|c.

2. Seblaeb|c, entiob| (ma+ nc) para quaisquer m,n € 7Z.

Demonstracao. 1. Se b | a, entdo existe k € Z tal que a = bk. Como a | ¢, existe | € Z
tal que ¢ = al. Substituindo a = bk, obtemos ¢ = (bk)l = b(kl), o que mostra que
b|ec.

2. Se b | a, entdo existe k € Z tal que a = bk. Se b | ¢, existe | € Z tal que ¢ = bl. Logo,

para quaisquer m,n € Z:
ma + nc = m(bk) + n(bl) = b(mk + nl),

de modo que b | (ma + nc).
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2.2 Divisao Euclidiana

Teorema 2.2.1 (Divisao Euclidiana). Sejam a € Z e b € Z, b > 0. Entao existem inicos

inteiros q (quociente) e r (resto), com 0 < r < b, tais que

a=bq+r.

Demonstragao. Considere o conjunto

S={x=a—-by; ye Z} N (NU{0}).

Ezisténcia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que
n(—=b) > —a,

logo a — nb > 0, o que mostra que S é nao vazio. O conjunto S é limitado inferiormente
por 0, logo, pelo Principio da Boa Ordenagao, temos que S possui um menor elemento 7.

Suponhamos entao que r = a — bq. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < b.

Suponhamos por absurdo que r > b. Portanto, existe s € N U {0} tal que
r=>b+s, logo 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois

s=a—(g+1)besS, coms<r.

Unicidade: Suponha que a = bq +r = bg' + ', onde ¢q,¢',r, 7" € Z,0 <r <be

0 <7’ < b. Assim, temos que
—bl <r—1"=b(g" —q) <.
Logo, |’ — r| < |b|. Por outro lado,
blg—q)=1"—r

o que implica que

bllg — ¢'| = | —r[ < [b].
o que s6 é possivel se ¢ = ¢’ e, consequentemente, r = r’. (HEFEZ, 2022) H
Exemplo 2.2.2. A divisao de 23 por 5 pode ser escrita como
23=5-4+3,

onde q =4 er = 3.

A Divisao Euclidiana é a base para o estudo do maximo divisor comum e para o
funcionamento do Algoritmo de Euclides (LIMA, 2024).
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2.3 Maximo Divisor Comum e Algoritmo de Euclides

Definicao 2.3.1. Diremos que um numero inteiro d > 0 é um mdximo divisor comum

(mdc) de a e b, se possuir as sequintes propriedades:

1. d é um divisor comum de a e b,

2. d € divisivel por todo divisor comum de a e b.
A condigio (2) acima pode ser reenunciada como seque:
1. Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo c | d.

Sejam a, b € Z. Serd denotado o méximo divisor comum de a e b por (a, b).

Teorema 2.3.2 (Algoritmo de Euclides). Sejam a,b € N com a > b > 0. O Algoritmo de
Fuclides consiste em aplicar sucessivamente a divisao euclidiana do dividendo pelo divisor,

e em sequida do divisor pelo resto obtido, até que se obtenha resto nulo. Ou seja, realiza-se:
a:bq1+7“1, 0§T1<b,
b=riga+ry, 01y <y,

ri=req3+ 13, 013 <71y,

e assim sucessivamente, até que r, = 0. Entao, o ultimo resto nao nulo ri_, € precisamente

o (a,b).
Exemplo 2.3.3. Para calcular (252,198):
252=198-1+54, 198=54-3+36, 54=36-1+18, 36=18-2+0.

Logo, (252,198) = 18.

O Algoritmo de Euclides estendido permite calcular combinagoes lineares ax + by =
mdc(a,b), fundamentais para o estudo de inversos multiplicativos em congruéncias (HEFEZ,
2022).

Corolario 2.3.4. Dados a,b € Z, nao ambos nulos, tem-se que
e by
(a,0)" (a,b))

Teorema 2.3.5 (Lema de Gauss). Sejam a,b, ¢ nimeros inteiros. Se a | bc e (a,b) =1,

entdo a | c.
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2.4 Minimo Mdltiplo Comum (MMC)

Definicao 2.4.1. Diremos que um numero inteiro m > 0 é um minimo maultiplo comum

(mme) dos nimeros inteiros a e b, se possuir as sequintes propriedades:

1. m € um maultiplo comum de a e b;

2. Se ¢ é um multiplo comum de a e b, entao m | c.

Sejam a, b € Z. Serd denotado o minimo multiplo comum de a e b por [a, b].

Se m e m' sao dois minimos multiplos comuns de a e b, entdo, pelo item (2) da
defini¢ado acima, temos que m | m’ e m’ | m. Como m e m’ sdo ndmeros inteiros nao
negativos, segue que m = m’, o que mostra que o minimo multiplo comum, se existe, é
dnico.

Por outro lado, se m é o mmc de a e b e ¢ € um multiplo comum de a e b, entao

m | ¢. Portanto, se ¢ > 0, temos que m < ¢, mostrando que m é o menor dos multiplos
comuns positivos de a e b (HEFEZ, 2022).

Proposicao 2.4.2. Dados dois nimeros inteiros a e b, temos que [a,b] existe e
a,8](a,b) = [ab).

Demonstra¢io. Se a =0 ou b = 0, a igualdade acima ¢ trivialmente satisfeita. E também
facil verificar que a igualdade é verificada para a e b se, e somente se, ela é verificada para

+a e £b0. Entao, sem perda de generalidade, podemos supor a,b € N. Ponhamos

_ab
 (a,b)’

Como
a b

m = b= - a,

(a,b) (a,b)

temos que a | m e b | m. Portanto, m é um miltiplo comum de a e b.

Seja ¢ um multiplo comum de a e b; logo, ¢ = na = n’b. Segue dai que

b
No entanto, pelo 2.3.4, e e sao primos entre si, segue-se, de 2.3.5, que
) (@) (@)
@b) divide n’, e, portanto,
a7
_ab
(a0

divide n’b, que é igual a c¢. Assim, o resultado estd demonstrado (HEFEZ, 2022). O
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Exemplo 2.4.3. Para a =12 e b = 18, temos:

12-18

mdc(12,18) =6, mmc(12,18) = 36.

Corolario 2.4.4. Se a e b sao nimeros inteiros tais que mdc(a,b) = 1, entdo o minimo

maltiplo comum de a e b é dado por

la, b] = |ab|.

2.5 Nudmeros Primos

Definicao 2.5.1. Um numero natural p > 1 € chamado de primo se seus unicos divisores
positivos sao exatamente 1 e p. Um numero natural maior que 1 que nao é primo é

chamado de composto.
Exemplo 2.5.2. Os numeros 2,3,5,7,11 sao primos. Jd 4,6,8,9,10,12 sdo compostos.
Proposicao 2.5.3. 1. O numero 2 é o unico primo par.

2. Todo numero natural n > 1 é divisivel por pelo menos um niumero primo.

Teorema 2.5.4 (Infinitude dos Primos, Euclides). FEzistem infinitos nimeros primos.

Ideia da prova. Suponha que exista apenas um numero finito de primos py,ps, ..., Pn.

Considere o niimero

N =pip2---pp+ 1.

O nimero N nao é divisivel por nenhum dos primos da lista, logo deve ser primo ou

possuir um fator primo nao listado. Contradicgao. O

A seguir, estabelecemos um resultado fundamental de Euclides (ALEXANDRIA,
1908), chamado Lema de Euclides.

Proposicao 2.5.5 (Lema de Euclides). Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p | ab, entdio
plaoup|b.

Demonstragio. Basta provar que, se p | ab e p{ a, entao p | b.

Como p 1 a e os tUnicos divisores de p sdo 1 e o préprio p, entdo temos que

mdc(p,a) = 1, e o resultado segue-se do Lema de Gauss ( 2.3.5). ]

Teorema 2.5.6 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior que
1 ou € primo ou pode ser escrito de maneira unica, salvo a ordem dos fatores, como um

produto de numeros primos.
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Dois ntimeros inteiros a e b sdo chamados primos entre si ou coprimos se seu

méximo divisor comum for igual a 1, ou seja, (a,b) = 1.

Além dos ntimeros primos, é interessante mencionar o Crivo de Eratostenes, um
método cldssico para identificar niimeros primos de forma sistematical. O procedimento
consiste em listar todos os nimeros inteiros de 2 até um limite n e eliminar sucessivamente
os multiplos de cada ntimero primo encontrado, de modo que permanecem apenas os
numeros que nao possuem divisores além de 1 e de si mesmos. Trata-se de uma ferramenta
simples e eficiente para gerar listas de nimeros primos, com aplicagoes didaticas em sala

de aula e também em problemas de teoria dos niimeros e criptografia basica.

Figura 1 — Crivo de Eratéstenes até 100

2 03 [1a] 07
11 13 17 19 e,
pI] 2 2 2 2 2 9
3 2 17 4
41 42 43 4 4 4 47 4
2 53 1 & 59
il v 6/
n 2 3 T ) T b
E3 1 E9
5 g7

Fonte: (LIMA, 2024)

2.6 Congruéncias

Definicao 2.6.1. Sejam a,b € Z e m € N, m > 1. Dizemos que a é congruente a b

mddulo m se m | (a — b). Escrevemos
a=0b (modm).
Proposicao 2.6.2. Seja m € N. Para todos a,b,c € Z, tem-se:
1. a=a (mod m).
2. Se a =0 (mod m), entdo b =a (mod m).

3. Sea=b (mod m) eb=c (mod m), entao a =c¢ (mod m).

L Eratéstenes de Cirene, aproximadamente 200 a.C.
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Corolario 2.6.3 (Propriedades elementares de congruéncia). Se a =b (mod m) e c =d

(mod m), entao:

1. a+c=b+d (mod m),
2. a—c=b—d (mod m),
3. ac = bd (mod m).
Exemplo 2.6.4. Temos 17 =5 (mod 12), pois 17 — 5 = 12, que é multiplo de 12.

Proposicao 2.6.5. Sejam a,b € Z e n,my, ..., m, inteiros maiores do que 1. Temos que:
1. Sea="b (mod m) en|m, entio a =b (mod n);
2. Sea=b (mod my),i=1,...,r, entao a =b (mod [mq,...,m,]);
3. Sea=b (mod m), entio (a,m) = (b, m).

Demonstragio. 1. Se a = b (mod m), entdo m | (b — a). Como n | m, segue-se que

n| (b—a). Logo, a =b (mod n).

2. Se a = b (mod m;), i = 1,...,r, entdo m; | (b — a) para todo i. Sendo b — a
multiplo de cada m;, segue-se que [my,...,m,| | (b —a), o que prova que a = b
(mod [my,...,m,]).

3. Sea =0 (mod m), entdo m | (b—a) e, portanto, b = a+tm com t € Z. Logo, temos

(a,m) = (a+tm,m) = (b,m).

Proposicao 2.6.6. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos que

ac=bc (mod m) <= a=b (mod 2).

(c;m)

_m

ey © —£—~ sdo primos entre si (2.3.4), temos que

Demonstracio. Como )

ac=bc (modm) <= m|(b—a)c = | (b—a)iSy

c,m

— 2l (b—a) < a=b (mod ).

(e,m) (e,m)
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2.7 Pequeno Teorema de Fermat

Teorema 2.7.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um nimero primo e a € Z tal que
pfa. Entao
a?'=1 (mod p).

Demonstragdo. Seja p um ntmero primo e a € Z tal que p t a. Considere o produto

a-2a-3a---(p—Da=a"" (p—1)

Como p é primo e p { a, nenhum fator do produto é divisivel por p. Além disso,

p1 (p —1)!, portanto podemos escrever a congruéncia
a - (p—1)!'=(p-1)! (mod p).

Cancelando (p —1)! mddulo p, em razao de (p, (p — 1)!) = 1 e pela Proposicao 2.6.6,
obtemos
a? ' =1 (mod p),

concluindo a prova. O

Exemplo 2.7.2. Sejap=7 ea=3. Temos:

35=729=1 (mod 7).

2.8 Teorema Chinés do Resto

Teorema 2.8.1 (Teorema Chinés do Resto). Sejam my, mo, ..., my inteiros positivos
dois a dois primos entre si. Entdo, para quaisquer inteiros ay,as, . ..,a;, 0 sistema de
congruéncias

r=a; (modmy)

as  (mod my)

8
Il

r=a, (mod my)

possui solucdo, e essa solucdo € unica modulo N = mims - - - my.

Demonstracao. Seja M = mimsg---my. Para cada ¢, definimos M; = —. Como m; é

coprimo de M;, existe y; € Z tal que

M;y; =1 (mod my),
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isto é, M;y; é o inverso de M; modulo m;.

Definimos entao

k
i=1

Verifiquemos que x satisfaz o sistema:

Para um dado 7, temos
r =a;M;y; (mod m;),

pois todos os outros termos da soma sao multiplos de m;. E como M;y; =1 (mod m;),
segue que

r=a; (modm;).

Portanto, x é solugao do sistema.

A unicidade segue do fato de que, se x e 2’ sdo solugoes, entdo x =z’ (mod m;)

para todo i. Logo, z = 2’ (mod M), j& que os m; sdo coprimos dois a dois. m

Este capitulo apresentou os principais conceitos de divisibilidade, congruéncia e
aritmética modular, contextualizados a partir das competéncias e habilidades definidas
pela BNCC (BRASIL, 2018). Esses fundamentos fornecem a base tedrica necessaria para
a elaboracao das atividades pedagdgicas e para a analise de sua efetividade. No capitulo
seguinte, serao descritos os procedimentos metodoldgicos adotados na pesquisa, incluindo

instrumentos e estratégias para a coleta e analise dos dados.
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3 Metodologia

3.1 Tipo de pesquisa e abordagem

A presente pesquisa caracteriza-se como qualitativa, com suporte de dados quanti-
tativos para analise complementar. Nessa abordagem, o pesquisador participa ativamente
da elaboracao, aplicagao e andlise das atividades, articulando intervencao e investigacao
de forma simultanea. O objetivo central é compreender os conhecimentos prévios dos
alunos sobre divisibilidade e congruéncia, promover uma intervengao didatica estruturada

e avaliar os efeitos dessa intervencao no contexto real de ensino-aprendizagem.

No presente estudo, a intervencao consistiu em aulas sobre conteidos matematicos
pouco explorados no curriculo tradicional do Ensino Médio, mas de elevada relevancia

para o desenvolvimento do raciocinio légico e de habilidades matematicas aplicadas.

3.2 Contexto da pesquisa

O publico-alvo da pesquisa foi composto por 150 estudantes da 3% série do Ensino
Médio, em fase final da educacio basica e em preparagao para exames como o ENEM
e vestibulares. Desse total, 120 pertencem ao turno matutino e 30 ao turno vespertino.
E importante destacar que, embora as turmas da 3* série compreendam mais de 150
alunos, o nimero considerado foi reduzido em virtude de faltas nos dias de aplicacao das
atividades. Ainda assim, manteve-se o total de 150 estudantes como referéncia da amostra,
mesmo havendo pequenas variagdes entre os participantes das atividades diagnostica e de
acompanhamento. A escolha desses estudantes ocorreu por conveniéncia, uma vez que
sao alunos regulares do professor-pesquisador responséavel pelo estudo, o que favoreceu a

implementagao das atividades e o acompanhamento sistematico da intervencao.

A pesquisa foi realizada em uma escola estadual de Ensino Médio localizada no
bairro Prainha, no municipio de Vila Velha (ES). Segundo o Indice de Desenvolvimento
da Educagiao Bésica (IDEB) de 2023, a instituicdo ocupa o 1° lugar entre as escolas
estaduais de Vila Velha e o 2° lugar entre as escolas estaduais da regiao da Grande
Vitéria (INEP, 2023). A escola atende estudantes de diferentes turnos e apresenta um
perfil diversificado. Atualmente, a instituicdo possui 748 estudantes distribuidos nos
turnos matutino e vespertino, sendo que 240 estdo matriculados nas turmas de 3* série do
Ensino Médio. A escolha da instituicdo se deu por critérios de conveniéncia e viabilidade,
considerando também o vinculo pré-existente do pesquisador com a escola, o que favoreceu

a implementacao das atividades e o acompanhamento sistematico da intervencao.
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Procedimentos de correcao

As respostas dos estudantes foram classificadas em trés categorias: corretas, incor-
retas e em branco. Consideraram-se corretas as respostas que apresentaram o resultado
esperado conforme a resolugdo proposta apresentadas no apéndice; incorretas, aquelas
que apresentaram resultado divergente, ainda que demonstrassem algum procedimento de
calculo; e em branco, os casos em que nao houve tentativa de resolucdo. A correcao inicial

foi realizada pelo pesquisador, com base em uma rubrica previamente definida.
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4 Aplicacao da Atividade Diagnostica

Com o intuito de verificar os conhecimentos prévios dos estudantes sobre divi-
sibilidade e congruéncia, elaborou-se uma atividade diagnéstica de carater avaliativo-
exploratério, disponivel no Apéndice A, juntamente com as solugoes. A atividade foi
aplicada em uma aula com duracao de 50 minutos. A proposta contemplou questoes de
diferentes niveis de complexidade, variando desde o reconhecimento de critérios basicos de
divisibilidade até problemas que exigiam raciocinio logico mais elaborado e a aplicacao de
propriedades especificas. O estudo desses contetidos fundamenta-se em conceitos classicos
da Teoria dos Numeros e da Aritmética, conforme discutido por Ribenboim (2001), Santos
(2000) e Hefez (2011), os quais ressaltam a importancia do reconhecimento de padroes
numéricos, da estrutura algébrica dos inteiros e do dominio das operagoes fundamentais.
Compreender tais propriedades é essencial ndo apenas para a resolucao de problemas
complexos, mas também para o desenvolvimento do raciocinio légico, permitindo aos
estudantes generalizar estratégias e aplicar conceitos matematicos em situagoes diversas.
O objetivo da atividade diagnostica foi, portanto, levantar dados preliminares sobre o
desempenho dos alunos, identificando padroes de raciocinio, lacunas conceituais e atitudes

diante de desafios matemaéticos.

Durante a aplicagao, observou-se uma dificuldade recorrente em lidar com questoes
discursivas. Essa dificuldade pode ser compreendida a luz do modelo predominante de
avaliacao da escola e dos exames externos, como SAEB, PAEBES e ENEM, que utilizam
majoritariamente o formato objetivo. Nesse contexto, valoriza-se apenas a alternativa
correta, sem considerar o percurso cognitivo ou as estratégias adotadas. Na escola em
questao, as avaliagoes oficiais seguem esse mesmo padrao, o que limita a identificacao de

niveis de habilidade ou inconsisténcias nos acertos.

Outro aspecto relevante foi a postura dos alunos diante de uma atividade que
exigia esforco reflexivo, elaboracdo de estratégias e autonomia. Parte dos estudantes
demonstrou desmotivagao, abandonando a atividade mesmo apés estimulos do aplicador,
o que indica fragilidade no enfrentamento de tarefas desafiadoras. Em contrapartida, um
grupo significativo mostrou engajamento, lancando mao de estratégias como tentativa e
erro, o que revela disposi¢ao para enfrentar o desafio e ampliar o repertoério de resolugao

de problemas.

4.1 Sintese dos Resultados

A Tabela 1 apresenta a distribuicao de acertos, erros e questoes em branco para

cada item da atividade, permitindo uma leitura inicial do desempenho dos estudantes.



Capitulo 4. Aplicacio da Atividade Diagndstica 27

Tabela 1 — Distribuicao de resultados da atividade diagnostica

Questoes Acertos Erros Em Branco
Questao 1 | 48 (32,0%) | 43 (28,7%) | 59 (39,3%)
Questao 2 | 127 (84,7%) | 16 (10,7%) 7 (4,6%)
Questao 3 | 36 (24,0%) | 99 (66,0%) | 15 (10,0%)
Questao 4 | 52 (34,7%) | 52 (34,7%) | 46 (30,6%)
Questao 5 | 31 (20,7%) | 74 (49,3%) | 45 (30,0%)
Questao 6 | 19 (12,7%) | 41 (27,3%) | 90 (60,0%)
Questao 7 0 (0,0%) 17 (11,3%) | 133 (88,7%)
Questao 8 | 9 (6,0%) | 15 (10,0%) | 126 (84,0%)
Fonte: Autor (2025).

Para complementar a leitura numérica da tabela, a Figura 2 apresenta um grafico

comparativo das quantidades de acertos, erros e omissdes por questao, facilitando a

visualizacao das tendéncias gerais do desempenho dos alunos.

Figura 2 — Distribuicao grafica de acertos, erros e omissoes na atividade diagnéstica.
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Distribuicdo de Respostas - Atividade Diagnostica
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Fonte: Autor (2025).

Questao 1 — Um aplicativo bloqueia usuarios cuja senha é um nimero que, ao

ser dividido por 4 e por 7, deixa resto 3 em ambos os casos. Qual é o menor

nimero positivo maior que 10 que atende a essa condicao?

Apesar de se tratar de um exemplo das ideias de divisibilidade e congruéncia,

observou-se que a maioria dos estudantes apresentou dificuldades em estruturar um

procedimento adequado de resolucao. Conforme evidenciado na Tabela 1, verificou-se um

numero expressivo de omissoes, sugerindo que a auséncia de familiaridade com o conceito

gerou inseguranca diante de um enunciado pouco contextualizado. Conforme ilustra a
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Figura 3, é possivel observar exemplos de resolugoes apresentadas pelos estudantes na
Questao 1.

Figura 3 — Resolugoes de estudantes para a Questao 1 da Atividade Diagnéstica

1) Um aplicativo bloqueia usuérios cuja senha & um nimero que, ao ser dividido por 4 e por 7, deixa resto 3
em ambos os casos. Qual é o menor nimero positivo maior que 10 que atende a essa condigao?

¥ 8 +0)
X:&@-l-é: ?)A/ :

1) Um aplicativo bloqueia usudrios cuja senha € um nimero que, ao ser dividido por 4 e por ?‘,-delxa resto 3
em ambos os casos. Qual é o menor nimero positivo maior que 10 que atende a essa condigéo?

Fonte: Autor (2025).

Observa-se que ambas as resolugoes apresentaram procedimentos semelhantes,
evidenciando que os estudantes recorreram ao conhecimento que tinham disponivel, como,
por exemplo, a utilizagdo do minimo multiplo comum dos niimeros somado ao resto 3.
Essas estratégias mostram que eles pensaram de forma simples e correta, embora nao
generalista, refletindo métodos de resolucao que nao foram formalmente abordados na

escola, mas que permitem chegar ao resultado de maneira adequada.

Questao 2 — Se um reldgio digital marca 19 horas, que horas ele marcara apés
50 horas?

Por se tratar de um contexto cotidiano e de facil reconhecimento, constatou-se
melhor desempenho em comparacdo com os demais itens da atividade. Esse resultado,
conforme registrado na Tabela 1, reforca a constatacao de que os alunos demonstram
maior dominio em situagdes de aplicacao direta, em que a congruéncia aparece de forma

explicita e acessivel.

Na Figura 4 encontram-se trés resolucoes distintas elaboradas para a Questao 2.
Embora apresentadas de maneiras diferentes, todas se fundamentam no mesmo principio
tedrico, o que demonstra que os estudantes compreenderam parcialmente a logica do
problema. Contudo, observa-se que a auséncia de rigor formal na escrita matematica
compromete a clareza das solugoes. Esse aspecto pode ser compreendido a luz da cultura
escolar marcada pela predominancia de avaliagoes objetivas, nas quais se valoriza apenas

a escolha da alternativa correta. Como consequéncia, os alunos tendem a registrar seus
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procedimentos de forma incompleta, muitas vezes restrita ao proprio entendimento, sem a

preocupac¢ao em comunicar de maneira estruturada o raciocinio desenvolvido.

Figura 4 — Resolugoes de estudantes para a Questao 2 da Atividade Diagnéstica

Fonte: Autor (2025).

Questao 3 — Hoje é quarta-feira. Jodao tem treinos de futebol a cada 3 dias.
Qual serd o dia da semana do treino nimero 20, contando o primeiro treino

como hoje? .

A terceira questao relacionava a contagem de treinos esportivos a repeticao dos
dias da semana, exigindo implicitamente a utilizagdo do médulo 7. Considerando que os
estudantes haviam sido expostos apenas a conceitos de divisibilidade, mas a maioria dos
alunos nao tinham conhecimento prévio sobre congruéncias, verificou-se que muitos recor-
reram a contagens lineares, em vez de mobilizar raciocinio modular de forma sistematica.
Os dados da Tabela 1 evidenciam a predominéncia de erros, indicando que a associac¢ao
entre periodicidade e congruéncia ainda nao estava consolidada entre os alunos, o que

torna compreensivel o desempenho observado.

A Figura 5 apresenta trés resolugoes distintas elaboradas para a Questao 3. Embora
todas tenham conduzido ao resultado esperado, observa-se que os estudantes mobilizaram
estratégias diferenciadas: uma baseada em tentativa e erro, outra fundamentada no calculo
algébrico correto e uma terceira decorrente do reconhecimento de padrao. Esse conjunto
de producoes evidencia que, diante de um enunciado de facil contextualizacao, os alunos
recorrem a diferentes percursos cognitivos, o que reforca a pluralidade de modos de pensar

matematicamente.
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Figura 5 — Resolugoes de estudantes para a Questao 3 da Atividade Diagnoéstica

Fonte: Autor (2025).

Na andlise das respostas & Questao 3 (Figura 6), constatou-se que, embora algumas
resolucoes estivessem corretas, esta foi a questdao com maior incidéncia de erros. Observou-
se um padrao recorrente na tomada de decisao: varios alunos superestimaram a contagem
temporal, considerando quatro dias em vez de trés, evidenciando dificuldade sisteméatica
na manipulagdo de unidades temporais, mesmo em um contexto préximo a realidade dos

estudantes.

Figura 6 — Erro observado na questao 3 da Atividade Diagnostica

Fonte: Autor (2025).

Questao 4 — Um elevador programado apenas para subir realiza paradas
especiais a cada 8 andares, como parte de sua manutencao. Hoje, ele fez uma
dessas paradas no 11° andar. Sabendo que a préxima parada especial ocorrera
ap6s o 1002 andar, em qual andar exatamente isso acontecera?

O quarto item solicitava a determinacao de um andar em que o elevador realizaria
nova parada, considerando intervalos fixos. Conforme a Tabela 1, os resultados se mostra-

ram equilibrados entre acertos, erros e omissoes, o que evidencia que parte dos estudantes

compreendeu a regularidade envolvida, enquanto outros apresentaram dificuldades na
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interpretacao da regra. Esse equilibrio sugere que enunciados de complexidade intermedia-
ria, que exigem interpretacao para além do célculo direto, ainda provocam inseguranca

significativa.

A Figura 7 ilustra as resolugdes da Questao 4 pelos estudantes. Apesar de existirem
diferentes formas de abordagem, a maioria recorreu a soma sucessiva ou a progressao

aritmética para chegar ao resultado, evidenciando um equilibrio entre acertos e erros.

Figura 7 — Resolugoes de estudantes para a Questao 4 da Atividade Diagnostica

4) Um elevador programado apenas para subir realiza paradas especiais a cada 8 and_ares, como parte c.!e
sua manuteng3o. Hoje, ele fez uma dessas paradas no 11° andar. Sabendo que a préxima parada especial
ocorrera apds o 100° andar, em qual andar exatamente isso acontecera? N 1
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4) Um elevador programado apenas para subir realiza paradas especiais a cada 8 andares, como parte de
sua manuteng&o. Hoje, ele fez uma dessas paradas no 11° andar. Sabendo que a préxima parada especial
ocorrera apds o 100° andar, em qual andar exatamente isso acontecera? i
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Fonte: Autor (2025).

Questdo 5 — (OBMEP) A, B, C, D, E, F, G e H s&o os fios de apoio que
uma aranha usa para construir sua teia conforme mostra a figura. A aranha

continua seu trabalho. Sobre qual fio de apoio estard o niimero 1187

A quinta questao, adaptada de uma prova da OBMEP, exigia a identificacao de
padroes em um contexto repetitivo. Os resultados indicam baixo indice de acertos e elevado
ntmero de erros, revelando dificuldades em generalizar regularidades ciclicas. Observa-se
que muitos estudantes optaram por contagens exaustivas, o que evidencia fragilidade no
raciocinio indutivo e auséncia de estratégias sistematicas para lidar com problemas desse

tipo.

A Figura 8 ilustra as resolugoes da Questao 5 pelos alunos, que, como discutido
anteriormente, se apoiam principalmente em estratégias de contagem sucessiva, comple-

mentadas pelo uso da ideia de congruéncia em ciclos.
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Figura 8 — Resolugoes de estudantes para a Questao 5 da Atividade Diagnoéstica

Fonte: Autor (2025).

Questao 6 — Uma empresa realiza manutencGes preventivas a cada 4 dias
dteis. A primeira manutencao do més foi em uma segunda-feira. Considerando
apenas dias Uteis (sem contar sibados e domingos), em que dia da semana
ocorrera a 42 manutencao?

A sexta questao apresentava a necessidade de considerar apenas dias uteis na
contagem periddica, desconsiderando sabados e domingos. Essa condicao adicional aumen-
tou a complexidade do problema e resultou em elevado ntimero de omissoes, conforme
evidenciado na Tabela 1. O desempenho sugere que, ao se depararem com restrigoes

adicionais vinculadas ao calendério, os estudantes apresentam dificuldade em adaptar os

procedimentos algoritmicos as condi¢oes impostas pela situagao.

A Figura 9 ilustra as resolugoes da Questao 6 pelos estudantes, evidenciando que
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eles estruturaram suas solugdes com base na contagem e na organizagao dos dias tteis,
demonstrando a utilizacao consciente de uma estratégia de sistematizacao temporal para

alcancar o resultado

Figura 9 — Resolugoes de estudantes para a Questao 6 da Atividade Diagnéstica

Fonte: Autor (2025).

Questao 7 — Um namero x deixa resto 2 na divisao por 3, resto 3 na divisao
por 5, e resto 2 na divisdo por 7. Qual é o menor nimero maior que 100 que

satisfaz essas condicoes?

O sétimo item consistia em resolver um sistema de congruéncias envolvendo trés
condigoes distintas. Embora se trate de um problema classico no campo da aritmética
modular, sua resolugao exige maior nivel de raciocinio articulado. Conforme mostrado
na Tabela 1, ndo foram registradas respostas corretas, sendo predominante a opgao pela
omissao. Tal resultado indica que os estudantes reconheceram a elevada complexidade da
questao, mas nao dispunham de repertério conceitual ou heuristico para propor solugoes.

Questdo 8 — Qual é o (ltimo digito de 3292°?

O 1ultimo item solicitava a identificacao do tltimo digito de uma poténcia, tarefa

que exige a percepcao de padroes modulares em base decimal. Os resultados apontam alto
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indice de omissoes e baixo desempenho geral. Esse dado sugere que, diante de problemas
que demandam maior abstracao e reconhecimento de regularidades nao evidentes, os
estudantes tendem a desistir da tentativa, revelando fragilidades tanto conceituais quanto

atitudinais.

A Figura 10 ilustra as resolugdes dos estudantes para a Questao 8, destacando que
ambos empregaram a mesma estratégia, sendo, no entanto, entre os poucos a utilizé-la, o

que evidencia uma abordagem menos frequente dentro do grupo.

Figura 10 — Resolugdes de estudantes para a Questao 8 da Atividade Diagnéstica

Fonte: Autor (2025).

Resumo da analise individual

A analise individualizada das questoes evidencia trés aspectos centrais no desempe-

nho dos estudantes:

o Segurancga em situagdes de aplicagdo imediata — Nos problemas de carater mais
direto e contextualizados em situagoes familiares, observou-se bom desempenho, o

que indica dominio de procedimentos bésicos.

» Dificuldades em problemas de complexidade intermediaria — Em questoes que exigiam
a identificacdo de ciclos ou regularidades, verificou-se maior proporcao de erros,

revelando fragilidade no raciocinio indutivo e na generalizacao.

o Resisténcia diante de problemas mais complexos — Nas questoes que demandavam
abstracao mais elevada, predominou o abandono da resolucao, evidenciado pelo

numero elevado de omissoes.
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Constata-se, portanto, que os estudantes apresentam relativo dominio dos pro-
cedimentos algoritmicos mais diretos, mas encontram limitacoes progressivas a medida
que o nivel de complexidade aumenta. Esse cendrio reforca a necessidade de praticas
pedagogicas que ultrapassem a mecanizacao de algoritmos e favorecam o desenvolvimento
de competéncias cognitivas mais amplas, como a persisténcia, a autonomia e a capacidade

de lidar com situagoes desafiadoras.
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5 Intervencao Didatica

A partir da aplicacao da atividade diagnéstica realizada com os estudantes, elaborou-
se uma sequéncia de quatro aulas, de carater investigativo, com o objetivo de superar as
principais dificuldades identificadas e promover a consolidacao dos conceitos fundamentais
relacionados a divisibilidade e as congruéncias. O planejamento detalhado das quatro
aulas, incluindo a distribuicao do tempo, as estratégias didaticas e as atividades propostas,

esta apresentado no Apéndice B.

5.1 Aula 1: Divisao Euclidiana e Niimeros Primos

Uma das primeiras dificuldades constatadas referia-se a compreensao da divisao
euclidiana e, em especial, a nocao de “resto”. Observou-se que muitos alunos, ao efetuar
divisoes, prolongavam o processo até obter quocientes decimais ou insistiam na continuacao
do célculo até que o resto fosse nulo. Essa lacuna conceitual remete a contetidos do Ensino
Fundamental, particularmente a habilidade EFO6MA03 (BRASIL, 2018), que orienta
o estudante a resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo adigao,
subtragao, multiplicacao, divisao, potenciagao e radiciagao, utilizando estimativas, o calculo

mental e algoritmos.

Com base nesse diagnéstico, a aula foi dedicada a retomada da divisao euclidiana,
com exemplos praticos e exercicios introdutérios. Observou-se também fragilidade na
definicdo de ntimeros primos, conceito essencial para a compreensao de diversos proce-
dimentos. Por isso, foi relembrada a definicao de primos e, em seguida, revisados os
critérios de divisibilidade por 2, 3, 5, 7, 9 e 11, com exemplos e atividades de fixacao.
Esses elementos serviram de base para a transicao ao estudo do maximo divisor comum
(MDC) e do minimo multiplo comum (MMC).

Durante essa etapa, constatou-se que o conceito de MMC tende a ser mais familiar
aos alunos, uma vez que ¢ frequentemente utilizado em situagoes cotidianas, especialmente
na adicao e subtracao de fragoes com denominadores diferentes. Em contrapartida, o MDC
costuma gerar maior dificuldade de compreensao, por aparecer com menor frequéncia
em contextos escolares e praticos. Essa diferenca de familiaridade foi considerada na

organizacao das atividades e na mediacao das discussoes em sala.

A sequéncia de conteidos esta em consonancia com a habilidade EM13MAT102,
que propoe a resolucao e elaboracao de problemas envolvendo divisibilidade, multiplos,
divisores, niimeros primos e compostos, além do calculo do MDC e do MMC, com ou sem
recursos tecnolégicos.(BRASIL, 2018)
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5.2 Aula 2: Introducado as Congruéncias Lineares e Pequeno Teo-

rema de Fermat

Na segunda aula, introduziu-se o estudo das congruéncias lineares. Embora a
BNCC (BRASIL, 2018) nao faga referéncia explicita as congruéncias modulares, é possivel
articula-las as habilidades EFO6MA03, EFOTMAO1, EM13MAT102 e EM13MAT301, que
preveem a analise e utilizagdo de procedimentos algoritmicos em diferentes contextos,

inclusive em investigacoes matematicas e aplicacoes em outras areas do conhecimento.

Além disso, foi apresentado o Pequeno Teorema de Fermat, relacionando-o a
resolucao de congruéncias, seguido de exercicios praticos que permitiram verificar a

compreensao inicial dos estudantes.

5.3 Aula 3: Resolucao de Exercicios e Consolidacao dos Conceitos

A terceira aula concentrou-se na resolucao de exercicios envolvendo congruéncias
modulares, congruéncias lineares e aplicacoes do Pequeno Teorema de Fermat. Nessa
etapa, verificou-se avango progressivo na aprendizagem, ainda que acompanhado de duvidas
pontuais, que foram trabalhadas ao longo da aula, contribuindo para a consolidac¢ao gradual

dos conceitos.

5.4 Aula 4: Sistemas de Congruéncias Lineares e Teorema Chinés

do Resto

A quarta aula foi destinada ao estudo dos sistemas de congruéncias lineares, com a
introducao do Teorema Chinés do Resto. Foram apresentados exemplos e aplicagoes em
situagoes cotidianas, estabelecendo vinculos entre a teoria e o uso pratico dos contetdos.
Devido a complexidade do tema, a duracao dessa aula foi estendida para 100 minutos, em

contraste com os 50 minutos das aulas anteriores.

Como fechamento da intervengao, aplicou-se uma segunda lista de exercicios, cujo
objetivo foi comparar o desempenho dos estudantes em relacao a atividade diagndstica

inicial, possibilitando avaliar a evolugao da aprendizagem ao longo da sequéncia didatica.
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6 Aplicacao Final

Com o objetivo de verificar a assimilacao dos contetidos trabalhados nas aulas
destinadas ao aprofundamento dos conceitos de divisibilidade e congruéncia, aplicou-se
uma segunda atividade aos estudantes. Esta etapa configurou-se como a avaliagao final
da proposta didatica, funcionando também como instrumento comparativo em relagao a
atividade diagnostica apresentada no Capitulo 4. As questoes desta segunda aplicagao,
disponiveis no Apéndice C, foram elaboradas a partir dos mesmos eixos conceituais da
diagnostica, mas reformuladas e complementadas, de modo a permitir uma andlise mais

precisa da evolucao dos estudantes.

As questoes propostas exigiam nao apenas a aplicacdo de algoritmos e proprieda-
des de divisibilidade, mas também a interpretacao dos enunciados e a justificativa das
estratégias utilizadas, possibilitando avaliar tanto a dimensao procedimental quanto a
argumentativa. A elaboracao da atividade levou em conta a relevancia do estudo de
divisibilidade e congruéncia para a formacao do pensamento aritmético, em consonancia

com os principios discutidos por Hefez (2011).

Na analise dos resultados, constatou-se que a maior parte dos estudantes apresentou
avangos na compreensao e no uso das propriedades de congruéncia. Em comparagao com
a atividade diagnéstica, houve reducao dos erros relacionados a interpretagao de restos e
ao uso inadequado do algoritmo da divisdo. Além disso, observou-se maior frequéncia de
resolugdes em que os alunos explicitaram de forma clara e coerente o raciocinio adotado,
indicando progresso conceitual. Persistiram, contudo, dificuldades em situagoes que exigiam
generalizagoes ou manipulacao de expressoes algébricas no contexto das congruéncias, o
que reforca a necessidade de continuidade no trabalho pedagdgico voltado a transi¢ao

entre célculo numérico e formalizagao algébrica.

A Tabela 2 apresenta a distribuicao dos resultados obtidos na segunda aplicagao,

permitindo uma leitura detalhada do desempenho em cada questao.
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Tabela 2 — Distribuicao de resultados por questao da segunda aplicagao

Questoes | Acertos Erros Em Branco
Questao 1 | 67 (44,7%) | 51 (34,0%) | 32 (21,3%)
Questao 2 | 132 (88,0%) | 18 (12,0%) 0 (0,0%)
Questao 3 | 61 (40,7%) | 82 (54,7%) 7 (4,7%)
Questao 4 | 72 (48,0%) | 48 (32,0%) | 30 (20,0%)
Questao 5 | 29 (19,3%) | 80 (53,3%) | 41 (27,3%)
Questao 6 | 15 (10,0%) | 52 (34,7%) | 83 (55,3%)
Questao 7 | 9 (6,0%) 32 (21,3%) | 109 (72,7%)
Questao 8 | 13 (8,7%) | 44 (29,3%) | 93 (62,0%)
Fonte: Autor (2025).

Para complementar a leitura numérica da tabela, a Figura 11 sintetiza graficamente
a distribuicdo de acertos, erros e omissoes por questao, permitindo uma visualizacao

imediata das tendéncias gerais do desempenho dos estudantes apds a intervengao.
Figura 11 — Distribuigao grafica de acertos, erros e omissoes na segunda aplicacao.

Distribui¢do de Respostas - Segunda avaliacdo
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Fonte: Autor (2025).

6.1 Sintese dos Resultados.

A seguir, sao examinadas detalhadamente as respostas apresentadas pelos estudan-
tes na segunda atividade, buscando identificar padroes de raciocinio, estratégias utilizadas,
acertos e dificuldades persistentes. Esta andlise permite compreender de que maneira os
contetdos trabalhados nas aulas foram assimilados e como os alunos aplicaram conceitos

de divisibilidade e congruéncia na resolu¢do dos problemas propostos.
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Questao 1 — Qual é o menor nimero natural maior que 20 que deixa resto 3

quando dividido por 5 e por 8 a0 mesmo tempo?

O indice de acertos mostra que parte dos alunos conseguiu compreender a ideia de
congruéncias simultaneas, mas os erros e omissoes ainda revelam dificuldades mesmo apds

as aulas de intervencao.

Um aspecto relevante ¢ a diversidade de estratégias utilizadas: alguns estudantes
buscaram solug¢oes por tentativa, outros recorreram ao minimo multiplo comum, e houve
ainda respostas incompletas ou incoerentes. Essa variedade de caminhos serd ilustrada na

figura 12, que sintetiza as formas de resoluc¢ao mais recorrentes entre os alunos.

Figura 12 — Resolugdes de estudantes para a Questao 1 da Segunda Aplicagao
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Fonte: Autor (2025).

Questao 2 — Se hoje é dia 13 do més, que dia do més serad daqui a 279 dias?

O problema envolve o uso de congruéncias no calendario, em especial a identificacao
do resto da divisao de 279 por 30 (considerando meses de 30 dias como padrao simplificado,

o que foi destacado e discutido nas aulas de intervengao).

O desempenho foi bastante satisfatério sendo que ndo houve respostas em branco.
Esse dado sugere que o contexto da questao, relacionado ao calendario e, portanto, mais

proximo do cotidiano dos estudantes, contribuiu para que todos tentassem uma resolugao.

As resolugbes apresentadas revelam que alguns alunos utilizaram diretamente o
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calculo do quociente e do resto, enquanto outros optaram por estratégias mais informais,
como somas sucessivas ou aproximacoes sucessivas. Essas diferentes formas de abordagem
sao apresentadas na figura 13, que sintetiza as estratégias mais recorrentes entre os

estudantes.

Figura 13 — Resolugdes de estudantes para a Questao 2 da Segunda Aplicagao

Fonte: Autor (2025).

Questao 3 — Um professor marcou uma prova para uma terca-feira. Ele disse
que a segunda prova acontecera exatamente 50 dias depois. Em que dia da

semana caird a segunda prova?

Para resolvé-la corretamente, seria necessario considerar o ciclo semanal e, portanto,

calcular o resto da divisao de 50 por 7.

Os resultados mostraram maior dificuldade pois o niimero expressivo de erros revela
uma interpretacao equivocada recorrente. Muitos estudantes aplicaram a congruéncia
em relagao a 30, associando 30 dias com a ideia de um "més completo’, e concluiram
incorretamente que apo6s 30 dias a prova voltaria a cair em uma terca-feira. Essa confusao
entre o ciclo semanal (médulo 7) e o ciclo mensal (mddulo 30) foi a principal responsavel

pelo alto indice de respostas incorretas.

As diferentes estratégias de resolugao estao sintetizados na figura 14, que retne os

tipos de respostas apresentados pelos estudantes.
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Figura 14 — Resolugoes de estudantes para a Questao 3 da Segunda Aplicacao
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Fonte: Autor (2025).

Questao 4 — (OBMEP) O pendrive de Jonas tem 400 mdsicas, todas com
4 minutos de duracido, organizadas na sequéncia: samba, rock, pagode, pop,
sertanejo, samba, rock, pagode, pop, sertanejo, samba, rock, pagode, pop,
sertanejo, e assim por diante. Ele ouviu, desde o inicio, duas horas de misica.

Qual o estilo da dltima musica tocada?.

Para a resolugao correta, era necessario transformar o tempo total em nimero de
musicas, e em seguida aplicar a ideia de congruéncia em relagao a sequéncia de cinco

estilos.

Apesar de uma quantidade relevante de acertos, os erros e omissoes revelam que
muitos estudantes se confundiram com os diferentes dados do enunciado, em especial com
a presenca de “400 musicas”, “4 minutos por misica” e “duas horas de reproducao”. Essa
multiplicidade de informagoes levou parte dos alunos a se perder nos calculos preliminares,

sem sequer chegar a etapa de aplicagdo da congruéncia por 5.

As solucoes apresentadas evidenciam tanto estratégias corretas quanto raciocinios
incompletos ou baseados em interpretacoes equivocadas dos dados. Algumas abordagens
sdo apresentadas na figura 15, que sintetiza os principais caminhos percorridos pelos

alunos.
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Figura 15 — Resolugoes de estudantes para a Questao 4 da Segunda Aplicacao
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Fonte: Autor (2025).

Questao 5 — Paula iniciou um programa de ginastica no qual os dias de treino
sao separados por dois dias de descanso. Se o primeiro treino foi em uma

segunda-feira, em qual dia da semana caird o centésimo treino?

A quinta questao propunha determinar o dia da semana correspondente ao centésimo
treino de Paula, considerando que os treinos ocorrem com intervalo de dois dias de descanso
e que o primeiro treino foi em uma segunda-feira. Para resolver corretamente, seria
necessario aplicar raciocinio modular, considerando o ciclo de treino e descanso, e calcular

o resto da divisao dos dias por 3 dias.

O elevado ntimero de erros e respostas em branco indica que muitos estudantes
se sentiram intimidados pelo grande nimero de treinos (100) e tiveram dificuldade em

visualizar ou aplicar sistematicamente o padrao ciclico.

As solugoes apresentadas revelam tanto abordagens corretas quanto tentativas
incompletas ou interrupg¢oes na resolucao devido a magnitude do niimero de treinos. Essas

diferentes estratégias sao sintetizadas na figura 16.
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Figura 16 — Resolugdes de estudantes para a Questao 5 da Segunda Aplicagao

Fonte: Autor (2025).

Questao 6 — Qual é o menor nimero natural que deixa restos 5, 4, 3 e 2

quando dividido, respectivamente, por 6, 5, 4 e 37

Para resolvé-la corretamente, seria necessario aplicar conceitos de congruéncias
simultaneas ou, equivalentemente, buscar um niimero que satisfaca todas as condicoes de

divisibilidade impostas.

Os resultados evidenciam a complexidade percebida pelos estudantes, Apesar de
os alunos terem participado de aulas sobre os assuntos abordados, muitos se sentiram

desmotivados diante de uma questao direta, sem contextualizagao, que aparentava maior
dificuldade.

Por outro lado, alguns estudantes conseguiram relacionar o enunciado a exemplos
trabalhados em sala de aula, utilizando estratégias informais ou aproximacdes intuitivas,
mesmo que nao tenham formalizado completamente a resolugao. Esse contraste entre
desmotivacao e lembranca parcial de conceitos evidencia a importancia do contexto para

engajamento e aplicacao dos conhecimentos adquiridos.

As diferentes estratégias, bem como os tipos de respostas apresentadas, estao

sintetizadas na figura 17.
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Figura 17 — Resolugdes de estudantes para a Questao 6 da Segunda Aplicagao
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Fonte: Autor (2025).

Questao 7 — Um ndmero x deixa resto 2 na divisao por 3, resto 3 na divisao
por 5 e resto 2 na divisdo por 7. Qual é o menor nimero maior que 100 que

satisfaz essas condicdes?

Trata-se de um problema de congruéncias simultaneas, que pode ser resolvido
utilizando o Teorema Chinés dos Restos ou por métodos de substitui¢cdo e tentativa

sistematica.

Os resultados indicam grande dificuldade. Essa questao havia sido aplicada anteri-
ormente na atividade diagnostica, quando nenhum aluno conseguiu resolvé-la. A repeticao
permitiu observar um efeito interessante: alguns estudantes, motivados pela curiosidade
despertada na primeira aplicagdo, buscaram aplicar o Teorema Chinés dos Restos, mesmo
antes das aulas sobre o tema. Outros alunos utilizaram estratégias baseadas em congruén-
cias parciais, combinadas com substituicao de variaveis, conseguindo chegar a solugao de

forma mais informal.

A figura 18 apresenta as diferentes estratégias de resolugao observadas, evidenciando

tanto os caminhos formais quanto as aproximacoes intuitivas utilizadas pelos estudantes.
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Figura 18 — Resolugdes de estudantes para a Questao 7 da Segunda Aplicagao

Fonte: Autor (2025).

Questdo 8 — (ENQI8) O resto da divisio de 12!2 por 5 é7?

Para resolvé-la corretamente, era necessario identificar padroes nas poténcias de 12

modulo 5 ou aplicar propriedades de congruéncias.

Os resultados indicam que a maioria dos alunos encontrou dificuldades na resolucao.
Entre os acertos, alguns estudantes observaram corretamente o padrao do algarismo das
unidades, enquanto outros aplicaram diretamente a congruéncia e suas propriedades para

chegar a resposta correta.

As estratégias e abordagens utilizadas pelos alunos estao sintetizadas na figura
19, que evidencia tanto os métodos formais quanto as solugdes baseadas em padroes

observados.
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Figura 19 — Resolugoes de estudantes para a Questao 8 da Segunda Aplicacao

. 8)~ (ENC 98) O }esto da divisao de 12'%por 5 €7
— (e 5)

8) (ENC 98) O resto da divis@o de 12'2por 5 &7?

{ wod S )

jgua ets
Fonte: Autor (2025).

Resumo da analise individual

A analise das respostas da segunda lista revela avancos significativos em relagao
a atividade diagnoéstica, embora ainda persistam dificuldades em questoes que exigem
maior abstragdo ou auséncia de contexto. Questoes envolvendo congruéncias simples ou
situagoes proximas do cotidiano, como datas e ciclos semanais, apresentaram alto indice
de acertos, enquanto problemas mais complexos ou sem contextualizagdao direta, como
congruéncias simultaneas e poténcias modulares, resultaram em maior niimero de erros e

respostas em branco.

Observa-se que, mesmo quando nao resolveram formalmente, muitos alunos recorre-
ram a estratégias intuitivas ou lembraram de exemplos trabalhados em sala, demonstrando
assimilagao parcial dos conceitos. Além disso, a repeticdo de questoes da atividade diag-
nostica permitiu verificar o impacto da familiaridade com o problema e o despertar da
curiosidade em alguns estudantes, evidenciando a importancia de intervengoes graduais e

contextualizadas para o desenvolvimento do raciocinio matematico.
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7 Comparacao de Resultados

Este capitulo tem como objetivo comparar os resultados obtidos pelos estudantes
na atividade diagnéstica e na segunda lista aplicada apés a intervencao didatica. A analise
busca evidenciar os avancos alcancados, as dificuldades persistentes e as mudancas de
abordagem na resolucao dos problemas, de modo a compreender em que medida o processo

de ensino contribuiu para a aprendizagem dos contetidos de divisibilidade e congruéncia.

Para visualizar de forma mais clara a evolu¢cao do desempenho dos estudantes
entre a atividade diagnostica e a segunda aplicacao, a Figura 20 apresenta um grafico

comparativo com os percentuais de acertos em cada questao.

Figura 20 — Comparacao percentual de acertos entre a atividade diagnéstica e a segunda

aplicacao.
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Fonte: Autor (2025).

7.1 Comparacao questao a questao

Questao 1

Na atividade diagnostica, 48 alunos acertaram, 43 erraram e 59 deixaram em
branco. Na segunda aplicagdo, observou-se um aumento no desempenho: 67 acertos, 51

erros e 32 em branco.
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Apesar de os enunciados nao serem idénticos, ambos exigem compreensdao de
congruéncias simultaneas. A intervencao didatica favoreceu um maior niimero de estudantes
a resolver problemas desse tipo, refletido no aumento dos acertos e na reducao das respostas
em branco. As estratégias identificadas incluem tentativas sucessivas, uso implicito do
minimo multiplo comum e abordagens por congruéncias formais; os erros mais frequentes
derivaram de interpretagoes incorretas dos restos ou procedimentos aritméticos incompletos.

Esses aspectos serao aprofundados nas andlises qualitativas das respostas exemplares.

Questao 2

Na atividade diagnoéstica, 127 alunos acertaram, 16 erraram e 7 deixaram em
branco. Na segunda aplicacao, o nimero de acertos aumentou para 132, com 18 erros e

nenhuma resposta em branco.

Embora os contextos tenham diferido, ambos exigiam o uso da aritmética modular
em situagoes cotidianas. O conceito ja era amplamente dominado na primeira aplicagao,
mas a intervencao contribuiu para reduzir omissoes e manter elevado o indice de acertos.
O fato de nenhum estudante ter deixado a questao em branco na segunda lista sugere

maior engajamento, possivelmente devido a familiaridade com o contexto.

Questao 3

Na atividade diagnoéstica, 36 alunos acertaram, 99 erraram e 15 deixaram em
branco. Na segunda aplicacao, os acertos subiram para 61, com 81 erros e 27 respostas em

branco.

Os contextos diferentes envolveram ciclos de dias da semana, exigindo aritmética
modular. Observa-se progresso na compreensao dos ciclos, refletido no aumento dos
acertos. Entretanto, o aumento das respostas em branco indica que alguns estudantes

ainda hesitaram, sugerindo a necessidade de maior consolidagao do contetudo.

Quest3ao 4

Na atividade diagnoéstica, 52 alunos acertaram, 52 erraram e 46 deixaram em

branco. Na segunda aplicagao, 72 alunos acertaram, 48 erraram e 30 deixaram em branco.

Apesar das diferencas contextuais — uma questao sobre ciclos de andares de
elevador e outra sobre reprodugao de musicas em sequéncia —, ambas exigiam aplicacao
de padroes ciclicos. Houve melhora no desempenho, com aumento dos acertos e reducao
das respostas em branco, indicando que a intervencao ajudou a consolidar a habilidade de

identificar padroes em situacoes praticas.
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Quest3o b

Na atividade diagnoéstica, 31 alunos acertaram, 74 erraram e 45 deixaram em
branco. Na segunda aplicagao, houve leve queda nos acertos (29), aumento de erros (80) e

pequenas variagoes nas respostas em branco (41).

Os contextos diferiram — construg¢do de uma teia de aranha versus determinacao
do dia da semana de um treino —, mas ambos exigiam padroes ciclicos. O desempenho
similar sugere que os alunos ainda enfrentam dificuldades na aplicagdo consistente desses

conceitos em contextos variados.

Quest3o 6

Na atividade diagnoéstica, 19 alunos acertaram, 41 erraram e 90 deixaram em

branco. Na segunda aplicacao, 15 acertaram, 52 erraram e 83 deixaram em branco.

As questoes envolveram previsoes em dias uteis e determinacao do menor niimero
natural que satisfaz restos especificos, exigindo aritmética modular e raciocinio logico. O
desempenho permaneceu baixo, com predominio de erros e omissoes, indicando necessidade
de intervencoes mais direcionadas para consolidar a habilidade de manipular restos e

divisOes sucessivas.

Questao 7

A sétima questao foi idéntica nas duas aplica¢oes. Na primeira, nenhum aluno
acertou, 17 erraram e 133 deixaram em branco; na segunda, 9 acertaram, 32 erraram e

109 deixaram em branco.

A questao exigia resolucao de sistemas de congruéncias. Apesar da melhora nos
acertos, o desempenho geral permaneceu baixo, com predominancia de respostas em branco.
Os resultados indicam dificuldades significativas na compreensao e aplicagao de conceitos
de congruéncia em problemas com multiplos restos, reforcando a necessidade de praticas

graduais e exercicios mais complexos.

Quest3o 8

Na atividade diagnoéstica, 9 alunos acertaram, 15 erraram e 126 deixaram em
branco. Na segunda aplicacao, houve melhora: 13 acertos, 44 erros e 93 respostas em

branco.

As questoes envolveram padroes de restos em poténcias diferentes (329 e 1212),
exigindo aritmética modular. Observa-se leve melhora no desempenho, mas o baixo

numero de acertos evidencia dificuldade na identificacdo de padroes de restos, indicando
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a necessidade de estratégias pedagogicas que reforcem célculos modulares em situagoes

variadas.

7.2 Resumo comparativo

A comparagao entre as oito questoes da atividade diagndstica e da segunda aplicagao
permitiu tragar um panorama geral do desempenho dos estudantes em relagdo aos conceitos

de aplicacao de padroes, aritmética modular e congruéncias.

De modo geral, observou-se que, em ambas as aplicagoes, os indices de erros e de
respostas em branco foram elevados, evidenciando dificuldades persistentes na compreensao
e aplicacao desses conteudos. Em algumas questoes, notou-se discreta melhora no niimero
de acertos, sugerindo efeito positivo das intervenc¢oes didaticas, enquanto em outras
o desempenho se manteve baixo, indicando que determinados obstaculos conceituais

permanecemnl pouco superados .

Os resultados mostram, portanto, que a evolucao foi pontual e concentrada em
problemas mais simples, ao passo que tarefas que exigiam maior articulagdo de operacoes
modulares ou raciocinios envolvendo sistemas de congruéncias continuaram a apresentar

elevado grau de dificuldade.
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8 Conclusao

A anélise das atividades aplicadas revelou que os estudantes apresentam dificuldades
significativas na aplicacao da aritmética modular, especialmente em problemas que exigem
multiplas operacoes de congruéncia ou identificagdo de padroes mais complexos. Como
o tema nao ¢ abordado no Ensino Bésico, a avaliacao diagnéstica tinha como objetivo
verificar como os alunos se sairiam ao enfrentar conceitos até entao nao explorados
formalmente. Apesar das limitagoes do conhecimento prévio, observou-se um avango
relevante em tarefas envolvendo ciclos simples, refletido na redugao de omissoes (de 521
para 395, aproximadamente 24,2%) e no aumento agregado de acertos (de 322 para 398,
aproximadamente 23,6%). Esses resultados indicam que a intervengao realizada teve
impacto positivo, ainda que limitado, reforcando a importancia de estratégias pedagogicas
progressivas, que avancem de situagoes elementares para contextos mais elaborados,
consolidando gradualmente habilidades essenciais ao raciocinio légico e a resolucao de

problemas.

Outro aspecto evidenciado é a relevancia de propor atividades contextualizadas.
Problemas que envolveram situagoes praticas, como rotinas de treino ou ciclos naturais,
mostraram-se mais acessiveis e favoreceram a percepcao de padroes, sugerindo que con-
teidos tradicionalmente tratados de forma abstrata podem ganhar em significatividade
quando associados a realidade dos estudantes. De modo mais amplo, os resultados indicam
que o ensino de congruéncias e da aritmética modular, ainda pouco explorados no Ensino
Médio brasileiro, pode contribuir nao apenas para a resolugao de problemas aritméticos,
mas também para o desenvolvimento do pensamento algoritmico, competéncia valorizada
em um cenario de crescente integragdo entre Matematica, Computagao e Tecnologia. Além
disso, o estudo da divisibilidade e da congruéncia favorece a compreensao da estrutura e
da logica subjacentes a diversos algoritmos trabalhados no Ensino Médio, auxiliando o

estudante a compreender, de forma mais consciente, os passos envolvidos em sua aplicagao.

Em sintese, este trabalho evidencia, de um lado, as dificuldades enfrentadas pelos
alunos diante da aritmética modular e, de outro, as possibilidades didaticas que emergem
quando a formalizagdo matematica é associada a resolucao de problemas contextualizados.
Para pesquisas futuras, sugerem-se intervenc¢oes mais longas, o uso de softwares educaci-
onais e jogos digitais, bem como estratégias de ensino colaborativo, ampliando recursos
disponiveis para a aprendizagem de divisibilidade, congruéncia e padroes numéricos. Dessa
forma, reforga-se a necessidade de inserir tais conceitos de forma mais estruturada no
curriculo do Ensino Médio, em favor de uma formacao matematica mais critica, significativa

e alinhada as demandas contemporaneas.
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APENDICE A - Atividade diagndstica e sua

solucao.

Este apéndice apresenta as solugoes das questoes aplicadas na atividade diagnoéstica.
As resolugoes incluem os procedimentos matematicos corretos e destacam os conceitos de

divisibilidade e congruéncia.

As solugoes passo a passo permitem a verificacdo do desempenho dos alunos e

servem como referéncia para futuras intervengoes pedagogicas.

Atividades

1. Um aplicativo bloqueia usuarios cuja senha é um niimero que, ao ser dividido por 4
e por 7, deixa resto 3 em ambos os casos. Qual é o menor nimero positivo maior

que 10 que atende a essa condi¢ao?

Solucgao: Queremos encontrar o menor nimero positivo x > 10 tal que:

r=3 (mod4) e =3 (mod7).

Observamos que = deixa resto 3 quando dividido por 4 e por 7. Assim, podemos
escrever:

x =4k + 3 para algum inteiro k£ > 0,
xr="T7m+3 para algum inteiro m > 0.

Igualando as duas expressoes (ja que sdo 0 mesmo nimero z):

dk+3=Tm+3 = 4k =Tm.

Como 4 e 7 sdo coprimos, 4 deve dividir m, isto é, m = 4n para algum inteiro
n >0 ( 2.3.5). Entao:
r=Tm+3="7(4n)+3 =28n+ 3.

O menor n que produz um x > 10 é n = 1, pois:

r=28-1+3=31>10.

2. Se um relégio digital marca 19 horas, que horas ele marcara apds 50 horas?



APENDICE A. Atividade diagnéstica e sua solugdo. 55

Solucao: Queremos determinar o horario  apds 50 horas, sabendo que o relogio

marca 19 horas e funciona em ciclo de 24 horas. Podemos escrever uma congruéncia linear:

r=19+50 (mod 24).

Somando os nimeros:

r =69 (mod 24).
Agora resolvemos a congruéncia linear:
69 + 24 = 2 com resto 21 = 69 =21 (mod 24).

3. Hoje é quarta-feira. Joao tem treinos de futebol a cada 3 dias. Qual serd o dia da

semana do treino ntimero 20, contando o primeiro treino como hoje?
Solucgao: Seja x o dia da semana do treino ntimero 20, considerando quarta-feira

como o dia 0. Cada treino ocorre a cada 3 dias, entdao podemos escrever a congruéncia

linear:

r=0+3-(20—1) (mod 7).

Calculando o deslocamento total:

3-19 = 57.

Agora, reduzimos moédulo 7:

57 +7=8comrestol = 57=1 (mod 7).

Como definimos quarta-feira como 0, somando o resto:

r=0+1=1 (modT7).

Se a quarta-feira ¢ 0, entao:

0 = quarta-feira, 1 = quinta-feira.
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4. Um elevador programado apenas para subir realiza paradas especiais a cada 8 andares,
como parte de sua manutencao. Hoje, ele fez uma dessas paradas no 112 andar.
Sabendo que a préxima parada especial ocorrera apos o 100° andar, em qual andar

exatamente isso acontecera?

Solucgao: Seja x o andar da préxima parada especial do elevador. Sabemos que
as paradas especiais ocorrem a cada 8 andares. Assim, podemos escrever a congruéncia

linear:

x=11 (mod 8).

Além disso, sabemos que x > 100. Para encontrar o menor nimero que satisfaca

essas condigoes, podemos escrever:

r=11+8k keZt

Queremos o menor k tal que x > 100:

1148k > 100 = 8k >89 — k > 11,125.

O menor numero inteiro k que atende é k = 12. Entao:

r=114+8-12=11496 = 107.

5. (OBMEP) A, B, C, D, E, F, G e H sao os fios de apoio que uma aranha usa para
construir sua teia conforme mostra a figura. A aranha continua seu trabalho. Sobre

qual fio de apoio estard o nimero 1187

Figura 21 — Representacao da questao 5

Fonte: (OBMEP, 2018)



APENDICE A. Atividade diagnéstica e sua solugdo. 57

Solugao: Seja z o fio de apoio correspondente ao nimero 118. Como os fios se

repetem ciclicamente de A a H, temos 8 fios, entdo podemos escrever a congruéncia:

r =118 (mod 8).
Calculando o resto da divisao:
118 + 8 = 14 com resto 6 = 118 =6 (mod 8).
o resto 6 corresponde ao fio G.

6. Uma empresa realiza manutengoes preventivas a cada 4 dias uteis. A primeira
manutengao do més foi em uma segunda-feira. Considerando apenas dias tteis (sem
contar sdbados e domingos), em que dia da semana ocorrera a 4* manutengao?

Solucgao: Seja x o dia da semana da 4* manutencao, considerando segunda-feira

como 0. Como a manutencao ocorre a cada 4 dias tteis, podemos escrever a congruéncia

linear:

r=0+4-(4—-1) (mod 5).

Calculando o deslocamento total:

4-3=12.

Agora, reduzimos médulo 5 (considerando apenas os 5 dias titeis da semana):

12+5=2comresto 2 = 12=2 (mod 5).

Numerando os dias tteis como:

0 = segunda-feira, 1 = terca-feira, 2 = quarta-feira, 3 = quinta-feira, 4 = sexta-feira,
o resto 2 corresponde a quarta-feira.

7. Um nimero x deixa resto 2 na divisao por 3, resto 3 na divisao por 5, e resto 2 na

divisdo por 7. Qual é o menor niimero maior que 100 que satisfaz essas condig¢oes?
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Para essa questao temos duas solugoes esperadas:

Solucao 1: O problema pode ser escrito como um sistema de congruéncias:

r=2 (mod 3),
r=3 (modb5),
=2 (mod?7).

Primeiro, resolvemos as duas primeiras congruéncias:

r=2 (mod3) = z=3k+2

Substituindo na segunda congruéncia:

3k+2=3 (modb) = 3k=1 (modb).

O inverso de 3 médulo 5 é 2, pois 3-2 =1 (mod 5). Assim:

k=2-1=2 (modb) = k=>5m+2.

Substituindo de volta em z:

r=3k+2=30bm+2)+2=15m+38.

Agora usamos a terceira congruéncia:

15m+8=2 (mod7) = 1bm=—-6=1 (mod 7).

Como 15 =1 (mod 7), temos:

m=1 (mod7) = m="Tn+1.

Substituindo de volta:

r=15m+8=15(Tn + 1) + 8 = 105n + 23.

O menor x > 100 ocorre para n = 1:

r=105-1+ 23 = 128.
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Solugao 2:(Usando o teorema chinés do resto) O problema é:

r=2 (mod 3),
x=3 (mod5),
r=2 (mod 7).

Pelo Teorema Chinés do Resto, como os médulos sdo coprimos dois a dois, existe

uma soluc¢ao unica moédulo M =3 -5-7 = 105.

Definimos:

M M M

M, =—=35 My=—=21, Mz=
1 3 ) 2 5 ’ 3

Agora, precisamos dos inversos:

y1=M;' (mod3) = 35y, =1 (mod 3).

Como 35 =2 (mod 3), temos 2y; =1 (mod 3) = y; =2 (mod 3).

Yo = M;"' (mod 5) = 21y =1 (mod 5).

Como 21 =1 (mod 5), entdo yo =1 (mod 5).

y3=M;' (mod7) = 15y3=1 (mod 7).
Como 15 =1 (mod 7), entdo y3 =1 (mod 7).

A solugao é dada por:

r = a1 Myyr + aoMoys + azMsys  (mod M),

onde a1 = 2,as = 3,a3 = 2. Substituindo:

r=2-35-2+3-21-142-15-1 (mod 105)

r =140+ 63+ 30 =233 (mod 105).

Reduzindo moédulo 105:

233 + 105 = 2 com resto 23 = x =23 (mod 105).
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Portanto, todos os niimeros que satisfazem o sistema sao da forma:

x=234+105n, n€Z.

O menor ntmero maior que 100 é para n = 1:

r = 234105 = 128.
8. Qual é o tltimo digito de 320257

Solugao: Procuramos o tltimo digito de 32°2°) ou seja, 32°2° (mod 10).

Observa-se o ciclo das poténcias de 3 médulo 10:
3'=3, 3°=9, 3*=7 3'=1 (mod 10),

e o ciclo se repete a cada 4 expoentes.

Calculamos o resto de 2025 na divisao por 4:

2025 +4 =506 comresto 1 = 2025=1 (mod 4).

Como o expoente é congruente a 1 médulo 4, temos

320% =3'=3 (mod 10).
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APENDICE B - Planejamento de Aulas da

Intervencao Didatica

Este apéndice apresenta os planejamentos detalhados das quatro aulas que compu-
seram a intervencao didatica. O objetivo é registrar de forma sistematizada a organizagao
de cada encontro, contemplando a distribuicao do tempo, os conteiidos abordados, as

estratégias didaticas empregadas e as atividades propostas aos estudantes.

A inclusao desses planejamentos possibilita uma visao mais clara do percurso
metodolégico adotado, servindo tanto como material de consulta quanto como registro

complementar a descri¢ao realizada no corpo da dissertacao.

12 Aula

Tabela 3 — Planejamento da 1* aula da Intervencao Didatica

Tempo | Atividade

5 min | Revisdo da divisao euclidiana com exemplos iniciais.

10 min | Apresentacdo do conceito de nimeros primos.

10 min | Definigao de divisibilidade e critérios (2, 3, 5, 7, 9 e 11).
10 min | Introdugdo ao maximo divisor comum (MDC) e minimo
multiplo comum (MMC).
15 min | Comentario e aplicacao de exercicios.

Fonte: Autor (2025).

22 aula

Tabela 4 — Planejamento da 2% aula da Intervencao Didatica

Tempo | Atividade

20 min | Introducao as congruéncias: defini¢cao formal, relacao
com os conteudos da aula anterior, propriedades basicas
e exercicios introdutoérios.

20 min | Pequeno Teorema de Fermat: apresentacao breve e aces-
sivel, acompanhada de exemplos bésicos para facilitar a
compreensao.

10 min | Exercicios comentados para consolidar os conceitos tra-

balhados.

Fonte: Autor (2025).
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32 aula

42 jula

Tabela 5 — Planejamento da 3% aula da Intervencao Didatica

Tempo | Atividade

20 min | Retomada dos contetidos das aulas anteriores (congruén-
cias e Pequeno Teorema de Fermat), com o objetivo de
esclarecer duvidas e reforcar conceitos.

30 min | Comentario detalhado e resolucao de exercicios com a

participagao dos alunos, promovendo a consolidacao pra-
tica dos contetdos.

Fonte: Autor (2025).

Tabela 6 — Planejamento da 4* aula da Intervengao Didatica

Tempo

Atividade

40 min

Sistemas de congruéncias lineares: resolucao de exercicios
basicos, transformando multiplas congruéncias em uma
unica e utilizando propriedades trabalhadas nas aulas
anteriores.

40 min

Teorema Chinés do Resto: apresentacao do algoritmo
com exercicios de nimeros pequenos, para facilitar a
compreensao pratica.

20 min

Discussao e comentarios sobre os exercicios, promovendo
a consolidacao dos conceitos estudados.

Fonte: Autor (2025).
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APENDICE C - Atividades e solucdes da

segunda aplicacao

Neste apéndice estao reunidas as atividades propostas na segunda aplicacao, acom-
panhadas das solugoes esperadas. As resolugoes servem como referéncia para a analise do

desempenho e para a identificagao das principais estratégias de resolucao utilizadas.

Atividades

1. Qual é o menor nimero natural maior que 20 que deixa resto 3 quando dividido por

5 e por 8 a0 mesmo tempo?

Solugao: O problema pode ser escrito como o seguinte sistema de congruéncias:

r=3 (modb5),
r=3 (mod 8).

Como ambos os restos sao iguais, podemos reescrever: (2.6.5)

r=3 (mod mmc(5,8)).

Sabemos que mmc(5, 8) = 40. Assim:

x=3 (mod 40).

Logo, as solugoes sao da forma:

v =40k +3, kez.

Procuramos o menor niimero maior que 20:

40-0+3 =3 (menor que 20),

40-1+3 =43 (maior que 20).

2. Se hoje ¢é dia 13 do més, que dia do més sera daqui a 279 dias?



APENDICE C. Atividades e solugées da sequnda aplicagio 64

Solugao: Um més é considerado com 30 dias. Assim, devemos calcular o resto da divisao

de 279 por 30:
279=9 (mod 30).

Portanto, apos 279 dias, serd 9 dias apds o dia 13:

134+9=22 (mod 30)

Logo, a data serd o dia 22 do més.

3. Um professor marcou uma prova para uma terca-feira. Ele disse que a segunda prova

acontecera exatamente 50 dias depois. Em que dia da semana caird a segunda prova?

Solucao: A semana se repete a cada 7 dias. Assim, basta reduzir 50 médulo 7:
50=1 (mod 7).
Logo, 50 dias correspondem a um avanco de 1 dia na semana. Partindo de terca-feira,

terca + 1 dia = quarta-feira.

4. (OBMEP, 2011) O pendrive de Jonas tem 400 musicas, todas com 4 minutos de
duracao, organizadas na sequéncia: samba, rock, pagode, pop, sertanejo, samba,
rock, pagode, pop, sertanejo, samba, rock, pagode, pop, sertanejo, e assim por diante.

Ele ouviu, desde o inicio, duas horas de miusica. Qual o estilo da ultima miusica

tocada?

Solugao: Duas horas correspondem a 120 minutos. Como cada miusica tem 4
minutos, o nimero de musicas ouvidas é

120

- =

Portanto a dltima musica tocada foi a 30-ésima da sequéncia.

30.

A sequéncia de estilos tem periodo 5. Numerando as posi¢oes no ciclo como
1 = samba, 2 =rock, 3 = pagode, 4 = pop, b = sertanejo,
devemos determinar a posi¢cao de 30 médulo 5. Usando congruéncias:
30=0 (mod 5).
O resto 0 corresponde a quinta posi¢ao do ciclo, isto é, sertanejo.
5. (OBMEP, 2010) Paula iniciou um programa de gindstica no qual os dias de treino sdo

separados por dois dias de descanso. Se o primeiro treino foi em uma segunda-feira,

em qual dia da semana caird o centésimo treino?
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Solugao: Os treinos ocorrem a cada 3 dias (um de treino + dois de descanso).

Assim, o n-ésimo treino acontecera no dia

segunda-feira 4+ (n — 1) - 3 dias.

Para o 100° treino:
(100 — 1) - 3 =199 - 3 = 297 dias ap6s a segunda-feira inicial.
Agora, reduzimos médulo 7 (nimero de dias da semana):
297 =3 (mod 7).
Logo, o 100° treino ocorre 3 dias ap6s uma segunda-feira:

segunda + 3 dias = quinta-feira.

6. Qual é o menor nimero natural que deixa restos 5, 4, 3 e 2 quando dividido,

respectivamente, por 6, 5, 4 e 37

Solugao: Seja x o numero procurado. As condigbes dadas podem ser escritas em forma

de congruéncias:

r=5 (mod 6),
r=4 (mod 5),
r=3 (mod 4),
r=2 (mod 3).
Observamos que:
r=5 (mod6) = z+1=0 (mod6),

r=4 (mod5) = z+1=0 (modb5),

r=3 (mod4) = x+1=0 (mod4),

r=2 (mod3) = z+1=0 (mod3).
Portanto, = + 1 deve ser multiplo comum de 6,5, 4,3 (2.6.5).

O minimo multiplo comum é

mme(6, 5, 4,3) = 60.

Logo,
r+1=60 = x=>59.
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7. Um nimero z deixa resto 2 na divisao por 3, resto 3 na divisao por 5 e resto 2 na

divisao por 7. Qual é o menor nimero maior que 100 que satisfaz essas condicoes?

Solugao: Escrevemos o sistema de congruéncias

r=2 (mod 3),
r=3 (modb5),
r=2 (mod7).

Os modulos sao coprimos dois a dois, portanto aplicamos o Teorema Chinés do
Resto. Calcule M =3-5-7=105¢

= 15.

Determinamos os inversos y; tais que M;y; = 1 (mod m;):

Byr=1 (mod3) = 35=2 (mod3)=2y;=1 (mod3)= 1y =2;
21y =1 (mod 5) = 21=1 (mod?5) =y =1;
15y3=1 (mod7) = 15=1 (mod7)=ys;=1.

A solugao geral é

x = a1 Myyy + asMsys + azM3zys  (mod M),
com a; = 2, as = 3, a3 = 2. Assim
©=2-35-2+3-21-142-15-1 (mod 105)

r =140+ 63430 =233 (mod 105).

Reduzindo mdédulo 105:
233 =23 (mod 105),

portanto todas as solugoes sao x = 23 + 105k, k € Z.

Procuramos o menor x > 100. Para k = 0 temos = = 23 (menor que 100); para
k=1:
xr =23+ 105 = 128 > 100.

8. (ENQ, 1998) O resto da divisdo de 12'? por 5 é?.
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Solucgao: Primeiro, observamos que:

12=2 (mod 5).

Portanto:
122 =2 (mod 5).

Agora, usamos o fato de que 24 =1 (mod 5) ( 2.7.1):
2'=2 (mod5), 2°=4 (mod5), 2°=3 (mod}5),
Como 22 = (2*)3 =13 =1 (mod 5), temos:

122 =1 (mod 5).

24

1

(mod 5).
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