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Resumo

O presente texto trata principalmente sobre o Grupo de Frisos e suas 7 classifica¢oes. Para
abordar este assunto, iremos apresentar defini¢oes de algumas transformagoes geométricas
como: translacoes, reflexoes, reflexdo com deslizamento e rotagoes, com exemplos e suas
devidas demonstragoes. Além disso, serd trabalhado o assunto de forma que podemos

apresenta-lo na Educacao Basica de Ensino.

Palavras-chave: Frisos, Isometria, Simetria, Translacao, Reflexao.



Abstract

This text deals mainly with the Frieze Group and its 7 classifications. To address this
subject, we will present definitions of some geometric transformations such as: translations,
reflections, reflection with sliding and rotations, with examples and their appropriate
demonstrations. Furthermore, the subject will be worked on so that we can present it in

Basic Education.

Keywords: Friezes, Isometry, Symmetry, Translation, Reflection.
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1 Introducao

Vamos observar situagoes em que ha a presenca de Frisos (Figuras 1, 2, 3, 4) e

discutir sobre o que elas apresentam em comum:

Figura 1

Fonte: Google

Figura 2

Fonte: Google
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Figura 3

l

Fonte: Google

Figura 4

Mike Odum

Fonte: Google

Podemos observar que apesar das figuras se mostrarem em diferentes situagoes
(tapete, grade, arquitetura, pinturas) elas possuem a repeticio de um mesmo padrao,
uma simetria (igualdade de tamanho, forma ou posigao entre partes de um todo, como se

fossem um reflexo uma da outra em relacdo a uma linha ou ponto central), de maneira

que podemos imaginar ser infinita.
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A histéria do Friso abrange diversas culturas e periodos, evoluindo de uma faixa
horizontal decorativa no antigo Egito e na Mesopotamia para os elementos escultoricos
iconicos da arquitetura grega classica. Os gregos desenvolveram seu uso em ordens
arquitetonicas como a Dérica e a Jonica, utilizando relevos para narrar mitologia, histéria
e eventos civicos. Os romanos deram continuidade a essa tradigdo, que foi posteriormente
revivida durante o Renascimento italiano, onde o termo se expandiu para descrever

qualquer faixa decorativa horizontal em paredes e outros elementos arquitetonicos.

Figura 5

Corintia Toscana

Fonte: Google

Frisos também foram usados em decoragoes por varios milénios por sua natureza
de possuir repeticoes nas civilizagoes suméria, egipcia e maia do mundo antigo. Seria falso,
no entanto, fingir que os antigos matematicos desenvolveram a tecnologia por tras da arte.
O estudo matematico formal da ladrilhagem (imagens aplicadas em unidades individuais
de maneira repetitiva e organizada para cobrir uma superficie) é relativamente recente,

tendo comegado nao mais do que dois séculos atras. [1]

Na Educacao Basica, podemos introduzir a definicio de Frisos nas seguintes
habilidades da BNCC:
[EF07MA19] realizar transformacoes de poligonos representados no plano cartesiano,
decorrentes da multiplicacao das coordenadas de seus vértices por um ntmero inteiro;
[EF07MA20] reconhecer e representar, no plano cartesiano, o simétrico de figuras em
relagdo aos eixos e a origem;
[EF07MA 21] reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translagdo, rotagao
e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica e vincular
esse estudo a representacoes planoas de obras de arte, elementos arquitetonicos, entre
outros;
[EF08M A 18| reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes de transformagoes
geométrica (translagao, reflexdo e rotagdo), com o uso de instrumentos de desenho ou
softwares de geometria dinamica;
[EM13MAT105] utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translacao, reflexdo,

rotagdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir figuras e
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analisar elementos da natureza e diferentes produgdes humanas (fractais, construgoes civis,

obras de arte, entre outros).
Neste trabalho usaremos [1] como referéncia principal.

No segundo capitulo a seguir, vamos apresentar algumas defini¢bes e teoremas

necessarios para o desenvolvimento do projeto principal.

No terceiro capitulo, iremos demonstrar a existéncia de 7 classificagoes para o

Grupo de Frisos, com varias figuras para melhorar a nossa experiéncia e exemplificagao.

No quarto e penultimo capitulo, traremos algumas ideias tecnoldgicas e atividades

para o desenvolvimento do aluno em sala de aula, e até para o uso no dia a dia.

E por fim, a conclusao do trabalho podera ser encontrado no capitulo 5.
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2 Definicoes e Teoremas Necessarios

Neste capitulo, vamos apresentar algumas definicbes necessarias para o estudo do

Grupo de Frisos.

Ja deixaremos admitido que o leitor possui nogoes basicas de Geometria FEuclidiana

Plana e Algebra Linear. Para mais informacdes, consulte [2] e [3].

2.1 Definicoes e Teoremas

Definicao 2.1.1.

Sejam G um conjunto nao-vazio e * uma operagao binaria de G, isto é,

*»x GxG—=G

(x,y) = x*y

Dizemos que (G,x) é um grupo em relacdo a esta operagdo bindria x se, e somente

se, valem as seguintes propriedades:

1. Associativa: a* (bxc) = (axb)xc;

2. FExisténcia do Elemento Neutro: existe e que pertence a G tal que axe = a = exa

para todo a que pertence a G;

3. Eristéncia de Elemento Inverso: para todo a que pertence a G, existe a que também

/ /
percente a G tal que axa = e = a *a.

Proposicao 2.1.2.

Propriedades elementares de um grupo (G, *):

i. O elemento neutro é nico;
ii. Cada elemento do grupo possui um tnico elemento inverso;

iii. Quaisquer que sejam a,b € G, tém-se:
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iv. Se aq, ... ,a, € G, entao (al*...*an)/ = a, *.xaj
v. Quaisquer que sejam a,b,c € G, temos:

e axb=axc = b=c

e bka=cxa = b=c

Exemplo 2.1.3. Grupo Aditivo dos Inteiros

Sejam a, b, c € Z, logo temos respectivamente com os itens anteriores:

i.La+0=a=0+a
ii. a+(—a)=0=(—a)+a

iii. —(—a)=ua
—(a+b) =(=b) +(=a)

iv. —(a+b+c)=(—c)+ (=b) + (—a)

v.atb=a+c—(—a)+a+b=(—a)+a+c—>04+b=0+c—>b=c

Portanto (Z,+) é um Grupo Aditivo.

Definicao 2.1.4.

Dado um conjunto de pontos S, uma transformacao no plano euclidiano leva cada
ponto P € S em outro ponto QQ do mesmo plano, alterando sua posigao, tamanho ou forma.

As transformacoes que mais utilizaremos serao as translagoes, reflexdes e rotagoes.

Definicao 2.1.5.

Dados A = (x4,y4) € B = (xp,yB), a distincia entre A e B é denotada por AB e
dada por:

Definicao 2.1.6.

Chama-se matriz de ordem m por n a um quadro de m X n elementos dispostos

em m linhas e n colunas.
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an A1n

asy ... Q2p
A=

ami1 --- Amn

Cada elemento da matriz estd identificada por dois indices: 7 e j.

A = [a;;] onde ¢ representa a posigao "linha'e j representa a posicao "coluna'.

Definicao 2.1.7.

A soma de duas Matrizes de mesma ordem A = [ajj]mxn € B = [bjjlmxn € uma

matriz m X n cujos elementos sdo a soma dos elementos correspondentes de A e B. Isto é,
A + B = [a + bij|mxn

Exemplo:

2 3 =5 10 8 3 3 3
78 =12 |+|6 4 12 | =1]13 12 0
01 5 70 9 7T 1 14

Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, temos:

1. A + B =B + A (comutatividade)
2. A+ (B+ C)= (A + B) + C (associatividade)

3. A + 0= A, onde 0 denota a matriz nula m x n.

Definicao 2.1.8.

A multiplicacio de duas Matrizes ocorre somente se o nimero de colunas da primeira
matriz for igual ao niimero de linhas da segunda, isto é, s6 ocorrera a multiplicacdo se as
matrizes forem da forma A = [aj]mxn € B = [bijlnxi. Além disso, a matriz resultado C =

A - B sera de ordem m x L

O elemento c;; ¢ obtido multiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira
matriz pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna da segunda matriz, e somando-se

esses produtos.
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Ezxemplo:

aj; ar2 aig bii bz bis
a1 agy agy |+ | bar baa by | =
a31 azz as3 bsi bss bsz

a11b11 + a19bo; + ai3bsr  a;ibin 4+ ajebor + aisbgr  ajbir + ajabay + aizbs
ag1b12 + agebos + agsbsa  agbia 4 agebag 4 aggbsa  agibia + agebas + agsgbss

az1bis + aszabaog + agsbsz  agibiz + asgbas + assbss  agibiz + agaboz + assbss

Ezxemplo:
2 3 -5 1 0 8
7T 8 =12 (-6 4 12 | =
01 5 70 9
2+18-35 04+124+0 16+ 36—45 —15 12 7
T+48—-84 043240 564+96—-108 | = | =29 32 44
0+6+35 0+4+0 0412445 41 4 57

Definicao 2.1.9.

Uma isometria do plano é uma transformacao o: R? — R? que preserva distancia,
ou seja, dados P,Q € R? se P' = a(P) e Q' = a(Q), entdo d(P', Q') = d(P,Q)

O proéprio significado da palavra ja a define: ISO: "mesma'e METRIA: "medida’.

Um exemplo de isometria é dada pela transla¢io: o movimento de deslocar um
ponto a outro mantendo direcdo e sentido, sem girar. Assim, dados P(xp,yp) € Q(xq,y0)

e transladarmos ambos os pontos, teremos uma Isometria como desmonstado a seguir:

AP, Q) = \/I(xp +a) = (xq + @) + [(vp +b) = (vo + b))

= /(xp —xQ)? + (yr — ¥0)* = A(P,Q)

Definicao 2.1.10.

Uma Rotacao em torno de um ponto C de um angulo # é uma transformacao
no plano pcp que deixa o ponto C fixo e leva um ponto P no ponto P’, de modo que
= >
CP' = CP eoangulo entre CP’ e C’ﬁ ¢ igual a 0. Dizemos entao que pcy tem centro C

e diregao 6.
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Definicao 2.1.11.

A Reflexdo R, no plano em relacdo a uma reta m, chamada reta mediatriz vertical,
é uma transformagao tal que, dado qualquer ponto P = (x, y) no plano esse ponto é
refletido da mesma forma e tamanho do lado oposto da reta m, mantendo a mesma
distancia em relacao ao eixo de reflexdo. Assim, (x, y) — (2a - x, y), sendo a o ponto de

encontro da reta mediatriz m com o eixo x.

Figura 6

¥y m

P(x,y) P'2a-x,y)

Fonte: Criacao da prépria autora

Demonstracio. E de facil percepcao que:

d(P) = \/(a —z)?+(y—y)? = \/((2a —z)—a)?+ (y—y)? = d(P’), sendo P’ =
(2a - x, y) o ponto de Reflexao de P em relagao a reta m.

Definicao 2.1.12.

A transformagao identidade ¢ é tal que +(P) = P, para qualquer ponto P.

Proposicao 2.1.13.

Se a e b sao retas verticais, distintas e paralelas no plano, entdao , o R, é uma

Translacao Horizontal.

Figura 7

a
(1, y1 (@(b-a) + x1, y1)
’\ A{:x: y3) B&(umxz ¥2)

x3y3) x2]y2) (2(b-a) +x3,y3)

Fonte: Criacao da prépria autora
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De fato, dado um conjunto de pontos S no plano que formam uma figura, uma
reta a paralela ao eixo y, a Reflexdo R, faz com que cada ponto do conjunto S: (x, y) —
(2a - x, y) em torno da reta a. O novo conjunto de pontos S’ criado pela Reflexao sofre
uma Reflexdo em torno da reta b, onde (2a-x,y) — (2b- (2a-x),y) = (2(b-a) + x, y).
Logo Ry, o R, é uma Translagdo Horizontal onde (x, y) — (2(b - a) + x, y), ou seja, uma

Translacao de razao 2(b - a).

Proposicao 2.1.14.

Se a e b sado retas distintas e perpendiculares & reta ¢ no plano, entao R. o R, o R,
é uma Reflexdo com Deslizamento de eixo ¢, onde R. é uma Reflexdo Horizontal e 3, o R,

¢ uma Translacgao.

Figura 8

0o, y1) (2(b-a) + x1, y1)
[\ A%xa ¥3) (2(b-a) + X2, Y2)
3.y3)

o2ly2) | (a-x2y2) (2(b-a) + x3,y3)

(2(b-a) +x3, 2c - y3) (2(b-a) + x2, 2c - y2)

Fonte: Criacao da prépria autora

Teorema 2.1.15.

O conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos, com a operacao

composi¢ao, forma um grupo.

Demonstragao: Seja s um conjunto de pontos.
O conjunto de simetrias para s é nado-vazio, pois ¢ é uma simetria para s, ja que ¢(s) = s.

Suponha que a e 3 sejam simetrias para s. Entao:

foa(s) = pla(s)) = B(s) =s

portanto, o conjunto de simetrias é fechado para essa operacao.

Pela definicao 2.1.10, o é uma isometria, logo possui inversa a~!. Entdo:

1

logo ™" é uma simetria e entdo o conjunto de simetrias também possui a propriedade

inversa.
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Portanto o conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos forma um
grupo.
Se o conjunto de pontos considerado nesse teorema for o conjunto de todos os

pontos, entao as simetrias sao exatamente as mesmas que as isometrias. Wl

E, portanto, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.16.

O conjunto de todas as isometrias com a operacao da composi¢ao, forma um grupo,

denotado por Z.

Demosntracao: andlogo ao do Teorema anterior.

Teorema 2.1.17.

Sejam S, T : r — s isometrias. Se existirem pontos A # B em r tais que
S(A)=T(A) e S(B) =T(B) entao S =T, isto é, S(X) = T(X) para qualquer X € r.

Teorema 2.1.18.

Se T': r — r é uma isometria, entao T é a funcao identidade ou uma translagdao ou

uma reflexdo em torno de um ponto de r.

Figura 9
A A A"
. @ © &
r Ap_pr M poy
o o o

Fonte: Criagdo da prépria autora

Demonstragao: se T nao é funcao identidade, existe A € r tal que A" =T (A) # A.
Seja A” = T(A’). Como T é uma isometria, tem-se d(A’, A”) = d(A4, A") > 0. H4 duas
possibilidades: ou A” # A ou A” = A. No primeiro caso, A’ é o ponto médio do segmento
AA” logo T coincide com a translagio T4 nos pontos distintos A e A, portanto T' = T,
em visrtude do Teorema 2.1.21. No segundo caso, se chamarmos de M o ponto médio
do segmento AA’ veremos que: d(T'(M),A") = d(M,A) = d(M,A") = d(T(M),A") =
d(T(M), A), logo T(M) é o ponto médio de AA’, ou seja, T(M) = M. Assim T coincide,

nos dois pontos distintos A e M, com a reflexdo R); em torno do ponto M. B
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Teorema 2.1.19.

Uma translacao é uma isometria.

Demonstragdo: tomemos dois pontos distintos A, B sobre a reta r. A translagao
Ty p:r — 1 & a fungdo que faz corresponder a cada ponto X € 7 o ponto X' = Ty p(X) tal
que XX’ = AB e, além disso, o sentido do percurso de X para X’ é o mesmo de A para B.
Em termos matematicos, dizer que d(X,X’) = d(A,B) e que os sentidos de percurso A
— B e X — X’ coincidem, equivale a afirmar que o ponto médio M do segmento AX’ é

também ponto médio do segmento BX.

Figura 10

A B M C X
@ © ° @ @

Para provar que toda translagao é uma isometria, observamos inicialmente que se
Typ(X) =X eTyp(Y) =Y entao d(X,X') = d(Y,Y’) = d(A,B). Dados X,Y € r, para
mostrar que se tem d(X’,Y") = d(X,Y), consideremos dois casos expressos pelas figuras

abaixo:

Figura 11
X X' Y &
- o o o o—
Figura 12
X Y X \
o o o o

No primeiro caso, os segmentos XX’ e YY’ nao tém pontos interiores em comum e,

no segundo, tém. Entao valem, respectivamente, as relacoes:

AX, Y = d(X,Y) 4+ d(Y,Y) = d(X,Y) + d(X, X)) = d(X,Y)
AX,Y) =d(Y,Y) —d(X,Y) =d(X, X)) — d(X,Y) =d(X,Y))

Em qualquer caso, d(X",Y") =d(X,Y). &
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Dessa forma, é possivel concluir, com base nos Teoremas apresentados acima, que o
Grupo de Frisos configura-se como um Grupo propriamente dito, uma vez que o conjunto
de todas as isometrias, sob a operagao de composi¢ao, constitui um grupo (conforme
estabelece o Teorema 2.1.16). Além disso, os Frisos tém seus geradores constituidos pela
composicao de Translagoes e Reflexdes, que sao isometrias. A demonstracao detalhada
de que os Frisos sao formados por translagoes e reflexdes serd apresentada nos proximos

capitulos.

Repare que provamos que a Translacao e Reflexdo na reta é isométrico. Entretanto,
para nao estender demais o trabalho, deixaremos uma referéncia [2] para o mesmo poder
consultar que outros tipos de Translagoes e Reflexdes (ndo somente entre pontos e retas)

também sio isométricos.
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3 Grupo de Frisos

Uma Fuaiza Plana ¢ uma regiao limitada por duas retas paralelas.

Um Friso é uma figura contida numa faixa plana satisfazendo:

i. um friso tem largura constante, e ¢ infinitamente longo na direcao perperdicular a

direcao da largura;

ii. o friso é periddico, isto significa que existe uma distancia minima L > 0 tal que a

translacao do friso de uma distancia L, ao longo da direcao da faixa o deixara fixo.

Vamos tentar compreender melhor usando imagens como a seguir:

Obs.: Todas as figuras sem uma fonte especificada, foram de criacdo da prépria

autora.

Figura 13

) G

D<?> <;) (;) <$) <%) (#)é

Largura Infinita na direcdo perpendicular

Largura
Constante

2 G @ €

3<$> (;) (;) <$> <%) <%)<
— "

Periddico de periodo L

Obs.: deixaremos como exemplo imagens em que a direcao horizontal seja a infinita

apenas por comodidade do espaco destinado.

Para esclarecimento, utilizaremos dois conceitos novos sobre os frisos:

1. PARTE ORIGINAL: é a parte do friso em que observamos nao ter sofrido ainda
nenhuma transformacao, nenhuma simetria. Essa parte tem tamanho menor ou igual
a L.

2. PARTE TRANSLADADA: é a parte do friso que observamos ser a que se
repete periodicamente e possui tamanho L. Além disso, diferentemente de uma
parte periédica qualquer (pois podemos escolher mais de uma parte periédica para
definirmos), a parte transladada é aquela que exige conter a imagem original e as

suas isometrias.
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Nos Frisos, podemos ter mais de uma Parte Original definida, assim como mais de
uma Parte Transladada, porém possuirao as mesmas regras e se diferenciarao da Parte

Periédica qualquer.

Segue exemplo sobre o significado dos novos conceitos enunciados a cima em forma

de figura:
Figura 14
Parte Refletida
da Original
@ AL 1O 3 : 9 @ ¢

a(#) <)l '<$) (%) <%) (%)C

Parte QOriginal Parte Transladada Parte Perigdica Qualquer

Figura 15

Parte Refletida
da Qriginal

I

I I I I 1
I I I I 1
I I I I 1
| | | | I
| | & i | |

2 v

@ O €

<%)f

ENEENGENIENG
Y . . Y Y

Parte Original Parte Transladada Parte Periodica Qualquer

Nas Figuras 14 e 15 acima podemos observar a Parte Original escolhida sendo
aquela menor que o periodo, onde observamos que ela nao possui nenhum tipo de trans-
formagao ou simetria, ¢ uma parte singular. J4 a Parte Transladada observamos ser
aquela que possui a Parte Original também, s6 que agora unida com uma imagem iso-
métrica da Parte Original, nesse caso sua reflexdao vertical. Diferentemente da Parte
Periédica Qualquer destacada, que apesar de possuir a parte original, nao observamos
a reflexao vertical contida no friso se recortarmos apenas essa parte. Ou seja, com uma
parte peridédica qualquer isolada, ndao conseguiriamos classificar o friso de acordo com suas

isometrias.

A partir de agora, iremos mostrar alguns geradores de frisos, que nada mais sdo que

isometrias que deixam nosso friso invariante, ou seja, significa aplicar uma transformacao
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geométrica a um padrao repetitivo de modo que, apods essa operacao, a figura final pareca
exatamente igual a original, ocupando a mesma posi¢ao no plano. Tais geradores ja foram
enunciados e definidos no capitulo anterior. Portanto, as descri¢oes dos geradores a seguir

terdo cunho mais didatico para o ensino no fundamental e médio.

3.1 Translacao

Ja deixamos evidente na definicdo que em todos os frisos irdo possuir a translacao,
denotada por 7. Segue imagem de um friso onde somente a transformagao da translacao

¢é aplicada:

Figura 16

Q] il ] il

Mas nao definimos a escrita da translagdo em forma de um gerador matricial, que

nos ajudara a resolver questoes de frisos de forma mais algébrica. Isto é, dado um ponto
P = (x,y) que iremos identificar por (x,y, 1), ao multiplicarmos com o gerador matricial

da translacao abaixo, encontraremos de forma algébrica seu novo ponto. Assim temos:

1 0 L 1 0 L x x+ L
Tpr=1010|=1T,-P=|01 0 = Yy ~ (x+L,y)
0 0 1 0 0 1 1 1

e a composicao de n operagoes T, para gerar o friso nos da:

1 0 nL
TLOTLO"'OTL:TnL: 01 0
00 1

3.2 Reflexdo

3.2.1 Reflexao Vertical

A reflexao vertical, denotada por Ry, didaticamente falando, é quando colocamos

um espelho imaginario ao lado da nossa parte original, como representada a seguir:
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Figura 17

Espelho
(; : Imaginario

N

Algebricamente, a reflexdo vertical pode ter como matriz geradora:

-1 0
R —

3.2.2 Reflexao Horizontal

Ja a reflexao horizontal, denotada por R, é quando colocamos um espelho embaixo

da parte original como na imagem a seguir:

Figura 18

Siran

Reflex&o Horizontal
[

Espelho
Imaginario
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Representado algebricamente pela matriz geradora:

10
éR pu—

3.2.3 Reflexdo Deslizante

Teremos por notagao a sigla S;. A reflexao deslizante foi criada na verdade
com a composicao da reflexao horizontal com uma translagdo de meio periodo, ou seja,
Sg == TL/Q O §Rh‘

Didaticamente falando, podemos entender que a reflexdo deslizante é quando
inicialmente fazemos a reflexao horizontal na parte original ja definido o periodo L, e
depois iremos transladar horizontalmente apenas a parte refletida a distancia de metade

do periodo L definido. Sendo assim, o passo a passo segue abaixo:

Figura 19

Periodo L Reflex@o Horizontal Reflex&o Deslizante

|¢U R SR/ R CBY

Algebricamente, a S, é a composicao da metade de um periodo de tranlagao com

uma reflexao horizontal, logo:

1 0 L2
TL/QOER}L:SQ: 0 -1 0
0 O 1

3.3 Rotacao

A rotacao que trabalharemos sera apenas a rotacao de 1809, que nada mais é que
a composicao Ry, o . Como utilizaremos com frequéncia essa notacao de composicao,

omitiremos o “o” e a nossa rotacao sera a partir de entao denotada apenas por R,Ry .

De forma pratica, nés iremos fazer a reflexdo vertical da parte original ja ensinada

anteriormente e essa parte originada pela Ry, faremos nela a reflexao horizontal, gerando
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assim nossa rotacao de 180°. Fazer o inverso das reflexdes gerard o mesmo resultado, como

mostrado nas imagens a seguir:

Figura 20
Reflexao Vertical Reflexdo Horizontal
AIRA
CRTRTAD I CEY
N\
Figura 21
Reflexéio Horizontal Reflex@o Vertical
(J [N CRY
@ /N \
'l/.—.\.l oo

A rotacdo também possui como definicio uma figura que gira em torno de um

ponto fixo, chamado de centro de rotagdo. A rotacdo em 180° pode ser feito como a seguir:

Figura 22

Rotacé&o por um Ponto Fixo

A
TR

LI
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Na forma matricial, teremos:

=[] [0 0] [0

3.4 Subconjuntos de Frisos

Apébs explicarmos cada um dos geradores de frisos, vamos montar os possiveis

subgrupos existentes, deixando claro que:
1. a translacdo se encontra em todos os subgrupos por ser necessaria devido a definicao
de um friso.

2. Qualquer conjunto pode conter zero, um ou dois dos trés geradores R, Ry, R, Ry .
Se a lista contiver dois, automaticamente contera o terceiro, e queremos evitar um

“pleonasmo matematico” nessa listagem.
Seguindo as observacoes acima, encontramos a seguinte listagem:

1. Ty

2. Ty, Ry

3. T, Ry

4. Ty, S,

5. T, Rp Ry

6. 11, Sy, FpIy

7. T, %, Ry

8. 11,8y, Ny

9. T, Sy, Ry

10. Tp, Sg, Ry, Ry

Portanto, conseguimos localizar esses 10 conjuntos que se enquadram nas defini¢oes

de frisos que fomos construindo ao longo do trabalho. Agora vamos, um por um, montar
cada friso de acordo com cada subconjunto listado. Dessa forma iremos demonstrar como

construir um friso com diferentes conjuntos de geradores e por consequéncia, ensinar a

identificd-los em uma imagem pré-estabelecida.

Tomaremos por Parte Original a imagem a seguir:
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Figura 23

3.4.1 Translagdo (717)

Como mostrado anteriormente, a Translacao é a transformacao mais importante,
pois ela se encontra em todos os Frisos. Pela sua defini¢ao, a figura de um Friso que possui

somente a translagao como gerador seria:

Figura 24

3.4.2 Translacdo, Reflexdo Vertical (77, Ry)

Esse gerador pode ser criado imaginando um espelho vertical ao lado da nossa
parte original como ensinado no subcapitulo 3.2.1, criando a Reflexao Vertical e assim

transladar a figura total criada infinitas vezes, como demonstrado a seguir:

Figura 25

3.4.3 Translacdo, Reflexdo Horizontal (77, R})

Agora esse gerador pode ser criado imaginando um espelho na horizontal da nossa
parte original como descrito no subcapitulo 3.2.2, criando a Reflexao Horizontal e assim

transladar a figura total criada infinitas vezes, como mostrado a seguir:
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Figura 26

3.4.4 Transla¢do, Reflexdo Deslizante (77, 5,)

Para a criacao desse Friso, é preciso saber a definicio da Reflexao Deslizante
como sendo a composicao entre a Reflexao Horizontal e a Translagdo em meio periodo
(T'j2 0 Ry). Assim para criar esse Friso, teremos essas duas etapas que foram apresentadas
no subcapitulo 3.2.3. Para relembrar como ¢é feita uma Reflexdo Deslizante, iremos mostra-
la novamente com a nossa Parte Original pré-definida. O contorno ao redor da Parte

Original apresentado serve apenas para deixar em evidéncia o periodo L definido.

Figura 27

Periodo L Reflexdo Horizontal Reflex&@o Deslizante

Ty

b.o:}
T

Agora para representar 77, S, em um friso, devemos lembrar que ele é periédico
de distancia L. Note que o periodo que definimos é da mesma largura que nossa Parte
Original. Assim a parte do “rabo” do nosso cachorrinho fica de fora do nosso periodo
estabelecido. O que acontece é que esse “rabo” volta para dentro da parte periddica como

mostrado na figura abaixo:
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Figura 28

gl

A @9!

S6 que quando colocamos tal figura em um Friso, ou seja, incluindo infinitas
translagoes, essas metades se completam, e a figura nao fica cortada ou estranha quando

olhamos para a infinitude do Friso.

Figura 29

3.4.5 Translacdo, Rotacio (77, R, Ry)

O gerador Rotacao foi definido e ensinado anteriormente no subcapitulo 3.3 como
sendo a composicao da Reflexdo Horizontal com a Reflexdo Vertical (R, o Ry ). Portanto

segue a demonstracao de um Friso que possui os geradores da Translacao e Rotacao:

Figura 30
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3.4.6 Translacdo, Reflexdo Deslizante, Rotacdo (17, S,, %o ty)

A partir de agora, nés temos pelo menos 3 geradores de Frisos, o que nos faz tomar
cuidados que anteriormente nao tinham sido explorados. Deixaremos para fazer o gerador
da Translagao sempre como finalizador das etapas enunciadas, por conta da definicao de

Friso ser uma figura periédica e infinita.

Portanto para esse Friso especifico teremos que realizar a Reflexao Deslizante que ja
conhecemos o processo, e a partir da figura gerada pela Reflexdo Deslizante iremos realizar
a Rotacdo. A ordem em que realizamos as transformagoes nao ira alterar o resultado final,

como demonstrado a seguir:

Figura 31

Periodo L Reflex&o Deslizante Rotag&o em ambas as figuras.

Figura 32

Periodo L Rotagéo Reflexdo Deslizante em ambas as figuras
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Modelo de Friso com os geradores 17, Sy, R Ry

Figura 33

3.4.7 Translacdo, Reflexdo Horizontal, Reflexdo Vertical (77, Ry, Ry)

Novamente e com os proximos subconjuntos, iremos deixar o gerador da Translagao

para finalizar e demonstrar que a ordem dos geradores nao ira alterar o resultado final.

Figura 34

Periodo L Reflex&o Horizontal Reflex&o Vertical em ambas as figuras

Figura 35

Periodo L Reflex@o Vertical Reflexao Honzontal em ambas as figuras
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Modelo de Friso com todos os geradores Ty, i, Ry

Figura 36

3.4.8 Translacdo, Reflexdo Deslizante, Reflexdo Horizontal (77, .S, R;)

Nas figuras abaixo que demonstram a formacao da Parte Transladada podemos
reparar um pequeno detalhe inicial: iniciamos definindo qual seria o Periodo L, porém
ao final das transformacgoes o Periodo correto é apenas a metade daquele pré-definido

anteriormente. Essa estranheza é explicada algebricamente mais a frente.

Figura 37

Periodo L Reflexdo Deslizante Reflex&o Horizontal em ambas as figuras

Figura 38

Periodo L Reflex&do Horizontal Reflexé@o Deslizante em ambas as figuras

Podemos ter uma melhor visualizagao da problemética dessa Parte Translada

quando reduzimos o tamanho do Periodo L, como demonstrado a seguir:
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Figura 39

Periodo L Reflex@o Deslizante Reflex&o Horizontal em ambas as figuras

L)

O

4

v
2 G
U N
Figura 40
Periodo L Reflex@o Horizontal Reflexdo Deslizante em ambas as figuras
% (/%0
" -

Observe como ficaria os dois modelos em forma de Friso (de periodo maior e menor),

ou seja, com todos os geradores 17, .S, Iy, aplicados.

Figura 41
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Figura 42

Nas Figuras 41 e 42, foram feitas a partir dos mesmo geradores. Porém os Frisos
nao conseguem manter a Parte Original completa como foi definida anteriormente, como
na Figura 42 ou até mesmo a Parte Transladada nao deixa claro os geradores utilizados
como na Figura 41, parecendo ter sido feito somente uma Reflexdo Horizontal. Portanto,
h& um problema na composicao desses geradores unidos. Veremos o desenvolvimento da

justificativa posteriormente.

3.4.9 Translacdo, Reflexdo Deslizante, Reflexdo Vertical (17, .S, Ry)

Continuando com a construgao dos subconjuntos de Frisos, temos a Parte Translada

composta pela Reflexdao Deslizante e a Reflexao Vertical:

Figura 43

Periodo L Reflexdo Vertical Reflex@o Deslizante em ambas as figuras

Figura 44

Periodo L Reflexdo Deslizante Reflexd@o Vertical em ambas as figuras
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Entao o Friso composto pelos geradores 17, S,, Ry, mesmo que uma figura fique

de “fora” do Periodo L é:

Figura 45

Se observarmos o Friso criado acima, podemos notar uma semelhanca no Friso

criado no subconjunto 3.4.6. Veremos a justificativa desse acontecimento posteriormente.

3.4.10 Translacdo, Reflexdo Deslizante, Reflexao Horizontal, Reflexdo Vertical
(TL7 Sga §Rh7 §RV)

Para evitarmos a repeticao do trabalho, podemos observar que os geradores uti-
lizados nessa subsecao é igual aos geradores da subsecao 3.4.8 acrescido do gerador Ry .

Portanto a Parte Transladada sera a seguinte:

Figura 46

Reflex@o Vertical em todas as figuras

f

R
;Q. | )
N~

E se observarmos o Friso formado por essa Parte Transladada que construimos

com os geradores Sy, Ny, RNy, podemos notar que hé algo de estranho em como esse Friso
foi criado, muito diferente dos demais em que ha uma simetria padrao. Também ha uma
parte incomum dos demais Frisos que quando realizamos uma transformagao em 1 figura,
o resultado gera 2 figuras. Quando ha uma transformacao em 2 figuras, o resultado nos
gera 4 figuras, pois as transformagoes sao feitas em todas as figuras presentes. Logo é

de se deduzir que se estamos fazendo uma transformagoes em 4 figuras, o resultado nos
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daria 8 figuras. O que de fato acontece! Porém, parece para nds apenas 6 figuras, pois 2
delas estao sobrepostas a outras duas o que nos faz ter a sensacao de ter apenas 6 figuras.
No préximo subcapitulo iremos explicar ha razao por tras dessa estranheza. O Periodo L

também fica totalmente fora da defini¢do exigida para um Friso.

Figura 47

3.5 O Teorema da Classificacao

Depois de tudo que estudamos, podemos enunciar o teorema mais importante sobre

o Grupo de Frisos que é o Teorema da Classificacao:

Teorema 3.5.1. Classificagio de Grupos de Frisos

O grupo de simetria de qualquer Friso é um entre os seguintes sete grupos:

1. Ty
2. Ty, Ry

3. Tp, Ry

4. Ty,S,

5. Tp, RuRy

6. Ty, S, RuRy
7. T, Ry, Ry

Cada um destes grupos é descrito por seu conjunto de geradores e estao apresentados

na mesma ordem dos Frisos nas figuras abaixo.
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Figura 52

Demonstracao: sendo L o periodo do friso, todos os grupos contém maultiplas
translagoes por ser infinito, logo a lista precisa conter T7,. Ja enunciados e explicados
anteriormente, as Unicas possibilidades para os outros geradores do grupo de simetria
serdo as transformagoes lineares denotadas por Ry, Ry, RNy e S;. Lembrando que se um

grupo de simetria conter dois entre R, Ry, Ry Ry, entdo conterd os trés.

A lista de todas as possiveis combinagoes de geradores consiste, portanto, nos sete

dado no enunciado do teorema, assim como de:
8. Tp, S, RNn
9. Ty, Sy, Ry
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10. T1, S, Ry, Ry

Representado respectivamente pelas figuras:

Figura 55

Se observamos pelas figuras 48 a 54, pode ser notado que estes cumprem com a

definicao de friso pré-estabelecida.

Ja na figura 55, podemos observar que seu periodo se tornou L/2. A figura 55

corresponde ao caso 8, que contém os geradores Sy = T, /5 o fy, e Ny, fazendo com que:

(Tp20Rp) o Ry, =Trp0 (R) =Trpo
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onde R? = Identidade.

Isso contradiz o fato de que o friso é periddico com periodo L, e portanto o caso 8

deve ser descartado.

Para o caso 9 basta observarmos que as figuras 53 e 56 sao idénticas, o que faz com

que o caso 9 seja redundante.

Para finalizar, o caso 10 contém os mesmo geradores S, e Ry, o que o fard ser
eliminado pela mesma razao do caso 8. Podemos reafirmar o motivo pela figura 57 que é

totalmente fora da simetria que estimamos para uma figura ser considerada um Friso.

Portanto, o grupo de simetrias de qualquer friso deve estar entre os 7 casos listados,

sem redundancias e dentro das defini¢oes impostas.

A partir dos resultados obtidos, criamos um organograma para facilitar a descoberta

da classificagdo de um friso, segue abaixo:

Figura 58

(Possui Translagoes Im‘initas?) * (Possui Reflexdo Deslizante?) * ( Possui Rotacdo? )

( N&o & um FRISO. ) ( Possui Rotagdo? ) (T,_ , Sg) CI'L . S¢, RhRD

( Possui Reflexdo Vertical? ) (T,_ , R,.,Rv)

v N

(Possui Reflexdo Horizontal?) (Possui Reflexdo Horizontal?)

®
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4 Recursos Tecnologicos e Atividades Aplica-

veis em Sala de Aula

4.1 Recurso Tecnoldgico

Temos a consciéncia de que as tecnologias se encontram presentes em quase todas
as areas sociais e proficionais da vida. Sabendo disso, e deixando claro que essa parte ficara
inicialmente somente no ambito das ideias, irei trazer um possivel recurso tecnolégico
voltado tinicamente para a criacdo de frisos que poderia ser usado tanto em sala de aula

para aprendizagem quanto para algumas areas proficionais.
Tendo como base este site:
https://www.atractor.pt /simetria/matematica/materiais/frisos.htm

Poderiamos complementar esse trabalho que o autor desse site fez da seguinte

maneira:

1. criagdo de um aplicativo que possa ser logado com a conta pessoal de cada usuario,

onde os trabalhos feitos ficariam salvos na conta deste usuario;

2. o usudrio iria baixar no aplicativo a sua prépria versao de “Parte Original” que
definimos anteriormente e a partir dela, escolheria 1 dentre as sete classificagoes dos

frisos;

3. o aplicativo por si so, a partir da escolha da classificacdo mostraria como o friso
surgiria (passo a passo) e criaria o friso onde o usudrio poderia baixar a figura gerada

por ele e usa-lo da maneira que preferir.

Esse recurso traria para uma aula diferentes experiéncias que ajudaria o aluno e
o professor(a) a sair do cotidiano da utilizagao de quadro e caderno. Além disso, com
um celular e esse aplicativo, o aluno poderia de forma pratica, reconhecer as diferentes

classificacoes dos frisos, para assim utilizar esse conceito matematico no seu dia a dia.

4.2 Atividades Aplicaveis em Sala de Aula e/ou Escola

O presente trabalho, ainda em sua fase inicial do desenvolvimento foi apresentado
para uma turma de 72 ano do turno vespertino em uma escola Estadual na Serra. O
objetivo era para saber se o trabalho estava escrito e pudesse ser apresentado de forma

que alunos do Ensino Fundamental 2 tivessem completa compreensao.
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Inicialmente, foi apresentado as transformagdes geométricas que sao utilizadas nos
Frisos, como a Translagao, Reflexoes e a Rotacao que se encaixa perfeitamente com as
habilidades exigidas no curriculo do 7¢ ano. A partir desse ponto, foi apresentado o que era
a Parte Original, a Parte Translada, os 10 subconjuntos de Frisos e o porqué de somente
7 subconjuntos serem classificados dentro da definicao de Friso, tal como a ordem do

trabalho foi escrito, foi na mesma ordem apresentado.

Seguem fotos da apresentacao, que ocorreu em 2 aulas seguidas de 50 min cada.
Algumas das interacoes com os alunos era no intuito de apresentar um Friso e os mesmos
conseguirem identificar onde se encontrava exatamente a Parte Transladada, para a partir
dela, encontrar quais eram seus geradores. O mais interessante foi notar a participagao e
animacao de todos, inclusive de alunos publico alvo da Educacgao Especial. Ou seja, é um
tema que pode ser abordado para todos e que nao precisa de tantas adaptagoes, pois pode

ser tratado de maneira manipulavel e visual.

Figura 59
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Figura 60

OBS.: A ordem das fotos pode ndo se encontrar em ordem cronoldgica.

Apébs a explicacdo do conteudo, interacdo com os alunos, exemplificacoes e de
tirar todas as davidas foi realizado um trabalho com eles, onde eu dividi 5 grupos com 7
alunos em cada um. Entreguei 7 folhas de papel quadriculado (para facilitar) para cada
grupo e a proposta era que todo o grupo decidisse qual seria a Parte Original e cada
integrante escolhesse uma classificagdo de Friso para criar a partir do desenho escolhi como
Parte Original. O trabalho foi realizado em duas aulas seguidas de 50 minutos e rendeu

bons resultados. Com certeza nem todos os trabalhos estao 100% pois quis deixa-los
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independentes na criacado para entender até que nivel entenderam e os pontos que sentiram

maior dificuldade.

Seguem alguns trabalhos realizados:

OBS.: alguns sobrenomes foram riscados por mim para proteger as identidades dos

estudantes menores de idade.
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Figura 63




o1

5 Conclusao

Podemos concluir que o trabalho realizado pode ser utilizado e ensinado em sala
de aula de forma tedrica e prética, tendo em vista a interdisciplinaridade, principalmente
com as matérias de Arte e Histéria e atividades extra curriculares como é exigido conter

no nosso curriculo escolar.

Também pode ser utilizado para as atividades de ERER, ou em atividade por
exemplo no Dia do Indigena que ocorre no dia 19 de abril. Pois muitas pinturas corporais

e artesanatos realizadas por indigenas sao figuras de Frisos. Segue alguns exemplos:

Figura 64

a O Kual eixe Kuahi granoe,

XXX XX

Mak Gho Kuahi (peixe kuahi grande)

7
7ZAN
Mak Gho Kuahi Sepahe (peixe kuahi grande, separado,

DADADIDLIDS

Mak Théf (peixe pacuzinho)

Mak Zo Puasé (espinha de peixe)

0 e

Fonte: Google

E assim o Grupo de Frisos, muito mais do que um contetido Matematico, ele é
um tema historico, rico em varias culturas e épocas, e que vale a pena ser estudado e

desenvolvido nas nossas escolas.
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