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Resumo

Esta dissertagao apresenta uma sequéncia didatica para o ensino de escala, razao, proporcao,
semelhanca, relagcoes métricas no triangulo retangulo, trigonometria e areas, utilizando a
construgao de maquetes do ambiente escolar como recurso pedagogico central. A proposta
integra rigor matematico — por meio de defini¢oes, axiomas, demonstragoes, critérios de
semelhanca e da formula de Herao — as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e aos descritores do Programa de Avaliacdo da Educagao Bésica do Espirito Santo
(PAEBES), especialmente aqueles relacionados a Geometria e as grandezas e medidas.
A sequéncia didatica é organizada em vinte aulas progressivas, alinhadas a habilidade
EM13MAT301 e aos descritores D049 M, D051 M, D057 M, D058 M, D119 M e
D129 M. Os resultados indicam que a elaboragao de maquetes favorece a aprendizagem
ativa, a compreensao conceitual e o desenvolvimento do raciocinio geométrico, além de
contribuir para o desempenho dos estudantes em avalia¢oes externas. Conclui-se que a
abordagem proposta promove um ensino contextualizado, interdisciplinar e significativo

da Geometria.

Palavras-chave: Geometria; Escala; Proporcao; Semelhanca; Maquetes; BNCC; PAE-
BES.



Abstract

This dissertation presents a didactic sequence for teaching scale, ratio, proportion, similarity,
metric relations in right triangles, trigonometry, and areas, using the construction of
school environment models as the central pedagogical resource. The proposal integrates
mathematical rigor — through definitions, axioms, demonstrations, similarity criteria,
and Heron’s formula — with the guidelines of the Brazilian National Common Curricular
Base (BNCC) and the descriptors of the Espirito Santo Basic Education Assessment
Program (PAEBES), especially those related to Geometry and measurement concepts. The
didactic sequence is organized into twenty progressive lessons aligned with the competency
EM13MAT301 and the descriptors D049 M, D051 M, D057 M, D058 M, D119 M, and
D129 M. The results indicate that the construction of models promotes active learning,
conceptual understanding, and the development of geometric reasoning, in addition to
contributing to students’ performance in large-scale assessments. It is concluded that the
proposed approach promotes a contextualized, interdisciplinary, and meaningful teaching

of Geometry.

Keywords: Geometry; Scale; Proportion; Similarity; Models; BNCC; PAEBES.
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1 Introducao

A avaliacao educacional é ferramenta fundamental para o diagnéstico e a proposicao
de melhorias no processo de ensino-aprendizagem. No ambito da educacao basica, o
PAEBES — Programa de Avaliacgdo da Educagdo Basica do Espirito Santo — se destaca
como um importante instrumento de acompanhamento e diagnostico do rendimento dos
estudantes da rede estadual, promovendo a analise do desempenho em disciplinas-chave

como a Matemética.

A disciplina de Matematica, por sua vez, se desdobra em habilidades essenciais para
a formacao integral dos alunos, sendo que seus conteuidos e competéncias sao especificados
por um conjunto de descritores padronizados. Esses descritores detalham o que os alunos
devem saber em cada nivel, servindo como um guia para o curriculo e para avaliagoes
especificas. A compreensao da relacao entre esses descritores e os resultados obtidos no
PAEBES permite uma analise aprofundada das lacunas de aprendizagem em cada area do

conhecimento matematico.

No Capitulo 2, faremos uma breve anélise dos resultados do PAEBES dos anos de
2022, 2023 e 2024, observando os descritores relacionados ao contetido que iremos utilizar

no desenvolvimento da construcao da maquete da Escola.

Para tentar sanar algumas das lacunas de aprendizagem, verificadas nas avaliagoes
do PAEBES, propomos desenvolver o estudo de escala, propor¢ao, semelhanca e area para
aplicar no desenvolvimento da construcao de maquetes. Assim, os alunos podem aprender
de maneira mais atrativa, colocando em pratica situacoes e procedimentos que os motivem
no engajamento da aprendizagem, relacionando teoria e pratica no decorrer do processo
produtivo da construgdo da maquete, aprimorando as habilidades e competéncias dos

descritores relacionados ao contetido proposto.

No Capitulo 3, apresentamos a construcao de maquetes como uma estratégia para
o ensino da Matemadtica, destacando sua fundamentacao pedagbgica, um exemplo de
atividade pratica e a relagao entre os conteidos mobilizados nessa proposta, os descritores
do PAEBES e as competéncias previstas pela BNCC. Nesse contexto, evidencia-se como
a construcao de maquetes favorece a aprendizagem significativa e contextualizada, pro-
movendo a articulagao entre teoria e pratica e contribuindo para o desenvolvimento das
habilidades mateméticas avaliadas pelo PAEBES.

No Capitulo 4, iremos fazer uma fundamentagao tedrica dos conteiidos que iremos
utilizar no desenvolvimento da construcao da maquete da Escola. No desenvolvimento
do trabalho, adotaremos para o conceito de maquete a ideia de uma representacao

tridimensional em escala reduzida de uma edificagdo, no caso a edificagao da EEEFM
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Major Alfredo Pedro Rabaiolli.

No Capitulo 5 iremos organizar o conteido numa sequéncia didatica que vise
melhorar as competéncias e habilidades, promovendo a compreensao dos discentes ao

aplicarem conceitos geométricos.

A BNCC prevé que: “No Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias,
os estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar
novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais complexos, que
exijam maior reflexdo e abstragao. Também devem construir uma visao mais integrada
da Matematica, da Matematica com outras areas do conhecimento e da aplicacao da
Matemaética a realidade.” (Brasil, 2018)

Além da elaboracgao do produto educacional, a proposta foi desenvolvida na dis-
ciplina Eletiva, com alunos do Ensino Médio, possibilitando a vivéncia das atividades
descritas e a construcdo da maquete da escola. Dessa forma, a dissertacao nao se limita
a apresentacao de uma sequéncia didatica, mas contempla também a experiéncia de sua

implementagao em contexto real de ensino.
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2 O PAEBES, seus descritores e os padroes

de desempenho

Neste capitulo sao apresentados os principais aspectos do Programa de Avaliacao
da Educagao Bésica do Espirito Santo (PAEBES), com énfase nos descritores de avaliagao,
na Teoria de Resposta ao Item (TRI) e nos padroes de desempenho utilizados para
interpretar os resultados dos estudantes. Também ¢é realizada uma andlise comparativa das
proficiéncias médias em Matematica da rede estadual e da escola investigada no periodo
de 2022 a 2024, buscando evidenciar o contexto educacional em que se insere a proposta

desenvolvida nesta dissertacao.

A avaliacao educacional tem se consolidado como um instrumento estratégico para o
monitoramento e a melhoria da qualidade do ensino no Brasil. Nesse cenario, o Programa
de Avaliacdo da Educagao Basica do Espirito Santo (PAEBES) emerge como
uma politica publica de grande relevancia, ao permitir o acompanhamento sistemético da
aprendizagem dos estudantes da rede estadual. O programa busca produzir informacoes
que auxiliem escolas, professores e gestores na tomada de decisao, fortalecendo as praticas

pedagogicas e subsidiando a formulacao de politicas educacionais.

No ambito desse programa, destacam-se dois elementos fundamentais: os descri-
tores de avaliagao ¢ a classificacao dos estudantes em padroes de desempenho.
Os descritores representam habilidades especificas que articulam conteidos e operagoes
cognitivas, funcionando como referéncia para a elaboracao das provas. Ja os padroes de
desempenho permitem interpretar os resultados obtidos pelos alunos a partir da aplicacao
da Teoria de Resposta ao Item (TRI), método estatistico que garante maior precisao

e equidade na mensuracao das aprendizagens.

Os descritores exercem papel central no PAEBES, uma vez que organizam a
avaliagdo em torno de competéncias especificas. No caso da Matematica, eles distribuem-se
em cinco grandes eixos:

o Numeros e Operacgoes;
o Algebra e Fungoes;
o Geometria;

o Grandezas e Medidas;

Probabilidade e Estatisitica.
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Essa estrutura possibilita avaliar de forma abrangente, contemplando desde o
dominio de calculos basicos até a interpretacao de graficos e a resolucao de problemas
complexos. Assim, os descritores nao apenas sistematizam o curriculo, mas também
permitem uma analise detalhada do nivel de aprendizagem dos estudantes em cada area

de conhecimento. (Espirito Santo, 2024).

Para mensurar o desempenho dos estudantes, o PAEBES adota a Teoria de Resposta
ao Item (TRI). Essa metodologia considera ndo apenas a quantidade de acertos, mas

também a dificuldade dos itens e o padrao de respostas fornecido por cada aluno.

A TRI supera as limitagdes de modelos tradicionais de correcdo, que apenas
contabilizam acertos, ao estimar a proficiéncia dos estudantes de maneira mais justa
e precisa. Desse modo, dois estudantes com o mesmo numero de acertos podem ter
classifica¢oes diferentes, caso tenham respondido corretamente a questoes de graus distintos
de complexidade (ANDRADE; VALLE, 2000).

Com base nos resultados da TRI, os estudantes sdo posicionados em uma escala de
proficiéncia, interpretada por meio dos padroes de desempenho. Esses padroes indicam
em qual nivel de desenvolvimento cognitivo o aluno se encontra, permitindo a elaboracao

de diagnésticos pedagogicos e acoes de intervencao.

Tabela 1 — Padroes de Desempenho em Matematica

Etapa Escolar  Abaixo do Basico  Basico  Proficiente Avangado

52 ano do EF até 175 176 a 225 226 a 275 > 276
9° ano do EF até 225 226 a 300 301 a 350 > 351
3% série do EM até 275 276 a 325 326 a 375 > 376

Fonte: PAEBES-2024.

No PAEBES, os padroes de desempenho sdao geralmente organizados em quatro

niveis:

1. Abaixo do Basico — O estudante demonstra dificuldades significativas para desen-
volver as habilidades esperadas para o ano escolar avaliado. Indica a necessidade de

intervencoes pedagogicas urgentes.

2. Basico — O aluno apresenta um desempenho minimo esperado, demonstrando parcial
dominio das habilidades. Ainda ha pontos a melhorar, mas é um indicativo de que o

estudante estda no caminho do aprendizado adequado.

3. Proficiente — O estudante alcangou os objetivos de aprendizagem esperados para o

ano de escolaridade. Demonstra bom dominio dos contetidos e habilidades avaliados.
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4. Avancado — O aluno apresenta desempenho acima do esperado, com alto grau
de dominio das competéncias avaliadas. Costuma resolver questoes com maior

complexidade e profundidade .

Essa classificacao vai além de uma simples hierarquizacao dos resultados. Os
padroes funcionam como instrumento pedagodgico que orienta o trabalho do docente e da
gestao escolar, permitindo identificar fragilidades e planejar estratégias de ensino mais
eficazes (INEP, 2024).

O PAEBES representa um marco na avaliacao educacional do Espirito Santo, ao
articular descritores, TRI e padrdes de desempenho em um mesmo processo. Os descritores
asseguram a coeréncia entre curriculo e avaliacao, a TRI confere precisao estatistica aos
resultados e os padroes de desempenho traduzem os dados em informagoes pedagogicas

significativas.

Dessa forma, o PAEBES transcende a simples classificacao dos estudantes, configurando-
se como um instrumento estratégico para a melhoria da qualidade da educacao. Ao fornecer
diagnoésticos consistentes, o programa orienta praticas pedagbgicas e politicas publicas

voltadas para a promoc¢ao de uma aprendizagem mais equitativa e eficaz.

2.1 Comparativo de Proficiéncias (2022-2024)

A andlise da proficiéncia média em Matematica no PAEBES ao longo dos anos
de 2022, 2023 e 2024 possibilita compreender a evolugao do desempenho dos estudantes,
tanto no ambito da rede estadual quanto em uma escola especifica. A Tabela 2 apresenta
os resultados comparativos entre a rede estadual e a escola, diferenciando os desempenhos

dos estudantes do Ensino Médio integral e do ensino médio regular.

Tabela 2 — Proficiéncia Média da Escola e da Rede Estadual em Matemética
(2022-2024)

2024 2023 2022

Categoria
Integral Médio Integral Médio Integral Médio

Rede Estadual 291 281 280 275 278 275
Escola 267 251 276 263 267 246

Fonte: Dados do PAEBES (2022-2024).

Os resultados evidenciam uma trajetéria de crescimento na rede estadual, sobretudo
no ensino médio integral, que passou de 278 pontos em 2022 para 291 em 2024. No ensino
médio regular, a evolucao foi de 275 para 281 pontos no mesmo periodo, indicando avangos

consistentes.
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Na escola analisada, os desempenhos também apresentaram crescimento, ainda
que com oscilagoes. No ensino médio integral, a proficiéncia variou de 267 pontos em
2022 para 276 em 2023, recuando para 267 em 2024, o que sugere necessidade de maior
investigacao sobre fatores que impactaram essa estagnacao. Ja no ensino médio regular, a
evolugao foi mais consistente, saindo de 246 pontos em 2022 para 263 em 2023 e recuando
para 251 em 2024.

De modo geral, a rede estadual mantém desempenho superior e ao da escola em
todos os anos analisados, evidenciando a necessidade de estratégias pedagogicas especificas
para aproximar os resultados escolares da média da rede. Ainda assim, observa-se que
a escola acompanhou parcialmente a tendéncia de crescimento geral, com ganhos mais

claros no ensino médio regular.
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3 A Construcao de Maquetes como Estratégia

de Ensino da Matematica

Neste capitulo discute-se a construcao de maquetes como uma estratégia para o
ensino da Matematica no Ensino Médio. Inicialmente, sdo apresentados os fundamentos
pedagdgicos da proposta, com base nas orientagoes da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), destacando as potencialidades da atividade para promover uma aprendizagem
ativa, significativa e contextualizada. Em seguida, é descrito um exemplo de atividade
pratica envolvendo a construcao de uma maquete da escola, evidenciando os contetidos
matematicos e as habilidades mobilizadas. Por fim, sdo analisados os descritores do
Programa de Avaliagdo da Educagao Bésica do Espirito Santo (PAEBES) relacionados &
proposta, buscando explicitar a articulagao entre a pratica pedagogica desenvolvida e as

competéncias avaliadas pelo sistema estadual.

3.1 Fundamentacao Pedagdgica da Atividade

No cenério educacional atual, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
propoe a adocao de metodologias que favorecam a aprendizagem significativa, ativa
e contextualizada. Entre os principios norteadores, destaca-se a interdisciplinaridade,
entendida como a integracao de saberes em torno de situagoes concretas. Conforme o
documento, “a Matemdtica deve contribuir para a formagdo de cidaddos criticos, capazes
de utilizar os conhecimentos matemdticos em diferentes contextos, de modo a interpretar e

intervir na realidade” (Brasil, 2018).

Nesse sentido, a construcdo de maquetes emerge como uma pratica pedagbgica
que articula teoria e pratica, favorecendo a mobilizacdo de conceitos matematicos e a
aproximacao entre o conteido escolar e o cotidiano dos estudantes. A atividade, além
de exercitar habilidades cognitivas, promove a criatividade, a autonomia e o trabalho

colaborativo, alinhando-se as competéncias gerais previstas pela BNCC.

A elaboracao de maquetes envolve a aplicagdo de multiplos contetidos matemaéticos.
Entre eles, destaca-se a Geometria Plana, uma vez que o estudante realiza medigoes,
interpreta formas, calcula dreas e estabelece relagoes entre figuras geométricas presentes
na representacao dos espacos. Outro conceito central é a proporcionalidade, sobretudo
na construcao de escalas, fundamental para a representacao fiel de espagos reais em
miniaturas. HEsse aspecto conecta-se a Competéncia Especifica de Matematica 2, que
orienta o estudante a “utilizar conceitos, procedimentos e estratégias matematicas para

interpretar, representar e intervir na realidade, estabelecendo relagoes entre diferentes
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areas do conhecimento” (Brasil, 2018).

Além disso, o trabalho com maquetes exige a mobilizacao de grandezas e medidas,
estimulando a precisao no célculo de comprimentos e areas, possibilitando a compreensao
da Matemdtica como ciéncia aplicada a resolugdo de problemas concretos. A BNCC
enfatiza que os estudantes devem participar ativamente do processo de construgao do
conhecimento, explorando problemas reais e situagoes significativas. Essa diretriz aparece
na Competéncia Especifica de Matematica 3, que destaca a importancia de “com-
preender e utilizar a Matemdtica em situacoes do cotidiano, ampliando a capacidade de

raciocinio logico, critico e criativo” (Brasil, 2018).

A construcao de maquetes se enquadra nesse principio ao permitir que os alunos
sejam protagonistas da aprendizagem. A atividade demanda planejamento, organizacao,
tomada de decisoes e resolugao de problemas, promovendo a autonomia intelectual e o

engajamento.

Do ponto de vista da contextualizacao, a pratica dialoga com saberes de outras
areas. A construcdo de uma maquete da cidade, por exemplo, envolve conhecimentos de
Geografia (organizagao espacial), Histéria (ocupagao do territério) e Artes (estética e
design), refor¢ando o principio da interdisciplinaridade: “o conhecimento matemdtico deve
ser articulado a outras dreas, de modo a contribuir para a compreensdo e a intervenc¢ao no

mundo” (Brasil, 2018).

3.2 Exemplo de Atividade Pratica

A seguir, apresenta-se um exemplo de atividade pratica envolvendo a construgao de
maquete, que pode ser desenvolvida no Ensino Médio em consonancia com as competéncias

e habilidades da BNCC.

A atividade proposta consiste na construcao de uma maquete da escola, contem-
plando ambientes internos (salas, quadra, biblioteca) e externos (patio, jardins, rampas de
acessibilidade). Os estudantes deverao realizar a medi¢ao dos espagos reais, definir uma
escala e representar proporcionalmente essas medidas na maquete. Além disso, poderao

analisar a inclinagao de rampas e discutir possiveis melhorias no espago escolar.

Essa pratica estd relacionada a diferentes habilidades da BNCC, como
EM13MAT201, que envolve a realizacdo de medigoes e calculos de grandezas em si-
tuacoes reais; EM13MAT314, que trata de problemas envolvendo grandezas determinadas
por razoes; EM13MAT308, que contempla a aplicagdo de semelhanca, relagbes métricas
e trigonometria na resolugao de problemas envolvendo tridngulos; e EM13MAT307 e
EM13MAT309, que abordam o calculo de areas e sua aplicagdo em situagoes reais, como a

estimativa de materiais.
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Os contetddos matematicos mobilizados incluem grandezas e medidas (compri-
mentos e areas), proporcionalidade e escala, e trigonometria aplicada (célculo de

inclinagao de rampas).

A construcao de maquetes configura-se, assim, como um recurso pedagogico inovador
e alinhado as diretrizes da BNCC. Ao mobilizar contetidos mateméaticos como geometria,
grandezas, medidas, escalas e proporcionalidade, essa atividade promove competéncias
especificas da Matematica, ao mesmo tempo em que reforca valores como colaboragao,

autonomia e responsabilidade cidada.

A atividade exemplificada — a construc¢ao da maquete da escola — evidencia
como a Matematica pode ser aplicada de forma ativa, contextualizada e interdisciplinar,
aproximando o conhecimento académico da realidade do estudante e fortalecendo a sua

formacao integral.

3.3 Descritores do PAEBES relacionados a Construcao de Maquete

A anélise dos resultados do PAEBES (Programa de Avaliagao da Educacao Bésica
do Espirito Santo) revela que diversos descritores de Matematica avaliados no 3° ano do
Ensino Médio estao diretamente relacionados aos contetidos e competéncias trabalhados

na atividade de construcao de maquetes.

Os descritores selecionados a seguir abordam temas como proporcionalidade,
relagcoes métricas, trigonometria, area, e grandezas, todos fundamentais para a

compreensao e execugao da atividade proposta.
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Tabela 3 — Descritores do PAEBES relacionados a construcao de maquetes e seus percen-
tuais de acerto (2022-2024).

Coédigo Descricao da Habilidade Unidade Te- 2022 2023 2024
matica

D119 Identificar triangulos semelhantes me- Geometria 20% - 35%
diante o reconhecimento de relagoes de
proporcionalidade.

D049 Utilizar relagoes métricas em um tri- Geometria 33% - 32%
angulo retangulo na resolucao de pro-
blemas.

D051 Resolver problema que envolva razoes Geometria 26% 24% 35%

trigonométricas no triangulo retangulo
(seno, cosseno, tangente).

D057 Utilizar o perimetro de uma figura bi- Grandezas e 34% - 36%
dimensional na resolucao de problema. Medidas

D058 Utilizar drea de figuras bidimensionais Grandezas e 53% 71% 39%

na resolucao de problema. Medidas

D129 Resolver problema envolvendo a drea Grandezas e 27% 25% 10%
total e/ou volume de um sélido. Medidas

D039 Utilizar proporcionalidade entre duas Algebra - 53%  41%

grandezas na resolucao de problema.

Fonte: Elaboragdo prépria (2025), com base nos relatérios do PAEBES 2022, 2023 e 2024.

A Tabela 3 evidencia a estreita relagao entre a pratica de construgdo de maquetes e
as habilidades avaliadas pelo PAEBES. Os descritores de Geometria (D119_M, D049_M e
D051 M) abordam diretamente conceitos de semelhanga, rela¢oes métricas e trigonometria
— fundamentais para a elabora¢ao de modelos proporcionais e o calculo de inclinagoes,
distancias e alturas. Ja os descritores de Grandezas e Medidas (D057_M, D058 M
e D129 M) consolidam o raciocinio sobre medidas, e dreas, aplicados de modo prético
na modelagem. Por fim, o descritor D039 M, pertencente & Algebra, reforca o uso da

proporcionalidade entre grandezas, essencial para o conceito de escala.

Esses resultados demonstram que as habilidades mobilizadas pela atividade de
maquete sdo coerentes com as dimensoes avaliadas pelo PAEBES e as competéncias da
BNCC. Assim, a construgao de maquetes consolida-se como uma estratégia didatica que
promove o raciocinio geométrico, a compreensao da proporcionalidade e a aplicacao de

medidas.

Ao articular teoria e pratica, a construgao de maquetes permite que o estudante
veja, mega, compare e calcule, integrando contetidos que, isolados, perderiam sentido.
Essa abordagem favorece a aprendizagem ativa e significativa, ao mesmo tempo em que
contribui para o desenvolvimento das competéncias e habilidades que fundamentam tanto
a BNCC quanto a matriz avaliativa do PAEBES.
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4 Conteldos especificos

Neste capitulo sao apresentados os principais contetidos mateméaticos que funda-
mentam a proposta desenvolvida nesta dissertacao. Inicialmente, sao discutidos conceitos
relacionados a proporcionalidade, as razoes e proporc¢oes, e ao Teorema Fundamental
da Proporcionalidade Direta, que desempenha papel estruturante na organizacao dos
resultados posteriores. Em seguida, sao abordados temas da Geometria Plana, como o
Teorema de Tales, a semelhanga de tridngulos, as relacoes métricas no tridngulo retangulo,
a trigonometria e as areas de figuras planas. Além da apresentagao dos conteudos, sao
desenvolvidas defini¢oes, proposicoes, teoremas e demonstracoes de resultados classicos
da Geometria, evidenciando as conexodes existentes entre os diferentes conceitos e sua

relevancia para a construcao da maquete da escola.

4.1 Escala

O estudo de escala constitui um dos contetidos relevantes da Matematica escolar,
especialmente no Ensino Fundamental e Médio, por permitir a compreensao e a representa-
¢ao proporcional de objetos, espacos e fendomenos do mundo real em diferentes dimensoes.
A escala pode ser entendida como a relagao de proporcionalidade entre as medidas
reais de um objeto e as medidas utilizadas em sua representagao grafica, como em plantas
baixas, mapas, maquetes ou desenhos técnicos (Secretaria de Estado da Educagao do
Espirito Santo, 2020).

Formalmente, a escala é expressa por meio de uma razao entre duas grandezas de

mesma unidade, isto é,
medida no desenho

Escala =
seala medida real

Essa relagao pode representar:
 Reducgoes, quando a medida do desenho é menor que a real;
o Ampliagoes, quando o desenho é maior que a medida real;

 Representagoes em tamanho natural, quando a razao ¢ igual a 1:1.

O trabalho com escalas contribui para o desenvolvimento do raciocinio proporci-
onal e possui aplicagoes praticas no cotidiano, como a leitura de mapas, interpretacao de
plantas arquitetonicas, planejamento urbano, construcao de maquetes e analise de imagens

em diferentes midias.
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Figura 1 — Representacao de ampliacao e reducao de
uma figura em malha quadriculada.

i

AB =05 CD =20 EF =40

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

No ambito interdisciplinar, destaca-se a contribuicao do estudo de escala para o
ensino da Geografia no 22 ano do Ensino Fundamental, especialmente no Campo
Temdtico/Categoria: Conhecimento, Tempo e Espago, dentro do Objeto de Conhecimento:
Cartografia, conforme o Curriculo do Espirito Santo (Secretaria de Estado da Educacao do
Espirito Santo, 2020).

4.2 Razao

A razao representa a comparacao entre duas grandezas da mesma espécie, indicando
quantas vezes uma esta contida na outra, ou podemos dizer que é o quociente entre dois
numeros. Por exemplo, se em uma sala ha 12 meninos e 8 meninas, a razao entre meninos
e meninas é:

12 12:4

Razao = g = 8—4

3
2

Desta forma dizemos que a razao é de 3:2 (leia 3 para 2), se tivermos outra sala com

15 meninos e 10 meninas, teremos a mesma razao, no entanto a quantidade de meninos
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entre as salas é diferente, sendo assim, a razao é uma medida relativa, e nao absoluta.

_ 15 15:5 3
Razdao = — = —— = =
10 10:5 2

Exemplo 4.2.1.Uma sala de aula tem um total de 77 alunos. A razao entre meninos e

meninas ¢ de 4:3. Quantos meninos ha na sala?

Solucao do Exemplo 4.2.1. Fazendo uma tabela com algumas possibilidades cuja

razao entre meninos e meninas seja de 4:3.

Tabela 4 — Distribui¢ao entre meninos e meninas com fator multi-
plicativo

Meninos Meninas Total Fator multiplicativo

4 3 7 1
8 6 14 2
12 9 21 3
16 12 28 4
4n 3n ™ n

Fonte: Elaboragao propria.

Com base na tabela, pode ser escrito que a quantidade de meninos vezes o fator
multiplicativo mais a quantidade de meninas vezes o mesmo fator multiplicativo sera igual

ao total de alunos da sala. Ter-se-a que:

dn+3n =77
=77
n—z
T
n=11

No dia a dia, usamos a razao muitas vezes sem perceber. No trajeto casa/escola,
nos deparamos com varias placas com limite de velocidade, como 60 Km/h, que é a razao
entre a distancia percorrida em um intervalo de tempo. Podemos citar outras como: a
relacdo entre a distancia e o volume de combustivel gasto( consumo Médio); a relagao
entre massa e o volume de um corpo (densidade); encontramos também em taxas e indices

financeiros, relagoes demogréficas ou estatisticos.

4.3 Proporcionalidade

Vimos no exemplo acima, que em uma turma com 20 alunos, sendo 12 meninos
e 8 meninas, tem a mesma razao 3:2, da turma com 25 alunos, sendo 15 meninos e 10

meninas. Quando acontece tal fato, dissemos que as duas razoes formam uma proporgao.
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Definicao 4.3.1. Duas razoes com termos nao nulos, a : b e ¢ : d, formam uma proporcao

. a c _ . .
quando as fragoes 7 e p sao equivalentes, ou seja:

Representamos essa proporcao como:

e lemos: “a esta para b assim como c esta para d”.

Chamamos a e d de extremos, b e ¢ de meios.

3 6
Exemplo A da Definicao 4.3.1. Se temos as razoes 5 e T observamos que formam

uma proporg¢ao, pois resulta no mesmo quociente.

S=2=15
2 4

Dados duas razoes a : b e ¢ : d com termos nao nulos e proporcionais, temos que:

a c
2= 7 = g-bd_g-bd = ad =bc

A resolucao de problemas envolvendo proporcionalidade pode ser realizada por
diferentes métodos, os quais variam conforme o contexto apresentado e os objetivos da

analise. De maneira geral, destacam-se trés métodos principais:

1. Regra de trés: método pratico baseado na multiplicacao em xis (a-d = b-c), utilizado
para verificar se duas razoes sao proporcionais e determinar o valor desconhecido de
uma delas.EE amplamente empregada em situagoes envolvendo grandezas diretamente

ou inversamente proporcionais.

2. Reducgao a unidade: consiste em calcular o valor correspondente a uma tunica
unidade de medida, e em seguida multiplicar ou dividir para encontrar o valor

desejado.

3. Fator de aumento ou de redugio: método em que se aplica um niimero (fator)
para ampliar ou reduzir proporcionalmente uma medida, preservando a forma original.
Esse procedimento é fundamental em atividades que envolvem escalas, desenhos

técnicos e construgao de maquetes.

Para ilustrar vamos resolver o mesmo problema usando os 3 métodos.

Exemplo B da Definicao 4.3.1. Suponha que a escala adotada para representar a
escola seja 1 : 50. Isso significa que cada unidade na maquete corresponde a 50 unidades

no tamanho real. Deseja-se representar na maquete uma parede cuja altura real é de 3,0 m.

Solugado do Exemplo B (Regra de trés).
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1 cm (na maquete) <— 50 cm (reais)

z +— 300 cm

ig—@jx—ﬁcm
1 50 B

Portanto, a altura da parede na maquete deve ser de 6 cm.
Solucado do Exemplo B (Reducao a unidade).

Primeiro, calcula-se quanto vale uma unidade real na maquete:
1
— = 0,02
50

Logo, 300 cm x 0,02 = 6 cm.

Solucado do Exemplo B (Fator de aumento ou redugao).

1
O fator de escala é f = 50 Assim, aplica-se:
1
Medida reduzida = f x Medida real = =0 x 300 = 6. cm

Em todos os métodos, obtém-se o mesmo resultado, confirmando que a altura representada
na maquete deve ser de 6 cm. Essa equivaléncia refor¢ca a importancia da compreensao
da proporcionalidade e da escala na elaboragao de modelos tridimensionais, conceitos
diretamente relacionados ao descritor D039 M do PAEBES e a habilidade EM13MAT314
da BNCC.

Definicao 4.3.2. A terceira proporcional entre a e b é o nimero = que verifica a

proporc¢ao, sendo a e b diferentes de zero.

b
b =«
Exemplo da Definigao 4.3.2. A terceira proporcional dos niimeros 3 e 6 é o valor z tal

ue — e —.
4 6 =z

3 6

X = 3-2=6-6 = IL‘:336:12

6 X

Definicao 4.3.3. A quarta proporcional entre a, b e ¢ é o nimero = que verifica a

proporcao, sendo a, b e ¢ diferentes de zero.
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Exemplo da Definigao 4.3.3. A quarta proporcional dos niimeros 3, 6 ¢ 9 é o valor z
9

tal que — e —.
4 6 =z

3 9

4
::><ii:3m:&9:xzzzw

6 T

Definicao 4.3.4. A média geométrica entre a e b é o niimero x que verifica a proporc¢ao,
sendo a e b nimeros reais positivos.
a

b

a T

X = z-v=ab=22=a-b=2x=Va-b

x b

a
Proposigao 4.3.1. Se (a,b, z,y) formam uma proporg¢ao, isto é, 5=
a+b x+y
e
b y
Em outras palavras, se duas fracoes sao equivalentes, as fragoes obtidas ao somar o

€ ~ ~
—, entao as razoes
)

também sao proporcionais.

numerador e o denominador de cada uma mantém a equivaléncia.

Essa propriedade é frequentemente denominada “adigao dos antecedentes e

consequentes” em uma proporgao.
Demonstracdao da Proposicao 4.3.1.

Temos a proporgao

Somando 1 a cada lado da igualdade, temos:

b b
P N N L s
b y b b y oy b Y
Portanto, (a + b,b, x + y,y) também é uma proporg¢ao. O
Exemplo da Proposicao 4.3.1.
6
Como 1= % temos:
3+4 7 6+8 14 7

4 4 8 8 4’
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logo, as novas razoes também sao equivalentes.

O Exemplo 4.2.1 ilustra diretamente a Proposicao 4.3.1. De fato, a partir da

proporcao
m 4
7w
onde m representa o nimero de meninos e f o nimero de meninas. Além disso, tem-se
m+ f="77.
Observa-se que
m+ f 77
A
Por outro lado, aplicando a adi¢cao dos antecedentes e consequentes a propor¢ao
m 4
7o
obtemos
m+f 443 7
;3 3
Logo,
T
7
o que implica
f =33

Consequentemente,
m="77— 33 = 44.
Portanto, ha 44 meninos na sala de aula.

Proposigao 4.3.2. De modo anélogo, se (a,b, x,y) formam uma proporgao,

a—b x-—
e
Y
Demonstracdao da Proposicao 4.3.2.

- ~ Yy , ~ . .
entao as razoes também sao proporcionais, desde que a > be z > y.

a T
Temos a proporcao 7= subtraindo 1 a cada lado da igualdade teremos:
Yy

¢ _,_%_q,0_b_z y_ a-b_z-y
b Y b b y oy b Y
Portanto, (a — b,b,x — y,y) também é uma proporgao. O

Exemplo da Proposicao 4.3.2.
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9
Como - = 5 temos:

4
6-4 2 1 9-6

- T == e — =

3
442 6 6 2

portanto, a propor¢ao também se mantém valida.

Proposigao 4.3.3. Se (a, b, z,y) formam uma proporcao, isto é,

by’
entao vale também que:
_r _ a+x
by bty

Essa propriedade afirma que, quando duas razoes sao equivalentes, a razao obtida
somando os antecedentes e os consequentes dessas razdes também mantém a proporci-
onalidade. Em termos praticos, isso significa que é possivel combinar duas proporgoes

equivalentes e ainda obter uma nova razao proporcional as anteriores.
Demonstracdao da Proposicao 4.3.3.

a x
Temos a propor¢ao 7= multiplicando by a cada lado da igualdade teremos:
Y

by b Y

Somando zy a ambos os membros da igualdade.
ay+zy=br+zy=yla+z)=zb+y) =

Dividindo agora por y(b + y)

y(a+x):x(b+y) :>(a—|—x):£
yb+y) yb+y) b+y) y b

OJ

2 4
Exemplo da Proposicao 4.3.3. Sabemos que 3<% Aplicando a propriedade, temos:

Logo, a proporcao permanece valida.

Essa propriedade ¢é 1til em diversos contextos de resolugao de problemas que
envolvem grandezas proporcionais, como calculos de escalas, semelhanca de triangulos
e relagoes métricas. No ensino de Matematica, sua aplicacdo pode ser explorada em
atividades praticas — por exemplo, na construgao de maquetes — para verificar a

coeréncia entre medidas reduzidas e medidas reais, fortalecendo a compreensao do descritor

D039__M do PAEBES e da habilidade EM13MAT314 da BNCC.
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Proposicao 4.3.4. Se (a, b, z,y) formam uma proporcao, isto é,

by’
entao também é verdadeira a proporgao
a? B 22
a-b -y

Essa propriedade demonstra que, ao elevar os antecedentes e consequentes ao
quadrado, mantém-se a relacao de proporcionalidade. Em outras palavras, se duas razoes
sao equivalentes, as razoes formadas pelos produtos dos seus termos e pelos seus quadrados

também permanecem proporcionais.
Demonstracdo da Proposicao 4.3.4.

a T
Temos a proporcao = Multiplicando 1 a cada lado da igualdade teremos:
Yy

r aa xx a® 22

1 Z
N x ba  yx ba  yx

Y

1= — =

Sl S
<R
Sal S
e
@]@
<R

2 4
Exemplo da Proposicao 4.3.4. Sabendo que 35§ temos:

22 4 216 2
2.3 6 ©C 4.6 24 3

Logo, a proporcao ¢ preservada.

Essa propriedade reforca a estabilidade da relagao proporcional mesmo quando
os termos sao manipulados de forma multiplicativa. Do ponto de vista didatico, ela
¢ especialmente 1til para o estudo de progressoes geométricas e para o entendimento
de escalas e semelhancas em atividades praticas, como a construgao de maquetes,
diretamente relacionada ao descritor D039 M do PAEBES e a habilidade EM13MAT314
da BNCC.

Segundo Lima (2011, p. 107), “a proporcionalidade é a nogdo mateméatica mais

difundida na cultura de todos os povos, e seu uso universal data de milénios.”

Observando a proporcao entre duas grandezas, podemos encontrar as seguintes

situacoes:

i) Diretamente proporcionais; e

it) Inversamente proporcionais.
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4.3.1 Grandezas Diretamente Proporcionais

Definicao 4.3.5. Dizemos que duas grandezas x e y sao diretamente proporcionais
quando existe uma funcao f : Ry — R, tal que y = f(z) e que satisfaz as seguintes

condigoes:

1) A fungdo f é crescente;

2) Para todo n € N e todo z > 0, vale
f(nx) =nf(z).

Lema 1. Se uma funcdo f satisfaz a propriedade f(nz) = nf(z) para todon € N e
todo x > 0, entao essa propriedade se estende a todo ntimero racional positivo. Mais

precisamente, para todo niimero racional
p
r==, comp,q€N,
q

vale
flrz) =rf(z).
Demonstracao do Lema 1.

Seja r = =. Entao,

3

re = gm = qrx = pr = f(qrz) = f(px).

Pela hipétese, como p, g € N, temos
flgrz) = qf(rz) e f(px)=pf(z).

Logo,
af (rz) = pf(z) = flrz) = jf(as).

C b
omo r = —, segue que
q
flra) =rf(z),
como queriamos provar. O

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : R, — R,

uma proporcionalidade direta, entao:

1) Existe uma constante real positiva a tal que

f(z) =azx, Yz >0.
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2) Para quaisquer z,y > 0,

flz+y) = f(z)+ f(y).

Neste caso, dizemos que a fungao f é uma proporcionalidade direta, e f(1) = a.

Demonstracao do Teorema 1. Vamos mostrar que:

Ja > 0 tal que f(z) =ax, Vz>0.

Suponha, por absurdo, que existe um x € R tal que

f(z) # az.
12 Caso: f(x) < ax.
Como a > 0, temos

f@) _

a
Existe um r € Q tal que
f(l’) <r<uwc.
a

Multiplicando por a, obtemos

f(z) < ar < ax.

Porém,

fr)=fr-Y)=r-f()=r-a=a-r> f(z)

Usando o Lema 1

Assim, obtivemos r < x e f(r) > f(x), o que é um absurdo, pois f é crescente.
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Figura 2 — Representagdo geométrica da Demonstragao do Caso 1: f(z) <
ar.

y= f(z) =ax

Temos, ¥ < L ¢ f(:') = f(‘r) ,0

que contradiz o fato de f SEr crescente.

Fonte: Elaboragao propria.

29 Caso: f(x) > ax.

Como a > 0, temos

f@)
a
Existe um r € Q tal que
f(@)
r<<r< .

Multiplicando por a, obtemos

ar < ar < f(x).

Porém,

fr)=fr-1)=r-f(l) =r-a=a-r< f(z)

Usando o Lema 1
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Assim, obtivemos z < r e f(r) < f(x), o que é um absurdo, pois f é crescente.

Como f(z) < ax e f(x) > ax ndo podem ocorrer simultaneamente, pela tricotomia
em R, conclui-se que

f(z) = azx, para todo x> 0.

Figura 3 — Representacao geométrica da demonstragao do Caso 2: f(z) > ax.

y = [flx) =ax

> X
Temos, I' = £ ¢ f("') < f{f) , 0 que contradiz
o fato de f SEI Crescente.
Fonte: Elaboracao propria.
Pelo Item 1 do Teorema 1, tem-se que
flz+y) =alz+y) = ar+ay = f(z) + f(y),
para quaisquer x,y > 0. 0]

Quando duas grandezas sao diretamente proporcionais, a razao

é constante. O nimero a é denominado constante de proporcionalidade.
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No Ensino Fundamental e Médio, tais defini¢Oes e suas respectivas demonstragoes
apresentam elevado grau de abstracao, o que pode dificultar a compreensao por parte dos
estudantes. Nesse contexto, a abordagem proposta por Antonio Trajano mostra-se mais

acessivel e pedagogicamente aplicavel.

Assim, para grandezas diretamente proporcionais, adota-se a seguinte linguagem

equivalente, evitando o conceito de funcao.

Definigcao 4.3.6. Diz-se que duas grandezas sao diretamente proporcionais quando se
correspondem de tal modo que, ao multiplicar uma quantidade de uma delas por um
numero, a quantidade correspondente da outra também fica multiplicada pelo mesmo

namero.

Figura 4 — Representacao esquematica da definicao de gran-
dezas diretamente proporcionais segundo Anténio

Trajano.
Grandeza 1 Grandeza 2
T
Yy
2-x 2-y
3z 3y
4-x 4y
n-xTr n.y
v v
2 3 4
Yy_2y_2% _*_ ™ _ = Y_ g =y =kx
r 2x 3x 4z nT T

Fonte: Elaboracao proépria.

A Figura 4 ilustra a ideia central da definicao proposta por Trajano: ao multiplicar
uma quantidade x por um nimero natural n, obtém-se n-x, e a quantidade correspondente

y também ¢ multiplicada pelo mesmo niimero, resultando em n - y.

Observa-se que a razao entre as grandezas permanece constante:

2 3
y_2y_ Y _ MW _

r 2r 3xr nx

9

o que implica
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A" = y=kx.
x

Essa abordagem evidencia de forma intuitiva a nocao de proporcionalidade,

tornando-a mais acessivel aos estudantes da Educacao Bésica.

4.3.2 Grandezas Inversamente Proporcionais

Definicao 4.3.7. Dizemos que duas grandezas x e y sao inversamente proporcionais
quando existe uma funcao f : Ry — R, tal que y = f(x) e que satisfaz as seguintes

condigoes:

1) A fungao f é decrescente;

2) Para todo n € N e todo = > 0, vale

fln) = - f(2).

Neste caso dizemos que f é uma proporcionalidade inversa.

Teorema 2 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade Inversa). Seja f :
R, — R, uma proporcionalidade inversa. Entao:
1) Existe uma constante real positiva a tal que
a
flz)=—, Vx>0.

2) Para quaisquer z,y > 0,

v f(x) =y [fy).

Demonstracao do Teorema 2. Vamos mostrar que

¢ uma proporcionalidade direta. Pela Definicao 4.3.5, basta mostrar que:

1) a fungao g é crescente;

De fato, se x1 < x5, entdo, como f é decrescente, temos

f(x1) > f(z2).

Logo,
1 1
<

fx) — f(a)

ou seja,
g(z1) < g(z2).

Portanto, g é crescente.
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2) g(nz) =ng(x), para todon € Ne z > 0.

Temos

1
Pela hipotese, f(nz) = —f(z), entao
n

1 n 1
T T "

1
n

g(nz) = ng(x)
Concluimos que g é uma proporcionalidade direta. Assim, Pelo Teorema 1 existe uma

constante b > 0 tal que

g(x) = ba.
Como g(z) ! temos
mo g(xr) = ——, tem
f(z)
1 1
gl)=—==b = f(l)=-=a
W= 45 (=
Portanto,
(@) =tr= o =br= fr) =, ="
g\E) = o% () - Cbr  x
Concluimos que
flx)=—-, Vx>0.
Temos:
zf(z) =x- .
x
a
yfy)=y-—=a
() y
Logo,
zf(z) =yf(y) =a, paratodoz,y > 0.
Assim, encerramos a demonstracao do Teorema 2. O]

Quando duas grandezas sao inversamente proporcionais, o produto
z-f(x)=a

é constante. Esse valor é denominado constante de proporcionalidade inversa.

De modo analogo ao caso das grandezas diretamente proporcionais, adota-se aqui
a abordagem proposta por Antoénio Trajano, por apresentar uma linguagem mais acessivel

ao contexto da Educacao Basica.
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Assim, para grandezas inversamente proporcionais, utiliza-se a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.3.8. Diz-se que duas grandezas sao inversamente proporcionais quando
se correspondem de tal modo que, ao multiplicar uma quantidade de uma delas por um
numero Natural maior que zero, a quantidade correspondente da outra fica dividida pelo

mesmo numero.

Figura 5 — Esquema ilustrativo de grandezas inversamente pro-
porcionais segundo a abordagem de Trajano.

Grandeza 1 Grandeza 2
b
x Yy
2-x Y
2
3-x Y
3
4-x Y
4
n-x g
v n
xu:(Qr)(%):(?x)(%) :---:(m:}(%):k = zy=k :>y:§

Fonte: Elaboracao propria.

Em termos algébricos, duas grandezas x e y sdo inversamente proporcionais quando

existe uma constante real positiva k tal que

r-y =k,

ou, equivalentemente,

S

4.4 Segmento de reta

Ponto, reta e plano sdo conceitos primitivos e nao precisam de defini¢do. A notacgao

serd feita conforme segue:

o Ponto — letras latinas maitsculas: A, B,C, ...
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o Reta — letras latinas mintsculas: a,b, ¢, ...

o Plano — letras gregas minusculas: «a, 3,7, ...

Figura 6 — Representagao de ponto, reta e plano no espaco.

plano A

reta f € plano A ponto A ¢ Bereta f

Fonte: Elaboragao prépria (2025).

Definicao 4.4.1. Sejam dois pontos distintos A e B. A reunidao do conjunto formado por
esses dois pontos com o conjunto dos pontos que estao entre eles constitui o segmento
de reta AB.

Figura 7 — Representagao do segmento AB sobre a reta f.

reta f A B
@ @
segmento AB

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Na reta f representada na Figura 7, os pontos A e B determinam o segmento
de reta AB, que é a por¢ao da reta compreendida entre esses dois pontos. Dessa forma,
podemos dizer que o segmento AB é parte finita da reta f, possuindo extremidades bem
definidas em A e B.

Segundo Lima (2011), o comprimento é apresentado como a medida de um segmento

de reta, fundamentada na comparagao com uma unidade previamente escolhida.

Definicdo 4.4.2. A medida de um segmento dé-se o nome de comprimento do segmento

e indicaremos por AB.

Se os pontos A e B coincidem (A = B), dizemos que o segmento AB é um

segmento nulo.
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Figura 8 — Representacao de pontos coincidentes (A = B).

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Dois pontos sao chamados de coincidentes quando ocupam exatamente a mesma
posicao no plano ou no espaco. Na Figura 8, os pontos A e B representam a mesma
localizacao, isto é, A = B. Essa notacao indica que nao ha distancia entre eles, o que

implica que o segmento AB é nulo, possuindo medida igual a zero.

Um segmento de reta é determinado por dois pontos distintos A e B. O
comprimento desse segmento ¢ obtido comparando-o com um segmento considerado
unidade, repetindo-o quantas vezes for necessario para coincidir com o segmento dado.
Essa abordagem permite medir segmentos de maneira precisa, estabelecendo uma base

para a comparacio de diferentes segmentos.
Figura 9 — Comparacdo do segmento AB com o segmento unitario.

Segmento unitario (un)
—

un un. un un un un un. un un un

Fonte: Elaboragdo prépria (2025).

Na Figura 9, o segmento AB é comparado com um segmento unitario, repre-
sentado pela abreviagao “un”. Essa comparacao permite determinar quantas vezes o
segmento unitario cabe no segmento AB. Sendo assim, podemos dizer que o comprimento

do segmento AB sera o nimero expresso pela razao entre sua medida e a unidade escolhida.

Considere dois segmentos de reta, AB e CD, com CD = u. Se existem n — 1

pontos Ay, Ay, ..., A,_1, sobre o segmento AB, tais que

AAl = A1A2 = A2A3 =...= An_QAn_l = An—lB =u,

dizemos que a razao entre os comprimentos dos segmentos AB e C'D é o niimero inteiro

positivo n, e escrevemos
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Definicao 4.4.3. Dizemos que dois segmentos AB e AC sao comensuraveis, quando

existem inteiros p e q tais que

AC =

B.

Q3

Exemplo da Definicdo 4.4.3. Considere os segmentos AB = 6 cm ¢ AC = 9 cm.

Entao,

AB*3

= —AB.
2

AC =

| ©

Definicdo 4.4.4. Dizemos que dois segmentos AB e AC sdao incomensuraveis quando

nao existem inteiros p e ¢, com g # 0, tais que

C ==AB.

3

Exemplo da Definicdo 4.4.4. Considere um quadrado de lado AB e diagonal AC. Pelo

Teorema 11(Teorema de Pitdgoras), cuja demonstragio sera apresentada posteriormente,

tem-se que:
AC® = AB’ + AB* = 248",
Logo,
AC =2 AB.
Assim,
AC
AB V2

Como /2 é irracional, ndo pode ser escrito como ]2, com p,q € Z e q#0.
q

Assim, nao existem inteiros p e ¢ tais que

ac =L 4B,
q

o que implica que os segmentos AB e AC' sdo incomensuraveis.

Figura 10 — Quadrado de lado AB e diagonal
AC.

Fonte: Elaboracao propria.
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A medida de um segmento (nao nulo) é um nimero real positivo associado ao

segmento, de forma tal que:

1°) Segmentos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, segmentos que

tém medidas iguais sdo congruentes.

AB=CD < AB=CD

Figura 11 — Segmentos congruentes AB e CD
com medida de 7 unidades.

7un

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

29) Se um segmento é maior que outro, sua medida é maior que a deste outro.

AB>CD < AB >CD

Figura 12 — Comparacao entre segmentos — AB > C'D, pois 5un > 3un.

B C D
® > o o

> 1

un un un un

.
.
.
.
.
-

un un un un

Sun > 3Jun

Fonte: Elaboracdo prépria (2025).

3°9) A um segmento soma estd associada uma medida igual & soma das medidas dos

segmentos parcelas.

AD =AB+CD
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Figura 13 — Adicdo de segmentos — AD é obtido pela justaposicdo dos
segmentos AB e CD.

A B C D
o 5] + o) Q@ :>
—t & 1 =
un un un un un un un
k { $ { $ t { | =
un un un un un un un
A B=C D
o @ @

Fonte: Elaboragao prépria (2025).

O comprimento de um segmento possui 3 propriedades, sao:

1. Positividade: Todo segmento possui comprimento maior ou igual a zero, sendo

nulo apenas quando os extremos coincidem.

2. Simetria: A ordem dos extremos nao altera o comprimento; isto é, AB tem o

mesmo comprimento que BA.

3. Desigualdade triangular: Para trés pontos A, B, C, o comprimento do segmento

direto entre A e C' é sempre menor ou igual & soma dos comprimentos AB + BC.

45 O Teorema de Tales

O Teorema de Tales constitui um dos pilares da geometria elementar, uma vez
que fornece base para o teorema fundamental da semelhanca, estabelece a ligacao entre a
algebra e a geometria ao articular razoes e proporgoes com relagoes geométricas e, além
disso, serve como ferramenta central na demonstracao de resultados classicos, como o
teorema das bissetrizes, o teorema da base média e propriedades associadas a semelhanca

de figuras.

Antes da formulacao do teorema, é necessario compreender:

« Razao entre segmentos: para segmentos AB e C'D, com comprimentos m e n,
_ AB m
define-se a razao =— = —;
CD n
o Paralelismo: duas retas no plano sao paralelas quando nao possuem ponto em

comuin.

o Transversais: retas que intersectam um feixe de paralelas, determinando segmentos.
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Teorema 3. Se um feixe de retas paralelas intercepta uma transversal, dividindo-a em
segmentos congruentes, entao qualquer outra transversal que intercepte esse mesmo feixe

também sera dividida em segmentos congruentes.

Figura 14 — Retas paralelas a || b || ¢ interceptadas por duas trans-
versais r e s.

Fonte: Elaboragao propria.

Hipotese Tese
E:BiC’ = AlBl :Blcl

Demonstracdo do Teorema 3. Sejam a || b || ¢ retas paralelas cortadas pelas

transversais r e s. Suponha que, na transversal r, tenhamos

AB = BC.

Tracamos duas retas paralelas a reta r, uma passando por A; e outra por Bi,

interceptando as retas b e ¢ nos pontos D e Dj, respectivamente.
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Figura 15 — Construcao auxiliar com retas paralelas a r passando por A; e
B;.

al[blle

Fonte: Elaboracao propria.

Observemos que os quadrilateros ABDA; e BC' Dy B; sao paralelogramos. Logo,
lados opostos sao congruentes, isto é,

AB:AlD e BC:BlDl

Como AB = BC, segue que

A1D = By Ds.

Além disso, como as retas sao paralelas, temos igualdade de angulos correspondentes:

o~

A, =B, ¢ D=D.

Assim, os triangulos AA; DBy e AB;D,C possuem:

AlD:BlDl
A =B
D =D

Portanto, sdo congruentes pelo caso ALA.
Concluimos entao que

AlBl - BlCl.

Logo, se uma transversal é dividida em segmentos iguais por retas paralelas,

qualquer outra transversal também ficara dividida em segmentos iguais.
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O

Teorema 4 (Teorema de Tales). Se duas retas sao transversais a um feixe de retas
paralelas, entdao a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razao entre

os respectivos segmentos correspondentes da outra.

Figura 16 — Retas paralelas a, b e ¢ intersectadas por duas retas transversais
r e s, ilustrando o Teorema de Tales.

o
(@)
o

Fonte: Elaboracao prépria.

Hipodtese Tese
a|lb| e, 7restransversais
AB A B
A B,C}ter, {A,B),C} € = ==
{ per A BLbyes AC T AG

{AaAl} € a, {B:Bl} € ba {Ca Cl} cc
Pelo Teorema 3, podemos supor que os segmentos tém o mesmo ponto inicial ou seja,
podemos designé-los por AB e AC, como na Figura 16.
Demonstracdo do Teorema 4.

Pelo Teorema 3, dois segmentos da reta r de mesmo comprimento correspondem

a dois segmentos da reta s de mesmo comprimento. Em simbolos:

AB=AB = A,B = ABl.
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Figura 17 — Configuracao geométrica de retas paralelas e segmentos corres-
pondentes.

VAN
—

b m{B

Y
o)

s/ e b
/ N

Fonte: Elaboragao propria.

Dado um ntimero real x > 0, escolha pontos A, B € r tais que
xr = AB.
Seja
y=AB,, com A, B; € s.

Pelo Teorema 3, o valor de y nao depende da escolha dos pontos A, B € r tais que

AB = x.
Definimos a func¢ao

f:Ry = R,, z=AB+—y=ADB,.
Vamos mostrar que f é uma proporcionalidade, conforme a Definicao 4.3.5.

1) f é crescente.

De fato, sejam = < 2’ em R, . Entao existem pontos A, B, C' € r tais que

r=AB e 2 = AC.

Logo,
AB < AC.

Assim, B € AC. Pelo paralelismo das retas do feixe, isso implica que
B e A/Cy, = AB <A/C.
Pela definicao de f, temos:

ABy = f(z) e AC = f@)
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Portanto,

fl@) < f).

2) Vale que f(nz)=nf(x).

Sejam = > 0 e n € N. Existem pontos A, B € r tais que

x = AB.

Marque um ponto C' € r tal que

AC =n- AB = nx.

Dividindo o segmento AC em n partes iguais, obtemos n segmentos de comprimento

x.

Figura 18 — Representacao da correspondéncia entre os segmentos nas retas r e

s, evidenciando a proporcionalidade.

Iy

/ B \51 n=f@)

2

/ \ v = f(@)

Lp—2

\ Yn—2 = f(fnfz)

Lp—

1

\ Yn—1 = f(l'n—‘l)

Un = flan)
\01

X = Ty =
Y1 =142 =

= Tp2=Tp-] = Ty =T
=2 =Yn-1=Un =Y

Fonte: Elaboragao propria.

Pelo Teorema 3, o segmento A;C' fica dividido em n segmentos de mesmo compri-

mento, cada um igual a

Assim,

y = A By.

f(nz) = f(AC) = A,Cy = n- A\ By = nf(x).
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Portanto, f é uma proporcionalidade.

Pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, existe uma constante a > 0 tal
que
x
@ =a, VreRi.

Assim, sendo # = AB e y = f(x) = A By, temos:

y _fle) _AB

T T AB =

isto é, a razao é constante.

Dados trés pontos arbitrarios A, B, C' € r, segue que

ABr  AG

AB ~ AC
Portanto, L

A0 _ 4G,

AB  ABy

O

Teorema 5 (Teorema da Bissetriz Interna). A bissetriz interna de um dos angulos
de um triangulo qualquer intersecta o lado oposto ao angulo em um ponto que divide o

lado oposto em dois segmentos proporcionais aos outros dois lados.

Figura 19 — Representacao da bissetriz interna de um triangulo.

A

D

Fonte: Elaboragao propria.

Hipoétese: Tese:
) = 55 77
AD 6 a bissetriz do BAC € AABC LD _BA
CD A

Demonstragdo do Teorema 5. Se uma reta r paralela a bissetriz AD, passando pelo

ponto C' e prolongue o segmento BA até intersectar r no ponto E.
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Figura 20 — Representacao geométrica do Teorema da Bissetriz In-

terna.
E
Fonte: Elaborac¢ao prépria.
ACE =0=a=DAC (alternos internos)
R R = 0=0
AEC = = a = BAD (correspondentes)
ACAE (isésceles) = AC = AE ~ —o Teorema de Tales 5D = BA
B CD AE
_ BD_BA
CD AC’

Teorema 6 (Teorema da Bissetriz Externa). Se uma bissetriz de um dngulo externo
de um triangulo intersecta a reta que contém o lado oposto externamente em segmentos

proporcionais aos lados adjacentes.
Figura 21 — Representacao da bissetriz externa de um triangulo,

evidenciando a proporcionalidade dos segmentos
formados.

Fonte: Elaboracao proépria.
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Hipotese Tese
BD BA

AD é a bissetriz do angulo ext do AABC _— = —
é a bissetriz do angulo externo do 50 = oa

Demonstracdo do Teorema 6. Seja AD), bissetriz do vértice A, tal que D pertence a

reta suporte do lado BC' e F pertence a reta suporte BA.

Trace uma reta r paralelas a bissetriz AD , passando pelo ponto C.

Figura 22 — Representacao geométrica do Teorema da Bissetriz Externa.

Fonte: Elaboragdo prépria (2025).

CAD = DAF = a, por definicio da bissetriz

B =CEA= DAF = « (dngulos correspondentes) Por transitividade =4,
0 = ACE = CAD = a (Angulos alternos internos)
Logo, o triangulo AAEC' ¢ isésceles, portanto EA = AC.
A A Pelo Teorema de Tales BA BD BA BD
EA CD AC CD
N BD BA
CD CA
0

4.6 Semelhanca de Triangulos

Definicao 4.6.1. Dois triangulos sao semelhantes quando possuem os trés angulos

ordenadamente congruentes e os lados homoélogos proporcionais.
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Figura 23 — Triangulos semelhantes: correspondéncia entre angulos e lados
homologos.

Fonte: Elaboragao propria.

o =

AABC ~ AAlBlcl < 5 = 61 e _—=— = —
T=N

Dizemos que dois lados sao homologos quando cada um deles estda em um dos

triangulos e ambos sao opostos a angulos congruentes.

O simbolo (~) significa semelhante.

. ) a b c . ,
Se k a razao entre os lados homélogos, — = = k, entao k é chamado de
ay 1 C1
razao de semelhanga dos triangulos, caso k = 1, os triangulos sao congruentes.

Assim todos os triangulos congruentes sao semelhantes.

Teorema 7 (Teorema da Fundamental da Semelhanga). Se uma reta ¢ paralela a
um dos lados de um triangulo e intersecta os outros dois lados em pontos distintos, entao

o triangulo que ela determina é semelhante ao tridngulo original.

Figura 24 — Representacao geométrica do Teorema Fundamental da
Semelhanca.

Fonte: Elaboracao propria.
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Hipodtese Tese

DE | BC = AADE ~ AABC

Demonstragio do Teorema 7. Seja DE || BC, entao temos que:

a =« e 0 = 60, angulos correspondentes;

£ é angulo comum aos AABC e AADFE;
AD AFE
—_— = lo T Tales.
1B = A" pelo Teorema de Tales
Tracando uma reta paralela ao lado AB passando pelo ponto £, temos o ponto F'
pertencente a BC.

Figura 25 — Construcao auxiliar utilizada na demonstracao
do Teorema Fundamental da Semelhanga.

Fonte: Elaboracao propria.

Pelo paralelogramo EDBF, tem-se DE = BF.

Pelo Teorema. de Tales, temos:

Sl
=

Como DE = BF, temos:

AD AE DE
AB AC BC’

Logo, AACB ~ AADE.
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4.6.1 Casos de Semelhanca

Teorema 8 (Critério AA de semelhanga). Se dois dngulos de um triangulo sao

congruentes a dois angulos de outro triangulo, entdo os tridngulos sao semelhantes.

Figura 26 — Tlustracao do critério AA de semelhanca: dois an-
gulos correspondentes congruentes implicam a se-
melhanga entre os triangulos.

A

Fonte: Elaboragao propria.

Hipotese Tese

AABC, ADEF
— AABC ~ ADEF

6:91, a = Q1

Demonstracdo do Teorema 8. Vamos supor que os tridngulos AABC e ADEF, nao

sao congruentes e que AB > DE.

Seja H € AB tal que AH = DE. Trace uma paralela a reta BC passando por H,
encontrando I € AC.

Figura 27 — Construcao auxiliar utilizada na demonstracao
do critério AA de semelhancga entre triangulos.

A

Fonte: Elaboracao proépria.

Entao, ay = a (dngulos correspondentes) e, por hipdtese, a = «;. Portanto,

Qo = (.
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Assim, temos que

0=6,, AH=DE e ay=0o.

Pelo caso ALA, os tridngulos AAHI e ADEF sao congruentes. Portanto,

Al = DF.

Pelo do Teorema 7(Teorema Fundamental da Semelhancga), segue que

ANABC ~ ANAHI.

Como ANAHI = ADEF, pela transitividade, concluimos que
NABC ~ ADEF.

O

Teorema 9 (Critério LAL de semelhanca). Se dois lados de um tridngulo estdo em
proporc¢ao com dois lados de outro triangulo e os angulos entre esses lados sao congruentes,

entao os triangulos sao semelhantes.

Figura 28 — Ilustragao do critério LAL de semelhanga
entre tridngulos.

A

O

/"

B C E F

Fonte: Elaboracao proépria.

Hipotese Tese

{9591, AB:AC} — AABC ~ ADEF
DE _ DF

Demonstracdo do Teorema 9. Vamos supor que os tridngulos AABC e ADEF, nao

sao congruentes e que AB > DE.

Temos:

> 1,

Sk
Sis
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logo,
AC > DF.

Sejam H € AB e I € AC tais que
AH =DE e Al =DF.

Trace a reta HI, de modo que AHI forme um tridngulo.

Figura 29 — Construcao auxiliar utilizada na demonstracao
do critério LAL de semelhanca entre triangu-
los.

W)

Fonte: Elaboracao propria.

Assim, temos AH = DE, § = 6, (por hipétese) e AT = DF. Pelo caso LAL, os
triangulos AAHI e ADFEF sao congruentes. Portanto,

HI = FEF.
Por hipotese,

B _

ED DF’

Como ED = AH e DF = AI, segue que

1S

B
AH

Pela reciproca do Teorema de Tales, temos que HI || BC.

Pelo Teorema 7 (Teorema Fundamental da Semelhanca), os tridngulos
ANABC e AAHI sao semelhantes.

Como AAHI = ADEF, temos que

ANABC ~ ADEF.
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O

Teorema 10 (Critério LLL de semelhanga). Se os trés lados de um tridngulo estao

em proporc¢ao com os trés lados de outro triangulo, entao os triangulos sao semelhantes.

Figura 30 — Ilustracao do critério LLL de semelhanca
entre os triangulos AABC' e ADEF.

B CE F

Fonte: Elaboracao prépria.

Hipotese Tese

AB AC BC
DE DF EF

:K} = AABC ~ ADEF

Demonstragcdo do Teorema 10. Vamos supor que os tridngulos AABC e ADEF,

nao sdo congruentes e que AB > DE.

Seja H € AB tal que AH = DE. Trace uma paralela a reta BC' passando por H,
encontrando I € AC.

Figura 31 — Construgao auxiliar utilizada na demons-
tragao do critério LLL de semelhanca en-
tre triangulos.

B CE F

Fonte: Elaboracao prépria.

Pelo Teorema 7 (Teorema Fundamental da Semelhancga), os tridngulos
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ANABC e AAHI sao semelhantes. Logo,

AB AC BC _
AH AT HI

Por hipdtese, temos:

AB AC BC
DE DF EF’

Como DE = AH, segue que

AB AC BC
AH DF FEF

Logo,
DF =AI e EF=HI.

Portanto, pelo caso LLL de congruéncia, os triangulos AAHI e ADEF sao
congruentes. Assim,

ADEF ~ ANAHI.

Portanto,
ADEF ~ ANABC.

4.7 Relacoes Métricas no triangulo Retangulo

Considere o triangulo AABC, retangulo em A. Trace uma perpendicular a reta BC'

passando por A, encontrando H € BC. Vamos caracterizar os seguintes elementos de
ANABC:

Figura 32 — Triangulo retangulo AABC com altura
relativa a hipotenusa e suas projecoes.

Fonte: Elaboracao proépria.
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BC de medida a, chama-se hipotenusa;

AC de medida b, chama-se cateto;

AB de medida ¢, chama-se cateto;

BH de medida n, chama-se projecio do cateto AB sobre a hipotenusa;
CH de medida m, chama-se projecio do cateto AC sobre a hipotenusa;

AH de medida h, chama-se altura do triangulo em relagio a base BC,

ou relativa a hipotenusa.

A altura AH, relativa ao lado BC, decompde o tridngulo AABC nos tridngulos
AHBA e ANHAC, os quais sao semelhantes ao AABC' pelo critério AA de semelhanca.

Como mostra Figura 33.

Figura 33 — Triangulos AABC, AHBA e AHAC: triangulos retangulos
semelhantes.

Fonte: Elaboracao propria.

De fato, temos:

AABC AHBA

Il
=
|
Ne
<
>
>

90° = A AABC ~ AHBA

IS
I
s
Il
vy
I

=

ANABC AHAC

I
)
Il
)
|
Ne]
<
>
>

90° ANABC ~ AHAC

>
I
@)
[l
Q
I

Como: ANABC ~ AHBA e AABC ~ AHAC — rensitividade,  NFTBA ~ AHAC
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Ja que os tridngulos sdo semelhantes, podemos deduzir algumas relagoes e, para
isso, iremos rotacionar os triangulos no plano, de modo que fiquem na mesma posicao,

facilitando a identificagdo das razoes entre os lados homélogos, como mostra a Figura 34.

Figura 34 — Triangulos AABC, AHBA e AHAC rotacionados no plano,
evidenciando a correspondéncia entre os lados homélogos.

Fonte: Elaboracao propria.

c a 5
—=—-=c=a-n
n c
b
NABC ~ ANHBA = E:gzéi E:—:>c-h:bn
n ¢ h n h
Ccl:z:>b-c:ah
c a
E—gib'C—a‘h
c b c
ANABC~ANHAC={ —=—-=—=({ —=—=c-m=b-h
h b m h rg&
Tl s R=am
b m
n
h
AHBA~AHAC = P oSl h e
h b h m
c ﬁ:>c-m:b-h
b m

Excluindo as relagoes redundantes,

obtemos seis relagoes distintas, que podem ser

organizadas em quatro grupos:

(1) Z=an (4) bc=ah
(2) ¥*=am  (5) ch=10n
(3) h*=mn  (6) bh=cm
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12) Cada cateto é média geométrica entre sua projecao sobre a hipotenusa e a hipotenusa.

F=a-n=c=+a-n

€

V=a-m=b=+\/am

22) A altura relativa a hipotenusa é média geométrica entre as projegoes ortogonais dos

catetos sobre a hipotenusa.

{h2:m~n:>h:\/m-n

32) O produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a ela.

42) O produto de um cateto pela altura relativa a hipotenusa ¢é igual ao produto do outro

cateto pela projecao do primeiro sobre a hipotenusa.

c-h=b-n
e
b-h=c-m

As equacoes (4), (5) e (6), pertencentes aos grupos 3 e 4, nao sdo independentes,
pois resultam do produto de duas das trés primeiras relagoes, sendo a terceira utilizada
para completar a dedugao.

De fato, a partir das equagoes (1) e (2), temos:
2b2

c“b” = (an)(am).

Como h? = nm, segue que:
Ab? = a’h®.

Logo,
bc = ah (4)
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De modo andlogo, a partir das equagoes (1) e (3), temos:
ch? = (an)(mn).
Como b? = am, segue que:
Zh? = nb?.

Logo,
ch =bn (5)

Analogamente, a partir das equagoes (2) e (3), temos:

b’h? = (am)(mn).
Como ¢® = an, segue que:
b’h? = m*c?.
Portanto,

bh = em (6)

Teorema 11 (Teorema de Pitagoras). Em todo tridngulo retangulo, o quadrado da

medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Figura 35 — Triangulo retangulo utilizado na represen-
tacao do Teorema de Pitagoras.

A

Fonte: Elaboracao prépria.

a® = b + (4.1)

Na Figura 35 a representa a medida da hipotenusa e b e ¢ representam as medidas dos

catetos.
Demonstracdo do Teorema 11.

Somando, membro a membro, as equagoes (1) e (2), obtemos:

b2+ = am + an.
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Colocando a em evidéncia no segundo membro, temos:

b+ =a(m+n).

Como m + n = a, segue que:

P+ =a-a=ad.

Portanto,
a® = b+
O

Podemos demonstrar o teorema de Pitagoras pela simples construgao de quadrados

feitos com as medidas dos lados do triangulo, como demonstra a Figura 36.
Figura 36 — Representacao geométrica do Teorema de Pitdgoras: a soma

das areas dos quadrados construidos sobre os catetos é igual
a area do quadrado construido sobre a hipotenusa.

bZ

Fonte: Elaboragao propria.

Exemplo 4.7.1 do Teorema 11. Uma fabrica de produzir quadrados.

Imagine uma “fabrica geométrica” capaz de transformar dois quadrados em um

tnico quadrado equivalente em &rea.

Considere dois quadrados de lados b e ¢, conforme ilustrado na Figura 37. A area

total recebida pela fabrica é dada por
b+ 2

A questao que se coloca é a seguinte: é possivel construir um tnico quadrado cuja

area seja exatamente igual a essa soma?
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Figura 37 — Representagao da soma das areas de dois
quadrados de lados b e c.

Fonte: Elaboragao prépria.

O Teorema de Pitagoras garante que essa transformagao é possivel.

Para compreender esse processo, trace duas retas perpendiculares, correspondentes

aos eixos coordenados, dividindo o plano em quatro quadrantes.

No segundo e no quarto quadrantes, construa quadrados de lados b e ¢, respectiva-
mente, cujos vértices coincidam com a origem e de modo que dois de seus lados estejam

apoiados sobre os eixos.

Observe que os lados desses quadrados formam naturalmente um angulo reto na

origem, determinando os catetos de um triangulo retangulo.

Constroi-se, entao, um quadrado sobre a hipotenusa desse triangulo.

Figura 38 — Construcao geométrica associada ao Teorema de Pita-
goras: os quadrados de lados b e ¢ e o quadrado de lado
a, construido sobre a hipotenusa.

Fonte: Elaboracao proépria.

Conforme ilustrado na Figura 38, o lado a do quadrado maior é a hipotenusa e os
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lados b e ¢ dos quadrados menores sao catetos.

Pelo teorema de Pitagoras
a® =b"+

Logo a area do quadrado maior é igual & soma das areas dos quadrados menores.

Assim, o Teorema de Pitdgoras pode ser interpretado como um resultado geométrico

associado a adicao de areas.
Exemplo 4.7.2 do Teorema 11. A escolha da pizza.

Uma pizzaria oferece duas opcoes pelo mesmo preco, sabendo-se que a espessura é

a 1mesia.

o duas pizzas menores, de raios ry e ry;

e uma Unica pizza maior, de raio R.

Joao comprou a 1* opg¢ao e Floréncia a 2® opcao. Apods a chegada do pedido,

comecaram a discutir quem teria escolhido a melhor opcao.

Figura 39 — Comparacao entre duas pizzas menores e uma pizza
maior.

Fonte: Elaboracao propria.

Para resolver o problema, consideraram-se as metades de cada pizza, associando
seus didmetros aos lados de tridngulos, conforme representado na Figura 40. A partir dessa
construgdo, podem ser formados trés tridangulos que permitem comparar geometricamente

as areas das pizzas.
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Figura 40 — Relacao entre os didmetros das pizzas e o angulo a.

Caso 1 Caso 2 Caso 3
a < 90° a=90° a>90°

Fonte: Elaboragao proépria.

A construcao geométrica apresentada fornece uma interpretacao visual do pro-
blema, permitindo comparar as areas das pizzas a partir da relacao entre seus diametros.
Entretanto, para justificar rigorosamente qual op¢ao é mais vantajosa, é necessario analisar

algebricamente as relagdes obtidas em cada configuracao do tridngulo AACB.

Considere:

AC = 24, AB = 2ry, e BC =2R.

A andlise do tridngulo AABC' permite distinguir trés situagoes, determinadas pela

medida do angulo a.

Caso 1: o < 90°



Capitulo 4. Contetddos especificos 71

Figura 41 — Representacao geométrica do Caso 1, com

a < 90°,
c
ar, 2R
h
a
- B
A
| EEEEEEY | H
X
frovemrmennnninnineiinaaan |
2r,

Fonte: Elaboracao proépria.

Nesse caso, o triangulo AABB ¢ acutangulo. Considere H € AB o pé da altura

relativa ao vértice C'; de modo que CH = h.

Seja ainda

Como AC = 2r;, temos

WZQTQ—‘T.

Aplicando o Teorema 11 no triangulo retangulo AACH, obtemos

(2r))* = h? 4+ 2%

Logo,

4r? = h? + 2% (1)

Aplicando novamente o Teorema 11, agora no triangulo retangulo ABHC', temos

(2R)* = h* + (2ry, — 2)%.
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Logo,

AR* = B + (2ry — 2)%. (2)

Subtraindo a equagao (1) da equagdo (2), segue que

AR? — 41} = [hQ + (2ry — x)z} — [hQ + xﬂ .

Assim,

AR? — 4r? = (2ry — 2)? — 2°.

Desenvolvendo o quadrado,

4R? — 4r? = 4r3 — drow + 27 — 2.

Portanto,

AR? — 4r? = 4r3 — drym.

Dividindo ambos os membros por 4, obtemos

2 _ .2 _ 2
R* —r{ =15 —rox.

Logo,

R* =12 412 — ryz.

Como ry > 0 e z > 0, temos

rox > 0.

Consequentemente,

R? < 7‘% —l—r%.

Multiplicando ambos os membros por 7, segue que

TR? < 7rd 4 7l
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Portanto, a drea da pizza maior é menor que a soma das areas das duas pizzas

menores. Assim, as duas pizzas menores sao mais vantajosas.

Caso 2: o = 90°

Figura 42 — Representacao geométrica do Caso 2,
com a = 90°.

C

2r 2R

Fonte: Elaboragao prépria.

Nesse caso, o triangulo AABC' é retangulo em A.

Pelo Teorema 11, aplicado ao triangulo retangulo AABC, temos

(2R)* = (2r1)* + (219)*.

Logo,

AR = 4r] + 473,

Dividindo ambos os membros por 4, obtemos

2_ .2, .2
R =r]+r;.

Multiplicando ambos os membros por 7, segue que

TR? = mr? + 7l

Como 7 R? representa a drea da pizza maior, enquanto 77 + 73 representa a soma

das areas das duas pizzas menores, conclui-se que as areas sao iguais.

Portanto, as opgoes sao equivalentes.
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Caso 3: o > 90°

Figura 43 — Representacao geométrica do Caso 3,
com a > 90°.

Cc

Fonte: Elaboragao propria.

Nesse caso, o triangulo AABC' é obtusangulo em A. Considere H o pé da altura

tracada a partir do vértice B sobre a reta que contém AC, de modo que

CH = h.

Como o angulo a é obtuso, o ponto H pertence ao prolongamento de AC, ficando

fora do segmento AC. Assim, considere

AH =m.
Como
E = 27”2,
temos
HB = 2ry + m.
Além disso,

AC =2, e BC=2R.

Aplicando o Teorema 11 ao triangulo retangulo AAHC', obtemos
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(27“1)2 = h? 4+ m?.

Logo,

h? = (2r))* —m®. (1)

Aplicando novamente o Teorema 11, agora ao triangulo retdangulo ABHC', temos

(2R)* = h* + (2ry + m)*. (2)

Substituindo (1) em (2), segue que

(2R)* = (2r1)® — m? + (2ry +m)%.

Desenvolvendo o quadrado, temos

2R)? = (2r1)% — m? + 4r2 + drom + m2.
2

Assim,

(2R)* = (2r1)® + 415 + drym.

4R? = 4r? + 472 + drym.

Dividindo ambos os membros por 4, resulta

R? =71 + 13 +rom.

Como 5 > 0 e m > 0, temos

rom > 0.

Portanto,

R? > 7’% —l—r%.

Multiplicando ambos os membros por 7, segue que

TR* > 7ry + 7},
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Logo, a area da pizza maior é maior que a soma das areas das duas pizzas menores.

Assim, a pizza maior é mais vantajosa.

Assim, a escolha mais vantajosa depende do angulo formado pelos segmentos
associados aos diametros das pizzas, estabelecendo uma conexao entre a geometria dos

tridngulos e a comparacao de areas.

4.8 Razao entre as medidas dos lados do triangulo retangulo

Comumente chamadas de razoes trigonométricas do tridngulo retangulo,
essas relagoes revelam uma correspondéncia entre os angulos agudos e a razao entre os
lados, expressando um valor numérico que depende apenas da amplitude do angulo, e
nao do tamanho do tridangulo. Essa propriedade decorre da semelhanca de tridngulos
retangulos, uma vez que triangulos semelhantes mantém constantes as razoes entre lados

correspondentes.

Os lados que formam o adngulo reto de um tridngulo retangulo sao denominados
catetos, enquanto o lado oposto ao angulo reto é a hipotenusa. Cada cateto pode

receber duas denominagoes diferentes, dependendo do angulo agudo considerado:

Num triangulo retangulo chama-se cateto oposto a um angulo agudo, o lado do

triangulo que nao é lado do angulo em questao.

Num tridangulo retangulo chama-se cateto adjacente a um angulo agudo o cateto

que faz parte do angulo em questao.

Assim, para um mesmo tridngulo retangulo, um cateto pode ser oposto a um dos
angulos agudos e adjacente ao outro, evidenciando a relacao de dependéncia entre a

posicao do lado e o dngulo de referéncia.

No tridngulo retangulo ABC' da Figura 44, abaixo:

AC de medida b { cateto oposto ao angulo 3,

cateto adjacente ao angulo 6.

AB de medida ¢ { cateto oposto ao angulo 0,

cateto adjacente ao angulo 3.
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Figura 44 — Relacao entre os lados e angulos de um triangulo
retangulo.

A

Fonte: Elaboracao proépria.

Num triangulo retangulo, chama-se seno de um angulo agudo do triangulo retangulo

a razao entre o comprimento do cateto oposto a esse angulo e o comprimento da hipotenusa.
Indicacao: senf, lé-se “seno do angulo 6” ou “seno de 0”.

Para o triangulo retangulo ABC', da Figura 44, temos:

cateto oposto ao angulo 8 b
hipotenusa Ca

sen § =

cateto oposto ao angulo 6 ¢

hipotenusa a

senf =

Num triangulo retangulo, chama-se cosseno de um angulo agudo do triangulo

retangulo a razao entre o comprimento do cateto adjacente a esse angulo e o comprimento

da hipotenusa.

Indicagao: cosf, 1é-se “cosseno do angulo 6” ou “cosseno de "

De modo andalogo, para o cosseno dos angulos agudos do triangulo retdngulo ABC,

da Figura 44, temos:

cateto adjacente ao angulo 8 ¢

cos 8 = - = -
hipotenusa a

cateto adjacente ao angulo 6 b

cosf = = —
a

hipotenusa

Num triangulo retangulo, chama-se tangente de um angulo agudo do triangulo

retangulo a razao entre o comprimento do cateto oposto e o comprimento do cateto

adjacente do mesmo angulo.

Indicagao: tg, lé-se “tangente do angulo 6” ou “tangente de 6.
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Para a tangente dos angulos agudos do triangulo retdngulo ABC', Figura 44, temos:

cateto oposto ao angulo 3 b

tan 0 = : . = -
cateto adjacente ao angulo ¢

cateto oposto ao angulo 6 c

tant = -

cateto adjacente ao angulo 6 b

As razoes trigonométricas nao dependem do tridngulo retangulo escolhido, mas
apenas do angulo considerado.

De fato, todos os triangulos retangulos que possuem um mesmo angulo agudo « sao

semelhantes pelo caso AA, o que garante que as razdes entre seus lados correspondentes

sao constantes.

Tomando duas semirretas AE e A(E nao coincidentes, com origem em A, e as retas

nao coincidentes r, r; e ry, perpendiculares a semirreta A(E nos pontos C', C; e Cs e

paralelas entre si, formam-se os tridngulos ABC', AB;C e AB>C5, que sao semelhantes

pelo caso A A, como na Figura 45.

Figura 45 — Triangulos formados por um feixe de retas paralelas e
duas semirretas transversais.

rioomi T2

n

S S SO S
c: c ng o

i

Fonte: Elaboragao propria.

«a angulo comum,;

~ R R A%y AABC ~ AABCy ~ AAB,Co
ACB = AClBl = ACQBQ =90°
Como os tridngulos considerados sao semelhantes, temos:

AB AC  BC
AB, AC, B,C,
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Tomando o angulo a como referéncia, podemos obter as razoes trigonométricas:

Cosseno,
AB  AC
AB, AC;
AC  AC
O
AB AB
Logo,
cateto adjacente ao angulo «
cosa = - .
hipotenusa
Seno,
AB  BC
AB, BiC
BC BC,
= == —
AB AB
Logo,
cateto oposto ao angulo «
sen o = - :
hipotenusa
Tangente,
AC  BC
AC,  BiC
BC B\C,
= _ =
AC ACH
Logo,
cateto oposto ao angulo «
tga =

cateto adjacente ao Angulo o’

A relagao fundamental da trigonometria pode ser obtida a partir do Teorema
de Pitagoras. Sendo a, b e ¢ os lados de um triangulo retdngulo, com hipotenusa de

medida a, e a o angulo agudo formado pela hipotenusa e o cateto b, temos:

a’=b +c
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Figura 46 — Identificacao dos lados de um triangulo retangulo
em relagao ao angulo a.

B

hipotenusa

Lado BC de medida a cateto oposto ao angulo a

Lado AB de medida c

A
cateto adjacente ao &ngulo a

Lado AC de medidab

Fonte: Elaboracao propria.

Dividindo a igualdade por a?, obtemos:

o b c
Substituindo — por cosa e — por sena , temos:
a a
cos’a +sen’a = 1

4.8.1 Interpretacdo das razdes trigonométricas no ciclo trigonométrico

Embora as razoes trigonométricas tenham sido inicialmente definidas a partir das
relacoes entre os lados de um tridngulo retangulo, é possivel interpreta-las geometricamente

de forma mais ampla por meio do ciclo trigonométrico.

Considere uma circunferéncia de raio unitario, centrada na origem de um sistema de
coordenadas cartesianas. Essa circunferéncia é denominada circunferéncia trigonométrica
ou ciclo trigonométrico. Seja P um ponto da circunferéncia, determinado por um angulo

a, medido a partir do eixo horizontal positivo, no sentido anti-horario.
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Figura 47 — Ciclo trigonométrico e interpretagao ge-
ométrica das razoes seno, cosseno e tan-
gente.

<N
4

Fonte: Elaboracao propria.

Observando a Figura 47, considere o tridngulo AAOP, retangulo em A.

Nesse triangulo, o segmento OP corresponde ao raio da circunferéncia trigonomé-

trica, logo,

Assim, podemos interpretar as razoes trigonométricas do angulo a em termos dos

comprimentos dos segmentos envolvidos.

De fato, temos:

cos oA
o= ——.
or

Como OP =1, segue que:
cosa = 0A.

De maneira analoga, para o seno, temos:

AP
sen o = —.
oP
Como OP =1, obtemos:
sena = AP.

Dessa forma, o cosseno de « corresponde a projecao do ponto P sobre o eixo

horizontal, enquanto o seno corresponde a sua projecao sobre o eixo vertical.
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Observando a Figura 48, consideremos a reta tangente a circunferéncia trigonomé-

trica no ponto A; = (1,0), isto é, a reta vertical de equagao = = 1.

Seja () o ponto de intersecao entre essa reta e a semirreta de origem em O que

forma um angulo o com o eixo horizontal positivo, no sentido anti-horario.
Dessa forma, o ponto () pertence simultaneamente a reta tangente e a semirreta

O?, sendo, portanto, um prolongamento do segmento OP.

Figura 48 — Interpretagdo geométrica da tangente no ciclo tri-
gonomeétrico.

<N

Fonte: Elaboracao propria.

Conclui-se que a tangente do angulo « ¢é igual & medida do segmento A;Q), isto é,

tana = A;Q.

4.8.2 Relacao entre seno, cosseno e tangente

Consideremos os triangulos AAOP e AA;0Q.

Observa-se que os tridngulos AAOP e AA;0Q sao semelhantes, pois possuem um
angulo comum em O e ambos sdo retangulos, sendo o triangulo AAOP retangulo em A e

o triangulo AA;0Q retangulo em A;.

Assim, pela semelhanca de tridngulos, temos:

=
I

S(i=
N
S
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Como A0 =1, segue que:

N

O

I
S=

Logo, L
AP
OA

tana =

Como anteriormente obtivemos que sena = AP e cosa = OA, concluimos que:

sen «

tana = , com cosa # 0.

COS v

4.9 Area de Figuras Planas

O conceito de area é uma das nog¢des fundamentais da Geometria Plana. Em
termos gerais, a area de uma figura plana pode ser entendida como a medida da extensao

de superficie que essa figura ocupa ou a regiao delimitada por uma figura plana.

A area é tratada como uma grandeza de medida que associamos um valor real

positivo a cada figura plana, que atende a certas condigoes.

Antes de enunciar os axiomas da area, é importante esclarecer alguns conceitos
fundamentais que serao utilizados, em especial as noc¢oes de regioes sobrepostas e de regiao

degenerada.

Duas regioes planas sao ditas nao sobrepostas quando nao possuem pontos
interiores em comum. Nessa situagao, a intersecao entre as regides ¢ vazia ou composta

apenas por pontos de fronteira.
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Figura 49 — Exemplos de regioes nao sobrepostas.

AR

HINIV ={C}

VI

: ‘ VNVI=AB

VIINVIII =DEUEF

Fonte: Elaboracao propria.

A Figura 49 ilustra diferentes situacoes de regides nao sobrepostas.

Nos casos I e 11, as regides sao disjuntas, isto é, nao possuem nenhum ponto em

comum, de modo que

INIl=o.

Nos casos III e IV, as regioes possuem apenas um ponto em comum, pertencente a

fronteira, o ponto C, isto é,
IHINnI1v ={C}.

Nos casos V e VI, as regioes compartilham apenas um segmento de reta de fronteira,
dado por AB, isto é,
VNnVI=AB.

Por fim, nos casos VII e VIII, as regioes possuem em comum apenas segmentos de

suas fronteiras, dados por DE e EF, isto é,

VIINVIII =DE UFEF.

Em todos esses casos, embora exista intersecao entre as regioes, ela nao contém

pontos interiores, o que caracteriza regioes nao sobrepostas.
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Duas regioes planas sao ditas sobrepostas quando possuem pontos interiores em

comum, isto é, quando existe uma regiao do plano que pertence simultaneamente a ambas.
A Figura 50 ilustra uma situacao de sobreposicao entre duas regioes.
Nesse caso, as regioes [X e X possuem uma regiao triangular em comum, determi-

nada pelos pontos A, B e (', de modo que

IXNX=AABC.

Observa-se que, diferentemente dos casos anteriores, a intersecao entre as regioes

nao se limita a fronteira, mas contém uma regiao com area positiva.

Essa situacao caracteriza a sobreposicao de regioes, sendo fundamental distingui-la

dos casos em que a interse¢ao ocorre apenas em pontos ou segmentos de reta.

Figura 50 — Exemplo de regioes sobrepostas.

IXNX =AABC

Fonte: Elaboracao prépria.

Uma regiao degenerada ¢é aquela cuja area é nula, isto é, que nao possui extensao

bidimensional.

Em particular, conjuntos formados apenas por pontos ou segmentos de reta podem

ser considerados degenerados, dizemos que tem &area zero.

Essa situagao pode ser observada na Figura 49. Nos casos em que a intersecao
entre duas regidoes ocorre apenas em um ponto ou em um segmento de reta, como nos
casos III, IV, V e VI, tem-se que essa intersecao nao possui area positiva, sendo, portanto,

um conjunto degenerado.
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Por exemplo, quando
IHINI1v ={C},

a intersecao consiste apenas em um ponto, cuja area é nula.

De maneira analoga, quando
VNnVI=AB,

a intersecao é um segmento de reta, que também possui area nula.

Assim, embora tais intersecoes existam, elas ndo formam regides planas com area

positiva, sendo classificadas como degeneradas.

Dado uma figura F', a drea de F' é um ntmero real positivo, indicado por A(F)

que satisfaz os seguintes axiomas.

Axioma 1 (Positividade da Area). A toda regido delimitada por uma figura plana,
corresponde um nimero maior do que zero. O niimero a que se refere este axioma é

chamado de area da regiao.

A(F) >0

Esse axioma garante que a medida de area é sempre positiva para qualquer regiao
poligonal nao degenerada, estabelecendo a base conceitual para a definicao de area como

uma grandeza mensuravel associada a uma figura plana.

Axioma 2 (Aditividade da Area). Se uma figura F' é decomposta em duas partes G

e H, sem sobreposi¢ao, entao:

A(F) = A(G) + A(H)

Figura 51 — Soma das areas de duas regides planas:

A(F) = A(G) + A(H).

Fonte: Elaboracao propria.

Esse principio expressa a aditividade da medida de area, isto é, a area total de

uma figura é igual a soma das areas de suas partes, desde que nao haja sobreposi¢ao entre
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elas. Trata-se de um dos fundamentos da teoria das areas, estabelecendo uma propriedade

essencial para o cdlculo de areas de regidoes compostas.

Axioma 3 (Congruéncia das Areas). Se duas figuras planas F' e GG sdo congruentes,

entao:

Figura 52 — Poligonos congruentes tem areas equiva-
lentes.

Fonte: Elaboracao prépria.

Esse axioma estabelece que figuras congruentes possuem a mesma area, uma
vez que a congruéncia implica coincidéncia exata de forma e dimensoes. Assim, qualquer
deslocamento rigido (translagao, rotagao ou reflexdo) nao altera a medida da area da

figura.

Corolério 1 (Monotonicidade da Area). Se uma regiio esta contida em outra, entio

sua area ¢ menor ou igual a area da outra.

Figura 53 — Se G C F, entdao A(G) < A(F).

Fonte: Elaboragdo prépria, com base em Lima (2006).

Demonstracao do Corolario 1.

Sejam G e F' regides planas tais que

GCPF.
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Conforme ilustrado na Figura 53, a regiao F' pode ser decomposta na uniao da

regiao GG com a parte restante de F, isto ¢,

F=GU(F\G).

Além disso, essa uniao é disjunta. Assim, pela propriedade da aditividade da &rea,

temos:

A(F) = A(G) + A(F\ G).

Como a area de uma regiao plana é sempre nao negativa, segue que

A(F\G) >0.
Portanto,

A(F) = A(G)
Logo,

A(G) < A(F)

O

Definigao 4.9.1. O quadrado é um quadrilatero de lados congruentes e angulos internos

retos e a drea do quadrado de lado unitario é definida como 1u2.

Figura 54 — Quadrado de lado 1u e area 1u?.

Fonte: Elaboragao prépria.

Essa defini¢ao estabelece a unidade padrao de medida de area, denominada
unidade de drea (u?). Qualquer outra drea serd comparada a essa unidade, servindo de

base para todas as medigoes de superficies planas.

Teorema 12 (Area do Retangulo). A irea de um retangulo de base b e altura h é
dada por
A=b-h. (4.2)
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Figura 55 — Retangulo de base b e altura h.

Fonte: Elaboragao propria.

Demonstracao do Teorema 12. Vamos dividir em casos 4 casos, indicaremos por

A(b,h) a area de um retangulo de base b e altura h.

Caso1l: be Ne he N.

Inicialmente, considere um retangulo cuja base b e altura h sejam nimeros naturais

positivos.

Tomando como unidade de area o quadrado de lado 1w, tracamos retas paralelas
a base e a altura do retangulo, distanciadas de 1w entre si, subdividindo a base em b

segmentos unitarios e a altura em h segmentos unitarios, conforme ilustrado na Figura 56.

Figura 56 — Retangulo de base b e altura h subdividido
em unidades de comprimento 1 u.

lu

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Desse modo, o retangulo fica decomposto em pequenos quadrados unitarios con-

gruentes.

Cada quadrado unitario possui lados medindo 1u. Portanto, sua area é dada por
AL D) =1u-1u= 14>
Como existem b-h desses quadrados formando o retangulo original, pela aditividade

da area, segue que
A(b,h) =b-h.
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Portanto, quando a base e a altura sdo nimeros naturais positivos, a area do
retangulo ¢ dada por

A=b-h.
Caso 2: b racional e h racional.

Considere um retangulo cuja base b e altura h sejam ntimeros racionais positivos.

Existem ntimeros naturais m, n, p e ¢, com n, q # 0, tais que
b=

m
n

Figura 57 — Retangulo de dimensdes racio-
nais.

m
b= —
n

Fonte: Elaboragdo prépria (2025).
Agora, consideremos a justaposicao horizontal de n retangulos congruentes ao
retangulo original, conforme ilustrado na Figura 58.

Figura 58 — Justaposicao horizontal de n retangulos
congruentes.

=

Fonte: Elaboragdo prépria (2025).
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A . m A .
Como cada retangulo possui base —, obtemos um novo retangulo cuja base mede
n

e cuja altura permanece igual a

.
Em seguida, realizamos a justaposicao vertical de ¢ retangulos congruentes ao
retangulo obtido anteriormente.

. p A .
Como cada um possui altura —, obtemos um novo retangulo cuja altura mede

q .

p_
q

Portanto, obtemos um retangulo de base m e altura p, ambas naturais, conforme

ilustrado na Figura 59.

Figura 59 — Expansao do retangulo racional em um retangulo de
dimensoes naturais.

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Pelo Caso 1, a area desse novo retangulo é dada por
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A(m,p) =m - p.

Como esse retangulo foi formado pela justaposicao de n - g retangulos congruentes

ao retangulo original, segue, pela aditividade da area, que

Logo,
n q n-q
Portanto,
A(Tn,p) _m.p
n q n g
Assim,

A(b,h) =b-h.

Caso 3: bERJreh:EE@Jr.
q

Considere um retangulo de altura fixa h = b € Q. e base variavel b € R,.

Indicaremos por A(b, h) a area do retdngulo de base b e altura h.

Pelo Caso 2, sabemos que a area de um retangulo de base racional positiva e altura

racional positiva é dada por
A=b-h.

Agora, consideremos sucessivas justaposi¢oes horizontais de retangulos congruentes

de base b e altura h, conforme ilustrado na Figura 60.
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Figura 60 — Construcao de retangulos de bases b, 2b, 3b, - - -, nb, evidenciando
a proporcionalidade entre a base e a area.

h A, AL
[EEEPEREEN R 1
h Ay A,
A+ A
P e |
2b
" A S A A+ Ar+ Az
o )
h e
5y Ay An AL+ Ast - FA,

Fonte: Elaboracao propria.

Cada novo retangulo é obtido pela justaposicao horizontal de mais um retangulo

congruente ao primeiro.

Assim:
A(Qb, h) - Al + A2 == 2141

A(3b,h) = Ay + Ay + Ag = 34,

A(nb,h) = A1+ As+ -+ A, =nAy
Como todos os retangulos sao congruentes, temos
A=Ay =---=A, = A(b,h).
Logo,
A(nb, h) = nA(b, h),

para todo n € N.

Além disso, se by < by, entao o retdngulo de base b; e altura h fica contido no

retangulo de base by e mesma altura h. Pelo Corolario 1 (Monotonicidade da Area), segue

que

A(br,h) < A(by, h)
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Como os retangulos nao coincidem, a regido excedente possui area positiva. Logo,

A(by, h) < A(by, h)

Portanto, a fungdo A(b, h) é crescente em relagao a base b.

Como A(b, h) é crescente em relagdo a base b e satisfaz

A(nz, h) =nA(z, h)
para todo n € N e todo z € Ry, segue, pela Defini¢ao 4.3.5, que A(b,h) é uma
proporcionalidade direta em relagao a base b.

Assim, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, existe uma constante de

proporcionalidade A tal que

Equivalentemente,

A(b,h) = Ab.

Para determinar essa constante, tomemos b = 1. Nesse caso, o retangulo possui

base 1 e altura h.

b . . . . o
Como 1 e h = = sdo nimeros racionais positivos, pelo Caso 2, temos:
q

A(LLh)y=1-h=h

Mas,

A(LLR) =A-1=2A

Logo,

A= h.

Substituindo em A(b, h) = Ab, obtemos:

A(b, h) = hb.
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Portanto, para toda base real positiva b e altura racional positiva h, a area do

retangulo ¢ dada por

Caso4: be Ry eheR,

Considere um retangulo de base fixa b, com b € R, e altura variavel h € R,.
Indicaremos por A(b, h) a drea do retdngulo de base b e altura h.

Pelo Caso 2, sabemos que a area de um retangulo de base real positiva e altura

racional positiva é dada por

A=b-h.

Agora, consideremos sucessivas justaposicoes verticais de retangulos congruentes

de base b e altura h, conforme ilustrado na Figura 61.

Figura 61 — Construcao de retangulos de alturas h, 2h, 3h, ---, nh,
evidenciando a proporcionalidade entre a altura e a

area.
* Az _ As
— Ay Az Ao
h- Al | 2nil A 3h A nh A1
H - S H . H b

Fonte: Elaboracao propria.
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Cada novo retangulo é obtido pela justaposicao vertical de mais um retangulo

congruente ao primeiro.

Assim:
A(b,2h) = A) + Ay = 244,

A(b,3h) = Ay + Ay + Ay = 34,

Como todos os retangulos sdo congruentes, temos

Ay =Ay=---=A, = A(b,h)
Logo,
A(b,nh) = nA(b, h)
para todo n € N.

Além disso, se hy < hs, entdo o retangulo de altura h; e base b fica contido no
retangulo de altura hy e mesma base b. Pelo Coroldrio 1 (Monotonicidade da Area), segue
que

A(b, hy) < A(Db, hy)

Como os retangulos nao coincidem, a regiao excedente possui area positiva. Logo,

A(b, hl) < A(b, hg)

Portanto, a fungdo A(b, h) é crescente em relagao a altura h.

Como A é crescente e satisfaz

A(b,ny) = nA(b,y)
para todo n € N e todo y € R, segue, pela Defini¢ao 4.3.5, que A(b,h) é uma
proporcionalidade direta em relacao a altura h.

Assim, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, existe uma constante de

proporcionalidade A tal que

:A7 hER+

Equivalentemente,
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A(b, h) = Ah.

Para determinar essa constante, tomemos h = 1. Nesse caso, o retangulo possui

altura 1 e base b.

Como 1 é racional positivo e b € R, pelo Caso 2, temos:

A(b,1)=b-1=1b

Mas,

Logo,

Substituindo em A(h) = Ah, obtemos:

A(b, h) = bh.

Portanto, para toda base real positiva b e altura real positiva h, a area do retangulo
é dada por
A=0b-h.

Exemplo do Teorema 12. Qual é a drea de um retangulo de base 6u e altura 4u?

Tracando retas paralelas a base e a altura, podemos decompor o retdngulo em 24 quadrados

unitarios.

Figura 62 — Demonstragao da area do retangulo de base
6u e altura 4 u.

bu

Fonte: Elaboragao propria.
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Exemplo do Teorema 12.
Qual é a area de um retangulo de base v/2u e altura 7 u?

Pelo Teorema 12, a area do retangulo é dada pelo produto da base pela altura. Assim,

A=+2- .

Logo,

A =mV2u?
Teorema 13 (Area do quadrado). A rea de um quadrado de lado [ é dada por:

A= (4.3)

Demonstracdo do Teorema 13. Um quadrado é um caso particular de retangulo

cujos lados tém a mesma medida, isto é, base [ e altura [.

Pelo Teorema 12, segue que
A=1-1=1%
OJ
Teorema 14 (Area do Paralelogramo). A area de um paralelogramo é dada por
A=1b-h,

onde b é a base e h a altura relativa.

Demonstracao do Teorema 14. Tracando duas retas r e s perpendiculares a base DC,
sendo a reta r passante pelo ponto D e a reta s pelo ponto C, e prolongando o segmento
BA até encontrar r, bem como o prolongamento de DC até encontrar s, obtemos um

retangulo de base (b+ ¢) e altura h, como mostra a Figura 63.
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Figura 63 — Demonstracao da area do paralelogramo por decomposi¢ao
em um retdngulo de base (b + ¢) e altura h.

b
-+

Cc

| l
D
E
c+b
h
D b+c
E c+
h
b
D
Fonte: Desenho original elaborado pelo Prof. Dr. Floréncio Ferreira Guimaraes Filho em aula (2024).

Observa-se que os triangulos ADEA e ABFC' sao congruentes (pelo critério LAL),

pois:
ED=FB=h
AEA = BFC = 90°
EFEA=FC=c¢

Logo, da ultima igualdade da Figura 63.

Areténgulo EBFD — Aparalelogramo + Areténgulocxh

= Aparalelogramo = Areténgulo EBFD — Areténgulocxh
= Aparalelogramo = (b + C) -h—c-h

= Aparalelogramo =b-h+c-h—c-h

Aparalelogramo =b-h

Teorema 15 (Area do Tridngulo). A érea de um tridngulo é dada por

A=l
2
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Demonstracao do Teorema 15. Considere um paralelogramo formado pela duplicacao
do tridngulo em torno de um lado. Pela formula anterior, a area do paralelogramo é b - h.

Como o triangulo representa metade do paralelogramo, como mostra a Figura 64.

Figura 64 — Demonstracao da area do triangulo pela construcao de um

paralelogramo.
A C 5
drea AAB'C
h _
drea AABC + -
B C
I N A
b B
A Seo
h area d(;‘m.ralelo Tamo b-h
F \\ g = Atriangulo = 5y
B R

Fonte: Elaboragao propria.

O
Teorema 16 (Area do Trapézio). A drea de um trapézio de bases B e b e altura h é

(B+b)-h

A:
2

Demonstracao do Teorema 16.

O trapézio pode ser duplicado e rearranjado em um paralelogramo de base B + b
e altura h. Portanto, a area do trapézio é a metade da area desse paralelogramo, como

mostra a Figura 65.

Figura 65 — Demonstracao da area do trapézio pela construcao
de um paralelogramo.

[ ——— [ |
D b G E_ B F
h + -
E F
o o D a
[ —_—
B b
D S r
“/// | ///§A2<B+ww
I ; ‘o

Fonte: Elaboracao propria.
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O

Teorema 17 (Area do Losango). A drea de um losango é igual a metade do produto

de suas diagonais.

A=2""
2

Demonstracdo do Teorema 17. O losango pode ser inscrito em uma retangulo de
lados h e b congruentes as diagonais D e d do losango. Portando a area do losango ¢ a

metade da area desse paralelogramo, como mostra a Figura 66.

Figura 66 — Demonstracao da formula da area do losango em funcao
de suas diagonais.

Ar'ﬁt[mgula =Dd =
= Areténgulo = 2 Alosango =

A; etangulo

= A[ osango — 9

D-d
= Alos(muv =~

Fonte: Elaboracao propria.

4.9.1 Poligonos Regulares

Para poligonos regulares, precisamos primeiro definir:

Definicao 4.9.2. O apdétema ¢ a distancia do centro de um poligono regular até o ponto

médio de um de seus lados.

Definicao 4.9.3. Um poligono inscrito é um poligono cujos vértices estao todos

localizados sobre os pontos de uma circunferéncia.
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Figura 67 — Apotemas de poligonos regulares obtidos por decomposi¢ao em
triangulos isosceles.

E F |
.. ‘Cg,"
c D U G

Fonte: Elaboracao propria.

Teorema 18 (Area de uma Poligono Regular). Seja P o perimetro de um poligono

regular e a o apétema, entao sua area ¢ dada por

a-te
2

Demonstragcdo do Teorema 18. Um poligono regular de lado [ pode ser decomposto

em n triangulos isosceles congruentes, todos com altura igual ao apétema a.
A area de cada triangulo é dada por

A=l
2

em que [ representa a medida do lado do poligono.
Como o poligono é formado por n desses tridngulos, sua area total é

A:n-l.—a.
2

Sabendo que o perimetro do poligono é P = n - [, obtemos

P-a
5

A:

49.2 Calculo da altura de um triangulo equilatero

Para encontrar o valor da altura de um tridngulo equilatero AABC, basta aplicar

o Teorema de Pitagoras.
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ABHC', temos:

(BC)? = (‘?)2 + (BH)?.
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Figura 68 — Triangulo equildtero AABC' com altura
BH = h.

Fonte: Elaboracao proépria.

Substituindo AC = AB = BC =1 e BH = h, obtemos:

4.9.3 Area de um tridngulo qualquer.

Teorema 19 (Herao). Se AABC é um tridngulo de lados a, b, ¢ e semiperimetro p,

entao sua area é dada por:

Apape=lp-(p—a) - (p—b)-(p—¢),

onde
a+b+c

p= 9

Demonstracdo do Teorema 19. Tragando a altura do AABC pelo maior lado ,

conforme representado na Figura 69.
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Figura 69 — Triangulo ABC com altura BH relativa ao lado de
maior comprimento AC, utilizado na demonstracao da
Formula de Herao.

B

Fonte: Elaboracao proépria.

Seja AABC um triangulo de lados

BC =a, AC = b, AB =c.
Considere a altura BH = h, relativa ao lado AC, com H € AC. Denotemos

AH =m e HC =n.

Assim,
b=m+n. (4.4)

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos retangulos AABH e ABCH,

temos:

¢ =h*+m? (4.5)
a® = h* +n% (4.6)

Subtraindo (4.5) de (4.6), obtemos:

a2—02:n2—m2.

Como n? —m? = (n —m)(n+m) e, por (4.4), n +m = b, segue que:

Logo,
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Temos, portanto, o sistema:

n+m=y>,

a? — 2

b

n—m=

Somando as duas equacoes, obtemos:

a?—-c V+ad®-72

o = b
n=bt—y b

Assim,
G e
B 20 '

Como m = b — n, temos:

a2+ b - 202 —a? -0+ 2

2b 2b

Logo,
b? — a? + 2
2b '

m =

Pelo Teorema de Pitagoras no tridangulo retangulo AABH, temos:

A =h?>+m?

Portanto,

h? = —m?

Substituindo o valor de m, dado em (4.7), obtemos:

B —a?+ 2\’
W=c—-——M .
o= ()

Assim,

2_4b2 2—(b2—a2+02)2

h 4b?

Escrevendo 4b*c? = (2bc)?, temos:

(2bc)? — (b* — a® + 2)?

2 _
W= 42

Aplicando a diferenca de quadrados, segue que:

[2bc — (b* — a® + ¢*)] [2bc + (b* — a® + 02)].

2 _
W= 42
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Organizando os fatores, obtemos:

[@® = (b= )] [(b +¢)* — a”]

2 _
W= 42

Novamente, pela diferenca de quadrados:

a—b+c)la+b—c)b+c—a)la+b+c)

s |
W= 42

Como o semiperimetro do triangulo é dado por

a+b+c
2 )

temos:
a+b+c=2p,

a+b—c=2(p—oc)),
a—b+c=2(p-0),

b+c—a=2(p—a).

Substituindo essas expressoes, obtemos:

2p—b)-2(p—c)-2(p—a)-2p.

2 _
= 402
Logo,
B2 16p(p —a)(p —b)(p — ¢)
4b? '
Portanto,

4p(p — a)(p = b)(p — ¢)

2 _
h* = 2

Como h > 0, segue que:

h= oo~ a)p— B)p— o).

A érea do triangulo AABC é:

b-h
Apapo = o
Substituindo o valor de h, temos:
b 2
Apapc = 3% pp—a)(p—">b)(p—c).

Assim,

Anape = \/p(p —a)(p —b)(p — ).
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com

Portanto, fica demonstrada a Férmula de Herao:

Apapc = \/p(p —a)(p="b)p—o)

a+b+c

p= 9

O

Observacao. A Formula de Herdo também pode ser utilizada de uma maneira mais

pratica e operacional.

Dado um tridngulo de lados a, b e ¢, procede-se da seguinte forma:

soma-se as medidas dos trés lados:

a+b+c

multiplica-se esse resultado por:
(a+b—c),
isto é, pela soma de dois lados subtraida do terceiro;

multiplica-se ainda por:
(a—b+c),

isto é, pela soma de dois lados subtraida do outro lado;

multiplica-se também por:
(—a+b+c),

isto é, pela soma de dois lados subtraida do primeiro lado;
extrai-se a raiz quadrada do produto obtido;

por fim, divide-se o resultado por 4.

Assim, a area do tridngulo pode ser calculada diretamente por:

Va+b+o)at+b—c)a—b+c)(—a+b+c)

ApaBe = 1 :

Exemplo 1 do Teorema 19. Considere agora um triangulo de lados 13, 14 e 15. Pela

Férmula de Herao,

V(134 14+ 15)(13 + 14 — 15)(13 — 14 + 15)(—13 + 14 + 15)

Apapc = 1 :
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Efetuando as operacoes, obtemos:

\/(42)(12)(14)(16)

Anape = 1 -

Calculando o produto:

42-12-14 - 16 = 112896.

Logo,
112896
Apapc = —
Como
V112896 = 336,
segue que
336
Apapc = Vi
Portanto,
Apape = 84|

Assim, a drea do triangulo de lados 13, 14 e 15 é igual a 84 unidades de &rea.
Teorema 20 (Area do Circulo).
A area de um circulo de raio r é dada por

A= mr?.

Demonstracao do Teorema 20.

Inicialmente, recordemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio r é
dado por
C = 27r.

Considere poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia de raio

r, conforme ilustrado na Figura 70.
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Figura 70 — Poligonos regulares inscritos e circunscritos a circunferéncia de raio

unitario.
n ; : :
R e Inscrito Clircunscrito
3 ~ 1, 3u? A~ 5, 22
P '3 P = 10,40
(tridngulo) I
4 A=2u? A = 4u? / \
(quadrado) P 5,66 I P=23,0 \ l /
~ 2, 4u? ~ 3. 6u
5 A~24 A~ 3, 6u°
: Perg,88 Pesi, 27
(pentdgono)
6 A~ 2 6u? A~ 3 5u2
(hezdgono) o2 (G, (1) Prg, 93
& A~ A(ms) A~ A?gcf;rc)
(n Iados) P P '!.TLS) _P PT-EC'iTF)
.¢ A>T A=
(tende a B P95
circunferéncia)
A = drea P = perimetro u = raio unitdrio (u = 1)

Fonte: Elaboragao propria.
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Sejam P,Sms) e P,(LC“C) os perimetros dos poligonos regulares inscrito e circunscrito

de n lados, respectivamente. Entao,

P < oy < PLeire),

A medida que o nimero de lados cresce indefinidamente, os perimetros dos poligonos

inscritos e circunscritos aproximam-se do comprimento da circunferéncia, isto é,

Py 97p e Pl ony

De modo anélogo, a area do circulo pode ser compreendida como o limite das areas

dos poligonos regulares inscritos.

Considere um poligono regular inscrito de n lados. Esse poligono pode ser decom-

posto em n tridngulos isosceles congruentes, todos com vértice no centro da circunferéncia.

Se b, representa a medida da base de cada tridngulo e a, a medida da altura

correspondente, entao a area do poligono inscrito é dada por

b,a
Como o perimetro do poligono é
P, = nb,,
segue que
A, = Dndn
2

Quando o numero de lados aumenta indefinidamente, o perimetro P, tende ao

comprimento da circunferéncia e a altura a,, tende ao raio r. Assim,

P,—2mr e a,—r.

Portanto,

A= lim A, = lim =
n—oo

Logo,

A = 712

Essa interpretagao geométrica pode ser visualizada pelo método de exaustao apre-
sentado na Figura 70, em que os poligonos regulares inscritos e circunscritos aproximam-se

progressivamente da circunferéncia a medida que o nimero de lados aumenta.

O
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4.10 A Relac3o entre Semelhanca e Areas

A semelhanca de figuras é um dos conceitos mais importantes da geometria, pois
estabelece a ideia de preservacao de forma, mesmo quando ha alteracao de tamanho.
Segundo Lima (2011), em sua obra Medida e Forma em Geometria, a nogao de semelhanga
esta profundamente relacionada ao principio da proporcionalidade, uma vez que figuras
semelhantes apresentam lados correspondentes proporcionais e angulos correspondentes
congruentes. De modo complementar, Neto (2012), em Geometria, destaca que esse
conceito constitui um dos fundamentos essenciais para compreender as relagoes existentes

entre medidas lineares, de area e de volume nas figuras geométricas.

Quando dois triangulos sao semelhantes, existe uma razao de proporcionalidade k
entre seus lados correspondentes. Essa razao, chamada razao de semelhanca, estabelece
nao apenas a relacdo entre comprimentos, mas também entre areas. Ou seja, se os lados
de um tridngulo sdo ampliados ou reduzidos segundo um mesmo fator k, sua area nao

cresce ou diminui na mesma proporc¢ao, mas sim segundo o quadrado dessa razao.

Teorema 21 (Razao entre Areas de Tridngulos Semelhantes). Se dois tridngulos
sao semelhantes, entao a razao entre suas areas € igual ao quadrado da razao de semelhanga

entre seus lados correspondentes.

Figura 71 — Tridngulos semelhantes com angulos correspondentes
a, 3,7, evidenciando a proporcionalidade entre seus
lados e a relacao entre suas areas.

B

@ (Cem

Fonte: Elaboracao propria.

Demonstracdo do Teorema 21.

Sejam AABC e ADEF dois tridngulos semelhantes, com razao de semelhanca k.

Assim, temos:

AB BC AC

= = = k.
DE EF DF

Tomando os lados AC' e DF como bases, segue que:
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ou seja,

Trace as alturas relativas a essas bases, isto ¢, os segmentos BG ¢ EH, com G € AC
e H € DF, tais que:

BG L AC e FEH 1 DF.

Figura 72 — Triangulos semelhantes com alturas relativas as bases cor-

respondentes.
B
¢]

E
p

-

B1

a Y a Y
. \ A i VN
A G C D H F

Fonte: Elaboracao propria.

Considere os triangulos retangulos AABG e ADEH. Como ANABC ~ ADFEF,
temos:

ABG = DEH.

Além disso,
AGB = DHE = 90°.

Logo, pelo critério AA, concluimos que:

ANABG ~ ADEH.

Portanto, seus lados correspondentes sao proporcionais:

BB _,
EH DE
Assim,
BG =k-FH.

Como BG e FH representam as alturas relativas as bases AC e DF, respectiva-

mente, conclui-se que as alturas também estao na razao de semelhanca k.
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A area de um triangulo é dada por:

1
A= 3 (base) - (altura).

Logo:

AAABC . % @BG
Apppr  3-DF-EH
Substituindo
AC=k-DF e BG=k-FEH,
obtemos: - L
AAaBC _ (k-DF)(k-EH) g2
AADEF DF -EFH '
Portanto:

Apapc 2
AADEF

Figura 73 — Razao entre as areas de triangulos semelhan-
tes em funcao do quadrado da razao de seme-

lhanca.
B
B
a Y
A c
— K2
E
B
A ° LAY
D F

Fonte: Elaboracao propria.
O
Defini¢ao 4.10.1. (Poligonos Semelhantes). Dois poligonos sao semelhantes quando
possuem o mesmo numero de lados, angulos correspondentes congruentes e lados corres-

pondentes proporcionais.

Em outras palavras, dados dois poligonos

A1A2A3 c. An e BleBg ce Bn,
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dizemos que sao semelhantes quando:
A1:B17 A2:B27 SRR An:BTL7

e existe uma constante positiva k, denominada razao de semelhanca, tal que:

Aidy _ Aods  _ Asd
BBy ByBs  B.Bi

Teorema 22 (Razao de Poligonos Semelhantes). Dois poligonos semelhantes tém

areas proporcionais ao quadrado da razao de semelhanca de seus lados correspondentes.

Demonstragcdo do Teorema 22. Divide-se cada poligono em tridngulos a partir de
um vértice comum. Como cada triangulo decomposto em um poligono corresponde a um
triangulo semelhante no outro poligono, pelo Teorema 21 cada par de triangulos tera
areas em razao k2. Somando-se as dreas correspondentes, conclui-se que a razao entre as

dreas totais dos poligonos também é k2. 0
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5 Sequéncia Didatica para o Ensino de Escala,
Razao, Proporcao, Semelhanca e Grandezas

na Construcao de Maquetes

Neste capitulo é apresentada a sequéncia didatica elaborada para o ensino de
conceitos relacionados a medida, razao, proporcao, proporcionalidade, escala, semelhanca
de triangulos, relagdoes métricas, trigonometria e dreas, tendo como contexto a construcao
de uma maquete da escola. Inicialmente, sao descritas as atividades propostas, organizadas
em vinte aulas, evidenciando os objetivos, os contetidos matematicos mobilizados e as
metodologias adotadas. Em seguida, é realizada uma anéalise pedagdgica da sequéncia
didatica, destacando as conexoes entre os diferentes contetdos e sua articulagao com os
principios da aprendizagem significativa. Cabe destacar que a proposta nao se limitou
a elaboracao do produto educacional, tendo sido desenvolvida em disciplina Eletiva do
Ensino Médio, possibilitando a construgao da maquete da escola e a vivéncia das atividades

descritas ao longo deste capitulo.

A construgao de maquetes constitui uma estratégia pedagogica que favorece a apren-
dizagem ativa e contextualizada, permitindo ao estudante aplicar conceitos e conteidos
matematicos como razao e proporcao, escala, semelhanca, relacbes métricas no triangulo

retangulo, trigonometria, calculo de areas volume, em situacoes reais do cotidiano.

Apresentamos uma sequéncia didatica estruturada em 20 aulas, a ser trabalhos
no 1°, 2° e 3° anos do ensino médio e tem como objetivo colocar em pratica conceitos e
conteudos da disciplina de matematica, dando sentido ao estudo da geometria que tera

como culminancia a construcao da maquete da escola.

5.1 Organizacao Geral da Sequéncia Didatica

A sequéncia foi estruturada de forma progressiva, de modo que cada aula introduz
conceitos necessarios a etapa subsequente da construcao da maquete. A Tabela 5 sintetiza

as relagoes entre conteidos, habilidades da BNCC e descritores avaliados pelo PAEBES.
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Tabela 5 — Articulagdo entre conteidos matematicos, habilidades da BNCC e descritores

do PAEBES

Contetidos Matematicos Habilidades BNCC Descritores PAEBES

Escala, reducdo e ampliagao EM13MAT103, EM13MAT307 D057, D058

Razao e proporgao EM13MAT103 D039

Grandezas diretamente e EM13MAT103, EM13MAT314 D039

inversamente proporcionais

Teorema de Tales EM13MAT103, EM13MAT308 D039

Semelhanga de figuras planas EM13MAT201, EM13MAT308, D049, D119
EM13MAT402

Relagbes métricas no triangulo  EM13MAT308 D049, D119

retangulo

Trigonometria no triangulo EM13MAT308 D051

retdngulo

Célculo de éreas, volume e EM13MAT201, EM13MAT307, D057, D058, D111, D129

decomposicao EM13MAT309, EM13MAT402,
EM13MAT504, EM13MAT506

Modelagem geométrica EM13MAT201, EM13MAT309, D111, D129

tridimensional EM13MAT504

Fonte: Elaboracao prépria (2025).

Material Utilizado: Quadro, pincel, impressoras 3D e a laser, madeirite, cola de
madeira, régua, paquimetro, papel milimetrado, esquadro, trena, parafusadeira, parafuso,

prego, martelo, tinta e aerografo.

5.2 Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica proposta é composta por vinte aulas, com duracao de 140
minutos cada, desenvolvidas no ambito de uma disciplina eletiva ofertada ao longo de
um semestre letivo. Essa disciplina conta com dois encontros semanais de 50 minutos,
organizados em blocos continuos, totalizando o tempo necessario para o desenvolvimento

das atividades previstas.

A organizagao em aulas de maior duracao justifica-se pela natureza da proposta,
que envolve nao apenas a abordagem conceitual dos conteiidos matematicos, mas também
a realizagao de atividades praticas, medi¢coes no ambiente escolar, uso de tecnologias
digitais e construgao de modelos fisicos. Dessa forma, cada aula contempla momentos de

introducao, desenvolvimento, sistematizacao e aplicacao dos conhecimentos.

Destaca-se que o uso de tecnologias digitais nao se configura como um objetivo em
si, mas como um instrumento de apoio a aprendizagem, contribuindo para a visualizagao,

precisao e organizacao das construgoes realizadas pelos estudantes.
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Aula 1 — Medic3o de grandezas (comprimento)

Esta aula tem como objetivo introduzir o conceito de medida, com énfase na
medicao de grandezas lineares (comprimento), estabelecendo base para comparagoes e

representacoes futuras.

Inicialmente, o professor apresenta a trena como instrumento de medicao, desta-
cando seu funcionamento e a importancia da precisao na leitura das medidas. Em seguida,
os estudantes sao orientados a realizar medi¢oes de objetos da sala de aula, como portas,
janelas, quadro e mobiliario, com o objetivo de desenvolver familiaridade e dominio no uso

do instrumento.

Apbs essa etapa inicial, e uma vez observado o dominio béasico da utilizagao da
trena, os estudantes sao conduzidos a uma atividade mais ampla, na qual realizam a
medicao das dimensoes externas da escola, especialmente a frente e a lateral da edificagao.
Os dados obtidos sao registrados de forma organizada, visando sua utilizacao nas aulas

subsequentes.

A metodologia adotada baseia-se na aprendizagem ativa, com énfase na experimen-

tagao e na coleta de dados reais.

A avaliacao ocorre de forma formativa, considerando o uso adequado da trena, a

precisao das medigoes e a organizacao dos registros.

Como resultado esperado, os estudantes deverao compreender a medi¢ao de com-
primentos como etapa fundamental para a analise de relagoes entre grandezas e para a

construcao de representacoes em escala.

Aula 2 — Razao entre grandezas

O objetivo desta aula é introduzir o conceito de razao como o quociente entre duas
grandezas de mesma natureza, a partir de situagoes reais previamente vivenciadas pelos

estudantes.

Inicialmente, o professor retoma as medidas obtidas na aula anterior, em especial as
dimensoes da frente e da lateral da escola, promovendo uma discussao sobre a comparacao
entre essas grandezas. A partir desse contexto, introduz-se o conceito de razao, destacando

sua interpretacao como uma divisao entre duas quantidades.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes sao orientados a calcular a razao entre
a medida da frente e a medida da lateral da escola, expressando-a na forma de fracao e
interpretando seu significado. Essa relacao passa a ser compreendida como uma forma de

representar proporcionalmente as dimensoes da edificagao.

A metodologia fundamenta-se na construcao do conceito a partir de uma situagao

concreta e significativa.
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A avaliacao considera a capacidade de expressar corretamente a razao, interpretar

seu significado e estabelecer conexoes com a situacao proposta.

Como resultado esperado, os estudantes deverao compreender a razao como fer-
ramenta de comparacao entre grandezas, estabelecendo um vinculo direto com a futura

representacao da planta da escola.

Aula 3 - Proporcao

Esta aula tem como objetivo desenvolver o conceito de propor¢ao como uma
igualdade entre duas razoes, a partir das relagoes estabelecidas entre as medidas do

ambiente escolar.

Inicialmente, o professor retoma a razao obtida na aula anterior entre a frente e
a lateral da escola, promovendo uma discussao sobre o significado dessa relagao e sua

importancia para a comparacao entre grandezas.

Em seguida, propoe-se uma situacao em que essas medidas precisam ser representa-
das em outro suporte, introduzindo a necessidade de manter a relagdo proporcional entre
as dimensoes. A partir dessa problemética, formaliza-se o conceito de proporcao como
uma igualdade entre duas razoes, destacando que a preservacao da forma depende da

manutencao dessas relagoes.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes sao orientados a elaborar esbogos
em papel milimetrado, representando, de forma proporcional, elementos previamente
medidos, tais como a frente e a lateral da escola, bem como objetos da sala de aula, como
portas, janelas, o quadro e o comprimento da parede em que ele esta fixado. Para isso,
devem escolher uma relacao de reducao e aplica-la de maneira consistente, garantindo a

proporcionalidade entre as medidas reais e as representadas.

Durante a atividade, os estudantes verificam a equivaléncia entre razoes e utilizam

a multiplicacao cruzada como estratégia para validar as proporgoes construidas.

A metodologia adotada valoriza a transicao do concreto para o representacional,

articulando medigoes reais com sua representacao grafica.

A avaliagdo considera a capacidade dos estudantes de construir representacoes

proporcionais, manter a coeréncia entre as medidas e justificar as relagoes estabelecidas.

Como resultado esperado, os estudantes deverdo compreender a propor¢ao como
ferramenta essencial para a representacao proporcional de grandezas, estabelecendo base

direta para o estudo da escala.
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Aula 4 — Proporcionalidade direta aplicada a planta baixa

Esta aula tem como objetivo compreender a proporcionalidade direta como uma
relagao entre grandezas e aplicd-la na andlise e construcao de representacoes em planta

baixa.

Inicialmente, o professor retoma as medidas da frente e da lateral da escola, obtidas
nas aulas anteriores, e a razao estabelecida entre essas grandezas. Em seguida, apresenta
aos estudantes uma planta baixa da escola (ou de um modelo simplificado), promovendo

uma analise comparativa entre as dimensoes reais e as dimensoes representadas.

A partir dessa comparacgao, os estudantes sdo conduzidos a investigar se a razao
entre a frente e a lateral da planta baixa é equivalente a razao entre as medidas reais,
identificando, assim, a presenga de uma relacdo de proporcionalidade direta. Nesse
momento, destaca-se a existéncia de um fator de proporcionalidade, que relaciona as

medidas reais com suas representacoes.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes sao orientados a aplicar essa relagao
para determinar as dimensoes, na planta baixa, de elementos previamente medidos, como
portas, janelas, quadro e paredes. Em seguida, devem representar esses elementos em

papel milimetrado, respeitando as proporcoes estabelecidas.

Durante a atividade, os estudantes podem utilizar estratégias como a regra de trés
simples para realizar os calculos, compreendendo-a como um procedimento associado a

proporcionalidade.

A metodologia adotada baseia-se na resolugao de problemas e na analise comparativa

entre diferentes representagoes.

A avaliacao considera a capacidade dos estudantes de reconhecer a proporcionalidade
entre as medidas, identificar o fator de proporcionalidade e representar corretamente os

elementos na planta baixa.

Como resultado esperado, os estudantes deverao compreender a proporcionalidade
direta como fundamento da representagao em escala, sendo capazes de transitar entre

medidas reais e suas representagoes.

Aula 5 — Escala: formalizacdo e aplicacdo na planta baixa

Esta aula tem como objetivo formalizar o conceito de escala como uma aplicacao da
proporcionalidade direta, consolidando a relagao entre medidas reais e suas representagoes

na planta baixa.

Inicialmente, o professor retoma a atividade desenvolvida na aula anterior, na qual
os estudantes compararam as dimensoes reais da escola com aquelas apresentadas na

planta baixa, identificando a existéncia de uma relacdo proporcional entre elas. A partir
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dessa retomada, destaca-se que essa relacao pode ser expressa por meio de uma razao

constante, introduzindo-se formalmente o conceito de escala.

Em seguida, define-se escala como a razao entre a medida representada na planta e
a medida real correspondente, evidenciando o papel do fator de proporcionalidade como

elemento central nessa relacao.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes sao orientados a determinar explicita-
mente a escala utilizada na planta baixa analisada, bem como a verificar sua consisténcia
em diferentes elementos da construcao. Posteriormente, aplicam essa escala para calcular e
representar, de forma proporcional, dimensoes de elementos como portas, janelas, quadro

e paredes, consolidando a correspondéncia entre o real e o representado.

A metodologia adotada enfatiza a sistematizacdo do conhecimento a partir de
experiéncias previamente vivenciadas, promovendo uma aprendizagem significativa e

contextualizada.

A avaliacao considera a capacidade dos estudantes de identificar corretamente a
escala, aplicar o fator de proporcionalidade de forma consistente e interpretar a relacao

entre as medidas reais e representadas.

Como resultado esperado, os estudantes deverao compreender a escala como instru-
mento fundamental para a representacao de espacos reais, sendo capazes de utiliza-la na

construcao e analise de plantas baixas.

~ \

Aula 6 — Introducao a representacao digital da planta baixa

Esta aula tem como objetivo introduzir o uso de um software de representacao
grafica como ferramenta para a construcao da planta baixa, mantendo o foco na aplicacao

do conceito de escala.

Inicialmente, o professor retoma a planta baixa trabalhada na aula anterior, desta-
cando a importancia da precisao na representagao das medidas e a necessidade de utilizar

ferramentas que permitam maior exatidao nos desenhos.

Em seguida, apresenta-se o software a ser utilizado, explorando sua interface e as
principais ferramentas necessarias para a construcao de representacoes geométricas, como

insercao de segmentos, definicdo de medidas e organizacao do espaco de trabalho.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes, organizados em grupos, sao orienta-
dos a reproduzir, no ambiente digital, representagoes planas de elementos previamente
medidos e desenhados em papel milimetrado, como portas, janelas, o quadro e paredes.
Essas representacoes devem respeitar as dimensoes obtidas por meio da escala definida

anteriormente.

Destaca-se que, por se tratar de um software utilizado para o corte em impressora
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a laser, os desenhos devem ser construidos como figuras planas, com medidas precisas e

coerentes com a representacao da planta baixa.

Nesse momento, o foco nao esta na complexidade do desenho, mas na compreensao
da relacao entre medida real, escala e representacao digital, bem como na preparacao

adequada dos elementos que serao utilizados na construgao da maquete.

Ao longo da atividade, o professor orienta os estudantes a inserir medidas proporci-

onais, reforcando o uso do fator de proporcionalidade definido anteriormente.

A metodologia adotada integra tecnologia e matematica, priorizando o uso do

software como instrumento de apoio & aprendizagem, e nao como um fim em si mesmo.

A avaliacao considera a participagao dos estudantes, a capacidade de utilizar as
ferramentas béasicas do software e a coeréncia entre as medidas representadas e a escala

estabelecida.

Como resultado esperado, os estudantes deverao desenvolver autonomia inicial no
uso da ferramenta digital, sendo capazes de representar medidas proporcionais de forma

precisa, consolidando a articulacdo entre escala e representacao.

Aula 7 — Definicdo da escala da maquete e preparacdo dos elementos estruturais

Esta aula tem como objetivo consolidar o conceito de escala por meio da definigao

da escala da maquete e da preparagdo dos elementos estruturais para sua futura construgao.

Inicialmente, o professor retoma as discussoes realizadas nas aulas anteriores sobre
proporcionalidade e escala, destacando a necessidade de estabelecer uma escala tinica e

coerente para toda a maquete da escola.

A partir das medidas reais da frente e da lateral da escola, os estudantes sdo orien-
tados a analisar diferentes possibilidades de escala, considerando critérios como viabilidade
de construcao, dimensoes finais da maquete e limitacdes dos materiais disponiveis. Em

seguida, definem coletivamente uma escala adequada para o projeto.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes, organizados em grupos, aplicam a
escala definida para calcular as dimensoes proporcionais de elementos estruturais acessiveis,
como paredes externas, portas e janelas. Com base nesses calculos, iniciam a construcao de
representacoes digitais no software, organizando os desenhos como figuras planas destinadas

ao corte em impressora a laser, respeitando as medidas e proporgoes estabelecidas.

Entretanto, embora os elementos ja estejam preparados para o corte, essa etapa
ainda nao é realizada. O professor destaca que, antes de iniciar a construcao fisica da

maquete, é necessario determinar a quantidade de material (madeirite) que sera utilizada.

Nesse contexto, evidencia-se que o calculo dessa quantidade depende da determina-

cao da area das superficies que compoem a estrutura da maquete. Contudo, observa-se que
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nem todas as medidas necessarias estao disponiveis diretamente, especialmente aquelas

relacionadas a estruturas de dificil acesso, como a altura da caixa d’agua da escola.

A partir dessa limitagao, o professor conduz uma problematizacdo, levando os
estudantes a reconhecer que sera necessario desenvolver novas estratégias para determinar
essas medidas. Assim, introduz-se a necessidade do estudo de contetidos como o Teorema
de Tales, a semelhanca de tridngulos e as razoes trigonométricas, que permitirao calcular
medidas inacessiveis e, posteriormente, possibilitardo o calculo das areas necessarias para

a estimativa de material.

A metodologia adotada baseia-se na aprendizagem por problematizacao, na qual
os estudantes identificam lacunas no processo e reconhecem a necessidade de novos

conhecimentos para avancar no projeto.

A avaliacdo considera a capacidade de definir a escala da maquete, aplicar correta-
mente o fator de proporcionalidade, elaborar representagoes coerentes e compreender a

necessidade de novos contetidos matematicos para a continuidade do trabalho.

Como resultado esperado, os estudantes deverao ser capazes de definir a escala
da maquete, preparar os elementos estruturais em escala e reconhecer a importancia do
estudo de novos conceitos matematicos para a determinagao de medidas inacessiveis e

posterior calculo de areas.

Aula 8 — Teorema de Tales

Esta aula tem como objetivo introduzir o Teorema de Tales como ferramenta para
a compreensao de relagoes de proporcionalidade entre segmentos, a partir de situagoes

concretas.

Inicialmente, o professor retoma a problematizagao apresentada na aula anterior,
destacando a necessidade de determinar medidas que nao podem ser obtidas diretamente,

como a altura de determinadas estruturas da escola.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes, organizados em grupos, sao orientados
a construir, no ambiente escolar, configuragoes que representem o Teorema de Tales,
utilizando materiais como barbante, fita adesiva ou régua para representar retas paralelas

e transversais.

A partir dessas construcoes, os estudantes medem os segmentos formados e verificam,

na pratica, que as razoes entre os segmentos correspondentes permanecem constantes.
Durante a atividade, o professor conduz a formalizacao do teorema.
A metodologia adotada baseia-se na aprendizagem por experimentagao.

A avaliacao considera a compreensao das rela¢oes proporcionais.
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Como resultado esperado, os estudantes deverao reconhecer o Teorema de Tales

como base para a semelhanca.

Aula 9 e 10 — Semelhanca de tridangulos

Estas aulas tém como objetivo desenvolver o conceito de semelhanca de triangulos e
aplica-lo na determinacao de medidas inacessiveis, a partir de uma atividade experimental

no ambiente escolar.

Inicialmente, o professor retoma a problematizagao apresentada nas aulas anteriores,
destacando a necessidade de determinar a altura de estruturas elevadas, como a caixa

d’agua da escola, cuja medicao direta nao é viavel.

Como etapa inicial, os estudantes realizam um experimento pratico: medem a
altura de um aluno e o comprimento de sua sombra no patio da escola. Em seguida,
registram essas medidas e constroem, em papel milimetrado, um triangulo representando

essa situacao, ligando os extremos correspondentes a altura e a sombra.

Posteriormente, repetem o procedimento com outro aluno ou objeto de altura

conhecida, construindo um segundo triangulo nas mesmas condigoes.

Na sequéncia, os estudantes utilizam um transferidor para medir os angulos internos
dos triangulos construidos, verificando que possuem os mesmos angulos correspondentes.
A partir dessa observagao, o professor introduz o conceito de semelhanca de tridngulos,

destacando o critério AA (dngulo-angulo).

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes utilizam a proporcionalidade entre os
lados dos triangulos semelhantes para estabelecer relagoes matematicas e calcular medidas
desconhecidas. Em seguida, aplicam esse procedimento para determinar a altura de uma

estrutura maior, como a caixa d’agua da escola, utilizando a medida de sua sombra.

A metodologia adotada baseia-se na aprendizagem experimental e investigativa,

partindo da observacao e validacao empirica para a formalizagdo do conceito matematico.

A avaliagdo considera a capacidade de construir corretamente os tridngulos, identi-
ficar a semelhanca por meio dos angulos, estabelecer proporgoes e resolver os calculos de

forma adequada.

Como resultado esperado, os estudantes deverao ser capazes de compreender e
aplicar a semelhanca de triangulos na determinacao de medidas inacessiveis, reconhecendo

sua importancia como ferramenta para a resolucao de problemas reais.

Aula 11 — Relacdes métricas no triangulo retangulo

Esta aula tem como objetivo apresentar as relagoes métricas no tridngulo retangulo

como consequéncia da semelhanca de triangulos, consolidando e aprofundando os conceitos
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desenvolvidos anteriormente.

Inicialmente, o professor retoma a atividade da aula anterior, na qual foram
construidos triangulos a partir da medicao de sombras, destacando que, ao considerar um
triangulo retangulo e tragar a altura relativa a hipotenusa, obtém-se dois novos triangulos
menores. Assim, passam a existir trés triangulos: o original e os dois formados pela

projecao da altura.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes sao orientados a representar essa
construcao em papel milimetrado, identificando os trés triangulos formados. Em seguida,
utilizando um transferidor, medem os angulos internos dos tridngulos menores e do

triangulo original, verificando que possuem angulos correspondentes iguais.

A partir dessa verificagdo, concluem que os tridngulos sao semelhantes, estabele-

cendo uma conexao direta com os conceitos estudados nas aulas anteriores.

Com base nessa semelhanca, os estudantes sao conduzidos a identificar e estabelecer

as relagoes métricas entre os elementos do tridngulo retangulo, como:

« relagao entre a altura e as projecoes dos catetos;
« relagOes entre os catetos e a hipotenusa;

e proporgoes entre os lados.

Durante a atividade, enfatiza-se que essas relagoes podem ser obtidas diretamente
a partir da semelhanca de triangulos, refor¢cando a continuidade conceitual da sequéncia
didatica.

A metodologia adotada baseia-se na aprendizagem investigativa, na qual os estu-

dantes verificam propriedades geométricas por meio de construgoes e medigoes, antes da

formalizacao matematica.

A avaliacao considera a capacidade dos estudantes de identificar a semelhanga entre

os triangulos, compreender a origem das relagoes métricas e aplicad-las corretamente.

Como resultado esperado, os estudantes deverao compreender que as relagoes
métricas no triangulo retangulo sao decorrentes da semelhanca de triangulos, ampliando

suas estratégias para resolugao de problemas geométricos.

Aula 13 — Razdes trigonométricas

Esta aula tem como objetivo utilizar as razoes trigonométricas no triangulo retan-
gulo para determinar medidas inacessiveis, comparando os resultados obtidos com aqueles

previamente encontrados por meio da semelhanca de triangulos.
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Inicialmente, o professor retoma a atividade desenvolvida nas aulas anteriores,
na qual foi determinada a altura da caixa d’agua da escola utilizando semelhanca de
tridngulos. A partir dessa retomada, propoe-se a investigagdo de um novo método para

obtencao dessa mesma medida, com base nas razoes trigonométricas.

Em seguida, introduzem-se as razoes trigonométricas (seno, cosseno e tangente),
destacando sua interpretacao como relacoes entre os lados de um tridngulo retangulo

associadas a um angulo.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes, organizados em grupos, realizam um
experimento no ambiente escolar para determinar novamente a altura da caixa d’agua.
Para isso, utilizam uma btssola ou aplicativo de medi¢ao angular para determinar o angulo

de elevagao entre o ponto de observagao e o topo da estrutura.

Além da medida do angulo, os estudantes determinam a distancia horizontal até
a base da estrutura. Com esses dados, constroem um triangulo retangulo e utilizam as

razoes trigonométricas, especialmente a tangente, para calcular a altura da caixa d’agua.

Apos a obtencao dos resultados, os estudantes comparam os valores encontrados por
meio da trigonometria com aqueles obtidos anteriormente por semelhanga de tridangulos,

analisando possiveis diferencas e discutindo a precisao dos métodos.

Em seguida, propoe-se um novo desafio: determinar a altura da cobertura da
quadra da escola, cuja estrutura nao permite a formagao de sombras adequadas para
aplicagao da semelhanga. Considerando que a cobertura possui formato aproximado de
uma semicircunferéncia, os estudantes utilizam a trigonometria como ferramenta principal

para estimar sua altura, a partir da medicdo de angulos e distancias.

A metodologia adotada baseia-se na experimentacdo, modelagem matemaética
e comparacao de estratégias, permitindo que os estudantes compreendam diferentes

abordagens para a resolucao de um mesmo problema.

A avaliagao considera a capacidade de aplicar corretamente as razoes trigonométri-
cas, organizar os dados coletados, interpretar os resultados e comparar diferentes métodos

de resolucao.

Como resultado esperado, os estudantes deverao ser capazes de utilizar as razoes
trigonométricas para determinar medidas inacessiveis, compreendendo suas vantagens e

limitagoes em relacao a semelhanca de triangulos.

Aula 14 — Consolidacdo:comparacao de estratégias para medidas inacessiveis

Esta aula tem como objetivo consolidar os conhecimentos desenvolvidos nas aulas
anteriores, comparando diferentes estratégias matematicas utilizadas na determinagao de

medidas inacessiveis.
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Inicialmente, o professor retoma as atividades realizadas, destacando que a altura da
caixa d’agua da escola foi determinada por dois métodos distintos: por meio da semelhanga

de triangulos e por meio das razoes trigonométricas.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes sao organizados em grupos e orientados
a comparar os resultados obtidos pelos dois métodos, analisando possiveis diferencas e
discutindo fatores que influenciam a precisao das medigoes, como erros experimentais,

imprecisao nos instrumentos e condi¢ées do ambiente.

Em seguida, os estudantes resolvem novos problemas envolvendo medidas inacessi-
veis, sendo incentivados a escolher o método mais adequado (semelhanga ou trigonometria),
justificando sua escolha. A metodologia adotada baseia-se na comparacao de estratégias e

na reflexdo sobre os processos de resolucgao.

A avaliacao considera a capacidade dos estudantes de interpretar resultados, com-

parar métodos e justificar suas escolhas.

Como resultado esperado, os estudantes deverao compreender que diferentes fer-
ramentas matematicas podem ser utilizadas para resolver um mesmo problema, sendo

capazes de selecionar a estratégia mais adequada em cada situacao.

Aula 15 e 16 — Célculo de areas e estimativa de material

Estas aulas tém como objetivo desenvolver o cédlculo de areas de figuras planas,
aplicando esse conhecimento na estimativa da quantidade de material necessaria para a

construcao da maquete.

Inicialmente, o professor retoma o processo desenvolvido nas aulas anteriores,
destacando que, neste momento, os estudantes ja possuem as dimensoes necessarias da
estrutura da escola, incluindo medidas obtidas diretamente e aquelas determinadas por
meio da semelhanca de tridngulos e das razoes trigonométricas. A partir dessa retomada,
discute-se a necessidade de calcular a area das superficies que compdem a maquete, com o

objetivo de estimar a quantidade de material (madeirite) que serd utilizada.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes, organizados em grupos, sao orientados
a identificar e decompor as superficies da estrutura em figuras planas conhecidas, como
retangulos, triangulos e, quando necessario, formas compostas. Em seguida, aplicam as

formulas de calculo de area para determinar a area de cada parte da estrutura.

Nos casos em que as figuras ndo se apresentam de forma simples, os estudantes
utilizam estratégias de decomposicao ou recorrem a métodos como a férmula de Herao,

quando pertinente.

Apés o calculo das areas individuais, os estudantes realizam a soma das superficies

para obter a area total de material necessaria, discutindo possiveis perdas no processo de
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corte e ajustes praticos.

A metodologia adotada baseia-se na resolucao de problemas e na modelagem
matematica, promovendo a aplicacao integrada dos conceitos desenvolvidos ao longo da

sequéncia didatica.

A avaliacao considera a capacidade dos estudantes de identificar corretamente
as figuras envolvidas, aplicar as féormulas de area, organizar os céalculos e interpretar os

resultados no contexto da construcao da maquete.

Como resultado esperado, os estudantes deverao ser capazes de calcular areas de
superficies planas, estimar a quantidade de material necessaria e compreender a importancia

desses céalculos na viabilizacao do projeto.

Aula 16 a 20 — Construcao da maquete

Estas aulas tém como objetivo integrar todos os conhecimentos desenvolvidos ao

longo da sequéncia didatica, culminando na construcao da maquete da escola em escala.

Inicialmente, o professor retoma o percurso realizado, destacando que os estudantes
ja dispoem das medidas reais e proporcionais da estrutura da escola, incluindo dimensoes
obtidas diretamente e aquelas determinadas por meio da semelhanca de tridngulos e das

razoes trigonométricas, bem como da estimativa da quantidade de material necessaria.

Na etapa de desenvolvimento, os estudantes, organizados em grupos, iniciam
o processo de construcao da maquete. A partir dos desenhos previamente elaborados
no software, realizam o corte das pecas em madeirite, utilizando impressora a laser ou

equipamento equivalente.

Apébs o corte, os estudantes organizam as pecas, identificando cada elemento
estrutural (paredes, aberturas, encaixes, entre outros), e iniciam o processo de montagem
da maquete, respeitando as proporgoes estabelecidas pela escala definida. Durante essa
etapa, sdo realizadas atividades de ajuste, alinhamento e verificacdo das estruturas,

garantindo a coeréncia entre o modelo construido e as dimensoes planejadas.

A metodologia adotada baseia-se na aprendizagem por projetos, promovendo o
trabalho colaborativo, a autonomia dos estudantes e a aplicagao integrada dos conceitos

matematicos.

A avaliacao ocorre de forma processual, considerando o envolvimento dos estudantes,
a organizacao do trabalho em grupo, a precisao na construcao das pecas e a qualidade do

produto final.

Como resultado esperado, os estudantes deverdo ser capazes de construir uma
maquete da escola em escala, evidenciando a aplicacao integrada dos conceitos de medida,

razao, proporg¢ao, proporcionalidade, escala, semelhanca de triangulos, relacoes métricas,
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razoes trigonométricas e célculo de areas.

5.3 Analise Pedagdgica da Sequéncia Didatica

A sequéncia didédtica proposta foi estruturada de modo a promover a aprendizagem
significativa dos conceitos matematicos por meio de sua articulagdo com situagoes reais do
ambiente escolar. Sua organizacao segue uma progressao logica, partindo da experiéncia
concreta para a formalizacao conceitual e, posteriormente, para a aplicagao integrada dos

conhecimentos na construgdo de um produto final.

Inicialmente, as aulas sao orientadas pela exploracao de grandezas mensuraveis
no espago escolar, como comprimentos de portas, janelas e dimensoes externas da edifi-
cacao. Essa abordagem favorece a aproximacao dos estudantes com o objeto de estudo,
permitindo que o conhecimento matematico emerja a partir de uma necessidade concreta.
Nesse contexto, a medicao assume papel fundamental como ponto de partida para o

desenvolvimento das ideias de razao, proporcao e proporcionalidade.

A construcao dos conceitos de razao e proporcao ocorre a partir da comparagao entre
medidas reais, possibilitando que os estudantes compreendam tais conceitos nao apenas
de forma algoritmica, mas como ferramentas para interpretar relagoes entre grandezas.
Esse processo é ampliado com a introdugao da proporcionalidade direta, estabelecendo as

bases necessarias para a formalizacdo do conceito de escala.

A escala, por sua vez, é trabalhada como um elemento central na representacao de
espacos, permitindo a transi¢do entre o real e o representado. A utilizagdo da planta baixa
da escola como objeto de estudo fortalece essa compreensao, ao evidenciar a necessidade

de manter relagoes proporcionais para garantir a fidelidade da representacao.

A insercao do uso de tecnologias digitais, por meio de software de representacao
grafica, amplia as possibilidades de visualizacao e construcao geométrica, além de estabe-
lecer uma conexao direta com a etapa pratica de construcao da maquete. Nesse sentido, a

tecnologia é utilizada como ferramenta pedagodgica, e ndo como um fim em si mesma.

A sequéncia avanga ao introduzir uma situacao-problema auténtica: a necessidade
de determinar medidas inacessiveis, como a altura da caixa d’agua da escola. Essa proble-
matizacao desempenha papel central na organizacao didatica, pois justifica a introducao

de novos contetidos matematicos.

Nesse contexto, o Teorema de Tales é apresentado como uma primeira ferramenta
para compreender relacoes de proporcionalidade entre segmentos. Em seguida, o conceito de
semelhanca de triangulos é desenvolvido por meio de experimentacgao, utilizando situagoes
reais envolvendo sombras. Essa abordagem favorece a construgao do conhecimento a partir

da observacao, da verificacao e da validagdo empirica, antes da formalizacao teorica.
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As relagoes métricas no triangulo retangulo sao introduzidas como consequén-
cia da semelhanca, reforcando a continuidade conceitual da sequéncia. Essa escolha
evita a fragmentacao do conteido e contribui para uma compreensao mais integrada da

matematica.

A introducao das razoes trigonométricas ocorre a partir da necessidade de ampliar
as estratégias de resolucao de problemas envolvendo medidas inacessiveis. A comparacao
entre os resultados obtidos por semelhanga e por trigonometria possibilita aos estudantes
compreender que diferentes ferramentas matematicas podem ser utilizadas para resolver

um mesmo problema, promovendo o desenvolvimento do pensamento critico.

Na etapa final da sequéncia, o calculo de areas surge como uma necessidade pratica
para a estimativa da quantidade de material necessaria para a construcao da maquete. Essa
abordagem confere significado ao estudo de areas, uma vez que o conteiido é mobilizado

para resolver um problema real.

A construcao da maquete constitui o momento de sintese da sequéncia didética, no
qual os estudantes aplicam, de forma integrada, os conceitos de medida, razao, proporcao,
proporcionalidade, escala, semelhanca de triangulos, relacoes métricas, trigonometria e
calculo de areas. Esse processo evidencia a articulacao entre teoria e pratica, caracteristica

fundamental de uma aprendizagem significativa.

Do ponto de vista pedagogico, a sequéncia fundamenta-se em principios como a
aprendizagem ativa, a resolucao de problemas, a modelagem matematica e o trabalho
colaborativo. Os estudantes assumem papel protagonista no processo de construcao do
conhecimento, sendo constantemente desafiados a investigar, comparar, interpretar e

aplicar conceitos mateméaticos em diferentes contextos.

Além disso, a proposta apresenta forte alinhamento com as orientagoes da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), ao promover o desenvolvimento de habilidades
relacionadas a resolucao de problemas, a modelagem e a utilizagao de diferentes repre-
sentacdes matematicas. Da mesma forma, dialoga com os descritores do PAEBES, ao
contemplar contetidos frequentemente avaliados em larga escala, como razao, proporgao,

escala, semelhanca e trigonometria.

Dessa forma, a sequéncia didatica nao apenas contribui para a aprendizagem dos
conteidos matematicos, mas também favorece o desenvolvimento de competéncias essenci-
ais para a formacao dos estudantes, como autonomia, pensamento critico e capacidade de

resolver problemas em situagoes reais.

Em sintese, a proposta apresenta-se como uma estratégia pedagogica coerente,
contextualizada e fundamentada, evidenciando o potencial da integragao entre teoria e

pratica no ensino da matematica.
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6 Conclusao

Este trabalho comecou a ser idealizado nas aulas de Geometria ministradas pelo
professor Floréncio, no segundo semestre do PROFMAT. O objetivo central é propor
uma sequéncia didatica, apresentada no Capitulo 5, para ser inicialmente desenvolvida
na disciplina eletiva ofertada pelos professores de Matematica da rede estadual de ensino,
podendo também ser aplicada nas aulas regulares de Mateméatica do Ensino Médio. Essa
proposta integra teoria matematica, praticas pedagogicas ativas e referenciais educacionais

contemporaneos.

No Capitulo 2, apresentam-se os resultados da avaliagio do PAEBES, que evi-
denciam fragilidades na aprendizagem matematica tanto na Escola Estadual de Ensino
Fundamental e Médio Major Pedro Rabaiolli quanto na rede estadual como um todo. Esses
resultados motivaram a busca por didaticas inovadoras e pela compreensao aprofundada do
funcionamento dessa avaliacao, de modo a estruturar uma sequéncia didatica alinhada as
competéncias avaliadas em nivel nacional e regional. Tal alinhamento contribui para uma

pratica docente mais significativa e coerente com as demandas das avaliagoes externas.

O Capitulo 3 aborda a construcao de maquetes como estratégia de ensino da
Matematica, evidenciando seu potencial para promover uma aprendizagem ativa e con-
textualizada. Em articulacao com os fundamentos tedricos apresentados no Capitulo 4,
destaca-se a integracao entre teoria e pratica, mobilizando conteiidos como escala, proporci-
onalidade, semelhanca, areas, volumes e trigonometria, em consonancia com as orientagoes
da BNCC e os descritores do PAEBES. Dessa forma, o capitulo reforga a relevancia das
maquetes como recurso pedagdgico capaz de aproximar o conhecimento matematico da

realidade dos estudantes.

A construcdo de maquetes é apresentada como uma estratégia eficaz para o ensino
da Matematica, articulando contetidos, competéncias e habilidades previstas na BNCC e
contempladas na avaliacdo do PAEBES, ao mesmo tempo em que orienta o estudante pelas
etapas necessarias para elaborar um modelo reduzido de uma edificacao, demostrando um

pouco das inimeras aplicabilidade dos conteiidos matemaéticos.

Os resultados obtidos por meio da construcao de maquetes evidenciam que esse
recurso favorece a aprendizagem ativa, a participacgao estudantil e a mobilizacao de
multiplas habilidades, como visualizagao espacial, raciocinio proporcional, interpretacao de
escalas e andlise geométrica de situagoes reais. A atividade préatica contribui para superar
dificuldades recorrentes no estudo da Geometria, ao estabelecer conexoes concretas entre

teoria e pratica e promover uma compreensao mais profunda dos conceitos.

A sequéncia didatica proposta esta alinhada a habilidades da BNCC, como
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EM13MAT301, EM13MAT308 e EM13MAT309, relacionadas, respectivamente, as relagoes
métricas, a semelhanca e ao célculo de areas e volumes. Outras habilidades mobilizadas

na proposta podem ser consultadas no Apéndice C.

Além disso, a proposta encontra-se em consonancia com descritores do PAEBES,
como D039, D119, D049, D051, D058 e D129, evidenciando a articulagao entre o curriculo

nacional e as avaliagoes externas.

Cada etapa da construgdo da maquete mobiliza diferentes habilidades e descritores,
permitindo ao estudante transitar entre representagoes geométricas, algébricas e numéricas,

em um processo de aprendizagem significativo e contextualizado.

Cabe destacar que a proposta apresentada nesta dissertacdo ndo permaneceu apenas
no ambito tedrico. A sequéncia didatica foi desenvolvida em disciplina Eletiva do Ensino
Médio, possibilitando a construgao da maquete da escola e evidenciando a viabilidade
da utilizacdo dessa estratégia para a articulacao de diferentes contetidos matematicos em
torno de uma atividade significativa e contextualizada. Dessa forma, o produto educacional
proposto ultrapassa a condi¢do de uma simples sugestao metodologica, constituindo-se em

uma experiéncia efetivamente desenvolvida em contexto real de ensino.

Conclui-se que a sequéncia didatica proposta é viavel, coerente e pedagogicamente
eficaz, potencializando o ensino de Geometria de forma contextualizada e interdisciplinar.
Ao aproximar os estudantes do espaco escolar que habitam, transformando-o em objeto
de estudo matematico, a proposta reforca a relevancia social da Matematica e estimula o

desenvolvimento de competéncias fundamentais para a formagao cidada.
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APENDICE A — Demonstracio da Férmula

de Herao para triangulo obtusangulo

Figura 74 — Tridngulo obtusingulo: altura h relativa a BC' e angulo
£ em B.

Fonte: Elaboracao propria.

No triangulo AABC' tomamos as notagoes
BC = a, AB = c, AC =,
sendo h a altura relativa a BC. Como 3 é obtuso, vale

cos § = —cos(180° — ).

Pelo Teorema do Cosseno em AABC),

b = a® + ¢ — 2accos B,
—2accos f = —b* + a* +
b +a’+c

= —cosf= 5
ac

No triangulo retangulo AADB,

BD = projgs(BA), AD = h, AB = ¢,

cos(180° — B) =
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Igualando (1) e (2), obtemos
BD -0+ a2+ 2 2 2 . 2
S N -7 ) B (3)
c 2ac 2a
Pelo Teorema de Pitagoras em ANADB,
¢ = h*>+ (BD)?
= h*=c*—(BD)?
. C2 . b2 + a2 + 02
N 2a
(2ac) (—b2+a —l—c)
4a?
(2ac — (=0 + a? + ) (2ac + (=0 + a* + %))
4q?
( a+c) —bg)(bQ— (a—c)Q)
4a?
_(atc=b)latc+b)(b+a—c)b—a+c) ()
N 4a2 '
L, . a+b+c
Como o semiperimetro é p = ————, temos

2
a+c=2p—5b, a+b=2p—c, b+c=2p—a.

Substituindo em (4),

h? =

(2p —2b) (2p) (2p — 2¢) (2p —2a) _ 16p(p—a)(p—b)(p—

c).

4a? 4a?

Logo,

2 oo a0 -0 = Asasc="2 =\l

b)(p—

c).
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APENDICE B - Matriz De Referéncia do
PAEBES — Matematica (Percentuais
2022-2024)

A seguir sao apresentados os descritores da Matriz de Referéncia do PAEBES para

Matematica (3° ano do Ensino Médio), acompanhados dos percentuais de acerto obtidos

nos anos de 2022, 2023 e 2024. Espagos em branco indicam que o descritor nao foi

avaliado no respectivo ano.

Tabela 6 — Descritores da Matriz de Referéncia do PAEBES — Matemaética (Parte 1).

Unidade

Cdédigo Descricao da Habilidade Tematica 2022 2023 2024

D009 M Corresponder pontos da reta numé- III Numeros 22% 53% 78%
rica a nimeros racionais.

D033_M Identificar a localizagdo de niimeros III Ntuimeros 37% 48% 33%
irracionais na reta numérica.

D038 M Utilizar porcentagem na resolugao III Numeros 44% 58% 31%
de problemas.

D039 M Utilizar proporcionalidade entre IV Algebra 53% 41%
duas grandezas na resolucao de pro-
blema.

D042_M Utilizar o principio multiplicativo de III Ntumeros 40% 60% 61%
contagem na resolu¢ao de problema.

D043_M Identificar a localizacdo de pontos I Geometria 38% 57% 50%
no plano cartesiano.

D049 M Utilizar relagbes métricas em um I Geometria 33% 32%
tridngulo retdngulo na resolucao de
problemas.

D051_M Resolver problema que envolva ra- I Geometria 26% 24% 35%

zoes trigonométricas no tridngulo
retangulo (seno, cosseno, tangente).

Fonte: Elaboragao prépria (2025), com base nos relatérios do PAEBES 2022, 2023 e 2024.
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Tabela 7 — Descritores da Matriz de Referéncia do PAEBES — Matematica (Parte 2).

Unidade
Cédigo Descricao da Habilidade Tematica 2022 2023 2024
D057 M Utilizar o perimetro de uma figura II Grandezas e 34% 36%
bidimensional na resolucao de pro- Medidas
blema.
D058 M Utilizar drea de figuras bidimensio- II Grandezas e 53% 1% 39%
nais na resolugao de problema. Medidas
D063_M Corresponder listas e/ou tabelas V Proba- 79%
simples aos graficos que as repre- bilidade e
sentam. Estatistica
D064_M Utilizar informacgoes apresentadas V Proba- 44% 67% 34%
em tabelas ou graficos na resolucao bilidade e
de problemas. Estatistica
D065_M Resolver problema envolvendo no- V Proba- 49% 47% 54%
¢oes de probabilidade. bilidade e
Estatistica
D066 M Utilizar medidas de tendéncia cen- V Proba- 53% 55% 38%
tral na resolugao de problemas. bilidade e
Estatistica
D071_M Analisar cresci- IV Algebra 18% 25% 28%
mento/decrescimento, zeros de
fungbes reais apresentadas em
graficos.
D074_M Corresponder as representacoes al- IV Algebra 17% 17% 19%
gébrica e grafica de uma fungao ex-
ponencial.
D078 M Corresponder uma funcio polino- IV Algebra 17% 16% 19%
mial do 12 grau a seu grafico.
D082_M Identificar o grafico que representa IV Algebra 31% 30%
uma situagao descrita em um texto.
D085_M Interpretar geometricamente os coe- I Geometria 16% 24% 28%
ficientes da equagao de uma reta.
D086_ M Reconhecer expressio algébrica que IV Algebra 40% 30% 33%
representa uma funcao a partir de
uma tabela.
D087 M Resolver problema envolvendo equa- IV Algebra 32% 17% 31%
cao do 2° grau.
D088 M Utilizar funcéo exponencial na reso- IV Algebra 25% 27% 23%

lucao de problemas.

Fonte: Elaboragao prépria (2025), com base nos relatérios do PAEBES 2022, 2023 e 2024.
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Tabela 8 — Descritores da Matriz de Referéncia do PAEBES — Matematica (Parte 3).

Cadigo

Descricao da Habilidade

Unidade
Tematica

2022

2023

2024

D096 M

D097 M

D111 M

D119_M

D124 M

D125 M

D126_M

D127 _M

D128 M

D129 M

D131_M

D132_M

D133 M

D145_M

Utilizar propriedades de progressoes
aritméticas na resolugao de proble-
mas.
Utilizar propriedades de progressoes
geométricas na resolucao de proble-
mas.

Relacionar diferentes poliedros ou
corpos redondos com suas planifica-
coes ou vistas.

Identificar tridngulos semelhantes
mediante o reconhecimento de re-
lacodes de proporcionalidade.

Identificar a equagao de uma reta
apresentada a partir de dois pontos
dados ou de um ponto e sua inclina-
cao.

Identificar a relagdo entre o nimero
de vértices, faces e/ou arestas de
poliedros expressa em um problema.

Identificar graficos de fungoes trigo-
nométricas (seno, cosseno, tangente)
reconhecendo suas propriedades.

Relacionar a determinagdo do ponto
de intersec¢ao de duas ou mais retas
com a resolugdo de um sistema de
equagoes com duas incégnitas.

Relacionar as representagoes algébri-
cas e graficas de uma circunferéncia.

Resolver problema envolvendo a
area total e/ou volume de um s6-

lido.

Resolver problema envolvendo sis-
tema linear.

Resolver problema envolvendo uma
funcéo do 1° grau.

Resolver problemas que envolvam os
pontos de maximo ou de minimo de
uma funcdo do 2° grau.
Reconhecer o grafico de uma fun-
¢ao polinomial de primeiro grau por
meio de seus coeficientes.

IV Algebra

IV Algebra

I Geometria

I Geometria

I Geometria

I Geometria

IV Algebra

I Geometria

I Geometria

II Grandezas e

Medidas
IV Algebra
IV Algebra

IV Algebra

IV Algebra

35%

45%

20%

19%

39%

16%

43%

11%

27%

41%

38%

21%

10%

57%

28%

33%

35%

35%

31%

46%

11%

25%

28%

35%

23%

23%

23%

32%

30%

35%

45%

14%

24%

35%

43%

10%

38%

36%

22%

21%

Fonte: Elaboragdo prépria (2025), com base nos relatérios do PAEBES 2022, 2023 e 2024.
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relacionadas ao ensino de Matematica

Tabela 9 — Habilidades da BNCC utilizadas na sequéncia didatica (Parte 1).

Cadigo

Descricao

EM13MAT102

EM13MAT103

EM13MAT201

EM13MAT301

EM13MAT302

EM13MAT307

EM13MAT308

EM13MAT309

EM13MAT313

Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresen-
tadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicacao,
identificando, quando for o caso, inadequagbes que possam induzir a
erros de interpretacdo, como escalas e amostras nao apropriadas.

Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas mi-
dias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as
conversoes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Interna-
cional (SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia
de dados, ligadas aos avangos tecnologicos.

Propor ou participar de a¢oes adequadas as demandas da regido, pre-
ferencialmente para sua comunidade, envolvendo medicoes e calculos
de perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemaética e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

Construir modelos empregando as func¢oes polinomiais de 12 ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da &area
de uma superficie (reconfiguragdes, aproximacao por cortes etc.) e
deduzir expressoes de calculo para aplicd-las em situagoes reais, com
ou sem apoio de tecnologias digitais.

Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nogoes de congruéncia e semelhanga, para resolver e elaborar
problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de areas totais
e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacoes
reais, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Utilizar, quando necesséario, a notacdo cientifica para expressar uma
medida, compreendendo as nogoes de algarismos significativos e alga-
rismos duvidosos, e reconhecendo que toda medida é inevitavelmente
acompanhada de erro.

Fonte: Elaboracgao prépria.
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Tabela 10 — Habilidades da BNCC utilizadas na sequéncia didatica (Parte 2).

Cédigo

Descricao

EM13MAT314

EM13MAT401

EM13MAT402

EM13MAT504

EM13MAT506

Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determinadas
pela razao ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demogra-
fica, energia elétrica etc.).

Converter representacoes algébricas de fungées polinomiais de 12 grau
em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
€asos nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a
softwares ou aplicativos de algebra e geometria dindmica.

Converter representagoes algébricas de fungoes polinomiais de 2° grau
em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
casos nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado
da outra, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e
geometria dindmica, entre outros materiais.

Investigar processos de obtencao da medida do volume de prismas,
piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a
obtencdo das féormulas de célculo da medida do volume dessas figuras.
Representar graficamente a variacdo da area e do perimetro de um
poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, anali-
sando e classificando as fungoes envolvidas.

Fonte: Elaboracao propria.
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