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Resumo

O desenvolvimento da Geometria Analitica foi um acontecimento revolucionario
que transformou profundamente a Matematica e, em consequéncia, toda a ciéncia, tecno-
logia e o pensamento humano. A Geometria Analftica constréi uma ponte entre Algebra
e Geometria - ao possibilitar: a representacao de propriedades geométricas por meio
de féormulas algébricas e, consequentemente, que problemas geométricos sejam resolvidos
com o uso de ferramentas algébricas; reciprocamente, que equagoes algébricas possam
ser visualizadas e entendidas sob um viés geométrico. Destacamos também que a Geo-
metria Analitica estabeleceu os alicerces para a construcao de ferramentas matematicas
mais avancadas e essenciais para a Fisica, Engenharia e Economia, por exemplo, como
o Calculo e a Algebra Linear, que transformaram nossa habilidade em construir mode-
los matematicos. Neste trabalho, discutimos a construcao de sistemas de coordenadas
no plano, destacando o uso natural da Geometria Analitica na abordagem de problemas
postos na linguagem da Geometria Euclidiana.

Palavras-chave: Geometria Analitica; Ensino de Matematica; Coordenadas Cartesianas;

Resolucao de Problemas; Sequéncia Didatica.



Abstract

The development of Analytic Geometry was a revolutionary event that profoundly trans-
formed mathematics and, consequently, all of science, technology, and human thought.
Analytic Geometry builds a bridge between Algebra and Geometry by enabling the re-
presentation of geometric properties through algebraic formulas and, consequently, al-
lowing geometric problems to be solved using algebraic tools; and conversely, allowing
algebraic equations to be visualized and understood from a geometric perspective. We
also emphasize that Analytic Geometry laid the foundations for the creation of more
advanced mathematical tools essential to Physics, Engineering, and Economics, such as
Calculus and Linear Algebra, which have transformed our ability to construct mathema-
tical models. In this work, we discuss the construction of coordinate systems in the plane,
highlighting the natural use of Analytic Geometry in addressing problems stated in the
language of Euclidean Geometry.

Keywords: Analytic Geometry; Mathematics Teaching; Cartesian Coordinates; Problem
Solving; Didactic Sequence.
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INTRODUCAO

O ensino de Matematica, especialmente no que se refere a resolucao de problemas,
demanda estratégias que permitam ao estudante compreender nao apenas a aplicacao de
formulas, mas também o significado conceitual dos contetidos. Nesse contexto, a Geome-
tria Analitica, consolidada a partir dos trabalhos de René Descartes e Pierre de Fermat
no século XVII, ocupa papel central ao estabelecer uma ponte entre a Algebra e a Geome-
tria, possibilitando a representacao de figuras e relagoes espaciais por meio de equagoes
(ROQUE; PITOMBEIRA, 2012).

A criacao do sistema de coordenadas cartesianas representou um marco na historia
da Matematica, pois permitiu traduzir problemas geométricos em linguagem algébrica e
vice-versa, abrindo novas perspectivas para a analise e a modelagem de fenomenos. Con-
forme discutido por Roque e Pitombeira (2012), essa inovagdo nao apenas transformou a
forma de se fazer Matematica, mas também influenciou profundamente o desenvolvimento
cientifico e tecnoldgico, tornando-se uma ferramenta indispensavel em diversas areas do
conhecimento.

No ambito educacional, a compreensao e o uso das coordenadas no plano cartesiano
sao essenciais para o desenvolvimento do raciocinio légico e da capacidade de abstracao
dos alunos. Além disso, permitem a resolucao de problemas contextualizados, conectando
a Matematica a situagoOes reais e a outras disciplinas. Assim, estudar o sistema de co-
ordenadas nao se limita a memorizagao de procedimentos, mas envolve compreender sua
origem historica, sua fundamentacao tedrica e suas aplicacoes praticas.

Considerando esse panorama, observa-se que, apesar da relevancia do tema, mui-
tos estudantes apresentam dificuldades em utilizar coordenadas cartesianas de forma
autonoma na resolucao de problemas. Essa lacuna sugere que o ensino, muitas vezes,
permanece centrado na repeticao de exercicios mecanicos, sem estabelecer conexoes cla-
ras entre o conteudo e seu significado. A partir dessa constatacao, este trabalho propoe
por meio de uma sequéncia didatica, fundamentada em teorias construtivistas e apoiada
em exemplos contextualizados, contribuir para superar tais dificuldades, promovendo uma
aprendizagem mais significativa e alinhada ao papel histérico e conceitual das coordenadas
na Matematica.

A presente dissertacao esta estruturada em trés capitulos centrais. O Capitulo
1 — Coordenadas aborda os fundamentos tedricos da Geometria Analitica, partindo da

representacao de pontos na reta real e no plano cartesiano, e desenvolvendo conceitos



essenciais como distancia entre pontos, ponto médio, equacgoes de retas, circunferéncias
e condicoes de perpendicularidade e paralelismo, com base em referenciais classicos da
literatura matematica. O Capitulo 2 — Desenvolvimento de Questoes dedica-se a
aplicagao desses conceitos em situagoes-problema de carater contextualizado, selecionadas
de exames e propostas didaticas, evidenciando a utilidade dos sistemas de coordenadas
na resolucao de problemas geométricos e na andlise de configuragdes do cotidiano. O
Capitulo 3 — Sequéncia Didatica apresenta uma proposta pedagogica estruturada,
fundamentada em pressupostos construtivistas e voltada ao ensino de coordenadas cartesi-
anas, contemplando etapas de problematizacao, formalizagao tedrica, atividades praticas,
sistematizacao e avaliacao, com vistas a promocao de uma aprendizagem significativa. Por
fim, as Consideragoes Finais sintetizam os resultados alcangados, destacando a relevancia
do uso da Geometria Analitica como recurso metodolégico para a articulacao entre teoria
e pratica no ensino da Matematica, bem como para o desenvolvimento do raciocinio logico

e da autonomia dos estudantes.



1 Coordenadas

Este capitulo traz uma apresentacao sucinta dos conceitos da Geometria Analitica,
desde a representacao de um ponto em uma reta real, distancia entre pontos e equagoes
que conseguimos deduzir através desses conceitos. Utilizaremos II como representacao
do plano euclidiano. Para a producao deste capitulo nos apoiaremos nas obras “A Ma-
tematica para o Ensino Médio”, volume 1 e 3, assim como também “Coordenadas no
Plano”, todos de autoria de Elon Lages Lima.

A Geometria Analitica baseia-se na ideia de representar os pontos da reta por um
namero real, os pontos no plano por pares ordenados de numeros reais e os pontos no

espago por ternos ordenados de nimeros reais.

1.1 Coordenadas na Reta

A cada reta do plano euclidiano associaremos uma orientacao, isto é, um “sentido
de percurso”, chamado positivo; o sentido inverso chama-se negativo. Numa reta orien-
tada, diz-se que o ponto B estd a direita do ponto A, quando o sentido de percurso de A
para B é positivo.

Admitamos fixadas uma unidade de comprimento ou sistema de coordenadas nesta
reta. Dados os pontos A, B quaisquer, o comprimento do segmento de reta AB chama-se
distancia entre os pontos A e B. Escrevemos d(A, B) para indicar essa distancia, que é
um nuimero real. Denotaremos por d(A4,A) =0 e se A # B, tem-se d(A, B) > 0. Além

disso, vale
d(A,C)+d(C,B) =d(A, B)

se, e somente se, o ponto C' pertence ao segmento de reta AB. Assim, também podemos
afirmar que d(A, B) = d(B, A).

A ideia de distancia possibilita a definicao de coordenadas em uma reta, permi-
tindo representar seus pontos por niimeros reais. Para isso, é necessario orientar a reta e
selecionar um de seus pontos como origem.

Um eixo é uma reta orientada na qual se fixou um ponto O, chamado de origem.
Todo eixo E pode ser posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto R dos niimeros
reais, do seguinte modo, a origem O do eixo faz-se corresponder o nimero zero e a cada

ponto X de E situado a direita de O corresponde o nimero real positivo z = d(O, X), ou



seja, um numero real que representa a distancia de X até a origem O. Os pontos situados
a esquerda de O correspondem a um numero real negativo, cujo valor absoluto é a medida
da distancia desse ponto até a origem O. Assim, a cada ponto X no eixo F corresponde
o numero z = d(0, X) se X esta a direita de O e x = —d(0O, X ) se X estd a esquerda de
0.

Distancia entre dois pontos na reta

Dados dois pontos A e B sobre um eixo E de coordenadas a e b, respectivamente,

a distancia do ponto A ao ponto B é:
d(A,B) =|a—b| = |b— q

isto é, tem-se d(A,B) =a—bsea>bed(A,B)=b—asea<b

Podemos provar a afirmacao acima, lembrando que a distancia entre dois pontos sempre
serd maior ou igual a zero, e que d(A, B) = d(B, A), e se X é um ponto localizado entre
A e B, entao:

d(A, B) = d(A, X) + d(X, B)

Se A= B, A=0ou B =0, entdo nao hé o que provar. Supondo que A esteja a

esquerda de B, ou seja, a < b, teremos trés casos para considerar:
1. A e B estao a direita da origem, isto é, 0 < a < b;
2. A e B estao a esquerda da origem, isto é, a < b < 0;

3. A esta a esquerda e B esta a direita da origem, isto é, a < 0 < b

0 A B
A 0 B
A B 0

Figura 1.1: Retas com as trés posibilidades de localizacdo dos pontos A e B

No primeiro caso, A estd entre O e B. Além disso, tem-se que d(O,A) = a e
d(0,B) = b

d(0, B) = d(0, A) + d(A, B)
d(A,B) =d(0,B) —d(0, A)
d(A,B)=b—a=1|b—aql



No segundo caso, B estd entre A e O, sendo agora d(O, A) = —a e d(O, B) = —b.
Portanto:

d(0, A) = d(

d(B,A) = d(
d(B,A)=—-a—(=b)=b—a=1|b—a

0,
0,

No terceiro caso, O estd entre A e B, sendo d(O,A) = —a e d(O, B) = b, entao

temos que:

d(A,B) =d(A4,0) +d(0, B)
d(A,B)=—a+b=b—a=|b—d|

Se A e B sao pontos do eixo E, com A a esquerda de B, e suas coordenadas sao
a e b, respectivamente, entao a coordenada de um ponto arbitrario X pertencente ao
segmento AB é um numero x tal que a < x < b. Em outras palavras, ao segmento de
reta AB C E corresponde ao intervalo [a, b] C R.

Para cada ponto X do segmento de reta AB, tem-se evidentemente, d(A, X) <
d(A4, B), logo a razao t = d(A, X)/d(A, B) é um nimero real compreendido entre 0 e 1.
Quando X = A tem-se t = 0 e quando X = B tem-se t = 1. Assim, para cada t € [0, 1],
chamamos de X, o ponto do segmeno AB tal que d(A, X)/d(A, B) = t, portanto a
coordenada x; do ponto X; esta relacionada com as coordenadas a e b dos pontos A e B
pela igualdade (z; — a)/(b — a) = t, ou seja,

rv—a=tlb—a)=r,=a+tb—a)
Quando t = 5 Xy = X% é o ponto médio do segmento AB e sua coordenada é

a b a-+b
2Ty 7T

1 a b
x1/2:a+§(b—a):>:v1/2:a—§+§=>331/2:

sendo assim a média aritmética entre as coordenadas a e b dos pontos A e B, respectiva-

mente.

1.2 Coordenadas no Plano

Dados (x,y) e (¢/,y/) € R?, tem-se (x,y) = (z/,y') se, e somente se, x = 2’ e
y = v'. Denominamos o nimero de x como a primeira coordenada e o nimero de y como
a segunda coordenada do par (z,y). Podemos observar que os pares ordenados (3,8) e
(8,3), sao diferentes, pois a primeira coordenada de (3,8) é 3 e a primeira coordenada de
(8,3) é 8. Ja os conjuntos {3,8} e {8,3} sao iguais, pois os objetos que pertencem aos
dois sao os mesmos.

Um sistema de eizos ortogonais no plano II é um par de eixos OX e OY € II,

que sao perpendiculares e tém a mesma origem O. A escolha de um sistema de eixos



ortogonais num plano II determina, de modo natural, uma correspondéncia biunivoca
entre IT e R?. A bijecao II — R2, faz corresponder a cada ponto P no plano II o par de
nimeros reais (x,y), obtidos do seguinte modo: a partir do ponto P tragam-se paralelas
aos eixos OX e OY, de acordo com a Figura 1.3. O ntimero x é a coordenada, no eixo
OX, do ponto em que a paralela a OY tracada do ponto P encontra OX, enquanto y é a
coordenada, no eixo OY, do ponto em que a paralela a OX tracada por P encontra OY .
Chamamos os pontos (z,y) de coordenada do ponto P relativos ao sistema de eixo OXY,
visto na Figura 1.2, onde x é chamado de abscissa do ponto P e y a ordenada.

Se P estiver sobre o eixo OX, o par ordenado que lhe corresponde é (x,0), onde
x é a coordenada de P no eixo OX, assim como também, se P estiver no eixo OY a ele
corresponde o par (0,y), onde y é a coordenada de P nesse eixo. Ja o ponto O, origem
do sistema de coordenadas, tem abscissa e ordenada ambas iguais a zero, ou seja, ela

corresponde ao par (0,0) € R?

-

X

Figura 1.2: Gréfico com o ponto P = (z,y)

Em principio o plano II, cujos os elementos sao pontos, nao é a mesma coisa que o
conjunto R?, cujos elementos sdo pares ordenados de niimeros reais. Entretanto, quando
fixarmos um sistema de coordenadas em II, usaremos a correspondéncia II — R? para
identificar cada ponto P do plano com o par ordenado (z,y) que lhe corresponde.

Os eixos ortogonais decompoem o plano II em quatro regioes, como mostra a Figura
1.4, as quais chamamos de quadrante. Denominamos como primeiro quadrante a regiao
formada pelos pontos que tém ambas as coordenadas positivas; no segundo quadrante
temos a abscissa negativa e a ordenada positiva; no terceiro quadrante temos ambas as
coordenadas negativas e no quarto quadrante temos a abscissa positiva e a ordenada
negativa.

Fixado o sistema de coordenadas OXY no plano II, o primeiro e o terceiro qua-

drante formam regioes angulares determinadas por angulos retos, opostos pelo vértice.



Figura 1.3: Retas paralelas aos eixos OX e OY que passam pelo ponto P

22 Quadrante 12 Quadrante

32 Quadrante 49 Quadrante

Figura 1.4: Plano cartesiano dividido nos quatro quadrantes

Os pontos P = (z,y) das bissetrizes desses dois angulos sao equidistantes dos lados, como
todos os pontos de uma bissetriz, logo tem abscissa e ordenada iguais. Esta reta r» chama-
se a diagonal do plano II, relativo ao sistema OXY, tem-se P = (x,y) € r se, e somente
se, y = x. Analogamente, um ponto ) = (x,y) pertence as bissetrizes r’ do segundo e

quarto quadrante se, e somente se, y = —x, como podemos observar na Figura 1.5.

Exemplo 1.2.1. Dados os pontos A = (a,b) e A" = (', V'), determinar as coordenadas

do ponto médio M = (z,y) do segmento AA'?

Suponhamos inicialmente que a # a’ e b # V', isto é, que o segmento AA’ nao é
paralelo a nenhum dos eixos OX e OY, como podemos observar na Figura 1.6. Entao,
considerando os pontos P = (a,y) e Q = (z,V'), vemos que APM e MQA’ sao triangulos

retangulos cujas hipotenusas AM e M A’ tém o mesmo comprimento, ja que M é o ponto



Figura 1.5: Bissetriz y = = e bissetriz y = —x

médio de AA’. Além disso, os angulos agudos PAM e Q]\/f\ A’ sao congruentes porque

os lados AP e M@ sao paralelos. Portanto APM e MQA’" sao triangulos congruentes.

Assim, resultando que os segmentos AP e M@ tém o mesmo comprimento. Logo, pondo

Ay = (a,0), My = (z,0) e A) = (d’,0), concluimos que My é o ponto médio do seguimento

ApAj no eixo OX. Como vimos que o ponto médio é dado quando ¢t = 3 podemos afirmar
a+d b+t

, analogamente temos que y = 5

que xr =

Y

m_—_—_—_—_—_—_

Figura 1.6: Representagao dos pontos A, A’ e M

Quando o segmento AA’ é paralelo a um dos eixos, ou seja, esta na vertical ou
horizontal, o argumento acima reduz imediatamente ao caso de ponto médio visto anteri-

ormente.



Exemplo 1.2.2. Dados os pontos A = (a,b), A’ = (a’,V') e um nidmero real t, com

O <t <1, quais as coordenadas do ponto X; = (xy,y;), situado sobre o segmento AA’,
de tal modo que d(A, X;)/d(A,A") =t?

No Exemplo 1.2.1, respondemos essa pergunta, porém os pontos A e A’ estavam
sobre um eixo, sendo assim sua resposta dada em relacao a unica coordenada que cada
um desses pontos possuia naquele eixo. Pelo que foi visto, se A = (a,0) e A’ = (d/,0),
pertencentes ao eixo OX, entdo X; = (x4,0), com z; = a + t(a’ — a). Analogamente, se
A=(0,b) e A’ =(0,V') pertencem ao eixo OY, temos X; = (0,y;), com y; = b+ t(b' —b).

Quando temos a = a' (AA’ é paralela ao eixo OY) ou quando b = O (AA" ¢
paralelo ao eixo OX) temos as coordenadas de X; demonstradas pela explicagao anterior.
Ja quando temos a # a' e b # b (AA’ nao é paralelo a nenhum dos eixos), podemos
aplicar um argumento parecido com o anterior, porém é mais conveniente comparar os
triangulos retangulos APX; e AQA’, com P = (z;.b) e Q = (d/,b), representados na
Figura 1.7. Estes triangulos sao semelhantes, pois tém um angulo agudo comum. A razao
de semelhanca é d(A, X;)/d(A, A’) = t, portanto temos, d(A, P)/d(A,Q) = t, ou seja,
(ye — b)/(V) — b) = t, chegando assim a y; = b+ t(' — b). Analogamente podemos obter
r; = a+ t(a’ — a), com o mesmo valor de ¢t. Portanto, dados os pontos A = (a,b) e
A" = (d',V), as coordenadas do ponto X; = (x,y;) localizado no segmento AA’, de modo
que d(A, Xy)/d(A,A) =t sdoxy =a+t(a —a) ey, =b+ 1t —b).

A

g

1

1
.

m—

el
I

Q

Figura 1.7: Representacao dos Triangulos Retangulos

Em particular, quando t = % reobtemos as coordenadas x; = a4 ; « ey = b —; b/.
Assim como, se t =0, temos Xg = Aeset =1, temos X; = A’.

A expressao X; = (a+t(a’—a),b+t(b' —b)), quando t varia de 0 a 1, fornece todos
os pontos do segmento de reta AA’, onde A = (a,b) e A’ = (d/,0/). A fungdo t — X,
cujo o dominio é o intervalo [0,1] e o contra-dominio é o segmento AA’, chama-se uma

parametrizacao desse segmento e a variavel t chama-se parametro.
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Se, na expressao que fornece as coordenadas do ponto X;, permitirmos que o
parametro ¢t assuma todos os valores reais, obteremos todos os pontos da reta AA’, nao
apenas os do segmento. Quando t > 0, X; percorre a semi-reta de origem A que contém
o ponto A’. Quando ¢t < 0, X; percorre a semi-reta oposta. Portanto, t varia em R, a
funcao t — X;, de dominio R, é uma parametrizacao da reta AA’.

Diz-se que um segmento de reta esta orientado quando se escolheu um dos seus
pontos extremos para ser o ponto inicial e o outro sera o ponto final. Quando escrevemos
“o segmento orientado AB” estamos querendo dizer que A é o ponto inicial e B é o ponto
final do segmento. Do contrario, escrevemos “o segmento orientado BA”.

Sao dados o segmento de reta orientado AA’, com A = (a,b), A" = (d',V), e 0
ponto C' = (¢, d), ndo pertencente ao segmento AA’. Quer-se determinar as coordenadas
dos pontos €' = (x,y) de modo que CC’ seja o segmeto orientado obtido quando se
translada AA’ paralelamente até fazer A coincidir com C, como mostra a Figura 1.8. Em
termos mais precisos: dados os pontos A, A’ e C, quer-se obter C’ tal que AA" e CC’
sejam os lados opostos de um paralelogramo cujos outros lados opostos sao AC' e A'C".

Com C’ = (z,y), iremos calcular o valor de z e y.

Figura 1.8: Segmento C'C’ paralelo ao segmento AA’

Sabemos que as diagonais de um paralelogramo intersectam-se mutuamente em
seus respectivos pontos médios. Assim os segmentos AC’ e A'C' tém o mesmo ponto

médio, isto nos da

at+x ad+c bty V+d

2~ 2 “T2 2
Dai,z =c+ (a’—a)ey=d+ (V' —b)




11

Em particular, se transladarmos paralelamente o segmento AA’ até fazer o ponto
A coincidir com a origem O = (0,0) do sistema de coordenadas entao o ponto A’ caird
sobre C" = (@’ — a,b’ — b), visto na Figura 1.9.

A

y

Figura 1.9: Transicao de A até a Origem

Distancia entre dois pontos no plano

Se os pontos A = (a,b) e B = (d’,b) tém a mesma ordenada b, entao a distancia
d(A, B) entre eles é igual a distancia |a’ — a| entre suas projegdes no eixo OX. Analoga-
mente, se A = (a,b) e C = (a,b') tém a mesma abscissa a, entdo d(A4,C) = [V — b|, ou
seja, a distancia entre suas projecoes no eixo OY.

Dados os pontos Py = (z1,y1) e P» = (x2,y2), queremos obter a expressao da
distancia d(P;, P,) em termos das coordenadas de P; e P,. Para isso, utilizaremos um
ponto @ = (22, y1).

Como P; e @ tém a mesma ordenada, d(Py, Q) = |zg — x|, assim como P; e () tém

a mesma abscissa, d(Ps, Q) = |y2 — 11|. Pelo Teorema de Pitdgoras, podemos escrever:
d(Py, P)? = (22 — 21)* + (32 — 11)?

Portanto,

Ad(Pr, P2) = \/(z2 — 21)? + (y2 — 11)?
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Em particular, a distancia do ponto P = (x,y) a origem O = (0,0) é d(O, P) = /2% + y?
No préximo exemplo iremos deduzir a equacao da circunferéncia, através da férmula

que encontramos para calcular distancia entre dois pontos.

Exemplo 1.2.3. Dados o ponto A = (a,b) e o nimero real v > 0, a circunferéncia C
de centro A e raio r, exemplificado na Figura 1.10, é o conjunto dos pontos no plano
situados a distancia r do ponto A. Assim, o ponto P = (z,y) pertence a C se, e somente
se, d(A, P) = r, utilizando a formula de distancia entre dois pontos no plano, podemos
reescrever

Y

N

Figura 1.10: Circunferéncia de centro A e raio r

C={(z,y) eR%\/(z—a)>+ (y—b)?=r}
(x—a)*+ (y —b)? =r?

Como queriamos.
Utilizando os conceitos estudados até aqui, veremos como deduzir quando duas
retas sao perpendiculares através de suas representacoes algébricas.

Exemplo 1.2.4. Dados os pontos P = (z,y) e Q = (u,v) qual € a condi¢do, em termos
dessas coordenadas, que assequra o perpendicularismo OP e OQ, onde O = (0,0) € a
origem?
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Pelo Teorema de Pitdgoras, os segmentos OP e OQ sao perpendiculares se, e

somente se,
d(P,Q)* = d(0, P)* +d(0, Q)
Pela féormula de distancia entre dois pontos, podemos reescrever essa equagao como
V=224 (v—y)? = /22 +y? + u? + 02

u? — 2ux + 22 + 0% — 2uy = 2%+ +u? +0?
—2ur —2vy=0=ur+vy=0

A igualdade ux + vy = 0 expressa portanto uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que o segmento OP e OQ sejam perpendiculares, quando O é a origem, P = (z,y)
e Q= (u,v).

Generalizando, dados A = (a,b), A = (d,V), C = (¢,d) e C" = (d,d’), com
A# A e C # (' qual a condicdo em termos dessas coordenadas que assegura serem
perpendiculares os segmentos de reta AA" e CC'?

Transladando paralelamente os segmentos AA” e CC’ de modo a fazer os pontos
A e C coincidirem com a origem O = (0,0), obtemos os pontos A” = (a, f) e C" = (v, 0)
tais que OA” é paralelo a AA" e OC" é paralelo a C'C’, como vimos na Figura 1.11. Como

ja sabemos, a =a' —a, =V —b,y= —ced=d —d.

Figura 1.11: Perpendicularidade do segmento AA’ ¢ CC’

Além disso, os segmentos AA" e C'C’ sao perpendiculares se, e somente se, OA” L
OC”, ou seja, ay + 6 = 0.
Assim, a condicao de perpendicularidade dos segmentos AA" e CC’ é determinada

pelas suas coordenadas de seus extremos, de modo que

(@ —a)(d —c)+ ' —=b)(d —d)=0
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A condigao de perpendicularismo é um caso particular da férmula que dé o cosseno
do angulo entre duas diregoes. Com efeito, duas retas sao perpendiculares se, e somente
se, o cosseno do angulo entre elas é igual a zero. Sabendo disso, vamos observar a seguinte
situacao:

Sejam P = (x,y) e Q = (u,v) pontos situados a distancia 1 da origem O = (0,0).
Entao, se a e § sao, respectivamentes, as medidas em radiano dos angulos do eixo OX
com os segmentos OP e OQ), tem-se x = cosa, y = sina, u = cos 3 e v = sin 3, assim
como o angulo do segmento OP com o segmento OQ mede § = [ — « radianos. Assim

temos
cosf = cos (f — a) = cos fcosa + sin fsina = ux + vy

Se P = (z,y) e Q = (u,v) forem pontos diferente de O = (0,0), mas os compri-

mentos dos segmentos OP e OQ) forem diferentes de 1, podemos admitir

1 1
S§=—F———ct= —=—=
’x2+y2 ‘/U2—f-1)2
Entao os pontos P’ = (sz,sy) e ' = (tu,tv) estao sobre os segmentos OP e

OQ), respectivamente, porém com d(O, P') = d(0,Q’) = 1. O angulo 6 formado pelos
segmentos OP e OQ) é o mesmo formados pelos OP’ e OQ)'. Baseado no que acabamos
de ver, temos que cosf = tu - sz + tv - sy = ts(ux + vy), ou seja,
ur + VY

Vu? 4+ v2/2? + 2

Portanto, esta é a férmula do cosseno do angulo formado entre os segmentos O P
e 0OQ, com O = (0,0), P = (z,y) e Q = (u,v).

Dados dois segmentos de reta AA" e CC’, com extremidades distintas a fim de

cosf =

obter o cosseno do angulo entre eles em fungao das coordenadas A = (a,b), A’ = (d, 1),
C = (c,d)eC" = (d,d'), transladamos esses segmentos de modo a fazer A e C cairem sobre
O, obtendo assim os segmentos OA” e OC”, paralelos a AA" e CC' respectivamente. O
angulo entre AA’ e C'C’ serd o mesmo que entre OA” e OC”. Como ja vimos anteriormente,
tem-se A” = (' —a,b' —b) e C" = (¢ — ¢,d" — d). Portanto, se 6 é o angulo entre AA’ e
CC’, tem-se

(@ —a)(d —c)+ (b =b)(d —d)
Vi@ —a)2+ U —0)2-\/(c— )2+ (d —d)?

Podemos observar que os segmentos AA’ e C'C’" tém extremidades distintas, o

cosf =

angulo 6 entre eles, s6 serda bem definido quando os segmentos sao orientados. No exem-
plo acima, definimos A e C' como ponto inicial dos segmentos, caso mudassemos o ponto
inicial de A para A’, o angulo entre eles seria o suplementar de € e o cosseno mudaria o
sinal. Portanto, a férmula acima nos oferece o cosseno do angulo formado entre dois seg-
mentos orientados. Caso os segmentos dados tenham extremidade comum, naturalmente,

utilizamos ela como ponto inicial. Algumas vezes temos um problema geométrico que nao



15
menciona coordenadas. Nesse caso temos a liberdade de introduzir no plano o sistema
que acharmos conveniente.

Exemplo 1.2.5. Seja ABC um triangulo retangulo cuja hipotenusa é BC'. Seja M o
ponto médio de BC', como mostra a Figura 1.12. Queremos mostrar que o comprimento

da mediana AM ¢ igual a metade do comprimento da hipotenusa.

(0, ¢)

A
(0, 0) (b, 0)

Figura 1.12: Representagao do Triangulo Retangulo ABC

Um sistema de coordenadas conveniente para este problema é aquele em que as
retas AB e AC' sao os eixos, portanto A = (0,0), B = (b,0) e C' = (0, ¢) sdo as coordenadas

b c
dos vértices e M = ( — |. Temos que o comprimento da hipotenusa é

22
d(B,C) = Vb® + &2

e o comprimento da mediana é

2
(A, M) = \/(g) (&) =gvrre
O que prova a afirmacao feita.

Outra situagao que pode ser analisado com o auxilio de coordenadas é a seguinte:
Dados os pontos A e B no plano, determinar o conjunto dos pontos X tais que d(X, A) =
d(X, B).

Para resolver este problema, iremos considerar um sistema de coordenadas no qual
o eixo OX contém o segmento AB e a origem O é o ponto médio desse segmento. Assim,
as coordenadas dos pontos dados sao A = (—a,0) e B = (a,0), com A > 0. O ponto
X = (x,y) é equidistante de A e B se, e somente se, d(X, A)? = d(X, B)?, isto é
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(r+a)* +y* = (v —a)?+y* = 2ax = —2ax

Como temos a > 0, entao x = 0.

Portanto, os pontos do plano que estao equidistantes dos pontos A e B, sao os
pontos pertencentes ao eixo OY no sistema que escolhemos. Como esse eixo é perpen-
dicular ao segmento AB passando pelo ponto médio, podemos concluir que os pontos

equidistantes de A e B sao os pontos pertencentes a sua mediatriz.

Exemplo 1.2.6. Dado um triangulo ABC', vamos provar que as trés alturas desse triangulo

se encontram no mesmo ponto.

Tomamos no plano o sistema de coordenadas no qual o eixo OX contém o lado
AB e o eixo OY contém a altura baixada do vértice C' sobre esse lado. Neste sistema, as
coordenadas dos vértices A, B e C sdo A = (a,0), B = (b,0) e C = (0,¢), onde ¢ # 0. A
altura baixada do ponto B encontra o eixo OY no ponto P = (0,y). Os segmentos BP e

AC' sao perpendiculares. Utilizamos da condicao de perpendicularismo, temos
(a—=0)b—0)+0—¢c)0—y)=0=ab+cy=0

Por sua vez, a altura baixada do ponto A encontra o eixo OY no ponto @ = (0, z).
Novamente os segmentos AQ) e BC sao perpendiculares e utilizando a mesma relagao
obtemos

(b—0)(a—0)+(0—¢c)(0—2)=0=ab+cz=0
Vemos entao que,
—ab

P=Q= (0‘—“)
c

é o ponto de encontro das trés altura do triangulo ABC.

Portanto,

Exemplo 1.2.7. Dado um retangulo ABC'D, no qual o lado AB € o dobro do lado BC.

Qual o menor angulo formado pelas suas diagonais AC' e DB?

Nesse exemplo, iremos admitir o ponto A como origem, ficando o ponto B sobre
o eixo OX e o ponto D sobre o eixo OY, assim teremos as coordenadas A = (0,0),
B = (2a,0), C = (2a,a) e D = (0,a). Com essas coordenadas, podemos utilizar a
formula:

(@ —a)(d —c)+ (' —b)(d —d)
Vi —a)2+ 0 —b)2-\/(cd —c)? + (d —d)?
ja vista nesse trabalho, ficando:
(20 —0)2a—0)+(a—0)(0—a) 3a*> 3

cosf =

V@aP+a - /Rap+ (=P 5@ 5

cosf =

logo 0 ~ 53°7'48"



17

As equacgoes da reta

Uma vez escolhido um sistema de coordenadas no plano, as curvas nesse plano
passam a ser representados por equagoes. Chama-se equacao de uma curva C' a uma
igualdade envolvendo as variaveis x, y a qual é satisfeita se, e somente se, o ponto P =
(x,y) pertence a curva C.

Ha trés tipos principais de equacoes que definem retas no plano.

A) A equagao: y =ax +b
Dado o ponto P = (z,y) no plano, tem-se y = ax + b se, e somente se, P pertence a reta
r que tem coeficiente angular a e corta o eixo OY no ponto (0,b), de ordenada b. Esse
tipo de equacao s6 pode ser usada para representar retas que nao sao paralelas ao eixo
OY, ou seja, retas nao verticais.

Lembramos ainda que a inclinagao de uma reta nao vertical r é o nimero
Y2
B Tz — 21

a

onde (x1,y1) e (x2,y2) sdo dois ponto pertencentes a r com abscissas distintas (z7 # x3).
Este niimero a serd o mesmo independente dos pontos (z1,y1) e (z2,y2) que se utilize,
pois ele é tangente trigonométrica do angulo a que o eixo OX forma com a reta r.

Ao representar r pela equagao y = ax + b estamos dizendo que r é o conjunto de
pontos P = (z,y) tais que y = ax + b.

Por simplicidade, escrevemos “a reta y = ax + b” em vez de “A reta representada
pela equacao y = ax + b”. A interseccao das retas y = ax +bey = d'z + bV é o ponto

P = (x,y) cujas coordenadas satisfazem o sistema

—ar+y==>0
—dx+y=10

As retas dadas sao paralelas quando nao existe um ponto P = (z,y) comum a

ambas, ou seja, quando o sistema acima nao possui solugao. Este sistema ¢ equivalente a

—ar +y=>0 N y=axr+b
—drx+ar+b=1V (a—ad)yr=0b -0

o qual ndo tem solugao se, e somente se, a =a’ e b £ V.

Portanto, as retas y = ax+b e y = a’x + b’ sao paralelas se, e somente se, possuem
a mesma inclinagdo a e comum o eixo OY em pontos distintos de ordenadas b # b'.

A equacao y = ax + b poe em evidéncia a ordenada b do ponto em que a reta corta
o eixo OY, ou seja, do ponto da reta que tem abscissa zero. As vezes a informacao que
dispomos diz respeito a outra abscissa x1, neste caso, a equacao da reta se escrevera mais
rapidamente se nao nos preocuparmos em calcular explicitamente o valor de b.

Por exemplo, a equagao da reta que tem inclinagao a e passa pelo ponto P = (x1, y;)

[©N
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y=1y +alr—x)

Esta equacao tem um significado intuitivo bastante interessante: partindo do ponto
de abscissa x; e ordenada 7y, obtemos um ponto (z,y) qualquer da reta somando a
ordenada inicial y; o acréscimo a(z — ).

Dai resulta imediatamente a equacao da reta que passa pelos dois pontos distintos

P = (z1,11) e Q = (z2,y2). Se 1 = xo, entdo x = x1 (r = x3), logo a reta é vertical. Se

x1 # T9, a reta PQ tem inclinacao a = Y29 logo sua equacao é
To — X1
Y2 — %
y=uy+ (. — 1)
To — X1
ou equivalentemente
Y2 —
y=y2+ (z — x9)
T2 — T

Os segundos membros dessas duas equagoes sao iguais. Na primeira, estamos
Y2 — U

dizendo que a reta passa pelo ponto (x1,y;) com inclinagao . Na segunda, dizemos

To— X
que a reta passa pelo ponto (z2,y2) com a mesma inclinaqéo% :

Agora vamos analisar quando y = ax + b e y = a/x + b’ sao perpendiculares. Isto
equivale a perguntar quando as retas y = ax e y = a’z, que passam pela origem, sao
perpendiculares, pois elas sdo paralelas as primeiras. Tomando os pontos P = (1,a) e
@ = (1,d’) sobre essas retas, a questao se resume a saber se os segmentos OP e OQ) sao
perpendiculares. Como vimos anteriormente, isso ocorre se, e somente se, a’ = _—1

a
Esta condicao supoe que a e a' sao diferentes de zero.

B) A equagao: ar + by =c
Sempre que escrevemos a equacao ax + by = c, estamos supondo a® + b* # 0,
mesmo que isto nao seja dito explicitamente.
O conjunto dos pontos P = (z,y) cujas coordenadas satisfazem a equagao ax+by =
¢ é uma reta. Com efeito, esta equacao equivale a
a c
YT
quando b # 0 e z = E, temos y = 0.
Se as equa(;ée% y=ar+bey=dx+ b definem a mesma reta entdo a = a’ e
b =1, por outro lado, para todo k # 0 as equacgoes ax + by = ¢ e kax + kby = kc definem
a mesma reta, reciprocamente se as equacoes ax +by = c e a’x+b'y = ¢’ definem a mesma

reta, entao existe um k # 0 tal que o’ = ka, b’ = kb e ¢ = ke.
/

As condigoes a' = ka e i = kb equivalem a 7= quando b e b’ sao diferentes
/

de zero e a — = — quando a e a’ sao diferentes de zero. Logo podemos exprimi-las como
ab’ = ba’ ou ab’ — ba’' = 0.
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Entao podemos dizer que as retas ax + by = c e a’x + b'y = ¢ sdo concorrentes se,
e somente se, ab’ — ba’ # 0.
Esta analise da posicao relativa de duas retas com base nos coeficientes das equacoes

que as definem, equivale ao estudo das solugoes do sistema linear

ar +by =c
dr+by=<

Podemos entao dizer que este sistema possui uma tnica solucao se, e somente se,
abl — ba’ # 0, é indeterminado se, e somente se, para algum k # 0 tem-se a’ = ka, b/ = kb
e ¢ = kc e é impossivel se, e somente se, a’ = ka, i) = kb e ¢ # kc para algum k # 0.

A reta definida pela equacao ax + by = c é perpendicular ao segmento de reta
OA, onde A = (a,b). Com efeito, considerando dois pontos distintos P = (z1,4;) e

Q) = (w2,y2) sobre a reta, temos
ary +byr =ceavy + by, =c
portanto
a(rg — 1) +b(y2 —y1) =0

Esta igualdade significa que o segmento OA é perpendicular a P(Q), portanto a reta

ax + by = ¢, como vimos na Figura 1.13.

A

22 S
X1 (o] /

Y

—_—_—ee e e e e - — - =1 O

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
e
P&E--1Y1
b

Figura 1.13: Gréfico com as retas perpendiculares OA e PQ

Mantendo a e b fixos e fazendo ¢ variar, as diversas retas ax + by = ¢ assim obtidas
sao paralelas entre si, todas perpendiculares ao segmento OA, com A = (a,b). Se, e

somente se, ¢ = 0, a reta ax + by = 0 passara pela origem.
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Evidentemente, uma outra reta a’z+b'y = ¢/, com A’ = (a’, V') serd perpendicular a
primeira se, e somente se, OA L OA’, isto é, aa’ +bb’ = 0. Assim, aa’ +bb' = 0 é condicao

necessaria e suficiente para que as retas ax+by = c e a’x+0'y = ¢’ sejam perpendiculares.

C) Equagao paramétrica:
Dados os pontos distintos A = (a,b) e C = (¢,d), as equagoes.

r=(1—-tha+tc=a+t(c—a)
y=(1—-t)b+td=0b+t(d—b)

onde t assume todos os valores reais, chamam-se as equacgoes paramétricas da reta AC.
Elas descrevem a trajetéria do ponto (z,y), em fun¢do do parametro ¢, que pode ser
pensado como o tempo. Parat = 0 temos (x,y) = (a,b). Parat = 1, temos (z,y) = (¢, d).

Se a = c entao x é constante e AC' é vertical. Se a # ¢, entao para todos os valores de ¢

r—a
temos t = , logo
c—a

d—b

y=>b+ (x —a)

Portanto quando t assume todos os valores reais, o ponto (z,y) descreve realmente a reta

que passa pelos pontos A e C.

Exemplo 1.2.8. Dados A = (0,1) e B = (m,0), iremos determinar os pontos P = (z,y)

da reta AB situada a distancia 1 da origem.
As equagtes paramétricas da reta AB sao:
T =1im
{ y=1-—t
Devemos determinar ¢ de modo que se tenha 22 + y? = 1, ou seja,

2m2 4+ (1—t)2=1=2m>+1-2t+2=1= (m>+ )2 -2t =0

logo os valores de t procurados sao t = 0 e t = No primeiro caso, obtemos o

1+ m?
ponto (x,y) = (0,1) = A, o que era obviamente esperado. O segundo valor de ¢ nos da

om m? — 1

Portanto o ponto

2m  m?—1
14+m2’ m2+1

( )

é o unico outro ponto além de A que estd sobre a reta AB e sua distancia a origem O é

igual a um.



2 Desenvolvimento de Questoes

Nesse capitulo trazemos um compilado de questoes acompanhadas de uma sugestao
de resposta obtida com a aplicacao de ferramentas abordadas no capitulo anterior, para

que possa se ter uma melhor compreensao de sua aplicabilidade.

Questao 01 - ENEM 2024

Uma microempresa pretende fabricar pipas para vender no préximo verao. Um

modelo de pipa esta representado pelo quadrilatero ABC'D na Figura 2.1.

>
(@]

Figura 2.1: Modelo da pipa desenvolvida pela microempresa

Nessa representacao, os segmentos AB, BC' e C'E medem, respectivamente, 20cm,
34cm e 30cm. Além disso, E pertence ao segmento AC e é ponto médio do segmento BD.

Qual a medida da area, em centimetros quadrado, desse modelo de pipa?

Resposta: Para calcular a drea dessa figura, precisamos descobrir a medida das duas
diagonais, para isso, utilizaremos um plano cartesiano com origem no ponto E, como

representado na figura abaixo.
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A=(x0) C = (30, 0)

Figura 2.2: Desenho da pipa no plano cartesiano

Ficando os pontos representados da seguinte forma A = (z,0), B = (0,y), C =
(30,0), D = (0,—y) e E = (0,0), assim como sabemos que d(A, B) =20 e d(B, () = 34,

portanto

d(B,C) = /(30 — 0)2 + (0 — y)?

Substituindo d(B, C') = 34, obtemos a seguinte equagao

V900 + 32 =34 = y = 16

chegando assim ao valor da d(B, E) = 16. Como E é o ponto médio do segmento BD,
temos d(B, D) = 32, agora precisamos encontrar o valor de = para saber a medida do

segmento AF, para isso utilizaremos a medida da d(A, B), assim

d(A,B) = /(0 — 2)2+ (16 — 0)2
Substituindo d(A4, B) = 20, temos
Va? 4256 =20 = x =12

Portanto a medida do segmento AC' é igual a 42.
Agora que conseguimos calcular o valor da medida das duas diagonais, podemos
facilmente calcular a area da pipa utilizando conhecimentos prévios sobre figuras planas,

da seguinte maneira
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d(A,C)-d(B,D) 42-32
2 92

Nesta questao, o estudante deve representar a figura de uma pipa no plano cartesi-

= 672cm?

ano, identificando as coordenadas de seus vértices e utilizando as diagonais para calcular
sua area. O trabalho com célculo de areas, ja previsto no Ensino Fundamental pela ha-
bilidade EF06M A 20, ¢ aprofundado no Ensino Médio pela habilidade EM13MAT301,
que exige a resolugao de problemas geométricos envolvendo propriedades de figuras pla-
nas. A representacao dos vértices no plano cartesiano mobiliza a habilidade EFOTMA15,
reforcada pela habilidade EM13MAT102, que trata da interpretacao de localizacao e
deslocamento em diferentes representacoes. Assim, o exercicio articula conhecimentos

fundamentais com sua aplicacao em contexto algébrico e geométrico mais formal.

Questao 02 - ENEM 2019

A unidade de medida utilizada para anunciar o tamanho das telas de televisores no
Brasil é a polegada, que corresponde a 2, 54cm. Diferentemente do que muitos imaginam,
dizer que a tela de uma TV tem X polegadas significa que a diagonal do retangulo que

representa sua tela mede X polegadas, conforme ilustracao.

X polegadas

Figura 2.3: TV de X polegadas

O administrador de um museu recebeu uma TV convencional de 20 polegadas, que
tem como razao do comprimento (C) pela altura (A) a propor¢ao 4 : 3, e precisa calcular
o comprimento (C') dessa TV a fim de coloca-la em uma estante para exposi¢ao. A tela

dessa TV tem medida do comprimento C, em centimentro, igual a

Resposta: Para resolver essa questao, iremos posicionar a TV no primeiro quadrante
do plano cartesiano, ficando um dos cantos inferiores na origem, da seguinte maneira
Identificando A = (0,0) e B = (x,y), com d(A, B) = 20 polegadas, e sabendo que

x
=3 podemos encontrar a medida do comprimento C' que corresponde ao valor de x
Y

do ponto B.
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B=(xy)

20 polegadas

A= (0, 0) X

Figura 2.4: TV de 20 polegadas no plano cartesiano

x 3x
Com a afirmagao de — = —, podemos concluir que y = i portanto podemos

3z

le%

representar o ponto B = |( x, Sabendo que 20 polegadas corresponde a 50, 8cm,

utilizaremos a distancia do ponto A ao ponto B para encontrar o valor de .

d(4, B) = \/($—0)2+ (%—0)2

substituindo o valor de d(A, B) = 50, 8, temos

9 2
\/:p2+1—2 —50,8 = x—40,64

Logo, o comprimento C' da TV é de 40, 64cm

O problema envolve calcular as dimensoes de uma TV a partir de sua diagonal em
polegadas, considerando a proporcao 4:3 entre altura e comprimento. A resolucao exige
a conversao de unidades e a aplicacao do Teorema de Pitagoras, integrando nogoes de
proporc¢ao e relagoes métricas. No Ensino Fundamental, isso se relaciona a habilidade
EF07TMA18, que trata da aplicacao de razoes e proporgoes, e a habilidade EFOS8MA16,
referente ao uso do Teorema de Pitagoras. Ja no Ensino Médio, aparecem as habilidades
EM13MAT302, que aborda relagoes métricas em triangulos em diferentes contextos, e
EM13MAT103, que enfatiza a resolucao de problemas praticos com grandezas e medi-
das. Dessa forma, a questao conecta um contexto cotidiano com conceitos matematicos

estruturantes.

Questao 03 - FGV 2025

A figura abaixo mostra uma linha poligonal na qual todos os angulos sao retos. A
partir do ponto A, os comprimentos dos segmentos consecutivos sao: 16m, 12m, 9m, 5m
e 4m.

A distancia em metros entre os pontos A e B é de, aproximadamente:
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*>

Figura 2.5: Esbogo da linha poligonal

Resposta: Para responder essa questao iremos fixar um plano cartesiano com origem
no ponto A, assim poderemos saber a coordenada de cada ponto, incluindo o do ponto
B, para que possamos assim calcular a sua distancia até o ponto A, ficando da seguinte

maneira

Figura 2.6: Linha poligonal no plano cartesiano com a representagao dos pontos C, D, E e F

Assim seguimos o seguintes passos:

1. Iniciando com o ponto A = (0,0) e seguindo 16 unidades sobre a abscissa, chegamos
no ponto C' = (16,0).

2. Saindo do ponto C' = (16,0) e subindo 12 unidades paralelo ao eixo da ordenada,

chegamos ao ponto D = (16, 12).

3. Saindo do ponto D = (16,12) e voltando 9 unidades paralelo ao eixo da abscissa,
chegamos ao ponto F = (7,12).
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4. Saindo do ponto F = (7,12) e diminuindo 5 unidades paralelo ao eixo da ordenada,

chegamos ao ponto F' = (7,7).

5. Saindo do ponto F' = (7,7) e seguindo 4 unidades paralelo ao eixo da abcissa,

chegamos no ponto B = (11,7)

Assim obtermos os pontos A = (0,0) e B = (11,7), agora basta calcular a distancia entre

eles.

d(A,B) = /(11 - 0)2+ (7T - 0)2 = d(A,B) ~ 13

Portanto concluimos que a distancia aproximada de A para B é de 13m.

Nesta atividade, o aluno deve interpretar uma sequéncia de deslocamentos que
formam uma linha poligonal, representando-a no plano cartesiano e determinando as
coordenadas dos pontos intermediarios até calcular a distancia final entre os pontos A
e B. A localizacao de pontos e a representacao de deslocamentos mobilizam a habili-
dade EFO7TMA15, enquanto a aplicacao da féormula da distancia deriva do Teorema
de Pitagoras, contemplado na habilidade EFO8MA16. No Ensino Médio, destacam-se
as habilidades EM13MAT303, que envolve o cédlculo de distancias no plano cartesiano,
EM13MAT301, pela anélise das propriedades geométricas da poligonal, e EM13MAT102,
que exige a traducao de deslocamentos em sistemas de representacao. Assim, a questao

promove a articulacao entre geometria, algebra e representacao espacial.

Questao 04

Determinar a equacgao ou descricao do lugar geométrico equidistantes aos pontos
AeB.

Figura 2.7: Lugar geométrico equidistante aos pontos A e B
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Resposta: Para calcular a equagao ou descricao do lugar dos pontos equidistantes a
quaisquer dois pontos, podemos utilizar a férmula de distancia entre dois pontos obtida no
capitulo anterior. Para isso, admita que A = (z1,y1), B = (22,¥2) e 0 ponto equidistante

de A e B como C = (z,y), Assim, temos:

Viz =2+ =)= (@ —22)? + (y — 1)’

chegando assim a equagao

x-(zg—x1) 4+ 27 + 7 — a5 — 5
Y1 — Y2

y =
Portanto a equacao da reta que descreve o lugar geométrico equidistante aos pontos A e
Bé
2,2 2 _ 2
To— ]ty — x5 —
_ 2 Lo+ Y1 2" Y2

y_
Y1 — Y2 Y1 — Y2

com b #d

O objetivo é determinar a equacao da mediatriz entre dois pontos, entendida como o
lugar geométrico dos pontos equidistantes de A e B. Esse conceito ja é explorado no Ensino
Fundamental pela habilidade EFO8MA17, que aborda a construcao de mediatrizes, e pela
EF09MA 14, que relaciona equagoes algébricas a propriedades geométricas. No Ensino
Médio, a questao corresponde a habilidade EM13MAT305, voltada para a aplicacao
de propriedades de lugares geométricos, e também a EM13MAT301, pela utilizacao
de propriedades de figuras planas em problemas geométricos. Dessa forma, a atividade
traduz uma propriedade classica da geometria em linguagem algébrica, fortalecendo a

conexao entre as duas areas.

Questao 05

Determinar o centro C' = (z,y) da circunferéncia que passa pelos pontos P, =
(2,8), P, = (6,1) e P; = (11,6).

Resposta: Sabemos que a distancia de cada ponto até o centro é a mesma, logo

V=224 -8?=(@-672+{—1)?=(z—-11)*+ (y — 6)

assim, conseguimos montar o seguinte sistema

22+ y? — 4o — 16y + 68 = 22 4+ % — 122 — 2y + 37
22 +y? — 120 — 2y + 37 = 2% + % — 222 — 12y + 157

Resolvendo ambas as equacoes e isolando o valor de x, temos

14y —31

8
r=12—y

T
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11

10

o

Figura 2.8: Representacao da circunferéncia que passa pelos pontos Py, P» e P

137 127
22722 )
Nesta questao, o estudante deve encontrar o centro de uma circunferéncia que

Terminado a resolugao, concluimos que C' = <

passa por trés pontos distintos, explorando a propriedade de equidistancia do centro em
relacao a esses pontos. Tal propriedade pode ser abordada no Ensino Fundamental pelas
habilidades EFO8MA17, ligada a mediatriz, e EFO9MA14, relacionada a representacao
algébrica de propriedades geométricas. No Ensino Médio, a habilidade EM13MAT306
¢ diretamente contemplada, pois trata da determinacao de equagoes de circunferéncias
a partir de condicoes dadas, e a habilidade EM13MAT305 também é mobilizada, pois
envolve a aplicagao de propriedades de lugares geométricos. Essa questao exemplifica a

integracao entre raciocinio geométrico e resolucao algébrica.

Questao 06

Dados os pontos A = (3,8), B = (6,3), C = (11,6) e D = (8,11), determinar se

eles pertencem a mesma circunferéncia.

Resposta: Iremos utlizar o Teorema de Ptolomeu para determinar se eles sao cociclicos.
O Teorema de Ptolomeu diz que para os pontos serem cociclicos o produto das diagonais
¢ igual a soma do produto dos lados opostos do quadrilatero formado pelos quatro pontos,

ou seja:
AC-BD =AB-CD+ AD - BC

Substituindo os valores, temos:
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6 o C

Figura 2.9: Representacao dos pontos A, B, C' e D

V(A1 =32+ (6—28)2-/(8—6)2+ (11 —3)2= /(6 —3)2+ (3 —8)2-
V8 —11)24+ (11 —6)2 + /(8 = 3)2+ (11 — 8)2- /(11 — 6)2 + (6 — 3)?

Assim,

V6868 = V34 V34 + V34 V34

Portanto os pontos A, B, C' e D sao pontos cociclicos, e, do mesmo jeito da questao
anterior, podemos encontrar as coordenadas do centro dessa circunferéncia.

O exercicio propoe verificar se quatro pontos pertencem a uma mesma circun-
feréncia, utilizando o Teorema de Ptolomeu como critério. No Ensino Fundamental, as
habilidades EF0O9MA13, que envolve propriedades de quadrilateros e circunferéncias,
e EFO9MA14, que relaciona equacoes e propriedades geométricas, sao contempladas.
No Ensino Médio, a questao estd diretamente ligada a habilidade EM13MAT308, que
prevé a investigagao e demonstracao de propriedades geométricas em quadrilateros e cir-
cunferéncias, além de se relacionar a habilidade EM13MAT301, pela analise de propri-
edades geométricas no plano. A questao valoriza o raciocinio dedutivo e a aplicacao de

um teorema classico em contexto de resolugao de problemas.

Questao 07

Determinar se os pontos A = (x4,y4), B = (zp,yp) ¢ C = (z.,y.) sdo colineares.
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Resposta: Os pontos A, B e C' sao colineares quando o seguinte determinante é igual

a zero
ra ya 1
rg yp 1] =0
o Yo 1

Assim, temos:

A (Y —Ye) + 2B (Yo —ya) + - (ya —ys) =0

Agora que sabemos como verificar se os pontos sao colineares, podemos realizar a
analise dos seguintes pontos A = (3,4), B = (5,10) e C' = (6, 13), para saber se eles sdo

colineares. Substituindo na equagao obtida anteriormente, temos:

3-(10-13)+5-(13—4)+6-(4—10) =0
—94+45—36=10

Portanto os pontos A, B e C' sao colineares. J& analisando os pontos D = (2,6),
E = (3,8) e FF=(5,9), temos:

2-8-9)+3-(9-6)+5-(6—8)=0
—24+9-10=0=-3=0

Logo podemos afirmar que os pontos D, F e F' nao sao colineares.

O problema consiste em verificar a colinearidade de trés pontos utilizando o critério
determinantal, traduzindo uma condi¢cao geométrica em uma relacao algébrica. Essa ar-
ticulacao é prevista no Ensino Fundamental pela habilidade EFO9MA14, que trata da
relacao entre expressoes algébricas e propriedades geométricas no plano cartesiano. No
Ensino Médio, a habilidade EM13MAT309 ¢ a principal, pois aborda a utilizacao de
representacoes algébricas, como determinantes, para verificar condicoes de alinhamento,
enquanto a habilidade EM13MAT301 também ¢é contemplada, por relacionar propri-
edades geométricas de figuras planas com representacoes algébricas. Assim, a questao
ilustra a integracao entre algebra e geometria, desenvolvendo a capacidade de abstracao

do estudante.



3 Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica surge como ferramenta essencial no planejamento do profes-
sor, pois permite estruturar o ensino de maneira progressiva, conectada e intencional.
Com base em teorias construtivistas, como as de Piaget e Vygotsky, parte-se do principio
de que o saber nao é simplesmente transmitido, mas ativamente construido pelo individuo
ao interagir com o ambiente e outros (PIAGET, 1999; VYGOTSKY, 1991).

Segundo Dolz e Schneuwly (2004), a sequéncia diddtica é um conjunto de atividades
organizadas de forma pedagdgica, guiadas por objetivos claros e interligadas, visando o
aprendizado de certos conteidos ou habilidades. Essa organizacao evita que o ensino
se torne fragmentado, garantindo coeréncia e continuidade ao trabalho em sala de aula.
Para eles, ¢ um meio de garantir que as praticas escolares sejam planejadas e tenham
um propédsito, permitindo que os alunos entendam a importancia de cada fase no seu
aprendizado.

Um ponto importante é o respeito ao ritmo de aprendizado dos alunos. Ao pla-
nejar usando sequéncias didaticas, o professor possibilita que o aluno avance aos poucos,
firmando conhecimentos béasicos antes de chegar a niveis mais complexos. Isso se relaci-
ona com a ideia de zona de desenvolvimento proximal, de Vygotsky (1991), que diz que
o aprendizado é mais eficaz quando o aluno é desafiado a fazer tarefas um pouco além do
que ja sabe, mas com apoio adequado.

Além disso, a sequéncia didatica facilita a avaliacao continua e formativa, permi-
tindo ao professor acompanhar o progresso dos alunos durante todo o processo, identifi-
cando seus pontos fortes e dificuldades e ajudando quando necessario. Essa caracteristica
reforga a ideia de que a avaliacao faz parte do ensino e nao é apenas um teste no final.

Por fim, destaca-se que o uso de sequéncias didaticas promove um aprendizado mais
significativo. Como defende Ausubel (2003), o aprendizado significativo acontece quando
o novo conhecimento se liga de forma importante e logica ao que o aluno ja sabe. Ao
organizar o ensino em etapas conectadas, o professor aumenta essas conexoes, ajudando
o aluno a entender o que aprende.

Conclui-se, assim, que a sequéncia didatica tem um papel fundamental no pla-
nejamento do professor, pois garante que o ensino seja légico e pedagdgico, ajuda no
desenvolvimento gradual das habilidades dos alunos e fortalece a avaliacao como parte
do processo. Com base em teorias educacionais sélidas, é uma ferramenta essencial para

promover um aprendizado que dure e faga sentido.
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A estrutura de uma sequéncia didatica é composta das seguintes partes:

e Motivagao Inicial é onde o professor busca despertar o interesse dos alunos pelo
tema e ao mesmo tempo investigar seus conhecimentos prévios, ou seja, o que ja

sabem e o que pensam sobre o assunto.

e Objetivos expressam o que se espera que o aluno aprenda ou desenvolva ao longo da
sequencia. Devem ser claros, mensuraveis e alinhados as competéncias e habilidades

previstas no curriculo.

e Conteudos sao os saberes que serao trabalhados, podendo ser conceituais, proce-

dimentais ou atitudinais.

¢ Desenvolvimento ¢ o coragao da sequencia didatica, ele consiste em um conjunto
de atividades articuladas, que se encadeiam com crescente grau de complexidade,

conduzindo o aluno dos conhecimentos prévios aos conhecimentos novos.

e Sistematizagao é o momento para organizar e consolidar o que foi aprendido,
revisitando conceitos, elaborando esquemas, mapas mentais ou realizando sinteses
coletivas, também pode ser o espaco para responder diuvidas e amarrar ideias que

ficaram soltas ao longo do desenvolvimento.

e Avaliagao deve ocorrer ao longo de toda a sequéncia (avaliagdo formativa), mas
pode haver momentos especificos para diagnosticar o que foi aprendido (avaliagao
somativa). Ela pode incluir observagdes, produgoes dos alunos, listas de exercicios,

autoavaliagao ou outras estratégias.

e Culminancia é o fechamento da sequéncia, que pode ser marcado por uma ativi-

dade final em que os alunos mostrem o que aprenderam.

e Recursos Didaticos sao os materiais, ferramentas e instrumentos que o professor

e os alunos vao utilizar ao longo da sequéncia.

e Tempo Estimado indica quanto tempo sera necessario para cada etapa ou para

toda a sequéncia. Pode ser em horas-aula ou dias/semana.

Uma sequéncia didéatica é muito mais do que um conjunto solto de atividades: é
um roteiro estruturado que garante intencionalidade, continuidade e aprofundamento das
aprendizagens. Baseado em tudo que vimos até o momento, aprensetaremos a seguir uma

sequéncia didatica para abordagem do tema dessa dissertagao.

Motivacao Inicial

Com a presente sequéncia didatica buscamos promover a integracao de conceitos

de geometria analitica com situagoes-problema que possibilitam o desenvolvimento do
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raciocinio légico e da capacidade de modelagem matematica dos estudantes, fundamen-
tado em teorias construtivistas, conforme Piaget (1999) e Vygotsky (1991), nas quais
a aprendizagem ocorre pela acao do sujeito sobre o objeto de conhecimento, mediada
por interagoes sociais e culturais. Nesse contexto, a sequéncia didatica organiza o ensino
em etapas inter-relacionadas, respeitando o ritmo do aluno e favorecendo a construcao

significativa do saber, como defende Ausubel (2003).

Objetivos
Geral

e Promover a compreensao do sistema de coordenadas cartesianas no plano, possibi-

litando sua aplicagao em problemas geométricos contextualizados.
Especificos
e Representar pontos, segmentos e formas geométricas planas no sistema cartesiano.

e (Calcular distancias, pontos médios e verificar condicoes de perpendicularidade uti-

lizando coordenadas.
e Determinar equagoes de retas e circunferéncias a partir de dados geométricos.

e Resolver problemas praticos que envolvam conceitos de geometria analitica.

Conteudos

e Sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

e Distancia entre dois pontos no plano.

e Ponto médio e divisao de segmentos em razao.

e Condicao de perpendicularidade entre segmentos.

e Equacgoes gerais, explicitas e paramétricas da reta.

e Lugar geométrico: mediatriz e circunferéncia definida por trés pontos.

e Aplicagoes em problemas contextualizados (drea de formas geométricas planas, di-

mensdes de objetos, verificagdo de cocircularidade e colinearidade).



34

Desenvolvimento

O professor introduzird o tema apresentando problemas praticos extraidos do
capitulo anterior desse trabalho, como o célculo da area de uma pipa posicionada em
um sistema cartesiano, o dimensionamento de uma televisao a partir de sua diagonal e
a andlise de percursos em linhas poligonais. Essa etapa visa despertar o interesse dos
estudantes, além de identificar seus conhecimentos prévios sobre o plano cartesiano e as
operacoes nele realizadas.

Para a construcao tedrica serao retomados os conceitos fundamentais do plano
cartesiano, destacando a representacao de pontos por pares ordenados e a divisao do
plano em quadrantes. Em seguida, trabalhar-se-4 o calculo de distancias entre pontos,
pontos médios, condigoes para perpendicularidade, além da deducao das equagoes das
retas e circunferéncias a partir dos dados geométricos.

Durante esta etapa, o professor podera utilizar recursos visuais, como esquemas no
quadro e o software GeoGebra, para ilustrar exemplos similares aos desenvolvidos aqui.

Os alunos, organizados individualmente ou em duplas, resolverao problemas que

reproduzem os exemplos do trabalho académico, tais como:

e Determinar a area do modelo de pipa representado por um quadrildtero cujos

vértices tém coordenadas conhecidas.

e Calcular o comprimento da tela de uma TV a partir da medida de sua diagonal e

razao entre lados.

e Identificar a equagao do lugar geométrico de pontos equidistantes de dois dados

(mediatriz).
e Determinar o centro de uma circunferéncia que passa por trés pontos.
e Verificar, por meio do teorema de Ptolomeu, se quatro pontos sao cociclicos.

e Analisar a colinearidade de trés pontos via determinante.

Sistematizacao

Sera construida coletivamente, no quadro, uma sintese dos principais conceitos
trabalhados, incluindo férmulas para distancia, ponto médio, condi¢ao de perpendicula-
ridade e equagoes da reta. Em seguida, os alunos elaborardao um esquema-resumo (mapa

mental) com esses t6picos.
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Avaliacao

A avaliacao ocorrera de forma processual e formativa, observando a participacao
nas discussoes, a resolucao dos problemas e a capacidade argumentativa ao justificar os
procedimentos utilizados. Ao final, serd proposto um exercicio integrador no qual o aluno
devera escolher um dos problemas resolvidos e elaborar um texto explicativo detalhado

do processo, as férmulas aplicadas e a interpretacao geométrica dos resultados.

Culminancia

Para finalizar a sequéncia pode ser realizada algumas atividades como:

e Atividade Final Integrada
Propor uma atividade-projeto, em que os alunos precisam aplicar todos os conceitos
estudados ao longo da sequéncia para resolver um problema mais amplo ou elaborar
uma producao final.
Exemplo para esse conteiudo: Pedir que em grupos os alunos elaborem e apresentem

um pequeno “portfélio geométrico”, contendo:

— Um problema proposto por eles préprios envolvendo o uso de coordenadas
(pode ser a construcao de uma figura, calculo de dreas, distancias ou mediatri-

zes).
— O desenho no plano cartesiano feito a mao ou com o auxilio do GeoGebra.
— A resolucao completa, destacando as férmulas usadas.
— Uma reflexao sobre o porqué a geometria analitica é 1til nesse contexto.

Essa atividade promove a mobilizacao de todos os conhecimentos trabalhados e exige

que eles articulem teoria e pratica.

¢ Momento de Socializacao
Realizar uma exposicao oral ou em formato de seminario, onde cada grupo apresenta
seu trabalho a turma.

Durante as apresentacoes:
— Incentivar que todos argumentem e justifiquem seus procedimentos.
— Deixar espaco para perguntas e comentarios dos colegas, promovendo um dialogo

critico.

e Reflexao Coletiva
Apoés as apresentacoes, conduzir uma roda de conversa orientada, com perguntas

CO1mo:
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— O que foi mais desafiador na resolucao desses problemas?

— Como voceés percebem a importancia de representar figuras e situagoes em um

sistema de coordenadas?

— O que aprenderam de mais significativo nesta sequéncia?

Como poderiam usar esse tipo de raciocinio em situacoes fora da sala de aula?

Isso ajuda a fazer uma avaliacao qualitativa do processo, onde o professor observa

o nivel de compreensao, a evolugao das estratégias e as percepcoes dos alunos.

e Instrumento de Auto Avaliacao
Distribuir uma ficha de autoavaliacao, com questoes como:
— Eu participei ativamente das atividades propostas?

— Eu compreendo como calcular distancias, pontos médios e equagoes no plano

cartesiano?

— Eu consegui explicar minhas ideias para os colegas?

O que eu ainda tenho dificuldade e gostaria de estudar mais?

Isso permite ao professor obter dados para uma andlise critica do percurso e dos

resultados.

Recursos Didaticos
e Quadro e pincéis.
e Folhas quadriculadas e esquadros.
e Computador com projetor ou quadro digital para apresentacao do GeoGebra.

e Fichas com problemas adaptados da dissertacao.

Tempo Estimado

Motivacao Inicial | Uma aula
Construcao Tedrica | Duas aulas
Atividades Orientadas | Duas aulas
Sistematizacao e Avaliacao | Uma aula
Culminancia | Duas aulas
Total | Oito aulas

A sequéncia didatica proposta esta fundamentada em referenciais teéricos que valo-

rizam o ensino ativo e a aprendizagem significativa, como Piaget (1999), Vygotsky (1991)
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e Ausubel (2003). Busca-se garantir que o conhecimento matematico ndo seja apenas
memorizado, mas construido pelo aluno a partir da investigacao e resolucao de situacoes-
problema contextualizadas. Dessa forma, favorece-se nao apenas o dominio técnico da
geometria analitica, mas também o desenvolvimento do raciocinio légico, critico e cria-

tivo.



CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacao teve como objetivo central ilustrar a importancia e a apli-
cabilidade do uso das coordenadas no plano cartesiano como ferramenta didatica para a
resolucao de problemas matematicos no contexto do Ensino Bésico. A partir de uma abor-
dagem que integra fundamentos tedricos da Geometria Analitica com situagoes-problema
contextualizadas, buscamos evidenciar como o ensino desse conteudo pode ser potenciali-
zado por meio de estratégias significativas, envolvendo o raciocinio espacial, a visualizagao
geométrica e a capacidade de modelagem matematica.

Os exemplos e questoes selecionados, especialmente os extraidos de exames como
o ENEM, mostraram-se eficazes em ilustrar a utilidade do sistema de coordenadas para
resolver problemas que vao além da mera aplicacao mecanica de formulas. Eles revela-
ram como esse conhecimento pode ser utilizado para interpretar e representar diferentes
situagoes do cotidiano e da ciéncia, promovendo assim uma aprendizagem mais significa-
tiva e conectada a realidade dos estudantes.

A sequéncia didatica elaborada neste trabalho, fundamentada nas teorias de apren-
dizagem de Piaget, Vygotsky e Ausubel, bem como nos estudos de Dolz e Schneuwly
(2004), reforca a ideia de que o ensino estruturado, progressivo e com intencionalidade
pedagdgica é essencial para o desenvolvimento das competéncias matematicas. Essa pro-
posta permitiu nao apenas a sistematizacao dos conteiidos, mas também a avaliacao
continua e formativa dos alunos, favorecendo a construcao do conhecimento de forma
colaborativa e reflexiva.

Dessa forma, conclui-se que a utilizagao de coordenadas no plano cartesiano, as-
sociada a metodologias ativas e contextualizadas, representa uma estratégia eficaz para o
ensino de Matematica. Além disso, reforca-se a importancia do planejamento por meio de
sequéncias didaticas bem estruturadas, que respeitem o ritmo de aprendizagem dos alunos
e promovam a integracao entre teoria e pratica. Espera-se que este trabalho contribua
com professores da educacao bdsica na busca por praticas pedagdgicas mais eficientes,

dinamicas e significativas.
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