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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo desenvolver e aplicar uma sequéncia didatica voltada para
o ensino de fungoes trigonométricas no Ensino Médio, bem como analisar as suas contri-
buig¢oes para o processo de ensino desse conteudo e verificar sua efetividade na pratica
pedagogica. Essa sequéncia explora os conceitos de arcos, ciclo trigonométrico e as fungoes
seno e cosseno, utilizando jogos matematicos e recursos digitais para tornar o aprendi-
zado mais dinamico e significativo. Além disso, sao propostas atividades com questoes
de vestibulares e do ENEM, promovendo a contextualizacao dos contetidos. A sequéncia
foi aplicada em uma turma do 4° ano do Ensino Médio do técnico noturno em adminis-
tragao, no municipio de Castro, no estado do Parana. Os resultados obtidos a partir da
aplicacao da sequéncia didatica indicam que a proposta contribuiu positivamente na com-
preensao dos contetidos abordados em aulas mais dinamicas, favorecendo o engajamento
dos estudantes e promovendo uma aprendizagem mais contextualizada. A utilizacao da
sequéncia foi bem recebida pela turma, que demonstrou entusiasmo com as atividades
propostas. Dentre os aspectos positivos destacados pelos estudantes estao a concentracao
efetiva na realizacao das atividades, o estimulo gerado pela competitividade e a percepgao
dos estudantes de maior facilidade na compreensao dos contetidos. Embora os alunos nao
tenham destacado pontos a serem melhorados, ressaltaram que as aulas desenvolvidas se

mostraram mais atrativas e eficazes com relacao as préticas convencionais.

Palavras-chave: Fungoes trigonométricas; Sequéncia didatica; Jogos matemaéticos; Re-

cursos digitais.



ABSTRACT

This study aims to develop and implement a didactic sequence focused on teaching trigo-
nometric functions in high school, to analyze its contributions to the teaching process, and
to evaluate its effectiveness in pedagogical practice. The sequence explores the concepts
of arcs, the trigonometric circle, and the sine and cosine functions, using math games
and digital resources to make learning more dynamic and meaningful. In addiction, acti-
vities are proposed involving questions from the university entrance exam and questions
from ENEM, promoting contextualization of the content. The sequence was applied to
a fourth-year high school class in a night technical administration course in the city of
Castro, in the state of Parané, Brazil. The results obtained from the implementation of
the didactic sequence indicate that the proposal positively contributed to the students’
understanding of the content through more dynamic lessons, encouraging student en-
gagement, and promoting more contextualized learning. The use of sequence was well
received by the class, which showed enthusiasm for the proposed activities. Among the
positive aspects highlighted by the students were effective focus during activities, moti-
vation generated by competitiveness, and the perception of greater ease in understanding
the content. Although the students did not point out the aspects that needed improve-
ment, they emphasized that the lessons were more engaging and effective compared to

conventional practices.

Keywords: Trigonometric functions; Didactic sequence; Mathematical games; Digital

resources;
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1 INTRODUCAO

A preocupacao com a melhoria do ensino e aprendizagem de Matemética, especialmente
na Educacao Bésica, € um tema recorrente na area educacional. A busca por métodos
e estratégias de ensino mais aprofundados e alinhados com a Base Nacional Comum
Curricular é essencial para orientar o aprimoramento do processo educativo.

Foi possivel observar, a partir da experiéncia com turmas do 3° ano do Ensino Médio,
que a Trigonometria é um dos assuntos em que os alunos apresentam maior dificuldade
na compreensdo dos conceitos. No curriculo do Estado do Parana (Parana, 2018), os
conceitos béasicos de trigonometria sao introduzidos aos alunos desde o 9° ano do Ensino
Fundamental, em que parte da dificuldade de aprendizagem se da pela complexidade do
assunto, que se apresenta com muitos conceitos e férmulas e, ainda, requer o dominio
de outros assuntos prévios, como o estudo da circunferéncia, angulos, triangulos, entre
outros, que, se nao forem compreendidos, acabam se tornando um obsticulo no processo
de compreensao e na aprendizagem desses estudantes.

Ademais, ao chegar ao Ensino Médio, os conceitos de Trigonometria sdo ampliados
para o estudo de fungoes trigonométricas, tornando essa area ainda mais desafiadora e
contribuindo para uma resisténcia negativa enraizada em relacao ao assunto. Em sua
pesquisa, Oliveira (2019) destaca que os alunos percebem o contéudo de fungoes trigo-
nométricas como algo sem relacao com a realidade do dia a dia, além de considera-lo de
dificil compreensao.

Em frente a estes apontamentos, surge o seguinte problema de pesquisa: “Como po-
demos entender e sanar as dificuldades que alguns estudantes tém na compreensao dos
conceitos de fungoes trigonométricas, em especial das fun¢oes seno e cosseno?”

Dentre os motivos que levam a esse questionamento, Pereira e Régo (2011) nos dizem
que o ensino muitas vezes é levado de maneira muito tradicional, em que o professor é
apenas o transmissor do conhecimento e o aluno um agente passivo. Ainda afirma que
essa metodologia nao leva em consideragao os conhecimentos prévios do estudante, nao
trabalha de forma contextualizada o contetido e nao considera a realidade vivida por ele.

Nesse cenario, o estudante se depara com um contetido que nao faz sentido para ser
estudado. Essa descontextualizacao leva o aluno a expressar frases bem conhecidas pelos
professores, como: “porque eu preciso estudar isso?” ou ainda, “quando que irei usar isso
na minha vida?”. Tais questionamentos revelam a busca por significado no processo de
aprendizagem, aspecto destacado por MOREIRA (2023), que descreve a aprendizagem
significativa como o processo de atribuir sentido ao novo contéudo a partir de sua relacao
com os conhecimentos ja existentes no repertério do estudante.

Levando em consideragao essas concepgoes, o objetivo geral deste trabalho é: analisar

o ensino das fungoes seno e cosseno a partir da aplicacao de uma sequéncia didatica com
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abordagem ludica e tecnologica.

O desenvolvimento dessa ferramenta permitira analisar esse processo compreensivo,
visto que ela possibilita ao professor explorar diversos conteiidos em uma sequéncia de
atividades que estao interligadas entre si, com um objetivo final em comum. Dentro de
cada atividade, podem ser trabalhadas varias metodologias que contextualizam a trigo-
nometria e tornam a aprendizagem mais atrativa e dinamica para o estudante.

Dentre as metodologias escolhidas para a compreensao dos contetidos estao o uso do
software de geometria dinamica GeoGebra e dos Jogos Matematicos. Esses recursos tém
suas especificidades, sendo o Geogebra responsével por facilitar a vizualizacao dos gréficos
e suas propriedades, enquanto o uso de jogos matematicos dinamizam a aula tornando a
aprendizagem mais lidica, trazendo o carater competitivo para a sala de aula, um grande
engajador do processo de ensino.

Segundo Grando (2000), os estudantes podem ‘“experimentar uma forma diferente
de adquirir conhecimento através de uma atividade que seja interessante, desafiadora, e
prazerosa, como proporciona a atividade com jogos desencadeada adequadamente.” Com
base nisso, os jogos matematicos se mostram uma alternativa para tornar a aprendizagem
dos estudantes mais significativa. Essa perspectiva é refor¢ada por Kishimoto (1994), ao
destacar que o jogo é uma ferramenta que desenvolve e educa de forma prazerosa.

Quanto ao uso de ferramentas digitais, Lopes (2013) destaca que o uso de softwares
de geometria dindmica oferecem diversas potencialidades, como a construgao dos objetos
geométricos, o dinamismo, a investigacao, a vizualizacao e a argumentacao. Esses recursos
favorecem o engajamento do estudante no processo de aprendizagem com metodologias
mais alinhadas aos seus interesses, especialmente em um contexto em que a tecnologia
esta cada vez mais presente no cotidiano.

No que diz respeito as dificuldades observadas pelo professor em sua pratica docente,
esté a identificacao e o calculo das razoes trigonométricas, além da dificuldade em estabe-
lecer relagoes entre as propriedades do circulo trigonométrico e as fungoes seno e cosseno.
Nesse sentido, a proposta de uma sequéncia didatica possibilita o uso de jogos para a
compreensao de conceitos fundamentais, como os valores de seno e cosseno de angulos
notéveis e a conversao entre diferentes unidades de medida de angulos. Além disso, en-
caixar o uso de ferramentas digitais, como o GeoGebra, constribui para a visualizagao e
o estudo dos graficos das fungoes trigonométricas, uma vez que o esho¢o manual muitas
vezes nao proporciona uma representagao precisa dos graficos, dificultando a compreensao
dos conceitos envolvidos.

A partir do Objetivo Geral, surgem os seguintes objetivos especificos:

e Discutir sobre as possibilidades de ensino de fungoes trigonométricas, em especifico,

S€no e cosseno.

e Fundamentar matematicamente os contetdos de base para o ensino das fungoes seno
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€ COoSseno.

e Apresentar a sequéncia didatica para o ensino das fungoes trigonométricas seno e

cosseno.

e Analisar o entendimento dos estudantes quanto a visualizagao dos graficos de fungoes

trigonométricas e o ciclo trigonométrico, por meio de recursos digitais.

e Apontar as contribuicoes da sequéncia didatica elaborada e aplicada para o ensino

de conceitos relacionados as fungoes trigonométricas.

Para o desenvolvimento dessa dissertagao, iniciamos com a apresentacao de alguns
conceitos fundamentais de trigonometria e func¢oes trigonométricas, com o intuito de as-
segurar que o professor tenha um bom dominio do contetdo a ser ensinado aos estudantes.
Em seguida, é apresentada a fundamentacao tedrica, no qual sdo discutidas as metodo-
logias de ensino adotadas para alcangar os objetivos propostos. Por fim, sao descritos
os procedimentos metodolégicos utilizados na pesquisa, bem como a sequéncia didatica
elaborada e a analise dos resultados obtidos a partir da sua aplicacao em uma turma de 4°
ano ' do Ensino Médio com Técnico Integrado em Administracao. O trabalho ¢ encerrado

com os apéndices que contém as atividades utilizadas no decorrer da sequéncia.

! Essa turma possui 42 ano por ser da grade do Ensino Médio com Técnico Integrado de 2021.
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2 TRIGONOMETRIA: CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Este capitulo tem por objetivo apresentar os principais conceitos matematicos que
fundamentam o tema de pesquisa deste trabalho. S@o apresentados alguns conceitos es-
senciais para o ensino de fungoes trigonométricas, tais como angulos, trigonometria no
triangulo retangulo e ciclo trigonométrico. Além disso, sao abordadas as relagoes trigono-
métricas em tridngulos quaisquer, assim como as principais propriedades e caracteristicas

das fungoes trigonométricas.

2.1 ANGULOS

Nesta secao, abordamos o conceito de angulos, juntamente com as propriedades rele-
vantes para o estudo da trigonometria, com base nas obras de lezzi (2013) e Neto (2022).
Consideramos ponto, reta e plano como conceitos primitivos, isto €, que nao precisam de
defini¢oes formais. A partir desses elementos, prodemos definir outros, como a semirreta,

conforme descrito a seguir:

Definicao 2.1 Um ponto A, pertencente a uma reta r, divide-a em duas partes. A cada
parte dessa divisio € dado o nome de semirreta. A semirreta que tem origem no ponto A
e passa pelo ponto B, representamos como 1@ Da mesma forma, a semirreta de origem

em A passando pelo ponto C denotamos por AC.

Figura 2.1: Semirretas da reta r.

B A C —
.~ — —— r

Fonte: Elaborado pelos autores.
A partir disso, podemos formalizar o que é um angulo, como na defini¢ao abaixo.

Definicao 2.2 Um dngulo é uma das duas regioes formadas pela unidao de duas semir-
retas que possuem a mesma origem. A origem das duas semirretas damos o nome de

vértice, e as semirretas que formam o dngulo damos o nome de lados.
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Figura 2.2: Angulo de vértice A e lados 1@ e 1@

-

___.——
A B

Fonte: Os autores.

Figura 2.3: Representacao do angulo raso e angulo nulo.

(a) Angulo raso BAC
B A C
— o —@ g —

(b) Angulo nulo

B
Py -

®>

Fonte: Os autores.

A fim de facilitar a representacao de angulos, usaremos a notagao BAC , que indica o
angulo de vértice A e lados 1@ e 1@ (Figura 2.2). Em particular, se as duas semirretas
forem opostas, dizemos que o angulo é raso, ou seja, mede 180°. Ja se as duas semirretas
que formam o angulo forem coincidentes, dizemos que o angulos é nulo (Figura 2.3).

Dada a definicao de angulo, nosso préximo passo seré definir uma maneira de deter-
minar o tamanho da regiao que o angulo ocupa no plano. Dado um angulo raso BAC ,
iremos dividir uma das regices formadas por esse angulo em 180 partes de mesma medida,
tragando semirretas com origem em A. Essa construcao forma dngulos congruentes entre
si, em que o espaco ocupado por cada uma dessas regioes é definido como sendo a unidade
de medida de 1°(um grau).

Com essa unidade de medida construida, diremos que a medida de um angulo em
graus, corresponde a determinar a quantidade de regides que cabem dentro do angulo a
ser medido. Por construgao, vemos que um angulo raso mede 180°. Definiremos também

algumas nomenclaturas que serao utilizadas durante o trabalho, como segue:
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Definicao 2.3 Um dngulo € dito
1. reto quando sua medida € de 90°.
2. agudo quando sua medida é maior que 0°e¢ menor que 90°.

3. obtuso quando sua medida é maior que 90°e menor que 180°.

Figura 2.4: Exemplos de angulos reto, agudo e obtuso.

(a) Angulo reto (b) Angulo agudo (¢) Angulo obtuso

.

Fonte: Os autores.

Para se referir a um determinado angulo ou & sua medida, convencionalmente uti-
lizamos letras mintsculas do alfabeto grego para padronizar a notagao. Nesse sentido,

segundo Tezzi (2013), temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.4 Dois dngulos v e 5 sao ditos complementares se a + [ = 90°. Além

disso, serao ditos suplementares se o+ [ = 180°.

Com as defini¢oes e propriedades descritas, temos uma importante relagao referente
aos angulos internos de um triangulo — regiao plana formada por trés pontos nao colineares
(Tezzi, 2013, p. 3).

Proposigao 2.1 A soma dos dngulos internos de um triangulo é 180°.

2.2 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO COM ANGULOS DE 30°,
45° OU 60°

Antes de definir propriamente as relagoes trigonométricas, apresentamos a defini¢ao de
triangulo retangulo, as propriedades que podem ser deduzidas nele e o teorema relacio-

nando seus lados.
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Definicao 2.5 Chamamos de tridngulo retdngulo o triingulo ABC' que possui um de
seus dngulos internos medindo 90°. Ao lado oposto ao dngulo de 90° damos o nome de
hipotenusa. Aos outros dois lados nomeamos como catetos. Diremos também, se o dngulo

de 90° tiver vértice no ponto A, que o tridngulo ABC € retangulo em A.

Na Figura 2.5, temos a representacao visual do triangulo retangulo em A, que auxilia na
introducao do Teorema de Pitagoras, um dos mais conhecidos da Geometria Euclidiana,
e que possui diversas formas de demonstracao — geométricas, algébricas e mesmo por
raciocinio dedutivo ou visual — o que evidencia sua importancia histérica e didatica no
ensino de matemaética. O livro The Pythagorean Proposition, de Loomis (1968), reine um
total de 367 demonstragoes do Teorema de Pitagoras, apresentando diferentes abordagens

historicas e matematicas.
Figura 2.5: Triangulo retangulo em A.

B

o

A Cc

Fonte: Os autores.

Teorema 2.1 (Teorema de Pitagoras) Em um tridngulo retdngulo, o quadrado da

medida da hipotenusa € iqual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Para distinguir os catetos, utilizamos um dos angulos internos como base nomeando
eles em cateto oposto ou cateto adjacente, como mostra a Defini¢ao 2.6 e sua representacao

visual na Figura 2.6

Definicao 2.6 Considere o dngulo 5 < 90°, interno ao triangulo ABC' retangulo em A.
Diremos que o cateto oposto ao dngulo 3 € o cateto que nao € lado do dngulo B. De
maneira andloga, diremos que o cateto adjacente ao dngulo B é o cateto que € lado

do dangulo f3.

Vejamos agora dois triangulos retangulos ABC e ADFE que possuem um angulo a em
comum, como na Figura 2.7. Esses dois triangulos sao semelhantes, isto é, possuem os
trés angulos ordenadamente congruentes e os lados homologos proporcionais (Iezzi, 2013,

p. 9). Logo, quando calculamos a razao entre os lados do triangulo ABC' e comparamos
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Figura 2.6: Lados do triangulo retangulo.

Hipotenusa
Cateto oposto a (3

Cateto adjacente a

Fonte: Os autores.

com a razao entre os lados do triangulo ADFE, os valores sao invariaveis. Dessa forma,
conseguimos definir as razoes trigonométricas, que nao depedem das medidas dos lados
dos triangulos escolhidos, mas do valor do angulo a que h& em comum entre os triangulos

retangulos, como segue na Definigao 2.7, apresentada por lezzi (2013).

Figura 2.7: Triangulo ABC semelhante ao triangulo ADFE.

Y

Fonte: Os autores.

Definigao 2.7 Dado um tridngulo ABC' retdngulo em A, com um de seus dngulos o < 90°,
definiremos as razoes seno, cosseno e tangente do dngulo o, respectivamente, como:
Cateto oposto

sen o = .
Hipotenusa

Cateto adjacente
cosa =

Hipotenusa
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Cateto oposto

tga = .
& Cateto adjacente

As razoes definidas acima sao a base para o estudo das funcoes trigonométricas, pois os
resultados independem do triangulo retangulo escolhido, e sim do angulo. A partir destas
defini¢oes, observam-se as seguintes propriedades, cujas demonstragoes sao apresentadas
em Andrade (2019):

Proposicao 2.2 Valem as sequintes relagoes

2. sen’a +cos’a = 1.

Demonstragao:
Considere um triangulo retangulo de hipotenusa medindo a, cateto oposto & a medindo

b e cateto adjacente a a medindo ¢, como ilustrado na Figura 2.8. Usando a definigao 2.7,

calculamos
b
sen o a b a b
cose S a ¢ ¢
a
- sen o
Logo, vale a relacao tga = .
Ccos

Figura 2.8: Demonstragao Proposicao 2.2.

C

Fonte: Os autores.

Analisemos agora, um triangulo retangulo em A, com hipotenusa medindo a e catetos
medindo b e ¢ (Figura 2.8). Seja também a < 90° um angulo desse tridngulo. Segue, da

defini¢ao 2.7 que:
sena = — e cosa = —,
a

ou ainda,
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asen(a) =b e acos(a) = c.

Pelo teorema de pitagoras, calculamos:

a2 = b2 + A== (CL sen(a))2 + (CL COS(OA))Q

2

= a® = a’sen®(a) + a® cos*(a). (1)

Dividindo ambos os membros da equagao (1) por a?, obtemos a relagao
1 = sen?(a) + cos?(a)

O

Vale ainda citar que dados dois angulos a e 3, tais que a + 8 = 90°, temos que
sena = cos 3, visto que os dois angulos formam, juntamente com o angulo de 90°, um
triangulo retangulo, valendo assim as relacoes trigonométricas. Na Figura 2.9, vemos que

& .
sen @ = — = cos 3, da mesma maneira que cos @ = — = sen f3.
a a

Figura 2.9: Triangulo retangulo de angulos « e S.

Fonte: Os autores.

A seguir, vamos analisar um triangulo isosceles retangulo em A, cujos catetos medem
uma unidade de comprimento, como mostra a Figura 2.10. Pelo Teorema de Pitagoras,
o terceiro lado, devera medir v/2, pois 12 + 12 = (v/2)%. Além disso, como o triangulo é
isosceles, os angulos da base possuem a mesma medida, ou seja, ambos devem medir 45°.
Assim, vemos que:

1 2 1 2 1
sen(45°) = —= = \/—_ cos(45°) = — = £ e tg(45°) = 1= 1.

2 2 2 2

Agora, analisemos um triangulo equildtero ABC', como dado na Figura 2.11, de lados

medindo 2 unidades de comprimento. Pela Proposicao 2.1, seus angulos internos possuem
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Figura 2.10: Triangulo retangulo isosceles.

Fonte: Os autores.

a mesma medida, isto é, todos medem 60°, visto que 60° 4+ 60° 4+ 60° = 180°, conforme
Proposicao 2.1.

Como o triangulo é equilédtero, ao tragarmos sua altura, a partir do vértice A, obtemos
o ponto M, que é ponto médio de BC'. Essa altura, por ser tracada em um triangulo
equilatero, funciona como mediana, bissetriz e mediatriz. Assim, os segmentos BM e
C'M sao congruentes, ou seja, BM = CM = 1.

Utilizando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABM, em que AB é a hipotenusa e

AM e BM sao os catetos, podemos determinar a medida do segmento AM, como segue:

(AB)? = (AM)? + (BM)?* = 22 = (AM)* + 17
=4—1=(AM)?
= AM =+/3
A altura AM, que também é bissetriz, separa o triangulo ABC em dois triangulos

retangulos, com angulos retos em M, e divide o angulo BAC em dois angulos congruentes,
sendo BAM = CAM = 30°. Além disso, como ja mencionado, ABM = 60°.

Figura 2.11: Triangulo Equilatero.

Fonte: Os autores.
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Usando novamente a Definicao 2.7, calculamos:
3
sen(60°) = \/7— = cos(30°),

1
cos(60°) = 3= sen(307).

| S

tg(30°) =

=/3.

A fim de organizar os dados apresentados, tabulamos os valores no Quadro 2.1, o

~lS &l

tg(60°) =

qual é comumente utilizado para consulta das relagoes trigonométricas dos angulos ditos
notaveis (30°,45° e 60°).

Quadro 2.1: Valores do seno, cosseno e tangente dos angulos notéveis.

30° | 45° | 60°
1 [ v2] V3
Seno — | = | =
2 2 2
V31Vl o1
Cosseno | — | — | =
2 2 2
3
Tangente g 1 V3

Fonte: Os autores.

Além das relagoes trigonométricas seno, cosseno e tangente, héa as rela¢oes inversas de-
nominadas cossecante, secante e cotangente, respectivamente. As mesmas serao omitidas

deste trabalho, pois nao incluiremos esses conceitos na sequéncia didética.

2.3 O CIRCULO TRIGONOMETRICO UNITARIO

As funcoes trigonométricas seno e cosseno, bem como as suas propriedades, serao
definidas posteriormente nas secoes 2.4 e 2.5. Tais defini¢coes sao baseadas no circulo
trigonométrico, que permite calcular o seno e o cosseno de um arco sobre uma circunfe-

réncia de raio 1. Todas as definicoes e demonstragoes dessa secao sao apresentadas em
Neto (2022).
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Definicao 2.8 Definimos o circulo trigonométrico ou ciclo trigonométrico, como

sendo a circunferéncia de raio 1, centrada na origem do plano cartesiano.

Dado um numero real ¢, medimos sobre o circulo trigométrico, partindo do ponto A
(vide Figura 2.12), um arco de circunferéncia AP. Se medirmos no sentido anti-horério,
temos ¢ > 0, caso contrério, ¢ < 0. Considere um ponto P sobre a circunferéncia trigono-
métrica, que é a extremidade final do arco tragado. Definiremos radianos (rad), como

sendo o tamanho do angulo tal que a medida do arco AAP é 1.

Figura 2.12: Circulo trigonométrico e o arco AP.

Y

Fonte: Os autores.

Com as defini¢oes apresentadas, podemos relacionar a unidade de medida de angulos
em graus, com o ciclo trigonométrico. Como o raio do circulo trigonométrico é 1, seu
comprimento total é dado pela expressao 27 - 1, isto é, 27 radianos equivalem a 360°, ou
ainda, uma volta completa na circunferéncia. Disso, temos que meia volta, ou seja 180°,
equivalem a 7 radianos(rad). Para converter os demais angulos para radiano, e vice-versa,

podemos usar a relagao abaixo:
0 c

180 7
em que 0 (theta) é o Angulo em graus, e ¢ é seu respectivo valor em radianos. Por exemplo,

convertendo o angulo de 30° para radianos, temos

30 c 307 T
120~ = = 307 80c = ¢ 130 5

T
Isto significa que 30° equivalem a gmd. Da mesma forma, vemos que 45° equivalem

T T T
a Zrad, 60° equivalem a gmd e 90° equivalem a §md.

Considere agora a Figura 2.13, que mostra o ponto P sobre a circunferéncia, com
coordenadas (zg, yo), formando um angulo de a rad.

Utilizando a Definicao 2.7 e o fato do raio do circulo ser unitario, vemos que
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Figura 2.13: Seno e cosseno do angulo «.

Fonte: Os autores.

sena:@:yoecosa:ﬁ:m.
1 1

Isso significa que, para determinarmos o cosseno e o seno de um angulo «, no circulo
trigonométrico, cujo arco tem extremidade no ponto P, basta olharmos os valores das
coordenadas xy e yy de P, respectivamente. Logo, o ponto P pode ser reescrito como
P = (cosa, sen ).

Para determinarmos a tangente, considere a reta ¢t tangente ao circulo trigonométrico
no ponto A, como mostrado na Figura 2.14. Considere também o prolongamento do
segmento OP, cuja intercessdo com t ¢ o ponto B. O triangulo AOB ¢ retangulo em A.
Logo, temos que:

tgo = A:B = A—B = AB,
OA 1
isto é, a representagao geométrica da tangente no circulo trigonométrico equivale ao com-
primento do segmento AB.

Ao tragarmos o circulo trigonométrico com centro na origem do plano, o dividimos em
quatro partes iguais, todas com angulos centrais medindo 90°. Iniciando no ponto A da
Figura 2.14, e caminhando no sentido anti-horéario, denominamos cada secao de 19, 2°,
32 e 4° quadrantes, respectivamente. Os extremos de cada quadrante sao 0°, 90°, 180°,
270° e 360°, cuja medida em radianos sao, respectivamente, 0, g, m, 3; e 2m. Os valores
do seno, cosseno e tangente, obtidos a partir das coordenadas desses pontos extremos no
circulo trigonométrico, estao organizados no Quadro 2.2.

Notamos aqui que, embora uma volta completa no ciclo trigonométrico corresponda
a 360°, é possivel definir &ngulos com medidas superiores a esse valor. Para utilizarmos
esses arcos nos calculos, consideraremos o angulo formado entre a extremidade do arco

sobre o circulo trigonométrico, a origem do plano cartesiano e o ponto de coordenadas

(1,0).
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Figura 2.14: Representagao geométrica da tangente de a.

Y

B
P
.._
Yo |
1
[ A r
o—¢
0 X

Fonte: Os autores.

Quadro 2.2: Seno, cosseno e tangente de 0°, 90°, 180°, 270° e 360°.
0° | 90° | 180° | 270° | 360°
Seno 0 1 0 -1 0
Cosseno | 1 0 —1 0 1
Tangente | 0 i 0 7 0
Fonte: Os autores.

Arcos que possuem a mesma extremidade sao chamados de congruos. Para exempli-
ficar, dado um angulo de 420°, seu arco cdongruo é 60°, visto que 420° = 360° 4 60°. Essa
correspondéncia pode ser vista na Figura 2.15.

Geometricamente, o circulo trigonométrico, além de proporcionar outra maneira de
calcular as razoes trigonométricas, também facilita na determinagao dos sinais dessas
razoes. Dado um angulo « sobre a circunferéncia trigonométrica, percebemos que o valor
de sen «, ou seja, a coordenada y do arco formado pelo angulo «, é positivo no primeiro
e segundo quadrantes e negativo nos demais.

Da mesma forma, vemos que cosa (coordenada x) é positivo no primeiro e quarto
quadrantes e negativo no segundo e terceiro quadrantes. Por fim, a tangente é positiva
no primeiro e terceiro quadrantes e negativa no segundo e quarto quadrantes. FEsses
sinais podem auxiliar na analise dos gréaficos das fungoes trigonométricas, as quais serao
apresentadas na préoxima se¢ao. No Quadro 2.3, vemos a organizagao dos sinais das razoes
trigonométricas por quadrante.

Sobre o calculo do seno, cosseno e tangente, podemos relacionar um angulo qualquer
da circunferéncia trigonométrica com um angulo do primeiro quadrante, chamando isso
de reducao ao primeiro quadrante. Essa reducao estda baseada na Proposigao 2.3 e no

Colorério 2.1, a seguir, cujas demonstragoes se encontram em Neto (2022):
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Figura 2.15: Representacao do arco congruo de 420°.

(a) Angulo de 60°
[

(b) Angulo de 420°

N

L

e
N

Fonte: Os autores.

Y

A

Quadro 2.3: Sinais do seno, cosseno e tangente por quadrante.

1° Quadrante | 2° Quadrante | 3° Quadrante | 4° Quadrante
Seno + + — —
Cosseno + — — +
Tangente + - + -

Fonte: Os autores.

Proposicao 2.3 Para todo ¢ € R wvale que

™
sen|— —«¢

2

™
= COS C € COS §—C

N—

= Senc.
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Colorario 2.1 Para todo ¢ € R, temos
sen (m —¢) =senc e cos (m —¢) = — cosc.

Por exemplo, o angulo de 120°, que esta localizado no 22 quadrante, possui o mesmo va-

lor em mo6dulo de seno, cosseno e tangente do angulo de 60°, isto é sen(120°) = sen(60°) =

3 1
g, cos(120°) = — cos (60°) = —5e tg(120°) = — tg(60°) = —/3. Na Figura 2.16, vemos

uma ilustracao que mostra as semelhancgas que ha no calculo das relagoes trigonométricas
dos angulos de 60° e 120°.

Figura 2.16: Relacao entre seno e cosseno de 60° e 120°.

P(cos(120°),sen(120°)) P(cos(60°),sen(60°))

\ cos(120°) cos(60°) / -

Fonte: Os autores.

Antes de estudarmos as fungoes trigonométricas de forma mais aprofundada, na segao
seguinte, apresentaremos e discutiremos algumas propriedades trigonométricas importan-
tes que se aplicam a triangulos quaisquer, com o objetivo de fornecer uma base solida para
o entendimento e aplicacao desses conceitos nas situagoes mais complexas que podem ser

encontradas ao longo do estudo.

2.4 RAZOES TRIGONOMETRICAS EM UM TRIANGULO QUALQUER

Utilizando as razoes definidas para triangulos retangulos, é possivel generalizar, para
triangulos quaisquer, relagoes que vinculam os lados de um triangulo com as medidas
de seus angulos. Para desenvolver esse conceito, considere um triangulo qualquer, como
representado na Figura 2.17. Podemos enunciar duas relagoes fundamentais chamadas
“Lei dos Cossenos” e “Lei dos Senos”. Os enunciados das Proposicoes 2.4 e 2.5, bem como

suas demonstragoes, sao apresentadas em Neto (2022).
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Figura 2.17: Triangulo ABC qualquer.

B

A b C

Fonte: Os autores.

Proposicao 2.4 (Lei dos Cossenos) Se ABC ¢ um triangulo de lados AB = ¢, AC = b
e BC = a, entdo

a2=0>+c—2.b-c-cosA.

Demonstracao: Considere um triangulo ABC' e H o pé da altura relativa ao lado AC,
em que AH = h. Iremos realizar a demonstracio para trés casos.

12 CASO: Considere A < 90°. Neste caso (Figura 2.18), os pontos H e C estiio
sobre o lado AC. Entao, usando as relagoes trigonométricas nos triangulos ABH e BHC

(Figura 2.18), temos que:

“ AH ~
cosA=——esenA = —
c c

isto é,
AH =c-cosAeh =c-senA.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo BC'H, cuja hipotenusa é a, e fazendo as

substitui¢oes para AH e h, temos que:

a2 = b+ (CH)?
=h*+(b— AH)?
= (csen A)2 + (b — ccos A)?
= ?sen’ A+ b® — 2bccos A + ? cos® A
= b + ?(sen® A + cos® A) — 2bcos A
= b+ — 2bccos A.

Logo, para A <900 a igualdade da proposicao é satisfeita.

22 CASO: Considere agora o angulo A = 90°. Nesse caso, temos que cos 90° = 0. Do

Teorema de Pitagoras, temos que

a? =b%+c? —2bccos A < a® = b + 2.
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Figura 2.18: Caso em que A < 90°no tridngulo ABC'.

Fonte: Os autores.

32 CASO: Considere agora A > 90°. Entao, a altura AH é externa ao triangulo
ABC, sendo que H esté sobre a reta suporte do lado AC. (Figura 2.19)

Usando o Colorario 2.1, temos que
AH = ccos (180° — A) = —ccos A e h = csen (180° — A) = csen A.
Aplicando novamento o Teorema de Pitagoras, no triangulo BHC, obtemos
a®>=h*>+(b+AH)?

= (esen A)? 4 (b — ccos A)?
=0+ — 2bccos A.

Figura 2.19: Caso em que A > 90° no triangulo ABC.

B

Fonte: Os autores.

Proposicao 2.5 (Lei dos Senos) Considere um tridngulo ABC' de lados quaisquer, tais
que AB = ¢, AC =b e BC = a. Entdo vale que

a b c

senA senB sen(C

Demonstragao: Considere um triangulo obtuso qualquer (os demais casos sao analogos).
Tracemos nesse tridngulo a altura relativa ao lado AC' (vide Figura 2.20) cujo pé baixado
de B é He BH = h. Usando as razoes trigonométricas nos triangulos BHC e ABH,

respectivamente, temos que:
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. h ~ h
senC = —esenA = —
a c
Isto é, vale que h = asenC e h = csen A. Igualando as equagbes, obtemos que
asenC' = csen A e assim,
a c

senA senC

Figura 2.20: A lei dos senos.

Fonte: Os autores.

Se tragarmos a altura [ baixada com relagao ao lado AB, obteremos, seguindo os
mesmos passos acima, que [ = bsenA e | = asen B. [gualando todas as equagoes,

concluimos que:
a b c

senA senB senC

O

Essas leis permitem calcular com precisao os lados e angulos de um triangulo qualquer,
sendo nao apenas importante para a trigonometria, mas também para a resolucao de

problemas em varias outras areas, como na fisica, engenharia, etc.

2.5 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo definiremos as fung¢oes trigonométricas seno e cosseno e enunciaremos
algumas de suas propriedades, dentre elas a periodicidade e a paridade. Para isso, iremos
assumir como verdadeiras as proposicoes referentes as fungoes definidas no conjunto dos
nameros reais. As fungdes trigonométricas seno e cosseno, segundo Lima (2021), sao

definidas como segue:

Definicao 2.9 As funcoes sen : R — R e cos : R — R, chamadas de funcao seno e

func¢ao cosseno, respectivamente, sao definidas por E(t) = (cost,sent), para todo t € R.

Esta defini¢do nos diz que, para qualquer nimero real ¢ associamos o ponto F(t) =

(cost,sent) como a extremidade do arco de comprimento ¢, medido a partir do ponto
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(1,0) no sentido anti-horario. Como visto nas se¢oes anteriores, temos que se (z,y) ¢ o
par ordenado da extremidade do arco sobre o circulo trigonométrico, entao x = cost e
y = sent. De forma mais usual, denotaremos as fungoes seno e cosseno, respectivamente,
por f(x) =senx ou f(x) = cosuz.

As funcoes seno e cosseno compartilham diversas propriedades em comum. A primeira
delas diz respeito aos seus valores possiveis: pela defini¢cao do circulo trigonométrico, temos
—1<cosz<le—1<senx < 1. Logo, aimagem das fungoes seno e cosseno corresponde
ao intervalo fechado [—1,1]. Além disso, como ndo ha restrigdo quanto & medida de arcos
considerados no ciclo trigonométrico, é possivel calcular seno e cosseno para qualquer
numero real. Isso significa que essas fungoes estao bem definidas em todo o conjunto dos
nimeros reais, ou seja, seus dominios sdo: Dom(cos) = Dom(sen) = R.

Para proseguirmos com o estudo das fungoes trigonométricas, apresentamos a defini¢ao

de fungao periodica:

Definicao 2.10 Uma funcao f : R — R € dita periodica quando existe um numero T # 0
tal que f(t+T) = f(t), para todo t € R. O menor niumero T > 0 tal que isso ocorra, é
dito periodo da func¢ao f.

As fungoes seno e cosseno sao exemplos classicos de fungoes periddicas. Conforme a
Definigao 2.10, para que uma funcao seja perioddica, é necessario que ela repita seus valores
em intervalos regulares. No caso das fungoes trigonométricas, essa periodicidade pode ser
compreendida a partir do conceito de arcos congruos na circunferéncia trigonométrica.
Dessa forma, e pelo fato de uma volta completa no circulo trigonométrico corresponder
a 27 rad , temos que todos os arcos congruos de t “param” na mesma extremidade que o
arco de medida t e podem ser expressos por t + 2km, com k € Z.

Como arcos de mesma extremidade possuem o mesmo valor para o seno e para o
cosseno, concluimos que sen(t + 2km) = sent e cos(t 4+ 2kw) = cost. Quanto ao periodo,

precisamos determinar o menor valor positivo para 2k, ou ainda,
2kr >0 k>0

Como k é inteiro, o menor valor em que a desigualdade é satisfeita é k = 1. E dessa
forma, o periodo as fungoes seno e cosseno é dado por 2 -1 -7 = 2.

Além da periodicidade, outra importante caracteristica das fun¢oes seno e cosseno diz
respeito a sua paridade, ou seja, ao comportamento das fungoes em relagao a simetria no
plano cartesiano. Assim, para verificarmos a paridade dessas fung¢oes, usamos a seguinte

definicao:

Defini¢ao 2.11 Uma fun¢ao f : R — R € dita par se f(x) = f(—x), para todo x € R e
é dita impar se f(—z) = —f(x), para todo x € R.
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Usando a interpreta¢do geométrica do ciclo trigonométrico (Figura 2.21), vemos que
a funcao cosseno é uma funcao par. Quando representamos o arco t e o arco —t sobre
a circunferéncia trigonométrica, percebemos que —t é uma reflexao de ¢t em relagao ao
eixo x do plano cartesiano. Isto significa que a abscissa de F(t) no sera alterada. Logo,
cost = cos(—t). Ja a fungdo seno é impar, pois quando refletimos o arco ¢ sobre o eixo x,
o sinal da ordenada de E(t), é invertido. Logo sen (—t) = —sent, como vemos na Figura
2.22.

Figura 2.21: Paridade da fun¢ao cosseno.

=
N

‘ cost = cos(—t) ’

Fonte: Os autores

Figura 2.22: Paridade da fung¢ao seno.

[

f ____________________________
va ............................

Fonte: Os autores
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Dessa forma concluimos que a fun¢ao seno é impar, enquanto a fungao cosseno é par, de
acordo com as defini¢coes apresentadas. Para facilitar a vizualizacao dessas propriedades,
apresentamos a seguir o grafico das duas fungoes. Na Figura 2.23 estd representado o

grafico da funcao seno, e na Figura 2.24 esta representado o grafico da func¢ao cosseno.

Figura 2.23: Grafico da fungao seno.

N /

i -mi2 w2 m 3n/2 2n

Fonte: Os autores.

Figura 2.24: Grafico da fungao cosseno.

e

Fonte: Os autores.

Em ambos os gréficos, observamos visualmente que existe uma repeticao do compor-
tamento das fungdes seno em cosseno ao longo do eixo z, com um padrao que se repete
em um intervalo de 27. Além disso, também é possivel perceber que o conjunto imagem
das duas fungdes esta contido no intervalo fechado [—1, 1], como discutido anteriormente.

Outro aspecto importante que pode ser identificado graficamente é o conceito de zero
(ou raiz) de uma fungao, o qual é dado pelos valores de z tais que f(x) = 0. No caso da
funcao seno, é possivel perceber que ela possui infinitos zeros, que ocorrem sempre que o
angulo x corresponde a um miiltiplo de 7, ou seja, x = km para todo k € Z. Da mesma
forma, x é zero da funcao cosseno se, e somente se, r = g + km para todo k € Z.

Como mencionado no inicio do capitulo, esta secao tem por objetivo apresentar e
ilustrar os principais conceitos matematicos que serao trabalhados na sequéncia didatica
proposta neste trabalho. Dentre as propriedades abordadas, serao explorados o grafico, o
conjunto imagem, o dominio e o periodo das fungoes seno e cosseno.

Tendo isso em vista, no préoximo capitulo apresentaremos a fundamentagao tedrica
sobre os conceitos de jogos matematicos e recursos tecnologicos, que constituem as prin-
cipais metodologias utilizadas nas atividades da sequéncia didatica desenvolvida neste

trabalho.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresentaremos a fundamentacao tedrica que embasa as metodologias
de ensino a serem exploradas na sequéncia didéatica deste trabalho. Na primeira secao,
intitulada anéalise da Base Nacional Comum Curricular, é feito um estudo sobre esse
documento normativo que define o conjunto de habilidades e competéncias que todos
os estudantes devem desenvolver ao longo das etapas de ensino da Educacao Bésica.
Nesta analise, buscamos identificar as habilidades referentes as fungoes trigonométricas
propostas no documento, com a finalidade de nortear a sequéncia didatica.

Nas duas secoes seguintes, detalharemos sobre os jogos educacionais e os recursos tec-
nologicos, instrumentos que contribuem para o processo de ensino e aprendizagem. A
primeira traz um carater mais lidico para o processo de ensino, ja a segunda, é proposta
como um auxilio visual para desenvolver os conceitos de gréaficos de fungoes trigonométri-

cas e suas relagoes com o ciclo trigonométrico.

3.1 ANALISE DA BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ¢ um documento norteador que foi
homologado no ano de 2017 para o Ensino Fundamental, e em 2018 para o Ensino Médio
(Brasil, 2018). O objetivo do Ministério da Educagdo (MEC), ao criar esse documento,
é unificar as habilidades e competéncias que os estudantes precisam desenvolver durante
todo o processo da Educacao Bésica. Para explicar as competéncias e habilidades, a
BNCC divide a educagao bésica em trés etapas de ensino: Educagao Infantil, Ensino
Fundamental que vai do 1° ao 9° ano e Ensino Médio. O Ensino Fundamental ainda ¢
divido em anos iniciais, que vao do 12 ao 5° ano e anos finais que vao do 6° ao 9° ano.

Neste documento, no campo da Matematica, sao discutidos os motivos para o ensino
desse componente curricular na educacao, ressaltando que suas aplicacoes na sociedade
contemporanea tornam imprescindivel o estudo dessa area pelos estudantes. Além disso,
A BNCC defende o compromisso com o letramento matemético — que pode ser enten-
dido como a capacidade de formular, empregar e interpretar a matematica em diversos
contextos (Brasil, 2018) — e com os processos mateméaticos, que envolvem a resolucao de
problemas, o desenvolvimentos de projetos, a investigacao e a modelagem matematica.

Considerando esses conceitos, a BNCC apresenta as competéncias especificas, definidas
como um conjunto de capacidades que o estudante deve ser capaz de realizar. Por exemplo,

a competéncia especifica 5 estabelece: “Utilizar processos e ferramentas mateméticas,
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inclusive tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos,
sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.” (Brasil,
2018, p. 267) Essa competéncia inicia a necessidade de capacitar os alunos a resolverem
problemas em diferentes contextos, com o uso de ferramentas digitais ou nao digitais. No
ambito da sequéncia didatica, propomos desenvolver o processo de investigacao por meio
do uso do software Geogebra.

Para o desenvolvimento das competéncias, a BNCC organiza a matematica do ensino
béasico em &reas teméaticas (grandes blocos de conhecimento), ou ainda, unidades temé-
ticas (subdivisoes especificas dentro dessas areas). Cada area temética define os objetos
de conhecimento, isto é, os contetidos a serem trabalhados, além das habilidades a se-
rem desenvolvidas a partir desses objetos. No Ensino Fundamental, as habilidades sao
divididas nas seguintes areas tematicas: Aritmética, Algebra, Geometria e Estatistica e
Probabilidade.

Para organizar todas as habilidades presentes nessa etapa da educacao, utiliza-se um
codigo padronizado. Por exemplo, a habilidade EFO9MAT13, indica que se trata da
décima terceira habilidade do 9° ano do Ensino Fundamental, no componente curricular
de Matematica.

Ao analisar as areas tematicas do Ensino Fundamental — anos finais, observa-se que
nao ha um objeto de conhecimento ou uma habilidade que mencione diretamente a trigo-
nometria. O que ocorre, na verdade, é a preparacao dos estudantes por meio de conceitos
prévios essenciais para o desenvolvimento dos contetidos do Ensino Médio. Entre as ha-
bilidades que fundamentam o estudo da trigonometria, destacam-se:

(EFO6MAT19): Identificar caracteristicas dos triangulos e
classifica-los com relagao as medidas dos lados e dos angulos. (Bra-
sil, 2018, p. 303)

(EFO7TMAT24): Construir tridngulos, usando régua e compasso,
reconhecer a condicao de existéncia de tridngulos quanto a medida
dos lados e verificar que a soma das medidas dos angulos internos
de um triangulo é 180°. (Brasil, 2018, p. 309)

(EFO8MAT15): Construir, utilizando instrumentos de desenho
ou softwares de geometria dindmica, mediatriz, bissetriz de angu-
los de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos regulares. (Brasil, 2018, p.
315)

(EFO9MAT13): Demonstrar relagoes métricas no triangulo re-
tangulo, entre elas o teorema de Pitagoras, utilizando inclusive, a
semelhanga de triangulos. (Brasil, 2018, p. 319)

No Ensino Médio, a BNCC propoe aprofundar os conhecimentos desenvolvidos ao
longo do Ensino Fundamental. Para isso, os conteidos sao organizados em cinco uni-
dades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e Probabilidade
e Estatistica. Diferentemente do que ocorre no Ensino Fundamental, as habilidades nao

sao distribuidas por ano, mas por competéncia especifica ou por area tematica.
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Além disso, as habilidades seguem um padrao distinto em sua codificacao. Por exem-
plo, a habilidade EM13MAT308 refere-se ao Ensino Médio (EM), o nimero 13 indica
que a habilidade pode ser desenvolvida da 12 & 32 série e o niimero 308 indica que se trata
da oitava habilidade relacionada a competéncia especifica de nimero 3. A seguir, citamos
essa competéncia, a qual fundamenta as habilidades relacionadas a trigonometria, e que

serd central para o desenvolvimento deste trabalho:

“Utilizar estratégias, conceitos, definigoes e procedimentos mateméticos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solu-
¢oes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.” (Brasil,
2018, p. 531)

As duas habilidades que abordam diretamente contetdos da trigonometria estao lis-

tadas abaixo:

(EM13MAT306): Resolver e elaborar problemas em contextos
que envolvem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da
lua, movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas represen-
tagOes com as fungoes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou
sem apoio de aplicativos de &lgebra e geometria. (Brasil, 2018, p.
536)

(EM13MAT308): Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis
do seno e cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhanga, para

resolver e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados
contextos. (Brasil, 2018, p. 536)

Ambas as habilidades citadas permitem ao professor certa flexibilidade na escolha
dos contetdos a serem abordados no campo da trigonometria, desde que as habilidades
previstas sejam realmente desenvolvidas. No entanto, cada Estado tem a autonomia para
definir os objetos de conhecimento que deverao ser priorizados em sua proposta curricular.

No caso do Referencial Curricular do Parana (2021), os contetidos indicados para o
desenvolvimento da habilidade EM13MAT306 sao: fungoes trigonométricas (seno, cos-
seno e tangente), graficos de fungoes trigonométricas (seno, cosseno e tangente), plano
cartesiano e software para representacoes graficas. Ja para a habilidade EM13MAT308
os contetidos sugeridos sao: relagoes métricas no triangulo retangulo, teorema de Pitago-
ras, razoes trigonométricas no triangulo retangulo, lei dos senos e dos cossenos e nocoes
de congruéncia e semelhanca.

E possivel observar que a BNCC estabelece de forma clara e estruturada os objetivos
de aprendizagem a serem desenvolvidos pelos estudantes. O referencial do Parana, prin-
cipalmente na etapa do Ensino Médio, apresenta uma gama de conteiidos que precisam
ser assimilados pelos alunos e idealmente explorados em conceitos praticos, para que essa
articulacao entre teoria e pratica possibilite alcancar as competéncias necessarias para que

o discente tenha uma formacao de qualidade.
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Na sequéncia didatica que serd apresentada, sao explorados recursos digitais para
permitir que os estudantes compreendam as diferentes representacoes das fungoes seno
e cosseno, bem como visualizem o ciclo trigonométrico. Além disso, uma das aulas da
sequéncia sera voltada ao desenvolvimento da habilidade de aplicar contetidos aprendidos
na resolucao de problemas, com énfase em questoes de vestibulares. Todas as atividades
propostas na sequéncia didatica estdao fundamentadas nas diretrizes da Base Nacional

Comum Curricular (BNCC) garantindo sua relevancia pedagogica.

3.2 JOGOS MATEMATICOS

O processo de ensino-aprendizagem da Matemaética, conforme orienta a BNCC (Brasil,
2018), deve promover no estudante o desenvolvimento do raciocinio, da comunicacio, da
representacao e da argumentacao, possibilitando a construcao progressiva de conceitos
cada vez mais complexos. Nesse contexto, os jogos matematicos destacam-se como recur-
sos pedagogicos valiosos, pois, como afirmam Felippe e Macedo (2022), ativam habilidades
j& presentes no aluno, além de incentivar a participacao, a capacidade de desenvolvimento
de estratégias e ter um papel socializador. Desta forma, o uso de jogos matematicos
contribui de maneira positiva para o desenvolvimento das competéncias previstas pela
BNCC, proporcionando uma aprendizagem mais dinamica e interativa.

De acordo com Kishimoto (2001), o jogo nao é facilmente definido, pois sua compre-
ensao esta intrinsecamente relacionada ao contexto social em que se insere, assumindo
diferentes significados e fungoes conforme o ambiente que o envolve. Nessa perspectiva,
iremos dizer que um Jogo Matematico ¢ uma atividade ladica que estimula o raciocinio
logico e a competicao saudavel entre os estudantes, ao mesmo tempo que desenvolve ou
consolida algum contetido matemaético pertinente ao processo de aprendizagem.

A pratica de jogos mateméticos é uma estratégia didatica extremamente importante,
pois oferece uma série de beneficios tanto no desenvolvimento de habilidades cognitivas
quanto no engajamento dos alunos com a matematica de forma prazerosa, como destacam
estudos recentes de Gomes (2022) e Menezes (2020). Portanto, ao serem inseridas em sala
de aula, promovem a participacao ativa dos estudantes no processo de aprendizagem. Para
alcancar o sucesso no jogo, ele precisara nao apenas compreender os contetidos estudados,
mas também desenvolver estratégias eficazes, o que favorece uma aprendizagem mais
profunda e consolidada.

No entanto, para que essa experiéncia contribua de forma positiva, o jogo deve ter
um propoésito claro e ser significativo para os alunos, permitindo que compreendam por

que aquela dindmica foi escolhida. A selecao do jogo nao deve ocorrer de forma aleatoria
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ou apenas com foco no entretenimento, mas sim considerando os objetivos pedagogicos
que ele pode trazer em relagao ao conteido. Como destacam Fiorentini e Miorin (1990,
p. 8), antes de optar por um material ou jogo, devemos refletir sobre nossa proposta
politico-pedagogica, sobre o papel histérico da escola, sobre o tipo de aluno que queremos
formar, sobre qual matemaética acreditamos ser importante para esse aluno.

Diante do exposto, este trabalho propoe explorar o uso de jogos didaticos como forma
de tornar o ensino do contetido de Fungoes Trigonométricas do Ensino Médio mais atrativo
e significativo para os estudantes, promovendo a compreensao dos conceitos de maneira
mais envolvente e natural, em contraste com a pratica repetitiva de exercicios, muitas vezes
percebidas pelos alunos como monétona e desmotivadora. Além disso, os jogos usados na
sequéncia didéatica proposta, estimulam a atencao, a competitividade e o desenvolvimento
de estratégias, favorecendo o aprendizado ao mesmo tempo que fortalecem habilidades
cognitivas importantes para o sucesso no jogo.

Entre os jogos utilizados na sequéncia didatica estao o Conecta 4 e o Bingo Trigo-
nométrico. O primeiro tem por objetivo auxiliar os alunos na compreensao dos angulos
em radianos, enquanto o segundo contribui para a visualizacao e o entendimento da lo-
calizagao dos arcos na circunferéncia trigonométrica. Ambos os jogos sao dinamicos e
promovem um aprendizado mais significativo, facilitando a assimilagao de conceitos que,

muitas vezes, sao desafiadores para os estudantes.

3.3 RECURSOS TECNOLOGICOS

Atualmente, a tecnologia esté fortemente presente no cotidiano da maioria dos estu-
dantes, sendo acessada com facilidade e utilizada para diversas finalidades, como estudo,
lazer e trabalho. No contexto educacional, os recursos tecnoldgicos tém se integrado cada
vez mais ao processo de ensino, oferecendo novas possibilidades para dinamizar as aulas
e torna-las mais préximas da realidade dos alunos.

Do ponto de vista pratico, especialmente com os avancos da inteligéncia artificial, a
tecnologia se mostra uma aliada no processo de ensino, permitindo ao professor explorar
uma diversidade de materiais, tanto em formatos analdgicos quanto virtuais, ampliando
as possibilidades de aprendizagem.

Apesar desses beneficios mencionados, vale ressaltar, conforme alerta Pereira e Araijo
(2020), que o uso excessivo de recursos tecnologicos pode trazer prejuizos a aprendizagem.
Um dos riscos ¢ a rejeicao, por parte dos alunos, de abordagens tradicionais que ainda sao
uteis em determindados contextos. Além disso, a falta de preparo do professor pode levar

ao uso inadequado dessas ferramentas. Outro aspecto negativo, é o excesso de informagcao
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que os estudantes tém acesso, incluindo contetidos que nao se relacionam com o que esta
sendo trabalhado. Assim, é importante um bom planejamento por parte do professor,
garantindo que os estudantes estejam de fato fazendo bom proveito desses recursos.

Apesar dessas limitagoes, Pereira e Aratjo (2020) também descrevem que os recursos
digitais, quando bem estruturados e alinhados com a proposta pedagbgica, se tornam
facilitadores do processo de ensino aprendizagem dos estudantes, devido ao fato de esta-
rem imersos no mundo tecnologico e demonstrarem familiaridade e interesse pelo uso da
tecnologia. Assim, o professor pode direcionar o uso da internet e de ferramentas digitais
para fins académicos e nao restrita apenas ao lazer e entretenimento.

Com o avanco das tecnologias digitais, torna-se imprescindivel que o professor se man-
tenha atualizado com esses recursos, a fim de propiciar aos estudantes ferramentas que
realmente contribuam para processo de ensino e aprendizagem. Como pontuado anteri-
ormente, o estudante ja esta acostumado com o uso de celulares e outros dispositivos, e
por isso, é essencial que o professor saiba integrar esses tecnologias de forma planejada,
favorecendo a construgao do conhecimento matematico. Como complementa Lima e Ro-
cha (2022, p. 734): “(...) tanto para educadores, como para estudantes é necessaria uma
adaptagao ao acesso e uso das novas tecnologias, para que os mesmos estejam conectados
dentro desse novo paradigma educacional.”

Cabe entao ao professor atuar como mediador entre o aluno, os recursos digitais e
os conhecimentos que precisam ser construidos. Como diz Miranda (2021), o uso de
computadores na educacao possibilita a realizacao de aulas mais criativas e dinamicas,
levando o estudante para novas descobertas e aprendizagens.

No ensino de fungoes trigonométricas, um recurso tecnoldgico de grande potencial é o
GeoGebra. Trata-se de um software de geometria dindmica que permite a construcao e
a manipulacao de graficos de fungoes e figuras geométricas. Com ele é possivel visualizar
angulos, comprimentos, areas e demais medidas, favorecendo a compreensao conceitual
da trigonometria por meio da interacao e da experimentacao.

Tradicionalmente, sem o apoio de ferramentas digitais, o esbog¢o de gréaficos é reali-
zado com papel, lapis ou materiais impressos. Embora esses recursos sejam tteis, apre-
sentam limitagoes, como a impossibilidade de manipulagao exploratéria em tempo real,
a dificuldade em realizar ajustes rapidos e a imprecisao na representacao dos desenhos.
Nesse contexto, o GeoGebra se destaca como uma alternativa facilitadora, pois permite a
construcgao rapida e interativa de graficos de diferentes fungoes, comparando-as de forma
dinamica, permitindo a exploracao das propriedades inerentes a elas. E possivel visuali-
zar facilmente quais sao o dominio, imagem, periodo e zeros das fungoes seno e cosseno,
propriedades que nao sao acessiveis com desenhos feitos & mao.

Entre as vantagens desse recurso, esté a possibilidade de baixar o aplicativo GeoGe-

bral, o que permite seu uso offline, sem necessidade de conexao & internet. Além disso,

'Disponivel em https://www.geogebra.org/.
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com as multiplas janelas que podem ser abertas simultaneamente, é possivel explorar di-
versos conceitos de uma s6 vez, como por exemplo, verificar as propriedades das fungoes
trigonométricas relacionando com as medidas do ciclo trigonométrico.

Na sequéncia didatica apresentada neste trabalho, duas atividades tem como base o uso
do GeoGebra. Ambas possuem o carater investigativo, no qual o aluno utiliza a plataforma
como ferramenta para visualizar os gréaficos das fung¢oes seno e cosseno, bem como o
ciclo trigonométrico, para responder as perguntas disponibilizadas pelo professor. Essas
questoes levarao o aluno a reflexao e a formulacao de conclusoes sobre as propriedades

inerentes a esses graficos.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Com o objetivo de colocar em pratica a teoria estudada e apresentada neste trabalho,
bem como aplicar a sequéncia didética elaborada, o primeiro autor deste trabalho - pro-
fessor de Matematica da rede estadual do Parana - selecionou uma de suas turmas para a
realizacao da intervenciao pedagogica. A turma escolhida foi o 4° ano do Ensino Médio!,
do curso técnico integrado em Administracao, composta por 21 alunos, no ano de 2024.
As aulas ocorreram no perfodo noturno, em um colégio ptblico no municipio de Castro,
Parana.

Para analisar as contribuicoes da sequéncia didatica no processo de ensino aprendiza-
gem, foi utilizado uma pesquisa de natureza qualitativa. Esse tipo de abordagem permite
uma analise mais detalhada e subjetiva das interagoes e dos impactos das atividades no
aprendizado dos estudantes, como destaca Gonzalez (2020, p. 160). A metodologia esta
alinhada com o objetivo de compreender como os alunos assimilam os contetidos de trigo-
nometria, ao mesmo tempo em que se busca apresentar conceitos complexos e abstratos
de forma mais dinamica e engajadora.

Em um primeiro momento, seguindo os contetidos previstos pela mantenedora da edu-
cacao publica do Estado do Parana, o professor trabalhou com os estudantes os conceitos
prévios necessarios a compreensao das funcoes trigonométricas. Nesse contexto, foram
abordadas as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente em triangulos retangulos, a
fim de promover um nivelamento conceitual entre os alunos. Apds essa etapa, iniciou-se
a aplicacao das atividades previstas na sequéncia didatica.

Durante a realizacao das atividades, o professor atuou como mediador do processo
de ensino aprendizagem, observando se os alunos compreendiam os contetdos, por meio
das respostas registradas nas folhas de atividades. Com a mediacao do professor aplica-
dor, também foi observado o nivel de interesse demonstrado pelos estudantes diante das
diferentes propostas apresentadas ao longo da sequéncia didatica.

Ao final das aulas da sequéncia, foi aplicado um questionéario com perguntas abertas,
elencadas abaixo, com o intuito de obter a percepcao do estudantes sobre a experiéncia

vivida.
1 Qual das atividades propostas vocé mais gostou?

2 As atividades propostas ajudaram na compreensao dos conteudos? Explique sua

resposta.

3 Vocé sentiu dificuldades em algum momento? Qual(ais)?

1O ensino técnico tinha 4 anos de duracdo nessa escola
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4 Conte sua experiéncia com as atividades. Quais os pontos positivos e o que precisa

ser melhorado?

5 Qual a sua opiniao sobre as aulas diferenciadas de Matematica?

Com base nas respostas fornecidas pelos estudantes ao questionario, foram organi-
zadas e analisadas suas percepcgoes sobre a eficicia da abordagem adotada, o nivel de

engajamento nas atividades propostas e os principais desafios enfrentados.

4.1 O QUE E SEQUENCIA DIDATICA

Segundo Zabala (1998), uma sequéncia didatica consiste de uma série articulada e
ordenada de atividades que buscam atingir um determinado objetivo pedagogico. Nesse
sentido, tais atividades devem ser organizadas de maneira que cada unidade didética, que
pode corresponder a uma aula ou mais, contribua para alcancar um objetivo de ensino
mais amplo.

Ainda como explica Zabala (1998), a sequéncia didatica deve estar fundamentada
em um objetivo claro, para assegurar a intencionalidade pedagogica das atividades, orien-
tando o processo de ensino-aprendizagem em direcao a consolidagao dos contetidos. Dessa
forma, a sequéncia pode ser desenvolvida com um objetivo geral, voltado ao que se espera
que o estudante aprenda no final do percurso. Simultaneamente, cada atividade deve ter
seu objetivo especifico, que contribua de forma articulada no alcance do propédsito geral.

Para estruturar a sequéncia didatica elaborada, é possivel optar por diversas metodo-
logias que devem ser empregadas e aplicadas de tal forma a alcangar o objetivo proposto.
O uso dessas abordagens permite tornar o ensino de Matemaética mais significativo e
proveitoso para os estudantes.

No ensino de Matematica, a sequéncia didatica permite abordar contetidos mais ex-
tensos e complexos, fragmentando-os em partes menores, a fim de explorar de forma mais
aprofundada as caracteristicas e propriedades especificas de cada parte do contetido. Isso
funcionara como uma sequéncia didatica desde que, segundo Costa et al. (2024), as ativi-
dades estejam entrelacadas entre si, partindo de atividades mais intuitivas, passando por
atividades de desenvolvimento, até chegar em atividades que consolidem os conhecimentos
abordados. Essa progressao permite que os objetivos pedagogicos sejam alcangados.

Portanto, a sequéncia didatica constitui-se como uma ferramenta pedagogica estrutu-
rada que possibilita o desenvolvimento gradual de contetidos interligados. Nesse trabalho,
apresenta-se uma sequéncia didéatica voltada ao ensino de fungoes trigonométricas. Para

que o estudante se aproprie desse conteido, as atividades foram articuladas entre si de
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forma a trabalhar desde os conceitos iniciais, como angulos e ciclo trigonométrico, até
os conceitos de funcoes seno e cosseno. Essa fragmentacao visa proporcionar uma com-
preensao mais solida e progressiva das fungoes trigonométricas, permitindo ao estudante

construir o conhecimento de maneira coerente e significativa.

4.2 ATIVIDADES DA SEQUENCIA DIDATICA

4.2.1 Aula 1: convertendo medidas de arcos entre graus e radianos

Objetivo geral:
e Converter e aplicar a conversao entre medidas de arcos em graus e radianos.

Objetivos especificos:

e Compreender as defini¢oes de arcos em radianos.

e Realizar conversoes de angulos em graus para radianos e vice-versa.

e Visualizar a relacao entre o comprimento do arco e o raio da circunferéncia.

Desenvolvimento da aula:

A proposta desta aula é introduzir o conceito de radiano aos alunos por meio de uma
atividade pratica e visual. Para isso, o professor devera preparar os seguintes materiais:
compasso, barbante, tesoura e cola.

Inicialmente, pede-se que os alunos cortem um pedago de barbante de medida qualquer.
Em seguida, com o uso do compasso, os alunos deverao desenhar uma circunferéncia com
raio igual ao comprimento do barbante, marcando o centro da figura. Apés a construgao
da circunferéncia, os alunos deverao colar o barbante sobre o contorno da figura, ligando
os pontos das extremidades do barbante ao centro do circulo. Vide exemplo na Figura
4.1. Essa construcao permite visualizar, de forma concreta, a relacao entre o comprimento
do arco e o raio da circunferéncia, base para a definicao de radiano.

Posteriormente, ao considerar uma circunferéncia de raio igual a 1, é possivel observar
com mais clareza a definicao de radiano, uma vez que o comprimento do arco seréd nume-
ricamente igual a medida do dngulo em radianos (Vide Figura 4.2). O professor devera
explicar aos estudantes essas relacoes para que compreendam os conceitos envolvidos na

definicao de radiano.
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Figura 4.1: Construgao do Radiano.

Fonte: Os autores.

Figura 4.2: Radiano em uma circunferéncia de raio 1.

Fonte: Os autores.

Apo6s a atividade pratica, o professor deverd conduzir uma explicacao expositiva-
dialogada, para formalizar a definicao de radiano e apresentar as férmulas de conversao
entre graus e radianos. Por meio de exemplos praticos, o professor ensinara como realizar
a conversao entre arcos em graus e radianos, explicando de forma clara e didéatica esse
processo de transformagao.

Para consolidar os contetidos abordados, os alunos participarao de uma din&amica in-
terativa com o jogo “Conecta 4”7, adaptado a partir do tradicional jogo da velha. Nessa
atividade, a cada jogada, os alunos farao a conversao de arcos a cada movimento, refor-
¢ando os conceitos de maneira pratica, e de fato, relacionando os valores dos angulos em
graus e em radianos.

Para o jogo, os alunos devem ser organizados em duplas, sendo necessario entregar
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impresso a cartela de nimeros mostrada na Figura 4.3 para cada uma.

Figura 4.3: Jogo Conecta 4.

Conecta 4

Fonte: https://www.ensinandomatematica.com/. Acessado em 04/03/2025.

Os participantes devem decidir qual simbolo cada um vai usar — X ou O — além de
decidir quem iniciard a partida. Os simbolos utilizados por cada jogador, sao os mesmos
do tradicional Jogo da Velha.

Feito isso, o primeiro jogador devera escolher um angulo, dado em radianos, localizado
na borda da cartela, anunciar sua escolha em voz alta e realizar a conversao desse valor
para graus. A resposta obtida devera ser comunicada ao outro jogador que seré responsavel
por realizar a conferéncia. Caso esteja correta, o valor correspondente devera ser marcado
no quadro central da cartela com o simbolo previamente escolhido.

Ltﬁ??

Por exemplo, o jogador A (simbolo X) fala em voz alta: Em seguida, informa
que sua conversao é 30°. Como a transformacao esta correta, deve marcar no tabuleiro o
ntumero 30° com o simbolo que escolheu anteriormente.

Logo apos, é a vez do jogador B (simbolo O), que realizara a mesma sequéncia de
passos. Os jogadores deverao alternar as jogadas até que um deles forme uma linha

com quatro simbolos iguais — em diagonal, vertical ou horizontal — no tabuleiro central,
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conforme mostrado na Figura 4.4.

Figura 4.4: Jogo Conecta 4 finalizado.
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Fonte: https://www.ensinandomatematica.com/. Acessado em 04/03/2025.

Com essa aula, buscou-se aliar a visualizacao geométrica aos conceitos adquiridos, fa-
cilitando a compreensao do radiano na representagao de medida angular e promovendo

um aprendizado mais significativo através de uma atividade pratica.

Recursos utilizados nessa aula:
e Jogo “Conecta 4”7 (impresso);

e Compasso, barbante, tesoura e cola.

4.2.2 Aula 2: conhecendo o ciclo trigonométrico

Objetivo geral:
e Reconhecer as propriedades do ciclo trigonométrico.

Objetivos especificos:
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e Relacionar os pontos notéaveis do ciclo trigonométrico com suas respectivas medidas

em graus e radianos.

e Compreender que o ciclo trigonométrico é construido sobre uma circunferéncia de

raio 1.
e Identificar e localizar os angulos notaveis no ciclo trigonométrico.

e Reconhecer que os valores do seno e do cosseno correspondem as medidas dos catetos

em um triangulos retangulo com hipotenusa igual a 1 unidade.

Desenvolvimento da aula:

u ra inici m uma breve revisao or ntet T na Au .
A aula tera inicio co a breve revisao oral dos contetdos abordados na Aula 1
Essa retomada pode ocorrer por meio de perguntas problematizadoras, como: “Quais sao
Y

as unidades de medida de arcos?”, “ O que é o radiano?” e “Como transformamos um arco
de graus para radianos?”.

Em seguida, por meio de uma aula expositiva dialogada, o professor explicard o con-
ceito de circunferéncia trigonométrica e demonstrara como localizar angulos nela. Para-
lelamente, os alunos utilizarao um modelo impresso do ciclo (em branco) para marcar os

angulos & medida que forem apresentados pelo docente, conforme a Figura 4.5.

Figura 4.5: Pontos notaveis no ciclo trigonométrico.

Fonte: Os autores.

Para reforcar o aprendizado, os alunos participarao do jogo “Bingo Trigonométrico”,
cujo objetivo ¢é praticar a localizagao e a conversao de medidas de angulos notaveis no ciclo
trigonométrico. O professor devera distribuir uma cartela para cada estudante, conforme
modelo apresentado na Figura 4.6. E importante que o professor confeccione diferentes
cartelas para a turma, variando os valores de cada uma.

Além das cartelas, o professor precisara ter em maos papéis com os angulos a serem
sorteados, tanto em graus quanto em radianos. Durante o jogo, o angulo seréa sorteado e

anunciado em voz alta. O aluno que encontrar esse valor em sua cartela devera:
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Figura 4.6: Cartela do Bingo trigonométrico.

BINGO
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Fonte: https://www.ensinandomatematica.com/. Acesso em 10/05/2024.

1. Identificar o valor correspondente na outra unidade (graus ou radianos);
2. Marcar a posicao do angulo corretamente no ciclo trigonométrico impresso.

O jogo termina quando um aluno marcar corretamente todos os angulos de sua cartela,
tanto em termos de conversao quanto de localizagao no ciclo. Caso o professor deseje,
pode premiar os vencedores, como forma de motivacao extra. Além disso, o ntmero de
rodadas fica a critério do professor, visto que o jogo é dindmico e os alunos se engajam
bastante.

Essa atividade promove o desenvolvimento da percepcgao espacial e da capacidade de
conversao entre diferentes representacoes dos angulos, fundamentais para o estudo das

funcoes trigonométricas nas aulas seguintes.

Recursos utilizados nessa aula:

e Cartelas do jogo “Bingo Trigonométrico” (impressas).
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e Folhas impressas com o ciclo trigonométrico em branco.
e Papéis impressos com angulos em graus e radianos para sorteio.

e Quadro ou projetor para apoio visual, se necessério.

4.2.3 Aula 3: graficos das fungoes seno e cosseno e o ciclo trigonométrico

Objetivo geral:

e Compreender a transi¢ao da trigonometria no triangulo retangulo para o ciclo tri-

gonomeétrico.

Objetivo especifico:
e Identificar propriedades e relagoes dos valores do seno e cosseno de angulos.

e Reconhecer que os segmentos associados aos valores do seno e do cosseno sao per-

pendiculares.

Desenvolvimento da aula:

Essa aula sera realizada no laboratoério de informaética, com o uso de computadores
conectados a internet. O objetivo é promover a exploragao visual e interativa das fungoes
seno e cosseno a partir do ciclo trigonométrico, por meio do software GeoGebra.

No laboratorio, os alunos serao orientados a acessar a plataforma Geogebra, onde foi
disponibilizada uma atividade interativa criada pelo primeiro autor deste trabalho. A
atividade pode ser acessada em https://www.geogebra.org/m/gdhw8c3m e apresenta um
ciclo trigonométrico dindmico que calcula os valores do seno e cosseno de angulos da
circunferéncia, como mostrado na Figura 4.7.

Para realizacao da atividade, os alunos utilizarao uma folha impressa com algumas
orientacoes, contendo uma sequéncia de perguntas estruturadas que os levarao a deduzir
e compreender as propriedades do seno e cosseno com base na observagao e manipulagao
do modelo interativo. Esta folha de atividades, que orienta a investigacao dos estudantes,
esta disponivel no APENDICE A.

Ao final da atividade, o professor promoverd uma revisao dialogada dos conceitos ex-
plorados, destacando as relagoes entre os segmentos representativos do seno e do cosseno
e sua projec¢ao no plano cartesiano. O uso de ferramentas digitais favorece o envolvimento

dos alunos e contribui para a visualizacao geométrica e interpretagao grafica.



50

Figura 4.7: Ciclo trigonométrico no Geogebra..

1 Valores do seno e cosseno de X

sen(X) sen(X) = 0.892
cos(X) = 0.453

63.07

-1 0 cos(X) 1

-1

Fonte: Os autores.

Recursos utilizados nessa aula:

e Atividade interativa no GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/gdhw8c3m.
e Laboratorio de Informaética, com acesso & internet.

e Folha de atividades impressas com questoes investigativas sobre o seno e cosseno
(ver APENDICE A).

4.2.4 Aula 4: Funcgoes seno e cosseno

Objetivo geral:

e Analisar o comportamento e as propriedades dos graficos das fungoes seno e cosseno.
Objetivos especificos:

e Reconhecer a representacao grafica das fungoes seno e cosseno.

e Identificar as propriedades fundamentais das func¢oes seno e cosseno com o auxilio

do software Geogebra.

e Estabelecer a relacao entre as propriedades do ciclo trigonométrico e o comporta-

mento grafico das fungoes seno e cosseno.



51
Desenvolvimento da aula:

Para o desenvolvimento dessa aula, é necessario o uso do laboratoério de informética
com acesso a internet ou alternativamente, o aplicativo GeoGebra instalado nos disposi-
tivos disponiveis (tablets, computadores, celulares).

Os estudantes serao conduzidos ao estudo do comportamento das fungoes seno e cos-
seno por meio de uma folha de atividades, disponivel no APENDICE B. Com o auxilio
do professor, os alunos explorarao de forma auténoma o software GeoGebra, inserindo as
leis de formacao das fungoes, conforme indicado na folha de atividades.

Durante essa exploracao, o professor assume o papel de mediador do conhecimento,
permitindo que o estudante tire as suas proprias conclusoes sobre o comportamento e as
propriedades das fungoes trigonométricas seno e cosseno.

Ao final da aula, o professor podera realizar a corregao coletiva das atividades, a fim
de esclarecer possiveis duvidas e de evitar possiveis erros de interpretacao. Recomenda-
se, ainda, uma breve revisao dos conceitos abordados, enfatizando as propriedades mais
importantes que os alunos devem compreender sobre as fungoes trigonométricas seno e

€OSseno.
Recursos utilizados nessa aula:

e Folha de atividades do APENDICE B.

e Laboratorio de informatica com acesso & internet ou dispositivos com o aplicativo
GeoGebra instalado.

4.2.5 Aula 5: resolvendo questoes de vestibulares e ENEM

Objetivo geral:

e Analisar e resolver questoes de vestibulares e do ENEM que envolvam os conceitos

de funcgoes trigonométricas.
Objetivo especifico:

e Resolver atividades que envolvam o célculo de angulos em circunferéncias.

e Interpretar e resolver situagoes-problema que abordam conceitos de funcoes trigo-

nomeétricas.

e Desenvolver habilidades de sintese e tomada de decisoes na resolucao de problemas

relacionados as funcoes trigonométricas.
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Desenvolvimento da aula:

Para o desenvolvimento desta aula, foram previamente selecionadas cinco questoes que
contemplam os contetdos trabalhados nas aulas anteriores. As questoes estao disponiveis
no APENDICE C e podem ser impressas e distribuidas aos alunos.

Essa aula foi planejada considerando o perfil da turma em que a sequéncia didatica
foi aplicada, composta por estudantes, em que sua maioria, tem a intencao de prestar
vestibulares e o ENEM. Por esse motivo, optou-se por selecionar questoes de vestibulares,
com destaque para aquelas da Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG) e do
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), visto que os alunos da regiao frequentemente
realizam os vestibulares dessa universidade.

Ao final da aula, é recomendada a correcao coletiva dos exercicios, seguida de uma
revisao dos principais conceitos abordados ao longo da sequéncia didatica. Essa etapa
de consolidacao é importante para reforcar o contetido e esclarecer eventuais duvidas que

podem persistirem.

Recursos utilizados nessa aula:

e Quadro para correcao coletiva.

e Folha de atividades apresentada no APENDICE C.

No Quadro 4.1, apresenta-se um quadro-resumo com a organizagao das cinco aulas
que compoem a sequéncia didatica desenvolvida para o ensino de fungoes trigonométricas
no Ensino Médio. O quadro sintetiza os principais elementos de cada aula, incluindo o
tema abordado, os objetivos propostos, as atividades realizadas e os recursos utilizados,

oferecendo uma visao geral da estrutura e da intencionalidade pedagogica de cada aula.



Quadro 4.1: Quadro-resumo da sequéncia didatica
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Aula | Tema Objetivos Principais ati- | Recursos utili-
vidades zados
Aula | Convertendo Compreender a de- | Atividade Barbante, com-
1 medidas de ar- | finicao de radiano e | pratica com | passo, cola,
cos entre graus e | realizar a conversao | barbante e com- | tesoura e Jogo
radianos entre graus e radia- | passo e Jogo | “Conecta 47
nos. Conecta 4. impresso.
Aula | Conhecendo o | Localizar angulos | Explicagao dia- | Ciclo trigonomé-
2 ciclo trigonomé- | no ciclo trigonomé- | logada sobre o | trico em branco
trico. trico. ciclo trigonomé- | e Jogo Bingo
trico e o Jogo | Trigonométrico
Bingo Trigono- | (impressos).
meétrico.
Aula | Gréficos das fun- | Identificar as pro- | Exploracao in- | Laboratorio de
3 ¢oes seno e cos- | priedades de seno e | terativa no Ge- | informatica com
seno e o ciclo tri- | cosseno no ciclo tri- | oGebra e folha | internet e folha
gonométrico gonomeétrico. com perguntas | de atividades
investigativas; impressa (Apén-
dice A)
Aula | Fungbes seno e | Analisar o compor- | Uso do GeoGe- | Laboratorio de
4 €OSseno tamento grafico das | bra com folha de | informatica com
fungoes e relacionar | atividades inves- | o uso do Geo-
com o ciclo trigono- | tigativa Gebra  (online
métrico. ou app) e folha
de atividades
impressa (Apén-
dice B).
Aula | Resolvendo Resolver problemas | Resolucao de | Folha impressa
) questoes de | envolvendo fungoes | 5 questoes se- | com questoes

vestibulares e
ENEM

trigonométricas;

lecionadas de
vestibulares e
ENEM; Cor-
recao  coletiva
e revisao de
conceitos.

(Apéndice C) e
lousa para cor-
recao coletiva.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

Como base nas respostas dos estudantes ao questionario apresentado na Secao 4,
apresentamos uma analise qualitativa das percepg¢oes dos alunos sobre as atividades de-
senvolvidas ao longo da sequéncia didatica. A seguir, sao discutidas as principais respostas

dos estudantes e as consideragoes dos autores.
Questao 1 — Qual das atividades propostas vocé mais gostou?

As respostas dos estudantes foram categorizadas em quatro atividades principais:
bingo trigonométrico, jogo Conecta 4, uso do Geogebra e aulas expositivas dindmicas.
Fazendo uma analise das respostas, 15 dos estudantes demonstraram preferéncia pela ati-
vidade do bingo trigonométrico, evidenciando o potencial motivador de jogos no ensino
de Matematica, tanto no engajamento quanto na aprendizagem.

Apenas um estudante indicou como atividade favorita a plataforma Khan Academy,
que nao foi utilizada durante a sequéncia didatica. Considerando que essa é uma pla-
taforma utilizada semanalmente pelos estudantes ao longo do ano letivo, é provéavel que
tenha havido uma confusao por parte do aluno ao delimitar sua resposta apenas as ativi-
dades propostas na sequéncia.

De todo modo, o destaque dado ao jogo do Bingo Trigonométrico pode ser atribuido
ao fato de ser um jogo conhecido e de regras simples. Além da dindmica competitiva
existente no jogo, o engajamento foi impulsionado pelos brindes que foram ofertados pelo
professor durante a realizagao das atividades. Segundo o relato de um aluno:

Estudante 1: “ Foi uma atividade bem legal. O que eu gostei foi a dindmica, pois

era bem competitiva e tinha brinde.” (Figura 5.1)

Figura 5.1: Resposta 1.
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Fonte: Os autores.

Embora o bingo tenha sido o mais citado, o professor observou também um alto
engajamento dos estudantes durante a aplicagao do jogo Conecta 4, especialmente no que
diz respeito & conversao entre graus e radianos. Muitos alunos solicitaram novas cartelas
para repetir o jogo com seus colegas, reforcando a eficicia do uso de jogos no ensino de

contetdos Matematicos.
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Questao 2 - As atividades propostas ajudaram na compreensao dos conteti-

dos? Explique sua resposta.

Os 21 estudantes que responderam ao questionario, afirmaram que as atividades con-
tribuiram para a compreensao dos contetidos. A palavra mais recorrente nas respostas foi
“dindmica” — aparecendo um total de 9 vezes— associada tanto ao afastamento do modelo
tradicional de ensino quanto a natureza interativa dos jogos utilizados. Os relatos a seguir
ilustram essas percepgoes:

Estudante 2: “Sim, na pratica e de forma dindmica ¢ mais facil.” (Figura 5.2)

Figura 5.2: Resposta 2.

Fonte: Os autores.

Estudante 3: “Sim, pois teve uma dindmica bem legal e interativa.” (Figura 5.3)

Figura 5.3: Resposta 3.

Fonte: Os autores.

Além dos jogos, as atividades mais simples, como o caso de construir o radiano ma-
nualmente com barbante, também contribuiram para o engajamento dos estudantes. O
ensino tradicional se apresenta menos proveitoso quando comparado as abordagens mais
dindmicas e interativas. KEssa percepcao é reforcada pelo relato de um estudante, que
afirmou:

Estudante 3: “Sim, no momento da prova lembrei das dindmicas das aulas.” (Figura
5.4)

Questao 3: Vocé sentiu dificuldade em algum momento? Qual(ais)?
A escolha do contetido de fungoes trigonométricas para a sequéncia didatica foi moti-

vada pela complexidade que os estudantes possuem em compreendé-lo, visto que possui

muitas propriedades e um alto grau de abstracao. Assim, é completamente normal esperar
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Figura 5.4: Resposta 4.

Fonte: Os autores.

que eles relatem dificuldades durante a realizagao das atividades, mesmo com o uso de
metodologias diferenciadas.

No entanto, nao foi possivel identificar dificuldades especificas através do geustionario
dos estudantes, pois as respostas foram, em sua maioria, bem sucintas. Alguns estudantes
afirmaram nao ter tido dificuldades, como relatado pelo Estudante 3: “Nao, a explicagao

e ajuda do professor deixam bem esclarecidas.” (Figura 5.5)

Figura 5.5: Resposta 5.

Fonte: Os autores.

Outros indicaram ter enfrentado desafios, mas nao explicitaram quais:

Estudante 4: “Sim. As vezes que eu nao entendia” (Figura 5.6)

Figura 5.6: Resposta 6.

Fonte: Os autores.

A partir das observacoes em sala de aula, da analise das respostas dos estudantes nos
materiais impressos e das duvidas manifestadas na realizacao das atividades, o professor

mediador identificou duas principais dificuldades:

1. Analise dos graficos das fungoes seno e cosseno com o GeoGebra: mesmo
. ™ . .
o plano cartesiano estando com a escala de 5 €m seu eixo horizontal, os estudantes

nao estavam compreendendo a ideia de periodo e sua identificacao no grafico.

2. Interpretagao de questoes de vestibulares, especialmente do ENEM: por

se tratar de problemas com longos textos para leitura e interpretacao, além da
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presenca de varios conceitos em uma mesma questao, alguns estudantes tiveram
dividas quanto a forma de iniciar a resolucao. Nesses casos, o professor recorreu a
dicas visuais, como sugestoes de esbogos, para auxiliar o estudante sem comprometer

sua autonomia.

Questao 4: Conte sua experiéncia com as atividades. Quais os pontos po-

sitivos e o que precisa ser melhorado?

Para analise dessas respostas, foi elaborada uma nuvem de palavras com os prin-
cipais aspectos mencionados pelos estudantes. Para sua produgao, acessou-se o site
https://infograph.venngage.com /infographics no qual foram inseridas as palavras-chave

extraidas das respostas dos alunos. O resultado pode ser observado na Figura 5.7.

Figura 5.7: Nuvem de palavras dos pontos positivos da sequéncia didatica.

Divertida

Brinde

Competitiva

Facil aprendizado
Gincanas

Fonte: Os autores. Produzido em https://infograph.venngage.com /infographics.

O uso de aulas dinamicas, em especial por meio de jogos, foi amplamente reconhecido
como um ponto positivo. Os estudantes relataram que essas estratégias aumentaram
sua participacao em sala de aula, proporcionando maior facilidade na compreensao dos
conteudos.

Outro aspecto que vale ressaltar é a percepcao dos proprios estudantes quanto a fa-
cilidade de aprendizagem proporcionada pelas atividades propostas. Eles demonstraram
compreensao dos contetidos, ao menos dos conceitos fundamentais, e conseguiram aplicar
nos jogos desenvolvidos em sala e na resolucao das questoes de vestibulares.

O fato de colocar o estudante no centro do processo de ensino, por meio de uma par-
ticipagao ativa, apresenta bons resultados, pois favorece a concentragao e o engajamento,
diferentemente do que costuma ocorrer em aulas centradas na exposicao tradicional. En-
tretando, nenhum estudante indicou pontos de melhoria, possivelmente por nao estarem

habituados a atividades tao diferenciadas em comparagao ao modelo tradicional.
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Questao 5: Qual a sua opiniao sobre as aulas diferenciadas de Matematica?

Essa pergunta buscou compreender a percepcao dos alunos sobre as metodologias ado-
tadas nas aulas da sequéncia didatica. Como professores comprometidos em fazer o aluno
aprender, torna-se indispensavel inovar e adotar metodologias que despertem o interesse
dos alunos e favorecam sua participagao ativa no processo de ensino-aprendizagem.

Todos os alunos que responderam esse questionario apontaram que as aulas diferen-
ciadas de matematica sao boas ou que precisam acontecer de maneira mais frequente,
pois facilitam a aprendizagem e tornam o processo mais divertido e dindmico. Dentre os
apontamentos registrados, segue o relato de um dos alunos:

Estudante 5: “Que continue acontecendo, pois aula mais dindmica fica muito mais

interessante.” (Figura 5.8)

Figura 5.8: Resposta 7.

Fonte: Os autores.

Outro estudante também relata que:
Estudante 6: “E algo muito bom para os alunos para aprender e entender melhor a

matéria.” (Figura 5.9)

Figura 5.9: Resposta 8.

Fonte: Os autores.

De modo geral, os resultados obtidos indicam que as atividades diferenciadas propostas
na sequéncia didatica contribuiram significativamente para o aumento do interesse dos
estudantes na realizagao das atividades e na compreensao dos contetidos.

O uso de jogos como o bingo trigonométrico e o Conecta 4, aliado ao apoio tecnologico
do GeoGebra, demonstram ser estratégias que facilitam a compreensao de contetidos abs-
tratos e na visualizacao dos graficos de funcoes trigonométricas, que normalmente nao sao
faceis de serem esbogadas manualmente. Auxiliaram também na compreensao do conceito
de medidas de arcos, evidenciada durante os jogos.

Apesar dos resultados positivos, algumas dificuldades observadas pelo professor du-

rante a aplicacao das atividades, especialmente aquelas relacionadas a analise de graficos
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e a interpretacao de questoes de vestibulares, apontam para a necessidade de ajustes na
abordagem pedagodgica proposta. Seria interessante por exemplo, se possivel, realizar um
nivelamento prévio sobre conceitos como dominio, imagem e contradominio, antes da ex-
ploracao dos graficos. Ainda, para uma anéalise do impacto da sequéncia didatica, seria
interessante realizar a aplicacao do questionério por aula, permitindo uma avaliacao mais
detalhada das estratégias utilizadas.

Além disso, houve maior atengao a analise do comportamento e ao engajamento dos
estudantes durante a realizacao das atividades, incluindo os jogos matematicos e o uso do
GeoGebra. A analise do desempenho, dos acertos e da compreensao nao foi realizada de
maneira tao assertiva, podendo constituir o foco de futuras discussoes sobre a sequéncia
didatica.

De modo geral, a opiniao dos estudantes confirmam que aulas diferenciadas tornam
processo de ensino aprendizagem mais produtivo, envolvente e contextualizado com a
realidade do aluno. Além disso, transforma a postura dos alunos de passiva para ativa,

promovendo maior comprometimento com a aprendizagem dos contetudos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo desta pesquisa foi investigar as contribui¢oes da aplicacao de uma
sequéncia didatica voltada ao ensino de fungoes trigonométricas, abordando contetidos
como medidas de arcos, o ciclo trigonométrico, os graficos das fungoes seno e cosseno,
suas propriedades e a resolucao de questoes contextualizadas e de vestibulares.

Embora um dos objetivos da pesquisa previsse a identificacao das principais dificulda-
des dos estudantes na aprendizagem de fungoes trigonométricas, a analise do questionario
final nao possibilitou levantar tais informagoes de forma direta. No entanto, durante a
observagao das atividades, foi possivel perceber algumas dificuldades recorrentes, especi-
almente relacionadas a interpretacao de graficos e & compreensao do comportamento das
funcoes seno e cosseno. Esses aspectos, ainda que nao declarados pelos alunos, indicam
pontos de atencao para futuras intervencoes pedagogicas.

A elaboragao da sequéncia baseou-se na proposta de Zabala (1998), que defende a
articulacao de diferentes abordagens de ensino para um mesmo contetido. Como as ativi-
dade presentes na sequéncia didéatica foram planejadas de forma integrada, cada conceito
pode ser trabalhado de uma maneira diferente, abrangendo mais formas de ensino, o que
ampliou as possibilidades de aprendizagem e compreensao por parte dos estudantes. Essa
organizacao contrasta com o modelo tradicional de ensino, que muitas vezes sao descone-
xas entre si, ou nao mostram ao estudante o objetivo principal de tudo que é proposto.

Para avaliar a percepcao dos estudantes em relacao a proposta, aplicou-se um ques-
tionario ao participantes da pesquisa, estudantes do 4° ano do Ensino Médio Técnico,
procurando obter subsidios importantes sobre essa intervencao pedagogica. De maneira
geral, os resultados indicaram que os estudantes compreenderam os conceitos abordados
e foram capazes de aplica-los na resolugao das atividades propostas.

Os dados evidenciam que o uso de metodologias diferenciadas atua como um grande
potencializador do processo de ensino e aprendizagem, especialmente no engajamento dos
alunos no estudo da matematica — disciplina que, frequentemente, é vista como desmotiva-
dora ou desconectada da realidade. Para além da aprendizagem, observou-se um aumento
na frequéncia e na participacao dos alunos nas aulas de matemaética, principalmente nas
atividades que envolveram jogos, o que refor¢a a importancia do uso de estratégias de
ensino mais interativas e inovadoras.

No campo de Educacao Matemética, é notorio que o uso de metodologias que colo-
cam o estudante como o centro do processo de ensino, favorece uma aprendizagem mais
significativa, mesmo em contetdos tradicionalmente considerados abstratos ou de maior
complexidade. A sequéncia desenvolvida nesta pesquisa demonstrou ser uma ferramenta
valiosa para os professores que buscam tornar o ensino de aprendizagem de fungoes tri-

gonomeétricas mais acessivel, atrativo e dinamico.
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Apesar da participacao dos estudantes durante a aplicacao da sequéncia didéatica,
alguns alunos acabaram faltando em uma ou duas aulas. Esse fato representa uma limi-
tacao, visto que as aulas da sequéncia sao planejadas de forma articulada e sequencial, e
a auséncia em qualquer uma das etapas pode gerar lacunas na aprendizagem. Embora o
professor possa auxiliar na recuperacao dos tépicos abordados, esse apoio nao substitui a
participagao ativa necessaria para bons resultados.

Enfim, podemos concluir que em poucas aulas, a sequéncia didatica se mostrou como
uma valiosa intervencao didatica no ensino das funcoes trigonométricas seno e cosseno.
Como proposta de trabalhos futuros, sugere-se a ampliagao da sequéncia didéatica para
mais contetidos de trigonometria previstos para o tltimo ano do Ensino Médio do Estado
do Parand, como por exemplo, razoes trigonométricas no tridngulo retangulo, aprofunda-
mento do ciclo trigonométrico e o estudo das transformagdes nos graficos (translagoes e
dilatagoes), de equagoes trigonomeétricas e de aplicagoes da trigonometria. Essa ampliagao
é plausivel no sentido de oferecer aos estudantes uma visao mais completa e interligada
dos conceitos trigonométricos, promovendo uma aprendizagem soélida e coerente com as

exigéncias dos curriculos oficiais dos exames externos, como o ENEM e os vestibulares.
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APENDICE A - FOLHA DE ATIVIDADES DA AULA 03

O objetivo desta atividade é identificar as propriedades das fungoes seno e do cosseno,
bem como compreender o calculo dessas razoes com o uso do ciclo trigonométrico. Para
isso, acesse o link www.geogebra.org/m/gdhw8c3m que direciona a uma atividade de
geometria dindmica no software GeoGebra.

Para responder as questoes a seguir, movimente o ponto X ao longo do ciclo trigono-
métrico de modo a descobrir os valores do seno e do cosseno dos angulos solicitados na

atividade.

1) Complete a tabela abaixo, usando as razoes do seno e cosseno da trigonometria do

triangulo retangulo, sem o auxilio do geogebra.

30° 45° 60°

Seno

Cosseno

2) Realize as operagdes de radicia¢ao e divisao indicadas na tabela do exercicio 1) e

registre, na tabela abaixo, os valores aproximados com trés casas decimais.

30° 45° 60°

Seno

Cosseno

3) Analisando a figura do ciclo trigonométrico no Geogebra, qual eixo cartesiano é

utilizado para determinar o valor do seno? E qual é usado para o cosseno?

4) Deslize o ponto X até encontrar o angulo de 35°. Quais sao os valores do seno e do

cosseno correspondentes a esse angulo?

5) Utilizando o ponto X, complete a tabela a seguir, com os valores de seno e cosseno

dos angulos indicados.

6) Determine os valores do seno dos angulos de 60°, 120°, 240° e 300°. A partir desses

resultados, responda:
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b | 3
[\)

Seno

Cosseno

a) Em quais quadrantes o seno é positivo?

b) Em quais quadrantes o seno é negativo?

7) Determine os valores do cosseno dos angulos de 30°, 150°, 210° e 330°. Com base
nesses valores, responda:
a) Em quais quadrantes o cosseno é positivo?
b) Em quais quadrantes o cosseno é negativo?
8) Com base nas respostas dos exercicios 6) e 7), quais conclusdes podemos obter com

relacao aos sinais de seno e cosseno? Elabore uma tabela que indique os sinais do

seno e do cosseno em cada quadrante do ciclo trigonométrico.

9) O que acontece com os valores do cosseno a medida que o angulo X vai aumentando

de 0° para 90°? E com os valores do seno?

10) O que acontece com os valores do cosseno quando o angulo X aumenta de 90° para

180°? E com os valores do seno?
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APENDICE B - FOLHA DE ATIVIDADES DA AULA 04

Para realizar esta atividade, acesse o site geogebra.org/calculator e abra um docu-

mento em branco. Em seguida, siga os passos abaixo:

i) Clique com o botao direito do mouse sobre a malha quadriculada e selecione a opgao

configuragoes.

ii) Acesse a aba “EixoX”.

iii) Na opgao unidade, selecione o valor .

iv) Marque a caixa “Distancia” e nela selecione o valor 7/2.

Feito isso, responda as perguntas a seguir:

1) Digite o seguinte comando: f(z) = senx, para desenhar o grafico da funcao seno.

Analisaremos algumas propriedades desta fungao trigonométrica. Todas as repostas

agora devem ser expressas em radianos.

a)
b)

c)

Em qual valor o grafico da funcao intercepta o eixo y?

Indique alguns valores em que a fungao intercepta o eixo x.

Qual é o conjunto imagem dessa fungao?

Observacao 1 (Imagem): A Imagem de uma func¢ao corresponde ao con-
junto de valores que a variavel dependente (eixo y) pode assumir. No caso
das funcoes trigonométricas seno e cosseno, os valores oscilam entre um valor
minimo e um valor maximo. Assim, o conjunto imagem dessas fungoes é re-

presentado da seguinte forma: Im(f) = [valor minimo, valor méaximo]

Qual é o dominio da funcao seno?

Observagao 2 (Dominio): O dominio de uma fungdo corresponde ao con-
junto de valores de x para os quais a funcao esta bem definida. Para determinar
esse conjunto, é necessario analisar se existe alguma restricao na escolha dos

valores de .
O grafico da fungao seno apresenta algum padrao de repeticao? Se sim, qual é
o seu periodo?

Observagao 3 (Periodo): Quando uma fungao apresenta um padrao que se

repete em seu grafico, dizemos que ela é peridédica. Esse padrao de repeticao
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ocorre a partir de um valor constante, chamado periodo da func¢ao. O periodo
pode ser identificado observando o comportamento da funcao ao longo do eixo

Z.

2) Responda as mesmas questoes do Exercicio 1), mas agora analisando o grafico da

funcao f(x) = cosx .
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APENDICE C - QUESTOES DE VESTIBULARES DA AULA 05

1) (ENEM) No jogo mostrado na figura, uma bolinha desloca-se somente de duas
formas: ao longo de linhas retas ou por arcos de circunferéncias centradas no ponto O e
raios variando de 1 a 8. Durante o jogo, a bolinha que estiver no ponto P devera realizar
a seguinte sequéncia de movimentos: 2 unidades no mesmo sentido utilizado para ir de O
até o ponto A e, no sentido anti-horario, um arco de circunferéncia cujo angulo central é
120°.

\ \ Apobs a sequéncia de movimentos descrita, a
,, \ bolinha estaré no ponto:

PROPOSTA DE SOLUCAO: Observe que a que a circunferéncia esta dividida em
12 arcos iguais. Como uma volta completa possui um total de 360°, cada um desses arcos
mede 30°. Transladando o ponto P duas unidades para a direita, pois ¢ a mesma dire¢ao
usada para ir de O até A, e, em seguida, deslocando-se 4 arcos no sentido anti-horario

para completar 120°, chegamos no ponto F. Portanto, a alternativa correta é a e).

2) (UEPG/PR) Um relogio anal6gico marca duas horas e trinta minutos. Ao lado
deste, um segundo reldgio marca um fuso horario diferente: dez horas e trinta minutos.
Considerando o menor angulo formado entre o ponteiro dos minutos e o ponteiro das

horas, em cada um dos reldgios, assinale o que for correto:

(01) O angulo no segundo relogio é maior que 140°.
(02) O modulo da diferenga entre os angulos dos dois relogios ¢ 30°.
(04) O angulo no primeiro relogio ¢ menor que 120°.

(08) No primeiro relégio, o angulo é maior que no segundo.
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PROPOSTA DE SOLUCAO: O relogio pode ser dividido em 12 arcos de circunfe-
réncia medindo 30° cada. Além disso, ao dividirmos cada hora em 12 partes, obtemos que
a cada dez minutos o ponteiro das horas aponta para seu niimero correspondente mais
2.5°.

Dessa forma, no primeiro relégio, o ponteiro dos minutos estéd sobre o nimero seis,
significando que percorreu 180° com relacao ao ntmero 12. Ja o ponteiro das horas
percorreu 60° mais 2,5 -6 = 15°. Logo o menor angulo formado pelos ponteiros do
primeiro relogio é 180° — 75° = 105°.

Da mesma maneira, o ponteiro dos minutos do segundo relogio estéd apontando para
o niamero 6, mostrando que ele percorreu um total de 180°. Ja o ponteiro das horas
percorreu o equivalente a 10 - 30° mais 2,5 -6 = 15°, ou seja, 300° + 15° = 315°. Assim, o

menor angulo formado entre os ponteiros do segundo relégio é 315° — 180° = 135°.

(01) Falso, pois o menor angulo formado pelos ponteiros do segundo relogio é 135°, que

nao é menor que 140°.
(02) Verdadeiro, pois |135° — 105°] = [105° — 135°| = 30°.

(04) Verdadeiro, pois o menor angulo formado pelos ponteiros do primeiro relégio é 105°,

que é menor que 120°.

(08) Falso, pois o angulo do primeiro relogio é 115° enquanto no segundo é 135°.
3) (UEPG/PR) Sobre os arcos e angulos, assinale o que for correto.

(01) O menor angulo formado pelos ponteiros de um relogio que estd marcando 1 hora e
40 minutos é 170°.

(02) Um trem desloca-se na velocidade constante de 60km/h num trecho circular de raio

igual a 500 m. Entao em um minuto, ele percorre um arco de 2 rad.

(04) Uma pessoa caminhando em volta de uma praga circular descreve um arco de 160°

ao percorrer 120 m. O didametro da praga é maior que 100 m.

5%8
(08) Em 50 minutos, o ponteiro dos minutos de um relogio percorre 3 rad.

PROPOSTA DE SOLUCAO:

(01) Verdadeiro. Utilizando a mesma estratégia do exercicio 2, verificamos que o ponteiro
dos minutos percorreu 30° - 8 = 240°, enquanto o ponteiro das horas percorreu
30°+2,5-8 = 50°. Logo, um dos angulos formados pelos ponteiros de um relégio
que marca 1 hora e 40 minutos é 240° — 50° = 190°. Portanto o menor angulo

formado é 360° — 190° = 170°.
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(02) Verdadeiro. Se o raio da circunferéncia equivale a 500m, entdo o comprimento
total € dado por C = 2-7-r = 2.7 -500 = 1000 metros. Dessa forma, o
tempo t que ele leva para percorrer uma volta completa pelo trajeto é dado pela

_ 60 -1000m 10007m . .
expressao = T Resolvendo a equacao verificamos que t = 7

60min
minutos. Montando uma regra de trés para descobrir o tempo = para percorrer 2

rad, verificamos que:
mmin  27rad

T 2

Resolvendo a equagao verificamos que x = 1 minuto.

(04) Falso. Escrevendo uma regra de trés, vemos que:

2rr B 360°
120m  160°°
135

Resolvendo a equacao verificamos que r = —. Dessa forma o didmetro da circun-
T

270
feréncia é dado por —, que pode ser aproximado como 85,94 metros.
T

(08) Verdadeiro. A cada cinco minutos o ponteiro do relégio percorre 30°. Montando
uma regra de trés, para descobrir o valor x do angulo percorrido pelo ponteiro apos

50 minutos, temos que:
Smin  30°
50min  x

Assim, vemos que x = 300°. Convertendo para radianos, vemos que o angulo per-

om
corrido pelo ponteiro do relégio é —.

4) (UECE/CEV) Se M e m sao os valores maximos ¢ minimo que a func¢ao F' :
R — R, definida por f(z) = 3sen?x + 7cos?z pode assumir, entdao o produto M - m é

igual a:

PROPOSTA DE SOLUCAO: Alternativa c¢). O valor maximo da fungdo é ob-

23 =1, ou seja, se x = 0. Isso significa que M = 3sen?0 + 7cos?0 =

tido quando cos
3-0+7-1=7. Da mesma forma, o valor minimo da funcao é obtido quando sen?z = 1,

ou seja, r = g Assim, m = 3 sen? g—l—'?coszg = 3-147-0 = 3. Portanto M-m = 7-3 = 21.
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5) (UECE/CE)Considere as fungoes reais de variavel real definidas por f(z) =

sen ((1 + g) 7T> e g(z) =sen ((1 — g) 7r>. Se k= f(9)-g(9), entdo pode-se afirmar que
o valor de k ¢ igual a:

PROPOSTA DE SOLUGCAO: Alternativa b). Calculando,

F(9) =sen ((1 + g) 7r)
()

=sen (990°)
=sen(270°)

Logo, k=—-1-1=—1.



