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RESUMO

Este trabalho apresenta os principais fatos da teoria dos tetraedros, assim como se é feito
para triangulos na geometria plana. O assunto é desenvolvido de forma mais elementar
possivel com o objetivo de ser usado para elaboracao de aulas de professores da educacao
basica e superior. O primeiro capitulo expoe os conceitos gerais para a construgao da
teoria. Nos segundo e terceiro capitulos sao apresentados alguns tetraedros notéveis e re-
lacoes entre tetraedros e esferas. Por fim, no quarto capitulo sao expostas generalizacoes

de alguns teoremas classicos da geometria plana para os tetraedros.

Palavras-chave: tetraedros; esferas; generalizacao de teoremas.



ABSTRACT

This work presents the main facts of tetrahedron theory, in a similar way to how it is
done for triangles in plane geometry. The subject is developed in the most elementary
way possible, with the aim of being used in lesson planning by teachers in both basic
and higher education. The first chapter introduces the general concepts for building the
theory. The second and third chapters present some notable tetrahedra and relationships
between tetrahedra and spheres. Finally, the fourth chapter presents generalizations of

some classical theorems from plane geometry to tetrahedra.

Keywords: tetrahedra; spheres; theorem generalization.
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1 INTRODUCAO

Existem muitas semelhangas entre triangulos e tetraedros, inclusive podemos genera-
lizar varias defini¢oes e teoremas cléssicos de geometria plana sobre triangulos para os
tetraedros. O presente trabalho tem como objetivo agrupar as principais ideias da teoria
dos tetraedros e expo-las de forma simples e elementar. Para isso, foi feito uma pesquisa
bibliografica nas principais revistas cientificas do mundo, num intervalo de um século atrés
até o ano presente.

E preciso, por parte do leitor, ter certos conhecimentos sobre geometria plana, diedros,
triedros e poliedros para o entendimento de algumas sessoes do texto. Os teoremas e
proposicoes foram provados com a finalidade de tornar o texto o mais simples possivel,
ainda que céalculos muito elementares tenham sido deixados de lado no intuito de evitar
que a leitura ficasse cansativa.

No primeiro capitulo serao apresentadas propriedades gerais dos tetraedros. Também
veremos o conceito de empacotamento de tetraedros, formas de se calcular o volume de
um tetraedro e a prova de que todo tetraedro sempre admite uma esfera inscrita e uma
esfera circunscrita. No segundo capitulo veremos os principais tipos de tetraedros junta-
mente com suas principais propriedades, como, por exemplo, o tetraedro ortocéntrico, em
que as alturas sao concorrentes, e o tetraedro isésceles, que é o equivalente ao triangulo
equilatero na teoria dos tetraedros. No terceiro capitulo mostraremos algumas esferas
relacionadas aos tetraedros, tal como a esfera de 12 pontos que é uma generalizagao do
circulo de 9 pontos da geometria plana. Encerraremos com o quarto capitulo provando que
para tetraedros valem teoremas analogos & desigualdade triangular, teorema de Viviani,

formula de Herdo e lei dos cossenos.



10
2 PROPRIEDADES DOS TETRAEDROS

Neste capitulo abordaremos aspectos gerais dos tetraedros tais como os conceitos de
bariana e altura e novos conceitos como bimediana e bialtura. Também veremos o empa-
cotamento de tetraedros e formas de se calcular o volume de um tetraedro. Encerramos
o capitulo com a prova de que sempre é possivel se obter uma esfera inscrita e uma esfera

circunscrita a um tetraedro.

Definigao 01 (Tetraedros): Tetraedro é o poliedro formado por quatro faces tri-

angulares.

Figura 1 - Tetraedro ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observacao 1: Em um tetraedro ABC' D, temos que:

e Os pontos A, B, C' e D sao chamados de vértices;

e Os segmentos AB, AC, BC, AD, BD e CD sao chamados de arestas. Se duas

arestas nao tém vértices comuns, dizemos que sao arestas opostas;

e Os triangulos ABC', ACD, ABD e BCD sao chamados de faces.

Observacao 2: Iremos denotar o tetraedro ABC'D por A-BCD quando quisermos

evidenciar que estamos considerando a face BC'D como base.
2.1 Bimediana

Defini¢ao 02 (Bimediana): Chamamos de bimediana o segmento que une os pon-

tos médios de duas arestas opostas de um tetraedro.

Dizemos que um quadrilatero é reverso quando um de seus vértices nao pertence ao

plano que contém os outros trés. O proximo lema sobre quadriléteros reversos sera usado
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para auxiliar na demonstracao da Proposicao 01. Precisaremos usar dois resultados de
geometria plana para provar o lema abaixo: um é o teorema da base média, o outro ¢é a

transitividade de retas paralelas.

Lema 01: Os pontos médios dos lados de um quadrilatero reverso sao vértices de um
paralelogramo.
Demonstracao: Sejam respectivamente M, N, P, () os pontos médios dos lados AC,

AB, CD, BD de um quadrildtero reverso como mostra a Figura 2.

Figura 2 - Pontos médios de um quadrilatero reverso

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelo teorema da base média, temos que M N € paralelo a BC' e, da mesma forma, PQ

€ paralelo a BC, o que implica, pela transitividade de retas paralelas, que M N paralelo a

— —  BC
PQ. Além disso, MN = PQ = —~ Portanto, MN e PQ sao segmentos paralelos e de

mesma medida, logo, sao lados opostos de um paralelogramo. [l

Proposigao 01: Os pontos médios de dois pares de arestas opostas de um tetraedro
sao vértices de um paralelogramo.
Demonstracao: De fato, os dois pares de arestas opostas formam um quadrildtero re-

verso, agora basta usar o lema acima. O

Teorema 01: As trés bimedianas de um tetraedro sao duas a duas concorrentes e se
interceptam em um tinico ponto.

Demonstracao: De fato, note que as bimedianas formadas pelos pares de arestas opos-
tas sao as diagonais de um paralelogramo pela Proposicao 01, logo elas concorrem duas a
duas nos seus pontos médios. Portanto, os pontos médios das trés bimedianas coincidem.
Dai o resultado. O

Definicao 03 (Centroéide): O ponto comum das trés bimedianas de um tetraedro é

chamado de centroide ou baricentro do tetraedro.
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Note que o centroide de um tetraedro ¢ o ponto médio das suas bimedianas.

Um plano paralelo a duas arestas opostas de um tetraedro é chamado de plano di-

retor do tetraedro. Iremos usar esse conceito nas proposicoes abaixo.

Proposicao 02: O plano determinado pelas bimedianas relativas a dois pares de
arestas opostas de um tetraedro é um plano diretor do terceiro par de arestas.

Demonstragao: Sejam respectivamente M, N, P, Q) os pontos médios das arestas AC,
AB, CD, BD de um tetraedro (ver Figura 2). As bimedianas MQ e NP sao diagonais
do paralelogramo M N PQ) em que M N ¢ paralelo a BC e M P ¢ paralelo a AD. Assim, o
plano determinado pelas bimedianas M) e NP € paralelo as arestas BC e AD. Os casos

restantes para os outros dois pares de arestas opostas sao andlogos. [

Proposicao 03: Em um tetraedro, uma bimediana é paralela a linha de interseccao
de dois planos diretores em relacao aos outros dois pares de arestas opostas.

Demonstracao: Sejam respectivamente M, N, P, QQ, R e S os pontos médios das
arestas AC, AB, CD, BD, AD e BC de um tetraedro. Pela proposi¢ao anterior, o plano
formado pelas bimedianas RS e MQ € paralelo a qualquer outro plano diretor das ares-
tas AB e DC'. Analogamente, o plano formado pelas bimedianas RS e NP € paralelo a
qualquer outro plano diretor das arestas AC' e BD. Assim, a bimediana RS € paralela
aos planos diretores de AB e DC' (chame um desses planos de «) e aos planos diretores

de AC e BD (chame um desses planos de [3), logo € paralela a interse¢io de o e B. [

Proposicao 04: A intersecao de um tetraedro e um dos seus planos diretores é um
paralelogramo.
Demonstracao: Um plano diretor a BD do tetraedro ABCD cortard os planos ABD

e CBD, digamos nas retas HG e EF, respectivamente (como mostra a Figura 3).

Figura 3 - Tetraedro ABCD e um dos seus planos diretores

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As retas HG e EF sao paralelas a BD e, assim, paralelas entre si. FEste mesmo plano
também € paralelo a AC' e cortard os planos BAC e DAC, nas retas HE e GF. Dai,
estas retas sao paralelas a AC, logo, paralelas entre si. Portanto, o quadrildtero formado

€ um paralelogramo. O

Note que os paralelogramos formados pelas trés bimedianas sao casos especiais da pro-

posi¢ao acima. Os trés paralelogramos sao chamados de segoes medianas do tetraedro.
2.2 Bialtura

Usando o fato de que duas retas reversas tem sempre uma perpendicular comum, po-

demos definir o conceito de bialtura.

Definicao 04 (Bialtura): A perpendicular comum a duas arestas opostas de um

tetraedro é chamada de bialtura.

Figura 4 - Bialtura de um tetraedro

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposigcao 05: A bialtura relativa a um par de arestas opostas de um tetraedro é
ortogonal as duas bimedianas em relagao aos outros dois pares de arestas opostas.

Demonstracao: As duas bimedianas definem um plano diretor paralelo as arestas que
sao perpendiculares a bialtura. Logo, a bialtura também é perpendicular a este plano e,

em particular, é ortogonal as duas bimedianas. 0]
Corolario 01: A bimediana relativa a um par de arestas opostas de um tetraedro é

perpendicular as duas bialturas relativas aos outros dois pares de arestas opostas.
Demonstracao: Basta usar a proposicao anterior para as duas bialturas. U

2.3 Bariana

Definicao 05 (Bariana): Uma bariana (ou mediana) de um tetraedro é o seg-

mento que une um vértice do tetraedro ao baricentro da face oposta a esse vértice.
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Teorema 02 (Commandino): As quatro barianas de um tetraedro concorrem em
um ponto que divide cada bariana na razao 1 : 3.

Demonstracao: Sejam M o ponto médio da aresta BC do tetraedro ABCD e G, e Gy
0s baricentros das faces BCD e ABC, respectivamente. G, e Gy pertencem as medianas
DM e AM das faces e temos que

MGy : MA=MG, : MD =1:3.

Figura 5 - Barianas AG, e DG, do tetraedro ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo, os triangulos ADM e GG, M sao semelhantes e, assim, G,Gq4 € paralelo a AD
e GGy : AD =1 : 3. Como as barianas AG, e DGy sio coplanares, entdo elas se

encontram em um ponto G tal que

GG, GG, GGy 1
GD GA AD 3

Mas de modo andlogo, podemos encontrar que qualquer bariana do tetraedro ABC D

estda dividida por outra bariana na razao 1 : 3, ou seja, todas concorrem no ponto G. [

Corolario 02: O ponto de encontro G das quatro barianas é o centroide do tetraedro.
Demonstrac¢ao:Sejam N o ponto médio de AD e M o ponto médio de BC' (ver Figura
6). Note que a bimediana M N € coplanar com as barianas AG, e DG4. Seja G' o ponto

de encontro da bimediana com AG,. Seja I o ponto médio de DG,, temos que, pelo

I AG,
teorema da base média, IN ¢é paralelo a AG, e IN = — Perceba também que G, €
o ponto médio de M1 e o segmento G'G, € paralelo a IN, logo G'G, € base média de
- IN AdG,
IN no triangulo MNI, ou seja, G'G, = — = 1

as barianas no ponto G' = G. De modo similar, encontramos que as outras bimedianas

Logo, a bimediana M N corta

também concorrem no ponto G com as barianas, portanto este ponto € o centrdide do

tetraedro.
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Figura 6 - Ponto de encontro G’

Fonte: Elaborado pelo autor.

Abaixo definiremos o conceito de tetraedro medial.

Proposigao 06: O plano determinado pelos baricentros de trés faces de um tetraedro
é paralelo a quarta face.

Demonstracao: Sejam G, Gy, G. e G4 respectivamente os baricentros das faces BC'D,
CDA, DAB e ABC' de um tetraedro ABC'D. Chame de M o ponto médio de BC (ver
Figura 5). Como as retas DM e AM sao concorrentes e G, € DM e Gy € AM, entdo
os pontos A, D, G, e G4 sao coplanares, além disso, como G, e Gg4 sao baricentros, pela
reciproca do teorema de tales, G,Gy4 € paralelo a AD. Analogamente, G,G, € paralelo a

AB e GGy € paralelo a BD. Dai, concluimos o resultado. O

Corolario 03: Seja ABC'D um tetraedro dado. As faces e as arestas de um tetraedro
tal que os seus vértices sao os pés das barianas de ABCD sao paralelas as respectivas
faces e arestas de ABC'D.

Demonstracao: Os pés das barianas sao os baricentros das faces de ABC'D. Agora,

basta usar a proposi¢ao acima. [l

Definicao 06 (Tetraedro medial): O tetraedro formado pelos baricentros das faces
de um tetraedro ABCD dado é chamado de tetraedro medial de ABCD. Por outro
lado, ABCD é chamado de tetraedro anticomplementar de G,G,G.Gy.
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Figura 7 - Tetraedro medial G,G,G.G,

D

/T :
A S
‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

B

2.4 Altura

Definicao 07 (Altura de um tetraedro): Em um tetraedro, o segmento cujas
extremidades sao um vértice e um ponto da face oposta a esse vértice e é perpendicular

ao plano desta face é chamado de altura do tetraedro.

No geral, quaisquer duas alturas de um tetraedro nao se interceptam. Veremos abaixo
que uma condig¢ao necessaria e suficiente para que isso ocorra é que o tetraedro tenha duas

arestas opostas ortogonais.

Proposigao 07: Seja o tetraedro ABCD. As alturas que incidem de B e C se
interceptam, se e somente se, as arestas BC e AD sao ortogonais.

Demonstra¢ao: (=) De fato, se em um tetraedro ABCD, as alturas que incidem de
B e C se encontram em um ponto, digamos H, o plano BHC' é perpendicular aos planos
ADC e ADB, logo, também € perpendicular a intersecao desses planos, AD. Portanto,
BC' é ortogonal a AD.

(<) Se as duas arestas opostas, BC' e AD, do tetraedro ABC'D forem ortogonais, é
possivel tracar através de BC' um plano BMC' perpendicular a AD em M. FEste plano
€ perpendicular aos planos ADB e ADC' passando por AD, portanto a altura de C' para
ADB e a altura de B para ADC ambas estao no plano BCM. O

Note que se duas alturas de um tetraedro se interceptam, entao as outras duas alturas
restantes também se interceptam, pois estas vao partir dos outros dos vértices que sao os

extremos das arestas opostas ortogonais.

Corolario 04: Se duas alturas de um tetraedro se interceptam, entao o ponto de
intersecao dessas alturas pertence a bialtura definida pelas arestas opostas relativamente

as quais essas alturas concorrem.
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Demonstracao: Sejam AD e BC duas arestas opostas ortogonais e H o ponto de en-
contro das duas alturas que partem dos vértices B e C' do tetraedro ABC'D. Chame de
M a interse¢ao da aresta AD com o plano BCH, temos que BH € perpendicular a CM,
e C'H ¢€ perpendicular a BM. Logo H € o ortocentro do triangulo BCM e, assim, M H
é perpendicular a BC'. Mas, M H também € perpendicular a AD, portanto H pertence a
bialtura relativa a BC' e AD. 0

Proposigao 08: A perpendicular comum de duas alturas que incidem de dois vértices
de um tetraedro é paralela a aresta formada pelos dois vértices restantes.
Demonstracao: Em um tetraedro ABC D, seja sap a perpendicular comum das alturas

ha = AE e hp = DF que incidem dos vértices A e D, respectivamente (Figura 8).

Figura 8 - Perpendicular comum das alturas AF e DF

D

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como sap € perpendicular a hy (respectivamente, a hp ), que por sua vez € perpendicu-
lar ao plano BC'D (respectivamente, ao plano ABC'), temos que sap € paralela ao plano
BCD (respectivamente, ao plano ABC'). Logo, sap € paralela a reta CB de intersegdo

desses planos. [l

Proposigao 09: A distancia do centroide a uma face de um tetraedro é um quarto
da altura relativa a essa face.

Demonstracao: No tetraedro ABCD, sejam G o centroide do tetraedro, Hp o pé da
altura que incide de D, Gp o pé da bariana que incide de D e E o pé da distancia de G a
face ABC'. Note que, os tridngulos DHpGp e GEGp sao semelhantes e, pelo Teorema de
Commandino, GGp € um quarto da bariana DGp. Portanto, GE € um quarto de DHp.
O
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2.5 Empacotamento de Tetraedros

Seja ABCD-EFGH um paralelepipedo. E possivel sempre construir pelos vértices F,
B, G, D um tetraedro em que suas arestas sao diagonais de faces do paralelepipedo. Inver-
samente, dado o tetraedro FBGD, é possivel construir de modo tinico um paralelepipedo
ABCD-EFGH em que as diagonais EB, EG, ED, BG, GD e DB sao as arestas de FBGD.
Neste caso, dizemos que o tetraedro estéd inscrito no paralelepipedo e dizemos que este é

o paralelepipedo circunscrito ao tetraedro.

Figura 9 - Tetraedro inscrito no paralelepipedo circunscrito

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que escolhendo qualquer um dos vértices £, B, G ou D o tetraedro esta uni-
camente determinado. Se escolhermos os vértices A, F, C' ou H determinaremos outro
tetraedro inscrito ao paralelepipedo, tendo somente estas duas possibilidades de tetrae-
dros inscritos em um dado paralelepipedo. Dizemos que EBGD e AFCH sao tetraedros
gémeos.

E imediato percebermos que uma bimediana de um tetraedro é obtida por juntar os
centros de duas faces opostas do seu paralelepipedo circunscrito, logo a bimediana é igual
a uma aresta do paralelepipedo. J& a bialtura relativa a duas arestas opostas de um
tetraedro é a perpendicular comum de duas faces do seu paralelepipedo circunscrito que

contém as arestas consideradas.

Proposicao 10: Cada bariana de um tetraedro estéa contida em uma das diagonais
do paralelepipedo circunscrito. Além disso, sao iguais a dois tergos das suas respectivas
diagonais.

Demonstracao: Sejam o tetraedro EBGD e seu paralelepipedo circunscrito ABC D-
EFGH. Chame de O o ponto de intersecao das diagonais EC e BH do paralelepipedo
e chame de L o ponto médio de CH. O segmento BL estd no plano do paralelogramo
EHCB e, além disso, é mediana do tridngulo BHC. Como O € ponto médio de BH,
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temos que OC' também é uma mediana de BHC', entao BL encontra EC no baricentro
M do triangulo BHC' e assim obtemos BM : ML =2 : 1.
Figura 10 - Tetraedro e seu paralelepipedo circunscrito

E

4/!‘\

-
-
.=

-

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, L também € ponto médio de GD, logo BL é a mediana da face BGD do tetra-
edro e M € o baricentro desta face, portanto EM € uma bariana do tetraedro. Como os
pontos E, O, M e C estao alinhados, EM estd contida na diagonal EC' do paralelepipedo.
Por fim, OM € um terco de OC, que por sua vez é um meio de EC logo OM wvale um
sexto de EC. Portanto, EM = EO + OM = %EC’ + éEC’ = ;EC’. A prova para as

outras barianas € andloga. 0]

Corolario 05: O centroide de um tetraedro coincide com o ponto de interse¢ao das
diagonais do seu paralelepipedo circunscrito.

Demonstracao: As barianas se encontram no centroide do tetraedro, logo, como as
barianas estao contidas nas diagonais do paralelepipedo circunscrito, este ponto também

€ o ponto de encontro dessas diagonais. 0

Proposicao 11: Dois tetraedros gémeos tém o mesmo centroide e este é o centro de
simetria dos dois tetraedros.

Demonstracao: Dois tetraedros gémeos tem o mesmo paralelepipedo circunscrito. Pelo
coroldrio anterior, os centroides dos tetraedros sao o ponto de encontro das diagonais
desse paralelepipedo, ou seja, os dois tetraedros tem o mesmo centrdide. Agora, para pro-
var a simetria, basta notar que o centroide divide ao meio os segmentos que unem os pares

de vértices correspondentes dos dois tetraedros. O

Proposicao 12: Duas arestas de um tetraedro sao iguais as suas respectivas arestas
opostas se, e somente se, a bimediana relativa ao terceiro par de arestas opostas coincide
com a bialtura relativa a este mesmo par de arestas.

Demonstracao: (=) Sejam o tetraedro EBGD tal que ED = BG ¢ GD = EB e seu
paralelepipedo circunscrito ABCD-EFGH. Pela hipdtese, temos que no paralelepipedo
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circunscrito, as faces ADHE, BOCGF, ABFE e DCGH sao retingulos e as faces ABC D
e EFGH sao paralelogramos. A bimediana IJ relativa as arestas EG e BD ¢é paralela a
AFE, mas AE € perpendicular as faces ABCD e EFGH, ou seja, a bimediana € igual a

bialtura relativa ao mesmo par de arestas.

Figura 11 - Paralelepipedo circunscrito a EBGD

Fonte: Elaborado pelo autor.

(«=) Por hipdtese, temos que a bimediana I.J € perpendicular as faces ABCD e EFGH
do paralelepipedo circunscrito. Como as arestas do paralelepipedo AE, BF, CG e DH
sao paralelas a I.J, temos que as faces ADHE, BCGF, ABFE e DCGH sao retangulos.

Dai, seque o resultado. 0

Definicao 08 (Empacotamento de tetraedros): Dizemos que um tetraedro esta
empacotado se ele esta inscrito em seu paralelepipedo circunscrito. Chamaremos o pa-

ralelepipedo circunscrito de empacotamento do tetraedro.
2.6 Volume de um Tetraedro

Nesta secao demonstraremos a formula do volume de um tetraedro. Para isso, iremos
usar um resultado de geometria que diz que duas piramides de mesma base e mesma altura
tém mesmo volume e, além disso, se tiverem mesma base e alturas diferentes, a razao entre
os volumes ¢ igual a razao entre suas alturas. Este resultado é visto normalmente em um
curso inicial de geometria e sua prova usa semelhanca de figuras e o principio de Cavalieri.

Abaixo denotaremos o volume de um tetraedro A-BCD por vol(ABCD) e a area de
um poligono A;As... A, por [A1As...A,].

Teorema 03 (Volume de um tetraedro): O volume de um tetraedro ¢ igual a um
terco do produto da area da base pela altura relativa a esta base.

Demonstragao: Sejam o tetraedro GBCD e (P) = ABCD-EFGH o paralelepipedo
gerado pelas arestas CG, CB e C'D deste tetraedro. Note que (P) € o empacotamento do
tetraedro (T') = EBGD.
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Figura 12 - Tetraedro GBCD e seu paralelepipedo gerado (P)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Veja que o wvolume de (P) € igual ao volume de (T') mais os volumes dos quatro
tetraedros C-BGD, A-BDE, H-DEG e F-BEG. Note que (T) e C-BGD tém a mesma

base, entao a razao dos seus volumes € igual a razao das suas alturas. Pela Proposi¢ao

1
10, temos que essa razao vale 2 : 1. Logo, vol(CBGD) = §vol(T). Analogamente,

vol(ABDE) = vol(HDEG) = vol(FBEG) = %UOZ(T). Logo, temos que
vol(P) = vol(T)+vol(ABDE)+vol(H DEG)+vol(F BEG)+vol(GBCD) = 6-vol(GBCD)
Chame de h a altura de (P) relativa a base ABCD), portanto,

[ABCD]-h =~ .2[BCD] - h = %[BCD] .

|
| =

vol(GBCD) = évol(P) =

O

Corolario 06: O volume de um tetraedro é igual a um ter¢o do volume do seu

paralelepipedo circunscrito.
Demonstracao: Usando as mesmas notagoes do teorema acima, temos que

vol(P) = vol(T) + 4 - %  vol(T) = 3vol(T).

0

Corolario 07: Dado o tetraedro ABCD, sejam X um ponto entre A e B, Y um

ponto entre A e C', Z um ponto entre A e D. Temos que

vol(AXYZ) AX-AY -AZ
vol(ABCD)  AB-AC-AD’
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Demonstragio: Primeiramente, note que vol(ABCD) = % - [ABC] - h, onde [ABC]
€ a drea da base ABC e h € a altura do tetraedro ABCD relativa a esta base. Mas
[ABC] =1-AB-AC -sen(a) e h=AD - sen(9), onde o ¢ a medida do dngulo BAC e
€

a medida do dngulo que a reta AD faz com o plano ABC. Ou seja,

vol(ABCD) = % -AB - AC - AD - sen(a) - sen(8).
De mesma forma, encontramos
vol(AXYZ) == - AX - AY - AZ - sen(a) - sen(0).

Portanto,

vol(AXYZ) AX-AY -AZ
vol(ABCD) ~ AB-AC - AD’

O

Abaixo veremos outra forma de se calcular o volume de um tetraedro. Para isso, pre-
cisaremos definir os conceitos de reta suporte de uma aresta e angulo entre duas arestas.
A reta suporte de uma aresta AB de um tetraedro é a reta que passa pelos vértices A

e B. O angulo entre duas arestas de um tetraedro é o angulo entre suas retas suportes.

Proposicao 13: O volume de um tetraedro é igual a um sexto do produto de duas
arestas opostas vezes o seno do angulo entre essas arestas e vezes a distancia entre as
retas suportes dessas arestas.

Demonstracao: O dangulo o entre dois lados opostos do tetraedro BDEG, digamos BD
e EG, ¢ igual ao dngulo entre as duas diagonais BD e AC, da face correspondentes do
seu paralelepipedo circunscrito ABCD-EFGH. Da geometria plana, a drea desta face é

dada por 3 BD - AC - sen(a)). Agora, pelo teorema anterior, o volume V do tetraedro ¢

1/1 — —
3 (5 -BD - AC - sen(a)) -h, onde h é a altura de ABCD-EFGH e, logo, h é a distancia

entre as retas suportes dessas arestas. Portanto,

V==-BD-EG-sen(a)-h.

=

U

Corolario 08 (Teorema de Steiner): Se duas arestas opostas de um tetraedro se
moverem sobre suas retas suportes, mas permanecerem com comprimento fixo, o volume
permanecera 0 mesmo.

Demonstracao: Basta notar que o dngulo entre as duas arestas e a distdncia entre
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suas retas suportes também estarao firados. Dai, pela proposi¢cao anterior, o volume per-

manecerd o mesmo. O
2.7 Esferas Inscrita e Circunscrita de um Tetraedro

Dizemos que uma esfera esta inscrita a um tetraedro (T') com respeito as faces se ela
for tangente internamente as faces de (7'). Chamamos o seu centro de incentro do tetra-
edro e o seu raio de inraio. Dizemos que uma esfera esta circunscrita a um tetraedro (7°)
se os vértices de (1) pertencem a esta esfera. Chamamos o seu centro de circuncentro
do tetraedro e o seu raio de circunraio. Nesta secao iremos mostrar a existéncia da esfera

inscrita com respeito as faces e da esfera circunscrita de um dado tetraedro.
Esfera inscrita a um tetraedro com respeito as faces

Chamaremos os angulos diédricos e triédricos de um tetraedro simplesmente de diedros
e triedros, respectivamente. Um semiplano bissetor de um diedro d é o lugar geométrico
dos pontos da regiao diedral (definida por d) equidistantes das faces de d. Um semiplano
bissetor de um diedro passa pela origem do diedro e o divide em dois diedros de mesma
medida.

Para o proximo lema, usaremos o fato de que n retas distintas no espago que concor-

rem duas a duas sao coplanares ou se interceptam em um tnico ponto do espago.

Lema 02: Os planos bissetores internos dos diedros de um tetraedro tém um ponto
em comum.

Demonstracao: Seja o tetraedro ABC'D. Os semiplanos bissetores dos diedros de ori-
gem em DA, DB e DC tém o ponto D em comum, logo existe uma semirreta que €
comum a esses planos e, por sua vez, 0s pontos dessa semirreta sao equidistantes das
faces do triedro de vértice D e arestas DA, DB e DC. Analogamente, para os outros
trés triedros de ABCD, encontramos que existe para cada um deles uma semirreta tal
que seus pontos sao equidistantes das respectivas faces desses triedros. Mas, note que, as
quatro semirretas sao duas a duas concorrentes, pois qualquer duas delas pertencem a um

mesmo plano bissetor, logo temos que essas retas tem wm ponto comum. O

Proposicao 14 (Existéncia da esfera inscrita as faces): Todo tetraedro admite
uma Unica esfera inscrita as suas faces.

Demonstragao: Seja (T') um tetraedro. Chame de I o ponto de intersegcao dos semipla-
nos bissetores internos dos diedros de (T'). Logo, I € interno a (T) e equidista das faces
de (T), ou seja, a distincia de I & cada face do tetraedro é o mesmo nimero positivo,

r, digamos. Dai, a esfera de centro I e raio r estd inscrita as faces de (T). Agora, se



24

existisse outro ponto I' equidistante internamente das faces de (T'), entao I' pertenceria

aos semiplanos bissetores internos dos diedros de (T) e, pelo lema anterior, I' = 1. [

Proposicao 15 (Teorema de Bang): Considere os pontos de intersegao da esfera
inscrita com as faces de um tetraedro. Considere, também, em cada face, os segmentos
que unem esses pontos aos vértices das respectivas faces. Entao, esses segmentos formam
nas suas faces trés angulos de origem no ponto de interse¢ao que sao os mesmos em cada
face.

Demonstracao: Seja a planifica¢ao do tetraedro ABCD como mostra a Figura 13.

Figura 13 - Planificagao do tetraedro ABCD

D3

\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se X eY sao respectivamente as intersegoes das faces ABC e AC'Dy com a esfera

inscrita ao tetraedro, entao temos que AX = AY e CX =CY. Como AC € lado comum
aos triangulos AXC e AYC, pelo caso de congruéncia de triangulos L.L.L., temos que
AXC = AYC, o que implica AXC = A}A/C, pois sao dngulos opostos a AC. Analoga-
mente, encontramos BZA = B)A(A, BWC = B)A(C', BZ\Dl = B/V[7D3, AZ\Dl = A}A/Dg
e C?Dg = C’WD;:,, onde Z e W sao respectivamente as intersecoes das faces ABD,
e BCD;3 com a esfera inscrita ao tetraedro. Chame o = med(BW\C) = med(BXC),
B = med(B?A) = med(B)A(A), v = med(A)A(C) = med(AlA/C), o = med(AZ\Dl) =
med(AY Dy), 8 = med(CY D) = med(C’/WDg) ey = med(BZD,) = med(Bﬁ/\Dg).
Note que,
360°=a+f+y=a+f +7=d+8+7 = +5 +7v

que tem como solugio v =", =0 ea =< O
Esfera circunscrita a um tetraedro

Uma reta medial de um triangulo é a reta perpendicular ao plano do triangulo e que

passa pelo circuncentro deste. A reta medial é o lugar geométrico dos pontos do espago que
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equidistam dos vértices do triangulo. De fato, sejam O o circuncentro do triangulo ABC' e
s a reta perpendicular ao plano de ABC' que passa por O. Se P € s é diferente de O, entao
os triangulos POA, POB e POC sao congruentes, logo PA = PB = PC e, portanto,

todo ponto de s é equidistante dos vértices de ABC'. Reciprocamente, se P for um ponto

do espago distinto de O e equidistante de A, B e C, entao seja r a reta perpendicular ao
plano de ABC' que passa por P. Chame de O' o pé da perpendicular r, entao temos que
os triangulos PO'A, PO'B e PO'C sao congruentes. Dai, O é equidistante de A, B e C'
e, assim, O' = O. Ou seja, r = s e, portanto, P € s.

Um plano mediador de um segmento é o plano perpendicular ao segmento que passa
pelo seu ponto médio. O plano mediador de um segmento é o lugar geométrico dos pontos
do espaco que equidistam dos extremos do segmento. De fato, sejam o segmento AB e
M seu ponto médio e seja o plano a que passa por M e é perpendicular a AB. Se P € «
¢ diferente de M, entdo os triangulos PAM e PBM sao congruentes, logo PA = PB e,
portanto, todos os pontos de « sao equidistantes de A e B. Reciprocamente, se P for um
ponto do espaco distinto de M e equidistante de A e B, entao seja [ o plano perpendicular
ao segmento AB que passa por P. Chame de M’ a intersecao de 5 com AB, temos que
os triangulos PM'A e PM'B sao congruentes. Dai, M’ é equidistante de A e B e, assim,
M' = M. Ou seja, 8 = a e, portanto, P € a.

Lema 03: Seja ABC'D um tetraedro. Se r ¢ a reta medial de ABC e « é o plano
mediador de C'D, entao r e o sao concorrentes.

Demonstracao: Por contradicao, primeiramente suponha que a intersecao de r e «
seja vazia, ou seja, v e a sao paralelos. Assim, a € perpendicular ao plano de ABC'.
Tome o ponto QQ que € a intersecao do plano ABC com a reta r’, projecio de r sobre c.
Dai, como o também é perpendicular a CD, o triangulo CMQ) é tal que C’@M € Q]\/ZC’
sao retos, o que € absurdo. logo, r e a mao sao paralelos. Agora, suponha que r estd
contido em a. Assim, novamente o € perpendicular ao plano de ABC e a CD. Dai, o
tridngulo CMO é tal que COM e OMC séo retos, o que € absurdo. logo, r nao estd

contido em «. Portanto, r e a sao concorrentes. O

Proposicao 16 (Existéncia da esfera circunscrita a um tetraedro): Todo
tetraedro admite uma tnica esfera circunscrita.

Demonstracao: Basta mostrarmos que existe um ponto equidistante dos quatro vérti-
ces de (T). Usando as mesmas notagoes do lema anterior, seja P a intersegio de r e a.
Assim, por r ser a reta medial de ABC, temos que P € equidistante de A, B e C, mas
por « ser o plano mediador de C'D, temos que P € equidistante de C' e D. Portanto,
PA = PB = PC = PD, ou seja, P ¢ o centro da esfera circunscrita a (T) de raio PA.

Agora, para a unicidade, suponha que exista um ponto P' diferente de P no espaco tal que

seja equidistante dos vértices de ABCD. Entao, P' pertenceria a «, pois P'C' = P'D, e



pertenceria a r, pois PPA= P'B = P'C. Assim, r C «, o que seria absurdo.

26
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3 TETRAEDROS ESPECIAIS

Neste capitulo estudaremos os principais tipos de tetraedros juntamente com suas

principais propriedades.
3.1 Tetraedro de Crelle

Defini¢ao 09 (Tetraedro de Crelle): Um tetraedro cujas seis arestas sao tangentes
a uma esfera sera chamado de tetraedro de Crelle (ou tetraedro circunscritivel).

Dizemos que a esfera é inscrita ao tetraedro com respeito as arestas.

Figura 14 - Tetraedro de Crelle e seus pontos de tangéncia com a esfera

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja (T') um tetraedro de Crelle e I' a esfera inscrita com respeito as arestas de (7).
Note que a intersecao dos planos das faces com I' sao circulos inscritos as faces e, além

disso, cada circulo é tangente aos outros trés. A reciproca também vale.

Proposicao 17: Se cada um dos circulos inscritos as faces de um tetraedro toca os
outros trés circulos inscritos das faces restantes em um ponto, entao o tetraedro ¢é de
Crelle.

Demonstracao: Temos que o circulo inscrito a face ABC' do tetraedro ABCD € tan-
gente as outras trés faces. Seja X a intersecao desse circulo com o circulo inscrito a
BCD. Assim, o ponto X € também o ponto de contato de BC' com os dois circulos. Se
D’ for o incentro de ABC e A" for o incentro de BCD, note que BC' € perpendicular
a A’X e a D'X. Dai, o plano A'D'X € perpendicular a BC e, por consequéncia, aos
planos ABC e BCD. Sejam r a reta perpendicular a ABC que passa por D' e s a reta
perpendicular a DBC' que passa por A’. Logo, temos que r e s estao no mesmo plano
A'D'X. Agora, set € a reta perpendicular ao plano de CAD que passa pelo seu incentro
B’ ewv € a reta perpendicular ao plano de BAD que passa pelo seu incentro C', entao

podemos mostrar, de forma andloga, que r é coplanar com t e coplanar com v, e também
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que s € coplanar com t e coplanar com v. Mas, veja que t nao estd contida em A'D'X,
potis, caso contrdrio, t seria ortogonal a BC. E como t é perpendicular a DAC, entao
BC e DAC seriam paralelos ou BC' estaria contido em DAC, o que nos dois casos seria

absurdo. Portanto, t passa pelo ponto de intersecao de r e s.

Figura 15 - Circulos inscritos as faces ABC e BCD

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

De forma semelhante, v passa pela intersecao de r e s. Chame de O o ponto de inter-
secao das retas v, s, t e v. Por congruéncia de tridngulos, € fdcil ver que os segmentos
que partem de O as intersecoes dos circulos sao congruentes. Logo, O € o centro da esfera

inscrita com respeito as arestas e, portanto, ABC'D é um tetraedro de Crelle. [l

Da geometria plana, temos que se de um ponto P, externo a um circulo A, tragar-
mos os segmentos PA e PB tangentes a A nos pontos A e B, respectivamente, entao
PA = PB. E facil ver que o mesmo vale se no lugar de um circulo for uma esfera. Outro
fato que temos é que em um circulo inscrito a um tridngulo ABC onde X, Y e Z sao
respectivamente os pontos de contato do circulo com os lados BC, AC e AB, de medidas
a, bec, nesta ordem, e se p = BX, ¢ = CY e r = AZ, resolvendo um sistema linear,
encontramos p = (a —b+¢)/2,g=(a+b—c)/2er =(—a+ b+ c)/2. Usaremos esses

resultados na proposi¢ao abaixo.

Proposigao 18: Um tetraedro ABCD é de Crelle se, e somente se,

AB+CD = AC+ BD = AD + BC.

Demonstracao: (=) Sejam respectivamente M, N, P, Q, R, S, os pontos de tangéncia
das arestas AB, BC, AC, DA, DB, DC com a esfera (Figura 14). Temos que AM =
AP=AQ =2, BM=BN=BR=y, CN=CP=CS=2¢DQ=DR=DS = w.
Dai, AB+CD = (AM + BM) + (CS+DS) =z+y+z+w, AC+BD = (AP+CP) +
(BR+DR)=v+z2+y+weAD+ BC = (AQ +DQ)+ (BN +CN)=z+w+y+ 2.
Portanto, AB+ CD = AC+ BD = AD + BC.
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(<) Suponha que

AB+CD = AC+ BD = AD + BC.

Se X € a intersecio da aresta BC' com o circulo inscrito de ABC, temos que BX =
BC + AB — AC

2

. Mas, como, por hipdtese, AB — AC = BD — CD, entao substituindo
—— BC+BD-CD

na expressao de BX, encontramos que BX = . Logo, X também ¢€ o

ponto de contato com o circulo inscrito de BC'D. Analogamente, mostramos que 0s dois
pontos de contato de qualquer outra aresta de ABCD com os dois circulos inscritos que

tocam essa aresta coincidem. Portanto, ABC'D € um tetraedro € Crelle pela Proposi¢ao
17. O

Lema 04: Em um tetraedro de Crelle ABCD, sejam X, Y, Z, U, V e W respecti-
vamente as intersecoes da esfera com as arestas AB, AC, AD, BC, CD e DB tais que

AX =p, BU = q, CV =r e DW = s. Sejam também a, b, ¢ e d os raios dos circulos
inscritos as faces BCD, ACD, ABD e ABC', respectivamente. Entao

1111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+—=+

a? qr qgs rs b2 pr ps rs 2 pg ps qs d2:p_q p_r E

Demonstragao: Temos que AB = p+q, BC = q+1r e CA = 1r+p. Da geometria

plana podemos expressar a drea de ABC por [ABC] = \/(p+ q+ r)pgr e também por
[ABC] = d(p+ q+ 1), igualando essas duas equagdes temos que

e pqr 1 1 1 1

(p+q+r) &2 pg pr oqr

De forma andloga, encontramos

11 11 11 1 1 1 1
Sttt m=2(—+—+—+—+—+—].
a C pq pr pSs qr qs rs

Proposigao 19: Sejam V o volume do tetraedro de Crelle ABC'D e p o raio da esfera
I' inscrita com respeito as arestas de ABC'D. Se X, U, V e W sao respectivamente as
intersecoes da esfera com as arestas AB, BC, CD e DB tais que AX = p, BU = g,
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CV =r e DW = s, entdo
_ 2pqrs

V =
3p
Demonstracao: Sejam X, Y e Z os pontos de contato da esfera I' com as arestas AB,
AC, AD de ABCD. Temos que AX = AY = AZ =p. Se I € o incentro de ABC, os

tridngulos retingulos AXI e AY'I sao congruentes e, assim, a corda XY € o dobro da

altura de AXI. Mas, da geometria plana, temos que a soma dos quadrados dos inversos
dos catetos de um tridngulo retingulo € igual ao quadrado do inverso da altura relativa a

hipotenusa, ou seja,

R

I
<R
=l
~—

+
—
= -
~—

E, pelo lema anterior,

4 1 1 1 1 _ 4p?
4 :_2+(_+_+_) _E bt oy Aar
XYy P pqg  pr o rq p*qr (p+a)p+r)
- 4 2 o 4 2
De forma andloga, achamos Xz =P yp-o__PI Assim,
(p+r)p+s) (p+q)p+s)
2 2 2
V.X7.V7 - 4dp=qr . 4prs ' 4p=qs
P+a)p+r) p+r)p+s) (P+a(p+s)
2 3
= XY -XZ-YZ = (2p)"qrs (1)

P+ p+r)p+s)

Figura 16 - Tetraedro de Crelle ABCD

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, seja O o pé da altura do tetraedro AXY Z relativa a face XY Z. Como
AX = AY = AZ = p, entio pelo caso de congruéncia de tridngulos cateto-hipotenusa,
os triangulos retingulos AOX, AOY e AOZ sao congruentes, logo OX = OY = OZ,
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ou seja, O € o circuncentro do tridngulo XY Z. Da geometria plana temos que a drea de

XY YZ-ZX
XY Z ¢é dada por [XY Z] = 0 , dai o volume do tetraedro A-XY Z ¢é dado por
1 XY YZ-ZX ——
vl(AXY Z) = - - 2 22 0. (I0)
3 4X0

Seja U o centro de I'. Note que os pontos A, O e U pertencem a reta medial do tridn-
gulo XY Z. Como A, O e U estao alinhados, temos que o triangulo AXU retdngulo em

X € semelhante ao tridngulo AOX retangulo em O, assim,

7H7
- ==

S
> I

(I11)

E substituindo (I) e (III) em (II), temos:

b (2p)°qrs P (2p)pqrs
3 (p+q)p+r)p+s) 4o 12p(p+q)p+7)p+s)

vol(AXY Z) =

Agora, pelo Corolario 07, temos que

vol(AXYZ) AX-AY -AZ N
1%  AB-AC-AD
(AXY Z 3

L vo ( ) p

v prap+rp+s)
(p+aq)p+r)p+s)
p3

P+ap+r)p+s) (2p)°pars
P’ 12p(p+q)(p+7)(p+s)

=V =

~vol(AXY Z) =

=V =

2
oy = PITS O
3p

3.2 Tetraedro Ortocéntrico

E natural nos perguntarmos se existe algum tetraedro em que as quatro alturas con-
correm em um unico ponto. A resposta a essa pergunta € positiva e esse tetraedro, como

veremos a seguir, ¢ chamado de ortocéntrico.

Definicao 10 (Tetraedro ortocéntrico): Um tetraedro ¢ dito ortocéntrico se suas

arestas opostas sao ortogonais.

Um romboéide é um paralelepipedo cujas faces sao losangos. Veremos abaixo que o

paralelepipedo circunscrito de um tetraedro ortocéntrico é um romboide.
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Proposicao 20: Um tetraedro é ortocéntrico se, e somente se, seu empacotamento

for um rombodide.

Demonstracao: De fato, as diagonais de um losango sao perpendiculares, isso implica
que as arestas opostas do tetraedro inscrito no rombdide sao ortogonais. Logo, o tetraedro
€ ortocéntrico. Reciprocamente, como as arestas do tetraedro ortocéntrico sao ortogonais,
as duas diagonais de cada face do paralelepipedo circunscrito sao perpendiculares, logo as

suas faces sao losangos. 0

Corolario 09: Um tetraedro é ortocéntrico se, e somente se, suas bimedianas sao
iguais.

Demonstracao: Uma bimediana do tetraedro ortocéntrico € igual a uma aresta do
romboide, que por sua vez sao todas iquais. Portanto, as bimedianas também sao iguais.
Reciprocamente, se as bimedianas de um tetraedro sao iguais, entao as arestas do seu
empacotamento também o sao, ou seja, as faces do empacotamento sao losangos. Logo, o

empacotamento € um romboide e, pela proposicao anterior, o tetraedro € ortocéntrico. []

Proposicao 21: Se um tetraedro tem dois pares de arestas opostas ortogonais, entao
o terceiro par de arestas também é ortogonal e este tetraedro é ortocéntrico.

Demonstracao: O empacotamento desse tetraedro tem dois pares de faces opostas que
sao losangos, logo o terceiro par de faces também é formado por dois losangos. Assim, o

empacotamento € um rombaoide e, portanto, o tetraedro € ortocéntrico. [l

Teorema 04: As quatro alturas de um tetraedro ortocéntrico sdo concorrentes.

Demonstracao: Sejam (T') = ABCD e (T") = A'B'C'D’ os tetraedros gémeos inscritos
no paralelepipedo (R). Seja AAy a altura de (T') que incide de A e € perpendicular a face
BCD.

Figura 17 - Tetraedro (T) inscrito em (R)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Temos que AA, também é perpendicular & face B'C'D'" de (T"), pois BCD e B'C'D’
sao paralelas. Mas como (R) é um rombdide, temos que as arestas AB', AC' e AD' sao
iguais, além disso, se O € o pé da perpendicular na face B'C'D’ que incide de A, entao

AO ¢ lado comum dos triangulos AOB', AOC" e AOD’. Logo, pelo caso de congruéncia

de tridngulos Cateto-Hipotenusa, OB'" = OC" = OD', ou seja, O é o circuncentro de
B'C'D’. Dat, como O pertence a AAy, entao AAy, passa pelo circuncentro do tridngulo
B'C'D' e, assim, também passa pelo circuncentro de (T"). Analogamente, provamos que
as outras alturas de (T') passam pelo circuncentro de (T"). Portanto, as alturas de (T)

sao concorrentes. ]

Definicao 11 (Ortocentro): O ponto comum as quatro alturas de um tetraedro

ortocéntrico é chamado de ortocentro do tetraedro.

Corolario 10: O ortocentro de um tetraedro ortocéntrico é¢ o simétrico do seu cir-
cuncentro com respeito ao centroide.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 11, um tetraedro (T') € simétrico ao seu tetraedro gé-
meo (T") com respeito ao centréide (comum aos tetraedros). Logo, o circuncentro de (T)
€ simétrico ao circuncentro de (T") com respeito ao centréide, mas pelo teorema acima o

circuncentro de (T") é o ortocentro de (T'). Dai o resultado. O

Proposicao 22: Em um tetraedro ortocéntrico as bialturas passam pelo ortocentro
do tetraedro e, além disso, os pés das bialturas determinam os triangulos 6rticos das faces.

Demonstracao: Seque imediatamente do Teorema 04 e do Corolario 04. [l

Da geometria plana sabemos que o baricentro, o circuncentro e o ortocentro de um
tridngulo sao colineares (pertencem a reta de Euler) e, além disso, a distancia entre o ba-
ricentro e o circuncentro é igual a metade da distancia entre o baricentro e o ortocentro.

Utilizaremos esse fato para provar a proposicao abaixo.

Proposicao 23: Os pés das alturas de um tetraedro ortocéntrico sao os ortocentros
das faces do tetraedro.

Demonstracao: A diagonal AA" do rombdide circunscrito (R) encontra a face BC'D
do tetraedro ABCD em seu baricentro G, pela Proposi¢ao 10 (Figura 18). Pela prova
do Teorema 04, a perpendicular sobre BCD que passa por A, intersecta BC'D no seu
circuncentro O.

Agora, seja H o pé da altura AH sobre BC'D. Temos, por semelhanc¢a de tridngulos,
que

HG:GO =AG:GA' =2:1.
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Portanto, H € o ortocentro de BCD.

Figura 18 - Rombéide (R) e sua diagonal AA’

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3 Tetraedro Trirretangulo

O tetraedro trirretangulo é o equivalente ao triangulo retangulo na teoria dos tetra-
edros. Existe também uma generalizacao do teorema de Pitagoras que vale para esses

tetraedros.

Defini¢ao 12 (Tetraedro trirretangulo): O tetraedro que tem um angulo triédrico
reto é chamado de tetraedro trirretangulo. Este angulo triédrico sera chamado de
angulo reto do tetraedro. A face oposta ao vértice do angulo reto seré referida como a
base do tetraedro e as arestas que incidem do angulo reto serao chamadas de catetos ou
pernas do tetraedro. O segmento que incide do vértice do angulo reto e é perpendicular

a base é chamado de altura do tetraedro trirretangulo.

Figura 19 - Tetraedro trirretangulo reto em A

D

C

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Note que, em particular, um tetraedro trirretangulo é ortocéntrico, pois se A for o
vértice do angulo reto, entao AD é perpendicular ao plano ABC, assim, é ortogonal a
BC'. De forma semelhante, temos que AB ¢é ortogonal a C'D e AC ¢é ortogonal a BD.
Assim, pela Proposicao 23, temos que o pé da altura de um tetraedro trirretangulo é o
ortocentro da base. Abaixo, mostraremos uma prova alternativa desse resultado sem o

uso da secao anterior.

Proposigao 24: Em um tetraedro trirretangulo o pé da altura é o ortocentro da base.
Demonstracao: Seja H o pé da altura DH do tetraedro trirretangular D-ABC. A
aresta DC' € perpendicular ao plano DAB, e assim, a AB. Um plano CDR pode ser
construido através de C'D perpendicular a AB em R, logo os planos CDR e ABC' sao

perpendiculares.

Figura 20 - Tetraedro trirretangulo e plano CDR

Fonte: Elaborado pelo autor.

O plano CDR contém a altura DH e corta ABC' ao longo da altura CR do tridngulo
ABC, dai, H esta em CR. De forma andloga provamos que H pertence as outras duas
alturas de ABC', e portanto, H € o ortocentro de ABC'. O

Proposigao 25: Se D-ABC' for um tetraedro trirretangulo reto em D, seu volume é

dado por

DA-DB-DC

5 )
Demonstracao: De fato, seja (P) o paralelepipedo gerado pelos catetos DA, DB e DC.
Como (P) € um paralelepipedo retangulo, temos que vol(P) = DA - DB - DC'. Portanto,

vol(DABC') =
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pelo Teorema 03, temos

vol(DABC) =

vol(P) DA-DB-DC
6 6 '

t

Proposicao 26: A soma dos quadrados dos inversos dos catetos de um tetraedro
trirretangulo é igual ao quadrado do inverso da altura do tetraedro.

Demonstracao: Sejam DA = a, DB =b e DC = ¢ os catetos e DH = h a altura do
tetraedro trirretingulo D-ABC' (Figura 20). Se DR ¢é a perpendicular de AB sobre D,

temos no tridngulo retdngulo DAB que

1 1 1

DR2 2 + b2’

Agora, CD ¢é perpendicular ao plano DAB e CR ¢é perpendicular a AB e, portanto,
DH ¢ a altura do tridngulo retingulo DCR. Assim,

1 1 1

2o DR 2

e portanto,
1 1 1 1

a2 T a

O

O teorema abaixo é uma generalizacao do teorema de Pitdgoras que vale quando o

tetraedro é trirretangulo.

Teorema 05 (De Gua): O quadrado da area da base de um tetraedro trirretangulo
é igual a soma dos quadrados das areas das outras trés faces.

Demonstracdao: Seja D-ABC um tetraedro trirretangulo reto em D. Chame DA = a,
DB =b, DC = c e h a altura do tetraedro. Dai,

a-b-c=6-vol(DABC)=6---[ABC]-h=2-[ABC] - h. (I)

Wl =

Por outro lado, pela Proposi¢ao 26, temos que

1 1 1 1
ﬁ:$+b_2+c_2. (1I)
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be\ 2
E multiplicando ambos os lados da igualdade (II) por <%) , ficamos com

- (5) 6+ (9)- "

Substituindo (1) em (III), chegamos a

A[ABC)? - h?

T = [BCDJ]? + [ABD)* 4 [ACD]*.

Portanto,
[ABC)? = [BCD)? + [ABDJ? + [ACDJ*.

O

Proposigao 27: O prolongamento da bariana de um tetraedro trirretangulo que
incide do vértice do angulo reto passa pelo circuncentro do tetraedro e esta bariana é
igual a dois tergos do circunraio do tetraedro.

Demonstragao: Seja o tetraedro trirretdngulo D-ABC'. Construa o paralelepipedo (P)
retangular DCA'B-AB'C'D’ gerado pelas arestas DA, DB e DC', como mostra a Figura
21.

Figura 21 - Paralelepipedo (P) gerado pelo tetraedro

D’ B'

Fonte: Elaborado pelo autor.

O circuncentro O de D-ABC' também € o circuncentro de (P), assim O € o ponto
médio da diagonal DD" de (P). Agora, (P) é o paralelepipedo circunscrito do tetraedro
D'-ABC, logo D'D passa pelo baricentro U de ABC' e, pela Proposicao 10, DU € igual a
um ter¢o de D'D. Portanto, DU € igual a dois ter¢os do circunraio DO. U

Corolario 11: O circuncentro de um tetraedro trirretangulo é simétrico ao vértice do

angulo reto com respeito ao centréide do tetraedro.
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Demonstracao: Seja G o centroide do tetraedro. Com as mesmas notagoes da propo-

sicao anterior, temos que

3 3 /1 1 1 1
DG=°DU="(-DD'|=-DD' ==>.2DO = -DO.
G=3PU 4(3 ) 4 g 2PO=45D0

Portanto, G € o ponto médio de DO, dai seque o resultado. [l
3.4 Tetraedro Isofacial
O tetraedro isofacial é o equivalente ao tridngulo isésceles na teoria dos tetraedros.

Definicao 13 (Tetraedro Isofacial): Um tetraedro ¢ dito isofacial se uma de suas
faces é um triangulo equilatero e as faces restantes sao triangulos isésceles congruentes.

A face equilatera serd chamada de base do tetraedro isofacial.

Proposicao 28: Os angulos triédricos da base de um tetraedro isofacial sao congru-
entes.

Demonstracao: Seja A-BC'D um tetraedro isofacial de base BC'D. Os dngulos da base
sao iguais a 60°, jd as faces laterais sao tridngulos isdsceles congruentes, logo os dngulos
das bases desses tridngulos sao congruentes a, digamos, a. Agora basta observar que cada
dngulo triédrico da base do tetraedro tém dois lados iguais a o e um lado igual a 6(F e,

portanto, sao congruentes. [l

Proposigao 29: Todo tetraedro isofacial é um tetraedro de Crelle.

Demonstracdao: Seja A-BCD um tetraedro isofacial de base BCD. Temos que AB =
AC = AD e BC =CD = BD. Logo, AB+ CD = AC + BD = AD + BC'. Portanto,
pela Proposi¢cao 18, A-BC'D é um tetraedro de Crelle. U

Proposigao 30: Todo tetraedro isofacial é ortocéntrico.

Demonstracao: Seja o tetraedro isofacial A-BC'D de base BCD. Se M ¢é o ponto
médio de DB, entao C'M ¢é perpendicular a DB, pois CM € altura do tridngulo equildtero
BCD. De forma semelhante, AM ¢é perpendicular a DB, pois AM € a altura do tridngulo
1s0sceles ABD. Assim, o plano ACM é perpendicular a DB, logo AC' ¢é ortogonal a DB.
Analogamente, provamos que AD € ortogonal a CB e AB € ortogonal a C'D. Portanto,
A-BCD € ortocéntrico.
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Figura 22 - Ponto médio M de DB do tetraedro isofacial A-BCD

A

=

B

Fonte: Elaborado pelo autor.

O

Um rombodide em que todas as faces sao losangos congruentes é chamado de rombo-

edro.

Proposicao 31: Um tetraedro é isofacial se, e somente se, seu empacotamento for
um romboedro.

Demonstracao: De fato, seja A-BC'D um tetraedro isofacial de base BC'D, por ser
ortocéntrico o seu empacotamento € um rombdide, mas note que a diagonal maior e a
diagonal menor das faces do rombdide sao iguais a aresta AB e BC, respectivamente.
Portanto, os losangos sao todos congruentes, ou seja, o empacotamento de A-BCD € um
romboedro. Reciprocamente, se o empacotamento de A-BCD for um romboedro, temos
que as diagonais menores das suas faces sao iguais. Logo, a base de A-BC'D € equild-
tera. Além disso, as diagonais maiores das faces do empacotamento também sao iguais, ou

seja, as faces laterais de A-BC'D sao tridngulos isdsceles. Portanto, A-BC'D € isofacial.[]

Proposigcao 32: Em um tetraedro isofacial A-BC' D, a altura e a bariana relativas a
base BC'D sao coincidentes.

Demonstracao: Basta observar que pelo fato do tetraedro também ser ortocéntrico, o
p€ da altura que incide de A € o ortocentro da base BC'D, mas devido a BC'D ser um
tridngulo equildtero, seu ortocentro € igual ao baricentro. Portanto, a altura e a bariana

que partem de A coincidem . 0

Proposicao 33: Se D-ABC for um tetraedro isofacial de base ABC tal que AB = a

e AD = b, seu volume ¢é dado por

1
vol(DABC) = ﬁazx/?)bz —a’.
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Demonstracao: Seja H o baricentro de ABC. Temos que DH € a altura do tetraedro

e, pelo Teorema de Pitagoras,

2 2 2
i = e (2am) = e (2.93) _
3 3 2 3

Portanto,

2 2
vol(DABC) = %m- ABC] = ( b — “—> - (a \/§> _ %aQ\/BbQ e

3 4

Wl =

3.5 Tetraedro Isosceles

O tetraedro isdsceles, apesar do nome, é o equivalente ao triangulo equilatero na teoria

dos tetraedros.

Definicao 14 (Tetraedro isosceles): Um tetraedro ¢ dito isésceles (ou equifacial)

se suas arestas opostas sao congruentes.

Proposicao 34: O empacotamento de um tetraedro isoésceles ¢ um paralelepipedo
retangulo.

Demonstracao: Como quaisquer duas arestas opostas sao iguais, cada uma das faces do
paralelepipedo circunscrito tem diagonais 1guais, logo todas as faces desse paralelepipedo
sao retangulos. Inversamente, se todas as faces de um paralelepipedo sao retangulares, as
diagonais em cada uma dessas faces sao iguais e, portanto, o tetraedro inscrito tem os

pares de arestas opostas iguais. U

Proposicao 35: Seja (T') um tetraedro isosceles e (1) seu tetraedro gémeo. O pé da
perpendicular tragada de um vértice de (7”) a face correspondente de (T") é o ortocentro
dessa face.

Demonstragao: Seja (T') = A'B'C'D’ o tetraedro gémeo de (T') = ABCD. O vértice
A" de (T") corresponde a face BCD de (T) e A" e A sdo vértices diagonalmente opostos
do paralelepipedo circunscrito (P) dos tetraedros (T') e (T"). Como (P) € retangulo, o te-
traedro A’BC' D ¢€ trirretangulo de base BCD e, pela Proposi¢ao 24, o pé da perpendicular
a BCD que passa por A" é o ortocentro da face BCOD. O

Proposicao 36: Um tetraedro é isosceles se, e somente se, as barianas sao iguais.

Demonstracao: O paralelepipedo circunscrito (P) do tetraedro (T') € retangular, por-
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tanto as suas diagonais sao iguais. Como as barianas sao iguais a dois ter¢os das respec-
tivas diagonais, concluimos que elas sao iguais. Inversamente, se as barianas de (T') sao
iguais, entao as diagonais de (P) também o sao, logo (P) € retangular e, portanto, (T) €

1s0sceles. O

Proposigao 37: As bimedianas de um tetraedro isésceles coincidem com as bialturas
e formam um angulo triédrico trirretangular.

Demonstracao: Como (T) € isdsceles, entao (P) € retangular e, dai, cada bimediana
¢ perpendicular as faces correspondentes em (P), ou seja, as bimedianas coincidem com
as respectivas bialturas. Pelo Coroldrio 01, as bimedianas sao perpendiculares, formando

assim um dngulo triédrico trirretangular com origem no centrdide. O

Proposigao 38: Se duas das bimedianas de um tetraedro coincidem com as respec-
tivas bialturas, entao o tetraedro é isosceles.

Demonstrac¢ao: Dado o tetraedro EBGD e seu paralelepipedo circunscrito ABCD-
EFGH, seja IJ uma bimediana perpendicular as arestas BD e EG (Figura 23). Assim,
ela também € perpendicular as faces ABCD e EFGH, logo, o paralelepipedo circunscrito

€ reto e as suas faces laterais sao retangulos, dai, GB = ED e GD = BE.

Figura 23 - Tetraedro EBGD e seu paralelepipedo circunscrito

E

F, J H
G
A
— |
B
\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analogamente, se KL for uma bimediana perpendicular as arestas GD e BE, prova-
mos que EG = BD. Portanto, ABCD € isdsceles. O

Pela definigao, concluimos facilmente que as faces de um tetraedro isésceles tém mesmo
perimetro e mesma area. No entanto, a reciproca é bem mais dificil de provar. Para o
caso do perimetro é mais imediato e para o caso das areas precisaremos do Teorema de

Bang.

Proposicao 39: Se todas as faces de um tetraedro tém o mesmo perimetro, entao o

tetraedro é isosceles.
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Demonstracao: Sejam os pares de arestas opostas com comprimentos a e a’, b e b/, ¢

e d (como mostra a figura abaizo).

Figura 24 - Tetraedro em que as faces tem mesmo perimetro

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para faces com mesmo perimetro temos

a+b+c=a+b+=d+b+=d +V +c

Dar,
at+b+tc=a+b+=>b+c=b+¢ (1)
ad+b+cd=d+V+c=b+=VV+c (IT)

De (I) e (I1I) concluimos que ¢ = . Logo, b+ =b +c=b=0 ea+b+c =

a +b+cd = a=d. Portanto, o tetraedro é isdsceles. O

Proposigcao 40: Se as faces de um tetraedro tém &reas iguais, entao o tetraedro é
isosceles.

Demonstracao: Sejam X, Y, Z e W, respectivamente, as intersecoes das faces ABC,
ACD, ABD e BCD com a esfera inscrita ao tetraedro ABCD. Note que BXC = BWC,
AZB = AXB, AXC=AYC, AYD=AZD,CYD =CWD e BWD = BZD pelo caso
de congruéncia de triangulos L.L.L. Assim, podemos chamar a = [BXC] = [BWC], b =
[AZB] = [AXC], ¢ = [AXC| = [AY (], « = [AYD] = [AZD], V¥ = [CYD]| = [CWD] e

¢ = [BWD] = [BZD)]. Dai, como as faces tém mesma drea, entao:

a+b+c=a+b+=d+b+=d+V+c

que tem como solucio c=c, b=V ea=d.
Agora, chame P = AZ =AY = AX,Q=BX =BZ=BW,R=CY =CX =CW e
S =DZ = DY = DW. Note que,

[BXC]=[AYD]= --Q-R-sen(a) = % -P-S-sen(a)

N | —
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onde o = med(B)A(C), o = med(A}A/D). Mas pelo Teorema de Bang, o = o, o que
implica Q- R= P -S. De forma semelhante, encontramos P-QQ =R-S e P-R=Q-S.
Dat,

P-Q R-S P R
Q-R P-S R P
Assim, temos também que Q@ = S. E

P.R=Q-S=P*=Q°=P=qQ.

Logo, P = Q = R = S. Finalmente, pelo caso de congruéncia de tridngulos L.A.L.,

temos

AZD =AY D = BXC = BWC (I)
BZD =BWD = AY(C = AXC (H)
AZB=AXB=CYD=CWD (III)

De (1) concluimos que BC = AD, de (II) concluimos que BD = AC' e de (11I) con-
cluimos que AB = CD. Portanto, o tetraedro ABCD € isdsceles. O

Proposicao 41: Um tetraedro é isésceles se, e somente se, as faces sao congruentes.
Demonstracdo: Se um tetraedro ABCD ¢ isdsceles, por definicio, temos que AB =
CD, AC = BD e AD = BC'. Assim, pelo caso de congruéncia L.L.L. as faces sao tridn-

gulos congruentes. Agora, se as faces sao congruentes, em particular as dreas sao iguais

e, pela Proposicao 40, o tetraedro € isdsceles. O

Proposicao 42: Um tetraedro € isosceles se, e somente se, a soma dos angulos das
faces com origem em um mesmo vértice é 180°.

Demonstracao: Suponha que o tetraedro ABCD seja isdsceles. Considere a sua pla-
nificacdo como mostra a Figura 25. Temos que AB = CDs = CDy = ¢, AC = BD; =
BD3 =b e BC = ADy = AD, = a. Assim, o quadrildtero AD;BC é um paralelogramo,
pois tem os lados opostos iguais. Dai, D1§C’ + AﬁlB = 180°. Como as faces de um

tetraedro 1sdsceles sao congruentes, entao AﬁlB = C’ED;;, pois os dois dngulos estao
opostos ao lado de tamanho c. Logo, 180° = DléC + AZA)lB = D1§A + ABC + C§D3.
Analogamente, provamos para os outros vértices. Agora, suponha que a soma dos angu-
los das faces com origem em wm mesmo vértice de um tetraedro vale 180°. Assim, B
€ colinear com Dy e Ds. Similarmente, temos que C € colinear com Dy e D3, e A é
colinear com Dy e Do. Dai, Dy, Dy e D3 formam um tridngulo onde A, B e C' sao os
pontos médios de D1Dy, D1D3 e DyDs, respectivamente. Pelo Teorema da base média,
BC = %DlDz =AD, AC = %Dng =BD e AB = %Dng = CD. Portanto, o tetraedro
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€ 1sdsceles.

Figura 25 - Planificacao do tetraedro ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor.

O

Proposicao 43: Um tetraedro é isésceles se, e somente se, seus quatro angulos trié-
dricos sao congruentes.

Demonstracao: Considere a planifica¢ao do tetraedro isosceles ABC'D como mostra a
Figura 26.

Figura 26 - Planificacao do tetraedro is6sceles

Fonte: Elaborado pelo autor.

SejamAB:CD;g:CDg:c, AC:BDl :BD3:b BBC:ADl :ADQZCL.
Pela proposicao anterior, temos que Dy, Dy e D3 formam um triangulo onde A, B e C' sao

0s pontos médios de D1Do, D1Ds e Dy D5, respectivamente. Pelo Teorema da base média,
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BC € paralelo a D1 Dy, AC' € paralelo a D1 D3 e AB € paralelo a Dy D3, assim, D1§A =
BDsC = ACD, = CAB, BAD, = DsCB = CD,A = ABC ¢ AD,B = CBD;3 =
DQA\C = BCA. Logo, as faces de um dngulo triédrico sao duas a duas congruentes com
as faces de outro dngulo triédrico do tetraedro. Portanto, os quatro dngulos triédricos sao
congruentes. Reciprocamente, suponha que os dngulos triédricos do tetraedro ABC'D sdo
congruentes. Sejam 121\, E, CeD os angulos triédricos com origem em A, B, C' e D,
respectivamente. Chame ABD = Q, ABC = b e CBD = v (Figura 27). Assim, como
B =D e o diedro de origem BD é comum aos dois, temos duas opgoes: BDA = Q,
BDC = v e ADC = B ou BDA = v, BDC = a ¢ ADC = B. Em qualquer caso temos
ADC = B. Analogamente, como B = A e o diedro de origem BA € comum aos dois,

concluimos que CAD = ~v. De mesma forma, de B= é, encontramos DCA = a.

Figura 27 - Tetraedro com angulos triédricos congruentes

D

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo, olhando para o triangulo ACD, temos que o + 3 + v = 180°. Portanto, pela
Proposicao 42, o tetraedro ABCD € isdsceles. O

Proposicao 44: Em um tetraedro isésceles, o centroide é equidistante dos vértices e
equidistante das faces.

Demonstracao: Sejam A, B, C, D os vértices do tetraedro isdsceles (T') com centrdide
G. Provaremos primeiramente que G € equidistante dos vértices. De fato, como as ba-
rianas de um tetraedro isdsceles sao iguais, o Teorema de Commandino garante que o
centroide G € equidistante dos vértices de (T'). Agora, provaremos que G € equidistante
das faces. Como G € equidistante dos vértices de (T'), temos que AG = BG = CG = DG,
dat os tetraedros G-CBA, G-DAB, G-ADC e G-BCD sao congruentes. Isso implica que
suas alturas de G até as respectivas bases sao iguais. Logo, G € equidistante das faces de
(7). O

O que provamos na proposi¢ao anterior é que o centroide de um tetraedro isosceles é

o circuncentro e também o incentro do tetraedro.
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Corolario 12: O inraio de um tetraedro isésceles é um quarto da altura do tetraedro.
Demonstracao: De fato, em um tetraedro isosceles o centrdide coincide com o centro
da esfera inscrita as suas faces pela Proposi¢ao 44. Logo, pela Proposicao 09, seque o

resultado.

Proposigao 45: A intersecao das faces de um tetraedro isésceles com a esfera inscrita
as faces sao os circuncentros dessas faces.

Demonstracao: Seja o tetraedro isosceles ABC'D de centrdide G. Tome os triangulos
AGO, BGO e CGO, onde O € a intersecao da esfera com a face ABC. Note que, por G

também ser o incentro do tetraedro, os tridngulos AGO, BGO e CGO sdo retdngulos em

O. Além disso, por G ser o circuncentro do tetraedro, temos que AG = BG = CG. Logo,

pelo caso de congruéncia de triangulos Cateto-hipotenusa, os tridngulos AGO, BGO e

CGO sao congruentes e, assim, AO = BO = CO. Dai, O é um ponto equidistante dos
vértices de ABC, ou seja, O € o circuncentro da face ABC. Analogamente, provamos o

mesmo para as outras faces de ABCD. U

Corolario 13: As faces de um tetraedro isésceles sao tridangulos acutangulos.

Demonstracao: Pela proposicio anterior, a esfera inscrita toca internamente as fa-
ces do tetraedro nos seus circuncentros. Por outro lado, um tridngulo é acutdngulo se,
e somente se, seu circuncentro estd contido em seu interior. Portanto, as faces de um

tetraedro isdsceles sao tridngulos acutdngulos. O

Proposicao 46: Um tetraedro é isosceles se, e somente se, as alturas sao iguais.

Demonstracao: (=) Seja G o centrdide do tetraedro isdsceles. Pela Proposi¢ao 44,
temos que G € equidistante das faces. Mas a distancia do centroide as faces é um quarto
das respectivas alturas, o que implica que as alturas do tetraedro sao iguais.

(<) Temos que as quatro alturas do tetraedro ABC'D sao iguais. Por outro lado, o
volume V(ABCD) do tetraedro pode ser dado por

V(ABCD) = [ABC] - hp _ [BCD] - hy _ [ACD] - hpg _ [ABD] - h¢
3 3 3 3

onde ha, hg,hc e hp sao as alturas que incidem dos vértices A, B, C' e D, respecti-

vamente. Dai, [ABC] = [BCD] = [ACD] = [ABD]. Portanto, pela Proposi¢ao 40, o

tetraedro € isosceles. O

Proposigao 47: Seja (7)) um tetraedro com circuncentro M, incentro I e centroide
G.Se M =Goul=GouM =1, entao (T') ¢ isosceles.
Demonstragao: (M = G): Temos que a distancia de G aos vértices sao iguais por

hipdtese e, pelo Teorema de Commandino, a distancia de G ao baricentro das faces também
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serao iguais. Logo, as barianas sao iguais e, portanto, (T') € isdsceles.

(I = G): Se o incentro coincide com o centréide do tetraedro (T) de vértices A, B,
C e D, entao a distincia de G as faces sao iguais. Como, pela Proposi¢cao 09, essas
distdncias sao um quarto das respectivas alturas, temos que as alturas do tetraedro sao
wguais e, logo, o tetraedro € isdsceles.

(M =1): Seja o tetraedro (T') de vértices A, B, C e D. Com os vértices A, B e C,
podemos formar os tridngulos AIO, BIO e CIO retingulos em O, onde O € a intersecao
da esfera inscrita a (T) com a face ABC. Mas, se o incentro coincide com o circun-
centro de (T'), entdo os vértices A, B e C' sao equidistantes do circuncentro de (T') e os
tridngulos AIO, BIO e CIO sao congruentes. Logo, a esfera inscrita intersecta a face
ABC' no seu circuncentro. Analogamente, mostramos que a esfera inscrita intercepta
as outras faces do tetraedro nos seus circuncentros. Note que o0s circulos circunscritos
das quatro faces tem raios iguais. Agora, usando o fato de que cordas iguais subtendem
angulos iguais em circulos iguais, temos que BAC = BDC = u, ABC = ADC = v,
BOA = BDA =w, ACD = ABD =/, DAB = DCB =, DAC = DBC = w'. Mas,
utvtw = u'+v'+w = v +v+w = utv 4w’ = 180°. Dai, v+w = v'+w'ev+w’ = v +w.
Resolvendo esse sistema de duas equagoes encontramos v =v', w = w' e, assim, u = u'.
Portanto, as faces sao semelhantes. Mas como quaisquer duas dessas faces tém um lado
comum, concluimos que elas sao congruentes e, consequentemente, as arestas opostas de

(T') sao iguais, ou seja, (T') € isdsceles. O
3.6 Tetraedro Regular

Definicao 15 (Tetraedro regular): Um tetraedro ¢ dito regular se suas faces sao

triangulos equilateros.

Note que, em particular, um tetraedro regular é isofacial e isésceles. Por consequéncia

também é ortocéntrico e de Crelle.

Proposicao 48: O empacotamento de um tetraedro regular é um cubo.
Demonstracao: Seja (T) um tetraedro regular. Por ser também isdsceles, seu empa-
cotamento (P) € reto retingulo. Mas como (T) é ortocéntrico, as diagonais de (P) sao

perpendiculares, assim, as faces de (P) sao quadrados. Portanto, (P) é um cubo. O

Proposigao 49: O volume V' de um tetraedro regular de aresta a é dado por

V= a’v2
12

Demonstracao: Como o tetraedro tem aresta a, entao as faces do cubo circunscrito
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3 3\/5
a a a
sao quadrados de lado —. Dai, o volume Vo do cubo € dado por Vo = | —= | = .
! V2 ¢ e (ﬁ) |
3
2
Mas, V = %, portanto, V = a1\2/_.

O

Proposicao 50: Em um tetraedro regular (T') de aresta a, temos que:

(I) as bialturas coincidem com as bimedianas relativas ao mesmo par de arestas opostas
av'2

e medem ——;

2 7

o : . a6
(IT) as alturas coincidem com as barianas relativas a mesma face e medem 5

Demonstragao: Por (T) ser isdsceles, pela Proposicao 37, provamos a primeira parte

de (I). Agora, note que a diagonal da face do cubo circunscrito a (T') € igual a a, logo as

faces do cubo sao quadrados de lado . Mas como as bimedianas de (T') sao iguais as

. . i . av2 ‘ .
arestas do cubo circunscrito, entao as bimedianas medem —5 ou seja, as bialturas de um
a o,
tetraedro reqular medem ——. Para provar (I1), basta observar que por ser ortocéntrico,
0s pés das alturas de (T') sao os ortocentros das bases, mas devido a qualquer face de (T)
ser equildtera, seu ortocentro € igual ao baricentro. Dai, a bariana relativa a essa face
coincide com a respectiva altura. Além disso, por (T') ser isdsceles, temos que suas alturas
sGo iguais e suas faces tém dreas iguais. Dai, se h for a altura de (T') de vértices A, B,

C eD, temos que

3. (a3\/§>
b 3vol(T) 12 B av/2 B av/6
- [ABC] <a2\/§> V3 3

4

U

Pela Proposigao 44, temos que o centroide de um tetraedro regular é equidistante das
faces e equidistante dos vértices. Na proxima proposi¢ao, demonstraremos que o centroide

de um tetraedro regular ¢ equidistante das arestas.

Proposicao 51: Em um tetraedro regular, a esfera inscrita as arestas intercepta esse
tetraedro nos seus pontos médios e o seu centro coincide com o centrbide do tetraedro.

Demonstracao: Seja G o centroide do tetraedro. Como as bialturas coincidem com as
bimedianas, temos que 0s pés das bialturas sao os pontos médios das arestas. Como G ¢é
o ponto médio das bimedianas, entao as distancias de G aos pontos médios de cada aresta
sao iguais, pois as bimedianas tém o mesmo comprimento. Portanto, G é o centro da

esfera inscrita as arestas, onde os pontos médios sao os pontos de contato da esfera com
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as arestas do tetraedro. O

Proposicao 52: Em um tetraedro regular de aresta a, temos que:

a\/6

(i) o raio R da esfera circunscrita vale R = 1

v
127
av/2

(iii) o raio p da esfera inscrita com respeito as arestas vale p = 1

Demonstracao: O tetraedro € em particular isdsceles, assim, temos que seu centrdide

(ii) o raio r da esfera inscrita com respeito as faces vale r =

O também € o incentro e o circuncentro do tetraedro pela Proposicao 44. Seja H o pé da
altura que incide de D relativa a base ABC'.
(i) Temos que

S

av/6
A

a

.DH =

R=DO =

e~ w
A~ w

w ‘

(ii) Temos que

S

a

_ 1 — a\/é
—OH=--DH=-" = ave
r=0H=7 173 12

(i1i) Temos que a esfera tangente as arestas as toca nos mesmos pontos em que 0s

circulos inscritos das faces tangenciam os lados. Dai, pelo fato do tetraedro ser regular,
temos que esses pontos sao os pontos médios das arestas. Usando as mesmas notacoes da

a
Proposicao 19, temos quep =q=1r =5 = > assim, o volume V do tetraedro é dado por

4

_ 2pgrs 2 (a)4 a
2

V = =— = —.
3p 3p 24p

Por outro lado, sabemos que o volume de um tetraedro regular vale

a2
V= 5

Assim temos
a’\/2 a* N av/2
12 24y P74

O

Corolario 14: O raio p da esfera inscrita com respeito as arestas de um tetraedro
regular é igual a média geométrica entre o raio R da esfera circunscrita e o raio r da esfera

inscrita com respeito as faces do tetraedro.

av/6 . av/6 a av/2

Demonstracao: De fato, VR -r = 1 o = N =5 =P

O
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4 ESFERAS RELACIONADAS A UM TETRAEDRO

No capitulo 2 vimos que sempre existe a esfera inscrita com respeito as faces e a esfera
circunscrita de um tetraedro. Agora veremos outras esferas que podemos construir em

um dado tetraedro.
4.1 Esferas Escritas

Sejam ABC, ABD, ACD e CBD os quatro planos formados pelos vértices de um
tetraedro ABC'D. Chamaremos esses planos de faces expandidas do tetraedro. Esses
planos dividem o espago em quinze regides, a saber: (a) a regido interna do tetraedro;
(b) quatro regides formadas por uma face do tetraedro e os outros trés planos que nao
contém aquela face, em outras palavras, as regides formadas quando de um angulo trié-
drico do tetraedro removemos o proprio tetraedro (chamaremos essas regioes de troncos
do tetraedro); (c) seis regides que tem por extremos um aresta do tetraedro e as quatro
semirretas que pertencem as intersecoes dos planos com origem em um dos extremos da
aresta considerada (chamaremos cada uma dessas regides de telhado do tetraedro e a
aresta pertencente a esse telhado de crista); (d) quatro regides triédricas com origem em

um vértice do tetraedro e formados pelos trés planos que contém aquele vértice.

Lema 05: (i) Os planos bissetores internos dos trés angulos diédricos de um triedro
se interceptam ao longo de uma reta equidistante das faces do triedro.

(ii) O plano bissetor interno de um angulo diédrico de um triedro e os planos bisse-
tores externos dos dois angulos diédricos restantes se interceptam ao longo de uma reta
equidistante das faces do triedro.

Demonstragao: (i) Seja o triedro S-abc de origem S e arestas a, b e c. Os planos
bissetores dos diedros de origem em a, b e ¢ tém o ponto S em comum, logo existe uma
reta que € comum a esses planos e, por definicao de plano bissetor, a reta € equidistante
das faces do triedro.

(i1) Andlogo a (i). O

As retas do lema anterior sdo chamadas de eixos do triedro. Ainda pelo lema anterior

temos que um triedro tem quatro eixos, um interno e trés externos ao triedro.

Proposigao 53: Existem no méaximo oito pontos equidistantes das faces (expandidas)
de um tetraedro.

Demonstracao: Seja o tetraedro ABC'D. Note que um ponto equidistante das quatro
faces de ABC'D deve estar em um dos quatro eizos do dngulo triédrico de origem em D

e em um dos planos bissetores (interno e externo) do diedro BC. Agora, os quatro eizos



51

e 0s dois planos bissetores poderdao se intersectar em no mdximo oito pontos. Dai seque a

PTroposicao. U

Note que um dos pontos encontrados na proposi¢ao anterior é o incentro do tetraedro

que é a intersecao do eixo interno ao triedro de origem em D com o plano bissetor interno

do diedro BC.

Definicao 16 (Esfera escrita): Cada um dos pontos equidistantes das faces expan-
didas de um tetraedro podem ser tomados como o centro de uma esfera tangente as quatro

faces do tetraedro. Essas esferas sao chamadas de esferas escritas ao tetraedro.

Na geometria plana, se tivermos trés pontos A, B e C tais que C' esta entre A e B e
nao é ponto médio de AB, dizemos que o tinico ponto D que pertence a reta dos pontos A,
B e C e que satisfaz g—g = g—g é o conjugado harmoénico de C' em relacao ao segmento
AB. O ponto médio de um segmento nao possui conjugado harmoénico. Utilizaremos esse

conceito nas proposicoes a seguir.

Lema 06 (Gergonne): O plano bissetor interno de um angulo diédrico de um tetra-
edro divide a aresta oposta na razao das areas das faces adjacentes.

Demonstracao: Seja E a interse¢ao da aresta CD com o plano bissetor interno do
dngulo diédrico AB do tetraedro ABCD. Como o ponto E € equidistante das faces ABC
e ABD, os tetraedros E-ABC' e E-ABD tém alturas iguais. Logo,

wl(EABC)  [ABC]

vol(EABD)  [ABD]

Agora, esses tetraedros tém uma base comum ABE, assim, seus volumes estdo entre
si como as distancias dos pontos C' e D ao plano ABE, e essas distdncias, por sua vez,

estiao entre si como os segmentos CE e DE. Portanto,

[ABC] CFE
[ABD]  DE
As outras relagoes sao feitas de modo andlogo. U

Lema 07: Em um tetraedro, a soma das areas de trés faces é maior que a area da
quarta face.

Demonstracao: Seja D' a projecao de D no plano de ABC do tetraedro ABCD. Note
que os tridngulos ADB e AD'B tém a base AB comum, mas a altura de ADB relativa a
base AB € maior que a altura de AD'B relativa a mesma base. Logo, [ADB] > [AD'B].
Analogamente, [ADC| > [AD'C| e [BDC| > [BD'C]. Por outro lado, [AD'B]+[AD'C]+
[BD'C] > [ABC]. Portanto, [ADB] + [ADC| + [BDC] > [ABC]. O



52

Proposicao 54: Cada um dos quatro troncos de um tetraedro contém uma esfera
escrita.

Demonstracao: Seja DABC' um tetraedro. Sejam I o incentro e P a intersecao da reta
DI com o plano ABC'. Considere os tetraedros DPAB, DPBC e DPCA e os planos bis-
setores internos ABI, BC'I e CAI dos dngulos diédricos AB, BC' e C' A, respectivamente.
Pelo Lema 06,

DI _ [ABD] _ [BCD] _[ACD] _ [ABD]+ [BCD] + [ACD]
IP [PAB] [PBC] [PCA] [ABC]
Agora, como [BCD| + [ACD] + [ABD] é sempre maior que [ABC| pelo Lema 07,

entao DI ¢ maior que I P, ou seja, o ponto médio de DP estd em DI e € diferente de

I. Dai, seja I; o conjugado harménico de I com relagao a DP. Note que I; estd no
tronco de DABC' em relagio a D. Afirmamos que I; € a intersecao do eixo DI com os
planos bissetores externos dos dngulos diédricos AB, BC e C'A. De fato, dado um diedro,
digamos AB, suponha que uma reta r, ortogonal a origem do diedro, corte uma face em
E, o bissetor interno em F', a outra face em G e o bissetor externo em H. Entdao, H € o
conjugado harmoénico de G em relagdo ao segmento EF, ou seja, a quddrupla (E, F;G, H)

é harmonica.

Figura 28 - Intersegao do eixo DI com o plano bissetor do diedro AB

D

4

V=

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, note que a reta E intersecta uma face em D, o bissetor interno em I, a
outra face em P e digamos que corte o plano bissetor externo em H'. Afirmamos que
(D, I; P,H') ainda é uma quadrupla harmoénica. Basta considerar o caso em que r e

sao concorrentes. Nesses termos, se o plano determinado por r e ﬁ corta a origem dos
‘ . ﬁ ﬁ S
diedros em O, entao as retas a = ﬁ, b=Fl,c=GP ed= HH'" (concorrem em O ¢)



53

formam uma quddrupla harménica (devido a existéncia de (E, F;G,H)). Logo, H' = I,.
De forma semelhante, provamos que Iy € a intersegcao do eizo DI com os planos bisseto-
res externos dos dngulos diédricos BC' e C'A. Portanto, 1; é o centro de uma esfera que
tangencia as quatro faces do tetraedro DABC' localizada no tronco relativo a D. Analo-
gamente, provamos que os conjugados harmonicos I, I, e I. de I com relagio aos outros

vértices sao os centros das outras trés esferas escritas as faces do tetraedro. 0

Note que todo tetraedro tem pelo menos cinco esferas tangentes, que sao a esfera ins-

crita as faces e as quatro esferas escritas aos troncos do tetraedro.

Proposicao 55: Dos dois telhados de um tetraedro tendo por cristas duas arestas
opostas do tetraedro, apenas um pode conter uma esfera escrita ao tetraedro.

Demonstracao: Dado o tetraedro ABCD, sejam E e F as intersegoes das arestas BC'
e AD com os planos bissetores internos dos dngulos diédricos AD e BC, respectivamente.
Agora, considere os tetraedros ABEF, CDEF, ACEF, BDEF e os planos bissetores
internos ABI, CDI, ACI, BDI dos dngulos diédricos AB, CD, AC, BD, onde I € o
incentro de ABCD. Pelo Lema 06, temos
EI _ [ABE] [CDE] [ACE] [BDE] [ABE]+[ACE]+[CDE]+ [BDE]
IF [ABF] |[CDF] |[ACF]| |[BDF| [ABF])+[BDF]+[CDF]+ [ACF]

EI  [ABC]+ [BCD)

~ 7F ~ [ACD| + [ABD]

Suponha que I’ seja o conjugado harmonico de I com relagao a EF. Dai, I’ necessa-
riamente estd no telhado de crista AD ou no telhado de crista BC. Pela rela¢ao acima,
I’ estard no primeiro telhado se [ABC| + [BCD| > [ACD] + [ABD)] e estard no sequndo
telhado se [ABC| + [BCD] < [ACD] + [ABD]. De forma semelhante & demonstra¢ao
da Proposicao 54, provamos que I’ é a intersecao de EF com o plano bissetor externo
de qualquer um dos dngulos diédricos AB, CD, AC, BD. Portanto, I’ é o centro de uma
esfera que tangencia as quatro faces do tetraedro ABCD e pertence ou ao telhado de crista
AD ou ao telhado de crista BC. Analogamente, provamos que existem um sequnda esfera
escrita (cujo centro pertence ou ao telhado de crista AB ou ao telhado de crista CD), se
[BCD]+[ACD] # [ABC]+[ABD)], e uma terceira esfera escrita (cujo centro pertence ou
ao telhado de crista AC ou ao telhado de crista BD), se [BC D]+[ABD] # [ACD]+][ABC].
O

Observacgao: Na proposi¢cao acima consideramos que o conjugado harmonico de 1
com relacao a EF' existe. Mas pode acontecer de nao existir, este é o caso quando
[ABC] + [BCD] = [ACD] + [ABD] e, assim, nao existe a esfera escrita no telhado cor-
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respondente. As esferas escritas nos telhados relativos a AC' ou BD nao existirao se
[BCD] + [ABD] = [ACD] + [ABC] e as esferas escritas nos telhados de arestas AB ou
CD nao existirao se [BCD| + [ACD] = [ABC] + [ABD]. Note que para nenhuma das
trés esferas existirem é necessario e suficiente que [BC'D|] = [ACD] = [ABD| = [ABC]|, o

que ocorre se, e somente se o tetraedro for isésceles.

Proposigao 56: Um tetraedro isosceles tem exatamente cinco esferas tangentes a ele.
Demonstracao: Basta mostrarmos que nao existem as esferas escritas aos telhados do
tetraedro. De fato, em um tetraedro isosceles as dreas das faces sao iguais. Logo, pela

observacao anterior, nao existem as esferas escritas aos telhados. O]

Proposigao 57: Os centros das esferas escritas externamente a um tetraedro isésceles
pertencem & esfera circunscrita de tal modo que cada um dos centros é diametralmente
oposto a um dos vértices do tetraedro. Além disso, as quatro esferas sao congruentes e
seus raios sao o dobro do raio da esfera inscrita as faces.

Demonstracao: Seja D' o ponto diametralmente oposto de D com respeito a esfera
circunscrita do tetraedro ABCD. Se G for o centrdide de ABCD, pela Proposi¢io 44,
temos que G também € o circuncentro do tetraedro, ou seja, GD' = %W Por outro
lado, se P € a intersecio da reta DG com o plano ABC, entdo DG = %W. Dar,

ZDP =DG=GD = %DD’ = DD = gDP.
Logo,
PD'=DD'— DP = gDP — DP = %DP.
Assim,
1——

PG = i = PG = lPD’

PD 155
Portanto,

11—

DG PP Do

PG lm - PD"
2
Ou seja, D' € o conjugado harmonico de G com relagao a DP, o que implica que D’
€ o centro da esfera escrita ao tronco relativo ao vértice D de ABCD. Para os outros

vértices a prova € andloga. Além disso, sejam J o pé da perpendicular de G e K o pé da
perpendicular de D' ambos a face ABC. Os tridngulos PD'K e PGJ sao semelhantes,
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assim,

Figura 29 - Pontos D e D’ da esfera circunscrita a ABCD

D

Fonte: Elaborado pelo autor.
DK DP DP
Q7]  adp 11—
GJ] GP DP

= D'K =2GJ.

Logo, o raio D'K da esfera escrita externamente ao tronco relativo ao vértice D é o
dobro do raio GJ da esfera inscrita as faces do tetraedro. Podemos mostrar o mesmo para

as outras trés esferas escritas externamente. Dai, seque a proposi¢ao. U

Na Proposicao 45 provamos que a esfera inscrita a um tetraedro isosceles toca as faces
do tetraedro nos seus circuncentros. Na proposi¢ao seguinte, provaremos que as esferas

escritas externamente tocam as faces nos seus ortocentros.

Proposicao 58: O ponto de contato de uma face de um tetraedro isésceles com a
esfera escrita em relacao a essa face é o ortocentro da face.

Demonstracao: Com as mesmas notagoes da proposi¢cao anterior, pelo Coroldrio 05,
temos que G € a intersegcao das diagonais do paralelepipedo (P) circunscrito de ABCD.
Como (P) € retangulo, entao o ponto D' € vértice do tetraedro gémeo de ABCD. Note que
K € o ponto de contato da face ABC' com a esfera escrita de centro D' e, pela Proposi¢ao
35, K € o ortocentro da face ABC. O

4.2 Esfera de 12 pontos

Abordaremos agora um analogo do circulo de 9 pontos para um tetraedro. O circulo
de 9 pontos de um triangulo é o circulo que passa pelos pés das trés alturas, os trés pontos
médios dos lados e os pontos médios dos trés segmentos cujos extremos sao um vértice
e o ortocentro do triangulo. No geral as alturas de um tetraedro nao concorrem em um
ponto. Por outro lado, qualquer tetraedro admite um ponto notével chamado ponto de

Monge, que ¢ o equivalente ao ortocentro de um tetraedro ortocéntrico.
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Um plano que passa pelo ponto médio de uma aresta e é perpendicular a aresta oposta
de um tetraedro é chamado plano de Monge. Note que em um tetraedro existem seis

planos de Monge.

Proposicao 59: Os seis planos de Monge de um tetraedro tém um ponto comum.

Demonstracao: Sejam E o ponto médio da aresta AB e F o ponto médio da aresta
CD do tetraedro ABCD. O plano mag mediador de AB e o plano puap de Monge que
passa por F e € perpendicular a AB sao paralelos, pois os dois sio perpendiculares a
AB. Pela Proposicio 16, map contém o circuncentro O de ABCD. Agora, sejam G o
centrdide do tetraedro e M um ponto de pap tal que o segmento OM passa por G. Temos
que OM ¢ bissetado por G. De fato, EF por ser uma bimediana do tetraedro, € bissetado
por G e os tridngulos GEO e GFM sao congruentes, assim, OM também serd bissetado
por G. Note que qualquer segmento que passa por G e tem um extremo em Tag € outro
extremo em ap € bissetado por G pelos mesmos argumentos. Mas os pontos O e G sao
independentes da aresta escolhida e como O pertence a todos os planos mediadores de
ABCD, concluimos que M pertencerd a todos os planos de Monge de ABC'D. Portanto,
0s planos de Monge do tetraedro ABCD se interceptam em M. 0

Defini¢ao 17 (Ponto de Monge): O ponto comum aos seis planos de Monge de um

tetraedro é chamado de ponto de Monge do tetraedro.

Note, pela prova da proposicao acima, que o ponto de Monge ¢é o simétrico do circun-
centro com respeito ao centréide. A reta que une o centréide, o circuncentro e o ponto de
Monge de um tetraedro seré, por analogia com o caso plano, chamada de reta de Euler

do tetraedro.

Corolario 15: (i) O ponto de Monge de um tetraedro ortocéntrico coincide com seu
ortocentro.

(ii) O ponto de Monge de um tetraedro trirretangulo coincide com o vértice do angulo
reto.

(iii) O ponto de Monge de um tetraedro isosceles coincide com o centroide.

Demonstragao: (1) O ponto de Monge é o simétrico do circuncentro com respeito ao
centrdide, mas pelo Coroldrio 10 esse € o ortocentro do tetraedro. Logo, o ponto de Monge
e o ortocentro de um tetraedro ortocéntrico coincidem.

(ii) Seque de (i).

(111) Em um tetraedro isdsceles, o circuncentro coincide com o centréide. Logo, tam-

bém o ponto de Monge e o centroide coincidem. U

Seja €2 um conjunto de pontos A, B, C, ... do espago. Dado um ponto S, podemos
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construir o lugar geométrico 3 dos pontos A’, B, C’, ... que

SA SB  5C
SA SB SC

onde k é uma razao dada. O conjunto X é dito homotético ao conjunto €2, o ponto S
¢ chamado de centro homotético dos conjuntos, k sua razao homotética e os pontos
A’ B, ', ... de homotético de A, B, C, ..., respectivamente.

Lema 08: O homotético de uma esfera é uma esfera.
Demonstracao: Dada uma esfera X2 de centro O, sejam S o centro homotético, O’ o
ponto homotético de O, A’ o ponto homotético de um ponto qualquer A de X e k a razao

homotética. Temos que

SO _SA _OX _,
SO SA OA

Portanto, o ponto A’ estd a uma distancia fixa de O, ou seja, o homotético da esfera

¢ uma esfera de centro O" e raio O'A’. U

Proposigao 60: O homotético da esfera circunscrita de um tetraedro (7") na razao %

com respeito ao centroide é a esfera circunscrita do tetraedro medial de (7).
Demonstracao: Sejam respectivamente G, Gy, G. e Gy 0s baricentros das faces BCD,

ACD, ABD e ABC' de um tetraedro (T') = ABCD e G seu centrdide. Basta notar que

GG, GG, GG. GG, 1

GA GB GC GD 3
E como o homotético de uma esfera € outra esfera, entao o homotético da esfera cir-

cunscrita a (T) na razao % de centro homotético G € uma esfera que passa pelos pontos

Ga, Gy, G. e Gg, ou seja, € a esfera circunscrita ao tetraedro medial de (T). O

Teorema 06 (Esfera de 12 pontos): Dados um tetraedro ABC'D e seu ponto de
Monge M, sejam:

o G,, Gy, G. e G4 os baricentros das faces BCD, ACD, ABD e ABC, respectiva-

mente.
e A’ o ponto tal que % = %, B’ o ponto tal que 1\]\44_33/ = %, C" o ponto tal que %icc’ = %
e D' o ponto tal que %—g = %

e A" a projecao de A’ em BC'D, B" a projecao de B’ em ACD, C'" a projecao de
C"em ABD e D" a projegao de D' em ABC.

Entao existe uma esfera que passa pelos pontos G, Gy, G., G4, A", B, C', D', A", B",
CH e D”‘
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Figura 30 - Tetraedro e sua esfera de 12 pontos

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstracao: Seja A a esfera de centro L que contém os pontos G,, Gy, G. e Gy.

Pela proposicao acima, A é o homotético, com centro em G e razao —%, da esfera cir-
cunscrita de ABCD. Assim, temos que L pertence a reta de Fuler OG e % = %, onde
O € o centro da esfera circunscrita e G € o baricentro de ABCD. Temos também que
% = %, dat, os tridngulos AGO e G,GL sao semelhantes, logo, o raio r de A é dado por
r= LG, = %m Por outro lado, como M € o simétrico de O com relagio a G, entao
% = 3, ou seja, % = % e, além disso, os dangulos AMO e A'ML sio congruentes.
Logo, os triangulos AMO e A’ ML sao semelhantes com razao de semelhanca % Portanto,

AL = %OA = LG, =r, o que implica que A" € A. Analogamente, provamos que B’, C’

—

e D' pertencem a A.
Figura 31 - Tridngulo AMO

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, provaremos que as projecoes A", B", C'" e D" pertencem a A. Primeiramente,

note que A" e G, sao diametralmente opostos em A. De fato, temos que

AM G,A LG 1 4 1
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Logo, pelo Teorema de Menelaus, A’, L e G, sao colineares, e como as distancias de

A" e de G, a L sao iguais a r, entao A" e G, sao diametralmente opostos em A. Dai,

o triangulo A’A"G, € retangulo em A" com mediana A”L, assim, A"L = %A’Ga =r.

Portanto, A" € A. De forma semelhante, provamos que B", C'" e D" pertencem a A. [J

Observe que resulta da demonstracao do teorema anterior que o centro L da esfera

divide o segmento OM na razao 2 : 1.

Defini¢ao 18 (Esfera de 12 pontos): A esfera do teorema acima é conhecida como

esfera de 12 pontos de um tetraedro.

Note que o centro da esfera de 12 pontos de um tetraedro isésceles coincide com o seu
centréide. De fato, com as mesmas notagoes do Teorema 06, em um tetraedro isésceles
vale que M = G = O. Portanto, L = G.

Veremos abaixo que existem duas esferas de 12 pontos relacionadas a um tetraedro

ortocéntrico.

Proposicao 61: Em um tetraedro ortocéntrico os pontos médios das arestas e os pés
das bialturas sao doze pontos de uma mesma esfera cujo centro é o centroide do tetraedro.

Demonstracao: Seja o tetraedro ortocéntrico ABC'D. Jd vimos que as trés bimedianas
de um tetraedro ortocéntrico sao iguais e se interceptam no centroide do tetraedro. Sendo
G o centroide, temos que G € o ponto médio dessas bimedianas, assim, G € o centro de um
esfera ¥ que passa pelos pés dessas bimedianas. Agora, note que a interse¢ao de X com o
plano da face ABC' € um circulo que passa pelos pés de trés bimedianas, ou seja, pelos trés
pontos médios dos lados do triangulo ABC. Mas o tunico circulo com essa propriedade
€ o circulo de 9 pontos de ABC', logo, a esfera X também passa pelos pés das alturas de
ABC'. Pela Proposicio 22, os pés das alturas de ABC' sao pés das bialturas de ABCD.
Analogamente, provamos o mesmo para as outras faces de ABC'D. Portanto, a esfera X
de centro G passa pelos seis pontos médios das arestas e os seis pés das trés bialturas de

um tetraedro ortocéntrico. O

Definigao 19 (1% esfera de 12 pontos): A esfera que passa pelos pontos médios
das arestas e os pés das bialturas de um tetraedro ortocéntrico é chamado de 1¢ esfera

de 12 pontos do tetraedro ortocéntrico.

Note que, pelo fato da 1% esfera de 12 pontos passar pelos circulos de 9 pontos das
quatro faces, ela passa por 24 pontos significativos do tetraedro (no total seriam 9-4 = 36
pontos, mas cada ponto médio e cada pé das alturas das faces é comum a dois circulos,

ou seja, estao sendo contados duas vezes).
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Corolario 16: Em um tetraedro regular, a sua 1¢ esfera de 12 pontos coincide com a
sua esfera inscrita as arestas.

Demonstracao: De fato, em um tetraedro reqular os pontos médios das arestas e os
pés das bialturas coincidem e, pelas proposicoes 51 e 61, a esfera de 12 pontos e a esfera

mscrita as arestas coincidem. O

Proposigao 62: Os baricentros e os ortocentros das faces de um tetraedro ortocéntrico
pertencem a uma mesma esfera. Além disso, essa esfera corta as alturas do tetraedro nos
pontos a um terco da distancia do ortocentro aos vértices.

Demonstracao: Esta esfera é a esfera do Teorema 06 para o caso particular do tetra-
edro ortocéntrico, onde o ponto de Monge coincide com o ortocentro. Assim, os pontos
A" B" C"e D"coincidem com os pés das alturas do tetraedro. Mas os pés dessas alturas

sao os ortocentros das faces do tetraedro. U

Definigao 20 (2% esfera de 12 pontos): A esfera que passa pelos baricentros e
ortocentros das faces e os pontos das alturas que estao a um tergo da distancia do orto-
centro aos vértices de um tetraedro ortocéntrico é chamada de 2¢ esfera de 12 pontos

do tetraedro ortocéntrico.

Corolario 17: Em um tetraedro regular, a sua 2% esfera de 12 pontos coincide com a
sua esfera inscrita as faces.

Demonstracao: De fato, como as faces sao tridngulos equildteros, os baricentros coin-
cidem com o0s respectivos ortocentros. Por outro lado, pelo fato de um tetraedro reqular
ser isosceles temos que o centro da esfera de 12 pontos coincide com o centrdide que, por

sua vez, coincide com o incentro. Dai, o resultado. [l
4.3 Volume de uma Esfera por Tetraedros

Nesta secao iremos demonstrar a féormula do volume de uma esfera a partir do vo-
lume de um tetraedro. No final da se¢ao veremos uma relagao entre os raios das esferas
circunscrita e inscrita as faces de um tetraedro.

O Principio de Cavalieri afirma que se dois solidos estao na regiao limitada por dois
planos paralelos, e se as areas das duas secoes desses solidos determinadas por qualquer
plano paralelo aos planos dados sao sempre iguais, entao os volumes dos dois solidos tam-

bém sao iguais.

Teorema 07 (Volume de uma esfera): O volume vol(X) de uma esfera ¥ de raio
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r é dado por
A3

3

Demonstracao: Considere uma esfera de raio r tangente a dois planos paralelos o e o,

vol(X) =

onde a distancia entre os planos € 2r. Em « fagca o segmento AB e em o faca o segmento
CD de tal modo que estes segmentos sejam ortogonais, cada wm de comprimento 2r\/m
e tendo o segmento de reta que une seus pontos médios como uma perpendicular comum.

Temos assim o tetraedro ABC'D (como mostra a Figura 32).

Figura 32 - Esfera e tetraedro ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor.

O plano equatorial da esfera, ou seja, o plano paralelo a o e &/ e que passa pelo centro
da esfera, corta o tetraedro ABCD em um quadrado de lado r/7. De fato, esse plano
¢ um plano diretor de AB e CD, dai, a sua intersecao com o tetraedro ABCD é um
paralelogramo de lados, digamos, p e q. Mas, pelo Teorema da base média, p vale metade
de AB e q vale metade de CD, ou seja, p = r/T = q. Agora, faca um plano paralelo ao
plano equatorial e a uma distancia x < r dele. Esse plano corta a esfera em um circulo e
o tetraedro em um retingulo de lados u e v, onde u € paralelo a AB e v € paralelo a CD.
Note que, usando Teorema de Pitdgoras, encontramos que o circulo tem drea w(r* — x?).

Por outro lado, usando semelhanc¢a de tridngulos, achamos que

T\/7_T: r O T’\/7_T: r

Logo, o quadrado tem drea u-v = w(r+z)(r—z) = w(r*—a2). Portanto, pelo Principio

U r+x v r—x

de Cavalieri, a esfera e o tetraedro ABCD tém volumes iguais. Por fim, pela Proposi¢ao

13, temos que o volume do tetraedro ABCD ¢é dado por

@) - (2r) - 2r = AT

vol(ABCD) = 3

-AB-CD - sen(90°) - 2r =

=
=

Portanto,
473

vol(X) = vol(ABCD) =
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Proposigao 63: Sejam R o raio da esfera circunscrita e r o raio da esfera inscrita as
faces de um tetraedro ABCD. Temos que R > 3r e a igualdade ocorre quando ABC'D
for regular.

Demonstracao: Sejam ABC' D um tetraedro e E um ponto interno ou nao ao tetraedro.
E fdcil ver que ABCD Cc ABDE U ACDE UBCDE UABCE. O que implica que

vol(ABCD) < vol(ABDE) + vol(ACDE) + vol(BCDE) + vol(ABCE).

Considere r o raio da esfera inscrita as faces de ABCD e uma esfera X' secante aos

planos das faces de ABCD de raio r’ e centro E. Temos que

vol(ABCD) = %([ABC] 4+ [ACD] + [ABD] + [BCD])r
vol(ABDE) < %[ABD]r’
vol(ACDE) < %[ACD]r’
vol(BCDE) < %[BCD]?"’
vol(ABCE) < %[ABC]T’
Dat,

vol(ABDE) < vol(ABDE) 4+ vol(ACDE) + vol(BCDE) + vol(ABCE) =

— S([ABC)+[ACD]+[ABD]+[BCD])r < (% [ABD]r’) 4 (% [ACD]T’) 4 (% [BCD]W) +
(%[ABC]T’) N

= - ([ABC]+[ACD] + [ABD] + [BCD])r < -([ABC|+ [ACD| + [ABD] + [BCD|)r" =

Wl =

=r<r.

Agora, tome X' sendo a esfera de 12 pontos do tetraedro. Assim, temos que r < r’.
Mas, na demonstracao do Teorema 06, vimos que r’' = %R. Portanto, R > 3r. Pelo

Corolario 17, a igualdade ocorre quando o tetraedro € regular. U
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5 GENERALIZACAO DE TEOREMAS PARA TETRAEDROS
5.1 Desigualdade Tetraédrica

A desigualdade tetraédrica é equivalente da desigualdade triangular para tetraedros.
Para provéa-la, precisamos de dois resultados de geometria plana: um ¢é a prépria desi-
gualdade triangular que diz que em um triangulo, qualquer lado ¢ menor que a soma dos
outros dois; o outro é a desigualdade de Ptolomeu que diz que em um quadrilatero, o

produto das diagonais é menor ou igual que a soma dos produtos dos lados opostos.

Teorema 08 (Desigualdade tetraédrica): O produto de qualquer par de arestas
opostas de um tetraedro é menor que a soma dos produtos dos outros dois pares.

Demonstracao: Seja ABCD um tetraedro de base ABC' tal que AB = a, BC = b,
CD =c, DA=d, AC =¢e e BD = f (ver Figura 33). Queremos provar que ef < ca-+db.

Figura 33 - Tetraedro D-ABC e plano ABC

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, no plano de ABC, seja E o ponto tal que o tridngulo ACE seja congruente
ao tridngulo ACD. Chame de F a intersegio de AC com BE. Entao, pela desigualdade

triangular, temos que:

f<DF+FB=EF+FB=EB

Agora, Pela desigualdade de Ptolomeu,

e-f<e-EB<EC-a+FA-b=CD-a+AD-b=c-a+d-b.
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5.2 Teorema de Viviani

Na geometria euclidiana plana, o Teorema de Viviani afirma que a soma das distancias
de um ponto interno a um triangulo equilatero aos lados desse triangulo é igual a altura do
triangulo. Nesta secao generalizaremos o Teorema de Viviani para tetraedros e veremos

que o resultado vale quando se, e somente se, o tetraedro for isésceles.

Teorema 09: Seja O um ponto interno ou um ponto pertencente ao tetraedro isésceles
ABCD de altura h. A soma das distancias de O as faces de ABC'D é constante e, além
disso, ¢ igual a altura do tetraedro.

Demonstracao: Sejam E, F, G e H respectivamente os pés das perpendiculares de O
as faces BCD, ACD, ABD e ABC' do tetraedro.

Figura 34 - Casos das posi¢goes do ponto O

A=0 Caso 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso 1: O coincide com algum dos vértices. Suponha que O = A, assim, OF = OG =
OH =0 ¢ OF = h. Logo, OF + OF + OG + OH = h.

Caso 2: O pertence a uma aresta do tetraedro. Suponha que O pertence a aresta AB,

assim, seja o o plano paralelo a BC'D que passa por O. Sejam respectivamente P e Q as
intersecoes de o com as arestas AC' e AD. Note que o tetraedro A-OPQ) € isdsceles, logo
tem as alturas iquais, de forma que OF € igual a altura de A-OPQ relativa o base OPQ).
Temos também que OG = OH = 0 e OF € a distdncia de o a base BCD. Portanto,
OE+OF =h eOE+OF+0G+0OH =h+0+0=h.

Caso 3: O pertence a uma face do tetraedro. Suponha que O pertence a face ABC'. Seja

B o plano que passa por O e € paralelo a face BCD. Sejam B', C' e D’ as intersegoes de 3
com AB, AC e AD, respectivamente. Podemos usar o caso 2 para o tetraedro A-B'C'D’,
dai temos que OH = 0 e, assim, OF +OG+OH ¢ igual a distincia de A ao plano 3. Por
outro lado, OF ¢é a distancia de B a face BCD. Portanto, OE + OF + OG + OH = h.
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Caso 4: O € um ponto interno ao tetraedro. Seja v o plano paralelo a BC'D que passa
por O. Sejam B', C' e D' as intersegoes de v com AB, AC e AD, respectivamente. Apli-
cando o caso 3 no tetraedro A-B'C'D’, OF +OG+OH ¢€ igual a distincia de A ao plano ~y.
Por outro lado, OF € a distincia de ~y a face BCD. Portanto, OE+OF+OG+OH = h.
O

Observe que para o Caso 4 poderiamos ter usado o volume para resolver o problema,
pois a soma dos volumes dos tetraedros O-BC'D, O-ACD, O-ABD e O-ABC' é igual ao
volume V' de ABCD, ou seja,

V =v0l(OBCD) + vol(OACD) + vol(OABD) 4+ vol(OABC') =

=V =-.[BCD]-OFE + - -[ACD]-OF + - - [ABD]-OG + - - [ABC] - OH

W =
W =
Wl
W =

Mas como ABCD é isosceles, temos que [BCD| = [ACD] = [ABD] = [ABC] = S.
Logo,

V:%-S-O_E+§-S-W+%-S-m+%-s-o_1{;»%:0E+0F+OG+0H.

Como V e S sao constantes temos que a soma OF + OF + OG + OH é constante.

Além disso,

OE—%—OF—l—OG—l—OH:%:h

onde h é a altura do tetraedro ABCD.

Proposigcao 64: Seja O um ponto interno ou um ponto pertencente ao tetraedro
ABCD. Se a soma das distancias de O as faces de ABCD é constante, entao o tetraedro
¢ isoOsceles.

Demonstracao: Sejam E, F, G e H respectivamente os pés das perpendiculares de
O as faces BCD, ACD, ABD e ABC. Como a soma OFE + OF + OG + OH ¢ cons-

tante temos que, em particular, quando O coincide com os vértices a soma serd igual a

altura relativa aquele vértice, ou seja, as quatro alturas do tetraedro sao iguais. Portanto,
ABCD € isdsceles. O

5.3 Formula de Herao

A Férmula de Herao diz que em um tridngulo de lados a, b e ¢ a area é dada por

[ABC] = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢), com s = “F< ou seja, a area depende apenas dos

lados do triangulo e independem de como eles sao organizados. E natural pensarmos
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se existe uma formula simétrica para o volume de um tetraedro em termos somente das
seis arestas. No geral, nao existe tal formula. Como contra-exemplo considere os te-
traedros isofaciais A-BCD (tal que BC'D tenha lado 1 e AB tenha comprimento v/2) e
E-FGH (tal que FGH tenha lado V2 e EF tenha comprimento 1), pela Proposicao 33,
vol(ABCD) = \1/—25 e vol(EFGH) = 3, ou seja, nao pode existir uma formula geral para
o volume de um tetraedro que dependa apenas das seis arestas independente de como
elas sao organizadas. Por outro lado, um n-simplex é a generaliza¢ao de um triangulo no
R™, por exemplo, um 3-simplex é um tetraedro. E possivel provar, usando ferramentas
de algebra linear, que a Formula de Herao pode ser generalizada se o n-simplex satisfaz
certas condicoes de simetria, onde para o caso do R? a Férmula de Herao s6 é possivel se
o tetraedro for isdsceles. Nesta secao iremos calcular o volume de um tetraedro isésceles
em termos das suas arestas.

Teorema 10: O volume de um tetraedro isésceles ABC'D tal que BC' = AD = a,
AC=BD=be AB=CD = c ¢ dado por

vol(ABCD) = —a? +0? + 2)(a® — b + 2)(a® + b? — 2).

VA
6v/2
Demonstracao: Seja AB'DC'-D'CA’B o empacotamento de ABCD. Como AB'DC'-

D'CA'B ¢é um paralelepipedo retangulo, podemos escrever:

x =AD" =C'B= DA = B'C

y=AC'=DB=CA =BD

z2=AB"=D'C=BA" =C"'D

Figura 35 - Tetraedro isésceles ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dai, temos que y®> + 22 = a?, 22 + 22 =10 e 2% +y® = %
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Resolvendo o sistema com essa trés equagoes nas incognitas x, y € z, encontramos:

VETFETE
V2
ETETe
VG
Vaz+b? —c?
V2
Logo, o volume V de AB'DC'-D'CA’B € dado por

V=x- (—a? + 02 4 c2)(a? — b? + c2)(a? + b? — 2).

1
= —
Y 92

Portanto,

1
vol(ABCD) = % = — /(a2 + 02 +c2)(a — b2 + 2)(a® + b2 — 2).

6v/2

5.4 Lei dos Cossenos

Na geometria plana, a Lei dos cossenos é uma generalizacao do Teorema de Pitagoras
que vale para qualquer triangulo. Ela afirma que em um triangulo ABC' tal que a = BC,
b= AC, c = AB, a:BﬁC, B:C’EAefy:AaB valem

a® = b* + ¢ — 2be cos(a)

b’ = a® + ¢ — 2ac cos(p)
& =b* +a* — 2ba cos(7)

O proximo lema é uma generalizagao da Lei dos cossenos usando os angulos planos das
faces de um tetraedro. Para prova-lo, precisaremos de uma outra versao da féormula de

Herao: temos que a érea de um triangulo XY Z pode ser dada por

(XYZ] = /s(s—x)(s—y)(s —2)

= Vety+rdrry+)e—y+a)ety—2)

= 1V2(22y% + 2222 + y222) — (2t + Yt + 2Y)

— i\/(x2+y2+22)2_2<x4+y4+z4)
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rT+y+z

onde z, y e z sao os lados de XY Z e s = 5

Em toda essa se¢ao, dado o tetraedro ABCD, considere:

e a=AB,b=DBC,c=DB,d, =DC, dy = DA e dy = AC:
e a =DBA, 3= DBC ey = ABC;
e A, = [DAB)], Ay = [DBC], A; = [ABC] e A = [ADC];

e 15 o angulo diédrico formado pelas faces DAB e DBC, 63 o angulo diédrico for-
mado pelas faces DAB e ABC', 53 o angulo diédrico formado pelas faces DBC' e
ABC.

Lema 09: Em um tetraedro ABCD, temos
A2 = A% 4+ A2+ A2+ 2(A1 Ay cot(a)cot(B) + ArAs cot(a)cot(y) + Az Az cot(B)cot(y))
—2(A1 Ay cos(vy)cosec(a)cosec(B) + Az As cos(a)cosec(B)cosec(y)

+A; Az cos(B)cosec(a)cosec(y)).

Demonstracao: A drea da face DAC' € dada por

1
A:L—L\/(d%—kd%—i—d%)?—2(d‘11—|—d‘21—|—d‘21). (I)

Mas pela Lei dos cossenos temos que di = b?+c*—2bc cos(B), dy = a*+c*—2ac cos(a)

e d3 = a® +b? — 2ab cos(v). Substituindo em (I), encontramos

A= i\/él(a? + b2+ 2 — ab cos(y) — be cos(B) — ac cos(@))? — q

onde g = 2[(a® + b* — 2ab cos())?* + (a® + ¢ — 2ac cos())* + (b* + ¢* — 2bc cos(B))?].
Elevando A ao quadrado e fazendo algumas simplifica¢oes chegamos a:
1
A? = Z(a2b2sen2(’y) + a*c?sen?(a) + b ?sen?(5))

—i—%abc(b cos(y)cos(B) + a cos(y)cos(a) + ¢ cos(a)cos(B)) (IT)

_%abc(c cos(y) + a cos(B) + b cos(a)).
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1 1
Mas temos que Ay = ac sen(a), Ay = ébc sen(f) e Az = §ab sen(7y), que substi-

tuindo em (II) chegamos ao resultado. U

Observacao: Temos que os cossenos dos angulos diédricos 012, 013 e 093 sao dados por

cos(7y) — cos(a)cos(p)

cosbiy = sen(a)sen() (IIT)
_ cos(f) — cos(a)cos(7)

cos b3 = sen(a)sen(7) (IV)

cosby; = cos(a) — cos(B)cos(7) V)

sen(B)sen(y)

O proéximo teorema é uma generalizacao da Lei dos cossenos usando os angulos diédricos

de um tetraedro.

Teorema 11: Em um tetraedro ABC'D temos que
A? = AT+ A3+ A2 — 2(A1 Ay cosbyy + AL As cosfis + Ay Az coslys).

Demonstragao: Substituindo (II1), (IV) e (IV) na relagio do Lema 09 chegamos ao re-
sultado. O

Note que o Teorema acima é uma generalizagao do Teorema de De Gua. De fato,

s
quando o = =y = 5 entao

A= A% 4 A% 4 AL
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho tem por finalidade agrupar descobertas a nivel elementar
sobre os tetraedros. Devido as semelhancgas vistas entre a teoria dos triangulos e a teoria
dos tetraedros, temos que este assunto pode ser estudado como uma continuagao natural
das aulas de geometria. A explanacao do conteudo foi feito de modo a usar somente
geometria elementar vista no ensino basico ou no inicio do ensino superior para os conceitos
serem bem compreendidos. Os topicos foram feitos com o intuito de serem usados para
elaboracao de aulas de professores da educagao basica, preparacao de alunos olimpicos,
formacao de alunos da graduacao e formacao para professores que ja estao na rede de
ensino. O contetdo deve ser adaptado para o devido nivel de ensino, onde algumas das

secoes podem ser apenas comentadas e outras retiradas se o professor achar necessario.
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ANEXO A - UM POUCO MAIS SOBRE TETRAEDROS

As demonstracoes de todas as afirmagoes feitas abaixo podem ser encontradas nas

referéncias [2] e [4].
Tetraedro isodindmico e ponto de Lemoine

Uma simediana de um triangulo ¢é a reflexao da mediana com relagao a bissetriz que incide
do mesmo vértice do tridngulo. As simedianas de um tridngulo se encontram em um ponto
chamado de ponto de Lemoine. Simediana de um tetraedro é o segmento que liga um vér-
tice ao ponto de Lemoine da face oposta. Uma condicao necessaria e suficiente para que as
simedianas de um tetraedro ABC'D se interceptem é que AB-CD = AC-BD = AD-BC,
ou seja, os produtos dos trés pares de arestas opostas devem ser iguais. Um tetraedro
com tal propriedade é chamado de isodindmico. Assim, um tetraedro é isodinamico
se, e somente se, suas simedianas sao concorrentes. A intersecao das simedianas de um
tetraedro é chamada de ponto de Lemoine do tetraedro. A reta que passa pelo circun-
centro e pelo ponto de Lemoine de um tetraedro isodinamico é chamada de diametro de
Brocard. Esta reta é concorrente com as quatro alturas do tetraedro. Temos também
que a reta que passa pelo circuncentro de uma face e o ponto de Lemoine de um tetraedro

isodinamico é concorrente com a altura relativa a essa face e a divide na razao 2:1.
Tetraedro isogonal e ponto de Fermat

Considere a esfera inscrita a um tetraedro com respeito as faces. Se os segmentos que
ligam os vértices do tetraedro ao ponto de contato da esfera com a face oposta sao concor-
rentes, o tetraedro ¢é dito isogonal e o ponto de intersecao desses segmentos é chamado de
ponto de Fermat. Um tetraedro isosceles é isogonal e seu ponto de Fermat coincide com
o centroide. O tetraedro formado pelos pontos de contato da esfera inscrita com as faces
do tetraedro isogonal sera denominado tetraedro de Fermat. O tetraedro de Fermat de
um tetraedro isogonal é isodinamico, além disso, o ponto de Fermat do tetraedro isogonal

é o ponto de Lemoine do tetraedro de Fermat.
Tetraedro semi-ortocéntrico

Um tetraedro com um par de arestas ortogonais é chamado de semi-ortocéntrico. Suas
arestas ortogonais sao ditas arestas especiais e a perpendicular comum a elas ¢ dita
bialtura principal. O tetraedro ortocéntrico é um caso particular de semi-ortocéntrico.
Em um tetraedro semi-ortocéntrico (T), os pontos médios das quatro arestas ndo especi-

ais pertencem ao plano mediador da bialtura principal e sao os vértices de um retangulo
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cujo circuncentro ¢ o centréide de (T). Os circulos de 9 pontos das faces que tém uma
aresta especial comum pertencem a uma mesma esfera, assim, associamos a um tetrae-
dro semi-ortocéntrico duas esferas. Essas esferas passam pelos pontos médios das arestas
nao especiais. Uma condigao necessaria e suficiente para que um tetraedro seja semi-
ortocéntrico é que as duas perpendiculares que passam pelos respectivos ortocentros de
duas faces com uma aresta especial comum se cruzam. Esse ponto de encontro das duas
perpendiculares é chamado de semi-ortocentro do tetraedro relativo aquela aresta es-
pecial. Por fim, o ponto de Monge de um tetraedro semi-ortocéntrico pertence a bialtura

principal e divide ao meio o segmento determinado pelos semi-ortocentros.
Esfera de 16 pontos

Um segundo analogo do circulo de 9 pontos é a esfera de 16 pontos. Considere a es-
fera (O”) de centro O” que passa pelas projegoes O,, Oy, O, e Oy do circuncentro O sobre
as faces BCD, ACD, ABD e ABC do tetraedro ABCD. Esses quatro pontos sao os
centros dos circuncirculos das faces do tetraedro. Considere as quatro esferas que tém
como sec¢oes diametrais esses quatro circulos. O centro radical O’ dessas quatro esferas
¢ o ponto isogonal’ de O com relacao a ABCD. As projecoes de O’ sobre as faces do
tetraedro também estao na esfera (O”). Os simétricos, com relagao ao ponto O, das oito
projecoes de O e O sobre as faces de ABC'D também estao em (O”). A esfera (O”) é

chamada de esfera de 16 pontos do tetraedro.

'Dois planos que passam pela aresta de um diedro e sdo simétricos em relacdo ao plano bissetor desse
angulo sado ditos planos isogonais em relagdo ao diedro. Sejam ABCD um tetraedro e M um ponto.
Os planos isogonais dos planos ABM, ACM, ADM, BCM, BDM ¢ CDM tém um ponto comum, M’.
Os pontos M’ ¢é dito isogonal de M com respeito ao tetraedro ABCD.



