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Resumo

O presente estudo teve como objetivo explorar solu¢oes que auxiliem o professor do ensino
médio no ensino das Fung¢oes Exponenciais. Para isso, foi desenvolvida e aplicada uma
sequéncia didatica que integra teoria, atividades praticas e ferramentas tecnoldgicas. A
proposta didatica foi dividida em cinco etapas, denominadas de Atividade I a V. Partindo
de momentos de diagnose e revisao, o estudo da funcao exponencial foi introduzido por
atividades praticas, como a construcao de fractais, e recursos como o Excel e o Geogebra.
Em seguida, foram realizadas resolugoes de problemas em equipes, abordando aplicagoes
em diferentes contextos. Posteriormente, foram trabalhadas as praticas de resolucao de
equagoes e inequacoes exponenciais, de forma expositiva e participativa, com o uso de
ferramentas tecnoldgicas. Por fim, a sequéncia propés um momento avaliativo, utilizado
como ferramenta para a analise dos resultados. As atividades foram desenvolvidas com
o uso de diferentes estratégias didaticas, sempre com foco na aprendizagem significativa,
priorizando-se o planejamento, a diversidade de propostas e a contextualizacao. Pensada
para o contexto de uma escola publica, a sequéncia didatica apresentou resultados po-
sitivos quanto ao desempenho dos alunos e mostrou-se viavel e eficiente. A pesquisa,
portanto, articulou a busca por solugbes com o relato de experiéncias no processo de

ensino-aprendizagem.

Palavras-chave: Poténcias. Funcao Exponencial. Fractais. Sequéncia Didatica. Tecnologias

Educacionais. Ensino da Matemaética.



Abstract

This study aimed to explore solutions to assist teachers in the teaching of Exponential
Functions. For this purpose, a didactic sequence that integrates theory, practical activities,
and technological tools was developed and applied. The didactic proposal was divided into
five stages, denominated Activity I to V: starting from moments of diagnosis and review,
the study of the exponential function was introduced through practical activities, such as
the construction of fractals, and resources like Excel and Geogebra. Subsequently, team-
based problem-solving sessions were held, addressing applications in different contexts.
Afterwards, the practice of solving exponential equations and inequalities was addressed
in an expository and participatory manner, with the use of technological tools. Finally,
the sequence proposed an evaluative moment, used as a tool for the analysis of the results.
The activities were developed using different didactic strategies, always with a focus on
meaningful learning, prioritizing planning, diversity of proposals, and contextualization.
Designed for a public school context, the didactic sequence presented positive results
regarding student performance and proved to be viable and efficient. The research, therefore,
articulated the search for solutions with the reporting of experiences in the teaching-learning

process.

Keywords: Powers. Exponential Function. Fractals. Didactic Sequence. Educational

Technologies. Teaching Mathematics.
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Introducao

As fungoes exponenciais podem ser utilizadas como modelo matematico em intime-
ras situacoes. Sao aplicadas em diversos campos do conhecimento, sendo observadas em
fendomenos biologicos, fisicos, quimicos, sociais, aplicagoes financeiras, nas ciéncias econo-
micas e nas engenharias. Por ser um conteido importante em varias areas, o estudo das
fungoes exponenciais deve ser consistente e, desde sua primeira abordagem, direcionado as
diversas aplicabilidades. Nesse contexto, o presente trabalho pretende explorar ferramentas
tecnoldgicas e praticas, que auxiliem o professor no ensino desse conteiido, promovendo

maior interagdo com os estudantes e, consequentemente, uma aprendizagem efetiva.

Atualmente, no curriculo do Estado de Pernambuco, este conteudo é trabalhado no
primeiro e segundo ano do Ensino Médio, e revisto no terceiro ano, principalmente no estudo
de juros. Dada a sua importancia e abrangéncia, surge a necessidade de otimizar o tempo
didatico por meio de alternativas tecnolégicas, aliadas a um planejamento especifico para
a turma. Sendo assim, um dos objetivos deste trabalho é a elaboracdo, aplicacao e analise
de uma sequéncia didatica sobre as fun¢des exponenciais, com o auxilio de tecnologias e de
atividades praticas. Com o intuito de alcancar uma aprendizagem significativa, busca-se
analisar ferramentas que contribuam para o processo de ensino das fungoes exponenciais
e, com base em um planejamento estratégico das aulas, explorar solugoes viaveis que
favoregcam a compreensao e estimulem o interesse dos estudantes. Pretende-se, dessa forma,
aproveitar os recursos disponiveis para o engajamento dos alunos, uma vez que este ¢ um

contetido que permite ampla contextualizagao e aplicacao no cotidiano.

Além disso, é importante destacar os desafios enfrentados no ensino das fungoes
exponenciais, considerando o historico de desempenho dos estudantes em avaliagoes
diagnésticas e externas, como o SAEB e o SAEPE. Tais instrumentos tém evidenciado
defasagens no dominio de conteidos fundamentais, especialmente os que envolvem o
raciocinio algébrico e a interpretacao de fungdes, incluindo as de crescimento exponencial.
Essas dificuldades se refletem diretamente na capacidade dos alunos de resolver problemas,
compreender fenomenos com base em dados e estabelecer relagoes entre matematica e

realidade.

Nesse panorama, o presente trabalho busca oferecer uma contribuicao para a
transposicao dessas dificuldades, apresentando uma sequéncia didatica que combina teoria,
atividades praticas e tecnologicas. Recursos como o GeoGebra, planilhas eletronicas e
atividades interativas pretendem nao apenas facilitar o acesso dos alunos aos conceitos
envolvidos, mas também oferecer ao professor uma alternativa metodologica que seja viavel

no contexto da escola publica.
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A sequéncia foi desenvolvida considerando as competéncias e habilidades propos-
tas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e dialoga com os principios de uma

aprendizagem ativa e contextualizada.

O trabalho foi estruturado de modo a conduzir o leitor do estudo dos fundamentos
tedricos até a analise dos resultados da proposta didatica. No Capitulo 1, s@o revisados os
conceitos e propriedades das poténcias, abrangendo expoentes naturais, inteiros, racionais
e reais. Esse capitulo cumpre o papel de consolidar os pré-requisitos necessarios para a
compreensao das fun¢oes exponenciais, apresentando defini¢oes, demonstragoes e exemplos

que apoiam o aprofundamento do tema.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo das funcodes exponenciais, abordando sua
defini¢ao formal, propriedades, graficos e aplicagoes. Nesse contexto, sao discutidas também
as relagoes entre funcgoes exponenciais e progressoes, além da resolucao de equagoes
e inequagoes exponenciais. O Capitulo 3 apresenta os fractais como recurso didatico,
destacando objetos matematicos que permitem explorar o crescimento e o decaimento
exponencial de forma intuitiva e visual, como o Triangulo e o Tapete de Sierpinski, o
Fractal de Vicsek e o Floco de Neve de Koch.

Ja o Capitulo 4 descreve a proposta didatica construida e aplicada em turmas do
Ensino Médio, detalhando as etapas da sequéncia de atividades, que envolvem momentos
de diagnostico, revisao, pratica com ferramentas tecnoldgicas e resolugao de problemas em
equipe. O Capitulo 5 apresenta a analise e discussao dos resultados obtidos, relacionando

o desempenho dos estudantes aos objetivos da pesquisa e a literatura da area.

Ao final, espera-se que os resultados obtidos com a aplicagdo da proposta possam
apontar caminhos para uma pratica pedagogica mais eficiente, contribuindo para a me-
lhoria da qualidade do ensino de Matematica e para o desenvolvimento de uma postura

investigativa e critica por parte dos estudantes.
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1 Poténcias e propriedades

O presente capitulo oferece uma revisao sobre o tema das poténcias, detalhando
seus conceitos e propriedades fundamentais. Elaborado para aplicacdo em turmas do ensino
médio, seu propésito € solidificar os conhecimentos que servem de pré-requisito ao estudo
da funcao exponencial. A estrutura do capitulo inclui defini¢oes formais, demonstragoes

de propriedades e alguns exemplos para ilustrar a teoria.

Partindo da definicdo de poténcias com expoentes naturais, avanc¢aremos para
os expoentes inteiros negativos, racionais e irracionais, verificando a validade de suas

propriedades em cada etapa.

Para indicar os conjuntos numéricos utilizaremos as seguintes notagoes:

« Conjunto dos nimeros naturais, N = {0,1,2,3,--- }.

 Conjunto dos nimeros naturais ndo nulos, N* = N~ {0}.

« Conjunto dos nimeros inteiros, Z = {---,—3,-2,—1,0,1,2,3,--- }; Z* =7Z ~ {0}.
« Conjunto dos nimeros racionais, Q = {Z : z € Z, n € N*}; Q* = Q ~ {0}.

o Conjunto dos ntimeros irracionais, I sao os niimeros reais que nao sao racionais.

« Conjunto dos numeros reais, R; R* =R~ {0}.

» Conjunto dos nimeros reais positivos, R* = {x € R : z > 0}.

1.1 Poténcia de expoente natural

Definicao 1.1. Seja a um ntimero real e n um ntimero natural. A poténcia de base a e

expoente n é o ntimero a”, tal que: a® =1 (a # 0); e a" = a™! - a, para todo n > 1.

Da definicao, percebe-se que:

E, de modo geral, para m natural e m > 2, a poténcia a™ é um produto com m fatores a,

ou seja:
a®=a-a-...-a.
N————
m fatores
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1.1.1 Propriedades

Sejam a e b niimeros reais e m e n naturais, com a # 0 ou n # 0, valem as seguintes

propriedades:

(A1) a™-a" = a™m.

(A2) %o =a™ ™ a#0,m>n.
(A3) (a-b)" =a™ b

(Ad) (2)" =2, b#0.

(A5) (a™)" =a™™.

Demonstragdo. Vamos usar a propriedade a™ =ga-a-...-a.
—_——
m fatores
(Al) a™-a"=a-a-...ca-a-a-...ca=a-a-...-a=a"""
m fatores n fatores n+m fatores
m fatores n fatores m—n fatores
m—n fatores
a” _a-Q-...-04 _ G- Q... QA QG ... Q __ """ _ _m-n
(A2) e =ga——"¢ = a-a-...-a =a-a-...-a=a- "
—_——— —_—
n fatores n fatores
n fatores n fatores n fatores
—_— —_————— | ———
(A3) (a-b0)* =ab-ab-...-ab=0a-a-...-a-b-b-...-b = a"-b", onde na segunda

igualdade usamos a comutatividade dos niimeros reais.

n fatores P
n fatores
—_—N—
(ag) (2) =0 0 O a
b b b b b-b-...-h
———
n fatores
m fatores m fatores m fatores
—_——N— .
(A5) (@™)"=g™-a™-...-d"=0-a-...-a-a-a-...-a-...-a-a-...-a=a"".
n fatores n fatores

1.2 Poténcia de expoente inteiro

Desejamos agora generalizar a definicdo de poténcia a™ para qualquer niimero real
a # 0 e qualquer n € Z mantendo a propriedade a™ - a™ = ™. Assim, dado n € N,

n > 0, devemos ter

I
logo o™ =—.
an

-n . _n 7n+n:a0:17
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1.2.1 Poténcia de expoente negativo

Definicao 1.2. Seja a um nimero real nao nulo, e n > 1 um nimero natural, define-se a

poténcia a™" de expoente negativo como:

|
a"t=—
aTL
Exemplo 1.3.
a) 377 =4 =3
- 1 1

1.2.2 Propriedades

As propriedades listadas para os expoentes naturais, também sao validas para os
. . s . . m — s s .
expoentes inteiros. Além disso, a propriedade % = a™™", também ¢é verificada quando
m < n.

Sendo a e b nimeros reais nao nulos, e m e n inteiros, valem as propriedades:

(B1) a™-a™ = a™™.
(B2) & =a™ .

(B3) (a-b)" =a™-b".

(B5) (a™)™ = a™".

Demonstracao. Para n e m naturais as propriedades foram demonstradas na se¢do anterior.

Vejamos os casos onde n e m sao negativos.

(B1) Caso os dois expoentes sejam negativos, ou seja, —m > 0 e —n > 0. Utilizando a

propriedade (A1) e a defini¢ao, temos

1 1 1 (a1 1
a -qQ = . = = = = Q
a—™ aq " a—™m.q-" q—m-n q—(m+n)

m—+n

Caso um dos expoentes é negativo. Suponha m > 0 e —n > 0, neste caso teremos as

seguintes possibilidades:

(i) Se m > —n, teremos pela defini¢do e a propriedade (A2),

(‘4:2) CLm—(—n) _ am—&—n'
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(ii) Se m < —n, novamente pela defini¢do e a propriedade (A2)
m o on_a@" 1oy 11
a a = a-" o a:: - q-—n—m o q—(m+n) =a ’
(B2) Caso —n < 0, pela defini¢ao e a propriedade (B1), teremos
a™ a™ m—m (B
a —n
(B3) Suponha —n > 0, entao pela definigao e a propriedade (A3), teremos
1 (A3) 1 1 1
. b n— = = e =qaq". bn
(a-b) (a-b)—™ o b g b ¢
(B4) Considere —n > 0, entao pela defini¢ao e a propriedade (A4), teremos
<a>" 1 @y 1 a” a"
— = = = py = -1 = 7
) T
(B5) Caso —m > 0 e —n > 0, teremos pela definigao e as propriedades (A4) e (Ab),
1 \" 1 1
(am)n = ( ) = n = ey
a~™m 1 -m
0]
(45) 1 _ ey 1L
- Cm)(m) {1y T T I
(%) () = o=
]

1.3 Raizes e Poténcia de expoente racional

Antes de iniciar esta secdo, é necessario introduzir algumas nogoes sobre as fungoes

de nimeros reais que serao utilizados a partir deste topico. Obviamente, ndo pretendemos

fazer um desenvolvimento completo deste assunto, nos restringiremos somente ao conteido

bésico que utilizaremos neste trabalho.

Definicao 1.4. Dados os conjuntos X, Y, uma funcao f : X — Y é uma regra que associa

a cada elemento z € X um unico elemento y = f(z) € Y.

Definicao 1.5. Seja X C R um subconjunto dos niimeros reais. Dizemos que uma funcao

f: X —=REé&
 Crescente, quando para todo z,y € X, z <y = f(z) < f(y).

» Decrescente, quando para todo x,y € X, x <y = f(y) < f(z).
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Definicao 1.6. Quando X = N ou X = N*, a fun¢do f : X — R é chamada sequéncia
(infinita).

Definicao 1.7. Dados um ntimero real a > 0 e um nimero natural n € N*, existe sempre
um numero real positivo b, tal que b” = a. O ntimero b serd chamado raiz n-ésima de a e

sera representado por{/a.

Exemplo 1.8.
a) v/8 =2, pois 23 = 8.
b) /32 = 2, pois 2° = 32.
c¢) v/0 =0, pois 0% = 0.
Da definicao, segue que:
(i) Quando a = 0, entdo b = 0, pois 0" = 0 para n € N*.
(ii) Para todo numero real a > 0 e todo n € N*, temos ({/a)"” = a.

A raiz de um nimero tem as seguintes propriedades: Para a, b e ¢ reais positivos e

n,m, p naturais positivos:
(R1) ¥a- Vb= /a-D.
(R2) 4 = /4.

(R3) (+/a)" = a™.
(R4) §/va= "ia.
(R5) /am = /am.

Demonstragio. Vamos usar que {/a = b, quando b" = a.

(R1) Sejam = = {/a e y = V/b. Logo, " = a e y" = b. Assim,
a-b=z"-y"=(z-y)" = "a~b:x~y:%-%.

(R2) Sejam z = {/a e y = /b, temos 2" = a e y" = b. Logo,
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(R4) Sejam z = Ya ey = {/x ,logo 2™ =a e y™ = x. Assim,
Y= () =t =a = Wa=y= Yi=iVa
(R5) Seja x = {/a™, logo " = a™. Portanto,
a™? = (a™)P = (2" = 2"P = "Vamr =z = Jam.
O

Agora vamos definir a” para um ntimero real a > 0 e r niimero racional de modo

ue continue valida a regra a” - a® = a”"**. Portanto, para r = € com g > 0, deve-se
) ) )
ter:
« somados
—
(@)l =g -a-.. . -a=d TTT T = gem =P,
—_—

q fatores
Logo, a” é o niimero real cuja ¢-ésima poténcia é igual a a”. Pela definicdo de raiz g-ésima,

este numero é YaP.

Defini¢ao 1.9. Dados a € Rt e § € Q, com ¢ > 0, a poténcia de base a e expoente % é
definida por:

p

aE:q

ar.
P
Paraa=0e % > 0, adotaremos 0s = 0.

Exemplo 1.10.

1
2

a)
b)

)

wl—=

5 V5.
2 /2.
35 = v/32.

[S{1N]

1.3.1 Propriedades

As propriedades listadas para poténcias com expoentes inteiros, sdo validas também
para as poténcias com expoentes racionais, segue que, para a e b reais positivos e r e s

racionais, valem:

(C1) a"-a®* =a""=.

(C2) & =a"*%,a#0,m>n.
(C3) (a-b)" =a" -1

(C4) (2) =%.b#0.
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(C5) (a")® =a’"".

Demonstracao. Considere r =

m
n

es ==L comm,n,p e q inteiros, e n >0, ¢ > 0.

(C1) Usaremos as propriedades (R1) e (B1).

m P mq np
n q

a -*-a fry a :aTq-a”TJ

R1
= amd . Y aqre (:) ama . qnP

B1 T mg+np P
(:) kv amQ+np = nq = a%_"E = aT—‘rS.

a

a
—_ = 7 = P =
as aa and nd/ QP
mq
(R:2) nq a (B:2) q amq—nq
a™p
mg—np m_D
= a na —=qnrn a=aq %

(E) nam nbn:a%b% :ar.br_
(C4) Usaremos as propriedades (B4) e (R2)
G - G) -6
o) N/ Vb
By Jam ) Yam_ar
B b pm bw b

@) = (@%)F = f(ar) 2

1.4 Poténcia de expoente irracional

O lema abaixo mostra que as poténcias a”, com expoentes racionais, estao espalhadas
por toda parte em R™, mesmo nao contendo todos os niimeros reais positivos. Os "vazios"de

RT sdo as poténcias a®, de expoentes irracionais.
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Para estabelecer isto precisamos fazer algumas observagoes.

Se a > 1 entao, multiplicando ambos os membros desta desigualdade por a”,

obtemos a"*! > a". Portanto,
a>1=1l<a<ad’*<---<a"<a<...

Além disso,

1

O<a<l=1>a>ad>>-->a">a"">...

como se vé multiplicando ambos os membros da desigualdade a < 1 pelo nlimero positivo
a™. Isto significa que a sequéncia cujo n-ésimo termo € a”, é crescente quando a > 1 e
decrescente se 0 < a < 1. Para a = 1, esta sequéncia é constante, com todos os seus termos

iguais a 1.

Finalmente, observamos que, se a > 1, a sequéncia formada pelas poténcias
a”, n € N é ilimitada superiormente. Isto é, dado ¢ € R, existe n € N tal que a"™ > c. De

fato, escrevendo a = 1+ d com d > 0, pela formula do binémio de Newton, obtemos

a" = (14+d)"

(o)) (e (e ()
= 1l+nd+ [Wdu---mm—wdn]
> 1+ nd.
Assim, escolhendo n > <%, obtemos a” > 14+nd > 1+ (c—1) =c.
Lema 1.11. Fizado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R™ existe alguma

poténcia a”, com r € Q.

Prova. Dados a < (3, devemos achar r € Q tal que a < a” < . Por simplicidade, vamos
supor a e o maiores que 1. Como as potencias de expoente natural de nimeros maiores do

que 1 é crescente e ilimitada superiormente, podemos obter:

« M €N tal que 3 < a™;

e ne€Ntal quea< (1+6a7wa>n.

Logo, existem M é n ntimeros naturais tais que

a<pB<dl e 1<a<<1+5;4a>.
a

Da tultima relagao, obtemos

1/n ﬁ—Oé 1/n B_Oé
l<a/"<1+ T = 0<a 1< T

= 0<d’(@"-1)<p-a.
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Logo,
m m41 m
—<M=0<ad (@ -1)f—a e 0<an —an <f—a.
n

Assim, as poténcias a’ =1, al/ " RZAI ,aM sdo extremos de intervalos consecutivos

todos de comprimento menor do que 3 — .

n

Como |[a, 8] C [1,a™], pelo menos um desses extremos, digamos a™/™ estd no

intervalo [, 3]. O

Observamos também

Lema 1.12. A fungio f : Q — R, definida por f(q) = a? é crescente quando a > 1,

decrescente para 0 < a < 1 e constate igual a 1 quando a = 1.

Prova. Como vimos, para n € N*, temos

a>1=>1=d"<a<d’< ---<a"<a"t <.

O<a<l=1l=d">a>a*> --->a">a"'>...

Note que se a > 1, entao 1 > % =a ' Logo, 0 < a! <1< aeparan €N, temos
(a=1)" = a™™. Assim, pelas relagoes estabelecidas anteriormente para os niimeros naturais,

obtemos
a>1=  .<a ™V <cgm<..<ag?<al<l=d"<a<ad®<--ad"<a"t<...

Agora, se 0 < a < 1, entdao 0 < a < 1 < a~!. Novamente, as relacoes estabelecidas nos

nﬁmeros naturais fornecem
O<a<l=-—>a™sg">s...50g'>1=a">a>a*> --a">a"'>...

Isto é, a fungdo f : Z — R, f(z) = a® é crescente quando a > 1 e decrescente para
0<a<l.

k

n’

Sejam p,q € Q com p < g. Podemos escrever p = = com z € Z, m € N*eq = p+

onde k,n € N*. Temos os seguintes casos:

1. a > 1. Neste caso teremos

1 Q)
a—p:aq_p:a%:({b/a)kélkzl = a? > ad’.
a

(1) segue pelos seguintes fatos:

e Sea>1,entdo a > 1 para n € N*. De fato, caso Va = b < 1, terfamos que

a="b" <1, que é absurdo.
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k
. b>c>0:>bk>ckparak€N*.Pois,%>1,10g02—22(%) > 1, ou seja,

bk > ck.
2. 0 < a < 1. Neste caso,

q
a—p:aq’p:a%:{“/ﬁ:(\/a)k<1k:1:>aq<ap.
a

(1) segue de:

e Se0<a<1,entdo {/a < 1 para n € N*. De fato, caso /a = b > 1, terfamos
que a = b" > 1, que é absurdo.

k
. O<b<c:>bk<c’“parak€N*.Pois,O<g<1,10g02—',i:(%) <1, ou

seja, bF < cF.

Observe que a afirmagao 1. acima, fornece que a funcao f : Q — R é crescente e a afirmacao

2. estabelece que tal funcao é decrescente.

Resta mostrar que 1" = 1 para todo r» € Q. De fato,

e 10=1.
e ParaneNen>0,temos 1"=1-1-...-1=1.
—_——
n fatores
. ParanGZ,en<O,temosl":1}n:%:1.

. Parar:%EQ,commEZenEN*,temoslT:%: Y1m = /1 =1.
L]

Agora vamos definir a potencia a”, nos casos a > 0,a # 1 e 0 < a < 1 para x
nimero irracional, mantendo a propriedade da funcao ser crescente no caso a >0, a # 1 e

decrescente no caso 0 < a < 1.

Definicao 1.13. A poténcia a*, com z irracional é definida como segue:
b

o Caso a > 1, a® ¢é definido pela seguinte propriedade:

r<zr<s,comr seQ = a <a® <da’.

e No caso 0 < a < 1, a” é definido pela propriedade:

r<x<s,comrscQ = a <a <a.

e Quando a =1, visto Lema 1.12, a definicao natural é 1* = 1.
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Vejamos a unicidade de a”, para a > 1. (0 caso 0 < a < 1 é andlogo).

Unicidade de a” no caso a > 1: Nao podem existir dois niimeros reais distintos, digamos
A < B, para assumir o valor a®, com a propriedade acima. Se existissem tais A e B
terfamos

r<r<s r,secQ = d <A< B<a’

e entao o intervalo [A, B] ndo conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional,

contrariando o lema anterior.

Portanto, quando x ¢é irracional, a® é o inico nimero real cujas aproximagoes por
faltas sao as potencias a”, com r racional menor do que x e cujas aproximagoes por excesso

sdo as poténcias a®, com s racional maior do que x.

Note que no caso a = 1, quando x é irracional, as aproximacoes por faltas e as
aproximacoes por excesso de 1% sao constates iguais a 1. Entao, nada mais natural que
definir 1* = 1.

Exemplo 1.14. A poténcia 2V3 ¢ um nimero real, e a definicdo de poténcia estda relacionada

as poténcias com expoentes racionais proximos, verificamos que:

91,732050807 _ 9v/3 _ 91,732050808

1.5 Poténcia de expoente real

Tendo sido definidas anteriormente, as poténcias de expoente racional e irracional,

esté definida a poténcia a* com a € RT e z € R.

1.5.1 Propriedades

Sendo a,b € RT e z,y € R, as propriedades seguintes sao validas:

(P1) a® - a¥ = a™ .
(P2) £ =

(P3) (a-b)" = a®-b*.
(Pa) (4) =4

(P5) (a)V = a*

Demonstracao. Tais propriedades foram provados quando z,y € Q. Logo, basta mostrar
elas no caso em que x ou y sao nimeros irracionais. Lembrando a definicdo de a® para

a > 1 e x irracional: ¢ com a > 1 é o inico nimero que satisfaz:

Para todo 7,5 € Q com r <z < s tem-se a" < a” < a’. (1.1)
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Note que (1.1), pelo Lema 1.12, também vale para os niimeros z racionais.

(P1) Sejam 7, s,p,q € Q tais que
r<z<s = a <a’ <a’. (1.2)

p<y<q = a’ <a’ <al (1.3)

As equagdes (1.2) e (1.3) fornecem para r < = < s, p < y < q e logo para
r+p<zr+y<s+gq,

a=qa"a’ <a*-a¥ <a®-al=a"".
Por outra parte, temos
r+p<zrH+y<st+q = aP<a <.

Agora, se A =a"-a¥ e B = a"" fossem distintos, pelo Lema (1.11), existiria R € Q

tal que a® estd entre A e B, que é absurdo, pela unicidade de (1.1). Portanto,

a*"v = aq" - a¥.

(P2) Note que por (P1) parax € R,z #0ea € R", a# 1, temos (a*)™! = a™%, pois

4 _ a* - (a¥)7! ) a®-a”¥ it a® Y
a¥y
(P3) Sejam r,s € Q tais que
a” <a® <a’ (1)
r<r<s = br < b* < b* (2)

(a-b)" < (a-b)*<(a-b)* (3)
As desigualdades (1) e (2), junto com a propriedade (C3), obtemos
(a-b)" D <a bt <atpr @ (a-b)°.

Esta desigualdade junto a desigualdade (3), por um argumento similar ao dado em
(P1), obtemos (a - b)* = a® - b”.

(P4) Note que, as propriedades (P1) e (P3) fornecem

= b= ().
1= 0 = pez B o o

Assim,

(Z) — (CL . b—l)a: (]i}) a® - (b—l)x (g) a - b=
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(P5) SejamacR,a>1er s,p, g€ Q taisquer <z <sep<y<gq.
r<r<s=a <a® <a’.

e« Caso (1): 2 =0ouy=0. E trivial, pois a® =1 e 1 = 1 (2 € R).

« Caso (2): x e y positivos. Podemos escolher 7 > 0 e p > 0. Assim, a” > 1 e

a® > 1. Temos

(a")¥ < (a®)¥ < (a®)Y. (1.4)
Como p < y < q, segue:

(a")? < (a")¥ < (a")™. (1.5)

(a®)? < (a®)Y < (a®)1. (1.6)

As desigualdades (1.4), (1.5), (1.6), com a propriedade (C5), obtemos
a’P (€5 (@) < (@) < (a®) < (a*) < (a®)* (@5) a5

ou seja,
a"? < (a")¥ < a’. (1.7)

Por outro lado,
r-p<zr-y<s-gq=a’<a"¥<al

Esta desigualdade com (1.7), por um argumento similar ao dado em (P1),

obtemos
(a®)Y = a"".
« Caso (3): z negativo e y positivo. Seja z = —z > 0. Entao,
@y =@ 2 () = B =
a® (a?)y  a*v ’

onde na quarta igualdade acima usamos o caso anterior.
« Caso (4): = positivo e y negativo. Seja z = —y > 0. Entao,
(p2) 1 1 (p2)

(@) = @) = e e @A =a

onde na terceira igualdade acima usamos o caso (2).

« Caso (5): z e y negativos. Seja z = —z > 0. Entao,
Yy
(@) = (a5 B2 (1> ey 1 1oy o,
a® (a®)y  a*v

onde na quarta igualdade acima usamos o caso (4).

Esta propriedade nos permite concluir que a funcao f : R — R definida por

f(z) = a® é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.
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2 Funcao Exponencial

Neste capitulo a defini¢do e as propriedades da Func¢ao Exponencial, foram baseadas
no texto do livro Numeros e Fungoes Reais (1) da colegao Profmat. Abordamos também,
a caracterizagao das fungoes exponenciais e sua relagao com as progressoes, conforme a

mesma referéncia.

Tratamos também das equagoes e inequagoes exponenciais, principalmente por
meio de exemplos. Por fim, as aplica¢oes das Funcoes Exponenciais foram baseadas em

exemplos de livros didaticos do Ensino Médio.

Definicao 2.1. Dado um ntumero real a, com 0 < a # 1. A fungdo exponencial f de base

a associa cada nimero z € R a poténcia a”. Assim, a funcao f : R — R*, é dada por
f(z) = a".
Exemplo 2.2. Fungoes exponenciais de R em R: f(z) = 27, g(x) = (%)m, h(z) = (vV2)*.
Segundo Lima (1), a funcao exponencial de base a, f : R — R*, indicada pela
notagao f(x) = a*, deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para
quaisquer z,y € R:
1. a*-a¥ = a".
2. at = a.
.r<y=ad*"<a’quandoa>lexr <y=a’ <a” quando 0 < a < 1.
4. A fungao f: R — R", definida por f(z) = a”, é ilimitada superiormente.
5. A funcao exponencial é continua.
6. A funcdo exponencial f: R — Rt f(x) = a”, a # 1, é sobrejetiva.
As demonstragoes das propriedades acima, podem ser encontradas nas paginas de

154 & 157 de (1). Ainda segundo o mesmo autor, apresentamos a caracterizacao da fungao

exponencial:

Teorema 2.3. Seja [ : R — RT uma fungao mondtona injetiva (isto €, crescente ou

decrescente). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) f(nz) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
(2) f(z) = a® para todo v € R, onde a = f(1);

(3) [x +y) = f(x)- [(y) para quaisquer v,y € R.
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E possivel ver a demonstragio em (1, p. 158).

E, a caracterizagao das funcoes do tipo exponencial (teorema 2.5), demostrado em
(1, p. 159).

Defini¢ao 2.4. Uma fungao g : R — R é do tipo exponencial quando temos g(x) = ba®

para todo todo x € R, com a e b constantes positivas.

Quando b é positivo, a fungdo g(z) = ba® é crescente se a > 1, e é decrescente se
O<a<l.

Teorema 2.5. Seja g : R — RT uma fungao mondtona injetiva (isto €, crescente ou

decrescente) tal que, para x,h € R quaisquer, o acréscimo relativo W
g(1)

apenas de h, mas nao de x. Entao, se b = g(0) e a = o(0)» tem-se g(x) = ba® para todo
r e R.

dependa

2.1 Grafico da Funcao Exponencial

A propriedade 3. da se¢ao anterior, afirma que a fungdo exponencial é crescente
quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1. Como exemplo, vejamos os gréaficos das

fungdes reais f(z) =2% e g(z) = (%)z

Figura 1 — Grafico da funcao f(z) =2

Fonte: Autor

Com relacao a funcgao f(z) = a”, podemos dizer que a curva representativa esta
toda acima do eixo x, pois f(z) = a* > 0 para todo = € R, além disso, corta o eixo y no

ponto de ordenada 1.

Quando a > 1, nota-se que, quando x varia da esquerda para direita, a curva

exponencial y = a” (Figura 1) apresenta um crescimento bastante lento enquanto = é
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Figura 2 — Grafico da fungao g(x) = (%>x

Fonte: Autor

negativo. A medida que x cresce, o crescimento de y se torna cada vez mais acelerado. Isto
se reflete na inclinagdo da tangente ao grafico; para valores positivos muito grandes de x ,

a tangente é quase vertical, conforme (1).

Quando 0 < a < 1, a curva y = a” (Figura 2 ) decresce rapidamente para valores

negativos de z e tem o decrescimento mais lento quando x assume valores positivos.

2.2 Funcoes Exponenciais e Progressoes

Como vimos na defini¢ao 1.6, uma sequéncia de niimeros reais é uma funcao cujo
dominio é o conjunto dos niimeros naturais ou o conjunto dos nimeros naturais nao nulos,

ou seja, N ou N*. As progressoes sdo exemplos interessantes de sequéncias.

Uma progressao aritmética é uma sequéncia de nimeros (z1, 3, ..., Tp, ...), na qual

a diferenca entre cada termo x,1 e o seu antecedente x,, é constante. Em outros termos:

Definigao 2.6. Uma progressao aritmética (P. A.) é uma sequéncia z1, xs, Z3, ..., onde
cada termo, a partir do segundo, ¢ a soma x,.1 = x, + r do termo anterior mais uma
constante r, chamada razao de progressao. De forma geral, x,.1 = x; + nr para todo
n € N.

Exemplo 2.7. As sequéncias:
(1,2,3,..),
(2,5,8,11,...),
(5,5,5,...),
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e (7,3,—1,-5,..)

sao progressoes aritméticas cujas razoes valem, respectivamente, 1, 3, 0 e -4.

Conforme Morgado (2), as progressoes geométricas sao sequéncias que variam com
taxa de crescimento constante, onde a taxa de crescimento de uma grandeza, que passa do
valor a para o valor b é a razao entre o aumento da grandeza e seu valor inicial, ou seja, a

taxa é definida por bjT“ Podemos definir:

Definigao 2.8. Uma progressao geométrica (P. G.) é uma sequéncia xy, x2, 3, ..., onde
cada termo, a partir do segundo, é o produto x,,.1 = x, - ¢ do anterior por uma constante

¢, chamada razao da progressao. Em geral, x,,.1 = z1 - ¢", para todo n € N.

Exemplo 2.9. Se a populagao de certa cidade é hoje de 200 mil habitantes e cresce 2% ao
ano, a populagio dessa cidade daqui a 10 anos sera Pjg = Py-(1+414)'° = 200-(1+0,02)'° ~
243, 8 mil habitantes.

Exemplo 2.10. Restricao da exponencial aos naturais.  [MORGADO, (2)]

Se a grandeza G varia com taxa de crescimento constante igual a ¢, o valor de G na
época n é G, = Gy - (1 +14)". Note que a funcao que associa a cada natural n o valor de
G, ¢ simplesmente a restrigdo aos naturais da fungdo exponencial G(z) = G(0) - (1 4 7)*.

A figura mostra a variacao de G para i > 0.

Figura 3 — Gréfico de G(z)

Gs

G2

Fonte: Morgado (2)

Teorema 2.11. A soma dos n primeiros termos de uma progressio geométrica (a,) de

razao q # 1 € igual a

Demonstracao. S, = ay + as + az + ... + a,_1 + a,, multiplicando por ¢ obtemos:

qSn = as +az + ... + apn_1 + an + a,q,
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subtraindo as duas igualdades anteriores, obtemos
Sp = @Sy = a1 — apq = a1 — a1q",

ou seja,
Sn(l—q) =a1(1—¢"),

logo

I—gq
1—q

S?’L:al'

Exemplo 2.12. Lenda do Xadrez [MORGADO, (2)]

Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa um grao de trigo
pela primeira casa, dois graos pela segunda, quatro pela terceira e assim sucessivamente,
sempre dobrando a quantidade a cada nova casa. Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas,
a quantidade de graos pedida pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos de

uma progressao geométrica cujo primeiro termo ¢é 1 e cuja razao é 2, isto é

=201,

1-2
Calculando, obtemos um estupendo ntiimero de vinte digitos, 18 446 744 073 709 551 615.

Exemplo 2.13. Considere a progressao aritmética: (1, 2, 3, ...) e a fungao real f(x) = 500-
0,02%. Observe que os valorres de f(1), f(2), f(3), ..., formam uma progressao geométrica
de razao 0,02, que é: (10;0,2;0,004;...).

Exemplo 2.14. Seja (3,5,7,...) uma progressao aritmética de razdao 2 e f(x) = 7000 - 3,
os valores de f(3), f(5), f(7),... formam a progressao geométrica de razao 3% (7000 -
33; 7000 - 3%; 7000 - 37; ...).

Seja f : R — R, f(x) = ba”, uma fungao do tipo exponencial. Se x1, zg, -+, Tp, - -
¢ uma progressao aritmética de razao h, isto é, x,.1 = x, + h.

Entao, os valores f(x1) = ba™, f(xy) = ba™, -, f(x,) = ba™,---, formam uma

h

progressao geométrica de razao a”, visto que:

f(xn41) = ba®™+t = ba™ " = (ba™) - a" = f(zn) - a".

Conforme (1, p. 161), esta propriedade é caracteristica das fungoes de tipo expo-

nencial, conforme o teorema a seguir.

Teorema 2.15. Seja f: R — R uma funcao injetiva (isto é, crescente ou decrescente)

que transforma toda progressio aritmética xi,xs, ..., Ty, ... NUMA PTOGresSGo geométrica

YL, Y2y ooy Yy ooy COM Yy = [(2). Se pusermosb = f(0) ea = f(1)/f(0) teremos f(z) = ba®
para todo x € R.
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2.3 Equacoes Exponenciais

Definicao 2.16. Equacao exponencial é toda equagao com incognita no expoente.

Exemplo 2.17. Sao exemplos de equagodes exponenciais:

a) 2% = 128.
b) 97 — 3" = 6.
c) 257t = /53
Um dos métodos para resolver equacoes exponenciais é a redugdo a uma base
comum, que ¢ aplicado quando os membros da equacgao, por meio de transformagoes
convenientes baseadas nas propriedades das poténcias, forem redutiveis a uma mesma base

a(0 < a # 1). Sendo a fungao exponencial f(z) injetiva, podemos concluir que poténcias

iguais e de mesma base tém os expoentes iguais, isto é:

a=a"=b=c (0<a#l).
Exemplo 2.18.

a) 9x+1:%j32(x+1):3_3:>2$+2:—3:>x:_

N ot

- s={-

N Ot

b
b3 =T=4 == () =1=2=0 S={0}
¢) 9°—10-3" = -9 = (3%)? — 10 - 3" + 9 = 0, fazendo 3" = y, teremos:
v —=10-y+9=0=y1=9ey, = 1.
Para y; = 9, temos: 3* =9 = 3* =32 =z = 2.

Para yo = 1, temos:3" = 1= 3* =3 = 2 = 0. S = {0, 2}.

2.4 Inequacoes Exponenciais

Uma desigualdade, cuja incégnita esta no expoente é chamada inequacao exponen-

cial.

Exemplo 2.19. Sao exemplos de inequagoes exponenciais:

a) 3% > 27.
b) 57+ < 125.

2 1
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d) V31 < 81.

Para resolver uma inequacao exponencial, reduzimos os dois membros da inequacgao
a poténcias de mesma base, em seguida aplicamos as propriedades 3 e 6 das fungoes

exponenciais, resumidas da seguinte forma:

e Sea>1(f(x)=a"écrescente): a* > a¥ < x > y.
e Se0<a<1(f(x)=a"édecrescente): a® < a¥ < x > y.

Exemplo 2.20. Em um estudo demografico constatou-se que a populacgdo P de uma
cidade cresce de acordo com a fungao P : R — R*, definida por P(t) = 6250 - 2', em
que t representa o tempo em anos. Seguindo essa tendéncia de crescimento populacional,
qual o tempo necessario para que ela ultrapasse a quantidade de 50000 habitantes? Para
responder a esta questao, precisamos determinar os valores de t para os quais P(t) > 50000,
ou seja:

50000

250 - 2 2> ——— = 2 t .
6250 > 50000 = >6250:> >8=1t>3

2.5 Aplicacoes da Funcao Exponencial

Nesta se¢ao apresentamos aplicacoes das fungoes exponenciais presentes em livros
didaticos do Ensino Médio. Estas aplicagoes aparecem como exemplos e exercicios, que

aqui foram adaptados.

Exemplo 2.21. Degradacao de Substancias [ANDRADE, (3)]

(Cesgranrio-RJ) Certo tratamento médico consiste na aplica¢ao de uma determinada
substancia a um paciente. Admita que a quantidade () de substancia que permanece
no paciente, ¢ horas apés sua aplicacdo, ¢ dada, em miligramas, por Q(t) = 25017010,

Determine a quantidade que permanece no paciente 10 horas apds a aplicacao da substancia.

ueremos determinar )(t), quando t = 10, entao:
Q e :
Q(10) = 25010110 — 25001~ — 1,
Assim, a quantidade de substancia que permanece no paciente, apés 10 horas, serda 1 mg.

Exemplo 2.22. Cultura de Bactérias [DANTE, (4)]

Em uma certa cultura, ha 1000 bactérias em determinado instante. Apés 10 min,
existem 4000, quantas bactérias existirao em 1 hora, sabendo que elas aumentam segundo
a formula P = P, - e, em que Py = 1000 ¢ a quantidade de bactérias no instante inicial,

P = P(t) ¢ o niimero de bactérias em ¢ horas e k ¢ uma constante?
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Como em 10 min, que correspondem a % = % de horas, existem 4000 bactérias,

temos:
=4 = e =45 = & = 4096.

o=

4000 = 1000 - "5 = (¥

Assim, em ¢ horas temos:
P(t) =P, e = P(t) = P, - (¢")' = P(t) = 1000 - 4096".
Logo, P(1) = 4096000, isto é, em 1 hora existirao 4.096.000 bactérias.

Exemplo 2.23. Populacao Regional por Curva de Tendéncia

Uma regiao passa por um processo de éxodo rural. Por meio de uma curva de
tendéncia, os técnicos de um instituto de Geografia e Estatistica concluiram que a populagao
P dessa regiao, em milhar de habitantes, daqui a t anos, pode ser estimada pela funcao:

b 1560
)= 3+ 5-200:5)

a) Qual é a estimativa da populagao atual dessa regiao?

Para a populagao atual consideramos ¢t = 0, assim,

1560 1560 1560
(0) 3+5-2050 345.20 8 9

Portanto, a populagao atual é estimada em 195 mil habitantes.

b) Qual é a estimativa da populagao dessa regido daqui a 1 ano?
Em um ano, ou seja t = 1, a populagao sera

1560 1560

= = ~~ 155.
34+5.2050) 345,72

P(1)

Entao, em um ano a populagao serd proxima de 155 mil habitantes.

¢) Supondo que essa estimativa continue valida por tempo suficiente, daqui a quantos

anos a populagao dessa regiao sera estimada em 120 mil habitantes?
Neste caso, queremos determinar ¢, para o qual P(t) = 120, segue que

1560 1560 : .
120 = 375 5059 = 130 =3+45.-2090 5.9 =10=>27 =2= ¢t =2.

Logo, em 2 anos a populagao estimada serd de 120 mil habitantes.

Exemplo 2.24. Cultura de Fungos

Um bidlogo constatou que, a temperatura de -1°C, a populagao de uma cultura
de fungos era estimada em 4000 individuos e que, a cada grau Celsius de aumento na

temperatura, morriam 75% dos individuos.
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a) Indicando por f(z) a populagdo remanescente, em milhar de individuos, & tempera-

tura de x grau Celsius, escreva a equagao que relaciona f(zx) e x.
Sendo = a temperatura, segue a variacao de temperatura sera x + 1.

Como para cada grau Celsius, a populagdo seré reduzida em 75%, ou seja, teremos

25% restantes da populacao de fungos, e sendo 4000 a populacao inicial.

Podemos expressar a populagao f(z), em milhar, por:

f(z) =4-0,25+D),

b) Esboce o gréfico da fungao exponencial que contém os pares (z, f(x)).

Figura 4 — Créfico de f(z) = 40,25+

Fonte: Autor

Exemplo 2.25. Juros Compostos

Algumas aplicagoes financeiras em institui¢oes bancérias tém rendimento diario
e operam em regime de juro composto, isto é, no fim de cada dia o juro é acrescido ao
montante do dia anterior. Se um capital de R$2.000,00 for investido em uma dessas
aplicacoes financeiras, cuja taxa didria de juro seja de 0,04 %, qual serd o montante

acumulado em ¢ dias?

Para responder a essa questao, vamos rever um conceito de juros, se um capital
inicial C' é aplicado em regime de juro composto a taxa constante ¢ por unidade de tempo

(dia, més, ano etc.), entdo o montante M acumulado em ¢ unidades de tempo é dado por:

M = C(1+4).
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Assim, o montante acumulado em ¢ dias pela aplicacao de R$2.000,00 a taxa didria de

juro composto de 0,04% é dado pela fungao:

M (t) = 2.000(1 + 0,0004)",

ou seja,

M (t) = 2.000(1,0004)".

Os exemplos 2.15, 2.16 e 2.17 foram extraidos do livro Matematica, de Paiva (5).
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3 Fractais

Um fractal é um objeto geométrico que pode ser dividido em partes, cada uma
das quais semelhante ao objeto original. Diz-se que os fractais tém infinitos detalhes, sao
geralmente autossimilares e de escala. Em muitos casos um fractal pode ser gerado por

um padrao repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

Para Antunes (6), a definigdo mais simples é que fractais sdo objetos gerados pela
repetigdo de um mesmo processo (iteragdo/recursao), apresentando autossimilaridade,

dimensao fractal e complexidade infinita.

A geometria fractal, com sua riqueza visual e seus processos iterativos, oferece uma
analogia poderosa e concreta para o comportamento das func¢des exponenciais, servindo
como uma base para as atividades praticas propostas.

Segundo Nunes (7), fractais sdo objetos que podem ser obtidos geometricamente
ou aleatoriamente, através de processos recursivos apresentando determinadas caracte-

risticas que por vezes sao encontradas em formas da natureza. Essas caracteristicas sao:
autossemelhanca, escala, complexidade e dimensao. De acordo com a autora:

Uma figura é autossemelhante se apresenta sempre o mesmo aspecto
visual a qualquer escala que seja ampliada ou reduzida, ou seja, se parte
de uma figura se assemelha a figura vista como um todo.

No entanto, quando falamos de figuras ou objetos autossemelhantes, temos
de considerar dois tipos de autossemelhanca: a exata e a aproximada
(ou estatistica). A autossemelhanca exata sé existe em figuras geradas
por processos matematicos em que, o conjunto total é formado por
pequenas réplicas perfeitas delas mesmas, ou seja é formado através de
um processo iterativo como é o caso, por exemplo, do tridngulo e do
tapete de Sierpinski e da curva de Koch.(7, p.29)

Em resumo, algumas caracteristicas dos fractais sao:

« Geragao por Processo Iterativo/Recursivo: A esséncia da construcao de um fractal
reside na repeticao continua de uma regra ou processo simples. A partir de um estado
inicial, uma transformagao é aplicada repetidamente, e de cada aplicagdo emerge
um novo nivel de detalhe. Este processo de iteragao ¢ o elo direto com a ideia de

multiplicagao sucessiva, que é a base da potenciacgao.

o Autossimilaridade: Esta é a propriedade mais visualmente marcante dos fractais.
Significa que partes da figura sao cépias, exatas ou estatisticamente aproximadas,
do todo, mas em escalas reduzidas. Ao ampliar uma pequena porc¢ao de um fractal,

revela-se uma estrutura tao complexa quanto a figura original.
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o Complexidade Infinita e Dimensao Fractal: Os detalhes em um fractal persistem
em qualquer nivel de ampliacdo, conferindo-lhe uma complexidade infinita. Essa
caracteristica desafia a nossa nogao intuitiva de dimensao (1 para uma linha, 2
para um plano, 3 para um sélido), levando ao conceito de dimensao fractal, que

frequentemente assume um valor nao inteiro.

O processo de iteracao geométrica é o mecanismo que, ao ser aplicado infinitamente,
gera a propriedade emergente da autossimilaridade. De forma crucial, esse mesmo processo
iterativo, quando quantificado, se manifesta algebricamente como uma fun¢ao exponencial.
O ato de repetir uma regra geométrica que multiplica o nimero de elementos por um fator
constante a cada passo é perfeitamente analogo a operacao algébrica de elevar uma base a
uma poténcia. Se a cada iteragdo n, o nimero de elementos é multiplicado por um fator
b, o numero total de elementos serd b". Portanto, a construcdo geométrica do fractal e a
férmula da fungdo exponencial sao, na verdade, duas representagoes (uma visual e outra
algébrica) do mesmo fenémeno dindmico. Explorar essa dualidade é o pilar pedagogico
que fundamenta a inclusao deste capitulo e a subsequente utilizacdo na proposta didatica.

De acordo com Nunes:

A exploragdo da geometria fractal, em contexto de sala de aula, proporci-
ona o desenvolvimento das atitudes, dos valores e das competéncias dos
alunos, na medida em que promove a curiosidade e o gosto de aprender,
de pesquisar e de investigar; impulsiona a utilizagdo da matemética na
interpretacdo do real, reconhecendo formas e processos que envolvem
conceitos mateméticos.(7, p.74)

3.1 Tridngulo de Sierpinski
Abaixo estd um exemplo de fractal:

Figura 5 — Triangulo de Sierpinski

Fonte: Autor

Como podemos ver na figura 5, os fractais possuem padroes autorreplicantes.
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O Triangulo de Sierpinski é talvez o exemplo mais paradigmatico de um fractal
gerado por um sistema de fungoes iteradas, e sua construgao ¢ um excelente ponto de

partida para a formalizacao matemaética.

O algoritmo de construcao do triangulo de Sierpinski é notavelmente simples e

visualmente intuitivo:

1. Comega-se com um triangulo equilatero sélido (iteracao n = 0).
2. Identificam-se os pontos médios de cada um dos trés lados.

3. Esses pontos sao conectados, dividindo o tridngulo original em quatro triangulos

menores e congruentes.
4. O triangulo central é removido, deixando trés tridngulos sélidos nos vértices.

5. O processo é repetido recursivamente para cada um dos tridngulos restantes.

3.1.1 Numero de Tridngulos (Crescimento Exponencial)

Seja n o nimero da iteragdo. O numero de tridngulos coloridos (sélidos), que
denotaremos por N(n), segue uma progressao clara. Na iteragdo n = 0, temos N(0) =1
tridngulo. Na iteracdo n = 1, temos N(1) = 3 tridngulos. Na iteracdo n = 2, cada um
desses 3 tridngulos gera outros 3, resultando em N(2) = 3 -3 = 9 tridngulos. A sequéncia
do niimero de tridngulos é 1, 3, 9, 27,..., que é uma progressao geométrica(PG) de razao 3.

A funcao que descreve este crescimento é uma funcao exponencial de dominio discreto:

N(n) = 3".

3.1.2 Area Restante (Decaimento Exponencial)

Se considerarmos a area do tridngulo inicial como Ay, a cada iteracao n, i da area
de cada sub-triangulo é removida, isso significa que % da area permanecem. A area total
restante, A(n), também segue um padrao exponencial. Apés a primeira iteragdo, a drea é
A(1) = 2. Ay. Apés a segunda, é A(2) =3 - A(1).

4

Generalizando, a area restante na iteracao n é dada por:
3

n
A(n) = Ao - (4) .

Esta analise transforma uma atividade geométrica de "desenhar e remover'em um
problema de modelagem matematica. Ela estabelece uma ponte explicita entre a construcao
visual e a fungdo tipo exponencial f(n) = a - b", onde para b > 1 temos um crescimento,
como em N(n), ou para 0 < b < 1, um decaimento, como em A(n). Esta é a base para
uma das atividades praticas proposta no Capitulo 4 e para a compreensao da relacao entre

progressoes geométricas e fungdes exponenciais.
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3.2 Fractal de Vicsek

Esse fractal é construido a partir de um quadrado inicial (Figura 1). Em cada etapa,
o quadrado ¢ dividido em uma grade de 3x3, e apenas os quadrados do centro e os quatro
cantos sao mantidos, formando a préxima figura (Figura 2). Esse processo é repetido
recursivamente com os quadrados restantes, como mostrado na Figura 3, gerando padroes
cada vez mais complexos. O Fractal de Vicsek é um exemplo de fractal autossemelhante
e deterministico, usado frequentemente para ilustrar conceitos de geometria fractal e

recursao.

Figura 6 — Fractal de Vicsek

FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3

Fonte: Autor

3.3 Tapete de Sierpinski

O Tapete de Sierpinski é outro exemplo classico de um fractal que demonstra de
forma impressionante a infinita complexidade gerada a partir de uma regra simples. Sua

construgao ¢ um analogo em duas dimensoes da construcao do Conjunto de Cantor.

Figura 7 — Tapete de Sierpinski

Fonte: Autor

O algoritmo para gerar o Tapete de Sierpinski é visualmente claro e segue uma

logica iterativa:

1. Comega-se com um quadrado sélido (Iteracao n = 0).
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2. O quadrado é dividido em nove quadrados menores e congruentes, como em um jogo
da velha.

3. O quadrado central é removido, restando oito quadrados sélidos na borda

4. O processo é repetido recursivamente para cada um dos oito quadrados restantes.

As primeiras etapas, ilustradas na sequéncia de figuras, demonstram a propriedade
da autossimilaridade em multiplas escalas. A andlise quantitativa deste processo iterativo

revela, assim como no Tridngulo de Sierpinski, duas progressoes geométricas distintas.

3.3.1 Numero de Quadrados (Crescimento Exponencial)

Seja n o numero da iteragdo. O nimero de quadrados coloridos, que chamaremos
de N(n), cresce exponencialmente. A sequéncia do niimero de quadrados é 1, 8, 64, 512,...,

que é uma progressao geométrica de razao 8. A funcdo que descreve este crescimento é:

N(n) = 8".

3.3.2 Area Restante (Decaimento Exponencial)

Se a area do quadrado inicial for Ag, a cada passo, é da area de cada sub-quadrado
¢é removida, o que significa que % da area permanecem. A area total restante, segue um

padrao de decaimento, sendo definida por:

3.4 QOutros exemplos

Exemplo 3.1. Fractais na natureza [NUNES(7)]

Existem muitas formas da natureza, que apresentam estruturas de autossemelhanca
e que apesar de nao conseguirmos visualizar muitas escalas de ampliacao, sao discutidas
sob o ponto de vista da geometria fractal. Para estas formas da natureza, a nogao de
autossemelhanga deve ser encarada como autossemelhancga aproximada. A Figura 8 e a

Figura 9 sdo exemplos de fractais na natureza.

Exemplo 3.2. Curva de Koch [NUNES(7)]

Desenvolvida pelo matematico sueco Helge von Kock, inicialmente com um segmento
de reta, gerou o conhecido "Floco de Neve de Kock". O processo de construcao de ambos é
0 mesmo, porém, no segundo caso a construcao ¢ iniciada com um triangulo equilédtero,
sendo as iteracoes realizadas em cada lado do triangulo, da mesma forma que no segmento

da curva de Kock.
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Figura 8 — Feto e réplicas numa determinada folha

Fonte: Nunes (7)

Figura 9 — Couve-flor e réplica numa porgao da mesma

Fonte: Nunes (7)

A Figura 10 apresenta 4 iteragdes. Inicia-se a constru¢ao com um tridngulo equilé-
tero. Nas etapas do processo iterativo, cada lado do triangulo é dividido em trés segmentos
iguais, no ter¢o médio ¢ construido um triangulo equilatero, cuja base é retirada gerando
a segunda figura da sequéncia. Repete-se o processo com os 12 segmentos da figura obtida.

O processo é repetido sucessivamente gerando o fractal.

Figura 10 — Floco de Neve de Kock
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Fonte: Antunes (6)

Exemplo 3.3. Esponja de Menger [NUNES(7)]

A Esponja de Menger é um dos objetos mais fascinantes e contraintuitivos da
matematica, um exemplo classico de um fractal. Criada pelo matematico austriaco Karl

Menger em 1926, esta estrutura tridimensional desafia nossa intuicao sobre volume e area
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Figura 11 — Esponja de Menger

Fonte: Nunes (7)

de superficie, revelando a beleza e a complexidade que podem emergir de regras simples e

repetitivas.

E um fractal tridimensional, obtido a partir de um cubo. Em cada processo iterativo,
o cubo ¢é dividido em outros 27 iguais, retira-se do sélido os cubos centrais e os do centro
de cada face, ou seja, os cubos que tém as 6 faces em contato com os demais e os que tem
5 faces em contato com os demais. Este processo é repetido sucessivamente com cada cubo

restante, gerando um soélido cujo o volume tende a zero e a area tende ao infinito.

A Esponja de Menger nao é apenas uma curiosidade matematica. Ela serve como
uma extensao tridimensional de outros fractais famosos, como o Conjunto de Cantor e o
Tapete de Sierpinski, e possui conexdes com diversas areas da ciéncia, como a teoria da
medida e a topologia. Sua complexidade infinita e autossimilaridade sao caracteristicas
encontradas em muitos fendmenos naturais, desde a estrutura dos pulmoes até a distribuicao

de galaxias no universo.
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4 A Proposta Didatica

A sequéncia didatica foi desenvolvida para ser aplicada em turmas do segundo
ano do Ensino Médio, atualmente com carga horaria de quatro aulas semanais, para o
componente curricular em questao. Portanto, a sequéncia pretende ser concisa e assertiva.
Dispondo de tempo didatico extra classe, com o uso de atividades desenvolvidas pelos

estudantes em casa ou em horarios disponiveis nos Estudos Orientados.

O conteudo inclui conceitos fundamentais, como potenciacao, propriedades das
poténcias e resolugao de equagoes exponenciais, que sao introduzidos por meio de atividades

praticas e do uso de tecnologias como o GeoGebra e planilhas eletronicas.

A presente proposta para o ensino de fungoes exponenciais tem o objetivo de explorar

as propriedades e aplicagoes da funcao exponencial de maneira pratica e contextualizada.

4.1 Informacoes Gerais

e Area do Conhecimento: Matematica e suas Tecnologias.

e Componente Curricular: Matematica.
Contetidos abordados

» Potenciagao e propriedades.
» Funcao exponencial e aplicacoes.

« Equacao e inequacao exponencial.

Tema

Desenvolvendo uma sequéncia didatica para o ensino das Fun¢oes Exponenciais,

com base em tecnologias e atividades praticas.
Justificativa

As fungoes exponenciais podem ser utilizadas como modelo matematico em inimeras
situacgoes. Variando de fenémenos bioldgicos, fisicos, quimicos ou até mesmo sociais, a

aplicagoes financeiras e economicas, além dos usos nas engenharias.

Por ser um contetido importante em diversas dareas do conhecimento, o estudo das

fungoes exponenciais deve ser consistente e desde sua primeira abordagem ja direcionado
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as diversas aplicabilidades. Nesse contexto, a presente sequéncia pretende explorar, ferra-
mentas tecnoldgicas e atividades praticas que auxiliem o professor no ensino dos contetidos
em questao, gerando interacao com os estudantes e com isso uma aprendizagem efetiva.
Sem, no entanto, abrir mao da contextualizacao e formalizacao necessarias para posteriores

aplicagoes, nas diversas areas de trabalho e pesquisa.
Objetivos

A presente proposta tem como objetivo geral proporcionar aos alunos a compreensao

das funcoes exponenciais, capacitando-os a aplicar esse conhecimento na resolucao de
)

problemas e na modelagem de fendomenos em diversas areas. Para alcancar este propoésito,

foram estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

« Revisar poténcias e suas propriedades operacionais.
» Relacionar grandezas por meio de fungoes exponenciais.
o Identificar uma func¢ao exponencial, e suas caracteristicas.

o Analisar e construir o grafico de uma funcao exponencial, esbocando-o previamente

na malha quadriculada, bem como, utilizando o Geogebra.
» Resolver problemas envolvendo fun¢des exponenciais.

o Perceber que a fungdo exponencial modela problemas em diversos contextos, e como

a analise do seu crescimento ou decrescimento é importante.

» Resolver equagoes e inequagoes exponenciais.

Publico-alvo

Estudantes do Ensino Médio da Rede Estadual de Pernambuco, na faixa etaria de
14 a 16 anos.

Perfil das turmas

Turmas compostas de 35 a 40 alunos, em sua maioria, egressos do Ensino Funda-
mental da Rede Publica.

Recursos

Quadro-branco, marcadores para quadro-branco, computador, calculadora, proje-
tores digitais, livro didatico, fichas de exercicios impressas, malhas quadriculadas, papel
seda, papel guache ou colorset, papel quarenta, tesouras, réguas ou fitas métricas, fitas

adesivas, barbantes, giz branco, cartazes impressos, e smartphones dos estudantes.

Avaliacao
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A avaliacao e o seu acompanhamento serao executados durante o desdobramento
das atividades propostas considerando dos estudantes: os conhecimentos prévios, o desen-
volvimento nas atividades, o empenho, o desempenho e a evolugao, além de garantir uma

analise continua e final do progresso dos alunos.

4.1.1 Competéncias e Habilidades

Da Base Nacional Comum Curricular (8), seguem as competéncias especificas a

serem desenvolvidas, com a aplicagao da proposta didatica:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questoes socioecondmicas ou tecnolédgicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas
sociais, como os voltados a situagoes de satde, sustentabilidade, das implicagoes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens proprios da Matemaética.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugdes propostas, de modo a

construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de represen-
tacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca

de solugao e comunicagao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao de padroes, expe-
rimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma

demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

Matriz de Referéncia do SAEPE do Ensino Médio

Uma demanda atual das escolas da Rede Estadual de Ensino de Pernambuco, é a
construcao de habilidades que podem ser mensuradas por indicadores de desempenho, sao
os chamados descritores do SAEPE e do SAEBE. Apesar de ser uma avaliacio externa, o
sistema SAEPE, fornece informagdes quanto ao desempenho dos estudantes nos referidos
indicadores, de modo que podemos ter acesso aos dados especificos destes indicadores,

para estudos posteriores.
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Aqui destacamos os descritores do SAEPE (9) que serao contemplados no desen-

volvimento da proposta didatica:

(D20) Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungdes reais apresentadas em

graficos.
» (D26) Identificar a representagao algébrica e/ou gréfica de uma fungao exponencial.

« (D28) Resolver problema que envolva fungao exponencial.

(D34) Associar informagoes apresentadas em listas e/ou tabelas simples aos graficos

que as representam e vice-versa.

BNCC e Curriculo de Pernambuco

O Organizador Curricular de Pernambuco (10) é formado por habilidades que estao
diretamente ligadas as habilidades da BNCC (8), de modo que no préprio organizador,

estas habilidades estao relacionadas.

Na BNCC as habilidades sao apresentadas por um codigo alfanumérico formado
por: um par de letras que representam a etapa de ensino; um par de nimeros que
indicam as séries de desenvolvimento da habilidade; uma sequéncia com trés ou duas letras
que representam a area ou componente curricular; trés niimeros, cujo primeiro indica a

competéncia e os dois tltimos a niimeracao no conjunto de habilidades.

Como exemplo, o codigo EM13MAT508 refere-se a oitava habilidade proposta na
area de Matematica, relacionada a competéncia especifica 5, que pode ser desenvolvida em
qualquer série do Ensino Médio. No curriculo de Pernambuco, o cddigo das habilidades
apresentam quatro digitos a mais, sendo o c6digo do exemplo anterior associado a habilidade
cujo codigo ¢ EM13MATH08PEA4S. A seguir serdao descritas as habilidades desenvolvidas

na presente sequéncia didatica:

« (EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungoes expo-
nenciais de dominios discretos, para analise de propriedades, deducao de algumas

férmulas e resolugdo de problemas.

o (EM13MAT508PE47) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungoes
exponenciais de dominios discretos, para andlise de propriedades, deducao de algumas

férmulas e resolucao de situacoes-problema em diversos contextos.

o (EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungées exponenciais nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em

contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.
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o (EM13MAT304PE20) Resolver e elaborar situagoes-problema, envolvendo fungoes

exponenciais, interpretando a variacao das grandezas envolvidas em diversos contextos

como, por exemplo, no estudo da Matemadtica Financeira, entre outros, com e/ou

sem o uso de tecnologias digitais.

o (EM13MAT303) Interpretar e comparar situagoes que envolvam juros simples com

as que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas ou andlise de

planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

o (EM13MAT303PE19) Interpretar e comparar situagoes problemas que envolvam os

tipos de juros (simples e composto), utilizando como ferramentas de analise, planilhas

e graficos, enfatizando o comportamento linear e exponencial dos mesmos em cada

caso, com e/ou sem o uso de tecnologias digitais.

o (EM13MAT101) Interpretar criticamente situagbes econdmicas, sociais e fatos rela-

tivos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagao de grandezas, pela analise

dos graficos das fungoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

4.2 Atividade 1

« Publico alvo: Estudantes do segundo ano do Ensino Médio.
o Conteudos abordados: Poténcias e Propriedades.

« Quantidade de aula/tempo: 2 (duas) aulas/1h40.
ATIVIDADE DIAGNOSTICA: Poténcias e propriedades

1. Calcule o valor das expressoes:

a) 3°

b) 2% + 32

c) 5!

d) 23+ 33

e) (3)-2'-3
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c) 80-(5)?
e) 200 - (0,040)*
3. Determine quais das seguintes sentengas sdo verdadeiras e quais sao falsas. Em cada

item falso, indique um contraexemplo para a afirmacao.

a

a"b” = (a-b)"

-n _ TL

o

(g)" (a — b)
(a™)™
(

am)™ (n™)

)
)
c)
d)

)

e
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REVISAO: Poténcias e propriedades

Poténcias de expoente natural

Para a € Ren > 2, temos:

a"=a-a-...-qa.
—_——
n fatores
E, nos casos em que n=0 e n=1:
alza
0 _
a’=1 (a#0).

Propriedades

Sendo a e b reais e m e n naturais, valem as seguintes propriedades:

Poténcias de expoente inteiro negativo

Para a € R* e n € N, temos:

Poténcias de expoente racionais

Para a € R e n € N*, lembremos a definicao de raiz enésima:
Va=b <= b>0eb" =a.

Dados a € Ry, m € Z e n € N*, temos:

Poténcias de expoente irracional

a® (aeRYexel).
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4.2.1 Questoes diagnésticas

Para a atividade diagnostica sera proposta a formacao de duplas. Devera ser
entregue a cada aluno da turma uma lista com os exercicios (ATTVIDADE DIAGNOSTICA:

Poténcias e propriedades)

Os alunos serao convidados a responderem a lista e, no quadro, os seguintes

problemas:

1. A metade de 4'° ¢:
a)2"
b)210
)25
)4
e)48

o

(o
ot

2. Sabendo que o valor de 57 é 78125, qual o valor de 5%7

3. Em um sitio ha 12 arvores. Cada arvore possui 12 galhos e em cada galho tem 12

magcas. Quantas magas existem no sitio?

Nesse primeiro momento espera-se a intera¢ao entre os alunos e suas respostas aos
problemas propostos no quadro. Estima-se um tempo de 30 min para a resolucao dos

problemas e dos exercicios.

Com a resolucao dos problemas adicionais no quadro, tentamos identificar na
turma os alunos que compreendem o conceito de poténcia e suas propriedades, os mesmos
poderao ajudar os que apresentarem dificuldades, na realizacao das demais atividades da
proposta. Neste momento faz-se necessario a atengao do professor para identificar possiveis
dificuldades apresentadas pelos alunos.

A opcao pela atividade diagnostica busca promover uma aprendizagem significativa,

pois sera ponto de partida para a relacdo entre conhecimentos prévios e novos, conforme
Moreira:

"a esséncia do processo de aprendizagem significativa é que ideias sim-
bolicamente expressas sejam relacionadas de maneira substantiva (ndo
literal) e ndo arbitraria ao que o aprendiz ji sabe, ou seja, a algum
aspecto de sua estrutura cognitiva especificamente relevante."(11, p. 141)

4.2.2 Revisando poténcias e propriedades

Segue-se explicagao oral do conceito de poténcia e suas propriedades. A revisao
sera direcionada por apresentacao de slides com a exemplificagdo desenvolvida no quadro

branco.
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O estudo das fungbes exponenciais e a resolucao de equagoes, sistemas e inequagoes
exponenciais, dependem muito destes conteidos revisados. Para suprir possiveis dificul-
dades, serdo fixados na sala de aula cartazes com resumo das defini¢bes e propriedades

revistas.

Figura 12 — Cartazes para fixacao

e N
a=a.a. .. .a n
— i
n fatores § )

- N

1_

a' ' =a

0 Va=beb=0eb"=a

a' =1 =

/IQ am an — am+u \

m a* (aeRiex€l)

2°, %: a™"  (az0emz=n)

32, (a.b)™ =a™.b™ N J
a m a?n

© (3) =@ 029 )

n

J— n
592 (am)n = gmn an = \a"

o / /

Fonte: Autor

A sequéncia da explanacao seguird os itens listados abaixo, e no quadro branco

deverd ser exposto a justificativa das defini¢des e para cada item os exemplos relacionados:

» Poténcia de expoente natural;

» Propriedades;

» Poténcia de expoente inteiro negativo;
» Raizes;

« Poténcia de expoente racional;

« Poténcia de expoente irracional.

Em alguns momentos da aula, faremos uso de calculadoras e planilhas eletronicas.
Os valores de exemplos propostos poderao ser testados na calculadora do computador, que
deverda ser acompanhado pelos alunos por meio da projecao de tela. Com essa dindmica

mostramos o uso de fungdes/teclas das calculadoras, que os alunos devem aprender.
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Figura 13 — Exemplo na planilha do Excel

@ sahamento Automitico (@ ) D v S PLANILHA REVISAO POTENCIA v £ Pesquisar @ ® - o X
Arquivo Pagina Inicial Inserir Desenhar Layoutda Pégina  Formulas Dados Revisio  Exibir  Automatizar ~ Ajuda [ Comentarios |
B ) ] Titulos T {1 Nova Janela B o = =
NHE‘ EH B Loy capaine E Linhas de Grade [+ fcones de Tipo de Dados q [I‘?E E&\ B organizar Tudo ) 6 L:‘Q
lormal| Visualizag30 62 iy 1ooc e Exibigao Personalizados | N2Ve93E0 Zoom 100% Zoom na = Altemar  Macros
Quebra de Pagina ] Barra de Formulas & Focus Cell v Seleggo  &H Congelar Painéis ¥ y  Janelas v h

Modo de Exibigio Planilha . Modos de Exibigdo de Pasta de Trabalho Mostrar Zoom Janela Macros ~
E2 v fx =A24D2 v

A B C D E F G H :

a n ~n a2 P
P r=1p a’ s=1p a®
1 aproximacao por falta |aproximacao por falta [aproximagao por excesso |aproximagao por excesso
2 2 2 3 1,7 3,2 1,8 3,5
3 1,73 3,32 1,74 3,34
—_n

4 x = /—p el 1,732 3,322 1,733 3,324
5 1 1,7320 3,3219 1,7321 3,3221
6 W — pﬁ 1,73205 3,32200 1,73206 3,32202
7 1,732050 3,321995 1,732051 3,321998
8 1,7320508 3,3219971 1,7320509 3,3219973
9 r<x<s 1,73205080 3,32199707 1,73205081 3,32199709
10 1,732050807 3,321997084; 1,732050808 3,321997086!
11 aT‘ < ax < aS 1,7320508075 3,3219970853 1,7320508076 3,3219970856
12
" EXEMPLO: a” < 2V3 < a*
15 =

Ex Propriedades  Aprox._exp. Irac, ~ Modificada + HK] >
Pronto % Acessibilidade: investigar i) B -————+ 1060%

Fonte: Autor

A planilha eletronica sera utilizada na determinacao de valores aproximados para
poténcias com expoentes irracionais do tipo /z, fungoes bésicas do Excel serdo mostradas,

como por exemplo:

« Escrever = 2”(1/n), para o calculo de /7 = an.

o Adicionar ou remover casas decimais.
o Usar a funcao "arredondar para baixo".

o Deixar a férmula para o calculo nas células.
No exemplo da Figura 13, apresentaremos os passos de escrever:

« =(27(1/B2) na célula D2, para calcular a aproximacao do irracional.
o =A27D2 na célula E2, para determinar a aproximacao da poténcia por falta.
e« =D2+0,1 na F2, para determinar a aproximacao do irracional por excesso.

o« =A2"F2 na G2, para determinar a aproximacao da poténcia por excesso.

Procuramos conduzir a aprendizagem por meio de ferramentas tecnoldgicas, para
estimular os estudantes a sua adequada utilizacao. Além de facilitar processos de calculo,
esses momentos apresentam aos discentes novas experiéncias, e diversifica seus conhe-
cimentos, quanto a tecnologia. Concluiremos esta etapa com a correcao dos exercicios

diagnosticos.
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4.2.3 Momento dos exercicios

Terminada a exposicao das definigoes e propriedades, sugere-se a realizacao de exer-
cicios relacionados ao contetido exposto. Tal exercicio deve ser realizado individualmente,
porém as conversas, duvidas e sugestoes entre alunos serao, nao somente permitidas, mas

também estimuladas pelo professor.

Os exercicios propostos foram adaptados de uma ficha disponivel no Portal da Ma-
temética/OBMEP, disponivel em (12). Deverao ser iniciados na sala e concluidos em casa
ou nos momentos de estudo orientado. Pretende-se com estes exercicios fixar os contetidos
revisados e acompanhar a aprendizagem dos alunos. O exercicio devera ser entregue na aula

seguinte e posteriormente corrigido e comentado. Segue a apresentacao da lista de exercicios:

EXERCICIOS: Poténcias e propriedades

1. Calcule as poténcias abaixo:

a) 112

) 2°

c) 17
d) (-4)*
e) —4*
D (3)
g) 2,77

b (47
i) (—5)~*

=3

2. Utilize uma tnica poténcia para representar as expressoes abaixo:

a) 52.53.54
32.30_37

b) =5
R2.93

¢) Togor

d) <o

3. Escreva os radicais abaixo na forma de poténcia, simplificando quando possivel.
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c) (V9! .
o (i)

4. Determine o valor numérico da expressao:

5\ 2
v (2
VO -\

5. O valor da expressdo v/5-2 . 51333 ¢

a) um nimero primo.

b

um decimal exato.

d

)
)

¢) uma dizima periddica.
) um ndmero irracional.
)

e) um numero nao real.
6. Escreva em uma tnica poténcia:

a) a metade de 2°.
b) o triplo de 3'°.

c¢) o quadrado do quintuplo de 25'2.

7. Observe a figura.

3em
2em

lem

Quadrado 1 Quadrado 2 Quadrado 3

Determine:

a) a medida do lado do quadrado 5 .
b) a area do quadrado n.
c¢) qual quadrado terd drea 81 cm?.
8. Luiz ingeriu 500 mg de amoxicilina as 8 h . Suponha que a meia-vida dessa substancia
¢ de aproximadamente 1h.
a) Determine a massa dessa substdncia no organismo de Luiz as 9h, 10h, 11h.

b) Qual é a massa restante no organismo de Luiz apds ¢ horas da ingestao do

remédio?



Capitulo 4. A Proposta Diddtica 58

9. Jonas precisa fazer um empréstimo em um banco, que cobra uma taxa de juros

compostos de 10% ao més. Ele tomou emprestado R$2.400, 00.

a) Se Jonas pagar sua divida depois de 3 meses, qual serd o valor total pago?

b) Escreva uma fungao f que expresse a quantia paga em fungao do tempo t, dado

€11l 1meses.

¢) Ao final de m meses, ele pagou ao banco R$3.513,84. Qual o valor de m ?

-2 -2 2,(1)_1_22 .
10. Sea= (1 + (% eb= 3" determine a’.
() () en )

4.2.4 Procedimentos avaliativos

No primeiro momento, serao avaliados os conhecimentos prévios dos estudantes em
relgdo ao tema, por meio da atividade diagndstica e da resolucao dos problemas propostos
no quadro. Buscando acompanhar o processo de aprendizagem, surgere-se que o professor
esteja atento as respostas, dividas e questionamento dos estudantes em cada etapa da

atividade.

Durante a revisao, por meio da exposicao oral, o professor poderéd direcionar as
perguntas que servirao de base para as defini¢oes e exemplificacao das propriedades. Assim,
teremos a avaliacao nao apenas pelos materiais escritos, na atividade diagnostica e no
exercicio que encerra a atividade, mas também uma percepcao sobre os conhecimentos dos
alunos, ja na primeira atividade. O procedimento de fazer perguntas durante a exposigao
do contetido, além de estimular o raciocinio dos alunos, fornece um retorno imediato sobre

potencialidades e dificuldades a serem trabalhadas.

Ainda como procedimento avaliativo, mencionamos o exercicio proposto no final
da aula, contendo 10 (dez) questoes sobre o assunto revisado. O acompanhamento deste
exrcicio, que devera ser entregue na aula seguinte, fara parte do processo avaliativo na

unidade curricular trabalhada.

4.3 Atividade 11

« Publico alvo: Estudantes do segundo ano do Ensino Médio.
+ Conteudos abordados: Funcao Exponencial

« Quantidade de aula/tempo: 3 (trés) aulas/2h30min.

4.3.1 Dobraduras e fractais

Nesta etapa propomos a formacao de grupos de 4 a 5 alunos. Com o objetivo de

introduzir o contetido de func¢oes exponenciais por meio de fungoes de dominios discretos,
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iremos propor trés atividades praticas, em cada uma delas, os estudantes devem associar

grandezas e construir o grafico. Passemos para a descri¢ao das atividades:

1 #) Cada grupo devera receber uma folha de papel seda colorido, e seguindo as orientagoes

do professor dobréa-la ao meio sucessivas vezes. A cada nova dobra, os membros da
equipe deverao anotar o nimero de retangulos formados na folha pelos vincos das
dobras. Na ficha de atividades, estard disponivel uma tabela (a ser preenchida pela
equipe) e uma malha quadriculada para a construgao do grafico (é importante que
eles percebam que alguns pontos ndo poderao ser anotados no papel). As grandezas
observadas nessa etapa serao: o numero de dobras e a quantidade de retangulos
formados (contabilizando apenas, os menores retangulos formados). A fun¢ao que
deve ser identificada é f: N — N com f(n) = 2".

Cada equipe recebera uma folha contendo a sequéncia de figuras:

Figura 14 — Sequéncia de figuras

FIGURA1 FIGURA 2 FIGURA 3

Fonte: Autor

Serd apresentado a turma, oralmente, as iteragoes (modificagoes) realizadas em cada
figura para a obtencao da figura posterior, com esta apresentacao, os fractais serao

introduzidos por meio de suas caracteristicas.

Na atividade, é proposta a construcao da a figura 4. Para auxiliar a construcao da

figura sera disponibilizada uma malha 9 x 9.

Os alunos devem responder na folha de atividades a pergunta sobre quantos quadrados
tém as proximas figuras da sequéncia (figuras 4 e 5) que geram o fractal. Também
nessa atividade, serd pedido a construcao do grafico e a tabela que associe as
grandezas: nimero da figura (ou posi¢do da figura na sequéncia) e nimero de
quadrados coloridos em cada figura. Neste caso, sera ainda mais dificil anotar os
pontos no plano cartesiano uma vez que a figura 4 possui 125 quadrados coloridos e
a figura 5 possui 625. Aqui, sera solicitado aos alunos, escreverem a lei de formagao
de uma funcao que relacione as grandezas em questao. E importante a percepcao do

crescimento exponencial, ou seja, como os valores aumentam rapidamente.
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As figuras obtidas devem ser expostas aos demais e, comparadas as respostas,
identificados os possiveis erros, também as funcgdes escritas devem ser avaliadas pelo

professor.

Pretende-se obter a funcao f : N — N com f(n) = 5"V ¢ a figura:

Figura 15 — Figura esperada

FIGURA 4

Fonte: Autor

3 #) Nesta atividade serd proposta a construcao do tridngulo de Sierpinski. Assim como
na atividade anterior, deve-se associar a posicao da figura na sequéncia ao nimero
de tridngulos coloridos. Os triangulos serdo construidos no papel guache e pintados
com giz branco. Sera orientada a construcao do triangulo equilatero por meio de

marcagoes com lapis presos com barbante, fita e régua.

Apresentada aos alunos a sequéncia da Figura 16, estes devem ser estimulados por
meio de perguntas a identificar o processo de geracao das figuras na sequéncia, e

perceber o padrao de semelhanca.

A A
AL L4
AAAA ArAn

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Fonte: Autor

Uma sugestao é apresentar a turma algum video, por exemplo <http://www.youtube.
com/watch?v=d-lcM6J2-Jc>(13), com a geracao do fractal, para de forma diné-
mica mostrar as caracteristicas de autossimilaridade, e geragao por processo itera-

tivo/recursivo.


http://www.youtube.com/watch?v=d-lcM6J2-Jc
http://www.youtube.com/watch?v=d-lcM6J2-Jc
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Como no item anterior, sera solicitado a tabela que relaciona as grandezas e a func¢ao
correspondente. Mas uma vez o estudante encontrara dificuldades de anotar os pontos
no plano cartesiano a partir da quarta figura, espera-se, no entanto, que ele perceba
que o crescimento na atividade dos quadrados se deu “mais rapidamente”. A fungao
que deve ser identificada é f: N — N com f(n) = 3".

W
[

A ultima atividade sera proposta para ser realizada em casa ou no momento dos
estudos orientados. Serd a construcao de um Tapete de Sierpinski no papel “quarenta”
ou cartolina, este devera ser marcado e pintado seguindo as indicac¢oes da sequéncia.
Por ser uma atividade demorada, devera ser entregue pelas equipes na semana

seguinte.

A construgao do Tapete de Sierpinski, deve ser demonstrada por meio de seu processo
gerador, de forma que os estudantes consigam reproduzir o fractal no papel (apesar

de poucas iteragoes).

Assim como nas etapas anteriores sera solicitado a tabela e a func¢ao correspondente,
aqui as grandezas envolvidas serdo: as etapas de pintura e o nimero de quadrados
pintados por etapa. As equipes serdo orientadas a fazer apenas trés etapas de pintura.

Espera-se obter a funcdo f : N* — N com f(n) = 8"~1,

Para a construgao do tapete segue a figura:

Figura 17 — Tapete de Sierpinski

12 Etapa 28 Etapa 32 Etapa 48 Etapa

Fonte: Autor

Ao finalizar as atividades praticas, os graficos que nao puderem ser construidos
no papel serao demostrados no Geogebra. Por se tratar de um programa intuitivo e
de facil manipulagao, espera-se que os alunos consigam utiliza-lo, para isso, utilizarao
os notbooks do laboratério mével. Apesar de ser pedido uma atividade simples, este
momento é importante para o desenvolvimento das demais, aqui serdo superadas possiveis
dificuldades de utilizacdo do programa. Por meio da projecao de tela, o professor fara as

orientagoes de uso.

Inicialmente, os pontos anotados nas tabelas das atividades serao representados no

programa, depois serd escrita a funcao correspondente. Faremos uso da func¢ao "zoom"para
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identificar os pontos sobre o grafico da funcao correspondente, dessa forma, validando se a

funcao esta correta.

Ao anotar os pontos, os alunos representarao a fun¢do de dominio N, ao escrever
a equacgao, estarao representando a funcao em R. Dessa forma, estaremos ampliando

(graficamente) o dominio das fun¢des para os niimeros reais.

Também ¢é possivel analisar o primeiro grafico, como os pontos de uma P.G.,
estabelecendo dessa forma, uma relagao entre as progressoes geométricas e as fungoes

exponenciais.

4.3.2 Generalizacao e formalizacao de conceitos

No quadro, sera definida a funcao exponencial, exemplos e caracteristicas gerais.
Também sera feita a construgao dos graficos das fungoes reais f(z) = 2% e g(z) = (1/2)".
Os exemplos serao utilizados para analisar os casos de crescimento e decrescimento da

funcao exponencial.

Ao mostrar a definicdo e os exemplos, sugere-se mencionar as funcoes obtidas a
partir das atividades praticas. Pode-se fazer alguns questionamentos como: "Seria possivel
a construc¢ao de uma funcao exponencial decrescente com o Triangulo de Sierpinski? Existe

alguma grandeza que no caso em questao diminui exponencialmente?"

n
Apresentar, como exemplo, a fungao area restante A(n) = (%) , de um triangulo de
area inicial 1. Pretende-se, com isso, estabelecer a relacao entre os conceitos e as atividades

concretas.

4.3.3 Analisando graficos de funcoes no Geogebra

Figura 18 — Gréficos no Geogebra

= GeGebra Calculadora Grafica

O f=2 i =

8

agra @ gx) =

& O h(x) =x+2
+ Entrada.

]

Fonte: Autor
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Usando o Geogebra vamos analisar os graficos das funcoes reais f(z) = 2%; g(z) = 2%
e h(x) = x+2. Primeiramente, os estudantes serdo questionados sobre modelos das fungoes

apresentadas. Logo em seguida, sera analisado os crescimentos das fungoes.

Como atividade, solicitar dos alunos que obtenham no app Geogebra, de forma

individual ou em duplas, os graficos das seguintes fungoes de dominio real:

f@) =3 glx)=(3)", hix)=38"+4, i(x) =3°=2, j(z) =2:37, I(x) = }-(37).

4.3.4 Procedimentos avaliativos

A participagao dos estudantes nas atividades propostas sera a forma de avaliar nesta
atividade. Também serao considerados as respostas orais durante as etapas de explanacao

e questionamentos. Serao recolhidas as fichas de atividade, para andlise posterior.

4.4 Atividade 111

« Publico alvo: Estudantes do segundo ano do Ensino Médio.
o Conteddos abordados: Aplicagoes da Funcao Exponencial.

« Quantidade de aula/tempo: 2 (duas) aulas/1h40min.

4.4.1 Crescimento exponencial

Figura 19 — Video: “A bomba atémica do trigo”

Isto é Matemadtica - TO8E13 - “A Bomba Atémica do Trigo”

Fonte: Canal Isto ¢ Matemaética, (14)

spera-se que os alunos ja tenham percebido como a funcao exponencial tem a
E | tenh bid f 1t
caracteristica de “rapido” crescimento ou decrescimento. De forma ludica, o tema é tratado

no video sobre uma lenda da criacao do jogo de xadrez e sobre a bomba nuclear. O video “A
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bomba atémica do trigo”, do canal “Isto é Matematica”, sera apresentado aos estudantes
no laboratério de informéatica, onde as demais atividades serdao desenvolvidas. O video esta

disponivel em <https://youtu.be/GThyTefiVlY7si=uPwXk5INHEGKuXsg>.

4.4.2 Resolvendo problemas com auxilio do Geogebra e planilhas

Inicialmente serao apresentados trés problemas envolvendo a func¢ao exponencial,
estes serao resolvidos utilizando o quadro, o excel e o Geogebra. A exposicao inicial serd

conduzida pelo professor, e os problemas tratardo da questao dos juros compostos.

Figura 20 — Grafico no Geogebra

Fonte: Autor

Buscando a interagao dos estudantes por meio de perguntas, serao resolvidos os
seguintes problemas propostos por Barrozo (15) na sua proposta de sequéncia didatica

para o ensino da Func¢ao Exponencial:

12 Suponha que ao entrar na universidade vocé tenha ganho uma quantia de Qo reais
de presente e resolveu guarda-la em uma aplicagdo cuja taxa de juros mensais é
de j %. Supondo que os juros sejam compostos continuamente, deduza a funcao
matematica que calcula o valor acumulado deste dinheiro apo6s ¢ meses. Utilizando
esta funcao e supondo Qo = R$500,00 e j = 0,53%, descubra quanto vocé terd ao

finalizar seu curso, considerando que se formara em 4 anos.

2° Agora suponha que vocé decida continuar guardando este dinheiro (apés formado)
para sua aposentadoria. Assim, vocé mudara seu investimento para uma aplicacao
mais rentavel, depositard k reais todo més (k fixo) e nao fard saques. Deduza a fungao
matematica que calcula o valor acumulado ap6s ¢t meses, no caso geral. Utilizando
esta funcao e considerando j = 0,7% e k = R$150, 00, descubra quanto vocé terd

quando fizer 65 anos de idade.


https://youtu.be/GThyTefiVlY?si=uPwXk5INHEGKuXsg
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3° Suponha ainda que ao fazer 65 anos vocé pare de fazer depositos e comece a retirar
um valor mensal (finalmente a aposentadoria chegou!!!). Supondo que seu saldo seja
igual a (), que vocé retirard w reais todo més e que a taxa de juros seja i% ao més,
encontre a funcao que representa seu saldo em um tempo t qualquer, apos iniciar
a retirada do dinheiro. Utilizando o valor de @) calculado no problema anterior,

1 =0,7% ao més e w = R$6.000, 00, calcule seu saldo ao fazer 90 anos de idade.

4.4.3 Momento de exercicios com auxilio de ferramentas

Serao formados grupos de trés a quatro alunos para a resolugdo de uma lista com
cinco problemas. Cada grupo devera escolher um problema para ter a resolucao apresentada
aos demais, de modo que todos os problemas sejam apresentados. Cada esquipe pode
escolher a forma de apresentar o problema, se utilizarao apenas o quadro, o Geogebra, o
Excel, ou outra ferramenta. A lista respondida deve ser entregue ao professor e apenas um
problema apresentado por grupo. Os problemas foram escolhidos de forma a mostrar a

diversidade de aplicagoes das funcoes exponenciais. Segue a lista de problemas propostos:

EXERCICIOS: Aplicacées da funcio exponencial

12 Em uma pesquisa, obteve-se o grafico abaixo, que indica o crescimento de uma

cultura de bactérias no decorrer de 6 meses.

vd

15000

10000

a) Com quantas bactérias se iniciou a pesquisa?
b) Apds 6 meses, qual é a quantidade total de bactérias?

¢) Admitindo a lei de formagao da fungao que representa essa situa¢ao como f(x) =

ka®, determine os valores de a e de k.

d) Quais sao o dominio e o conjunto imagem dessa fun¢ao?
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e) Qual é o nimero de bactérias apdés 3 meses?

2° Certo montante pode ser calculado pela férmula M = C.(1 + i)', em que C é o
capital, 7 é a taxa corrente e ¢t é o tempo. Com um capital de R$20.000, 00, a uma

taxa anual de (i = 0,12), qual serd o montante ap6s 3 anos?

39 Segundo a lei de resfriamento do cientista inglés Isaac Newton (1643-1727), a tempe-
ratura de um corpo diminui exponencialmente. Por exemplo, sob certas condigoes, a
temperatura T' de batatas assadas, ap6s sairem do forno, em grau Celsius, é dada

por T' =20 + 160.e"%, em que e = 2,7 e t é o tempo decorrido, em hora.
a) Qual era a temperatura das batatas quando sairam do forno?
b) Qual a temperatura das batatas 30 minutos apds sairem do forno?
4° Estima-se que certa populagdo aumente de acordo com a lei P(t) = 15000(1,035),

sendo ¢t o tempo em anos e P(f) o nimero de individuos apods t anos. Adotando

(1,035)'° = /2 , determine o niimero de individuos daqui a 80 anos.

52 A taxa de inflagio anual de certo pais é 15%, isto é, a cada ano os produtos
comercializados nesse pais tém seus precos multiplicados por 1,15 e, em n anos, por
1,15n.

a) Quantos anos sao necessarios para que os produtos comercializados nesse pais

dobrem de preco?

b) Qual serd o prego daqui a 7 anos de um produto que hoje custa R$8,00 nesse

pais?

4.4.4 Procedimento avaliativo

Os estudantes serdao avaliados pelo processo de realizacdo e apresentacao dos
problemas. Sera verificado se seguem um raciocinio logico na resolucao dos problemas e se
utilizam de corretamente as ferramentas escolhidas para resolugao e apresentacao. Também
fard parte do processo avaliativo, a correcao da lista proposta, realizada posteriormente

pelo professor.

4.5 Atividade IV

« Publico alvo: Estudantes do segundo ano do Ensino Médio.
o Conteudos abordados: Equagoes e inequagoes exponenciais.

« Quantidade de aula/tempo: 1 (uma) aula/50min.
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4.5.1 Resolvendo equacoes e inequacgoes exponenciais

Nesta etapa serao resolvidos no quadro exemplos de equacoes e inequagoes expo-
nenciais. E importante mostrar métodos diferentes de resolver estas equagoes, usando o
recurso da fatoracao e a substituicao de termos, também serdo resolvidos, sistemas de

equagoes exponenciais.

4.5.2 Momento de exercicios

Em duplas, serd solicitado a resolucao do exercicio do livro didatico Conexdes com
a Matematica (16), das segdes sobre equagoes, inequagoes e sistemas exponenciais. Esta
atividade é composta por 14 questoes, entre exercicios préprios para fixagdo dos métodos

de resolucao e exercicios de aplicacao dos conceitos da exponencial.

As questoes propostas nesta atividade tratam de crescimento populacional, decom-

posicao de substancias nos organismos, entre outros.

Podera ser sugerido aos alunos que utilizem os recursos trabalhados nas atividades

anteriores.

O exercicio sera iniciado na sala de aula e os alunos deverao termina-lo em casa. E
importante que os alunos sejam estimulados a tentar resolver todas as questoes, mas caso

nao consigam resolver alguma, anotem as dividas para o momento de corregoes.

4.5.3 Correcgoes e procedimentos avaliativos

A verificacao sobre a realizacao dos exercicios é a forma proposta como avaliagao

desta atividade, que posteriormente deve ser corrigida com a turma.

A depender do ritmo de andamento das atividades da proposta pedagbgica, talvez
seja necessario a correcao nos momentos de estudo orientado. Uma vez que a forma de
resolucao das exponenciais é nova para a maioria dos estudantes é importante realizar a
correcao destes exercicios no quadro. (No momento da corregao os recursos serao utilizados

apenas para verificagoes)

Nesta etapa, o professor percebera as possiveis dificuldades apresentadas pelos

estudantes, e devera orienta-los quanto aos erros observados.

4.6 Atividade V

o Piblico alvo: Estudantes do segundo ano do Ensino Médio.
» Conteddos abordados: Funcoes e equagoes exponenciais.

« Quantidade de aula/tempo: 2 (duas) aulas/1h40min.
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4.6.1 Atividade avaliativa

A atividade serda composta por dez questoes, que tratam os conceitos basicos do
tema e algumas aplicacoes. O grau de dificuldade das questoes vai variar, sendo a maioria
facil (5 questdes), algumas medianas (3 questdes) e apenas duas questoes um pouco mais
desafiadoras, nao traremos aqui questoes muito dificeis ou trabalhosas. A atividade sera
individual e sem a utilizacao dos recursos utilizados em alguns momentos anteriores, porém

possivel de ser resolvida sem célculos excessivos.

Esta atividade pretende ser desenvolvida para a verificacao dos objetivos estabele-

cidos e das habilidades esperadas.

A sugestao da atividade proposta a seguir, é apenas um modelo de avaliacao
aplicada anteriormente pelo autor, que serviria para esse fim, no entanto, compreendemos
que o objetivo deste instrumento avaliativo, sera melhor alcancado, se ele for construido a
partir da observacao de todo processo e do desempenho ja apresentado pelos alunos. Dessa
forma é importante rever, alterar, ou substituir totalmente, caso se perceba necessario.
Pois, como afirma Luckesi (17) "a avaliagdo deve ser flexivel e adaptével, considerando o

processo de aprendizagem de cada aluno".

Figura 21 — Modelo de atividade avaliativa
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Fonte: Autor

Os comentarios e corregoes desta atividade, feitos posteriormente, certamente
contribuirao para o desenvolvimento da aprendizagem efetiva. Independente do desempenho
dos estudantes nesta atividade, estes momentos de corregoes e comentarios sdo necessarios

para a consolidacao dos saberes.
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4.7 Consideracoes

Ao combinar métodos tradicionais com o uso de tecnologias e atividades prati-
cas, espera-se que a sequéncia didatica, proposta para o ensino da funcao exponencial,
contribua para o desenvolvimento das competéncias e habilidades previstas. Durante o
desenvolvimento das atividades, os alunos poderao explorar conceitos fundamentais como
potenciagdo e propriedades das fungoes exponenciais, além de aplicd-los em contextos
reais, como o crescimento populacional e a matematica financeira. O uso de ferramentas
como o GeoGebra e planilhas eletronicas auxiliam na construcao e andlise de graficos,

proporcionando aos alunos uma compreensao visual dos problemas.

A proposta foi planejada para promover a aprendizagem significativa, incentivando
a autonomia dos alunos, conforme sugerido por Bacich (18) sobre metodologias ativas.
Essas metodologias colocam o aluno no centro do processo, permitindo que construam o
conhecimento de forma engajada e contextualizada. Além disso, a sequéncia teve como
objetivo integrar teoria e pratica, permitindo que os alunos percebessem a aplicabilidade
dos conceitos matematicos em problemas do cotidiano, fortalecendo assim a aprendizagem

e o interesse pelo tema.

Com base nas experiéncias e no planejamento das atividades, espera-se que a
abordagem seja aplicavel a realidade de turmas do Ensino Médio. Esperamos, portanto, que
a presente sequéncia didatica seja uma ferramenta eficaz no ensino de func¢oes exponenciais,
trazendo beneficios que vao além do aprendizado do conteido, capacitando os alunos para

enfrentar os desafios do cotidiano.
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5 Analise e discussao dos resultados

Neste capitulo buscamos descrever a aplicacao da sequéncia didatica, detalhando

0s processos, e registrando as dificuldades e os avangos no processo de aprendizagem.

A presente sequéncia didatica foi organizada em cinco etapas (Atividades I a V),
cada uma concebida com estratégias e finalidades distintas. A primeira etapa, Atividade I,
destina-se a diagnosticar a compreensao de pré-requisitos essenciais ao estudo das fungoes
exponenciais e a sanar lacunas por meio de uma revisao estruturada. Em seguida, a
Atividade II introduz os conceitos e propriedades do tema, integrando teoria, pratica e
tecnologia ao explorar a atratividade dos fractais. A terceira etapa, Atividade III, aprofunda
a aplicacao da func¢ao exponencial, propondo a dinamica de resolu¢ao de problemas em
equipe. A Atividade IV é dedicada a pratica de equagoes e inequagdes exponenciais,
combinando uma abordagem expositiva e colaborativa com o uso de recursos tecnologicos.
Por fim, a sequéncia culmina na Atividade V, um momento avaliativo que integra um

processo de avaliacao continuo e progressivo.

5.1 Atividade 1

Esta atividade teve como objetivo verificar os conhecimentos dos alunos da turma
sobre poténcias e suas propriedades, além de promover uma revisao sobre os contetidos
necessarios para desenvolver o estudo da Funcao Exponencial. Foi realizada em dois
momentos, no primeiro houve a aplicagdo de uma "atividade diagnéstica', no segundo, foi
desenvolvida a revisdo (de forma expositiva) do conceito de poténcia e suas propriedades,

seguida do momento de exercicios.

Aplicada de forma individual no perfodo de uma aula (50 min), a "atividade
diagnéstica'foi composta por trés questoes, cada uma com cinco itens. No dia da aplicagao

estavam presentes 26 alunos, porém a turma é composta por 38 estudantes.

Alguns alunos demonstraram duvidas na resolucao de todas as questoes. Todos
foram orientados a responder as questoes "como achavam ser correto’, mesmo nao tendo

total conviccao das respostas, de forma a nao deixar questoes sem respostas.

Observamos que os alunos com maior niimero de erros nao fizeram perguntas durante
a aplicagdo. A primeira questao, que tratava do calculo de poténcias com expoentes naturais
e operagoes simples, foi respondida corretamente pela maior parte dos alunos (78% da
turma). A segunda, envolvendo o célculo de poténcias com bases decimais e fracionarias e
com expoentes naturais, apresentou um numero de erros maior que a primeira, cerca de

60% dos estudantes erraram os itens dessa questao.
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Figura 22 — Atividade Diagnéstica

Escola Anténio Incio.
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Fonte: Autor

Na terceira questao, cujo objetivo era identificar sentencas falsas e verdadeiras sobre
propriedades das poténcias, percebemos o menor desempenho. Varios alunos deixaram a

questao sem resposta e a média de acerto dos itens da questao foi 35%.

De forma geral, a maior parte dos alunos participou da atividade tentando responder

e fazendo perguntas.

Dando continuidade ao momento diagnodstico, aos alunos que terminavam a atividade

citada anteriormente, foi mostrado no quadro trés questoes a serem resolvidas.

Os alunos foram convidados a resolvé-las no quadro. As duas ultimas foram
resolvidas com facilidade pelos alunos, que logo se dispuseram para responder no quadro.
O primeiro problema foi respondido em conjunto por trés alunos, os demais apresentaram

duvidas na resolucao do problema proposto.

Durante a aplicagdo e posteriormente com a correcao da atividade, foi possivel
identificar que alguns alunos apresentam dificuldades no conceito de poténcia, outros
porém, trazem esses conceitos e suas propriedades bem estruturados. Ou seja, a turma tem
carater bastante heterogéneo no que se refere aos conceitos de poténcia e propriedades.

A "atividade diagnostica'nos orientou para a aula de revisao de Poténcias e Pro-
priedades, esta fez-se necessaria, pois a maior parte da turma apresentou dificuldades

nas propriedades de poténcia. Os erros identificados no processo de correcao puderam ser
revistos, corrigidos e tomados como base para novos exemplos. A adogao das atividades
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Figura 23 — Cartaz: Revisao poténcia e propriedades

REVISAO:
POTENCIAS E
PROPRIEDADES

Fonte: Autor

diagnosticas foi fundamental para o desenvolvimento das atividades seguintes, de acordo
com Hoffmann:

“A avaliacao diagnéstica nao tem a funcao de reprovar ou aprovar,
mas sim de subsidiar o professor, fornecendo-lhe informacées sobre o
desenvolvimento do educando, para que possa planejar suas agoes de
forma mais segura, atendendo as reais necessidades dos alunos.”(19, p. 73)

Durante a revisao, alguns exemplos foram resolvidos com auxilio de calculadoras
(projetada do notbook e dos alunos). Também foi utilizada uma planilha do Excel, para o
calculo de aproximacgoes de niimeros irracionais, e consequentemente poténcias de expoente

irracional. A figura abaixo apresenta a planilha desenvolvida e utilizada.

O excel também foi utilizado como ferramenta para a resolucao de alguns exemplos,

e a verificacao das propriedades da poténcia, como mostra a Figura 25.

A exposicao foi feita com auxilio de projecao de slides e utilizagao do quadro branco,
para resolugao de exemplos e demonstracao de propriedades. Também foram fixados na

sala cartazes, COINO resuimo.

O momento de exercicios, que se seguiu a revisao expositiva, buscou o desenvolvi-
mento de habilidades referentes aos conceitos de poténcias e propriedades e a operaciona-
lizacao destas, por meio da simplificacdo de expressdes que envolvam poténcias. Alguns
problemas inicias, sobre juros compostos e degradacao de substancias, também foi proposto

neste momento.

Os exercicios foram corrigidos no quadro, na aula seguinte. Os alunos receberam o

exercicio de volta e puderam verificar erros e acertos, acompanhando a resolu¢do no quadro.
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Figura 24 — Ferramenta: Planilha Excel
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Figura 25 — Ferramenta: Exemplos no Excel
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As corregdes ocorreram na seguinte dindmica: o gabarito foi projetado no quadro e para
cada questdo foi feita a pergunta, se seria necessario desenvolvé-la. A atividade foi entregue
sem pontuagao, porém os registros dos acertos forma feitos previamente pelo professor.
A opcao de nao devolver atividade com a nota se deu para que as demais atividades da
sequéncia didatica fossem realizadas sem uma nota pré-estabelecida. De modo a estimular

a participacao dos estudantes nas demais atividades.
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Figura 26 — Exercicio posterior a revisao
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Fonte: Autor

5.2 Atividade 11

Iniciamos o estudo das Funcgoes Exponenciais por meio de atividades praticas,
fazendo a associacao de grandezas com tabelas e a construgao de gréaficos, no primeiro
momento com o dominio discreto. Com o resultado das atividades praticas, desenvolvemos
o estudo das func¢oes de dominio real, para isso, foi utilizado, além dos exemplos das

atividades, o aplicativo Geogebra e exposi¢do no quadro.

Foram desenvolvidas trés atividades na sala de aula e a quarta (Construcao do
Tapete de Sierpinski) ficou como atividade para ser realizada no contra-turno. As atividades

foram realizadas em equipes de 4 e 5 alunos.

A primeira atividade (Dobrando o papel seda), a segunda (Sequéncia de Fractais),
e a terceira (Construcao do Tridngulo de Sierpinski), foram desenvolvidas em duas aulas.
Por equipe, em cada atividade foi disponibilizada uma ficha impressa, contendo uma
tabela e uma malha quadriculada para a construgao do grafico. A ficha da segunda
atividade também possuia uma malha especifica (9x9) para facilitar a construcao do fractal

correspondente a quarta figura da sequéncia, que foi solicitado na atividade.

A primeira atividade foi desenvolvida com facilidade por todas as equipes, no
entanto, duas equipes demostraram dificuldades na construgao do gréafico e do préprio

plano cartesiano.

Para o desenvolvimento da segunda atividade, foi fixado no quadro o modelo
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Figura 27 — Ficha da 1* Atividade Pratica
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Fonte: Autor

Figura 28 — Ficha da 2% Atividade Pratica
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Fonte: Autor

da construcao na malha das trés primeiras figuras, e solicitado a construcao da quarta
figura. Além de iniciar o contato da turma com fractais, a atividade buscou promover o
desenvolvimento da sequéncia logica. Houve uma associacao imediata da fun¢ao exponencial
de dominio discreto com as progressoes geométricas(PG), por parte de alguns alunos da
turma. Este fato contribuiu com a explanagao sobre a relagao entre de PG e Funcao

Exponencial.

A pratica de construir o fractal foi desenvolvida pelas equipes de forma satisfatoria,
0 mesmo ocorreu com o preenchimento da tabela e com as respostas as perguntas. Mais uma
vez, algumas equipes apresentaram dificuldades na construcao dos graficos, quanto a lei de

formacao da funcao que associa as grandezas em questao, apenas trés equipes desenvolveram
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Figura 29 — Modelo para a construcao dos fractais
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Fonte: Autor

antes de uma explicagao no quadro. De forma geral, os estudantes perceberam que nao
poderiam anotar todos os pontos da tabela no grafico, assim iniciamos a reflexao sobre o

"rapido crescimento exponencial'.

Figura 30 — Registros fotograficos: Atividade II

Fonte: Autor

Para a construcao do triangulo de Sierpinski, utilizamos a aula de estudo orientado,
na qual as equipes se deslocaram ao laboratorio de informatica, onde todo o processo foi
orientado pelo préprio professor. Cada equipe recebeu um papel guache, a construgao
do tridngulo equilatero foi realizada com um barbante amarrado na ponta de um lapis,
feitas as marcagoes, o préprio papel foi utilizado como régua para os tragados, depois os
tridngulos foram cortados. As etapas de marcagio e pintura (realizada com giz branco)
dos tridngulos, correspondentes a cada figura da sequéncia mostarda na Figura 16, foi

realizada na prépria sala de aula pelas equipes, que também foram preenchendo a tabela e
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Figura 31 — Atividade: Construindo fractais
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Fonte: Autor

construindo o grafico correspondente a funcao que relacionou a etapa de pintura com o

nimero de tridangulos coloridos (que nao foram pintados).

As imagens da Figura 32 mostram as etapas de pintura de uma equipe.

Figura 32 — Triangulo de Sierpinski: Constru¢ao de uma equipe

Fonte: Autor

Na aula posterior, os dados (pontos das tabelas) de cada atividade foram anotados
no Geogebra, bem como a lei de formacao da fungao correspondente com o dominio real.
Para este momento foram utilizados os notbooks de um laboratério moével. O aplicatido
Calculator Suite (Geogebra) foi previamente instalado em todos os equipamentos, para

que a sua utilizacdo pudesse dispensar o acesso a Internet.

Mesmo com equipamentos suficientes para todos os alunos da turma, optamos
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Figura 33 — Construcao da turma

Fonte: Autor

Figura 34 — Dispositivos do laboratério mével

Fonte: Autor

por uséa-los em duplas, para que os alunos que nao tem familiaridade computacional
pudessem ser auxiliados pelos colegas. A orientacao da atividade aconteceu com a projecao
do notbook e no contato proximo com as duplas. Foi pedido a atividade salva na area de
trabalho, para posterior verificagdo. Com esta simples atividade, os alunos comegaram a
utilizacao do programa, e também puderam verificar se as leis de formagao indicadas em

cada atividade pratica estavam corretas.

Na mesma aula, foi apresentada de forma expositiva, a func¢ao exponencial, suas
propriedades, exemplos, e caracteristicas do seu grafico. A exposicao foi feita no quadro e

também com o Geogebra, que também foi utilizado pelos alunos.
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Figura 35 — Dados das atividades no Geogebra
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Ao analisar os gréaficos da fungao exponencial, propomos a utilizacdo do zoom
para observagao do fato que o grafico de f(x) = a” nao intersecta o eixo dos z. Ainda
observamos que, a intersec¢ao do grafico de f(x) = a® com o eixo y é o ponto (0,1). (Para

f(z) uma fungdo real, com a € R,a > 0e a # 1).

Para a conclusao desta atividade foi necessaria outra aula, nesta fizemos a analise
de outros modelos de funcao (afim e quadratica) e da fungdo exponencial, comparando o

seu crescimento com o das demais.

Concluimos a atividade com a constru¢ao (no Geogebra), das fungées do tipo

exponencial listadas abaixo:

6. I(z) = 1-(3%).

Como no exercicio anterior, foi pedido que ele fosse salvo na area de trabalho do
equipamento. Além de observar as funcoes crescentes e decrescentes, este exercicio teve
objetivo de verificar o comportamento da funcao para modificagbes nos parametros k e b
de fungoes do tipo f(x) = k- a” + b. Os alunos representaram as fungoes e acompanharam
a analise das modificagoes por meio da projecao, o professor buscou conduzir o momento
por meio de questionamentos sobre como a funcdo se comportaria com determinada

modificagdo no parametro.
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5.3 Atividade III

Com esta atividade buscamos estimular o estudo das Fung¢oes Exponenciais por meio
das suas varias aplicacoes. Como planejado, o momento teve inicio com a apresentacao do
video "A bomba atomica do trigo'e posterior resolucao de problemas pelo professor.Nesta

atividade, utilizamos a dindmica de resolucao de problemas em equipes.

Figura 36 — Apresentacao do video

Fonte: Autor

Ao tempo previsto para atividade (duas aulas) foi acrescentado uma aula para a

apresentacao das respostas das equipes e para as corregoes gerais.

Na exposicao dos problemas iniciais, houve uma modificacao, optamos por resolver
inicialmente problemas que seriam mais parecidos com os problemas das atividades
propostas, e s6 entao desenvolver os problemas de juros apresentados no capitulo 4. Os
estudantes foram orientados a utilizarem, caso quisessem, os recursos disponiveis para
a apresentacao dos problemas. No entanto, as seis equipes formadas escolheram fazer a
apresentacao no quadro, apenas utilizando a calculadora projetada para a conferir as

respostas.

Os problemas para serem apresentados foram sorteados entre as equipes, sendo
a quinta questao dividida entre duas: quinta questao item a); e quinta questao item b).
Durante a resolucao das questoes os estudantes apresentaram suas duvidas e mostraram
suas respostas para correcao pelo professor. As equipes entregaram a lista respondida e
a apresentacao aconteceu na aula seguinte, algumas equipes nao concluiram a lista na
sala de aula, mesmo assim, a lista foi entregue ao professor e foi sugerido que as demais
questoes fossem respondidas em casa, o que foi possivel pois cada estudante recebeu uma

lista.
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Figura 37 — Exposicao dos problemas pelas equipes
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Fonte: Autor

Durante a realizagao desta atividade, pudemos perceber o desenvolvimento dos
alunos com relacao ao conteudo. A forma como alguns membros das equipes explicam a
resolucao aos demais demonstra que estao aprendendo o contetido. Também foi interessante
perceber a facil interacao entre as equipes, e também as dividas que eles expuseram entre
os membros. Consideramos o momento proveitoso e de muito aprendizado. Todas as equipes
participaram efetivamente, mesmo sendo observado que alguns alunos participam mais
e outros menos, o importante foi perceber a atencao que os membros da equipe deram

aquele que se dispunha a explicar a resolugdo aos outros.

J& no inicio da aula os alunos foram informados que iriam, em equipes, responder
exercicios semelhantes aos que o professor estava expondo, o que gerou maior atencao e

participagao da parte dos alunos.

A avaliagdo desta atividade foi positiva, no entanto, vale registrar que a segunda e
terceira questao de juros foram retomadas numa aula posterior, sendo respondida antes da
formacao das equipes apenas a primeira questao. Conforme o planejamento, na primeira
aula aconteceu a apresentagao do video (Figura 36) e a explicagao, as equipes se reuniram

na segunda aula, ficando as apresentagoes para o dia seguinte.

5.4 Atividade IV

Esta atividade foi proposta em uma aula para a resolucao de exercicios pelo professor
seguido do momento de exercicios (em duplas), pelos alunos. E outra aula para a corregao
dos exercicios propostos. Os exemplos e exercicios foram extraidos do livro didatico (16),

presentes nas paginas 159 até 162.

A exposigao foi feita no quadro, e em alguns momentos as calculadoras e o Geogebra
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Figura 38 — Verificacao das questoes com o Geogebra

= GeoGebra Calculadora | AJ Grafica ~

@ fiy-_- : =B EEnsc ¢
8 Y=o
Aigebra . 8
[0) g y=3+ H
@ . 106 7
A = Intersegdo(g, f, (0.3333333333345, 4.3261
= (0.3333333333345, 4.3267487109277) 6
i
T + Entrada. s
A

Fonte: Autor

foram utilizados na resolucao das questoes. Por exemplo, para a verificacdo grafica da
resposta da questao 27 (Figira 38), neste caso, foi pedido a um estudante que representasse
no Geogebra as duas fungdes f(z) = g7 e g(x) = 3"M', e identificasse a interseccdo das
fungdes. O valor, representado em decimal pelo programa, foi verificado. Com essa dindmica,
alguns alunos auxiliaram nas resolugoes com as ferramentas e os demais observavam, uma
vez que a tela do computador estava sendo projetada. Ou seja, as questoes foram resolvidas

no quadro pelo professor e as respostas verificadas pelos proprios alunos.

Para esse momento de exercicios, os notbooks nao foram levados para a sala,
apenas o do professor, que estava sendo projetado, era utilizado pelas duplas, quando
estas queriam. Como o previsto, o exercicio foi iniciado na sala e concluido em casa. Esta
atividade foi registrada na ficha de acompanhamento, individualmente, pois as duplas
foram formadas apenas para se auxiliarem na resolucdo. A corre¢ao aconteceu na aula

seguinte, onde as duvidas puderam ser esclarecidas.

5.5 Atividade V

Com esta atividade finalizamos a sequéncia didatica, trata-se da aplicagao de
uma atividade avaliativa individual, sobre o contetiddo desenvolvido. Esta atividade nao
foi considerada o objetivo final da sequéncia, apenas, mais uma ferramenta, e de muita
importancia, para nos ajudar a observar o desenvolvimento dos estudantes quanto ao estudo
das Func¢oes Exponenciais. Vale lembrar, que todas as atividades aplicadas contribuiram
com o processo avaliativo, e mesmo que, nao sendo atribuidas notas para as atividades
inicialmente, para nao atrapalhar no desenvolvimento pleno de todas as atividades, elas

formaram 50% da nota de atividades do segundo trimestre.
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Figura 39 — Atividade Avaliativa
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Fonte: Autor

A atividade aplicada, foi composta por 10 questoes, sendo as duas primeiras para
esbocar o grafico de fungdes exponenciais e as outras questoes de multipla escolha. O
resultado da atividade foi considerado bom, pois a maioria dos estudantes acertou mais de
60% das questoes, ficando a média de acertos dos estudantes em 6,47 questoes. Estavam
presentes nessa atividade 32 estudantes. Dispomos o nimero de acertos por questao no
grafico da Figura 40, notamos que a questdo com menor niimero de acertos foi a construcao
do grafico de uma funcao decrescente, seguida da outra questao também de construcao de
grafico (crescente), dentre as questoes de multipla escolha a sétima foi a que apresentou
um maior numero de erros, tratava-se de uma questao que solicitava a lei de formacao da

funcao correspondente ao grafico dado.

O bom desempenho da turma, em algumas questoes especificas(terceira e nona), foi
um indicativo de que o planejamento e a aplicacao da sequéncia didatica foram eficientes.
Pois estas questoes foram aplicadas em atividades avaliativas de anos anteriores (sem o

uso da sequéncia didatica), apresentando um resultado bem inferior ao atual.

Na Figura 41, podemos verificar a distribuicdo de notas da turma nesta atividade

(utilizando a escala de 0 a 10).

Dentre os 32 alunos que fizeram atividade, 23 acertaram seis ou mais questoes. O
resultado desta atividade, confirmou a percepcao do professor acerca do desenvolvimento
da turma. O nivel de dificuldade da atividade foi compativel com o desenvolvimento

demonstrado pelos estudantes nas atividades anteriores.



Capitulo 5. Andlise e discussao dos resultados 84

Figura 40 — Grafico: Acertos por questao
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Figura 41 — Gréfico: Notas da Atividade V
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Fonte: Autor

5.6 Analise Geral

A implementacao da sequéncia didatica para o ensino de fungoes exponenciais
demonstrou ser uma abordagem pedagdgica eficaz e bem-sucedida. A proposta, que visava
combinar métodos tradicionais com tecnologias e atividades préaticas para promover uma
aprendizagem significativa, atingiu seus objetivos, conforme evidenciado pela analise

detalhada dos resultados.



Capitulo 5. Andlise e discussao dos resultados 85

A utilizagao de ferramentas como GeoGebra, planilhas eletronicas, e atividades
manuais, como a construcao de fractais, mostrou-se 1til ao incentivar o engajamento
dos alunos e eficiente aos objetivos de aprendizagem. A intencdo de permitir que os
alunos aplicassem conceitos matematicos em contextos reais, como matematica financeira
e crescimento populacional, foi concretizada nas atividades, fortalecendo o interesse e a

percepcao da utilidade do tema.

As atividades praticas, ndo apenas introduziram o conceito de funcao exponencial
de forma ludica, mas também estimularam a associacao com outros saberes, como as
Progressoes Geométricas. O trabalho em equipe fomentou a colaboragao e a aprendizagem
entre pares, com alunos explicando resolu¢des uns aos outros, um forte indicativo de

apropriacao do conteudo.

Apesar do sucesso geral, a andlise também apontou desafios recorrentes. A cons-
trucao e interpretacao de graficos, especialmente de fungoes decrescentes, foi a principal

dificuldade observada tanto nas atividades praticas quanto na avaliacao final.

Portanto, a combinacgao de diagndstico preciso, atividades praticas contextualizadas,
uso intencional de tecnologia e avaliagao continua nao s6 melhorou o desempenho académico,
mas também promoveu a autonomia e o engajamento dos estudantes, capacitando-os de

forma mais completa para aplicar o conhecimento mateméatico em seus desafios cotidianos.
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