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Resumo

O presente estudo tem como objetivo investigar a intersecao entre a Aritmética presente
em Os Elementos de Euclides e como este conteudo é abordado na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), procurando identificar aspectos positivos e fragilidades em relagao a
esta intersecao. Do ponto de vista metodoldgico, trata-se de uma pesquisa bibliografica
e documental, tendo como referéncia prioritaria Os Elementos, a BNCC e o material
correlato. Como conclusao, mesmo levando em consideragao o contexto atual para o ensino
da matematica, foi constatado que a supressido dos contetdos de Aritmética abordados
em Os Elementos, acarreta um empobrecimento relevante no que concerne a formacao
matematica dos estudantes da Educagao Basica. Ao final, sdo apresentadas alternativas
para a superacao das fragilidades identificadas na pesquisa, bem como uma proposta de
enriquecimento da BNCC numa eventual revisao do seu texto, tendo em vista a importancia

dos aspectos da Aritmética de Euclides nao abordados neste documento oficial.

Palavras-chave: Elementos de Euclides. Aritmética. BNCC. Ensino de Matemaética.






Abstract

This study aims to investigate the intersection between the arithmetic present in Euclid’s
Elements and how this content is approached in the National Common Core Curriculum
(BNCC), seeking to identify positive aspects and weaknesses in relation to this intersection.
From a methodological point of view, this is a bibliographical and documentary study, with
priority reference to The Elements, the BNCC and related material. In conclusion, even
taking into account the current context for the teaching of mathematics, it was found that
the suppression of the arithmetic content covered in The Elements leads to a significant
impoverishment in terms of the mathematical education of primary school students. At the
end, alternatives are presented for overcoming the weaknesses identified in the research, as
well as a proposal for enriching the BNCC in a possible revision of its text, in view of the

importance of the aspects of Euclid’s Arithmetic not covered in this official document.

Keywords: Elements of Euclid. Arithmetic. BNCC. Teaching Mathematics.
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Introducao

1. Justificativa

E indiscutivel que a mateméatica sempre foi peca fundamental na sociedade. Além de
impulsionar o desenvolvimento do pensamento logico e abstrato, contribuiu para o avango
tecnoldgico e cientifico. A evolugdo da matematica também proporcionou contribuigoes
a diversas areas cientificas, viabilizando suas ampliagoes e progressos. No cerne desse
desenvolvimento estd a Aritmética: campo da matematica que alicercou avancos da
Geometria, da Algebra, do estudo das Grandezas, das Medidas e de outros ramos das
ciéncias naturais e humanas, cujo estudo sistematizado remonta a Antiguidade e aos nomes

de varios matematicos, especialmente as colaboracoes de Euclides de Alexandria.

A historia da matemdtica registra diversos tratados que marcaram os progressos
matematicos ao longo dos séculos. Dentre esses tratados, Os FElementos de Euclides
se destaca como uma das obras mais imponentes e influentes, em consequéncia de ter
consolidado o pensamento matematico a época na qual foi elaborada e influenciado o

desenvolvimento matematico de séculos posteriores.

Trabalhos como os de Berlinghoff e Gouvéa (2010) e Nascimento e Feitosa (2013)
salientam a importancia de Os Elementos como cole¢do que retne as principais descobertas

da matematica grega.

Nao obstante a ser amplamente reconhecida por sua abordagem geométrica, tal obra
dedica trés livros (VII, VIII e IX) & apresentagao de um conjunto de conceitos basilares
da Aritmética por intermédio de uma estrutura teodrica baseada no método axiomatico
euclidiano, sobre o qual as relagoes das deducoes logicas sao diligentemente explicadas.
Em meio a esses conceitos, encontram-se temas como teoria das proporcoes e infinitude

dos niumeros primos.

Produgoes como as de Boyer e Merzbach (2012), Cajori (2007), Eves (2011), Kline
(1992), Pastor e Babini (1985), Roque (2012), Struik (1992), dentre outros, evidenciam
os consideraveis atributos de Euclides enquanto referéncia intelectual de sua geragao e
do mundo hodierno, salientam o relevante repertério teérico que compoe Os Elementos e
destacam a sua importancia como fonte historica de uma Aritmética fundamental, que

progrediu e alcancou a atualidade.

Por outro lado, a Base Nacional Comum Curricular, documento normativo que
orienta a Educagao Bésica do Brasil, propoe que no processo de ensino e aprendizagem a
historia da matemdtica seja apresentada como recurso capaz de despertar nos estudantes

interesse pelo aprendizado dentro de um contexto significativo, visto que eles necessitam



24 Introducao

aprender por meio de relagoes e significados, com o intuito de saber aplicar os conhecimentos

em outros contextos.

2. O problema de pesquisa

Diante da influéncia histérica da obra de Euclides e de sua relevancia para construgao
dos curriculos da Educagao Baésica, enquanto um acervo referencial de contetiidos, este
trabalho se propds a investigar a presenca da Aritmética em Os Elementos e na Base

Nacional Comum Curricular.

O contexto anteriormente mencionado e as decorrentes reflexdes sobre a importancia
dos trabalhos relativos aos aspectos historicos da matematica — inclusive os registrados
em Os Elementos — nos instigaram a apresentar este estudo, em forma de dissertacao,
ao Programa de Pds-Graduagao Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacio-
nal (PROFMAT), na Institui¢do Associada Universidade Federal Rural de Pernambuco
(UFRPE), como trabalho de conclusao de curso.

Além disso, este estudo, desenvolvido junto ao grupo de pesquisa do Laboratorio
Cientifico de Aprendizagem, Pesquisa e Ensino (LACAPE) da UFRPE, foi estimulado
mediante a constatagdo da auséncia, no banco de dissertacoes do PROFMAT, de trabalhos
desenvolvidos sobre Aritmética associada a BNCC. Contudo, é imprescindivel que haja
contribuigoes para a propagacao e desenvolvimento do conhecimento da Aritmética nas
orientagoes curriculares da Educacao Bésica, em virtude de a andlise e a revisao da BNCC,
com foco nos conteidos fundamentalmente aritméticos, se revelar como acao inovadora na

area da Matematica, o que confirma a importancia e a autenticidade do nosso trabalho.

O problema de pesquisa que norteia este estudo foi formulado da seguinte ma-
neira: qual a intersecio entre a Aritmética de Os Elementos e da Base Nacional Comum

Curricular?

3. Objetivos

Procurando responder a essa indagacgao, estabelecemos como objetivo geral iden-
tificar a intersegdo entre a Aritmética de Os Elementos e da Base Nacional Comum

Curricular.

Quanto aos objetivos especificos, nos propusemos a:

1) Pesquisar os aspectos relevantes da biografia de Euclides, com énfase em seu contexto
historico, principais influenciadores e contribuigoes a matematica por meio de suas
)

obras.

2) Identificar os contetdos abordados em cada um dos trés livros aritméticos de Os
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Elementos.
3) Examinar a Base Nacional Comum Curricular e a Aritmética nela presente.

4) Identificar os conteidos fundamentalmente de Aritmética que constam na interse¢ao
entre Os Elementos e a BNCC.

4. Metodologia

Considerando os objetivos apresentados, nos propusemos, quanto a metodologia,
a realizar uma pesquisa bibliogrdifica e documental. Para a parte bibliogrdfica, tivemos
como referéncia prioritaria Os Elementos de Euclides e obras complementares como as de
Berlinghoff e Gouvéa (2010), Bicudo (2009), Boyer e Merzbach (2012), Brandao (1968),
Cajori (2007), Dangerfield et al. (2020), Eves (2011), Hefez (2022), Kline (1992), Pastor e
Babini (1985), Roque (2012) e Struik (1992). Para a parte documental, foram consultados
os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998), a Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL, 2018) e materiais correlatos.

5. Sintese do trabalho

Este trabalho encontra-se estruturado em quatro capitulos. O primeiro apresenta um
breve aceno da biografia de Euclides, sob a 6tica de diversos historiadores da matemaética,
e elenca as suas principais obras, destacando os conteiidos abordados em cada um dos

treze livros de sua mais importante obra: Os Elementos.

O segundo é destinado a apresentar, com mais detalhes, os conteidos presentes
nos livros aritméticos de Os Elementos, com transcri¢oes de definicoes e proposicoes
acompanhadas, quando julgou-se necessario, de enunciados com versoes atualizadas e

exemplificacoes.

No terceiro capitulo, além de abordarmos algumas concepgoes curriculares no Brasil,
a formulacgao e a estrutura da Base Nacional Comum Curricular, apresentamos como a

Matematica estd inserida neste documento, dando énfase a distribuicao da Aritmética.

No quarto capitulo, interseccionamos Os Elementos e a BNCC com a finalidade de
exibir os conteudos fundamentalmente aritméticos que sdo abordados na obra euclidiana e

na BNCC, identificando, também, fragilidades em relacao a essa intersecao.

Como conclusao, constatamos que dos contetidos de Aritmética da unidade temdtica
Niumeros da BNCC, a maioria esta presente em Os FElementos. Contudo, alguns nao
aparecem nesta obra pelo fato de serem conteiidos que nao estavam devidamente presentes

no desenvolvimento da matematica na época de Euclides.
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Também verificamos que dos conteidos aritméticos de Os Elementos, quase todos
estdao na BNCC e apenas trés nao aparecem neste documento, o que acarretou um
empobrecimento significativo no que diz respeito a elaboracao dos curriculos da Educacao

Basica.

Como contribuigao, apresentamos a inclusao de novos objetos de conhecimento e
habilidades numa eventual reelaboracao da Base Nacional Comum Curricular. Além disso,
desenvolvemos um conjunto de sequéncias diddticas, a fim de contribuir com o enriqueci-

mento da BNCC em relagao aos aspectos relevantes da Aritmética de Os Elementos.
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1 FEuclides: aceno biografico e suas

obras

1.1 Consideracgoes iniciais

A histéria de uma ciéncia pode ser entendida como o conjunto de informagoes que
justificam e dao sentido a sua propria existéncia e ao seu desenvolvimento. Semelhantemente,
a historia da Matematica se caracteriza pelas diversas e significativas contribui¢oes dadas
pela humanidade a prépria humanidade, em diferentes contextos temporais, culturais,

sociais e histoéricos.

Segundo Berlinghoff e Gouvéa (2010), a historia da Matematica é regida por etapas
recorrentes, ou seja, no desenvolvimento matematico, cada fase é construida com base
naquilo que veio antes. As pessoas que contribuem sao imbuidas de pontos de vista, culturas
e passados distintos. Esses sao elementos criticos que implicam diretamente na diversidade

das maneiras de como e por que pensaram em determinadas contribuigoes.

Figura 1 — Euclides de Alexandria

&5

Fonte: <https://picryl.com/media/euklid-von-alexandria-1-£31406>

Do iconico universo dos que contribuiram com o desenvolvimento da Matematica,
destaca-se Euclides — representado na figura 1 — que, sob a perspectiva de Struik (1992), é
considerado um dos mais influentes matematicos de todos os tempos. Seu nome atravessou
séculos, é reconhecido no cenario académico pelos seus trabalhos no ambito da Matematica
e também da Fisica. Na Matematica, destaca-se Os FElementos. Incontestavelmente, é a
sua producao mais conhecida e, além disso, ¢, provavelmente, a obra matemética mais

consultada ao longo dos séculos.


https://picryl.com/media/euklid-von-alexandria-1-f31406
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1.2 Aceno biografico

A quantidade de informagoes sobre a vida de Euclides é limitada; os registros
que fazem mencao ao fato nao contemplam nada além de poucos dados. Em relacao ao
seu nascimento, o local e a data sdo desconhecidos. Ao mencionarem Euclides, Boyer e
Merzbach (2012, p. 87) afirmam: "Ele foi tao obscuro que nenhum lugar de nascimento
¢é associado a seu nome". Além disso, diante da escassez do quanto se sabe sobre a vida
de Euclides, nédo ¢é dificil perceber a evidéncia desse fato em materiais histéricos. Ao lado
das verdades conhecidas a respeito dele ha as incertezas dos detalhes; isso fica explicito
quando Struik (1992, p. 90), ao mencionar Euclides, faz uso da seguinte frase: "[...] sobre

cuja vida nada é verdadeiramente conhecido [...]".

Parte da vida de Euclides ocorreu em Alexandria, no Egito, por volta do ano 300
a.C., na época em que a cidade integrava o culturalmente mundo rico grego. Mas também,
seus momentos de reconhecimento tiverem inicio anos antes. Supoe-se que Euclides tenha
estudado com os discipulos de Platao e ha quem presuma que ele tenha sido aluno na
propria Academia, isto é, que a sua formagao matemaética se deu na escola platonica de
Atenas. Kline (1992, p. 88) d4 luz aos fatos supracitados quando afirma: "[...] Euclides
viveu e ensinou em Alexandria em torno do terceiro século antes de Cristo, provavelmente

estudou na Academia de Platao; e isso é tudo quanto conhecemos de sua vida'".

Quando o rei Ptolomeu I Soter (323-285 a.C.) recorreu a Atenas com o objetivo de
formar um grupo de intelectuais conceituados no que hoje seria a universidade da cidade,
o discipulo de Aristoteles, Demétrio de Faleros, entao cidadao de Antenas, foi convidado a
dirigir a grande biblioteca. Na ocasiao, acredita-se que Euclides tenha vindo para chefiar o

que atualmente denominamos Departamento de Matematica.

Neste periodo surgiram os cientistas profissionais, homens que dedicavam
a sua vida a procura do conhecimento e que recebiam por isso um salario.
Alguns dos representantes mais importantes deste grupo viviam em
Alexandria, onde os Ptolomeus tinham construido um grande centro de
estudo, no chamado Museu, com a sua famosa Biblioteca. Aqui, a heranga
grega em relagdo a ciéncia e a literatura foi preservada e desenvolvida.
O sucesso desta empresa foi consideravel. Entre os primeiros sébios
associados a Alexandria destaca-se Euclides, um dos matematicos mais
influentes de todos os tempos (STRUIK, 1992, p. 90).

Ainda sobre a vida de Euclides, vale destacar que ele foi representado no quadro Es-
cola de Atenas'. Paterlini e Furuya (2002) garantem que, com base em evidéncias histéricas,
é possivel identificar, nessa obra, sabios cujos nomes estao ligados ao desenvolvimento da

Matematica, sao eles: Pitdgoras, Socrates, Platdo, Aristoteles e Euclides. Este é retratado

L A obra Escola de Atenas é uma das mais admiradas pinturas de Rafael Sanzio, renomado pintor italiano

do periodo do Renascimento.
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na parte inferior direita da obra Escola de Atenas manuseando um compasso e cercado

por seus alunos.

Figura 2 — Quadro Escola de Atenas

Fonte: <https://picryl.com/media/escola-de-atenas-vaticano-2-668668>

No recorte da tela original posto na figura 3, Euclides é representado com vestes
avermelhadas, riscando numa lousa com um compasso, enquanto os seus alunos, a sua

volta, estdo atentos aos movimentos.

Figura 3 — Recorte do quadro Escola de Atenas

Fonte: <https://picryl.com/media/escola-de-atenas-vaticano-2-668668>


https://picryl.com/media/escola-de-atenas-vaticano-2-668668
https://picryl.com/media/escola-de-atenas-vaticano-2-668668
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No século V, Proclo, filésofo grego, escreveu que Euclides ensinou em Alexandria no
reinado de Ptolomeu I. A contribuicao de Euclides para a Matematica foi inestimavelmente
significativa, pois além de ter sido um dos membros da escola duradoura em Alexandria,
ele, conforme Cajori (2007), sistematizou os conhecimentos matematicos, assim como
consta em Os Elementos, livro bastante estudado e que influencia a producao de materiais

e livros didaticos até os dias atuais.

Quase nada se sabe da personalidade do homem que nomeia um sistema axiomatico
que revolucionou o desenvolvimento de demonstragoes matematicas, definindo os axio-
mas como nogoes comuns assumidas universalmente verdadeiras, e os postulados como
declaracoes sobre geometria assumidas como verdadeiras, dos quais todos os teoremas sao

derivados.

Euclides mostra como pensar logicamente sobre qualquer coisa, e ndo apenas sobre
Matematica. Talvez a sua personalidade regesse sua forma de como tratar o pensamento
logico. Nao era da personalidade de Euclides demonstrar vaidade ao seu préprio valor ou
até mesmo sobre as suas realizacoes e descobertas cientificas. E o que se pode inferir de
Eves (2011, p. 167) em: "Muitos anos mais tarde, ao comparar Euclides com Apolonio, de
maneira desfavoravel a este ultimo, Papus elogiou Euclides por sua modéstia e consideracao
para com os outros'. Noutras palavras, Euclides de Alexandria era visto como um homem
respeitado, educado e bondoso. Segundo Cajori (2007, p. 62), "Pappus afirma que Euclides
se distinguira por sua educacao esmerada, delicadeza e atenta disposi¢ao, particularmente

para com aqueles que poderiam promover o avanco das ciéncias matematicas".

Conta-se que certa vez Euclides foi interrogado por um de seus alunos sobre a
importancia pratica da matéria que estava sendo ensinada. Tal fato, suspeitosamente,
evidencia que Euclides nao priorizava as aplicagoes praticas dos conhecimentos adquiridos
e ensinados. Acerca dessa caracteristica na mateméatica de Euclides, Pastor e Babini (1985,

p. 67) destacam:

Assim, em suas quase quinhentas proposicoes, ndo hé uma tnica aplica-
¢ao pratica, nem um unico exemplo numérico. Embora trés livros dos
Elementos tratem de aritmética, neles os niimeros aparecem disfargados
de segmentos e as propriedades numéricas sdo demonstradas operando
com esses segmentos.

Em outro momento, Ptolomeu indagou a Fuclides se era possivel dominar a
geometria por intermédio de processos mais faceis do que os presentes em Os Elementos, e

Euclides responde que para a geometria nao existe caminho facil.

A escrita de Euclides carregava em si a heranca de matematicos gregos que o
antecederam. Platao, Tales de Mileto e Hipocrates, dentre outros, se aproximaram da
perspectiva euclidiana, ou seja, o universo da prova. Segundo Pastor e Babini (1985),

Euclides teve ao seu favor uma alavanca que lhe proporcionou construir uma estrutura de
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escrita comparada a um edificio de tamanha solidez capaz de resistir, sem se deteriorar,
aos ataques dos criticos por centenas de anos, para a qual a logica aristotélica serviu
de argamassa. O alexandrino, com essa construgao, firmou um método adjetivado de
axiomatico, que até hoje é classificado como método cientifico por exceléncia. Isso faz de
Euclides um mateméatico muito especial. Seus escritos sdo os exemplos mais antigos que se
conservaram de uma Matematica totalmente axiomatizada. Sobre esse fato, Dangerfield et

al. (2020, p. 55) sustentam que:

Ele identificou certos fatos béasicos e avangou a partir dai para declara-
¢oes que sao dedugdes l6gicas sdlidas (proposigdes). Euclides também
conseguiu juntar todo o conhecimento matematico da época e organiza-lo
numa estrutura em que as relagoes logicas entre as varias proposi¢oes
sao cuidadosamente explicadas.

Em consonéncia com Struik (1992), afirmamos que as obras de Euclides possuem
um poder vivificante. Euclides enfrentou uma ardua tarefa de sistematizar a matematica
que existia antes. E, como consequéncia, produziu um novo modo de fazer matematica que

influenciou o pensamento cientifico mais do que talvez qualquer outro texto no mundo.

1.3 Principais obras de Euclides

A historia da Matematica é um campo de estudos baseado, também, em resgates e
consultas de informagoes registradas ha séculos e, até mesmo, milénios. Diante disso, nao
¢é raro encontrar registros — principalmente os mais antigos — incompletos, nao datados,
sem autores ou locais identificados e danificados, como consequéncia da méa conservagao e

das longas datas que eles existem.

Conforme Berlinghoff e Gouvéa (2010), antes da cria¢ao do papel, a maioria dos
registros era feito em bambu, cascas de arvores, papiros, dentre outros materiais; de maneira
que seus escritos estavam bastante sujeitos a decomposicao. Até mesmo os primeiros livros
confeccionados em papel eram dificilmente preservados para as futuras geracoes. Era
comum haver copias desses livros, o que implicava, diretamente, altera¢gdes nas anotacoes

e perda de detalhes.

1.3.1 Obras existentes

Apesar da vulnerabilidade ocasionada pelas diversas cépias e tradugoes realizadas
ao logo dos séculos, varias obras, trabalhos e escritos de Euclides chegaram ao século XXI
e fomentaram novos estudos de matematicos, filésofos e historiadores. A quantidade de
obras euclidianas que duram até hoje é cinco: Os Fendmenos, Optica, Divisio de Figuras,
Os Dados e Os Elementos.
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As obras de Euclides versam sobre duas grandes areas: a Matemadtica Geral e
a Geometria Elementar. Em seus trabalhos, ele escreveu sobre temas como astronomia

matemdtica, teoria dos numeros, geometria esférica, secoes conicas e perspectivas.

O que se aborda na obra Os Fendomenos permeia o universo das demonstragoes
geométricas cujas proposi¢oes emergem das observacoes e andlises dos fenomenos celestes,
como por exemplo: o nascimento e o poente das estrelas. O alexandrino se apoiava na obra
sobre esferas em movimento, de Autolycus (Autélico de Pitane). Nota-se que Euclides, em
Os Fenomenos, menciona varias vezes trechos dessa obra, todavia, nao cita o nome do seu
autor; ha indicios dessas consultas quando comparados os escritos das duas obras. Sobre
isso, Bicudo (2009, p. 62) considera: "[...] a proposi¢ao I de Autolycus é citada na quinta

de Euclides, a segunda, nas quarta e sexta, e a décima, na segunda'.

Conforme exposto por Kline (1992), ainda sobre a obra Os Fendmenos, ha dezoito
proposicoes sobre geometria esférica e outras que retratam aspectos associados a teoria de
esferas em rotacdo uniforme e, além disso, a Terra é tratada como uma esfera. E relevante
destacar que na fundamentacgao para a elaboracao de Os Fenomenos, Euclides aproveitou
um trabalho sobre geometria esférica (Sphaerica), cujo autor é desconhecido. Tal fato é

destacado por Bicudo (2009, p. 62):

Assim, no prefacio, faz alusao ao fato de que, se sobre uma esfera dois
circulos se bissectem, sdao ambos grandes circulos, e, na demonstragao,
supde frequentemente que o leitor conheca outros teoremas do tipo.
Quando o trabalho de Euclides é comparado com a obra posterior,
Spherica, de Theodosius, vé-se terem ambos recorrido ao mesmo original
ancestral que, conjectura-se, teria sido escrito por Eudoxo.

Outra obra Euclidiana é Optica, na qual aparece um dos teoremas mais utilizados
™
na antiguidade, o qual diz: Sejam « e [ dois arcos, tais que, se 0 < a < § < 5 entao

tgla) _

tg(B) B

No contexto histérico da obra, havia um embate com os epicuristas, seguidores
de Epicuro de Samos (341 a.C. - 270 a.C.), filésofo grego; e um dos objetivos da Optica
era impugnar a difusao da ideia epicurista de que um objeto é exatamente do tamanho
que aparenta, excluindo a necessidade de se fazer concessoes a diminuicao de dimensao

sugerida pela perspectiva. Na visao de Boyer e Merzbach (2012, p. 88),

Optica de Euclides é digna de nota por adotar uma teoria de “emissao”

para a visao, segundo o qual o olho envia raios que vao até o objeto, em
contraste com uma doutrina rival de Aristételes, na qual uma atividade
em um meio caminha em linha reta do objeto para o olho. Deve-se
observar que a matemética da perspectiva (em contraposicdo a descri¢ao
fisica) é a mesma em qualquer das duas teorias.
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O manuscrito de Optica mais antigo em conservacao é datado do século X e esta

escrito em grego. A figura 4 exibe uma pagina dessa obra, de uma publicagao de 1573.

Figura 4 — Imagem do exemplar Optica
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Fonte: Cultura (2022)

J& o trabalho de Euclides intitulado Divisdo de Figuras nao se perdeu gragas ao
zelo dos sabios arabes. Nao se pode dizer o mesmo do original grego. Uma tradugao arabe
havia sido feita antes da extingao das versoes gregas e nessa traducao nao se preservou
a integridade das informagoes contidas no grego, devido as omissoes de demonstragoes
presentes nos originais por terem sido consideradas faceis. Mais tarde, a versao arabe foi
traduzida para o latim e para as linguas modernas, conforme Boyer e Merzbach (2012).

No entanto, tal fato nao ¢ visto como algo excepcional quando se trata de obras antigas.

Quanto a estrutura dessa obra, vale salientar que ela é composta de trinta e seis

proposicoes sobre a divisao de figuras planas.

Por exemplo, a Proposicdo 1 pede a construcao de uma reta que seja
paralela a base de um triangulo e que divida o tridngulo em duas areas
iguais. A Proposi¢do 4 pede a bissec¢do de um trapézio por uma reta
paralela as bases;[...] Outras proposi¢oes requerem a divisio de um
paralelogramo em duas partes iguais por uma reta tracada por um ponto
dado em um dos lados (Proposi¢do 6) ou por um ponto dado fora do
paralelogramo (Proposicao 10). A proposi¢do final pede a divisdo de um
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quadrilatero em uma razao dada, por uma reta passando por um ponto
sobre um dos lados do quadrilatero (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 88).

Uma outra obra de Euclides, quanto ao objetivo e a natureza, semelhante a Divisdo
de Figuras, é a chamada Os Dados. Essa tltima chegou aos dias atuais em arabe e em
grego. Assemelha-se a um manual composto de tabelas que complementa algum livro-texto.
Acredita-se que foi escrita para ser utilizada na que hoje seria a universidade de Alexandria,
servindo de complemento para os seis primeiros livros de Os Elementos. Sobre esse fato,
Eves (2011, p. 180) afirma que

Euclides escreveu varios outros tratados, além dos Elementos, alguns
dos quais sobreviveram até nossos dias. Um dos ultimos, chamado Os
Dados, diz respeito ao material dos seis primeiros livros dos Elementos.
Pode-se definir um dado como um conjunto tal de partes ou relagdes de
uma figura que, tendo-se todas, menos uma delas, entdo a restante esta
determinada.

O livro Os Dados inicia abordando grandezas e lugares geométricos por meio de
quinze defini¢oes. O texto esta estruturado com noventa e cinco enunciados acerca das
condigoes e grandezas que podem ser encontradas em um problema. Boyer e Merzbach
(2012) destacam que os dois primeiros enunciados da obra elucidam que uma vez dadas
duas grandezas, sua razao também ¢ dada e que se uma grandeza ¢é conhecida e é dada
a sua razao para uma segunda grandeza, entdo a segunda grandeza esta dada. Esse
trabalho de Euclides ainda traz um conjunto de vinte e quatro enunciados parecidos
que abordam regras e formulas algébricas, outro conjunto de regras geométricas simples
sobre retas paralelas e grandezas proporcionais e ha outros enunciados que sao tratados
como equivalentes geométricos do processo de resolucao de equagoes quadraticas. Uma
curiosidade esta presente nos enunciados 84 e 85 de Os Dados, ja que eles sao equivalentes

geométricos do grupo de solucoes algébricas babilonicas? dos sistemas z +y = a e xy = b%.

A apresentacgao da estrutura, da organizacao e dos conteidos da obra Os Elementos

sera abordada no presente capitulo desse estudo, precisamente no tépico 1.4.

1.3.2 Obras perdidas

Além das obras citadas em 1.3.1, ha outras obras de Euclides, estas, porém, foram
perdidas. As que chegaram até hoje sao apenas copias, uma vez que os trabalhos originais
eram produzidos em rolos de papiro, material de deterioragao rapida. Infelizmente, os
escritos originais, em quase sua totalidade, se perderam, de acordo com Berlinghoff e
Gouvéa (2010). Poucos registros foram recuperados e reaproveitados, como é o caso da

figura 5 que expoe um antigo fragmento do livro II de Os Elementos, datado de 100 d.C..

2 Referem-se ao jeito algébrico de se pensar.
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Figura 5 — Fragmento do segundo livro da obra Os Elementos

Fonte: <https://www.worldhistory.org/image/1280/fragment-of-euclids-elements/>

Boyer e Merzbach (2012) apontam que mais da metade das obras escritas por
Euclides se perdeu. Essa perda nao ficou restrita as obras menos relevantes, engloba
obras de destaque, a exemplo de quatro volumes de um tratado sobre conicas. Uma
abrangéncia de materiais dotados de ricas informagoes produzidas por Euclides poderiam
ainda mais enriquecer o conhecimento matematico, se nao tivessem desaparecido. Dentre

elas, destaca-se Porismas, cuja perda é lamentavel.

A obra Porismas foi definida como uma proposicdo que relaciona quantidades
conhecidas e variaveis, talvez uma roupagem antiga do conceito de funcao, segundo
afirmam Boyer e Merzbach (2012). Nao ha como negar que se trata de uma obra um tanto

curiosa.

Segundo Kline:

Acredita-se, com base nos comentdrios de Pappus e Proclo, que aque-
les Porismas trataram essencialmente sobre a construcdo de objetos
geométricos cuja existéncia ji estava assegurada. Assim, poderiam ser
considerados como problemas intermediarios entre teoremas puros e as
construgoes pelas quais alguma figura existia, entre as quais a localizagao
do centro de um circulo que atende a certas condigdes dado (KLINE,
1992, p. 128).

Ademais, Pastor e Babini (1985) destacam que a obra Porismas continha numerosas
conjecturas, além de 38 lemas e 171 teoremas; enfatizam que ela era apontada como uma

engenhosa colecao de elementos titeis para resolver problemas dificeis.

Como fecho dessa segao, ressalta-se a afirmagao de Boyer e Merzbach (2012) quando
asseguram que outras obras perdidas de Euclides sdo as intituladas: Lugares geométricos
de superficie, da qual nada se sabe e Pseudaria, ou o livro das faldcias geométricas. Eles

acrescentam que as obras e as referéncias sdo tao antigas que, até hoje, nao se sabe ao


https://www.worldhistory.org/image/1280/fragment-of-euclids-elements/
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certo que tipo de assunto e quais contetidos estavam inseridos nesses trabalhos. Esses
escritos perdidos sé se fizeram conhecidos mediante a mengoes posteriores, como é o caso

da obra Cénicas, que anos depois foi ampliada e completada por Apolonio.

1.4 Os Elementos: uma visao geral e organizacao da

obra

Os Elementos é a mais importante dentre as obras de Euclides. Dangerfield et
al. (2020) a colocam como forte candidata a obra matematica mais influente de todos
os tempos, sustentando que ela tem clareado as ideias de ntimero e forma por mais de 2
milénios. Struik (1992) classifica Os Elementos como o mais famoso e o mais avangado
dos textos de Euclides, e aponta dois aspectos para justificar essa afirmacao. O primeiro,
quando constata que a obra, depois da Biblia, é o texto mais editado, lido e estudado no
mundo ocidental, sendo o livro que mais embasa a maior parte dos conteidos de geometria
estudados nas escolas. O segundo aspecto quando menciona que a estrutura légica utilizada
por Euclides, quando escreveu Os Elementos, influenciou, mais do que qualquer outra
obra, todo o pensamento cientifico. Berlinghoff e Gouvéa (2010, p. 159) confirmam esse

ponto de vista:

Ha cerca de 2300 anos, em Alexandria, uma cidade grega perto da
embocadura do Nilo, no Egito, um professor chamado Euclides escreveu
o sistema axiomatico mais famoso do mundo. Seu sistema foi estudado
por académicos gregos e romanos por mil anos, depois foi traduzido para
o arabe em cerca de 800 d.C. e estudado pelos seus académicos. Tornou-se
o padrao para o pensamento légico por toda a Europa medieval.

Na visao de Pastor e Babini (1985), por maiores que tenham sido as contribuigoes
dos matematicos que antecederam Fuclides, fica sempre para ele o mérito de ter estruturado
sistematicamente, de forma ordenada e organica, um grande niimero de conhecimentos
matematicos, sem abandonar a matematica essencialmente abstrata.

E curioso o fato de que em algumas edicoes da obra Os Elementos conste a

identificacao do autor como "Euclides de Megara', uma vez que esse ultimo e FEuclides de
Alexandria ndo sdo a mesma pessoa. Borges Filho (2005, p. 11) esclarece que

Durante a Idade Média muitos tradutores e editores chamavam Euclides
de Euclides de Megara. Esse engano nasceu da confusdo entre Euclides e
o filésofo Euclides de Megara, que viveu por volta de 400 a.C.. A primeira
referéncia a Euclides como Euclides de Megara ocorre no século XIV com
Theodorus Metochita, que chamou "Euclides de Megara, filésofo socrético,
contemporaneo de Platao" como autor de tratados de geometria.

Ainda segundo Borges Filho (2005), o equivoco continuou a ser cometido em outras

tradugoes da obra Os Elementos, ocorrendo na edi¢ao impressa de Campanus, publicada
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na cidade de Veneza em 1482 (figura 9), na de Bartolomeo Zamberto, publicada em Paris
em 1516, na de Tartaglia, lancada também em Veneza no ano de 1565, na de Candalla,
em Paris, no ano de 1566, e na de Billingsley, em Londres, 1570. Nessa ultima (figura 6),

observa-se, claramente no centro da pagina, a mencao a Euclides de Megara.

Figura 6 — Frontispicio da primeira versao de Os Elementos em inglés
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Fonte: <https://www.worldhistory.org/uploads/images/1434.jpg?v=1706638263-0>

Finalmente, somente com o advento da traducao de Os Elementos para o latim,
feita por Commandinus de Urbino, ficou evidenciado o erro de autoria da obra que induziu
diversas pessoas a acreditarem que Euclides de Alexandria era o mesmo que o Euclides de
Megara. Essa traducao ganhou destaque por ser a primeira a informar o autor do livro

corretamente, conforme Borges Filho (2005).

Diversos textos precedentes a Os Elementos de Euclides tinham também esse nome.
De fato, um dos significados da palavra "elementos" é aquilo que se faz necessario para
informar ou subsidiar algo. Portanto, ¢ um nome que se aplica a varias obras anteriores.

Por exemplo, Hipocrates de Quios escreveu uma obra intitulada Elementos.

Na visao de Eves:

Parece que esse trabalho notével imediata e completamente superou todos
os Elementos precedentes; de fato, nenhum vestigio restou de esforgos
anteriores. Tao logo o trabalho apareceu, ganhou o mais alto respeito e,
dos sucessores de Euclides até os tempos modernos, a mera citacdo do
numero de um livro e o de uma proposicao de sua obra-prima é suficiente
para identificar um teorema ou construgdo particular (EVES, 2011, p.
167).
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Ao longo de muitos anos, Os Elementos foi usado como livro didatico. Por exemplo,

a figura 7 exibe algumas paginas e a capa de uma edi¢ao dessa obra com tal finalidade.

Figura 7 — Os Elementos como livro escolar inglés, no ano de 1901
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Vale ressaltar que uma ideia equivocada e bastante difundida é a de que Euclides
tenha concentrado apenas conteidos de cunho geométrico nos Elementos. Essa é uma
concepcao que brota da falta de conhecimento daquilo que esta contido na obra. Sobre esse
fato, Boyer e Merzbach (2012), Cajori (2007), Eves (2011), Kline (1992) e Pastor e Babini
(1985) esclarecem que Os Elementos nao trata exclusivamente de geometria, eles afirmam
que a obra contém um vasto e denso fundamento de dlgebra elementar e de aritmética
(teoria dos ntimeros), que estao distribuidos numa coleténea de treze livros ou capitulos

que agregam um total de 465 proposicoes, das quais 372 sao teoremas e 93 sdao problemas.

Em sintese, Cajori (2007) elenca que os quatro livros iniciais discorrem sobre

geometria plana, enquanto que o quinto livro alude sobre a teoria da propor¢ao aplicada as


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclid-POxy.jpg?uselang=pt-br
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magnitudes em geral. Antecedidos pelo sexto livro que desenvolve a geometria de figuras
semelhantes, o sétimo, o oitavo e o nono abordam a teoria dos niimeros ou, simplesmente,
aritmética. Ainda no nono livro é encontrada a prova do teorema sobre a infinidade do
conjunto dos niimeros primos. E, sucedidos pelo décimo livro que trata da teoria dos
incomensuraveis, os trés tltimos livros explanam acerca da estereometria®. Expandindo aos
trés livros seguintes, ver-se que os teoremas mais elementares estao inseridos no livro XI, e
que o livro XII trata das relagoes métricas do prisma, piramide, cilindro, cone e esfera.
No livro XIII sao encontradas abordagens sobre os poligonos regulares, principalmente
triangulo e pentagono, tomando-os como as faces dos cinco solidos regulares: o tetraedro,

hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Por outro lado, Kline (1992) traz a tona que algumas edi¢des da obra contém, além
dos treze, outros dois livros alegando que, provavelmente, sao de autores desconhecidos,
enquanto que Pastor e Babini (1985) acrescentam que, ao conjunto dos treze livros de Os
Elementos, dois outros sao apdcrifos, ambos relacionados com poliedros regulares, foram
adicionados por editores antigos, sendo a autoria do livro XIV dada a um importante
matematico do século II a.C., Hipsicles de Alexandria, e a autoria do livro XV atribuida
a um dos discipulos de Isidoro de Mileto, matematico que viveu entre os séculos V e VI.
Também, Cajori (2007, p. 44) evidencia que: "Os décimo quarto e décimo quinto livros,

que tratam de geometria sélida, sao apderifos”.

Até hoje nao foi descoberta nenhuma cépia de Os Elementos que corresponda
a data da época do seu autor. Pelo que se conhece, suas edi¢bes mais modernas foram
elaboradas com base em revisoes do comentador grego Téon de Alexandria?, o qual viveu
aproximadamente sete séculos apés Euclides. O trabalho conhecido como Elementos de
Euclides tem perdurado até os dias atuais através desse manuscrito redigido por Téon, no
século IV. Esse texto, provavelmente, foi finalizado posteriormente com base em papiros e
manuscritos antigos, alguns datando de antes de Téon. Apesar de ser considerado bastante
completo e revisado, vale lembrar que ele foi escrito seis séculos apds o texto original, o
que possibilitou a introducao de varias modificagoes e insercoes ao longo desse periodo, de
acordo com Pastor e Babini (1985).

Essa revisao de Téon, até o inicio do século XIX, era a mais antiga edi¢ao conhecida,
todavia, Eves (2011) destaca que Napoledo Buonaparte, em 1808, ao tomar posse dos
manuscritos de valor das bibliotecas italianas, encontrou, na biblioteca do Vaticano, uma

reproducao do século X de uma edicao da obra antecessora a revisao de Téon. Fazendo
mengao a essa edi¢do, Eves (2011, p. 168) detalha que:

Um estudo dessa edicdo mais antiga e uma triagem cuidadosa de cita-
¢Oes e notas feitas por comentadores antigos indicam que o material
introdutorio do tratado original de Euclides indubitavelmente sofreu al-

Parte da geometria que trata da medicao dos volumes dos sélidos.
Viveu em 365 d.C. e "foi responsavel por uma importante edicdo de Os elementos que se preservou; é
lembrado também como o pai de Hipatia", conforme Boyer e Merzbach (2012, p. 140).

4
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teracOes nas revisdoes que se seguiram, mas os teoremas e demonstragoes,
salvo acréscimos e supressoes pequenas, permaneceram em esséncia como
Euclides os escreveu.

No que concerne a longevidade, Os Elementos é o mais antigo dos tratados da
Grécia que chegou até os dias atuais. Quanto ao objetivo, Euclides desejava reunir, em uma
obra, a triplice descoberta: a teoria de Teeteto sobre os irracionais, a teoria das proporgoes

de Eudoxo e a teoria dos cinco solidos regulares, também chamados "poliedros de Platao".

Figura 8 — Registro da primeira edicdo em latim impressa por Erhard Ratdolt, em 1482

Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclide, Elementa geometriae, 1482.jpg?
uselang=pt-br>

A figura 9 apresenta a imagem de uma das paginas dessa primeira edicao®, na qual

é possivel perceber ilustragoes com tarjas e figuras geométricas.

Figura 9 — Pagina da primeira edi¢do impressa
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Fonte: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euclid3a.gif?uselang=pt-br>

® Autoria da fotografia: Zitema. Registro de dominio piiblico, conforme: <https://creativecommons.org/

publicdomain/zero/1.0/deed.pt-br>.
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Ao que concerne a estrutura da obra, apresentaremos a seguir — de forma mais
detalhada — a organizagao de Os Elementos, considerando os contetidos abordados em

cada um dos treze livros.

1.4.1 Livrol

O livro I inicia com vinte e trés defini¢oes basilares que sustentam a construcao das
proposicoes que sao exibidas no decorrer da obra e, dentre elas, sdo encontradas defini¢goes
e conceitos de ponto, linha, reta, linha reta, superficie plana, angulo plano, tipos de angulos
e, além disso, é encontrada a definicao de circulo e circunferéncia e as suas diferencas.
O livro I traz as defini¢cdes de centro e didmetro do circulo, de semicirculo e de figuras
retilineas, que podem ser classificadas como: trilateras, quadrilateras e multilateras. Nesta
se¢do da obra, ainda ocorre a defini¢ao de tridngulo acutangulo, obtusangulo, retangulo,
escaleno, isésceles e equilatero; quanto aos quadrilateros, sao definidos também: o quadrado,

o retangulo, o losango e os trapézios.

Logo depois, sdo enunciados cinco postulados que dizem respeito a marcacao de uma
reta a partir de dois pontos fixados, a infinitude de uma reta, a construcao de um circulo,
a equivaléncia dos angulos retos e a caracterizacao de retas paralelas. Em seguida, nove
axiomas (ou nogoes comuns) sao apresentados com a finalidade de, juntos aos postulados
mencionados, gerar um conjunto de principios essenciais para subsidiar demonstragoes

posteriores.

Ao todo, sdo quarenta e oito proposi¢oes que compdem esse primeiro livro. Pro-
posicoes que tratam da construcao de um tridangulo equilatero sobre um segmento de
reta, da relacao entre as medidas dos angulos da base e das medidas dos lados de um
triangulo isosceles, da relacao entre as medidas dos lados opostos a angulos que possuem a
mesma medida em um triangulo, da divisao de angulo em angulos de mesmo tamanho
e da divisao de segmentos em partes iguais, isto ¢, do que ¢ mediana, altura, bissetriz e
mediatriz. Dentre essas proposicoes, vale ressaltar as que abordam as demonstragoes dos
casos de congruéncia de triangulos (lado-lado-lado, lado-angulo-lado, &ngulo-lado-adngulo),
da desigualdade triangular, dos casos de paralelismo e de perpendicularismo entre retas,
da soma de dois angulos de qualquer triangulo ser sempre menor do que dois angulos retos

e das relagoes entre as medidas dos angulos obtidos a partir de retas transversais.

Ainda nesse conjunto de proposic¢oes, Euclides versa sobre, além de o paralelogramo
ter as suas diagonais o dividindo em triangulos congruentes, o paralelogramo possuir lados
opostos com medidas iguais e angulos opostos com as medidas congruentes. Ele compara
poligonos com relagao ao valor das suas areas, traz uma demonstragdo do teorema de
Pitagoras, aborda a demonstragao sobre a existéncia tunica da reta paralela a outra reta
dada e que passa por ponto fora dessa reta e apresenta o teorema do angulo externo de

um triangulo.
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1.4.2 Livro 11

O segundo livro é conhecido como o da dlgebra geométrica pelo motivo de explorar
a aplicacao de conceitos geométricos com a finalidade de resolver problemas que hoje sao

estudados nos cursos de algebra.

O livro II ¢ iniciado com duas defini¢des: uma sobre paralelogramo retangular e
a outra sobre areas relacionadas a paralelogramos. Essas definicbes embasam quatorze
proposicoes sobre equivaléncia entre entes geométricos e algébricos. Vale destacar que
nele sao abordados: quadrado da soma de dois termos, quadrado da diferenca de dois
termos, produto da soma pela diferenca de dois termos, uma generalizacao do teorema de
Pitagoras para triangulos retangulos e obtusangulos, conhecida atualmente como "Lei dos

Cossenos', e métodos para resolucao de equagoes quadraticas.

1.4.3 Livro III

O livro IIT contém onze defini¢oes e trinta e sete proposi¢oes. Suas definig¢oes
descrevem quais sao os elementos geométricos que tornam dois circulos iguais, o que é uma
reta tangente a um circulo dado, o que sao circulos tangentes, o que ¢ angulo de segmento

e o que ¢ setor circular. Em sintese, a geometria do circulo é o assunto principal.

Nesse livro, os contetdos sao relacionados a maneira de localizar o centro de um
circulo dado, as propriedades do circulo e da circunferéncia, aos teoremas e propriedades
das cordas, dos segmentos tangentes e secantes, dos angulos centrais, dos angulos inscritos,

dos angulos de segmento e da congruéncia de arcos.

1.4.4 Livro IV

O quatro livro, que é introduzido por sete definicoes que precedem dezesseis
proposigoes, trata, também, da geometria do circulo e contém teoremas cujos enunciados

tém pouca diferenca dos encontrados nos textos atuais.

E dedicado & construcao de poligonos regulares com trés, quatro, cinco, seis e quinze
lados, por meio do uso de régua e compasso, além de tratar da inscri¢do e circunscricao
desses poligonos num circulo dado. Curiosamente, esse livro nao faz alusao aos poligonos
regulares de sete, nove, onze e treze lados, ja que nao podem ser construidos com régua e
compasso.

Sobre a parte final desse quarto livro, Kline (1992, p. 102-103) elucida que: "a
ultima proposicao, que mostra como inscrever um poligono regular de 15 lados em um
determinado circulo, parece ter sido usada na astronomia', pois, até a época de Eratéstenes

aceitava-se que o angulo da ecliptica® era 24°, 1/15 de 360°.

6 Lugar geométrico formado pelo plano equatorial da Terra e o plano de sua érbita ao redor do Sol.
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1.4.5 Livro V

Quanto a sua organizacao e estrutura, o quinto livro é composto de vinte e cinco
teoremas que sao antecedidos por dezoito defini¢bes que discorrem sobre o que sao:
grandezas (comensurdveis, incomensuraveis, diretamente e inversamente proporcionais),
parte, razao e proporgao. Kline (1992) afirma que o termo "parte" faz alusao a "submiultiplo",
exemplificando que 2 é submultiplo de 6 enquanto que 4 nao é submiltiplo de 6. Com

relacao a definicao 2, ele sustenta que a palavra "multiplo" significa "multiplo inteiro".

As proposicoes desse livro discorrem sobre assuntos ligados a teoria das proporgoes
ou teoria geométrica da proporcionalidade. No inicio, é observada a propriedade distributiva
a direita e a esquerda da multiplicacdo em relacao a adigdo, bem como a distributiva a
esquerda do produto em relagao a subtracao e a propriedade associativa da multiplicagao.

Além disso, sdo expostas as regras sobre o uso do "maior que" e "menor que'.

No livro V, a "proporcao" é definida como uma igualdade entre "razoes". Também sao

encontradas demonstragoes de teoremas relacionados as proporgoes e as suas propriedades.

1.4.6 Livro VI

O sexto livro comeca com cinco defini¢oes e contém, ao todo, trinta e trés proposigoes
que abordam a teoria de poligonos semelhantes. A primeira delas refere-se a defini¢ao
de poligonos semelhantes ao considerar as respectivas caracteristicas dos angulos e dos
lados correspondentes de dois ou mais poligonos, enquanto que, na definicao 4, verifica-se
o conceito de altura do poligono relativa a um dado lado, como é apresentado até os dias

atuais.

A teoria abordada no livro VI decorre dos contetidos do livro V. Teoremas alusivos a
razoes e proporgoes, a paralelogramos, a triangulos e a outros poligonos foram desenvolvidos
por Euclides ao longo desse livro que, por sua vez, contém: uma generalizagao do teorema
de Pitdgoras (na qual sdo tracadas, em vez de quadrados, trés figuras semelhantes sobre
os lados de um tridngulo retdngulo) e uma apresentagdo do método de aplicacao de dreas
construidas sobre catetos e hipotenusa, fazendo uma substituicao dos retangulos por

paralelogramos.

Eves (2011, p. 173) afirma que "o livro VI aplica a teoria das propor¢des eudoxiana
a geometria plana', dado que no livro constam os teoremas fundamentais da semelhanca de
triangulos, a proposicao que declara que a bissetriz de um angulo de um triangulo divide
o lado oposto ao angulo em segmentos proporcionais aos dois outros lados do triangulos,
as construcoes de médias proporcionais e a resolucao geométrica de equagoes quadraticas.
Ademais, sdo encontradas as proposigoes sobre divisoes de grandezas em partes diretamente
e inversamente proporcionais, e as relagoes direta e inversa entre grandezas proporcionais,

o que hoje é denominado "regra de trés".
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Vale salientar, que o livro VI aborda, também, figuras retilineas, razoes entre areas
de figuras planas, trata da relacao entre as areas de figuras semelhantes, fala sobre médias
proporcionais, e chega a demonstrar que o comprimento da diagonal de um retangulo é

obtido por meio da média proporcional entre as medidas dos seus lados.

1.4.7 Livro VII

No sétimo livro, Euclides apresenta vinte e trés defini¢oes referentes ao que é
nimero, nimeros pares e impares e suas propriedades, primos e compostos, quadrados e
cubicos, planos e sélidos e suas respectivas semelhancas, niimeros perfeitos e nimeros em
proporc¢ao. Além disso, sao enunciados os conceitos e algumas propriedades de divisores,

multiplos, submultiplos e nimeros primos e compostos entre si, respectivamente.

As trinta e nove proposicoes do livro VII discorrem sobre maximo divisor comum
(MDC), minimo multiplo comum (MMC) e o atualmente considerado "algoritmo de
Euclides", usado para determinar o MDC de dois ou mais nimeros, pelo método das
divisOes sucessivas, e para verificar se dois niimeros sao primos entre si. Nesse livro, ainda
sao encontradas varias propriedades numéricas basicas e a teoria das proporgoes numéricas
ou pitagéricas. O livro encerra com a apresentacao de um método para encontrar o minimo

miultiplo comum de varios ntimeros.

O préximo capitulo abordara, com maior profundidade, os topicos listados nesta

Secao.

1.4.8 Livro VIII

No livro VIII, Euclides apresenta vinte e sete proposi¢des que se referem, principal-
mente, aos niimeros em proporgoes continuas, que satisfazem o que, atualmente, define-se

por progressao geométrica.

Ademais, o oitavo livro aborda as propriedades simples de poténcias quadradas e
cubicas, como também as semelhancgas entre nimeros quadrados, as semelhangas entre

numeros cubicos e as razoes proporcionais.

O capitulo seguinte abordara os contetidos desse livro com mais detalhes.

1.4.9 Livro IX

Segundo Kline (1992), o livro IX conclui a tarefa sobre a teoria dos ntimeros. Nesse
livro, Euclides expde trinta e seis proposi¢oes dentre as quais ha teoremas sobre os niimeros

quadrados e ctibicos, a infinitude dos ntimeros primos e as proporgdes continuas.

O livro contém um processo que determina a soma dos n nimeros ou termos de uma

progressao geométrica, estabelece um método para obter niimeros perfeitos e, conforme
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Eves (2011), enuncia uma proposigao equivalente ao denominado, atualmente, teorema
fundamental da aritmética, o qual afirma que todo nimero inteiro composto, maior do

que "1", pode ser decomposto, de maneira tinica, como produto de ntimeros primos.

Esse livro, inclusive, aborda a ideia de extracao das raizes quadradas de ntimeros
inteiros, a determinacao de niimeros cubicos a partir de outros nimeros ciibicos, as relagoes
de ntimeros primos entre si, as relagoes entre nimeros impares e primos, e a adicao,

subtracao, multiplicacao e divisao de nimeros pares e impares.

O capitulo sucedente abordara os conteidos listados acima com maior aprofunda-

mento.

1.4.10 Livro X

Segundo Boyer e Merzbach (2012), os livros V e X sdo os mais admiraveis. No
décimo, Euclides enuncia cento e quinze proposicoes alusivas a alguns entes geométricos
que, atualmente, sao conhecidos na aritmética como a raiz quadrada de um ntmero real;
esse livro é a se¢ao da obra euclidiana majoritariamente dedicada aos comprimentos de
reta incomensuraveis, ou seja, ao que hoje se entende pela representacao geométrica dos

nameros irracionais.

No livro, os niimeros racionais sao apresentados como fragoes de numeradores e
denominadores inteiros e primos entre si. A adicdo, a subtragao, a multiplicacao e a divisao
de ntimeros racionais e irracionais, assim como as propriedades operatérias dos niimeros
reais e as demonstragoes relacionadas a relagao entre as grandezas de proporg¢ao, sao

tematicas abordadas nas proposi¢oes desse livro.

Esse livro, também, aborda métodos de racionalizacao de denominadores de fragoes,
formulas que determinam ternos de niimeros pitagoricos, representacao do niimero irracional
e construgoes geométricas (tridngulos, quadrilateros e outros poligonos regulares) que

envolvem segmentos e areas com medidas incomensuraveis.

1.4.11 Livro XI

O décimo primeiro livro é dedicado a geometria tridimensional. As vinte e oito
defini¢oes, acompanhadas de trinta e nove proposi¢oes, explanam sobre os elementos e as

propriedades dos solidos geométricos.

Também sao observados os conceitos e as defini¢oes de solidos convexos, sélidos
semelhantes, planos paralelos, angulos entre as faces de sélidos, prisma, piramide, cilindro,
cone, esfera, cubo, octaedro, dodecaedro, icosaedro e solidos regulares. Vale ressaltar que
as defini¢oes de esfera, cilindro e cone decorrem da rotacao de um semicirculo em torno do
seu diametro, de um retangulo em torno de um dos seus lados e de um triangulo em torno

de um dos seus lados, respectivamente.
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Além disso, Euclides enuncia e demonstra proposi¢oes relacionadas a proporc¢ao

entre as areas das superficies e os volumes de sélidos semelhantes.

1.4.12 Livro XII

O livro XII versa sobre as medidas de figuras. Ao todo, Euclides enuncia 18 teoremas

sobre areas das superficies dos sélidos e volumes dos sélidos.

O décimo segundo livro inicia com uma minuciosa demonstragao do teorema: a
razao entre as areas de dois circulos é igual a razao entre os quadrados dos seus respectivos
diametros. Na ocasiao, o autor usa o processo de reducio ao absurdo com a finalidade de

determinar o volume do cone, do cilindro, da esfera e da piramide.

1.4.13 Livro XIII

As propriedades dos cinco sélidos regulares é o foco principal do décimo terceiro

livro que, por sua vez, contém 18 proposigoes.

E nesse livro onde se desenvolve toda a teoria de construcdes que validam a inscricio
dos cinco poliedros regulares numa esfera, ou seja, de encontrar a razao entre uma aresta
do soélido inscrito e o raio da esfera. Nesta parte da obra, ocorre a demonstracao do
seguinte teorema: "um triangulo cujos lados sao respectivamente lados do pentagono

regular, hexagono regular e decdgono regular inscritos em um mesmo circulo, é retangulo”.

O autor demonstra que nao ha poliedros regulares além dos seguintes: o tetraedro,
o hexaedro, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro; inclusive, é apresentado o processo de

construcao desses solidos.

Além desse fato, Euclides evidencia proposigoes relacionadas as faces, arestas e
vértices desses solidos, explora as propriedades e as relagoes dos sélidos circunscritos e
inscritos em esferas e analisa as proporc¢oes entre os volumes desses sélidos; em varias
proposicoes, também sao abordadas as inscri¢goes do tetraedro e do octaedro no cubo, e do
icosaedro no dodecaedro, além de abordar a ideia do que viria a ser chamado "planificagao

de um solido geométrico".

1.4.14 Panorama dos contetidos abordados

Por meio de cada livro de sua obra, Euclides sistematiza conceitos fundamentais
de geometria e aritmética, abordando desde axiomas e postulados até proposi¢oes mais
elaboradas. Com o objetivo de evidenciar tais conceitos euclidianos, representamos, a
seguir, um quadro-sintese (tabela 1) dos contetdos presentes em cada um dos treze livros
de Os Elementos.
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Tabela 1 — Contetidos abordados na obra Os Elementos

Livros

Contetdos

Livro I

— Defini¢do de: ponto, linha, reta, superficie plana, angulo no
plano, circulo, circunferéncia, centro e didmetro de circulo,
semicirculo, figuras retilineas, retas paralelas e retas
perpendiculares.

— Definicao, classificagdao e propriedades dos triangulos.

— Casos de congruéncia de triangulos.

— Definicao, classificagao e propriedades dos quadrilateros.

Livro 11

— Propriedades algébricas dos paralelogramos.
— Produtos notaveis, teorema de Pitagoras e lei dos cossenos.

Livro III

— Elementos e propriedades do circulo (cordas, angulos etc.).

Livro IV

— Poligonos regulares inscritos e circunscritos ao circulo.

Livro V

— Grandezas comensuraveis e incomensuraveis.
— Grandezas diretamente e inversamente proporcionais.
— Razao e proporcao.

Livro VI

— Semelhanca de poligonos (tridngulos, quadrilateros etc.).
— Médias proporcionais.
— Divisoes diretamente e inversamente proporcionais.

Livro VII

— Conceito de niimero.

— Numeros pares, impares, primos, compostos, perfeitos,
planos, sélidos, quadrados, ctibicos e em proporcao.

— Multiplos e divisores.

— Maéaximo divisor comum e minimo multiplo comum.

Livro VIII

— Progressoes geométricas.
— Poténcias quadradas e ctubicas.
— Razoes proporcionais.

Livro IX

— Infinitude dos niimeros primos.

— Soma dos n termos de uma progressao geométrica.
— Teorema fundamental da aritmética.

— Raiz quadrada de um nimero natural.

— Operagoes entre niimeros pares e impares.

— Propriedades dos niimeros primos.

Livro X

— Numeros racionais e irracionais.

— Operagoes (adigao, subtragao, multiplicacao e divisao) com
numeros racionais e irracionais.

— Racionalizagao de denominadores de fragoes.

Livro XI

— Defini¢oes e propriedades de sélidos geométricos.

Livro XII

— Area da superficie e volume dos sélidos geométricos.

Livro XIII

— Existéncia, elementos (vértices, arestas e faces) e volume
dos Poliedros regulares.
— Poliedros inscritos na esfera e suas propriedades.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2 A Presenca da Aritmética em Os

Elementos de Euclides

Neste capitulo, apresentaremos os conteudos de aritmética abordados em Os

Elementos, especificamente nos trés livros que dizem respeito a teoria dos nimeros.

2.1 Visao panoramica da Aritmética euclidiana sob o

olhar de historiadores da matematica

Em uma visdo panoramica de Os Elementos, identificamos a presenca da Aritmética
nos livros sete, oito e nove. Acerca desses livros, historiadores da mateméatica como Bicudo
(2009), Boyer e Merzbach (2012), Cajori (2007), Eves (2011), Kline (1992) e Pastor e
Babini (1985) teceram diversas opinides, sob a quais nos fundamentamos.

Boyer e Merzbach (2012) e Pastor e Babini (1985) afirmam que o livro VII faz a
distingdo entre varios tipos de niimeros (pares, impares, compostos, primos, planos, sélidos
e perfeitos) e, além disso, contém o, atualmente, denominado algoritmo de Fuclides —
usado na obtencao do mdximo divisor comum de dois niimeros, por meio das divisoes

sucessivas — e, também, uma regra que auxilia na determinacao do minimo maultiplo
comum de dois ou mais nimeros. Nas palavras de Cajori (2007, p. 64):

O livro VII explica o calculo do maximo divisor comum de dois nimeros
pelo processo da divisdo (o chamado ‘algoritmo de Euclides’). A teoria
de ntimeros proporcionais (ntimeros racionais) é entdo desenvolvida com
base na defini¢do, ‘ndmeros sdo proporcionais quando o primeiro é o
mesmo miiltiplo, parte, ou partes do segundo assim como o terceiro é do
quarto’. Esta é tida como a mais velha teoria de proporcao devida aos
pitagoricos.

Nesse sentido, Eves (2011) destaca que o supracitado algoritmo se apresenta como
método para verificar se dois niimeros sao ou nao primos entre si e que as teorias das

propor¢oes numéricas e algumas propriedades numéricas sao abordadas no mesmo livro.

Como mencionado por Kline (1992, p. 169), "o livro VIII continua com a teoria
dos nuimeros, sem incorporar novas definigoes. Trata-se principalmente de progressoes
geométricas, que para Euclides sdo conjuntos de niimeros em proporg¢ao continua', isto
é, um modelo de proporc¢ao que satisfaz a definicado de progressio geométrica devido a
razao entre cada termo e o seu sucessor ser constante. Outrossim, Eves (2011) evidencia a
dedicacao de Euclides em abordar essas progressoes geométricas relacionadas as proporgoes

continuas, enquanto Boyer e Merzbach (2012), além de ressaltar que o livro também
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aborda propriedades simples de quadrados e cubos, chegam a classifica-lo como o menos

interessante da obra.

No que diz respeito ao livro IX, Eves (2011) e Kline (1992) afirmam que Euclides
conclui a teoria dos niimeros e traz uma prova da expressao matematica que determina
a soma dos termos de uma progressao geométrica. O livro, inclusive, enuncia varias
proposigdes, e a vigésima delas aborda a infinidade dos ntimeros primos. Sobre isso, Boyer
e Merzbach (2012, p. 96) apontam:

O livro IX, o ultimo dos trés sobre teoria dos niimeros, contém varios
teoremas interessantes. Desses, o mais célebre é a Proposi¢ao 20: “ntimeros
primos sédo mais do que qualquer quantidade fixada de niimeros primos.
Isto é, Euclides d& aqui a demonstragao elementar bem conhecida do
fato que ha infinitos nimeros primos.

)

Segundo Eves (2011), o nono livro conta com varias proposigoes significativas no
campo da aritmética e, dentre elas, é possivel destacar a décima quarta, que é equivalente
ao atual Teorema Fundamental da Aritmética. No final da apresentacao dos teoremas
elencados, o autor apresenta uma férmula que permite encontrar numeros perfeitos,
conforme Boyer e Merzbach (2012) e Eves (2011).

Entretanto, nao seria um equivoco pensar nos conteudos aritméticos contidos
nesses trés livros como pilares de uma teoria mais elaborada. Essa teoria diz respeito aos
irracionais, uma vez que Cajori (2007, p. 64) elucida: "a interpolacao dos livros aritméticos
VII — IX é explicada como uma preparagao para um tratamento mais profundo do

irracional no livro X".

A seguir, iremos abordar os contetudos especificos de cada livro e vamos adotar, nessa
abordagem, os enunciados que aparecem na tradugao de Bicudo (2009). Paralelamente
e com intuito pedagogico, quando considerarmos oportuno, apresentaremos alguns desse
enunciados de forma atualizada, sem perda de contetido e rigor, uma vez que ha expressoes

que podem dificultar a compreensao dos enunciados.

2.2 Uma imersao nos conteudos do livro VII

Em forma de topicos, apresentaremos os contetidos presentes no livro, exibiremos os
enunciados correspondentes a tais contetidos e, quando necessario, uma versao atualizada
dos mesmos. Além disso, vale ressaltar que esta apresentacao foi estruturada com as
definigoes e as proposicoes distribuidas de acordo com os contetidos indicados em cada

topico, ou seja, nao necessariamente seguindo a ordem que sao apresentadas no livro de
Bicudo (2009).
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2.2.1 Unidade e nimero

Duas defini¢oes formalizam os conceitos de unidade e nimero:

o Definicao 1: Unidade é aquilo segundo o qual cada uma das coisas existentes é dita

uma.

e Definicao 2: E nimero ¢é a quantidade composta de unidades.

2.2.2 Divisores, multiplos e suas propriedades

Estas sao as defini¢coes de divisores e maltiplos:

o Definicao 3: Um nimero é uma parte de um ntmero, o menor, do maior, quando

meca exatamente o maior.

Versdao atualizada: Um nimero é uma parte de outro maior quando ele o divide

exatamente, sem deixar resto.

Exemplo: O niimero 3 é parte de 12, pois 12 =3-4+ 0, ou seja, 12 + 3 = 4.

o Definicdo 4: E partes, quando ndo meca exatamente.
Versao atualizada: Se ndo o divide de forma exata, ele é chamado de parte nao exata.
Exemplo: O niimero 2 nao é parte de 5, pois 5 =22+ 1.

e Definicao 5: E o maior é um multiplo do menor, quando seja medido exatamente
pelo menor.

Versao atualizada: O nimero maior ¢ um multiplo do menor quando pode ser dividido

exatamente por ele.
Exemplo: O nimero 12 é multiplo de 3, pois 12 + 3 = 4.

o Definicao 16: Um nimero é dito multiplicar um ntimero, quando, quantas sao as
unidades nele tantas vezes o multiplicado seja adicionado, e algum seja produzido.

Versao atualizada: Dizemos que um nimero n multiplica um niimero m se o produto

entre eles é o resultado da soma de n parcelas de m.
Exemplo: Se 5-4=4+4+4+4+ 4+ 4 = 20, temos 5 multiplicando 4.

o Proposicio 35: Caso dois nimeros mecam algum ntmero, também o menor medido
por eles o medira.

Versao atualizada: Se dois nimeros sao divisores de outro niimero, entdo o menor

numero divisivel por esses dois ntimeros também divide esse mesmo numero.

Exemplo: Como 2 e 5 sao divisores de 20, entdao 10, que é o menor nimero divisivel

por 2 e 5, também ¢ divisor de 20.
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o Proposicao 37: Caso um nuimero seja medido por algum ntimero, o medido tera uma

parte homdénima com o que mede.

Versdo atualizada: Se um ntimero a é divisivel por outro nimero, b, entao o nimero

a é composto de miltiplas partes iguais a b, ou seja, a = k - b, com k € N.

Exemplo: Como 39 é divisivel por 3, entdo 39 é composto de k = 13 partes iguais a
3, isto é, 39 + 3 = 13 <= 39 = 13 - 3. Em outras palavras, podemos afirmar que 3

cabe, exatamente, 13 vezes em 39.
o Proposi¢cao 38: Caso um numero tenha uma parte, qualquer que seja, serd medido
por um numero homonimo com a parte.

Versdo atualizada: Se dividirmos um ntimero a em n partes iguais, cada uma dessas

partes serd um nimero ¢, e a sera multiplo de c.

Exemplo: Dividindo-se o 28 em 7 partes iguais, teremos todas essas partes iguais a

4 e o 28 sera miltiplo de 4.

2.2.3 Numeros pares, impares e suas propriedades

A formalizacao dos conceitos de ntimeros pares e impares ocorre nas seguintes

definicoes:

o Defini¢cdo 6: Um nimero par é o que é dividido em dois.

e Defini¢io 7: E um nimero impar é o que nao é dividido em dois, ou [0] que difere de

um numero par por uma unidade.
e Definicao 8: Um ntimero par, um nimero par de vezes, é o medido por um ntimero
par, segundo um nimero par.

Versao atualizada: O produto entre dois nimeros pares ¢ divisivel por um ntimero

par, mediante ao resultado ser um ntmero par.
Exemplo: Tomando os ntimeros pares 4 e 6, temos 24 = 4 - 6, que ao ser dividido
por 2 resultada em 12.

o Definicao 9: E um numero impar, um nimero par de vezes, ¢ o medido por um
numero par, segundo um numero impar.

Versdao atualizada: Um ntimero impar, multiplicado por um nimero par, é divisivel

por um numero par, mediante ao resultado ser um ntmero impar.

Exemplo: Tomando 12 - 3 = 36, temos 36 =4 = 9.

o Definicio 10: Um par, um ntimero impar de vezes, é o medido por um nimero impar,

segundo um ndmero par.
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Versao atualizada: Um nimero par, multiplicado por um nimero impar, é divisivel

por um numero impar, mediante ao resultado ser um niimero par.

Exemplo: Tomando 8 + 84+ 848 +8+8+8+8+8=9-8 =72, temos 72+ 9 = §,

ou até mesmo 72 + 3 = 24.

o Definicao 11: E um ntimero impar, um nimero impar de vezes, é o medido por um

numero impar, segundo um nimero impar.

Versdo atualizada: Um ntimero impar, multiplicado por um ntmero impar, é divisivel

por um numero impar, mediante ao resultado ser um nimero impar.

Exemplo: Tomando 9 - 15 = 135, temos 135 <45 = 3.

2.2.4 Numeros primos, primos entre si, compostos e compostos

entre si

As proximas quatro defini¢oes elucidam sobre o significado de nidmeros primos,

compostos e suas respectivas relacoes.

Antes de enunciar e escrever uma versao atualizada da definicdo 12, vale a pena
ressaltar o que afirma a proposicio 38: "Se dividirmos um nimero a em n partes iguais,
cada uma dessas partes serd um ntmero ¢, e a sera multiplo de ¢". Baseando-se nessa
proposi¢ao, enunciamos e apresentamos uma versao atualizada da definicao 12 da seguinte

maneira:

e Definicao 12: Um ntimero primo ¢ o medido por uma unidade so.

Versao atualizada: Um ntmero primo é aquele que s6 pode ser dividido por 1 e por

ele mesmo.

Note que se dividirmos um primo p em 1 parte, entdo essa parte serd o préprio
nimero p, e, de acordo com a proposicao 38, p sera multiplo de p, isto é, p =1 p <

p+p=1

o Definicao 13: Nimeros primos entre si sao os medidos por uma unidade s6 como

medida comum.

Versao atualizada: Ntimeros primos entre si sao aqueles que tém apenas o nimero 1

como divisor comum.

Exemplo: Os nimeros 4 e 5 sdo primos entre si, pois o nimero 1 é o Unico divisor

comum entre eles.

o Defini¢do 14: Um ntimero composto é o medido por algum ntmero.



54 Capitulo 2. A Presenga da Aritmética em Os Elementos de Fuclides

Versao atualizada: Um nimero composto é aquele que pode ser dividido por outros

nimeros além de 1 e ele mesmo.

Exemplo: O ntmero 105 é composto, pois ele é divisivel por 1, 3, 5, entre outros.
o Definicio 15: E niimeros compostos entre si sao os medidos por algum nimero como

medida comum.

Versdo atualizada: Ntimeros compostos entre si sao aqueles que tém um divisor

comum além de 1.

Exemplo: Os ntimeros 6 e 8 sdo compostos entre si, visto que 1 e 2 sao seus divisores

comuns.

Vale salientar que as proposic¢oes de 21 a 30 tém como foco principal as propriedades
de niumeros primos entre si. Dentre essas dez proposicoes sobre coprimos, levando-se em

consideracgao a sua abrangéncia, destacamos:

e Proposicao 21: Os niimeros primos entre si sdo os menores dos que tém a mesma

razao com eles.

Versdo atualizada: Dois nimeros sao primos entre si quando formam uma razao

irredutivel.
Exemplo: A razao entre 6 e 10 é igual a razao entre 3 e 5. Porém, 6 e 10 nao sao

primos entre si, enquanto que 3 e 5 sao.

o Proposicao 28: Caso dois nimeros sejam primos entre si, também um, conjuntamente
com o outro, serda primo com cada um deles; e caso um, conjuntamente com o outro,

seja primo com algum deles, também os nimeros do principio serao primos entre si.

Versao atualizada: Os nimeros a e b sao coprimos se, e somente se, a + b é primo

com a e com b, respectivamente.

Exemplo: Considere os niimeros 8 e 15, coprimos. Note que 23 (8+15) é primo com
8 e, também, é primo com 15. Por outro lado, considere 18 que, além de ser primo
com 13, é primo com 5. Perceba que 13 e 5 sao coprimos.

e Proposicao 29: Todo nimero primo é primo com todo niimero que nao mede.

Versdo atualizada: Seja a um nimero primo nao divisor do nimero b. Entao, os

nimeros a e b sdo coprimos.
Exemplo: O ntimero 7, que é primo, é coprimo de 10, visto que 7 nao é divisor de
10.

o Proposicio 30: Caso dois nimeros, sendo multiplicados entre si, facam algum, e
algum nimero primo meca o produzido deles, medira também um dos do principio.

Exemplo: Note que 6 -8 = 48 e que 3 (primo e divisor de 48) é divisor de 6.
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As duas proposicoes a seguir abordam o conceito-chave para a prova do Teorema

Fundamental da Aritmética.

e Proposicao 31: Todo niimero composto é medido por algum ntimero primo.

Versao atualizada: Todo nimero composto é divisivel por pelo menos um niimero

primo.
Exemplo: 630 = 232 -5 -7 é um nimero composto e é divisivel pelos primos 2, 3,
SelT.

e Proposicao 32: Todo niimero ou ¢ primo ou é medido por algum nimero primo.
Versdo atualizada: Todo niimero é ou primo ou divisivel por outro niimero primo.

Exemplo: O niimero 13, que é primo, é divisivel apenas por 1 e 13, e o niimero 14,

que nao é primo, é divisivel por 2 e 7.

2.2.5 Numeros planos, sélidos e suas propriedades

As ideias de numeros planos e sélidos estao apresentadas nas seguintes defini¢oes:

o Definicio 17: E quando dois nimeros, tendo sido multiplicados entre si, facam algum,

o produzido é dito plano, e lados dele, os nimeros que foram multiplicados entre si.

Versdo atualizada: Quando dois niimeros sao multiplicados entre si, o resultado é

chamado de produto, e os nimeros originais sao chamados de fatores.

Exemplo: Na multiplicagao 7 -8 = 56, 56 é chamado produto, enquanto o 7 e 8 sao

os fatores.

Em relacao a ultima defini¢do, é importante destacar que Euclides atribui aos
nimeros uma visao geométrica, o que justifica o fato de ele identificar como "lado" o
que, hoje, denominamos "fator', e como "plano" e "solido", o que, atualmente, chamamos

"produto”.

o Definicio 18: E quando trés nimeros, tendo sido multiplicados entre si, fagam algum,

o produzido é sélido, e lados dele, os nimeros que foram multiplicados entre si.

Versao atualizada: Quando trés nimeros sao multiplicados entre si, o resultado é

chamado de produto, e os nimeros originais sao chamados de fatores.

Exemplo: Na multiplicagao 2 - 3 - 8 = 48, 48 ¢ denominado produto, e 2, 3 e 8 sdo

os fatores.
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e Definicao 22: Numeros planos e solidos semelhantes sao os que tém os lados em

proporcao.

Versao atualizada: Os produtos de dois ou de trés fatores sao chamados semelhantes
quando seus fatores sdo proporcionais.

Exemplo: O nimero 6 = 2-3 é semelhante a 96 = 8-12, um vez que 8+-2 = 12+3 = 4.
Analogamente, 60 = 3 -4 -5 é semelhante a 480 = 6 - 8 - 10, visto que os fatores 6, 8 e

10 sao o dobro de 3, 4 e 5, respectivamente.

2.2.6 Numeros quadrados e cibicos

Os nimeros quadrados e os cibicos sao conceituados nas duas defini¢oes a seguir:

 Definigio 19: Um ntimero quadrado é o igual o mesmo nimero de vezes ou [o] contido

por dois ntimeros iguais.

Versdo atualizada: Um ntimero quadrado é aquele que resulta da multiplicagao de

um numero por ele mesmo.

Exemplo: O niimero 16 é quadrado, pois 16 =4 - 4.

Definicao 20: E um cubo é o igual um ntimero igual de vezes, um ntimero igual de
vezes, ou [o] contido por trés niimeros iguais.

Versdao atualizada: Um nimero cibico é o mesmo que trés nimeros iguais multiplica-

dos.

Exemplo: O ntimero 8 é ciibico, pois 8 =2 -2 - 2.

2.2.7 Numeros em proporg¢ao e nimeros perfeitos

As defini¢oes de nimeros em proporcao e de niumeros perfeitos ocorrem, respectiva-

mente, em:

o Defini¢ao 21: Nimeros estao em proporcao, quando sejam o primeiro do segundo e o

terceiro do quarto o mesmo multiplo ou a mesma parte ou as mesmas partes.

Versao atualizada: Nimeros estdo em propor¢ao quando a razdao entre o primeiro e o
segundo ¢ igual a razao entre o terceiro e o quarto.

3 . . 2 8
Exemplo: Os nimeros 2, 9, 8 e 36 estao em proporgao, visto que 9 = TR
Definicao 23: Um nimero perfeito é o que é igual as suas proprias partes.

Versao atualizada: Um ntmero perfeito é aquele que ¢é igual a soma de seus divisores

proprios.
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Exemplo: O nimero 6 é perfeito, pois 6 = 1 + 2 + 3; e 28 também ¢é perfeito, uma
vez que 28 =1 +2+4 47+ 14.

2.2.8 Maximo divisor comum (MDC)

As proposigoes a seguir abordam processos para se obter o MDC entre dois ou trés
numeros e embasam o que hoje chamamos "algoritmo de Euclides": método das divisoes
sucessivas para determinagdo do MDC e verificagdo se dois niimeros sdo primos entre si. A
partir dos exemplos deste tépico, assumiremos a notagao (a,b) para representar o MDC

entre os nimeros a e b.

e Proposicao 1: Sendo expostos dois nimeros desiguais, e sendo sempre subtraido de
novo o menor do maior, caso o que restou nunca meca exatamente o antes dele

mesmo, até que reste uma unidade, os niimeros do principio serao primos entre si.

Exemplo: Dados os niimeros 13 e 30, temos (13,30) — (13,30 — 13) = (13,17) —
(13,17—13) = (13,4) — (13—4,4) = (9,4) — (9—4,4) = (5,4) — (5—4,4) = (1,4).

Como um dos restos corresponde a 1, entao 13 e 30 sao primos entre si.

o Proposi¢cio 2: Sendo dados dois niimeros nao primos entre si, achar a maior medida

comum deles.

Exemplo: Considerando os ntmeros 8 e 12 e utilizando o método apresentado
no exemplo anterior, temos (8,12) — (8,12 —8) = (8,4) —» (8 —4,4) = (4,4) —
(4—4,4) = (0,4). Neste caso, 4 = (4,0), equivalentemente, ele é o MDC de 8 e 12.

e Proposicao 3: Dados trés nimeros nao primos entre si, achar a maior medida comum

deles.

Exemplo: Vamos determinar o MDC entre 4, 12 e 18. Inicialmente, obteremos o
x = (4,12). Em seguida, determinaremos o (x,18): = = (4,12) — (4,12 —4) =
(4,8) — (4,8 —4) = (4,4) —» (4 —4,4) = (0,4) = 4 = . Agora, temos: (4,18) —
(4,18 — 4) = (4,14) — (4,14 — 4) = (4,10) — (4,10 — 4) = (4,6) — (4,6 — 4) =
(4,2) > (4—2,2) = (2,2) = (2—2,2) = (0,2) = 2. Portanto, o MDC procurado é 2.

As duas proposicoes acima podem ser reescritas da seguinte maneira: Dados dois

(trés) nimeros que nao sao primos entre si, encontrar o maior divisor comum entre eles.

2.2.9 Minimo maultiplo comum (MMC)

De agora em diante, assumiremos a notacao [a, b] para denotar o MMC entre os
nimeros a e b, e M (x) para representar a sequéncia de multiplos do nimero z. O MMC

entre dois ou trés ntimeros sao enunciados nas seguintes proposigoes:
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e Proposicao 34: Dados dois nimeros, achar o menor niimero que eles medem.

Versao atualizada: Dados dois nimeros, encontre o menor nimero que é divisivel por

ambos, ou seja, minimo multiplo comum entre eles.

Exemplo: Dados os niimeros 3 e 4, note que M(3) = (3,6,9,12,15,...) e M(4) =
(4,8,12,16,20, ...). Com isso, temos [3,4] = 12.

e Proposicao 36: Dados trés nimeros, achar o menor niimero que eles medem.

Exemplo: Dados os nimeros 2, 3 e 4, M(2) = (2,4,6,8,10,12,...), M(3) =
(3,6,9,12,15,...) e M(4) = (4,8,12, 16, ...), concluimos que [2,3,4] = 12.

o Proposicao 39: Achar um ntimero que é o menor dos que terdao as partes dadas.

Versao atualizada: Determinar o menor niimero que pode ser dividido pelos ntimeros
dados, ou seja, dado um conjunto D = {dy,ds,ds, ...} de divisores, encontrar o menor
nimero N € N tal que d; divide N para todo i € {1,2,3,...,n}. Esse nimero N é

denominado o MMC dos elementos de D.

Exemplo: Seja D = {2,4,5} um dado conjunto de divisores. Note que 2 é divi-
sor dos nimeros da sequéncia (2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20,22, ...), 4 é divisor dos
nimeros da sequéncia (4, 8,12,16,20,...) e 5 é divisor dos nimeros da sequéncia
(5,10, 15,20, 25, ...). O menor nimero a ser encontrado tal que 2, 4 e 5 sejam divisores

dele, simultaneamente, é o 20.

2.2.10 Teoria das proporg¢oes numéricas

A teoria das propor¢oes numéricas é apresentada da proposicao 4 até a 20. Antes de

enunciar enuncia-las, vale ressaltar que se quatro nimeros a, b, ¢ e d estao em proporcao,
.a c - -

ou seja, i entao essa proporc¢ao pode ser representada na forma a - b= c+d, de

maneira que a e d sao chamados extremos, enquanto b e ¢ sdo denominados meios.

o Proposicio 5: Caso um nimero seja uma parte de um nimero, e um outro seja a
mesma parte de um outro, também um e o outro juntos serdo a mesma parte de um

e o outro juntos, a que o um ¢ do um.

Versdo atualizada: Se a divide b em k partes, e ¢ divide d, também, em k partes,

entao a + ¢ divide b + d em k partes.

Exemplo: Note que 2 divide 10 e que 8 divide 40 em cinco partes. Logo, 2+ 8 divide

10 + 40, também, em cinco partes.

e Proposicao §: Caso um numero seja partes de um nimero, as que um subtraido é de
um subtraido, também o resto serd as mesmas partes do resto, as que o todo é do
todo.
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Versdo atualizada: Considerando-se dois niimeros tais que o menor nao divida o
maior, se subtrairmos de cada um desses niimeros a mesma fragao proporcional a

ambos 0s nimeros, entao a proporgao entre os restos continua a mesma.

Exemplo: Consideremos 10 e 6, uma vez que 6 nao é divisor de 10. Escolhendo-se a

1 1 10 5
constantek:§,temos 10—5-10:5e6—§~6:3,istoé,ng.

o Proposicao 12: Caso niimeros, quantos quer que sejam, estejam em proporg¢ao, como
um dos antecedentes estard para um dos consequentes, assim todos os antecedentes

para todos os consequentes.

Versao atualizada: Sejam aq, as, as, aq, as, Ag, .., Gy, Gpiq, ... NUMETOS €m Proporgao,

5z ai as as A2n—1
entao é verdade que — = — = — = ... = = ..
a9 ay Qg Qon
Exemplo: Considere os ntimeros em proporc¢ao 2,3,4,6,6,9,8,12,.... Note que

2 4 6 8

36 9 12
o Proposicao 13: Caso quatro niimeros estejam em proporcao, também estarao alterna-

damente em proporcao.

. NI - 2 46 3
xXemplo: 64— 6,€Il a0 Sa0 valldas aS segulntes proporgoes: 3 = 6, 4— B [§

6_4

3 2

e Proposicao 17: Caso um numero, depois de multiplicado por dois nimeros, faga

alguns, os produzidos deles terdo a mesma razao que os que foram multiplicados.

Exemplo: Multiplicando 5 por 6 e 5 por 8, obtemos, respectivamente, os produtos
30
30 e 40; dai, note que — = —.
R

Os resultados apresentados na proxima proposigao sao justificados pela seguinte

a ¢
verificacao: se multiplicarmos ambos os membros da proporgao =3 pelo produto b - d,

obtemos % -b-d = 2 cb-d < a-d=0b-c, que é a Propriedade Fundamental das

Propor¢oes, a qual nos permite afirmar que produto dos meios é igual ao produto dos

extremos.

o Proposicio 19: Caso quatro nimeros estejam em proporcao, o numero produzido
do primeiro e quarto sera igual ao nimero produzido do segundo e terceiro; e caso
o numero produzido do primeiro e quarto seja igual ao do segundo e terceiro, os

quatro nimeros estarao em proporgao.

Versao atualizada: Se quatro niimeros estao em proporcao, entao o produto dos meios
¢é igual ao produto dos extremos. Por outro lado, se o produto dos meios € igual ao

produto dos extremos, entao esses quatro niimeros estao em proporgao.

12 9
Exemplo: =6 se, e somente se, 12-6 =8 - 9.
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2.3 Uma imersao nos conteudos do livro VIII

O oitavo livro, além de abordar teoremas sobre poténcias quadradas, cibicas e
razoes proporcionais, apresenta teoremas relacionados as propor¢oes continuas. As pro-
porcoes continuas, conforme alguns historiadores matematicos, atendem a defini¢ao de
progressao geométrica, embora Bicudo (2009) ndo as descreva dessa forma. Com base

nessas consideragoes, exibiremos, a seguir, as proposi¢oes do presente livro.

2.3.1 Numeros em proporg¢oes continuas

Inicialmente, vale ressaltar que Boyer e Merzbach (2012) e Eves (2011) classificam as
proporgoes continuas como progressoes geométricas, pelo fato de tais proporgdes atenderem a
defini¢ao de progressao geométrica. Sobre isso, Kline (1992, p. 169) afirma: "Tais proporgoes
continuas satisfazem nossa definicao de progressao geométrica, uma vez que nelas a razao
entre cada termo e o préximo é constante'. Adiante, apresentaremos alguns dos enunciados

que abordam tais contetdos.

Antes de apresentarmos as proposigoes, vamos definir proporcdo continua como a
1 4

que possui 0s meios ou os extremos iguais (BRANDAO, 1968). As proporcdes 1= 16 e
8§ 16 _ . . ,
1= 3 sao dois exemplos de proporgoes continuas.
e Proposicio 1: Caso ntimeros, em uma quantidade qualquer, estejam em proporcao
continuada, e os extremos deles sejam primos entre si, sdo os menores dos que tém a

mesma razao com eles.

o Proposicao 3: Caso nimeros, em uma quantidade qualquer, em propor¢ao continuada
sejam os menores dos que tém a mesma razao com eles, os extremos deles sao primos

entre si.

: N , 4 6 B
Exemplo: Considere a propor¢ao continua 6= 0o Note que seus extremos sao

coprimos e os menores dos que formam essa razao com o 6.

e Proposicao 6: Caso nimeros, em uma quantidade qualquer, estejam em proporgao

continuada, e o primeiro nao meca o segundo, nenhum outro medird nenhum.

Versao atualizada: Se uma sequéncia de ntimeros estd em propor¢ao continua e o
primeiro nimero nao divide o segundo, entao nenhum dos outros ntimeros dividira

nenhum outro.
4
Exemplo: Se considerarmos a propor¢ao continua 9=56 na qual 6 nao divide 9,

entao 4 nao divide 6, nem 6 divide 4.

o Proposicao 9: Caso dois niimeros sejam primos entre si, e nimeros caiam, segundo

a proporcao continuada, entre eles, quantos nimeros caem, segundo a proporgao



2.3. Uma imersdo nos conteudos do livro VIII 61

continuada, entre eles, tantos também cairdo, segundo a propor¢ao continuada, entre

cada um deles e uma unidade.

Versdo atualizada: Se a e b sdo ntimeros primos entre si, e existe uma sequéncia
(1,9, ..., T,), tal que, (a,xy, T, ..., T,, b) seja uma propor¢ao continua, entao havera
uma sequéncia de nimeros (Y1, Yo, ..., Yn) € (21, 22, ..., 2 ), tal que, (a, Y1, Y2, -, Yn, 1)

e (b, 21, 29, ..., 2n, 1) formam, também, proporgoes continuas.

Exemplo: Tomemos 4 e 9 coprimos e 6, tais que formem a proporcao continua

4 6
6= 0o Note que as sequéncias 4, 2, 2 e 1 e 9, 3, 3 e 1, formam, também, proporgoes
continuas.

E evidente o fato de que algumas dessas proposicoes nos remetem a outros conteidos
identificados no livro anterior, como é o caso da proposicio 9 que, além de fazer alusao as

propor¢oes continuas, aborda niumeros primos entre si.

2.3.2 Poténcias quadradas, cibicas e suas propriedades

HA& treze proposicoes que apresentam os numeros quadrados e os numeros cubicos
acompanhados de suas propriedades. Sdo teoremas que detalham as relagoes entre os
numeros quadrados, que sdo os resultados da multiplicagdo de um nimero por si mesmo, e
os numeros cubicos, que sao os produtos de um nimero multiplicado por si mesmo duas

vezes. A seguir, destacamos algumas dessas proposicoes.

e Proposicao 11: Existe um niimero médio em proporcao entre dois niimeros quadrados,

e o quadrado tem para o quadrado uma razao dupla da que o lado, para o lado.
Versao atualizada: Dados dois nimeros quadrados a = x2 e b = y?, existe um ntimero
2

a x
médio m em proporcao entre a e b, de modo que 7= ()
Y

Exemplo: Sejam a = 4 e b = 25, de maneira que a = 22 e b = y?. Tomando-se
a x m x .a o m )

m=ux-y, temos: (1) —=—e(2) —=—,0s€eja, — = — <= m*=a-b <
m oy b Y m b

m? =4-25 <= m = 10. Note que se multiplicarmos (1) e (2) membro a membro,

a z\? . o4 2\ 2
obteremos — = | — | , isto é, — = ( ) .
b Y 25 5

o Proposicao 14: Caso um quadrado mega um quadrado, também o lado medira o lado;

e caso o lado meca o lado, também o quadrado medira o quadrado.

Versdo atualizada: Se a? é divisor de b?, entdo a é divisor de b. E, se a é divisor de b,

entdo a? é divisor de b2.

Exemplo: O ntimero 25 é divisor de 100 se, e somente se, 5 é divisor de 10.
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o Proposigcao 22: Caso trés nimeros estejam em proporc¢ao continuada, e o primeiro

seja um quadrado, também o terceiro serd um quadrado.

~ . A ’ ~ ~ ’ . ’ a
Versdao atualizada: Se trés nimeros a, b e ¢ estdao em proporcao continua, isto é 7=
c
e a seja um quadrado, entao ¢ também serd um quadrado.

25 20
Exemplo: Se 0= 7 entao 25x = 400 <— x = 16.
x

Proposicao 24: Caso dois nimeros tenham uma razao entre si, a qual um ntmero
quadrado, para um ntmero quadrado, e o primeiro seja um quadrado, também o

segundo sera um quadrado.

Versao atualizada: Se dois nimeros a e b estao em uma razao que ¢ igual a razao
entre dois numeros quadrados, e a é um quadrado perfeito, entdo o segundo ntimero

b também serd um quadrado perfeito.

16 1
Exemplo: Consideremos os nimeros 16 e 144, de modo que =9 Por outro
25 1

lado, tomando a proporcao — = 9’ note que z = 225 = 152,
x

Proposicio 15: Caso um niimero cubo mec¢a um nimero cubo, também o lado medira

o lado; e, caso o lado mega o lado, também o cubo medira o cubo.

Versdo atualizada: Se a® ¢é divisor de b3, entao a ¢ divisor de b. E, se a é divisor de b,

entdao a3 é divisor de b®.

Exemplo: O niimero 8 é divisor de 512 se, e somente se, 2 é divisor de 8.

Proposigcio 23: Caso quatro nimeros estejam em propor¢ao continuada, e o primeiro

seja um cubo, também o quarto serda um cubo.

Versdo atualizada: Sejam a, b, ¢ e d quatro niimeros que estao em propor¢ao continua,
a b

. C V4 7 . ~ 7/ / .
ou seja, — = — = —. Se a é cubico, entao d ¢é cubico.

b ¢ d
Exemplo: Consideremos o caso em que a = 512 = 8% e suponhamos b = 64 ¢

12 4 2
¢ = 4096. Dessa maneira, o1z 4096 _ 32768 < d = 4096 = 16°.

64 512 d
Proposicao 25: Caso dois nimeros tenham uma razao entre si, a qual um ntmero

cubo, para um nimero cubo, e o primeiro seja um cubo, também o segundo serd um

cubo.

Exemplo: Consideremos os niimeros 64 e 1000, tais que 1 = i Por outro
1000 125

lado, tomando a proporcao 59152 = 135, note que x = 8000 = 203.

2.3.3 Razoes proporcionais

Sobre as proposi¢oes que abordam as razoes proporcionais, identificamos cinco.
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o Proposicao 5: Os niimeros planos tém entre si a razao composta das dos lados.

Versao atualizada: A razao entre os produtos de dois niimeros é composta pelas

razoes entre seus fatores.

20 4 5
E lo: do 20 =4- =3-10, ¢t — = —.
xemplo: Sendo 20 5 e 30 =3-10, temos 30 =3 10

e Proposicao 18: Existe um nimero médio em propor¢ao entre dois nimeros planos

semelhantes; e o plano tem para o plano uma razao dupla da que o lado homodlogo

para o lado homologo.

Versao atualizada: Sejam a e b dois produtos semelhantes, cada qual de dois fatores.
Existe um niimero m, tal que, a razao entre esses niimeros ¢ igual ao quadrado da

razao entre os seus fatores.

Exemplo: Sejam a = 3-8 e b = 6-16 dois produtos semelhantes. Note, primeiramente,

que existe um nimero m = va - b = /24 - 96 = /2304 = 48, que a razdo entre seus

fat , 3 8 1 a 1 (1)2
r —=— == —=—-=1(=).
aoese6 16 2equeb 1 5

e Proposi¢cao 19: Dois niimeros médios em proporcao caem entre dois nimeros solidos
semelhantes; e o sélido tem para o sélido semelhante uma razao tripla da que o lado

homoélogo para o lado homélogo.

Versao atualizada: Sejam m e n nimeros que entre a e b, dois produtos semelhantes
de trés fatores, estao em proporcao. A razao entre a e b é o cubo da razao entre seus

fatores semelhantes.

Exemplo: Sejama=2-3-5=30eb=4-6-10 = 240 dois produtos semelhantes
gerados por trés fatores. Note que existem dois niimeros médios m = 60 e n = 120

em proporcao com a e b, ou seja, 30, 60, 120 e 240; perceba que a razao entre seus
2 3 5 1 a 30 1 (1)3

fatores homdl dea-=>="2 _- a_30 _1_/1
atores nomo OgOS corresponde a 4 6 10 2 € que b 240 8 2

e Proposicao 20: Caso um nimero médio em proporcao caia entre dois niimeros, os

numeros serao planos semelhantes.

Versdo atualizada: Se existe um nimero médio que mantém a proporg¢ao entre dois

produtos, entao esses sao produtos de dois fatores semelhantes.

10 90
Exemplo: Seja 90 o niimero médio entre 10 e 810, de modo que — = 310" Desse
modo 10 e 810 sao produtos semelhantes, cada qual de dois fatores, isto é, 10 = 1-10

e 810 =9-90.
e Proposicao 21: Caso dois nimeros médios em propor¢ao caiam entre dois niimeros,
os numeros serao solidos semelhantes.

Versao atualizada: Se existem dois nimeros médios que mantém a proporgao entre

dois produtos, entao esses sao produtos de trés fatores semelhantes.
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Exemplo: Tomando-se 12 e 24 como nimeros médios entre 6 e 48, temos 6 = 1-2-3

e 48 = 2 -4 - 6 produtos semelhantes.

2.4 Uma imersao nos conteudos do livro IX

Neste topico serao apresentadas as proposi¢oes que se referem aos nimeros quadra-
dos, ciubicos, compostos, primos, pares, impares e perfeitos, além das que tratam da ideia

do que hoje é conhecida como soma dos termos de uma progressao geométrica.

2.4.1 Proposicoes sobre nimeros quadrados

o Proposicao 1: Caso dois nimeros planos semelhantes, tendo um multiplicado o outro,

facam algum, o produzido serd um quadrado.
Exemplo: Se considerarmos os produtos semelhantes de dois fatores 3-4 =12 e
9-12 = 108, e multiplica-los, obteremos 12 - 108 = 1296 = 362.

e Proposicao 2: Caso dois nimeros, tendo um multiplicado o outro, fagam um quadrado,

sao numeros planos semelhantes.

Exemplo: Se multiplicarmos 3 por 48, obteremos 144, que é um quadrado. Agora,
note que 3 =1-3 e que 48 =4 - 12, ou seja, 3 e 48 sao produtos semelhantes de dois

fatores.

2.4.2 Proposigoes sobre ntimeros ctibicos

e Proposi¢io 3: Caso um numero cubo, tendo multiplicado a si mesmo, faga algum, o

produzido sera um cubo.
Exemplo: Ao multiplicarmos o niimero ciibico 8 = 23 por ele mesmo, obtemos
64 = 43.
e Proposicao 4: Caso um numero cubo, tendo multiplicado um ntmero cubo, faca
algum, o produzido serd um cubo.
Exemplo: Ao efetuarmos o produto entre 27 = 3% e 125 = 52, obtemos 3375 = 15°.
o Proposicio 5: Caso um ntimero cubo, tendo multiplicado algum ntmero, faca um
cubo, também o que foi multiplicado serd um cubo.

Exemplo: Se considerarmos os niimeros cubicos 8 e 512, de modo que 8 - x = 512,

512
teremos r = < = 64 = 43,

o Proposicao 6: Caso um numero, tendo multiplicado a si mesmo, faca um cubo,

também ele serd um cubo.
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Exemplo: Tomemos nimero n, tal que, n? = 729 = 93 = n = 27 = 32,

2.4.3 Proposicao sobre nimeros compostos

o Proposi¢ao 7: Caso um nuimero composto, tendo multiplicado algum niimero, faga

algum, o produzido sera um solido.

Versao atualizada: O produto entre um niimero composto e qualquer outro niimero

corresponde a um produto de trés fatores.

Exemplo: Multiplicando-se o nimero composto 6 pelo nimero 5, obtemos o produto
30, que corresponde a um produto de trés fatores, ou seja, 30 = 2-3-5. E importante

salientar que esses fatores nao necessitam ser primos.

2.4.4 Teoremas sobre nimeros em proporc¢ao continua relaciona-

dos aos niimeros quadrados e cubicos

o Proposicao 8: Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam
em propor¢ao continuada, por um lado, o terceiro a partir da unidade serd um
quadrado, e os que deixam um no intervalo entre, e, por outro lado, o quarto, um
cubo, e todos os que deixam dois no intervalo entre, enquanto o sétimo, ao mesmo

tempo, um cubo e um quadrado, e todos os que deixam cinco no intervalo entre.

Versao atualizada: Quaisquer que sejam os niimeros comecando do 1 e em proporgao
continua, o terceiro nimero sera um quadrado, o quarto serd um cubo, e assim por
diante. O sétimo nimero sera tanto um cubo quanto um quadrado, e isso se repete a

cada cinco numeros.

o 15 2% 135 625 3125
xemplo: - = —=—="—=——=——=_.
PO = 55 T 125 T 625 3125 15625

e Proposicao 9: Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam,
sucessivamente, em proporcao continuada, e o depois da unidade seja um quadrado,
também todos os restantes serao quadrados. E, caso o depois da unidade seja um

cubo, também todos os restantes serdao cubos.

1 4 16 64 256 1024 1 8 64 512
Exemplos: - = —=—=—=—="—=..6-= — = — = — = ..,
4 16 64 256 1024 4096 8§ 64 512 4096

o Proposicao 10: Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam
em propor¢ao [continuadal, e o depois da unidade ndo seja um quadrado, nem
nenhum outro sera um quadrado, exceto o terceiro a partir da unidade e todos os

que deixam um no intervalo! entre. E, caso o depois da unidade nao seja um cubo,

L "Intervalo" ndo faz referéncia a intervalo de ntimeros reais. Aqui, o sentido consiste na posicdo do

nimero na proporgao.
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nem nenhum outro serd um cubo, exceto o quarto a partir da unidade e todos os

que deixam dois no intervalo entre.

Versao atualizada: Se uma sequéncia de nimeros em proporcao continua comeca em
1 e 0 segundo nimero nao for um quadrado perfeito, entdo apenas o terceiro, e os
que seguem com um intervalo de um ntimero, serao quadrados. Da mesma forma, se
o segundo nimero nao for um cubo perfeito, entdo apenas o quarto, e os que seguem
com um intervalo de dois niimeros, serao cubos.

1 2 4 8 16 32 64 128 256

Exemplo: - =-"=-—=—= = "= —— = " =" — |
2 4 8 16 32 64 128 256 512

o Proposicao 11: Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam

em proporcao continuada, o menor mede o maior, segundo algum dos existentes
realmente nos nimeros em proporgao.

2 4 8 16
478 16 327
enor (da proporgao),

Exemplo: Considerando os nimeros da proporcao continua 3=
note que o quociente entre qualquer um deles e outro niimero m

serd sempre um numero da prépria proporgao.

2.4.5 Teoremas sobre nimeros em proporg¢ao continua relaciona-

dos aos niimeros primos e compostos

e Proposicao 12: Caso niimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam

em proporc¢ao continuada, por quantos niimeros primos o tltimo seja medido, pelos

mesmos também o préoximo a unidade sera medido.

Versao atualizada: Quaisquer que sejam os nimeros comecando do 1 e em proporcao
continua, o ultimo nimero sera divisivel pelos mesmos niimeros primos que o segundo
nimero da sequéncia também é divisivel.

1 6 36
Exemplo: Note que em 636" 216 ° ntmero 216 é divisivel por 2 e 3, divisores

primos de 6.

Proposicao 13: Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam
em propor¢ao continuada, e o depois da unidade seja primo, o maior por nenhum

[outro] serd medido, além dos existentes realmente nos nimeros em proporgao.

Versao atualizada: Quaisquer que sejam os nimeros comecando do 1 e em propor¢ao
continua, e o segundo nimero for primo, o maior ntimero s6 sera divisivel pelos
nimeros da sequéncia.

1 3 9
Exemplo: Se dos niimeros da propor¢ao — = 9= 97 escolhermos o 27 (o maior),

perceba que ele s6 ¢é divisivel por 1, 3, 9 e 27.
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o Proposicio 15: Caso trés niimeros, em proporc¢ao continuada, sejam os menores dos
que tém a mesma razao com eles, dois, quaisquer que sejam, tendo sido compostos,

sao primos com o restante.

Versdo atualizada: Se trés nimeros estado em proporgao continua e sao os menores
que possuem essa mesma razao, entao, se dois desses niimeros forem compostos (nao
primos), eles serdo primos entre si (ndo terdo divisores comuns além do 1) em relagéo

a0 terceiro niimero.

Exemplo: Os niimeros 1, 5 e 25 estao em propor¢ao continua e sao os menores dos

6
que possuem essa razao, — = —. Note que 6 e 36 sao compostos e sao primos em

DO

relagdo ao numero 1, ou seja, (6,1) =1 ¢ (36,1) = 1.

2.4.6 Proposicoes sobre nameros primos e primos entre si

Iniciaremos pela proposigao 14, a qual, segundo Eves (2011), é equivalente ao atual

Teorema Fundamental da Aritmética.

e Proposicao 14: Caso um nimero seja o menor medido por niimeros primos, sera

medido por nenhum outro niimero primo além dos que medem no principio.

Versdao atualizada: Se um nimero for o menor divisivel por nimeros primos, ele s6

sera divisivel por esses mesmos niimeros primos.

Exemplo: Perceba que 330 =2-3-5-11 é o menor nimero divisivel pelos niimeros

primos 2, 3, 5 e 11 e que ele nao é divisivel por nenhum outro ntimero primo.

e Proposicao 16: Caso dois nimeros sejam primos entre si, como o primeiro para o

segundo, assim o segundo nao estara para algum outro.

Versao atualizada: Se dois nimeros forem primos entre si, a relacdo entre o primeiro

e o segundo nao se repetird com nenhum outro nimero.

- : . . . xr 3

Exemplo: 3 e 4 sdo coprimos, entao nao existem x e y, coprimos, tais que — = 1

o Proposi¢cao 17: Caso niimeros, quantos quer que sejam, estejam em propor¢ao conti-
nuada, e os extremos deles sejam primos entre si, como o primeiro para o segundo,

assim o ultimo nao estara para algum outro.

4 6

Exemplo: Na proporg¢ao continua 6= a razao entre o 9 e nenhum outro nao é

igual a razao entre 4 e 6.

2.4.7 Infinitude dos niimeros primos

A proposicao seguinte diz respeito aos nmumeros primos serem infinitos. Para

demonstra-la, Euclides utilizou o método indireto intitulado reductio ad absurdum (redugao
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ao absurdo); curiosamente, Eves (2011, p. 175) afirma que essa prova "é considerada

universalmente pelos matematicos como um modelo de elegdncia matematica'.

e Proposicao 20: Os nimeros primos sao mais numerosos do que toda quantidade que

tenha sido proposta de niimeros primos.

2.4.8 Relacao entre niimeros impares e primos

e Proposicao 31: Caso um nimero impar seja primo com algum nimero, também sera

primo com o dobro dele.

Exemplo: Os niimeros 7 e 10 sao primos entre si, logo os nimeros 7 e 20 também

Sa0 coprimos.

2.4.9 Operacoes entre nimeros pares e impares

As proposigoes a seguir apresentam situagoes de adi¢ao, subtracao, multiplicacao e
divisao entre nimeros pares e impares, e, para cada uma dessas proposicoes, apresentaremos
uma generalizacao na respectiva versao atualizada. Nessas generalizagoes, os nimeros
pares serao representados por 2n; e os impares, por 2n; — 1 ou, quando conveniente, por
2n;+1,comn e N ={1,2,3,4,5,..} ei,j € {1,2,3,..,k,...}.

o Proposicao 21: Caso nimeros pares, quantos quer que sejam, sejam compostos, o

todo é par.

Versao atualizada: Somando-se qualquer quantidade de niimeros pares, o resultado

sempre sera um numero par. Note que:

2ny + 2no + ... + 2np = 2(ng + ng + ... +ny) = 2n.

Exemplo: A soma 2 + 10 4 16 = 28 é par.

o Proposicio 22: Caso nimeros impares, quantos quer que sejam, sejam compostos, e

a quantidade deles seja par, o todo serd par.

Versdo atualizada: Somando-se qualquer quantidade par de nimeros impares, o

resultado sera um ntmero par, isto é
S 2(”1 + o + ...+ Mo — /{Z) = 2n.

Exemplo: A soma 3+ 7+ 11 + 39 = 60.
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e Proposicio 23: Caso nimeros impares, quantos quer que sejam, sejam compostos, e

a quantidade deles seja impar, também o todo sera impar.

Versdo atualizada: Somando-se qualquer quantidade impar de niimeros impares, o

resultado serda um numero impar. Com efeito,

2n1 — 1)+ (2ne — 1)+ ...+ (2nok—1 — 1) <= 2(n1 +na+ ... +ngg—1) — 1- (2k — 1)
<~ 2ni+ne+ ... +ny1—k)+1=2n+1

Exemplo: A soma 13 + 21 + 25 ¢é igual a 59, que é impar.

o Proposicao 24: Caso de um nimero par um par seja subtraido, o restante sera par.

Versao atualizada: Subtraindo-se um nimero par de outro niimero par, o resultado
serd sempre um numero par. Tomando 2n, — 2n, definida em N, isto é, no —ny; > 0,

temos 2ny — 2ny = 2(ng — ny) = 2n.
Exemplo: Subtraindo-se 34 de 50, o resultado obtido serd 16.

o Proposicao 25: Caso de um nimero par um impar seja subtraido, o restante sera
impar.

Versao atualizada: Subtraindo-se um nimero impar de um ntmero par, o resultado
serd sempre um numero impar. Considerando 2ns — (2n; — 1) em N, ou seja, ny = nq,
temos 2(ny —ny) + 1 =2n+ 1.

Exemplo: Subtraindo-se 11 de 18, o resultado sera 7.
o Proposicio 26: Caso de um ntimero impar um impar seja subtraido, o restante sera
par.

Versao atualizada: Subtraindo-se um nimero impar de outro nimero impar, o
resultado serd um nimero par. Ao assumirmos (2ns — 1) — (2n; — 1) € N, obtemos
2ny —2ny — 1+ 1 =2ny — 2ny = 2(ng — ny) = 2n.

Exemplo: Subtraindo-se 11 de 17, o resto sera 6.
e Proposicao 27: Caso de um nimero impar um par seja subtraido, o restante sera
impar.

Versao atualizada: Subtraindo-se um nimero par de um nimero impar, o resultado
serd um ntmero impar. Tomando-se (2ny — 1) —(2n;) € N, obtém-se 2ny —2n; —1 =
2(ng —nq) —1=2n—1.

Exemplo: Subtraindo-se 8 de 23, o resto obtido é 15.

e Proposigcao 28: Caso um numero impar, tendo multiplicado um par, faga algum, o

produzido sera par.
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Versdao atualizada: Multiplicando-se um niimero impar por um ntimero par, o resultado
serd um ndimero par. O produto (2n; — 1) - 2ny é equivalente a 4nyny — 2ny =

2(2n1ng — ng) = 2n.

Exemplo: Ao multiplicarmos 3 por 4, obtemos 12 como resultado, que é par.
Proposicio 29: Caso um nimero impar, tendo multiplicado um ntmero impar, faca
algum, o produzido serd impar.

Versao atualizada: Multiplicando-se um ntimero impar por outro niimero impar, o
resultado serd um ndimero impar. O produto (2n; — 1) - (2ne — 1) é equivalente a
4711712 — 2711 — 2n2 +1= 2(2%1?7,2 — Ny — TLQ) +1=2n+1.

Exemplo: Ao multiplicarmos 3 por 5, obtemos 15 como produto, que é impar.

A partir dos resultados das proposigoes acima, apresentaremos, a seguir, a tabela

2 que relaciona a paridade de dois ou trés niimeros com as suas respectivas operagoes e,

além disso, a paridade de cada resultado obtido.

Tabela 2 — Adicao, subtracdo e multiplicacdo entre niimeros pares e impares

Numero | Operagao | Numero | Operacao | Numero | Resultado
Par + Par Par
Par + Par + Par Par

Impar + Impar Par
fmpar + impar + fmpar fmpar
Par — Par Par

Par — Impar Impar
Impar — Impar Par
Impar — Par Impar

Par X Par Par
Impar X Par Par
Impar X Impar Impar

Fonte: Elaborada pelo autor.

No que concerne a divisibilidade de um ntimero par por um nimero impar, apre-

sentamos o seguinte resultado:

o Proposicio 30: Caso um nimero impar me¢a um nimero par, também medira a

metade dele.

Versao atualizada: Se um nimero impar for divisor de um niimero par, ele também
serd divisor da metade desse nimero par. Seja (2n; — 1) divisor de 2ng, entdo

2ns = (2ny — 1)k com k € N. Note que k é par, pois o produto entre k e o niimero

k
impar (2n; — 1) é o par 2n,. Dai, podemos concluir que 5 € N e, com efeito,

k
ny = (2ny — 1)5, ou seja, o (2ny — 1) divide no.
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Exemplo: O niimero 7 ¢ divisor de 42 e, também, divisor de 21.

Antes de finalizarmos a presente subse¢ao do nosso estudo, é importante enfati-
zarmos o significado da palavra diade empregada nas proposigoes 32 e 34, uma vez que
as demonstragoes dessas duas proposicoes evidenciam que o seu uso descreve o niimero

formado por um par de unidade, noutras palavras, diade se refere ao niimero 2.

o Proposicao 32: Cada um dos nimeros que sao dobrados a partir de uma diade é um

niumero par de vezes par somente.

Versao atualizada: Se dobrarmos o niimero 2 sucessivas vezes, o resultado sera descrito,
apenas, como uma poténcia de base 2. Note que, ao dobrarmos n vezes o ntimero 2,
obtemos uma poténcia de 2, ou seja, 2" - 2 = 2" um ntimero par multiplicado por

outro nimero par, apenas.

Exemplo: Dobrando-se o nimero 2 quatro vezes, obtemos 2-2-2-2-2 = 32, que

corresponde a 2°.

e Proposicao 33: Caso um numero tenha a metade impar, é um ntimero par de vezes

impar somente.

Versdo atualizada: Se um nimero n tem a sua metade impar, entao n é o produto

entre um numero par e um numero impar, apenas.
Exemplo: A metade de 14 é 7, que é impar, logo 14 =2 - 7.

o Proposicao 34: Caso um nimero nem seja dos que sao dobrados a partir de uma
diade nem tenha a metade impar, é tanto um ntimero par de vezes par quanto um

nimero par de vezes impar.

Versdao atualizada: Se um ntimero nao for poténcia de base 2 e, além disso, nao tenha
a sua metade impar, entao esse nimero tanto é um produto de dois niimeros pares

quanto é um produto de um nimero par com um nimero impar.

Exemplo: O nimero 12 nao é uma poténcia de 2, nem sua metade é impar; perceba
que 12=2-6e12=3-4.

2.4.10 Ideia da soma dos termos de uma progressao geométrica

De acordo com Boyer e Merzbach (2012, p. 96), "a proposicao 35 desse livro contém
uma férmula para a soma de nimeros em progressao geométrica, expressa em termos
elegantes, mas pouco usuais'. Embora o nono livro nao trate diretamente das progressoes
geométricas, essa proposicao apresenta propriedades dos niimeros em proporcao continua
que sao semelhantes as da soma dos termos de uma progressio geométrica. Vejamos como

essa proposicao é apresentada:
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o Proposi¢cio 35: Caso nimeros, quantos quer que sejam, estejam em proporg¢ao conti-
nuada, e sejam subtraidos tanto do segundo quanto do 1ultimo iguais ao primeiro,
como o excesso do segundo estard para o primeiro, assim o excesso do ultimo para

todos os antes dele mesmo.

2 6 18
Exemplo: Considerando a proporc¢ao continua — = 8 = g % subtraimos o
primeiro do segundo e do ultimo, isto é, 6 —2 =4 e 54 — 2 = 52, dessa forma, ocorre
52 4 52
o que estd descrito na proposi¢ao: —= = ——————— <— — = —

2 (2+6+18) 2 26

2.4.11 Meétodo para obter ntimeros perfeitos

Sobre essa proposigao, Kline (1992, p. 172) afirma que "é um teorema famoso sobre
numeros perfeitos" e o enuncia da seguinte forma: "se a soma dos termos da progressao
geométrica é primo, o produto dessa soma vezes o tltimo termo é um nimero perfeito".

Entretanto, Bicudo (2009) o apresenta com as seguintes palavras:

o Proposicao 36: Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, sejam
expostos, continuadamente, na proporcao duplicada, até que o que foi composto
todo junto se torne primo, e o todo junto, tendo sido multiplicado pelo tltimo, faca

algum, o produzido sera perfeito.

Versao atualizada: Se os niimeros de uma proporc¢ao continua, iniciada pelo nimero
1, correspondem ao dobro do seu respectivo termo antecessor e tém como soma um
nuimero primo, entao o produto entre esse primo e o tltimo niimero da proporcao é

um numero perfeito.

1 2
Exemplo: Tomemos a proporc¢ao continua 3= 7 na qual a soma 14+ 2+4 ¢é
igual a 7 (primo). Ao multiplicarmos o resultado dessa soma com o tltimo termo
da proporc¢ao, obtemos: 7 -4 = 28, que é um numero perfeito, pois a soma do seus

divisores préprios (1 + 2+ 4 + 7+ 14) corresponde a 28.

. . , 1 2 4
Exemplo: Agora, consideremos a proporgao continua 2-1°3° 1% note que a
soma 14+2+44+8+16 = 31 é um nimero primo. O produto entre 16 e 31 corresponde a

496, que é um namero perfeito, uma vez que 496 = 1+2+4+8+416+31+62+124+248.

2.5 O tratamento dos nimeros na Aritmética euclidi-

arna

Os livros que abordam Aritmética’? em Os Elementos conferem aos nimeros um

tratamento distinto do tratamento que os demais livros atribuem as grandezas, embora as
2

O substantivo grego que designava nimero, arithmds, surgiu do verbo drthmo, "unir-se, conjuntar-se".
Da arte de juntar os numeros, que os gregos sabiam fazer tdo bem, surgiu a palavra arithmetiké.
Disponivel em: <https://www.dicionarioetimologico.com.br/aritmetica/>. Acesso em: 16 dez. 2024.
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grandezas e os numeros sejam representados por segmentos de reta, conforme podemos
observar na figura 10, que retrata o inicio da demonstracao da quarta proposicao do sétimo

livro.

Figura 10 — Representagdo numérica por meio de segmentos de reta

A

Sejam A, BC dois niimeros, e seja menor o BC; digo

que o BC é ou uma parte ou partes do A.

o
m
M
(ep]

d

Fonte: Bicudo (2009, p. 273)

Nesses trés livros, é possivel identificar que os niimeros sao apresentados como
agrupamentos de unidades indivisiveis desde as defini¢bes introdutoérias do livro VII. Acerca
disso, Roque (2012, p. 189) assegura "que um ntimero menor é uma parte de outro ntiimero
maior quando pode medi-lo, ou seja, os niimeros sao considerados segmentos de reta com
medida inteira". Portanto, é indispensavel salientar que a construcao aritmética abordada

no presente estudo esta consolidada nesse conceito de niimero.
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3 A Presenca da Aritmética na Base

Nacional Comum Curricular

Este capitulo tem como principal objetivo apresentar um estudo da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) com a finalidade de identificar os conteidos de Aritmética
presentes neste documento oficial da educacao béasica brasileira. Porém, inicialmente,
buscar-se-a trazer a tona uma sucinta exposicao sobre as concep¢oes curriculares no Brasil,

a formulagdo e a organizacao da BNCC, bem como esta aborda a Matemaética.

3.1 Concepcoes curriculares no Brasil

No ambito nacional, esta sendo vivenciado um periodo de intimeras discussoes
inerentes as mudancas fundamentais no campo da educacgao, principalmente as que dizem
respeito a reformulacao do Novo Ensino Médio. Na ultima década, muito se debateu
sobre o Plano Nacional de Educagao (PNE) e, além disso, houve a criagio da BNCC pelo
Ministério da Educacao (MEC) apds uma série de debates na esfera dos conhecimentos,
competéncias e habilidades que se esperam dos estudantes brasileiros. Em decorréncia de
sua criacao, a BNCC provocou, em todos os estados e municipios do Brasil, um processo

de revisdo curricular.

E indispensdvel conhecer e compreender sobre a definicao e o propdésito de um
curriculo, a fim de que se perceba as necessidades de seus ajustes e de mudancas. A
Organizagao das Nagoes Unidas para a Educagao, Ciéncia e Cultura (UNESCO) entende
que o desenvolvimento curricular deve ser compreendido como "um ciclo abrangente de
desenvolvimento, implementacgao, avaliagdo e revisao, a fim de assegurar que o curriculo
seja atualizado e relevante' (UNESCO-IBE, 2017, p. 36). Esse desenvolvimento precisa
valorizar a contribuicao das partes interessadas mediante a um processo planejado e

sistematico, para que o resultado seja um curriculo de qualidade.

No geral, a defini¢ao de curriculo converge para o ideal de sociedade que se planeja
gerar por meio do conhecimento adquirido. Nessa perspectiva, Moder (2019, p. 8) afirma

que:

A definigdo de curriculo, em seu sentido amplo, nos indica a necessidade
e a importancia das negociagoes do curriculo que desenhara, ao final, o
ideal de sociedade que se pretende desenvolver por meio dos objetivos de
aprendizagem. No limite, trata-se do contetido da formagdo dos futuros
cidadaos que se coloca em discussao.

Para alcangar tal objetivo, o curriculo precisa ser entendido de forma mais ampla,
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indo além de uma simples organizacao de componentes curriculares, ementas e planos
de aula. Ele deve ser percebido como o produto de um processo que busca identificar as
competéncias essenciais, os conhecimentos indispensaveis e os valores fundamentais que
devem orientar as experiéncias educacionais, promovendo uma abordagem integral da

formagao coerente com o meio social no qual esta inserido.

Nessa perspectiva de conceito curricular, pensar em curriculo, a nivel de Brasil, é
sinonimo de encontrar desafios constantes oriundos das diferencas socioculturais presentes
em cada canto do Brasil. Diante desse panorama nacional, emergiu a necessidade de
haver uma nova base fundamental capaz de reger e integrar as matrizes curriculares de
todas as regides do pais, ou seja, como estratégia basica que, além de ser desenvolvida e
revisada periodicamente, sirva para solidificar principios, objetivos, metas e diretrizes na

comunidade escolar; sendo essa base, atualmente, a BNCC.

3.2 A formulacao da BNCC

Desde a redemocratizagao, processo iniciado na década de 1970, o Brasil tem
produzido uma série de normativas voltadas ao sistema curricular educacional. Com a
promulgacao da Constituicao de 1988, que reforcou o modelo federativo do pais, foram
criadas, dentre outras, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB) em 1996, os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) em 1997 e as Diretrizes Curriculares Nacionais
(DCN) em 2011. Esses documentos direcionaram, de diferentes maneiras, a formulagao dos

curriculos dos Ensinos Fundamental e Médio, cada um com suas particularidades.

Em 2014, quando a elaboragao de uma Base Nacional Comum Curricular ficou
definida pelo Plano Nacional de Educagao (PNE), projetava-se que a BNCC fosse de
carater obrigatério e abrangesse os curriculos de todas as escolas das redes publica e
privada do pais. No ano seguinte, o MEC apresentou, para discussao, a proposta de uma
nova base curricular, visando estabelecer nesse campo uma diretriz curricular comum para
o pais. Neste mesmo ano, o MEC iniciou, juntamente com um vasto grupo de profissionais
da Educacao Basica e Superior das mais diversas areas, uma sucessao de estudos voltados
a elaboracao da primeira versao da BNCC. Posteriormente, entre os anos de 2015 e 2016,

essa primeira versao foi disponibilizada para consulta publica, por meio da internet, a qual

Segundo dados do MEC, houve mais de 12 milhoes de contribui¢des
ao texto, com a participacao de cerca de 300 mil pessoas e instituigoes.
Contou, também, com pareceres de especialistas brasileiros e estrangei-
ros, associacoes cientificas e membros da comunidade académica. As
contribuigoes foram sistematizadas por profissionais da Universidade de
Brasilia (UnB) e da Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro
(PUC-RJ), e subsidiaram o MEC na elaboracao da “segunda versao”
(AGUIAR; DOURADO, 2018, p. 11).
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Apbs esse periodo, uma segunda versao do documento da Base Nacional Comum
Curricular foi divulgada e submetida a anélise de, aproximadamente, nove mil educadores
em eventos realizados pela Unido Nacional dos Dirigentes Municipais de Educagao (Undime)
e pelo Conselho Nacional de Secretarios de Educacao (Consed). As discussoes ocorreram em
ambientes distinguiveis por areas de estudos e componentes curriculares. Democraticamente,
os especialistas, diante dos moderadores que apresentavam os objetivos e os contetudos,
apontavam suas opinides de concordancia ou discordancia por meio de respostas objetivas

e, quando necessario, indicavam as propostas de mudancas. Posteriormente, a Undime e o
Consed

elaboraram um relatério com as contribui¢oes advindas dos seminarios e
o encaminharam para o Comité Gestor do MEC. Importante observar
que o Comité Gestor foi o responsavel pelas defini¢bes e diretrizes que
orientaram a revisao da “segunda versao” e que deu origem a “terceira
versao”, encaminhada ao CNE, em abril de 2017, focalizando a Educagao
Infantil e o Ensino Fundamental, sem a devida argumentagao sobre o nao
atendimento legal ao excluir, dessa versdo, o Ensino Médio (AGUIAR;
DOURADO, 2018, p. 11).

Mediante a conclusao de todos os debates, discussoes e analises sistematizadas
e coordenadas, e demais tramites necessarios, em abril de 2017 o Conselho Nacional
de Educacao (CNE) recebeu do MEC a versao final da BNCC, e logo deu inicio aos
encaminhamentos do processo de formacao dos educadores do pais e ao alinhamento dos
curriculos escolares a esse documento proposto como diretriz. Em 20 de dezembro de
2017, o entao ministro da Educacao, Mendonca Filho, homologou a Base Nacional Comum
Curricular. Vale a pena ressaltar que, na ocasiao, o documento homologado correspondia
somente a Educacao Infantil e ao Ensino Fundamental, sendo a versao do Ensino Médio

homologada no dia 14 de dezembro de 2018, pelo ministro Rossieli Soares.

Ha muitas criticas que giram em torno da elaboracao de uma orientagao curricular
homogeneizadora. Uma delas diz respeito a tentativa de estabelecer competéncias e habili-
dades que sejam desenvolvidas e praticadas por todos, concepgao vista por Moura (2021)
como negacao da pluralidade de contextos e culturas que integram o Brasil. No mesmo

sentido, Aguiar e Dourado (2018, p. 56) argumentam que a BNCC

é um documento fadado ao fracasso, tanto em virtude de sua afiliagao
tedrica antiquada quanto em razdo de resultados conhecidos de expe-
riéncias internacionais, muitas ja em processo de revogacgao, depois de
evidenciada a impossibilidade de se produzir melhoria de qualidade da
escola, do ensino e das aprendizagens por meio desse tipo de medida.

Para esses especialistas, a BNCC é refém de um conteudismo ultrapassado e, além
disso, prevé, equivocadamente, que a base curricular tinica é capaz de melhorar a qualidade

das aprendizagens dos estudantes de um pais com dimensoes continentais, submetido as
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avaliagoes de larga escala e material didatico padronizado, e condicionado a um sistema de
bonus e 6nus sobre os gestores, docentes e estudantes. Entretanto, por se tratar da base
curricular oficial educacional vigente no Brasil, a BNCC precisa ser bem interpretada para
que nao se transforme num documento que contribua ainda mais para a exclusao social,
conforme Moretto (2020).

Entendemos que a BNCC, diante de suas limita¢oes, precisa ser constantemente

analisada, avaliada e ajustada, a fim de enriquecer as orientagoes dos curriculos nacionais.

3.3 A estrutura da BNCC

A Base Nacional Comum Curricular esta estruturada sobre fundamentos pedagdogi-
cos que convergem para as competéncias que os estudantes devem desenvolver ao longo
de toda Educacao Basica. Ao todo, sdo dez competéncias que precisam ser desenvolvidas
em cada etapa da escolaridade. Além disso, a BNCC esclarece como cada uma dessas
etapas organiza as aprendizagens que, por sua vez, sao identificadas por meio de cédigos

alfanuméricos.

Na BNCC, a Educagao Bésica esté estruturada em trés etapas: Educacao Infantil,
Ensino Fundamental e Ensino Médio. Sao nessas trés etapas que devem ser abordadas as

dez Competéncias Gerais da Educacao Basica.

Na Educacao Infantil, sdo assegurados seis direitos de aprendizagem e desenvol-
vimento, e cinco campos de experiéncias. Os direitos elencados sao: conviver, brincar,
participar, explorar, expressar e conhecer-se. Por outro lado, nos campos de experiéncias
sao definidos os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento, por faixa etaria, nos seis

primeiros anos do estudante.

O Ensino Fundamental, segunda etapa da Educacao Basica, estd organizado em
cinco Areas do Conhecimento, que favorecem a comunicagdo entre os diferentes saberes
dos componentes curriculares. As Areas do Conhecimento dessa etapa sao: Linguagens
(Lingua Portuguesa, Arte, Educacao Fisica e Lingua Inglesa), Matematica, Ciéncias da
Natureza (Ciéncias), Ciéncias Humanas (Geografia e Histéria) e Ensino Religioso. Embora
cada uma dessas areas tenha suas especificidades, todas elas se intersectam na formacao
dos estudantes. As competéncias especificas de drea, os componentes curriculares e as

competéncias especificas de componente sao outros elementos que integram essa etapa.

No que tange a essas propostas e objetivos, a BNCC elucida que as competéncias
especificas de drea e as competéncias especificas de componente sao estabelecidas em cada
area do conhecimento e explicam como as dez competéncias gerais atuam nessas areas.
Nessa conjuntura, as competéncias especificas (de drea e de componente) viabilizam tanto a

articulacao horizontal entre as dreas e entre os componentes curriculares, quanto a conexao
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vertical entre as fases do Ensino Fundamental: Anos Iniciais e Anos Finais.

Nos Anos Iniciais e nos Anos Finais, as competéncias especificas sao segmentadas
em: unidades temdticas, objetos de conhecimento (entendidos como conteidos, conceitos
e processos) e habilidades, conforme a figura 11. Com isso, a BNCC apresenta que um
conjunto de habilidades sempre esta relacionado a diferentes objetos de conhecimento que,

por sua vez, estao classificados em unidades temdticas.

Figura 11 — Segmentos das competéncias especificas do Ensino Fundamental

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO HABILIDADES

Nimeros Notacao cientifica (EFO8MAO1) Efetuar célculos com poténcias de expoentes inteiros e aplicar esse conhecimento
na representa¢do de numeros em notagdo cientifica.

Potenciacao e radiciagdo (EFO8MAO02) Resolver e elaborar problemas usando a relagdo entre potenciacdo e radiciagéo,
para representar uma raiz como poténcia de expoente fracionario.

O principio multiplicativo da contagem (EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao envolva a aplicacdo
do principio multiplicativo.

Porcentagens (EFO8MAO04) Resolver e elaborar problemas, envolvendo célculo de porcentagens, incluindo o
uso de tecnologias digitais.

Dizimas periddicas: fracdo geratriz (EFO8MAOS) Reconhecer e utilizar procedimentos para a obten¢do de uma fracdo geratriz
para uma dizima periédica.

Algebra Valor numérico de expressaes algébricas (EFO8MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do valor numérico de
expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacdes.

Associacao de uma equacao linear de 1° grau a (EFO8MAO07) Associar uma equacao linear de 12 grau com duas incégnitas a uma reta no plano
uma reta no plano cartesiano cartesiano.

Fonte: BRASIL (2018, p. 312-313)

A etapa do Ensino Médio est4 organizada em quatro Areas do Conhecimento:
Linguagens e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza
e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. Da primeira e da segunda
area, respectivamente, tem-se que os componentes curriculares de Lingua Portuguesa e
Matematica devem ser oferecidos nas trés séries dessa etapa, mas sem a indicacao de
seriacao para as habilidades especificas de cada componente. No geral, sobre as areas do

conhecimento, a BNCC afirma que:

As 4reas de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias (Biologia, Fisica e
Quimica), Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas (Histéria, Geografia,
Sociologia e Filosofia) e Matemadtica e suas Tecnologias (Matemaética)
seguem uma mesma estrutura: definicio de competéncias especificas de
area e habilidades que lhes correspondem. Na drea de Linguagens e suas
Tecnologias (Arte, Educagio Fisica, Lingua Inglesa e Lingua Portuguesa),
além da apresentacao das competéncias especificas e suas habilidades,
sdo definidas habilidades para Lingua Portuguesa (BRASIL, 2018, p. 33).

Ainda em relacao a terceira etapa, é necessario salientar que "a organizacao das
habilidades do Ensino Médio na BNCC tem como objetivo definir claramente as apren-
dizagens essenciais a ser garantidas aos estudantes..." (BRASIL, 2018, p. 34), para que
haja um direcionamento pedagbgico eficiente, que facilite a articulacdo entre as areas de
conhecimento, a fim de promover uma aprendizagem mais integrada e interdisciplinar,

assim como nas demais etapas da Educacao Basica.
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3.4 A matematica na BNCC

O desenvolvimento do pensamento matematico é um processo fundamental para
a formacao do estudante. Esse pensamento, alinhado a pensamentos de outras areas do
conhecimento, é capaz de proporcionar uma robusta leitura de mundo e uma cosmovisao
dos conhecimentos cientificos, por intermédio da conversao das informagoes em objetos de
conhecimento. Quanto a isso, a BNCC elege um conjunto de ideias fundamentais — elemen-
tos de diferentes campos que compoem a Matematica — que promovem o desenvolvimento
do pensamento matematico. Essas ideias sao: equivaléncia, ordem, proporcionalidade,

interdependéncia, representacdo, varia¢ao € aprorimacao.

Na perspectiva da BNCC, a Matematica nao esta restrita somente a quantificagdo
de fendmenos deterministicos ou a técnicas de calculo que envolvem nimero e grandezas,
de fato, no estudo da Matematica estao incluidos fenomenos de cunho aleatério e, além

disso, esse estudo também propicia criar

sistemas abstratos, que organizam e inter-relacionam fenémenos do es-
pago, do movimento, das formas e dos nimeros, associados ou nao a
fenémenos do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e objetos que sao
fundamentais para a compreensao de fenémenos, a construcao de repre-
sentacoes significativas e argumentagoes consistentes nos mais variados
contexto (BRASIL, 2018, p. 265).

Independentemente de a Matematica ser uma ciéncia embasada em hipoteses e
deducoes, visto que suas demonstracoes se baseiam num harmonioso sistema de axiomas e
postulados, é, além disso, essencial reconhecer a importancia da heuristica dos experimentos
na aprendizagem da Matematica. Nessa concepc¢ao, a BNCC requisita que no Ensino Fun-
damental os estudantes tenham suporte para relacionar observacoes empiricas do mundo
a representacoes como esquemas, tabelas e figuras, e, consequentemente, associar essas
representacoes a uma atividade que relacione conceitos, propriedades, indugoes e conjectu-
ras matematicas. Adicionalmente, espera-se que os alunos "desenvolvam a capacidade de
identificar oportunidades de utilizacao da matematica para resolver problemas, aplicando
conceitos, procedimentos e resultados para obter solugoes e interpreta-las segundo os
contextos das situagdes" (BRASIL, 2018, p. 265).

Sob a d6tica da BNCC, é essencial que o estudante seja inserido, de forma equilibrada,
em um contexto matematico significativo, que nao se restrinja necessariamente ao seu
cotidiano, mas que também abranja outras areas do conhecimento e aspectos da historia
da Matematica. Esses elementos, por sua vez, podem ser utilizados como recursos para
despertar o interesse pela aprendizagem do conhecimento matematico, promovendo a

compreensao de conceitos e processos matematicos durante o ensino.

Os campos da Matematica apresentados no Ensino Fundamental sdao: Aritmética,

Algebm, Geometria, Fstatistica e Probabilidade. Além disso, estao distribuidos nas oito
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Competéncias Especificas de Matematica para esta etapa do Ensino Bésico. Ainda nesta
etapa, a BNCC

propoe cinco unidades tematicas, correlacionadas, que orientam a formu-
lagdo de habilidades a ser desenvolvidas ao longo do Ensino Fundamental.
Cada uma delas pode receber énfase diferente, a depender do ano de
escolarizacdo (BRASIL, 2018, p. 268).

As unidades teméticas mencionadas sio: Nimeros, Algebra, Geometria, Grandezas
e Medidas, Probabilidade e Estatistica. Cada unidade temética tem como finalidade o de-
senvolvimento de um tipo especial de pensamento matematico, haja vista que o letramento
matematico correlaciona problemas geométricos com grandezas e medidas e tratamento

algébrico, além de problemas de probabilidade com ferramentas algébricas.

Enquanto, no Ensino Fundamental, a area de Matematica prioriza a "compreensao de
conceitos e procedimentos em seus diferentes campos e no desenvolvimento do pensamento
computacional, visando a resolucao e formulagdo de problemas em contextos diversos", no

Ensino Médio, o foco é

consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar
novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais com-
plexos, que exijam maior reflexdo e abstragdo. Também devem construir
uma visdo mais integrada da Matemaética, da Matematica com outras
areas do conhecimento e da aplicagdo da Matemadtica a realidade (BRA-
SIL, 2018, p. 471).

Na etapa do Ensino Médio, a Matemaética esta presente na Formacao Geral Basica
(FGB) e nos Itinerdrios Formativos (IF). Na FGB, as propostas pedagégicas devem garantir
as aprendizagens essenciais da area, enquanto que nos IF, os conhecimentos matematicos

devem ser estruturados

para aplicacao de diferentes conceitos matematicos em contextos sociais e
de trabalho, estruturando arranjos curriculares que permitam estudos em
resolucao de problemas e andlises complexas, funcionais e nao-lineares,
analise de dados estatisticos e probabilidade, geometria e topologia,
robdtica, automacao, inteligéncia artificial, programacao, jogos digitais,
sistemas dindmicos, dentre outros, considerando o contexto local e as
possibilidades de oferta pelos sistemas de ensino (BRASIL, 2018, p. 477).

Quanto a Matemaética e suas Tecnologias, a BNCC apresenta cinco competéncias
que propiciam: o uso de estratégias, procedimentos e conceitos matematicos na interpre-
tagao de situagoes inseridas em diversos contextos; a investigacao de desafios do mundo
contemporaneo; a utilizacao de estratégias, definicbes e conceitos matematicos na interpre-
tacao e na resolugao de problemas; a compreensao e a aplicagao de diferentes registros

matematicos na procura de solugoes e divulgacao de resultados de problemas; e a criacao
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de conjecturas a partir da observacao de padroes e experimentacoes de diferentes recursos

tecnoldgicos.

Ainda em relagao ao Ensino Médio, o texto da BNCC flexibiliza a organizacao
curricular das aprendizagens que sao propostas no préprio documento. Semelhantemente
a etapa anterior, o texto apresenta, no que concerne as unidades temdticas, a seguinte
organizacao: Numeros e Algebra, Geometria e Medidas, Probabilidade e Estatistica. Pode-
se observar que nesta etapa o reagrupamento sugerido reduz para trés a quantidade de

unidades temdticas, quando comparada a organizacao do Ensino Fundamental.

Nesta etapa, espera-se que os estudantes desenvolvam habilidades alusivas aos
processos de investigagao, de construcao de modelos e de resolucao de problemas. Para tal

finalidade, a BNCC sugere que os estudantes

devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussoes e validagoes conjuntas, aprender
conceitos e desenvolver representagoes e procedimentos cada vez mais
sofisticados (BRASIL, 2018, p. 529).

Em linhas gerais, a Base Nacional Comum Curricular defende que o conhecimento
da Matematica é fundamental para todos os estudantes que frequentam a Educacao Basica,
tendo em vista a amplitude de sua aplicagao aos diversos aspectos da contemporaneidade
e considerando, também, o poder desse conhecimento para a formagao de cidadaos e

profissionais.

3.5 A Aritmética na BNCC

E importante salientar que a palavra Aritmética' nao intitula nenhuma das unidades
tematicas da BNCC, porém, é possivel observar que os objetos de conhecimento e as
habilidades que apresentam os conteudos de Aritmética estao alocados majoritariamente
na unidade temdtica Numeros, visto que alguns tépicos e aplicagoes de determinados
contetdos aritméticos também sao identificados em outras unidades temdticas dos Ensinos
Fundamental e Médio. Ademais, enfatizamos que o termo Aritmética, quando se faz alusao

aos campos da Matematica, ocorre apenas duas vezes na BNCC.

Nessa perspectiva, faz-se necessario trazer a tona que a unidade temdtica Niumeros
propoe o desenvolvimento do pensamento numérico com base nos diversos modos de
quantificagdo de objetos: por meio de seus atributos e pela compreensao de argumentos
baseados em quantidades. Especificamente, nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental,

espera-se que:

L A Aritmética teve seu principal marco inicial em Os Elementos, de Euclides, alcancou o seu apogeu nos

trabalhos de Pierre de Fermat e Leonhard Euler, vindo a ser considerada um dos principais pilares da
Matematica. A partir do século XIX, a Aritmética atingiu um nivel de desenvolvimento extraordinério,
gragas aos trabalhos de Carl Friedrich Gauss, conforme Hefez (2022).
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os alunos resolvam problemas com nimeros naturais e nimeros racionais
cuja representacao decimal é finita, envolvendo diferentes significados
das operagoes, argumentem e justifiquem os procedimentos utilizados
para a resolucao e avaliem a plausibilidade dos resultados encontrados.
No tocante aos calculos, espera-se que os alunos desenvolvam diferentes
estratégias para a obtencao dos resultados, sobretudo por estimativa e
célculo mental, além de algoritmos e uso de calculadoras (BRASIL, 2018,
p. 268).

Ainda nessa fase, a expectativa é que as habilidades de leitura, ordenacao e escrita de
niumeros naturais e racionais, por meio da compreensao do sistema de numeragao decimal,
sejam desenvolvidas. Além disso, a BNCC sugere que os estudantes sejam colocados diante
de atividades que envolvem medic¢oes, nas quais os niimeros naturais nao sao suficientes

para realiza-las, indicando a necessidade da utilizacao dos niimeros racionais.

Quanto aos estudantes dos Anos Finais do Ensino Fundamental, o interesse é que

mediante ao estudo da Aritmética:

os alunos resolvam problemas com niimeros naturais, inteiros e racionais,
envolvendo as operagoes fundamentais, com seus diferentes significados,
e utilizando estratégias diversas, com compreensao dos processos neles
envolvidos. [...] Os alunos devem dominar também o célculo de por-
centagem, porcentagem de porcentagem, juros, descontos e acréscimos,
incluindo o uso de tecnologias digitais. No tocante a esse tema, espera-se
que saibam reconhecer, comparar e ordenar nimeros reais, com apoio da
relacdo desses ntimeros com pontos na reta numérica (BRASIL, 2018, p.
269).

Nesse contexto, os conteudos fundamentais de Aritmética propostos pela BNCC
estao na unidade temdtica Numeros, e sao aplicados e ampliados nas demais unidades
temdticas (Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, além de Probabilidade e Estatistica),
até mesmo em outros componentes curriculares. Vale destacar, sob o olhar da BNCC,
que esse panorama ¢ fortalecido no Ensino Médio, uma vez que nessa etapa exige-se
que os saberes matematicos estejam bem fundamentados, com o intuito de assegurar a

compreensao de fatos do proprio contexto cultural do estudante e das relagoes interculturais.

E importante compreender que, na tltima etapa da Educacio Bésica, a BNCC
flexibiliza a organizacao curricular das aprendizagens propostas, com a finalidade de
proporcionar melhor adequacao do curriculo mediante as necessidades de ensino. Porém, a
prépria BNCC sugere uma possivel organizacio na qual Nimeros e Algebra sdo uma unidade
temdatica. Contudo, o foco do nosso estudo nos leva a considerar apenas as habilidades,

dessa unidade temdtica, que abordam Aritmética.

Posto isso, para que haja uma melhor visualizagao, apresentaremos na tabela 3, em
forma de temas, os objetos de conhecimento que proporcionam o ensino de alguns tépicos de
Aritmética vinculados a unidade temdtica Niumeros, com as respectivas indicagoes dos anos

do Ensino Fundamental (EF) em que ocorrem. Subsequentemente, de acordo com o Ensino
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Médio (EM), apresentaremos as habilidades aritméticas da unidade temdtica Nimeros
e Algebra e a tabela 4, que relaciona as habilidades listadas aos contetdos aritméticos
correspondentes, tendo em vista que, para essa etapa, a BNCC nao elenca objetos de

conhecimento (OC).

Tabela 3 — Temas aritméticos presentes na unidade tematica Numeros do EF

Temas dos OC Ensino Fundamental (Anos)
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Problemas com as quatro operagoes funda-
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cagao, divisao e potenciacao

Estudo das fragoes X X | X

Dizimas periédicas X

>
>

Potenciacao e radiciacao

Porcentagem X

Paridade de um nimero natural

Divisao euclidiana

Multiplos e divisores

Ik sikslksils

Ntmeros primos e compostos

Fonte: Elaborada pelo autor.

Listagem das habilidades aritméticas de Nimeros e Algebra, conforme BRASIL
(2018, p. 543-544):

o (EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos rela-
tivos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela andlise
dos graficos das funcgoes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.
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« (EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioecondmica (indice de
desenvolvimento humano, taxas de inflagao, entre outros), investigando os proces-
sos de calculo desses ntimeros, para analisar criticamente a realidade e produzir

argumentos.

o (EM13MAT203) Aplicar conceitos mateméticos no planejamento, na execucao e
na analise de agoes envolvendo a utilizagao de aplicativos e a criacao de planilhas
(para o controle de or¢amento familiar, simuladores de calculos de juros simples e

compostos, entre outros), para tomar decisoes.

o (EM13MAT303) Interpretar e comparar situagoes que envolvam juros simples com
as que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas ou analise de

planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

o (EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungoes exponenciais nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em

contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

« (EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em
contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira,

entre outros.

« (EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fungoes polinomiais de 1°
grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos

de algebra e geometria dindmica.

o (EM13MAT402) Converter representagoes algébricas de fungdes polinomiais de 2°
grau em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo
ou nao a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica, entre outros

materiais.

o (EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungées quadraticas
em contextos envolvendo superficies, Mateméatica Financeira ou Cinematica, entre

outros, com apoio de tecnologias digitais.

o (EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungoes afins
de dominios discretos, para analise de propriedades, deducao de algumas féormulas e

resolucao de problemas.
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o (EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungoes expo-
nenciais de dominios discretos, para analise de propriedades, deducao de algumas

formulas e resolugao de problemas.

« (EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas
variaveis numeéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relagao observada.

Tabela 4 — Contetidos aritméticos presentes nas habilidades de Nimeros e Algebra do EM

Habilidades Conteudos

(EM13MAT101) — Relagoes entre grandezas.

(EM13MAT104) — Conceito, representacao e calculo de porcentagem.

(EM13MAT203) — Ac/hgao, sub‘tragao, multiplicagao e divisao.
— (Célculo de juros.

(EMI13MAT303) - Porcentagem: aprofundamento por meio do calculo de juros
simples e compostos.

Bty |~ LA ¢l POl

(EM13MAT305) - P tAngi gdr d r‘iz drad

(EM13MAT503) reticla duadrada © tatz quadrada.
— Matematica financeira.

(EM13MAT401) — Proporcionalidade.

(EM13MAT402) — Variaveis diretamente proporcionais.

(EM13MAT507) — Operacoes de adicao e subtracao intrinsecas a definicao e

as propriedades dos termos de uma progressao aritmética.

— Operacgoes de multiplicacao e divisao inerentes ao conceito
(EM13MAT508) e as propriedades das progressoes geométricas.

— Proporcionalidade entre os termos de uma PG.
(EM13MAT510) — Variaveis numéricas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No que concerne aos objetos de conhecimentos (OC) correspondentes aos conteidos
de aritmética presentes nas demais unidades temdticas (UT) do Ensino Fundamental,
apresentaremos, na tabela 5, a indicagao dos anos dessa etapa em que os temas desses
OC estao presentes. Nesta tabela, utilizaremos as seguintes abreviacoes: Algebra (ALG),
Geometria (GEO), Grandezas e medidas (GMD), Probabilidade e estatistica (PET).

Tabela 5 — Temas aritméticos presentes nas demais unidades tematicas do EF

uT Temas dos OC Ensino Fundamental (Anos)

1(_) 2Q 3Q 4(_) 5(_) 6Q 7Q 8(_) 9(_)
ALG | Padroes numéricos XX | X
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uT Temas dos OC Ensino Fundamental (Anos)
12| 2¢° 4° 52| 62| 72| 82| 9°
ALG | Sequéncias recursivas X | X
GMD Medldas de comprimento, massa, ca- x| X X | x
pacidade e tempo
GMD | Sistema monetario brasileiro X | X
ALG | Construcao de sequéncias repetitivas X
ALG | Relagao de igualdade
ALG Sequer{az'i numérica rec/urswa formada X
por miltiplos de um niimero natural
Sequéncia numérica recursiva formada
ALG | POr nimeros que deixam o mesmo X
resto ao ser divididos por um mesmo
numero natural diferente de zero
ALG Relacoes e'nt%“e afhgao 'e.sllbtragao e X
entre multiplicagcao e divisao
ALG | Propriedades da igualdade X X
GMD | Medidas de area e temperatura X X
PET | Variaveis numéricas X
ALG | Grandezas diretamente proporcionais X
ALG | Divisao proporcional X | X
GEO | Ampliagao e reducao de figuras X | X
GMD | Célculo de area, perimetro e volume X | X X
PET Calf:ulo €1e probablhdade de eventos x| x
equiprovaveis
GEO | Relacao de Euler em poliedros X
GMD | Medidas de angulos X
aMD Perimetro de um qlfadrad.o como gran- X
deza proporcional a medida do lado
Grandezas diretamente proporcionais
ALG | e grandezas inversamente proporcio- X
nais
Tridngulo: condicao de existéncia e
GEO | soma das medidas dos angulos inter- X
nos
GEO Célculo da’s medidas de angulos inter- X
nos de poligonos regulares
PET Média e amplitude de um conjunto de X
dados
ALGC zgor numérico de expressoes algébri- X
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UuT Temas dos OC Ensino Fundamental (Anos)
1922|3242 52|62 |72|82|9°

ALG | Sequéncias recursivas e nao recursivas X
Variacao de grandezas: diretamente

ALG | proporcionais, inversamente proporci- X
onais ou nao proporcionais

PET | Principio multiplicativo da contagem

PET Soma das probabilidades de todos os
elementos de um espago amostral

PET Medidas de tendéncia central e de dis- X
persao

ALG Razao entre grandezas de espécies di- X
ferentes
Relacoes entre os angulos formados

GEOQO | por retas paralelas intersectadas por X
uma transversal

GEO Semelhanca de triangulos: razao de se- X
melhanca

GEO Relagoes métricas no triangulo retan- X
gulo
Proporcionalidade entre segmentos de

GEOQO | retas paralelas cortadas por transver- X
sais

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para finalizar este capitulo, listaremos as habilidades das outras duas UT (Geometria

e Medidas, Probabilidade e Estatistica) referentes ao Ensino Médio, seguidas da tabela

6, que relaciona as habilidades listadas aos conteidos de aritmética correspondentes, de
acordo com BRASIL (2018, p. 545-546):

1. Geometria e Medidas (GEM)

« (EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados
pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as
conversoes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Internacional (SI),
como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos

avancos tecnolégicos.

o (EM13MAT201) Propor ou participar de agdes adequadas as demandas da
regiao, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e calculos

de perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.
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(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da
area de uma superficie (reconfiguragdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir
expressoes de cdlculo para aplicd-las em situagoes reais (como o remanejamento
e a distribuigao de plantagoes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translagao,
reflexdo, rotagdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para cons-
truir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produg¢oes humanas

(fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT308) Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno e do
cosseno ou as nocgoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar

problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de dreas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes reais
(como o calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos
cujos formatos sejam composigoes dos sélidos estudados), com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determi-
nadas pela razdo ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demografica,

energia elétrica etc.).

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencao da medida do volume de
prismas, pirdmides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a

obtencao das férmulas de calculo da medida do volume dessas figuras.

2. Probabilidade e Estatistica (PET)

(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevantes,
usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar os
resultados por meio de relatorio contendo graficos e interpretacao das medidas
de tendéncia central e das medidas de dispersdao (amplitude e desvio padrao),

utilizando ou nao recursos tecnologicos.

(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que
envolvem célculo e interpretagdo das medidas de tendéncia central (média,
moda, mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio

padrao).

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupa-
mentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo

e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.
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o (EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatérios,

realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que

envolvem o calculo da probabilidade.

« (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de

probabilidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

« (EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com

base em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou nao

o uso de softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

Tabela 6 — Contetdos aritméticos presentes nas habilidades de GEM e PET do EM

uT Habilidades Contetdos
— Conversao entre unidades de medidas de grandezas:
GEM | (EM13MAT103) | multiplicacao e divisao.
— Razao velocidade.
(EM13MAT201)
GEM (EM13MAT307) | — Medigoes e célculos de perimetro, de area, de volume,
(EM13MAT309) | de capacidade e de massa.
(EM13MAT504)
GEM | (EM13MAT105) | — Homotetia (proporgao).
— Proporcionalidade: relagdoes métricas no triangulo
retangulo e lei do seno.
GEM (EM13MAT308) — Poténcias e raizes quadradas no teorema de Pitagoras
e na lei do cosseno.
— Semelhanca e congruéncia de tridngulos: razao e
proporc¢ao entre as medidas dos segmentos.
— Produto e razao entre grandezas.
GEM (EM13MAT314) — Razé/es: velocidade, densidade demografica, escala
cartografica etc.
— Grandezas proporcionais.
- (EM13MAT202) | ~ Quantificacdo de elementos informativos apos a
(EM13MAT406) | COlete de dados. o .
— Determinacao das frequéncias absoluta e relativa.
— Contagem de dados.
PET (EM13MAT316) | — Adigao, subtracao, multiplicagao, divisao,
potenciacao e raiz quadrada.
PET | (EMI3MAT310) | /(io{“tf‘gem de agrupamentos.
— Adigao e multiplicacao.
— Contagem de possibilidades de eventos aleatérios.
PET (EM13MAT311) | — Calculo de probabilidade: divisdo entre o niimero de

(EM13MAT312) | cada tipo de evento.
— Multiplicagao entre as probabilidades.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 Intersecao entre a Aritmética de
Os Elementos e da BNCC

Este capitulo tem como principais objetivos identificar, analisar e discutir os
contetudos aritméticos presentes, simultaneamente, em Os Elementos e na Base Nacional
Comum Curricular, com foco na verificagao sistematizada do que restou da Aritmética
euclidiana na BNCC. Como acenamos no decorrer do capitulo 3, para além dos temas
explicitos de Aritmética (em Nimeros, no EF e em Numeros e Algebra, no EM), ela
volta como ferramenta para o desenvolvimento de outras unidades temdticas e habilidades,
entretanto o nosso foco ¢é identificar, especificamente, os conteidos que na BNCC sao
fundamentalmente de Aritmética (de Nimeros no EF e no EM) e ndo de uma Aritmética

enquanto ferramenta para trabalhar outros contetdos.

4.1 Aspecto metodolégico

4.1.1 Problema de pesquisa

Considerando a presenca da Aritmética em Os Elementos de Euclides, a pergunta
norteadora do nosso trabalho foi: qual a intersecio entre a Aritmética de Os Elementos e

da Base Nacional Comum Curricular?

4.1.2 Objetivos
4.1.2.1 Geral

Neste estudo, estabelecemos como objetivo geral identificar a intersecao da Aritmé-

tica de Os Elementos e da Base Nacional Comum Curricular.

4.1.2.2 Especificos

Quanto aos objetivos especificos, nos propusemos a:

1) Pesquisar os aspectos relevantes da biografia de Euclides, com énfase em seu contexto
histérico, principais influenciadores e contribuigoes a matematica por meio de suas

obras.

2) Identificar os contetidos abordados em cada um dos trés livros aritméticos de Os

Elementos.

3) Examinar a Base Nacional Comum Curricular e a Aritmética nela presente.



92 Capitulo 4. Intersecio entre a Aritmética de Os Elementos e da BNCC

4) Identificar os conteidos fundamentalmente de Aritmética que constam na intersegao
entre Os Elementos e a BNCC.

4.1.3 Metodologia

No que concerne a metodologia adotada, fizemos uma pesquisa de carater bibliogra-

fico e documental. Essa escolha justifica-se pela afirmagao de Fonseca (2002, p.32):

A pesquisa bibliografica utiliza fontes constituidas por material ja elabo-
rado, constituido basicamente por livros e artigos cientificos localizados
em bibliotecas. A pesquisa documental recorre a fontes mais diversifica-
das e dispersas, sem tratamento analitico, tais como: tabelas estatisticas,
jornais, revistas, relatérios, documentos oficiais, cartas, filmes, fotogra-
fias, pinturas, tapecarias, relatérios de empresas, videos de programas de
televisao etc.

No que diz respeito ao material consultado, nos referenciamos, prioritariamente,
na tradugao de Os Elementos de Bicudo (2009) e nas obras dos seguintes autores: Boyer
e Merzbach (2012), Cajori (2007), Eves (2011), Kline (1992), Pastor e Babini (1985),
Roque (2012) e Struik (1992). Quanto a pesquisa documental, analisamos a Base Nacional
Comum Curricular (BRASIL, 2018), consultamos a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
(BRASIL, 1996) e os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998). Além disso, nos
servimos de imagens disponiveis nas plataformas digitais do Google imagens, do Picryl, da

Wikimedia Commons e da World History Encyclopedia.

A presente pesquisa esta enquadrada numa perspectiva qualiquantitativa pelo fato
de, a0 mesmo tempo em que adotamos analise e discussdes que se encaixam no campo
da pesquisa qualitativa, ndo abdicamos de quantificar alguns dentre os aspectos que nos

pareceram importantes.

4.2 A presenca dos contetidos de Aritmética em Os
Elementos e na BNCC

O interesse em responder o nosso problema de pesquisa nos motivou a realizar um
estudo que procurou constatar quais principios matematicos fundamentais da Aritmética

estdo, ao mesmo tempo, em Os Elementos e na Base Nacional Comum Curricular.

Buscamos obter os seguintes resultados: (i) quais e quantos contetidos de Aritmética
sdo abordados por Euclides em cada um dos livros aritméticos dos Elementos; (ii) quais e
quantos contetdos aritméticos da UT Numeros da BNCC ocorrem no Ensino Fundamental
(EF) e no Ensino Médio (EM); (iii) quais e quantos desses contetidos estdo presentes na

intersecao entre a Aritmética em Os Elementos e na BNCC.
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4.2.1 A distribuicao dos contetidos aritméticos em Os Elementos

Com a finalidade de visualizar os conteidos dos trés livros aritméticos de Os
Elementos, distribuidos conforme ocorrem em cada livro, elaboramos a tabela 7, na qual
cada conteudo identificado durante a pesquisa esta elencado e associado ao respectivo

livro.

Tabela 7 — Distribuicdo dos contetidos nos livros aritméticos dos Elementos

Contetdos Aritméticos Livros Aritméticos

VII | VIII IX

Conceito de unidade

Conceito de nimero

Divisores e suas propriedades

Multiplos e suas propriedades

Ntumeros pares

Numeros impares

Operagoes entre nimeros pares e impares

Numeros primos

Ntmeros primos entre si (coprimos)

ARSI RN

Nimeros compostos

Ntmeros compostos entre si

Ntmeros planos

Numeros solidos

>

Nimeros quadrados (Poténcias quadradas)

Nimeros ctbicos (Poténcias ciibicas)

>~

Ntumeros em proporgao

>~
R | K

Numeros perfeitos

Méximo divisor comum

Minimo multiplo comum

SRR Rl B Rl B el Bl e e ol el el e el e el el e

Propriedades das proporgoes

Razoes proporcionais X

Infinitude dos ntimeros primos

Numeros em proporc¢ao continua X

Ideia e soma dos termos de uma progressao geométrica X

R |

Teorema fundamental da aritmética

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A tabela 7 apresenta 25 itens de contetidos aritméticos, dos quais, 40% sao exclusi-
vamente do livro VII, 4% sao exclusivamente do livro VIII e 8% sao exclusivamente do livro
IX. Além disso, nenhum é exclusivamente dos livros VII e VIII, 32% sao exclusivamente
dos livros VII e IX, 4% sao exclusivamente dos livros VIII e IX, e 12% sao, ao mesmo

tempo, dos trés livros. O grafico da figura 12 ilustra essa distribuicao.

Figura 12 — Distribui¢ao dos contetidos aritméticos nos livros VII, VIII e IX

40%
32%
12%
8%
4% 4%
[ 0% ]
VI Vil IX ViieVIl VilelX ViielX VI, VilelX

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.2 A distribuicao dos contetidos aritméticos na BNCC

A tabela 8 apresenta a distribuicao dos contetidos de Niumeros da BNCC e a

indicagao das etapas (Ensino Fundamental e Ensino Médio) nas quais estao presentes.

Tabela 8 — Distribuicdo dos contetidos de Nimeros na BNCC

Contetidos/Temas dos Objetos de Conhecimento Etapas

=
5|

EM

Técnicas e métodos de contagem

Sistema de numeracao decimal

Composicao dos niimeros naturais

Fundamentos da adigao, subtracao e multiplicacao

Conjuntos numéricos

Estudo da reta numérica

Problemas com as quatro operagoes fundamentais

Propriedades da adigao, subtracao, multiplicagao, divisao e potenciagao

Estudo das fragoes

ARSI Rl Rl R R el R

Estudo das dizimas periddicas
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Contetidos/Temas dos Objetos de Conhecimento Etapas

=
5|

EM

Potenciacao

>~

Radiciacao

Porcentagem

Paridade de um numero natural

Divisao euclidiana
Multiplos

Minimo multiplo comum

Divisores

Méximo divisor comum
Critérios de divisibilidade

Ntumeros primos

Ntmeros compostos

Razéo entre dois ntmeros

SIkiksIisiisiisi Rl ksl siRsi Rl sl

Proporcionalidade numérica e suas propriedades

Relagao e variacao entre grandezas

Produto e razao entre grandezas

Proporcionalidade entre grandezas

Juros simples e compostos (Matemética financeira)

Progressao aritmética

iksiksibsiisibsiRalke

Progressao geométrica

Fonte: Elaborada pelo autor.

O gréfico da figura 13 indica que, dos 30 contetidos aritméticos listados na tabela
8, 0 EF aborda 80% e o EM, cerca de 43%. Além disso, em torno de 23% desses contetdos
sao abordados, simultaneamente, no EF e no EM. Destacamos que no EM tais contetdos
sao identificados nas descrigoes das habilidades aritméticas, uma vez que nessa etapa nao

ha indicagao de objetos de conhecimento.

Figura 13 — Distribuicao dos contetidos de Numeros no EF e no EM da BNCC

80%
43%
23%
EF EM EF e EM

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.3 A Aritmética em Os Elementos e na BNCC

Na tabela da figura 14 foram elencados os contetidos aritméticos da unidade tematica
(UT) Numeros da BNCC e os contetidos de Aritmética dos Elementos. As intersegoes foram
categorizadas da seguinte maneira: integral e parcial. Entretanto, quando nao identificamos
intersegoes, categorizamos da seguinte forma: presente somente nos Elementos e presente

somente na BNCC. Para uma melhor compreensao, consideramos:

 Integral: Indica a interse¢io na qual as habilidades da BNCC e as definigoes/ proposicies

apresentadas por Euclides se correspondem integralmente.

« Parcial: Indica a intersecio na qual as habilidades da BNCC e as defini¢oes/ proposicoes

apresentadas por Euclides se correspondem parcialmente.

o Presente somente nos Elementos: Indica o contetido que aparece nos Elementos,

contudo, sem abordagem na BNCC.

e Presente somente na BNCC: Indica os contetidos aritméticos que constam na

BNCC, mas, sem abordagem nos Elementos.

No que diz respeito aos critérios que serao utilizados na analise da tabela da figura

14, diremos que um contetido da BNCC esta na intersecao

« apenas integral: se ele corresponde a um ou mais contetidos de Os Elementos

somente de maneira integral.

« apenas parcial: se ele corresponde a um ou mais contetidos de Os FElementos

somente de maneira parcial.

« integral e parcial: se ele corresponde a mais de um contetido de Os Elementos,

sendo pelo menos um de maneira integral e pelo menos um de maneira parcial.
Analogamente, diremos que um conteido de Os Elementos esta na intersegao

« apenas integral: se ele corresponde a um ou mais conteudos da BNCC somente de

maneira integral.

« apenas parcial: se ele corresponde a um ou mais contetidos da BNCC somente de

maneira parcial.

« integral e parcial: se ele corresponde a mais de um contetido da BNCC, sendo pelo

menos um de maneira integral e pelo menos um de maneira parcial.
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Quanto as abreviagoes utilizadas, entendam-se da seguinte maneira: integral (I),

parcial (P), presente somente nos Elementos (PE) e presente somente na BNCC (PB).

Os contetidos indicados foram identificados conforme as suas respectivas nomen-
claturas nos FElementos e na BNCC. A titulo de exemplo, utilizamos "ntimeros pares" e
"nimeros impares", de acordo com os Elementos, e "paridade de um ntmero natural”,

conforme a BNCC, para fazer alusdo ao mesmo contetido.

Figura 14 — Intersecdo entre os contetidos aritméticos dos Elementos e da BNCC

Contetidos da unidade tematica Niimeros da BNCC

Fundamentos da adicao, subtracao e multiplicacao
Propriedades das 4 operagdes e da potenciacao

Técnicas e métodos de contagem
Conjuntos numéricos

Estudo da reta numérica
Problemas com as quatro operagoes
Estudo das fracoes

Estudo das dizimas periddicas
Potenciacao

Radiciacao

Porcentagem

Paridade de um nimero natural
Divisao euclidiana

Multiplos de um nimero natural
Minimo multiplo comum

— |Composicdo e decomposicao dos naturais

— [Sistema de numeracéao decimal

Conceito de unidade

Conceito de numero

o
o
o
o

Divisores e suas propriedades

Muiltiplos e suas propriedades P P|P|P P 1| P

Numeros pares | |

Nimeros impares 1| P

Operagdes com numeros pares e impares P |

Numeros primos

Numeros primos entre si P

Numeros compostos

v|O|O|©

Numeros compostos entre si P

Numeros planos

Numeros sélidos

Nimeros quadrados

©|T|TO|©

Niimeros cubicos

Nimeros perfeitos

Maximo divisor comum P

Minimo miiltiplo comum Pl I

Nimeros em propor¢ao P

Nimeros em proporc¢ao continua

Propriedades das propor¢oes

Contetdos aritméticos presentes nos livros VII, VIl e IX dos Elementos

Razoes proporcionais P P

Infinitude dos nimeros primos

Ideia de uma progressao geométrica

Teorema fundamental da aritmética PlP|P
Presente somente na BNCC PB PB PB
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Contetidos da unidade tematica Niimeros da BNCC

tre grandezas

ao e variacao en

Proporcionalidade numérica e suas propriedades

Divisores de um niimero natural
Maximo divisor comum

Critérios de divisibilidade

Razao entre dois nimeros
Nimeros compostos

Produto e razao entre grandezas
Proporcionalidade entre grandezas
Juros simples e compostos
Progressao aritmética
Progressao geométrica

Presente somente nos Elementos

Numeros primos

Relag

Conceito de unidade

Conceito de numero

o
o
o

Divisores e suas propriedades 1| P

Muiltiplos e suas propriedades

Nimeros pares |

Nimeros impares |

Operacdes com nimeros pares e impares

Nimeros primos | |

Numeros primos entre si

Nimeros compostos | |

Numeros compostos entre si

Nimeros planos |

Nimeros sdlidos |

Numeros quadrados |

Nimeros cubicos |

Numeros perfeitos PE

Maximo divisor comum P I

Minimo miiltiplo comum

Nimeros em proporcao | P

Nimeros em proporgao continua PE

Propriedades das proporgoes |

Contetidos aritméticos presentes nos livros VI, VIl e IX dos Elementos

Razoes proporcionais |

Infinitude dos nimeros primos PE

Ideia de uma progressao geométrica P

Teorema fundamental da aritmética P|{P|P]|I |
Presente somente na BNCC PB | PB PB | PB

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quanto a interpretacao dos dados da tabela da figura 14, elaboramos os préximos
cinco graficos a fim de observar detalhes da intersecdo entre os contetdos aritméticos de
Os Elementos e os da UT Numeros BNCC.

Os graficos das figuras 15 e 16 referem-se aos contetidos aritméticos da BNCC e
o quanto eles estao ou nao presentes em Os Elementos, considerando as categorias de

intersecao: integral e parcial.
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Figura 15 — Gréafico I: contetidos da BNCC em relacdo aos Elementos

m Contetudos da BNCC que
correspondem a conteudos
dos Elementos

m Conteudos da BNCC que
nao correspondem a
conteudos dos Elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dos 30 contetidos da BNCC, observamos que cerca de 77% aparecem em Os

Elementos, ao passo que cerca de 23% néao ocorrem em Os Elementos.

Figura 16 — Grafico II: contetidos da BNCC em relagao aos Elementos

® Apenas integral
Apenas parcial

m Integral e parcial

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dos 23 contetidos da BNCC que aparecem e os Elementos, observamos que cerca
de 26% apresentam intersegdo apenas integral, cerca de 35% apenas parcial e cerca de

39%, integral e parcial.

Os gréficos das figuras 17 e 18 referem-se aos contetdos aritméticos de Os Elementos
e 0 quanto eles estao ou nao presentes na BNCC, considerando as categorias de intersecao:

integral e parcial.
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Figura 17 — Gréafico III: contetidos de Os Elementos em relagao a BNCC

m Conteudos de Os Elementos
que correspondem a
conteudos da BNCC

m Conteudos de Os Elementos
gue ndo correspondem a
conteudos da BNCC

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dos 25 contetidos de Os Elementos, observamos que 88% ocorrem na BNCC,

enquanto que 12% nao estao presentes na BNCC.

Figura 18 — Grafico IV: contetidos de Os Elementos em relagdo a BNCC

® Apenas integral
Apenas parcial

m Integral e parcial

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dos 22 conteidos de Os Elementos que ocorrem na BNCC, observamos que 14%

apresentam intersecdo apenas integral, 14% apenas parcial e 72%, integral e parcial.

O grafico da figura 19 refere-se ao percentual de interse¢oes integrais e parciais em

relacdo a quantidade total de intersecées entre os contetidos aritméticos presentes em Os
Elementos e na BNCC.

Ao todo, na figura 14, identificamos 86 intersecoes entre integrais e parciais. Desse

total, 47% ocorrem integralmente e 53%, parcialmente, conforme ilustrado na figura 19:
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Figura 19 — Grafico V: IntersecOes integrais e parciais

H Integral
u Parcial

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 'Toépicos aritméticos da BNCC ausentes em Os

Elementos

Verificamos que dos contetidos abordados na UT Nimeros da BNCC, 7 nao estao
presentes entre os conteudos dos livros aritméticos dos Flementos. Isso nao se da por uma
limitacao de Os Elementos, mas por conta do desenvolvimento da histéria da matemd-
tica. De fato, os tépicos ausentes nao estavam efetivamente criados ou amadurecidos na

Matematica grega.

Esses conteidos sdo os seguintes: Porcentagem, Juros (simples e composto), Relagao
e Variagao entre Grandezas, Produto e Razao entre Grandezas, Estudo da Reta Numérica,

Métodos de Contagem e Progressao Aritmética.

4.3.1 Auséncia da Porcentagem

No que diz respeito a Porcentagem, constatamos que seu estudo se deu num periodo
posterior. Evidencia-se que durante a Idade Média ocorreu uma admissao gradual a titulo
de maiores quantias de dinheiro, e isso levou ao uso do 100 como base computacional.
Comumente, alguns manuscritos italianos do século XV apresentam registros que envolvem
expressoes como: 20 p 100, X p cento e VI p c° para representar o que, atualmente,
denotamos por 20%, 10% e 6%, respectivamente. Antes mesmo de a fragcdo decimal ser
estabelecida, havia a sua necessidade nos céalculos que envolviam décimos, vigésimos e
centésimos, a qual motivou a origem ao simbolo %. A partir do século XVI, a Aritmética
Comercial passou a fazer uso consideravel de porcentagens vinculado aos célculos de juros,

lucros e perdas, tal como a Aritmética Financeira até os dias atuais (SMITH, 1925).
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4.3.2 Auséncia dos Juros

No que concerne a auséncia da abordagem sobre Juros na Aritmética de Os
Elementos, enfatizamos que o estudo dos Juros esta ligado, diretamente, as cobrancas de
remuneracao sobre pagamentos de dividas ou empréstimos, cambios e emissao de titulos,

uma pratica que se expandiu em feiras e nicleos do periodo feudal e era realizada pelos
denominados cambistas (BERTOLI JUNIOR, 2018).

4.3.3 Auséncia do estudo das Grandezas

Quanto aos conteudos Rela¢do, Variacao, Produto e Razdo entre Grandezas, ob-
servamos que sao apresentados no quinto livro dos Elementos, o qual nao faz parte do

conjunto dos livros aritméticos e, consequentemente, nao foi analisado neste estudo.

4.3.4 Auséncia da Reta Numérica

No que se refere a Reta Numérica, esta surge na matematica alguns séculos depois
da elaboragao de Os Elementos (AMADEO, 2013).

4.3.5 Auséncia da Progressao Aritmética

No que tange a ideia de Progressao Aritmética, nao se trata de um conteido com
origem apoés a elaboracao de Os Elementos, pois, mesmo nao havendo precisao sobre os
primeiros povos que usaram tal conceito, ha indicios de que ocorreu no Egito ha cerca de 5
mil anos, quando se estabeleceram padroes caracteristicos do nivel das aguas do Rio Nilo.
Além disso, os registros nos manuscritos do papiro de Rhind (1650 a.C.) deixam evidéncias
de que os egipcios dominavam esse conceito, entretanto, o seu desenvolvimento, conforme
é apresentado atualmente, se deu apds a elaboragao de Os Elementos (MASCARENHAS,
2024).

4.3.6 Auséncia dos Métodos de Contagem

Relativamente aos Métodos de Contagem (permutagdo, arranjo, combinagao etc.),
em consonancia com as habilidades de Numeros da BNCC, nao foram abordados nos livros
aritméticos, mesmo tendo a origem dos seus estudos atribuida a Arquimedes (MORGADO

et al., 2006), embora contar remonta a uma antiga pratica da humanidade.
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4.4 Fragilidades na BNCC em relagao a supressao de

alguns tépicos aritméticos de Os Elementos

Considerando, ao longo da histéria da matemdtica, a importancia e o desdobramento
de alguns conteidos fundamentalmente aritméticos de Os Elementos nao identificados
na BNCC, percebemos que tal supressao acarretou o empobrecimento na perspectiva
da formacao matematica dos alunos. Destacamos as supressoes dos seguintes conteudos:
Niumeros Perfeitos, Numeros em Propor¢cao Continua e Infinitude dos Numeros Primos,
em virtude de nos objetos de conhecimento e nas habilidades de Numeros da BNCC nao

serem feitas alusdes a estes contetudos.

4.4.1 A importancia dos Numeros Perfeitos

Em consondncia com Hefez (2022), a definigdo de Numeros Perfeitos esta embasada
no conceito de divisores, e, ao mesmo tempo, representa um desdobramento do estudo
dos divisores de um numero natural. Destacamos que os Numeros Perfeitos foram objetos
de estudo de diversos matematicos — dentre eles: Nicomachus de Gerasa (60-120), Marin
Mersenne (1588-1648) e Leonhard Euler (1707-1783) — e proporcionam uma conexao entre
a Matematica elementar e os conceitos aritméticos mais avancados. Estudando esse tema,
os alunos poderiam fortalecer as suas habilidades aritméticas, desenvolver o pensamento
abstrato e a curiosidade cientifica, que sdo competéncias valorizadas pela BNCC no eixo
de resolucao de problemas. Atualmente, tal conteiiddo aparece em avaliacoes de vestibulares

e concursos, conforme mostra a figura 20.

Figura 20 — Questao do vestibular da PUC-SP e do concurso CRBio - 62 Regido

Um numero é chamado “perfeito” se ele for igual
a soma de seus divisores, excluindo ele mesmo.

QUESTAO 21

|

Um nuamero sera dito perfeito se a metade da soma de seus
divisores naturais for igual ao préprio nimero. Considerando
essa informagdo, assinale a alternativa que apresenta um
nimero perfeito.

Se S=2" -1 é um nimero primo, entdo 0 nimero
pP=2m1.S sera um numero “perfeito”.

Fonte: A Magia dos Numeros/ Paul Karlson. (Adaptado)

- Sabendo que o nimero 496 é um
numero “perfeito”, os valores de n e S sao,

respectivamente (A) 124
(B) 248

A)5e31. ©) a9

B)5e 29.

C)3e29. (D) 992

D)3 e31. (E) 1.984

Fontes: PUC-SP (Q.46 - Inverno de 2017) e Instituto Quadrix (Q.21 - 2021)



104 Capitulo 4. Intersecio entre a Aritmética de Os Elementos e da BNCC

4.4.2 A importancia dos Numeros em Proporcao Continua

Considerando a relevante abordagem euclidiana sobre os Numeros em Propor¢do
Continua e as consequéncias de suas propriedades, entendemos que a sua inser¢ao na
BNCC ¢é de fundamental importancia, pois os conceitos relacionados a esse contetdo
enriquecem, com as suas peculiaridades, o estudo das Proporcoes e embasam outros
objetos de conhecimento e habilidades matematicas. O estudo das Proporcoes Continuas
proporciona aos estudantes a oportunidade de assimilar conceitos bésicos da Aritmética
que serao resgatados mediante ao estudo da Média Geométrica, Regras de Sociedade e
das Progressoes Geométricas, por exemplo. Além disso, as Propor¢ées Continuas embasam

aplicacdes sobre os Tridngulos Semelhantes, os Poligonos Aureos e a Biologia.

Um exemplo da Geometria relacionado a esse contetido diz respeito a trés relagoes
métricas no tridngulo retdngulo. Vamos considerar o tridngulo ABC, retangulo em A, de

modo que o segmento AD seja a altura relativa a hipotenusa BC', conforme a figura 21.

Figura 21 — Tridngulos retangulo ABC, DAC e DBA

A A
b h h ¢
C D D B
n m

Fonte: Elaborada pelo autor.
Note que os triangulos ABC, DAC e DBA sao semelhantes pelo critério angulo,

angulo, angulo. Desse fato, obtemos:

1) ADAC ~ ADBA:

2) AABC ~ ADAC:

b
—:g<:>b2:a n
n b

3) AABC ~ ADBA:
c a 9
— =< Cc =a-m
m

Verificamos que as triplas numéricas das sequéncias (n, h, m), (a, b, n) e (a, ¢, m)

estdo em propor¢ao continua. Além disso, em 1) a medida h é igual a média geométrica
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das medidas das projegoes dos catetos AB e AC' sobre a hipotenusa BC; em 2) a medida
b é igual & média geométrica das medidas da hipotenusa BC' e da projecao do cateto AC'
sobre a hipotenusa BC'; em 3), andlogo ao item anterior.

Outra aplicagdo bastante relevante desse conteiido na Geometria é a Propor¢ao

b
ato_ %, sendo

Aurea, pois esta, por sua vez, é definida por meio da propor¢do continua

a ¢ b medidas dos comprimentos de dois segmentos de reta.

Além disso, trata-se de um conteido que ocorre em questoes de provas de concursos,
conforme mostra a figura 22. Nesta questao, é evidente a necessidade de o candidato

conhecer o conceito de proporcao continua.

Figura 22 — Questao do concurso da Prefeitura Municipal de Rio Claro - SP

12. Em uma proporgdo continua, a terceira proporcional dos
niameros 1 e 5 é igual a

(A) 15.
(B) 20.
(C) 25.
(D) 30.
(E) 35.

Fonte: <https://arq.pciconcursos.com.br/provas/13104966/dc9f569f9e43 /prova7.pdf>

4.4.3 A importancia da Infinitude dos Numeros Primos

Diversas aplicagoes podem ser extraidas do que se sabe sobre o conjunto dos
Niumeros Primos. Além do mais, sua infinidade foi demonstrada por Euclides através do
método matematico de redugdo ao absurdo. Atualmente, gragas ao grande desenvolvimento
tecnologico e digital, computadores dotados de um processamento super acelerado tém
facilitado a descoberta de novos numeros primos. Vale ressaltar que a Infinitude dos
Numeros Primos é condi¢ao primaria e essencial para o desenvolvimento de sistemas de
algoritmo de criptografia com maior seguranca, como é o caso do algoritmo de chave

publica mais usado no mundo, o RSA.

Considerando que a BNCC, no que concerne "a conhecimentos e habilidades quanto
a atitudes e valores', sugere o uso de tecnologias digitais e algoritmos aliados ao pensamento
computacional, "compreendendo a importancia contemporanea de codificar, armazenar
e proteger a informagao" (BRASIL, 2018, p. 474), é imprescindivel correlacionar essa
orientacao ao estudo da Infinitude dos Numeros Primos com a insercao de habilidades

adequadas na UT Numeros.


https://arq.pciconcursos.com.br/provas/13104966/dc9f569f9e43/prova7.pdf
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Conclusao

Diante das analises realizadas neste trabalho, podemos observar que a intersecao
entre a Aritmética em Os Elementos de Euclides e na unidade temdtica Numeros da Base

Nacional Comum Curricular apresentou aspectos positivos e algumas fragilidades.

Durante o estudo, constatamos que dos 30 contetidos da BNCC, 23 aparecem em
Os Elementos, o que representa cerca de 77% do total. Desses 23 contetidos que aparecem
em Os Elementos, observamos que cerca de 26% estao na intersegio apenas integral, cerca
de 35% na intersecio apenas parcial e cerca de 39%, na integral e parcial. Existem, na
BNCC, 7 contetidos aritméticos que nao estao em Os Elementos, o que representa cerca
de 23% do total. Isso se deve ao fato de que no periodo de sua elaboracao, Os Elementos
sistematizaram toda a Matematica grega anterior ao século III a.C., e esses sete conteudos
da BNCC, que sao de Aritmética, ndo estavam devidamente presentes no desenvolvimento

da Matemaética na época de Euclides.

Dos 25 contetidos presentes em Os Elementos, 88% estao na BNCC, o que representa
um total de 22 contetdos. Desses 22 contetidos, observamos que 14% estao na intersegdao
apenas integral, outros 14% na intersecao apenas parcial e 72%, na integral e parcial.
H&, em Os Elementos, 3 contetidos aritméticos que nao estao presentes na BNCC, o que
representa 12% do total. A supressao desses contetidos acarretou um empobrecimento

expressivo no que se refere a construgao dos curriculos de formacao bésica dos estudantes.

Dos materiais estudados, entendemos que os contetidos de Os Elementos que nao
aparecem na BNCC revelam uma fragilidade desse documento oficial e poderiam ser
trabalhados em espacos alternativos: em conversas e atividades de clubes da matematica,
em experimentos no laboratorio de ensino mateméatico, em minicursos preparatorios para
as olimpiadas de matematica, em competicoes ludicas, em gincanas e feiras da matematica,
dentre outros. Dessa forma, os estudantes teriam contato com tais conteidos ainda no

Ensino Bésico.

Devido & importancia dos contetidos Numeros Perfeitos, Nimeros em Proporcao
Continua e Infinitude dos Numeros Primos, evidenciada nos topicos 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3,
e como desdobramento da presente pesquisa, propomos a insercao desses contetdos na
BNCC em uma eventual revisao desse documento, a fim de propiciar, aos estudantes,
novas experiéncias de aprendizagem. Em relacao as auséncias dos contetidos supracitados,
apresentamos, para esta eventual ampliagao da BNCC, uma proposta de objetos de
conhecimento (OC) e habilidades da unidade temdtica Nimeros, para o Ensino Fundamental,

conforme descrita na tabela 9.
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Conclusao

Os codigos identificadores das habilidades propostas dao continuidade aos codigos

que ja constam, por Ano, na BNCC, ou seja, como o ultimo codigo de Matematica do

6° ano é (EFO6MA34), entdao o primeiro cédigo da habilidade proposta que elaboramos é

(EF06MA35), ocorrendo nos demais anos de maneira analoga.

Tabela 9 — Proposta de OC e habilidades visando uma ampliacdo da UT Nidmeros

Ano | Obietos de Habilidades
conhecimento
Numeros perfeitos:

6o relagdo com os seus | (EFO6MA35) Identificar nimeros perfeitos por meio da
divisores préprios e | soma de seus divisores proprios.
identificacao
Num(.eros }ierfemos: (EFO7TMAZ38) Identificar nimeros perfeitos aplicando a
identificacao por , . ,

70 meio de suas formula da soma de t0~dos 08 d1V1sore§ c}e um num,ero
decomposicoes em natural n > 2 em fun(%ao da decomposicao desse niimero
fatores primos natural em fatores primos.

(EFOTMA39) Reconhecer niimeros em proporgao
continua, analisando a igualdade entre razoes.

70 Ntmeros em (EFOTMA40) Relacionar propor¢ao continua a média
proporc¢ao continua | geométrica.

(EF07MA41) Resolver problemas envolvendo nimeros

em propor¢ao continua e média geométrica.

(EFO8MA28) Reconhecer niimeros em proporgao

continua, analisando a igualdade entre razoes
N{meros em consecutivas.

8° . ) (EFO8MA29) Relacionar os niimeros em proporgao

propor¢ao continua ) . -
continua a outros conceitos: propor¢ao aurea,
semelhanca de triangulos e termos de uma progressao
geométrica.
(EF07TMA41) Reconhecer a potencialidade das novas
tecnologias digitais mediante a infinitude dos niimeros
primos e suas implicagdes na evolucao dos algoritmos de

70 Infinitude dos criptografia, como o RSA.
nimeros primos (EFOTMA42) Executar os processos de codificagao e de

decodificacao de mensagem, usando o algoritmo RSA.
(EF07TMA43) Resolver e elaborar problemas de
codificagao e decodificagao RSA.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apresentaremos, no apéndice A, uma outra contribuicdo da presente pesquisa, a qual

se refere a cinco propostas de sequéncias didaticas elaboradas com base nas informacoes

das insercoes descritas na tabela acima, cuja finalidade é orientar e subsidiar os professores

no desenvolvimento desses novos objetos de conhecimento e habilidades em turmas do

Ensino Fundamental.
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Com essa pesquisa, esperamos contribuir, expressivamente, para a ampliagao e
diversificagdo dos contetdos aritméticos presentes na BNCC, com foco na Aritmética
abordada nos livros VII, VIII e IX de Os Elementos de Euclides, além de propiciar novos

avancos no ambito do Ensino de Mateméatica na Educagao Bésica.
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APENDICE A - Propostas de

sequéncias didaticas

A.0.1 Sequéncia didatica I

Publico-alvo: Estudantes do 62 ano do Ensino Fundamental.
Quantidade de aula e tempo previstos: 1 (uma) aula/50 minutos

Objeto de conhecimento: Nimeros perfeitos: defini¢ao, propriedades e relagdo com

nimeros primos.

Habilidade: (EF06MA35) Identificar nimeros perfeitos por meio da soma de seus divisores

proéprios.

Objetivos:

o Identificar os divisores proprios de niimeros e verificar a soma desses divisores.

o Explicar o que sao numeros perfeitos, destacando a relacao entre o niimero e a soma

de seus divisores proprios.

o Analisar exemplos de niimeros perfeitos e mostrar como a soma de seus divisores

préprios resulta no proprio nimero.

o Estimular os alunos a verificar se outros nimeros fornecidos sao perfeitos, utilizando

o conceito de soma dos divisores proprios.

Recursos: Quadro branco, projetor (ou televisor, ou folhas de papel A4), marcador para

quadro branco e apagador.

Desenvolvimento:

a) Tempo: 50 minutos

b) Sugestao ao professor: Inicie a aula exibindo a tirinha da figura 23 numa projegao,
num televisor ou até mesmo impresso, e solicite aos estudantes que a leiam. A seguir,
questione: o que vocés compreenderam dessa tirinha? Adiante, verifique se entre as
respostas dadas algum estudante entendeu o seu contexto. Em seguida, pergunte se

alguém sabe o que sao Numeros Perfeitos.
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Figura 23 — Tirinha sobre ntimeros perfeitos
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Fonte: <http://clubes.obmep.org.br/blog/numeros-especiais-numeros-perfeitos/>

Apéds ouvir as respostas, explique o que sao os Numeros Perfeitos e, se possivel,
faca uma breve exposicao do seu contexto histérico. Logo apds, resgate o conceito
de divisores de um niumero natural e acrescente o conceito de divisores proprios
de um numero natural, a fim de apresentar que os Numeros Perfeitos podem ser

identificados por meio da soma dos seus divisores ou dos seus divisores proprios.
Exemplos: Resolva alguns exemplos sobre a determinacao dos divisores de um
nimero natural n (D(n)), fazendo a identificacao dos divisores préprios. Exemplo:
1) D(4) =1,2¢4. Com 1 e 2 sendo os divisores préprios.

2) D(10) =1, 2,5 e 10. Com 1, 2 e 5 sendo os divisores préprios.

3) D(6) =1, 2,3e6. Com 1, 2 e 3 sendo os divisores préprios.

De posse dos divisores proprios, compare os niimeros dados com a soma dos seus

respectivos divisores proprios, a fim de identificar qual deles é perfeito.
1) Se 4 # 1+ 2, entdo 4 nao é nimero perfeito.

2) Se 10 # 1+ 2+ 5, entdao 10 ndo é nimero perfeito.

3) Se 6 =1+ 2+ 3, entdao 6 é nimero perfeito.

d) Atividade pratica para os estudantes:

1. Os alunos determinam os divisores proprios de alguns nimeros naturais indicados.

1.1.n=3
1.2.n=8
1.3.n=9
1.4. n=12

1.5.n=15


http://clubes.obmep.org.br/blog/numeros-especiais-numeros-perfeitos/
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2. Os estudantes identificam qual dos nimeros fornecidos é ou nao perfeito, apresen-

tando justificativa para cada resposta.

14 130 | 25
19 | 16 | 28
24 132 |20

Recomenda-se que esta atividade seja anotada no quadro (ou projetada) de modo
que os estudantes facam seu registro nos cadernos. Apds o tempo determinado para
a realizacao da atividade, sugere-se que o professor convide ao quadro os alunos que

desejarem fazer uma exposicao de suas respostas.

Discussao: Comente cada resposta com a turma, verificando se todos conseguiram,
corretamente, determinar os divisores proprios dos nimeros dados e classificar como

perfeitos ou nao, identificando e corrigindo os erros, quando houver.
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A.0.2 Sequéncia didatica II

Publico-alvo: Estudantes do 72 ano do Ensino Fundamental.
Quantidade de aula e tempo previstos: 2 (duas) aulas/1h40

Objeto de conhecimento: Niumeros perfeitos: relagdo com nimeros primos e aplicacoes

histéricas e tecnoldgicas.

Habilidade: (EFO07TMA38) Identificar nimeros perfeitos aplicando a férmula da soma de
todos os divisores de um nimero natural n > 2 em funcao da decomposicao desse niimero

natural em fatores primos.

Objetivos:

« Resgatar o conceito de nimeros perfeitos e sua relagao com a soma de divisores

proprios.

« Apresentar a formula da soma dos divisores de um ndmero natural n = pi* - - - p27,

que é dada por

ar+1 1 ar+1 1
S(n) — b1 . by
b1 — 1 Pr — 1
na qual py,---,p, sdo primos e aq, - - - , @, sao naturais nao nulos.

« Explorar a aplicacdo da férmula S(n) para identificar nimeros perfeitos.

Recursos: Quadro branco, marcador para quadro branco, apagador, fita adesiva, folhas

de papel A4 em branco e para impressao.

Desenvolvimento da 12 aula:

a) Tempo: 50 minutos

b) Sugestoes ao professor: Comece a aula perguntando aos alunos o que eles recordam
da definicao de Numeros Perfeitos, e deixe as respostas fluirem. Esteja atento a fim
de perceber se havera alunos indicando a definicao corretamente. Se ocorrer resposta
correta, entao formalize o conceito oralmente e com registro no quadro. Contudo,
nao havendo resposta correta, apresente a definicdo, com detalhes, fazendo registro
na lousa e exigindo que os estudantes fagam as anotagoes. Em seguida, introduza

alguns exemplos.

¢) Exemplos: Resolva alguns exemplos sobre a determinacao dos divisores D(n) de

um namero natural n, fazendo a identificagdo dos divisores proprios. Exemplo:
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2)
b)

1) D(16) =1, 2, 4,8 ¢ 16. Com 1, 2, 4 e 8 sendo os divisores préprios.
2) D(20) =1, 2,4,5,10 e 20. Com 1, 2, 4, 5 e 10 sendo os divisores préprios.
3) D(6)=1,2,3e6. Com 1, 2 e 3 sendo os divisores préprios.

De posse dos divisores proprios, compare os numeros dados com a soma dos seus

respectivos divisores proprios, a fim de identificar qual é perfeito.
1) Se 16 # 1+ 2+ 4 + 8, entdao 16 nao é nimero perfeito.
2) Se 20 # 1+ 2+ 4 + 5+ 10, entao 20 nao é numero perfeito.

3) Se 6 =1+ 2+ 3, entdao 6 é nimero perfeito.

Atividade pratica para os estudantes: Distribua os alunos em 8 equipes com o
mesmo numero de pessoas, se possivel. Crie 8 estagoes dentro da sala de aula (se o
espaco fisico da sala ndo comportar, recomenda-se utilizar um auditorio, ou a quadra
poliesportiva ou outro ambiente adequado) e, em cada estacao, fixe uma folha de
papel A4 contendo um dos seguintes nimeros: 28, 70, 100, 144, 150, 340, 410 e 496. E
indispensavel que cada estacao fique com um ntmero distinto. Atividade inicia com
cada equipe posicionada em uma estagao. Apds o inicio da atividade, cada equipe
deve julgar se o nimero fixado na respectiva estagao é o nao perfeito, anotando a
resposta e a justificativa numa folha de papel A4. Passados 2 minutos do inicio, as
equipes devem fazer o revezamento das estagoes, procedendo da mesma forma até a
oitava estacao. Concluida essa etapa, cada equipe vai eleger um representante para
apresentar a resposta do seu grupo, devidamente justificada, para toda a turma.
Antes dessa apresentaciao deve haver um sorteio da estacao que o representante da

equipe fard a exposicao da resposta em até 2 minutos.

Discussao: Evidencie os acertos e os erros cometidos, destacando o motivo de cada erro
e dando sugestoes de métodos alternativos para alcangar o acerto. Peca aos alunos que
relatem as dificuldades que os levaram ao erro. Em seguida, contabilize o percentual
de acertos e a natureza dos erros cometidos por cada equipe, a fim de tracar agoes

complementares para serem realizadas nas aulas seguintes.

Desenvolvimento da 22 aula:

Tempo: 50 minutos

Sugestoes ao professor: Considere S(n) como a representagao da soma de todos
os divisores naturais de n. Reforce o resultado: um ntiimero n é denominado perfeito

se S(n) = 2n, ou seja, se o nimero n é igual & soma dos seus divisores proprios.
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Apresente a férmula para S(n) em funcao da decomposigdo de n > 2 em fatores

primos:

al—l—l_l ar+1_1
S(n):pl p'r’
pl_]- p'r_l

na qual py,---,p, sdo primos e aq, - - - , @, sao naturais nao nulos.

Exemplos: Determinar se um nimero n é perfeito por meio do uso da férmula

apresentada.
3?—-1 9-1 8 < . <
1) S(3) = 51~ 5 —3° 4. Note que 4 nao ¢ o dobro de 3. Ou seja, 3 nao é

perfeito.
2-1 8-1

7
2) S(4) =5(2?) = 57 = 1 :I:T Note que 7 nao é o dobro de 4. Logo, 4

nao pe perfeito.

221 321 4-1 9-1 3
)80 =528 =55 5=y =5 5 1

12 6 o dobro de 6. Dessa forma, 6 é perfeito.

=3 -4 =12. Note que

NO| 0o

Atividade pratica para os estudantes: Em papel impresso, entregue os exercicios,

a seguir, a turma ou, simplesmente, anote no quadro branco.

1. Utilizando a féormula apresentada na aula, faca a identificacdo de quais dos niimeros

elencados a seguir sao classificados como perfeitos e nao perfeitos, justificando a sua

resposta.
1.1.n=28
1.2.n =27
1.3. n =28
1.4.n =1024
1.5. n = 8128

2. Os divisores proprios de um niimero natural sao: 1, 2, 3, 4, 6, 8 e 12. Identifique
qual é esse niimero natural e determine se esse nimero natural é perfeito? Justifique

sua resposta.

Discussao: Solicite aos alunos que expressem quais foram as maiores dificuldades encon-

tradas durante a resolucao da atividade, com a finalidade de reforcar os procedimentos

operatorios caso seja necessario. Em seguida, convide 5 estudantes para apresentarem

suas respectivas solugoes no quadro e, quando for preciso, apresente a solucao correta

coletivamente. No que diz respeito a primeira questao, analise se os alunos aplicaram

a formula corretamente. Com relacao a segunda questao, verifique, em primeiro lugar,

se os alunos identificaram o ntmero natural em questao e,posteriormente, se os alunos

utilizaram métodos corretos na resolucao do problema.
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A.0.3 Sequéncia didatica III

Publico-alvo: Estudantes do 7? ano do Ensino Fundamental.
Quantidade de aula e tempo previstos: 1 (uma) aula/50 minutos

Objeto de conhecimento: Niimeros em proporcao continua: defini¢do, propriedades e

relacao com média geométrica.

Habilidades: (EFO07TMA39) Reconhecer ntimeros em propor¢ao continua, analisando a
igualdade entre razoes. (EFO7TMA40) Relacionar proporgao continua a média geométrica.
(EF07TMA41) Resolver problemas envolvendo niimeros em propor¢ao continua e média

geométrica.

Objetivos:

o Definir proporcao continua, apresentando exemplos praticos de situagdes envolvendo

proporgoes continuas.

o Definir média geométrica (média proporcional), indicando a sua relagdo com os

numeros em proporc¢ao continua.

» Resolver exercicios para praticar a identificacdo de niimeros em proporc¢ao continua

e calcular a média geométrica de uma sequéncia de ntimeros.

Recursos: Quadro branco, marcador para quadro branco, folhas de papel A4 para

impressao e apagador.

Desenvolvimento:

a) Tempo: 50 minutos

b) Sugestbées ao professor: Defina proporcio continua: Propor¢ao continua € toda a
Proporcao que apresenta 0s meios iguais, ou 0s extremos iguais. Além disso, apresente
como se obter o valor da terceira proporcional a partir de dois niimeros naturais
nao-nulos a e b dados. Em seguida, faca a conexao entre numeros em propor¢ao
continua e o conceito de média geométrica. Por fim, proponha uma listagem de
exercicios a fim de verificar se houve ou nao assimilacao dos conceitos e das praticas

apresentadas.

c) Exemplos: Utilize os seguintes exemplo ou outros semelhantes aos tais.

1) Identifique quais das proporgoes indicadas a seguir sdo ou nao continuas. Apresente

uma justificativa para cada resposta.
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2) Considerando que as propor¢oes sao continuas, determine o valor da terceira

proporcional.

2.1.) 22) — = 2.3) = = 2.4.) —

15 z+1 20 80

3 3 15 27 9 x 20
T

Wl =

Sugestao de resolugao do 2.1.: Igualando o produto dos meios ao produto dos

extremos, concluimos que x -1 =3-3 = x =9 é o valor da terceira proporcional.

3) Determine a média geométrica (média proporcional) positiva entre:

3.1.)5e20 32)4e9 3.3.) 2 e 32 3.4.)9 e 36

Sugestao de resolugao do 3.1.: Organizando a proporcao continua, temos — = ;—0, ou
x

seja, 22 =5-20 = 2 = /100 = z = 10 é a média geométrica entre 5 e 20.

4) O problema a seguir aborda uma situagao decorrente da definicdo de niimeros em
proporcao continua e ¢ um modelo bastante recorrente em avaliagoes de vestibulares

e concursos publicos.

Suponha que, no fim de maio de 2025, wma funciondria receberd um aumento de
21% em seu saldrio S. Além disso, considere que, no término do més sequinte, ela
receberd um aumento de 44% no saldrio més anterior. Qual serd o percentual médio

dos aumentos salariais dados a essa funciondria nesses dois meses?

Sugestao de resolucao do 4: Com base em alguns aspectos do conhecimento sobre
matematica financeira, sabemos que a aplicacdo desses dois aumentos pode ser

representada pela expressao:

S.1,21-1,44

Dessa forma, consideraremos y > 0 o aumento médio correspondente a esses dois

aumentos. Logo, a expressao acima ¢ igual a:

S-y-y

ou seja, como S # 0, pela lei do corte, temos:

1,21- 1,44 =y -y

que é equivalente a proporcao continua:
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1,21y

Y 1,44

que, também, é equivalente a:

VP =1,21 1,44 = y=+/1,T4024 = y =1, 32

Respondendo & pergunta do problema: o percentual médio dos aumentos é de 32%.

Apresentamos um problema sobre Média Geométrica decorrente do conceito de

Proporgoes Continuas.

d) Atividade préatica para os estudantes: Dando suporte a execucao das sugestoes
fornecidas, com antecedéncia, elabore uma ficha de aula contendo um resumo da
exposicao dos contetidos abordados na aula e uma série de exercicios iguais ou nos

modelos dos apresentados a seguir.

1. Elabore 4 (quatro) proporgoes continuas distintas dos exemplos apresentados em

aula.

2. Sabendo que as propor¢oes a seguir sao continuas, determine o valor correspondente

a terceira proporcional.

> 6 18 60 30 x 21

== 2.2) — = 2.3.) — = 24) — ==
) z—1 330 T 71 )51~ 63

2.1.)

O] =
&
—_
o

3. Calcule a média geométrica positiva entre os seguintes nimeros naturais:

3.1.) 4 e 49 3.2.) 3 e 48 3.3.)64e4 3.4.) 25 e 36

4. Trés pessoas formaram uma sociedade e obtiveram um lucro de R$ 6290,00. A
primeira pessoa entrou com R$ 900,00, a segunda com R$ 1200,00 e a terceira
com uma quantia ainda maior, mas desconhecida. Considerando que as quantias de
entrada estao em proporcao continua, qual quantia do lucro serd destinada a terceira

pessoa?

5. Suponha que, no fim de 2024, um funcionario recebeu um aumento de 21% em seu
salario S. Além disso, considere que, no término de 2025, ele recebera um segundo
aumento de 69% no saldrio anterior. Qual serd o percentual médio dos aumentos

salariais dados a esse funcionario nesse periodo?

Discussao: Colete as mais frequentes dificuldades enfrentadas pelos alunos durante a
realizagao das questoes e, com base nelas, elabore uma nova aula fazendo uso de outra
metodologia. Com relacao as dificuldades com menor frequéncia ou pontuais, aproveite o

fim da aula para esclarecé-las.
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A.0.4 Sequéncia didatica IV

Publico-alvo: Estudantes do 8 ano do Ensino Fundamental.
Quantidade de aula e tempo previstos: 1 (uma) aula/50 minutos

Objeto de conhecimento: Ntumeros em proporgao continua: defini¢ao, propriedades,

relagao com as progressoes geométricas e aplicagoes na geometria.

Habilidades: (EFO8MA28) Reconhecer niimeros em propor¢ao continua, analisando a
igualdade entre razoes consecutivas.(EFO8MA29) Relacionar os niimeros em proporgao
continua a outros conceitos: propor¢ao aurea, semelhanca de triangulos e termos de uma

progressao geométrica.

Objetivos:

o Definir e diferenciar progressao aritmética e progressao geométrica.

» Relacionar o conceito de proporcao continua com a igualdade entre razoes consecuti-

vas em uma progressao geométrica.

Recursos: Quadro branco, marcador para quadro branco e apagador.

Desenvolvimento:

a) Tempo: 50 minutos

b) Sugestbes ao professor: Faga uma breve exposi¢ao sobre sequéncias numéricas e
apresente as defini¢oes de progressoes aritmética e geométrica. Analise as propriedades
entre os termos de uma progressao geométrica a partir da sua defini¢do e evidencie

as suas correspondéncias com as proporcoes continuas.

¢) Exemplos: Cada exemplo tem por finalidade abranger os objetivos desta aula.

1) Classifique as sequéncias numéricas como progressio aritmética ou progressao
geométrica. Quando se tratar de uma progressio geométrica, represente seus termos

como numeros de uma propor¢ao continua.

1.1.) (1,2,4,8,16,...)
1.2.) (1,4,7,10,13,...)
1.3.) (2,8,14,20,...)
1.4.) (5,20,80,...)
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2) Dada a progressao geométrica (4,12, 36,..), determine a sua razao ¢ de duas
maneiras, conforme a defini¢do, em seguida faga a igualdade entre os dois modos

utilizados.

Sugestao de resolugao: Podemos obter a razao ¢ dividindo um dos termos pelo termo

anterior, isto €,

36 12
=—ouq=—
1= a=7

. : . ) 36 12
Note que as duas razoes, se igualadas, formam uma propor¢ao continua: 51

3) Considere as progressoes geométricas abaixo. Determine os termos de cada lacuna

por meio da média proporcional.
3.1.) (2, ,18,...)
3.2.) (72, ,8,...)

18
Sugestao de resolugao do 3.1.: Seja a o termo médio entre 2 e 18, entao temos — = %,

ouseja, a>=2-18=a =36 = a =6. !
d) Atividade pratica para os estudantes:

1. Determine a razao de cada progressao geométrica representada a seguir.

1.1. (2,12,72,...)

1.2. (6,24,96, ...)
1.3. (14,42,126, ...)
1.4. (
1.5. (

120, 60, 30, ...)
39,13,1,...)
. < ) 32 . L
2. Considere a proporc¢ao continua 33 = 198" Represente duas progressoes geométricas

correspondentes.

3. Considere as progressoes geométricas abaixo. Determine os termos de cada lacuna

por meio de propor¢ao continua.
3.1. (42, _,7,...)
3.2. (6,_,294,...)

Discussao: Revisem as resolugoes coletivamente, retirando as duvidas que surgiram. Se
perceber que nao ficou claro para o estudante, retome os exemplos, utilize ideias semelhantes
algumas vezes, mostre novamente que os termos de uma progressao geométrica estao em

propor¢ao continua.
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A.0.5 Sequéncia didatica V

Piblico-alvo: Estudantes do 72 ano do Ensino Fundamental.

Quantidade de aula e tempo previstos: 3 (trés) aulas/2h30

Objeto de conhecimento: Infinitude dos ntimeros primos.

Habilidades: (EF07MA41) Reconhecer a potencialidade das novas tecnologias digitais

mediante a infinitude dos niimeros primos e suas implica¢des na evolugdo dos algoritmos

de criptografia, como o RSA. (EF07TMA42) Executar os processos de codificagao e de

decodificagao de mensagem, usando o algoritmo RSA. (EF07TMA43) Resolver e elaborar

problemas de codificacao e decodificagao RSA.

Objetivos:

Explicar como as tecnologias modernas, como algoritmos computacionais, ajudam
na descoberta e verificacdo de nimeros primos em grandes intervalos, possibilitando

avangos em areas como a criptografia.

Discutir a relagao entre a teoria dos ntimeros primos e os algoritmos de criptografia,
enfatizando a importancia dos nimeros primos no desenvolvimento de sistemas

seguros de comunicacao, como o RSA.
Explicar o processo de codificacao de uma mensagem utilizando o RSA.

Guiar os alunos na resolu¢ao de problemas simples de codificacdo usando o RSA,

aplicando os passos do algoritmo de forma pratica.

Recursos: Projetor de slides, quadro branco, marcador para quadro branco e apagador.

Desenvolvimento do 12 momento:

a) Tempo: 50 minutos

b) Sugestdes ao professor: Faga uma exposigiao oral, se possivel, com projegao de

imagens e videos, sobre a importancia dos algoritmos de criptografia para a seguranca
equipamentos e armazenamento de dados. Em seguida, discuta sobre a importancia
de os numeros primos em relacao ao desenvolvimento de sistemas de seguranca e
como esse desenvolvimento esta atrelado aos numeros primos serem infinitos, fato

este que Euclides demonstrou ha mais de 2 mil anos.

c) Atividade pratica para os estudantes: Solicite aos estudantes que realizem, via

internet, uma breve pesquisa sobre nomes e tipos de algoritmos de criptografia e
suas caracteristicas. Observacao: caso nao seja conveniente a pesquisa ocorrer no

ambito escolar, solicite que a pesquisa seja feita em casa, previamente. Em seguida,
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por meio de uma roda de conversas, os estudantes devem fazer uma exposi¢ao oral

sobre as informacoes obtidas na pesquisa.

Discussao: Faca uma consolidacao dos dados apurados e expostos pelos estudantes

enfatizando a real necessidade de evolu¢ao de algoritmos de criptografia.

Desenvolvimento do 2°2 e 32 momentos:

a)
b)

Tempo: 100 minutos

Sugestoes ao professor: Apresente sobre a eficiéncia da criptografia RSA por
meio de argumentos concernentes a infinitude dos nimeros primos. Informe sobre
os processos da criptografia: pré-codificacao e a codificacao propriamente dita. Em
seguida, vocé deve elencar as etapas de codificacao, que serao detalhadas no exemplo.
Exemplo:

19 passo:

Escolher dois niimeros primos. Neste exemplo, serao escolhidos p =3 e ¢ = 11.

29 passo:

Calcular o médulo, o qual indicaremos por n. Ele é o produto entre os primos
escolhidos, logon =p-q¢g=n=3-11 = 33.

39 passo:

Obter o valor do totiente de Euler T'. Este valor é dado por T'= (p — 1) - (¢ — 1).
Sendo assim, T'=(3—1)- (11 — 1) =210 = 20.

4° passo:

Escolher o expoente publico e. Este niimero e deve ser primo com 1" e, além disso,

1 < e < 20. Neste exemplo, vamos escolher e = 3.
59 passo:

Este é o tultimo passo da codificacdo. Para esse exemplo, que é meramente didatico,
vamos codificar uma mensagem simples: '2", para facilitar a compreensao do aluno.
Consideraremos M = 2 como a mensagem original. Se a mensagem original for uma
letra, é necessario utilizar, previamente, uma tabela associando cada letra a um
numero de dois digitos, preferencialmente. Dessa forma, a mensagem criptografada

serd igual ao resto da divisdo a seguir:

M +n
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ou seja, o resto da divisdo 23 =+ 33, que corresponde a 8, em virtude de 8 = 33 -0 + 8.

d) Atividade préatica para os estudantes:

1. Com base nos nimeros primos utilizados no exemplo, os estudantes devem codificar

as seguintes mensagens:

1.1. M =4
1.2. M =10
1.3. M =3

Discussao: Verifique se as codificagoes foram realizadas corretamente, verificando cada
passo através de correcoes individuais. Havendo recorréncia de erros, realizar novos exemplos
a fim de gerar maior assimilacao. Enfatize sobre a importancia da escolha dos ntimeros
primos no 1° passo do processo, uma vez que quanto maiores forem os primos escolhidos,
mais dificil serd decodificar a mensagem codificada. O processo de decodificacao deve ser

abordado nas aulas subsequentes.
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