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Resumo

Esta dissertacao propoe um aprofundamento no estudo de matrizes e geometria analitica,
com foco especial nas matrizes ortogonais 2 x 2 e suas aplicagoes em rotagoes e reflexdes
no plano cartesiano. Ao longo do trabalho, buscou-se apresentar nao apenas defini¢oes
e operacoes com matrizes, mas também resgatar sua origem histérica, destacando sua
utilidade pratica no ensino da matematica. Foram abordados temas como sistemas lineares,
determinantes, autovalores e autovetores, construindo uma ponte entre a algebra matricial
e a geometria analitica. A dissertagdo também explora a classificacdo das matrizes ortogo-
nais 2 X 2, mostrando como elas podem ser utilizadas para representar transformacoes
geométricas, como rotagoes e reflexdes. A proposta foi pensada para o contexto do ensino
médio, trazendo contribui¢oes didaticas e metodologicas que favorecem uma aprendizagem

significativa, conectada com a realidade dos estudantes.

Palavras-chave: matrizes; geometria analitica; matrizes ortogonais; rotagoes e reflexdes.



Abstract

This dissertation proposes an in-depth study of matrices and analytic geometry, with a spe-
cial focus on 2 x 2 orthogonal matrices and their applications in rotations and reflections in
the Cartesian plane. Throughout the work, the goal was not only to present definitions and
operations involving matrices, but also to recover their historical origin, highlighting their
practical usefulness in mathematics education. Topics such as linear systems, determinants,
eigenvalues, and eigenvectors are addressed, building a bridge between matrix algebra and
analytic geometry. The dissertation also explores the classification of 2 x 2 orthogonal
matrices, demonstrating how they can be used to represent geometric transformations such
as rotations and reflections. The proposal was designed for the high school context, offering
didactic and methodological contributions that promote meaningful learning, connected

to students’ real-world experiences.

Keywords: matrices; analytic geometry; orthogonal matrices; rotations and reflections.
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Introducao

O conteudo de matrizes costuma ser um ponto de dificuldade para muitos alunos
do ensino médio. Quando se deparam com esse tema, nao sao raras as perguntas sobre
sua origem, func¢ao e relevancia. Tais questionamentos evidenciam uma lacuna na forma
como o assunto ¢ geralmente apresentado: de maneira técnica, abstrata e pouco conectada
com o cotidiano dos estudantes. Este trabalho nasce, portanto, da intencao de tornar o
estudo de matrizes mais significativo, explorando suas conexodes com a geometria analitica,

especialmente por meio das matrizes ortogonais 2 x 2.

Justificativa

O presente trabalho justifica-se pela necessidade de tornar o ensino de matrizes
mais atrativo e compreensivel para os alunos do ensino médio. Ao buscar aproximar esse
conteudo da realidade dos estudantes, propoe-se uma abordagem que valoriza tanto os
aspectos historicos quanto as aplicacoes geométricas das matrizes. Além disso, as matrizes,
mesmo nao estando explicitamente previstas como contetido obrigatorio na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), continuam presentes em avaliagoes externas, olimpiadas de
matematica e contextos académicos. Dessa forma, compreendé-las é essencial ndo apenas
para o desenvolvimento do raciocinio algébrico, mas também para a formagao matematica

critica e aplicada.

Objetivos

O objetivo geral desta dissertacao é propor uma abordagem integrada para o estudo
de matrizes e geometria analitica, com énfase nas matrizes ortogonais 2 X 2 e suas agoes

nas rotacoes e reflexdes no plano cartesiano.
Os objetivos especificos incluem:
« apresentar a origem histérica e o desenvolvimento do conceito de matriz;
o discutir defini¢oes e operagoes fundamentais envolvendo matrizes;
« abordar a resolucao de sistemas lineares por meio de matrizes e determinantes;
» estabelecer conexoes entre matrizes e conceitos da geometria analitica;

« analisar a estrutura e a classificacdo das matrizes ortogonais 2 x 2;
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o aplicar essas matrizes as transformacoes geométricas no plano, como rotacoes e

reflexoes.

Estrutura do Trabalho

A organizacao desta dissertacao foi pensada de modo a acompanhar o desenvolvi-

mento légico e progressivo dos conceitos.

No Capitulo 1, procuramos trazer, no referencial tedrico, uma pequena histéria do
professor Claudio Possani sobre a origem das matrizes. Esse capitulo também contextualiza
a importancia do tema no ensino de matematica, apontando suas possibilidades didaticas

e suas aplicagoes em sala de aula.

No Capitulo 2, evidenciamos a definicdo de matrizes e suas operagoes. Além disso,
definimos e exploramos os conceitos de matriz transposta, matriz inversa, matriz simétrica

e suas respectivas propriedades, estabelecendo uma base solida para os capitulos seguintes.

No Capitulo 3, tratamos de definir, classificar e resolver sistemas lineares, abordando
também suas relagoes com os determinantes. A Regra de Cramer é apresentada e utilizada

como ferramenta para a resolucao desses sistemas.

No Capitulo 4, observamos as relagdes entre matrizes e geometria analitica, dis-
cutindo a representagao de vetores, projecoes, angulos entre vetores e transformagoes
no plano. Esses contetidos sao de grande utilidade para o desenvolvimento das ideias

apresentadas no capitulo final.

Por fim, no Capitulo 5, conhecemos as matrizes ortogonais, demonstramos alguns
teoremas fundamentais e verificamos, em particular, a acdo dessas matrizes nas rotagoes e
reflex6es de conicas no plano cartesiano. Apresentamos ainda a classificagdo das matrizes

ortogonais 2 x 2 e discutimos suas implicagoes geométricas no contexto do ensino médio.
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1 Referencial Teorico

Este trabalho propde um aprofundamento no estudo de matrizes e geometria
analitica no contexto do ensino médio, com foco especifico nas matrizes ortogonais. A
abordagem adotada busca resgatar o contexto histérico do desenvolvimento desses conceitos,
destacar suas aplicagoes praticas e apresentar estratégias didaticas inovadoras, com o

objetivo de tornar o tema mais acessivel, atrativo e significativo para os estudantes.

Apesar de nao constarem de forma explicita na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) como contetidos obrigatoérios, as matrizes continuam sendo componentes funda-
mentais na formag¢ao matematica dos alunos do ensino médio. Sua relevancia se manifesta
nao apenas em contextos académicos, mas também em avaliacoes externas e olimpiadas de
mateméatica, como a OPEMAT (Olimpiada Pernambucana de Matemaética), cujo edital de
2024 inclui explicitamente esse conteido entre os tépicos cobrados nas provas da categoria

ensino médio.

Essa permanéncia e valorizacao do tema também é defendida por diversos autores da
area da educacao matematica. Facchini, por exemplo, refor¢ca a importancia das matrizes
como ferramentas essenciais para a modelagem matematica em sala de aula. Ja lezzi
e Hazzan, exploram seu uso de forma progressiva e pratica, com foco na resolucao de

problemas contextualizados e aplicaveis a realidade do estudante.

Desse modo, mesmo que nao estejam no centro das diretrizes da BNCC, as matrizes
seguem como conteudos estratégicos para uma formacgao matemaéatica robusta, critica e
aplicavel, funcionando como ponte entre a matematica escolar e a matematica académica
e profissional. Defendé-las como contetido a ser mantido, mesmo que de forma transversal
e contextualizada, é um passo importante para garantir uma formacao coerente com os

desafios contemporaneos.

Entretanto, o ensino das matrizes também impoe desafios. Ha dificuldades tanto

de ordem conceitual quanto pedagogica que precisam ser consideradas:

o Abstracao e falta de aplicagoes simples: As matrizes sdo frequentemente
percebidas como estruturas abstratas, e sua auséncia em situagoes do cotidiano

escolar pode dificultar o processo de assimilacao.

e Produto de matrizes nao é intuitivo: A operacdo de multiplicagdo de matrizes
exige uma légica diferente daquela usada em operagdoes numéricas convencionais,

tornando-se pouco intuitiva para os alunos.

Diante dessas dificuldades, é necessario adotar estratégias pedagogicas que combi-
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nem teoria e pratica, contextualizando os conceitos e valorizando a resolucao de problemas

reais.

O surgimento das matrizes como conceito matemaético foi impulsionado pela ne-
cessidade de tornar compreensivel e aplicavel a operacao de multiplicacao entre tabelas

numéricas, especialmente na resolucao de sistemas lineares.

Embora a BNCC nao mencione as matrizes como unidade autonoma, seu uso
esta implicito em varias habilidades e competéncias ligadas ao pensamento algébrico e a

resolucao de sistemas de equacoes lineares e a modelagem de situagoes-problema.

+ Resolugao de sistemas de equagoes: A BNCC para o ensino médio inclui
a competéncia de resolver e interpretar sistemas de equacoes lineares, que estao
diretamente relacionados ao uso de matrizes. Dessa forma, a utilizagdo de matrizes se
torna uma ferramenta natural no ensino da algebra, podendo ser introduzida como

parte das técnicas para resolver sistemas lineares.

O ensino das matrizes envolve o desenvolvimento de diversas competéncias, funda-
mentais para a compreensao e aplicagao desse conceito no contexto matematico e nas suas

multiplas aplicagdes. As principais competéncias incluem:

« Compreender o significado das matrizes e das operacgoes entre elas: Os
alunos devem entender o que sao matrizes, como elas sao estruturadas e como as

operacoes, como a adi¢ao, subtracao e multiplicagao, sao realizadas entre elas.

o Entender as matrizes como instrumento facilitador para resolver sistemas
de equagoes: As matrizes sdo ferramentas poderosas para a resolucao de sistemas
lineares, sendo uma parte essencial do estudo de algebra. Os estudantes devem enten-
der como elas simplificam a resolucao de sistemas de equacgoes, além de desenvolver

a capacidade de usar métodos computacionais para resolver esses sistemas.

As habilidades especificas a serem desenvolvidas no ensino de matrizes envolvem a
aplicacao pratica dos conceitos aprendidos, com énfase na resolucao de problemas e na

aplicacao de matrizes em diversos contextos. As principais habilidades incluem:

« Compreender o conceito de determinante de uma matriz: O determinante
é uma propriedade fundamental das matrizes, especialmente em relacao a solugao
de sistemas lineares. Os alunos devem entender o que o determinante representa e

como ele se relaciona com o comportamento das solugoes de um sistema.

o Calcular o determinante de uma matriz: Além de compreender o conceito,
os alunos devem ser capazes de calcular o determinante de matrizes de diferentes

ordens, utilizando as férmulas apropriadas.
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« Saber que a matriz é uma tabela de niimeros e o determinante é um
nimero: E essencial que os estudantes compreendam que uma matriz ¢ uma estrutura
de niimeros organizados em linhas e colunas e que o determinante, embora esteja
relacionado & matriz, é um nimero que resume certas propriedades dessa estrutura,

como a invertibilidade e a solu¢ao de sistemas.

O estudo das matrizes tem como objetivo fundamental proporcionar aos alunos
uma compreensao profunda desse conceito matematico e suas aplicagoes. Os objetivos

especificos incluem:

o Apresentar as principais matrizes e suas defini¢gdoes: O primeiro passo é
familiarizar os alunos com as diferentes tipos de matrizes (como matrizes quadradas,
diagonais, simétricas, etc.) e suas defini¢bes essenciais, como a identidade, inversa e
a transposta, que sao fundamentais para a manipulacao e resolucao de problemas

matematicos.

o Conceituar o determinante de uma matriz: O determinante é uma propriedade
importante das matrizes, especialmente no estudo de sistemas lineares. Um dos
objetivos ¢ introduzir e esclarecer o conceito de determinante, destacando seu papel

na analise de sistemas e na compreensao da invertibilidade de uma matriz.

o Lidar com os principais métodos de calculo de um determinante: O estudo
do determinante envolve nao apenas a compreensao do conceito, mas também a
aplicacao dos principais métodos de calculo, como a regra de Laplace para matrizes

3x3 ou de maior ordem.

o Explorar as principais propriedades dos determinantes: Além de aprender
a calcular o determinante, os alunos também deverao entender suas propriedades
mais importantes, como a relacdo com a invertibilidade das matrizes, o efeito de
operagoes elementares sobre o determinante e o papel do determinante na resolucao

de sistemas de equacoes.

A metodologia a ser utilizada neste estudo visa proporcionar aos alunos uma
compreensao aprofundada das matrizes, contextualizando-as historicamente e apresentando

suas aplicagOes praticas. A seguir, estao os principais passos metodologicos a serem seguidos:

1. Apresentar o contexto histérico das matrizes com base nas transforma-
coes geomeétricas: Inicialmente, sera explorado o desenvolvimento histérico das
matrizes, com énfase nas transformagdes geométricas que motivaram sua criagdo. A
ideia ¢ mostrar como as matrizes surgiram como uma ferramenta para representar

transformacoes no plano, como rotagoes e reflexoes.
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2. Estudar sobre elipses, reflexoes e rotacgoes de eixos: O estudo sobre as elipses,
as reflexoes e as rotagoes de eixos ajudard os alunos a compreender a importancia
historica das matrizes nas transformagoes geométricas. A introdugao do conceito de
matriz no estudo das elipses é um exemplo de como os matematicos de diferentes

épocas buscaram representar operacoes geométricas de maneira eficiente.

Este estudo ¢ direcionado a alunos da rede publica de ensino, com idade a partir
dos 15 anos, que estdo no ensino médio e possuem uma base de conhecimento prévio em

algebra.

O objetivo é garantir que os conceitos de matrizes seja acessiveis a todos, utilizando
recursos visuais que facilitem a compreensao do conteudo. Além disso, a contextualizacao
histérica das matrizes proporcionarao uma aprendizagem mais significativa e conectada

com o mundo real.

1.1 Introducao as Matrizes e ao Ensino de Matema-
tica

O ensino de matrizes tem evoluido significativamente ao longo do tempo, refletindo
a busca por uma conexao maior entre os conceitos tedricos e suas aplicagoes praticas
no cotidiano. Durante décadas, o estudo de matrizes no ensino médio era caracterizado
por uma abordagem desconexa, na qual os conceitos, propriedades e operagdes eram
apresentados de maneira isolada e descontextualizada. Os alunos aprendiam a manipular
matrizes sem compreender sua relevancia historica ou utilidade pratica, o que tornava o

aprendizado fragmentado e pouco motivador.

1.2 Historia das Matrizes e o Desenvolvimento do

Conceito

A histéria das matrizes remonta ao século XIX, com destaque para a contribui-
¢ao de Arthur Cayley, que utilizou matrizes para descrever transformagoes geométricas.
Notavelmente, o produto de matrizes antecedeu a formalizacdo do conceito de matriz, o
que evidencia a influéncia das aplicagdes praticas na construgao tedrica. Essa evolugao
histérica mostra como a matematica se desenvolve de forma pragmatica, com os conceitos

muitas vezes sendo moldados por desafios reais.

Cayley, ao estudar as conicas, introduziu uma notagao que permitia simplificar a
manipulagao algébrica dessas formas geométricas. Sua abordagem utilizava composic¢oes

de transformagoes no plano, cujos coeficientes eram organizados em tabelas retangulares,
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formando as bases do que hoje denominamos matrizes. Este contexto histérico destaca
o carater utilitario das matrizes, reforcando a necessidade de abordar o tema no ensino

médio a partir de uma perspectiva pratica e interdisciplinar.

O desenvolvimento histérico das matrizes esta relacionado a necessidade de resolver
problemas praticos em geometria. O matematico Arthur Cayley, por exemplo, utilizou
matrizes ao estudar transformagoes geométricas no plano, incluindo a tentativa de escrever
cOnicas em outros sistemas de eixos. Esse uso de matrizes para simplificar operagoes
geométricas abriu portas para outras aplicagoes, como a analise de sistemas lineares e a

resolucao de equagoes diferenciais.

Além disso, destacamos os seguintes momentos historicos, que ilustram a evolugao
do pensamento matematico ao longo do tempo:
e 50.000 a.C.: Inicio da civilizacao e desenvolvimento da contagem.
e 5.000 A.C.: Desenhos geométricos utilizados em diversas culturas antigas.
e 3.000 a.C.: Numerais no Egito, fundamentais para a contabilidade e registros.
e 2.400 A.C.: Mesopotamia — Desenvolvimento de astronomia e contabilidade.
« 585 A.C.: Tales — Desenvolvimento da geometria na Grécia Antiga.

« 300 A.C.: Euclides — Desenvolvimento dos 13 volumes dos "Elementos", fundamentais

para a geometria.
o 140 D.C.: Avancos em trigonometria.
« 830 D.C.: Introdugao da algebra durante a Idade Média.
e 1200 D.C.: Sequéncia de Fibonacci, importante para a mateméatica e a natureza.

« 1614 D.C.: Introdugao dos logaritmos, uma ferramenta essencial para célculos

complexos.
e 1640 D.C.: René Descartes e o desenvolvimento da geometria analitica.
« 1680 D.C.: Avancos em calculo por Newton e Leibniz.
o 1720 D.C.: Introducao da teoria das probabilidades.
« 1800 D.C.: Avancos no estudo dos nimeros complexos e suas fungoes.

« 1850 D.C.: Formalizacao das matrizes por Arthur Cayley, contribuindo para o

desenvolvimento de 4lgebra linear.
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Esses marcos histéricos nao apenas destacam o progresso das ideias matematicas,
mas também mostram como a matemaéatica se desenvolveu em resposta a necessidades

praticas de diferentes culturas e periodos historicos.

Para mais detalhes sobre o tema, recomendo assistir a videoaula do Professor Possani
através do link: <https://www.youtube.com/watch?v=hLaGcL-i7TEw>, que explora o
desenvolvimento das matrizes de forma pratica e detalhada, oferecendo uma perspectiva

adicional sobre o uso das matrizes em diversos contextos histéricos e contemporaneos.

Encerrada a discussio tedrica que fundamenta o estudo da Algebra Linear e suas
aplicagoes, passamos agora a analise de um dos seus conceitos centrais: as matrizes. As
matrizes constituem o ponto de partida para a representacao e manipulagao de sistemas
lineares, transformacgoes e operacgoes fundamentais no contexto matematico e fisico. Nesse
sentido, o proximo capitulo dedica-se a compreensao de suas propriedades, operagoes
elementares e importancia como ferramenta de organizacao e modelagem de informacoes

numéricas.


https://www.youtube.com/watch?v=hLaGcL-i7Ew
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2 Matrizes

As matrizes sao estruturas matematicas representadas por tabelas organizadas em

linhas e colunas, utilizadas para armazenar e manipular dados de maneira eficiente.

2.1 Definicoes

Matriz

Uma matriz A de ordem m x n, com m,n € N, é representada por:

aix aiz2 - Qip

Q21 Q22 +++ Qap
A= ,

Am1 Am2 *°° Amn

onde a;; € Rcomi=1,...,mej=1,.., nrepresenta o elemento da i-ésima linha

e j-ésima coluna respectivamente. Quando m = n diremos apenas que A é de ordem m.

Elas sao amplamente empregadas em diversas areas da matematica, como algebra

linear, geometria analitica, estatistica e computacao.

Em uma matriz os elementos a,;, tais que ¢ = j formam o que chamamos de

1]

Note que 1 e 4 s@o os elementos da diagonal principal da matriz A.

diagonal principal dessa matriz.

Exemplo 2.1.

Matriz Linha

E uma matriz que possui apenas uma linha. Seu formato é 1 X n, onde n representa

o numero de colunas.

A= [G11&12 .- -Gln],
os elementos estao dispostos em uma tUnica linha.

Exemplo 2.2.
A=[5 -2 0 7].
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Matriz Coluna

E uma matriz que possui apenas uma coluna. Seu formato é n x 1, onde n representa

o numero de linhas.

bnl
Essa matriz representa os elementos organizados em uma tnica coluna.

Exemplo 2.3.

Matriz Quadrada

Uma matriz é considerada quadrada quando o niimero de linhas ¢é igual ao ntimero

de colunas, ou seja, a matriz tem formato n x n.

Ci1 Ci2 -+ Cip

Co1 Ca2 -+ Cop
C =

Chnl Cp2 - Cpp

Exemplo 2.4.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A=1|11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Matriz Diagonal

Uma matriz diagonal é aquela em que todos os elementos fora da diagonal principal

sao iguais a zero.

d 0 0
0 do O

D=0 0 ds
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Exemplo 2.5.

I
o o o w
o o o
cn o o o

Matriz Identidade

A matriz identidade de n linhas e n colunas, denotada por I,,, ¢ um caso especifico

de matriz diagonal, em que todos os elementos da diagonal principal sao iguais a 1.

o O =
o = O
= o O

Exemplo 2.6. para n = 4:

o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O

Matriz Simétrica

Uma matriz é simétrica se seus elementos satisfazem a condi¢ao a;; = aj;, para
todos os 7, 7. Ou seja, os elementos da matriz sao iguais aqueles simetricamente opostos

em relagdo a diagonal principal.

@11 A2 @13 - Qin
Q12 Q22 Q23 -+ Q2n
A= a3 a3 az -+ azy
_aln A2p  G3n ann_

Exemplo 2.7.

BN

I
~N &~ =
[ N N
w ot
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Matriz Transposta

A transposta de uma matriz é obtida trocando suas linhas por colunas de forma
ordenada, ou seja 1% linha da matriz A seja a 1? coluna da matriz transposta, 2% linha da
matriz A seja a 2 coluna da matriz transposta e etc. Se A é uma matriz m X n, entdo a

transposta de A, denotada A7, serd uma matriz n x m. Seja

11 a2 - Adip
G271 dg2 -+ d2p
A=
m1 Am2 - Omn
entao
a1l @21 - Ama
AT — 12 Q2 -+ am2
Aip  G2n " Gmp
Exemplo 2.8.

1

1 2
A= Sl ooar— o
4 5 6 5

2.2 Operacoes com Matrizes

S Ot =

As operagoes com matrizes, como soma, multiplicacdo de uma matriz por um escalar
e multiplicagdo, sao ferramentas essenciais no estudo da algebra linear, sendo fundamentais
para a resolucao de sistemas lineares e transformagoes geométricas. Cada operagdo possui
regras especificas e aplicagoes que tornam as matrizes ferramentas poderosas na modelagem

de problemas matematicos e cientificos.

Soma de Matrizes

Dadas duas matrizes A e B de mesma ordem m X n, a soma A + B é uma matriz

C também de ordem m X n, obtida somando-se os elementos correspondentes de A e B.
Isto é, se C = A+ DB temos que c¢;; = a;;+0b;;, paratodoi=1,....mej=1,...,n

Exemplo 2.9. Sejam as matrizes
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:lg ;].

Multiplicacao de uma Matriz por um Escalar

Temos:

1+5 340

A+ B=
4+ (-1) 2+6

Seja A = [a;;] uma matriz de ordem m X n, e seja A € R um nimero real (escalar).
A multiplicacao de A pelo escalar )\ é a matriz B = AA, também de ordem m X n,

cujos elementos sdo obtidos multiplicando cada elemento de A por A:

/\(IH )\a12 e )\aln

Aa Aa <o Aasy,
\A = 21 22 2

Am1 NG A,

Exemplo 2.10. Seja a matriz

2 —1
A= e o escalar )\ =4.
0 3

Temos:

4A =

4.2 4-(=1)| |8 —4
4.0 4-3 | |0 12|
Observagao 2.11. A multiplicagdo por um escalar preserva a ordem da matriz original e é

uma operagao distributiva em relacao a adigao de matrizes,

C =AMA+ B) =)+ \B.

Proposicao 2.12. Sejam A = [a;] e B = [b;j] duas matrizes de mesma ordem m X n, e

seja A € R um escalar.

A soma A+ B € definida por:

A—|— B = [aij + sz]

Multiplicando essa matriz por um escalar X\, temos:

Se denotarmos C' = \(A+ B), entao:
C = [ey] = [Mai; + bij)]-
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Logo, para todo v e j, temos:
cij = Aaij + bi)

C.Q.D.

Multiplicacao de Matrizes

Sejam A uma matriz de ordem m X p e B uma matriz de ordem p x n. O produto

C = A- B é uma matriz de ordem m X n, cujos elementos ¢;; sao:

p
cij:Zaik-bkj, parai=1,....mej=1,...,n.
k=1

Exemplo 2.13. Considere as matrizes

1 2 3
A= (ordem 2 x 3)
4 5 6

7 8
B=19 10|. (ordem 3 x 2)
11 12

O produto C' = A - B serd uma matriz de ordem 2 x 2 com elementos:

cn=1-7+2-9+3-11=7+18433 =58
clo=1-8+2-104+3-12=8+20+36 =64
o1 =4-7T4+5-9+6-11=28445+66 =139

o =4-84+5-104+6-12=32+504 72 =154

Assim,

o8 64
C= .
139 154
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Observagoes:

1. Nem sempre é possivel fazer o produto entre duas matrizes.

Exemplo 2.14. Considere as matrizes:

2 .
4} (matriz 2 x 3)

(matriz 4 x 2)

Y

= O J ot

—2

Note que no produto AB o niimero de colunas de A é 3, enquanto o nimero de
linhas de B é 4. Como 3 # 4, o produto AB nao é definido, para o produto BA,
temos que o numero de colunas de B é 2 e o numero de linhas de A também é 2.

Logo, o produto BA é possivel e resultara em uma matriz 4 x 3.

2. A multiplicacao de matrizes nao é, em geral, comutativa, isto é, A- B # B- A, mesmo

quando ambos os produtos estao definidos.

Exemplo 2.15. Sejam as matrizes

1 2 30
, B= :
01] [41]

A:

Calculando o produto A - B:

g b2 3ol _jase2a) (o] 112
o 1|4 1| [(0-3+1-4) (0-0+1-1)] |4 1|’
Agora, calculando o produto B - A:
soa_ 30t 2] _[B-1+0-00 B-240-D] _[3 6
410 1 [41+1-0) 4-2+1-1) |4 9]

Propriedade Importante:

b
Sejam A = ¢ e B= ¢/ . Entéo
c d g h

(AB)! = B'A",
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Sejam A = a b eB=|° / . Entao
c d g h

(AB)! = B'A",

Primeiro calculamos o produto AB:

AB — ae+bg af + bh .
ce+dg cf +dh

Tomando a transposta:

(AB)" = (

ae+bg ce—+dg
af +bh cf +dh)

Agora calculamos separadamente B! e A®:

B=(Y),  a=(" .
fon b od
O produto B'A! é

pat— (€ 9) (@ ) _ ea+gb ec+ gd .
f h)\b d fa+hb fc+ hd

Como a multiplicagdo de escalares comuta (ae = ea, bg = gb, etc.), podemos reescrever

Bt — ae +bg ce+dg '
af +bh cf +dh

Comparando com a expressao encontrada para (AB)', vemos que sao iguais. Por-

tanto,
(AB)' = B' A",

A partir do produto de matrizes podemos definir matrizes inversas:

Matriz Inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é invertivel (ou nao

singular) se existir uma matriz A™! tal que:

A-At=A1. A=1,.
onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Exemplo 2.16.
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Vamos verificar que A e B sao inversas, calculando os produtos A- B e B - A.

s 22 ] _[re2rre®) 2nr1e2) [a-3 —242) _[1oo]
3 2/ [=3 2 3.242.(=3) 3-(=1)+2-2 6-6 —3+4 01| *©
Analogamente,

a2 2 _[22reys 2 n2) _[4-3 2-2] _[1o]

“1=3 203 2| | -3.-2+2-3 —3.142-2| |-6+6 —3+4| |o 1| %

Portanto, A e B sao matrizes inversas, pois seus produtos em ambas as ordens

resultam na matriz identidade Is.

Exemplo 2.17. Uma empresa fabrica dois produtos: A e B. A quantidade produzida de

cada um em um dia é dada por:

P=[30 20]

Os custos unitérios (em reais) de producao sdo representados pela matriz:

- [s

O custo total de producao é obtido pela multiplicacao:

50
P.C= [30 20} {8()] — 3050 + 20 - 80 = 1500 + 1600 = 3100

Exemplo 2.18. Uma cervejaria produz dois tipos de cerveja: Pilsen (P) e IPA (I). Os

ingredientes principais e suas quantidades (em kg por lote) sdo dados por:

A=|1 3
0.2 0.3

onde as linhas correspondem a: Malte, Lipulo e Levedura, respectivamente.

Durante a semana, foram produzidos:
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O total de ingredientes utilizados é:

10 5-10+7-6 92
A-B=1|1 3 {6]: 1-10+3-6 | = |28
0.2 0.3 02-104+0.3-6 3.8

Uma vez compreendida a estrutura e o comportamento das matrizes, torna-se
natural explorar uma de suas aplicacoes mais diretas: a resolugao de sistemas lineares.
As operagoes matriciais permitem expressar sistemas de equagoes de maneira compacta
e eficiente, favorecendo tanto a andlise tedrica quanto o tratamento computacional dos
problemas. Neste contexto, o estudo dos determinantes surge como um complemento
essencial, fornecendo critérios de existéncia e unicidade de solugoes, além de permitir o

calculo explicito por meio da Regra de Cramer e outros métodos equivalentes.
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3 Sistemas Lineares e Determinan-

tes

Vamos estudar os sistemas lineares de n equacgoes e n incognitas e suas relagoes
com matrizes e determinantes. Além disso, veremos a regra de Cramer para encontrar a
solugao desses sistemas.

3.1 Sistemas Lineares e Matrizes

Um sistema linear com n equagoes e n incégnitas é um conjunto de equagdes

da forma:
1171 + A12%2 + -+ F ATy = by
a921%1 + A92T9 + -+ Aonly = bg
Ap121 + Ap2Zo2 + -+ + AppTy = bn
onde:
° I1,To,...,T, sa0 as incognitas do sistema;

« a;; € R sao os coeficientes reais associados as incognitas;

o by, by, ..., b, € R sao os termos independentes.

Forma Matricial

Esse sistema pode ser representado na forma matricial como:

A-X=B
onde:
ailr Az - Aip 1 by
ag1 Qg2 -+ Aa2pn ) by
A= . X = ., B=

Ap1 Ap2 - App Tn bn
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Nomeamos A como matriz dos coeficientes, X como matriz das incognitas e B

como matriz dos termos independentes.

Solucao do Sistema

A solugao desse sistema linear com n equagoes e n incégnitas é uma n-tipla ordenada
0 ,.0 0
($1,$2,...,$)

n

que satisfaz simultaneamente todas as equacoes do sistema. Em outras palavras, ao

substituir cada z{ nas equagoes, todas as igualdades devem ser verdadeiras.

Sistemas Equivalentes

Definicao 3.1. Dois sistemas lineares sao chamados de equivalentes quando possuem
exatamente o mesmo conjunto solucao. Ou seja, toda solugao de um sistema também é
solucao do outro, e vice-versa. Isso se deve ao fato de que as solugoes de um sistema de

equagoes homogéneo (b=0) lineares determinam um subespago de R".

Para transformar um sistema em outro equivalente, podemos utilizar as chamadas

operacgoes elementares, que nao alteram seu conjunto solugao. Essas operagoes sao:
1. Trocar duas equagoes de lugar: a ordem das equagdes nao interfere no conjunto
solucao.

2. Multiplicar uma equacao por um escalar nao nulo: todos os termos da
equacao podem ser multiplicados por um nimero real diferente de zero, sem alterar

sua validade.

3. Somar (ou subtrair) a uma equagdo um miuiltiplo de outra equagao: permite

eliminar incégnitas e simplificar o sistema, mantendo o conjunto solugao inalterado.

Exemplo 3.2. Considere o sistema linear:

r+y=4 (1)
2r—y=1 (2)

Agora, troquemos a ordem das equacoes:

2r—y=1 (2)
r+y=4 (1)

O novo sistema ¢ equivalente ao anterior, pois a troca de posi¢ao das equagoes nao

altera o conjunto solugao. Ambos os sistemas tém a mesma solucao.
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3.2 Determinante e Regra de Cramer

Com o objetivo de determinar a solucao desses sistemas faremos um estudo de

Casos:

Cason=1

O sistema possui 1 equacao e 1 incognita, ou seja,

ai * 1 = bl. (31)

e Se a;; = 0, temos duas possibilidades para b;:

i bl =0:
Note que nesse caso x; pode ser qualquer nimero real, tendo infinitas solugoes

para a equacao.
Nesta situagdo nao teremos solugao, pois 0 - x; = 0 # b;.

e Se a1 7£ 0:

— Dividindo ambos os membros da equacao 3.1 por a;;, obtendo uma tnica

solucao:
b1

T = .
ai

Nesse caso aq; determina se a equagao (sistema) terd infinitas solugdes, nenhuma solugao

ou uma unica solucao.

O sistema pode ser escrito na forma matricial:

[an}lxl ' [ml}lxl - [bl}lxl (32)

Pela importancia do coeficiente aj;, vamos definir det(A) = a;; ou ainda |A| = apy

como sendo o determinante da matriz dos coeficientes.

Caso n =2

O sistema possui 2 equagoes e 2 incognitas, ou seja

{an-x1+a12-a¢2:b1 (3.3)

az1 - T1 + Az - T2 = by

Note que esse sistema pode ser escrito através do produto matricial:
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ailr aig ) X1 _ by
a1 Q22 T2 by

A fim de simplificar a notagao, o sistema 3.3 pode ser escrito como:

ar +by=%k 1
cx+dy=m 1I

e sua forma matricial passa a ser:

ReR -

e Sea=b=c=d =0, temos duas possibilidades:

Possibilidade I: k =m =0
Neste caso todo par (z,y)€ R? sera solugio solucao do sistema.

Possibilidade IT: £k #0 ou m #0

Neste caso, o sistema nao tem solugao, pois tudo que esta a esquerda da igualdade

é nulo e o que esta a direita é diferente de zero, gerando uma contradicao.

e Se pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢, d for diferente de zero.

Vamos supor, sem perda de generalidade que a # 0 sendao podemos obter um sistema
equivalente (trocando a ordem das equagoes ou as colunas das incognitas), de forma
que a # 0

Sendo a # 0, podemos dividir a equacao I do sistema 3.4 por a. Fazendo assim

teremos:

ar+by=k=ar=k—-by (+a)
k— by
a

==

(3.6)

Efetuando a substituicao da equacao 3.6 na equacao II do sistema 3.4, resulta:

cx+dy =m =
k — by

¢ (
k—b
¢ cy

)+dy =m =

+dy =m = ck — bcy + ady = am
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= y(ad — bc) = am — ck (3.7)

Se ad — bc = 0 e am — ck # 0, a equacao nao tem solugdo, pois ad — be sendo nulo

multiplicado por qualquer fator y, a resultante am — ck sera nula também.

Se ad — bc = 0 e am — ck = 0, teremos infinitas solugoes, pois ad — bc = 0

multiplicado por qualquer fator y, a resultante sera nula e as soluc¢oes serao:

kE—b
<y, y) yeR
a

Se ad — be # 0, podemos dividir a equagao 3.7 por ad — bc e obter o valor de y

como sendo:

am — ck

YT wd e (3:8)

Substituindo a equacao 3.8 em 3.6 obtemos:

k—b(%bk)

xr =
a

-k: ~_ blam — ck)]

I ad — bc

[k(ad — be) — b(am — ck)

I ad — bc ]

[kad — kbc — amb + bck
ad — bc ]

:k:ad — amb]

QI QR Q| Q|

| ad —bc
adk — amb
a(ad — bc)
_a(dk —mb)
~ alad — be)
_dk—mb

~ ad —be

Portanto, a solucao do sistema em funcao de a, b, c,d, k,m é:

<dk—mb am—ck;) (3.9)

ad —bc ' ad — be

Observe a importancia de ad — be no sistema, ele determina se o sistema tera uma

unica solugdo, nao tera solugdo, ou terd infinitas solugoes. Vamos definir det(A) = ad — be,
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ou ainda |A| = ad — be, como sendo o determinante da matriz dos coeficientes. Por isso, o

nome Determinante é bem colocado.

Note que ao denotarmos D, como sendo determinante da matriz trocando a coluna
dos coeficientes de = pela coluna dos termos independentes, D, como sendo determinante
da matriz trocando a coluna dos coeficientes de y pela coluna dos termos independentes
e D como o determinante da matriz dos coeficientes, ou seja, D = ad — bc temos que a

solucao 3.9 pode ser reescrita como:

D, D,
Y 3.10
(D’ D> ( )
Ou seja,
D, D,
_ —) A1
YD YT (3.11)

E a solucao desse sistema linear.

Exemplo 3.3. Devido a importancia do sistema linear no caso n = 2 para esse trabalho,

vejamos um exemplo da aplicagdo dessa ideia para fixacao.

Considere o sistema linear:
20+ 3y =8
ox—y=717

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes:

2 3
5 —1

D= = (2)(=1) = (3)(5) = —2 — 15 = —17

Agora, calculamos D,, substituindo a coluna dos coeficientes de = pelos termos

independentes:

7 —1 =(8)(-1) = (3)(7) = -8 —21 = —29

E calculamos D,, substituindo a coluna dos coeficientes de y pelos termos indepen-

dentes:

2 8
5 7

D_

y =

=(2)(7) — (8)(5) = 14 — 40 = —26

Portanto a solucao do sistema é:



Capitulo 3. Sistemas Lineares e Determinantes 36

Cason =3

O sistema possui 3 equagoes e 3 incdgnitas, ou seja

an + apy + a3z = b
a21T + a0y + 932 — bQ

az1T + azy + azzz = bs

Procedendo de forma analoga ao caso 2 encontraremos o determinante da matriz A

desse sistema como det (A) = CLH((IQQ(I33 —6L236L32) —alg(aglagg —CL236L31)+CL13(6L216L32 —a22a31).

Consideramos o caso n = 2 como elemento fundamental para a compreensao deste
trabalho, razao pela qual ele foi explorado com maior cuidado e precisao. O caso n = 3 foi
mencionado como sugestao para trabalhos futuros, mas nesse caso é possivel concluir que

se D # 0 a solugao desse sistema sera:

Tr =

67

Onde D é o determinante da matriz dos coeficientes:

aix; aiz Az

D= 21 Ag2 A3

a31 daz2 G33

Além disso:
by a2 a3 ai;r by a3 ai; aip by
Dy = |by ag 23] Dy =las; by aosl, D, =las az by
bs asy as3 asi bz ass asi asy b

Este método, que funciona para qualquer sistema n x n, ficou amplamente conhecido como
regra de Cramer, desenvolvida por Gabriel Cramer no século XVIII, essa regra permite
resolver sistemas lineares com o mesmo nuimero de equagoes e incégnitas. Utilizando
determinantes. A ideia central é expressar cada incognita como o quociente entre dois
determinantes: o determinante da matriz dos coeficientes e o determinante obtido ao

substituir uma coluna dessa matriz pelos termos independentes.

Exemplo 3.4. Devido a sua popularidade e facilidade em encontrar a solugdo de sistemas
de equagoes com poucas equagoes, vejamos um exemplo da aplicacao da regra de Cramer

para um sistema com n = 3.
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Considere o sistema linear:

rT+y+z2=06
2r—y+32=14
r+2y—z=-2

A matriz dos coeficientes é:

1 1 1
A=12 -1 3
1 2 -1

D=2 -1 3[=1-((-1)-(=1)=3-2)=1-(2-(=1)=3-1)+1-(2-2—(=1)-1)

D=1(1-6)—1(-2-3)+1(4+1)= -54+5+5=5.

Agora, substituimos a 1 coluna de A pelos termos independentes para obter D,:

6 1 1
Dy=|14 -1 3[=6((-1)-(=1)—3-2)—1(14-(=1)=3-(=2)) + 1(14-2— (=1) - -2)
—2 2 -1

Dy =6(1—6) — (—14+6) + (28 —2) = 6(—5) — (—8) + 26 = —30 + 8 + 26 = 4

Substituimos a 2% coluna de A pelos termos independentes para obter D,;:

1 6 1
D,=12 14 3|=1014-(=1)=3-(=2))—6(2-(=1) —3-1)+1(2- (-2) — 14-1)
1 -2 -1

D,=1(-144+6)—-6(—2—-3)+1(-4—-14) =-8+30—-18=4
Substituimos a 3* coluna de A pelos termos independentes para obter D,:
1 1 6

D.=12 -1 14|=1((-1)-(=2)—14-2) = 1(2-(=2) =14 - 1) +6(2-2— (1) - 1)
1 2 -2
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D, =1(2—28) — (=4 — 14) + 6(4 + 1) = —26 + 18 + 30 = 22

Aplicando a Regra de Cramer:

Regra de Laplace

Definigao 3.5. Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. A Regra de Laplace
permite calcular o determinante de A por meio do desenvolvimento ao longo de qualquer

linha ou coluna. O determinante de A é dado por:

det(A) = Zn:(—l)i”aij -det(A;;) (3.12)

Jj=1

se o desenvolvimento for feito ao longo da linha ¢, ou:

n

det(A) = Z(—l)”jaij . det(A”) (313)

i=1
se o desenvolvimento for feito ao longo da coluna j.

Onde: a;; ¢ o elemento da matriz na i-ésima linha e j-ésima coluna e A;; é a matriz
complementar (ou menor complementar) obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima

coluna de A.

Exemplo 3.6. Vamos calcular o determinante da matriz A abaixo, utilizando a segunda

linha, que possui trés zeros:

_ O O

3
5
8
2

_ O O =
S N O N

Note que a segunda linha tem apenas um elemento diferente de zero, o ass = 5.

Aplicando a Regra de Laplace na segunda linha:

det(A) = (=1)*3 . 5 - det(Ays)

det(A) = =5 -

— o =
[ i L\
— O o~
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Agora, calculamos o determinante da matriz 3 x 3:

det(Ags) =1-(7-1-9-0)—2-(6-1—9-1)+4-(6-0—7-1)

det(Ag) =1-7—2-(=3)+4-(-7)=7+6—-28=—15

Logo:

det(A) = =5 - (—=15) =75

Portanto o determinante da matriz A é[75].

3.3 Uma Aplicacao Importante de Determinante na

Classificacao de Sistemas Lineares n x n.

Para entender melhor essa aplicacao, é importante saber como os sistemas lineares

podem ser classificados.

Classificacao de um sistema linear

A classificagdo de um sistema linear quanto a existéncia e unicidade da soluc¢ao
esta diretamente relacionada a estrutura das equagoes e ao determinante da matriz dos
coeficientes, especialmente no caso de sistemas quadrados (n equagdes e n incognitas) que

sao os objetos de estudo deste trabalho.

Um sistema linear pode ser classificado em trés tipos, com base na andlise das suas

equacgoes e na relagao entre elas:

Sistema Possivel e Determinado

Esse tipo de sistema ocorre quando: a solugao é tnica.

No caso de sistemas quadrados, isso acontece quando o determinante da matriz dos
coeficientes é diferente de zero, ou seja, det(A) # 0, pois det(A) aparece nos denominadores

das fragoes em 3.9. Logo, para que a solucao exista, ele precisa ser diferente de zero.

Exemplo 3.7.
r+y=3
2¢ —y =0
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A matriz dos coeficientes é:

1 1
2 -1

A:

] = det(A) = (1)(—-1) — (2)(1) = =3 #N0.
Portanto, o sistema é possivel e determinado.

Sistema Possivel e Indeterminado

Possui infinitas solugdes. Esse tipo de sistema ocorre quando det(A) = 0 e
D,=D,=0.

Exemplo 3.8. Considere o sistema linear:

r+y=2
20 +2y =4

A:Ej.

O determinante da matriz dos coeficientes é:

A matriz dos coeficientes é:

11
det(A):|2 2‘:1-2—1-2:2—2:0.

Como det(A) = 0, a Regra de Cramer nao pode ser aplicada diretamente. Ainda

assim, vamos calcular os determinantes:

2 1

D, = =2-2—-14=4—-4=0
4 2
1 2

D, —

Y

=1-4-2-2=4-4=0.
2 4

Como D = D, = D, = 0, o sistema ¢ possivel e indeterminado, ou seja, possui infinitas

solugoes.

Sistema Impossivel

Nao possui solugao. Esse tipo de sistema ocorre quando det(A) =0 e D, # 0 ou
D, # 0.
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Exemplo 3.9. Considere o sistema:

r+y=1
r+y=3

A:E ]

O determinante da matriz dos coeficientes é:

A matriz dos coeficientes é:

1
det(A) = ':1-1—1-1:0.
Determinante D,:
11
D, = =1-1-1-3=-2.
3 1
Determinante D,:
11
D, =

Y

—1-3-1-1=2,
13

Como det(A) =0 e D,, D, sao diferentes de zero, o sistema é impossivel, ou seja, nao
possui solu¢ao. Note que nesse exemplo tanto D, quanto D, sao diferentes de zero, mas

pela definicdo basta que um deles seja diferente de zero para que o sistema seja impossivel.

3.4 Propriedades dos Determinantes

Muitos cédlculos com determinantes podem ser simplificados quando estamos mu-
nidos de algumas propriedades fundamentais. Essas propriedades tornam o raciocinio
logico-matematico mais agil e permitem que cheguemos a conclusoes mais seguras sobre

os resultados obtidos.

Neste tépico, abordaremos algumas dessas propriedades importantes.

Propriedade 1:

Se a matriz A, x, tiver uma linha multipla de outra teremos det(A) = 0.

Demonstragao:

A=| P S den4) = akb—bha=o0.
ka kb
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Logo, o determinante é nulo.

Exemplo 3.10. Considere a matriz A definida por:

1 2
A=
2 4
Como a segunda linha é o dobro da primeira o determinante ¢é zero.

Propriedade 2:

Se trocarmos 2 linhas ou colunas de uma matriz, o determinante muda de sinal.

Demonstragao:
a

A:
c

b
g ] = det(A) = ad — bc

d
; ] = det(A') = cb — ad = —(ad — be).

Exemplo 3.11. Sejam as matrizes A e B tais que:

1 3 2 4
A p— B =
2 4 1 3
Como a matriz B é a matriz A com as linhas trocas entao det(B) = —det(A).

Propriedade 3:

Se multiplicarmos uma linha ou coluna por um ntmero k real, o determinante ¢é

multiplicado por k.

Demonstragao:

= a b

e d
s ka kb
B c d

det(A") = kad — kbc = k(ad — bc) = k - det A
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Exemplo 3.12. Sejam as matrizes A e B tais que:

A:12eB:510.
3 4 3 4

Como a matriz B é a matriz A com a primeira linha multiplicada por 5 entao det(B) =
5-det(A).

Propriedade 4 (Regra de Cauchy dos Cofatores):

Sejam as matrizes A e B entao det(A - B) = det(A) - det(B):

A:ab’ ef'
c d g h

Calculamos o produto AB:

ae+bg af + bh
ce+dg cf +dh

AB =

)

O determinante de AB é:

det(AB) = (ae + bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg),

Expandindo os termos:

det(AB) = (ac)(cf) + (ae)(dh) + (bg)(cf) + (bg)(dh)
— [(@f)(ce) + (af)(dg) + (bh)(ce) + (bh)(dg)]

= aecf + aedh + bgcf + bgdh — afce — afdg — bhce — bhdg.

Agrupando os termos, temos:

det(AB) = ac(ef — fe) + ad(eh — fg) + be(gf — he) + bd(gh — hg)
= ad(eh — fg) + be(gf — he).

Note que

gf —he=—(eh — fg).

Assim,



Capitulo 3. Sistemas Lineares e Determinantes 44

det(AB) = ad(eh — fg) — be(eh — fg) = (ad — be)(eh — fg).

Reconhecendo os determinantes das matrizes A e B:

det(A) = ad — be, det(B) =eh — fg.

Logo,

det(AB) = det(A) - det(B) |

Exemplo 3.13. Sejam as matrizes

1 2 ]
R L
3 4 7 8

1-54+2-7 1-6+2-8
3-5+4-7 3-64+4-8

AB =

(19 22
43 50

det(A) =1-4—-2-3=-2, det(B)=5-8—6-7=—2, det(AB)=19-50—22-43 = 4,

det(A) - det(B) = (—=2) - (—2) = 4 = |det(AB) = det(A) - det(B) |.

Propriedade 5:

Seja a matriz A, ., entdo A é invertivel <= det(A) # 0:

(<) Sendo A # 0, temos
A A =1 < det(A- A7) =det(l) =1

Pela propriedade 4 temos que det(A - A™') = det(A) - det(A™!). Assim:

1

det(A) -det(A™!) =1 <= det(A) det(A)

<= det(A™) =

~ det(A)
Portanto, det(A) # 0.
Exemplo 1: Matriz Invertivel

Considere a matriz
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Calculando o determinante:

det(A) = (1)(4) — (2)(3) =4 — 6 = —2 £ 0.

Portanto, A é uma matriz invertivel.
Exemplo 2: Matriz Nao Invertivel

Counsidere a matriz

1 2
2 4|
Calculando o determinante:

det(B) = (1)(4) — (2)(2) =4 — 4 = 0.

Como o determinante é zero, B nao é invertivel.

3.5 Matriz Inversa: Um Importante uso dos Sistemas

Lineares

Para encontrar a inversa de uma matriz quadrada A de ordem n, podemos utilizar

sistemas lineares da forma matricial. A matriz inversa A~! satisfaz

AAT =1, (3.14)

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

Sejam as incégnitas da matriz inversa representadas por X = [z;;], com i,j = 1,

...,n. A equagao acima pode ser escrita como o sistema matricial

AX = I, (3.15)

ou seja, devemos encontrar a matriz X que satisfaca essa igualdade.

Exemplo 3.14. Considere a matriz
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Queremos encontrar X tal que

01

Isto equivale a resolver o sistema matricial

21$11$12_10
32.1'21.1’22_01.

Dessa forma, os dois sistemas lineares a resolver sao:

AR B

Céalculo do determinante de A:
det(A) =2-2—-3-1=4-3=1#0,

portanto, A é invertivel e podemos aplicar a Regra de Cramer.

Resolucao do primeiro sistema com Regra de Cramer:

O sistema é

23)11 + 11’21 = 1,
35511 + 2.2321 =0.

As matrizes para encontrar ri; e o Sao:

det(A) =1,
11

det(Ap,) = | |=1-2-0-1=2,
2 1

det(A,,,) = —2.0-3-1=-3
3 0
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Assim,

det(Ag,,) 2

—_ ———————— L =— 2
i det(A) 1 ’
B det(A,,,) =3
T T qet(4) -3

Resolucao do segundo sistema com Regra de Cramer:

O sistema é

2712 + 1zgg = 0,
3$12 + 2.7322 =1.

As matrizes para encontrar x5 € oo Sa0:
det(A) =1,

01

det(Ap,) = | [ =0-2=1-1=—1,

2 0
dammy+31:2¢—30:2

Assim,

=—1
2 det(A) 1 ’
det(Ag,,) 2
— -9
2 det(A) 1

De forma mais geral, os sistemas lineares nos permitem determinar um método

para calcular a matriz inversa de matrizes 2x2 por meio de determinantes. Vejamos:
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Seja a matriz

A=

a b T
e sua inversa A~' = y )
c d zZ oW

Sabemos que:

Multiplicando as matrizes, temos:

SR

[gualando a matriz identidade:

ar + bz ay+ bw
cr +dz cy+ dw

%

axr + bz ay+ bw
cr+dz cy+dw

Resultando no sistema:

ar +bz =1

)

2) ay+bw=0
) cx+dz=0
)

cy+dw=1

Parte 1: Determinar z e z pelas equagoes (1) e (3):

ar +bz =1
cx+dz=0

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial:

1
A" = com A= |" ’ .
0 c d
Aplicando o método de Cramer, temos:
o det(A): determinante da matriz dos coeficientes:
b
det(A) = ¢ = ad — bc.
c d
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o det(A,): substituindo a primeira coluna de A pelo vetor dos termos independentes

B}

o det(A,): substituindo a segunda coluna de A pelo vetor dos termos independentes:

1 b
det(4;)=| | =1-d=b-0=d

1
det(Az):a =a-0-1-c=—c
c
Portanto, as solugoes sao:
_ det(A,) d det(A,) —c

T det(A) Tad—be T det(A) " ad—be’
Parte 2: Determinar y e w pelas equagoes (2) e (4):

ay +bw =0
cy+dw=1

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial:

A7 = 0 com A= |" b .
w 1 c d
Aplicando o método de Cramer, temos:
o det(A): determinante da matriz dos coeficientes:
b
det(A) = ¢ ‘ = ad — be.
c d

o det(A,): substituindo a primeira coluna de A pelo vetor dos termos independentes

j

o det(A,): substituindo a segunda coluna de A pelo vetor dos termos independentes:

0 b
det(Ay) =/ |=0-d=b-1==b

a 0

det(A,) = )
c

=a-1—0-c=a.
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Logo, as solucgoes sao:

_det(A4,)  —b _det(Ay)  a
Y7 det(A) ~ ad —be det(A)  ad — be

_ x oy 1 d -b
Al = —
L’ w] ad — be {—c a] ~

d —b
A—l — | ad=bc  ad—bc

Portanto

—C a

ad—bc  ad—bc

(3.16)

A utilidade das matrizes ultrapassa o campo puramente algébrico, estendendo-se a

representacao de fendomenos geométricos e transformacoes no espaco. Compreendidos os

conceitos de sistemas lineares e determinantes, é possivel aplica-los ao estudo da Geometria

Analitica, em que as matrizes assumem papel central na descricio de transformagcoes

lineares, mudancgas de base e rotac¢oes de eixos. O préximo capitulo explora essas conexoes,

evidenciando como a linguagem matricial facilita a interpretacao geométrica de operacoes

algébricas.



o1

4 As Matrizes na Geometria Anali-

tica

4.1 Matrizes e Vetores

Note que podemos associar uma matriz coluna

ail
A= | ™
an1
com um vetor ¥ = (a1, asy, - . ., an) € R™. Como nosso foco serd no R?, temos:

A:
b

a
] associada ao ¥ = (a, b).

Na Geometria Analitica podemos visualizar o vetor ¥ conforme imagem 1.

Figura 1 — Vetor ¥ = (a, b)
Y

<L

a i

Fonte: préprio autor.

Note que se multiplicarmos um ntimero real k # 0 pela matriz A entao o vetor v

também sera multiplicado por k, ou seja

k:.A:

k
N = k7= (ka, kb).
kb

Vamos provar que (0,0), (a,b) e (ka, kb) estao alinhados.
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Proposicao 4.1. Seja s a reta que passa pelos pontos (0,0) e (a,b). Assim tomando o

ponto (0,0) na equagdo fundamental da reta temos:

Y — Yo =m(x — xo)
y—0=m(x—0)

y=m-x.

Tomando agora o ponto (a,b) na equagdo 4.1 teremos:

b
b=ma=m=—,a#0.
a

Logo a reta s tem a sequinte equagdo:

y=—-x
a

fazendo x = ka na equacao 4.2 teremos:

Portanto o ponto (kg ky) € s.

(4.1)

Além disso, como os pontos (0,0), (a,b) e (ka, kb) sdo colineares, temos que para

k > 0, o vetor k¥ tem o mesmo espago e o mesmo sentido de v(figura 2) e para k < 0, o

vetor kv tem a mesma direcao e sentido contrario de .

Figura 2 — Vetores 7 = (a,b) e kv = (kq, ky)

Y
kv
kb A
b 4
U
a kg T

Fonte: préprio autor.

Definicao: Quando um vetor é multiplo escalar de outro, dizemos que sao paralelos.
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Exemplo 4.2. Sejam u e v tais que:

Bl

Os vetores 1 e v sao paralelos, pois @ = 2v.

4.2 Angulo entre vetores
Sejam os vetores 4 = (a,b) e U = (¢, d) nao paralelos.

Figura 3 — Representacao dos vetores 4 e v com angulo 6 entre eles.

@)

Fonte: préprio autor.
Vamos observar o triangulo A(a,b), B(a,d) e C(c,d), retangulo em B.

Figura 4 — Triangulo retangulo ABC
A

(1 \
B._,C

Fonte: préprio autor.
Assim, pelo teorema de Pitagoras, vem:

?=(b-d)?+ (c—a) (4.3)

Agora observe o triangulo OAC.
Como ||d]| = va? +b% e ||U|| = V¢ + d?, pela lei dos cossenos temos:

= (\/@2 + b2>2 + (\/02 + d2>2 —2-Va2 + b2V +d? - cos(6). (4.4)
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Figura 5 — Triangulo OAC

Fonte: préprio autor.

Assim pelas equacaos 4.3 e 4.4 temos:
(b—d)?+ (c—a)= (\/a2~|—b2>2~|— <V62+d2)2 —2-Va2+ b2 -V +d?-cos(d) =
d? —2bd +b*+c* —2ac+a* =a* + >+ A+ d*—2- Va2 +b2- V2 +d?-cos(d) =

—2(ac+bd) = —2- Va2 +b2- 2+ d? - cos() =
ac + bd
Va2 + b2+ d?

Onde ac + bd é definido como produto interno e usamos a notacao (i - v). Mais

cos(f) =

geralmente, se 4 = (z1,2,...,%,) e U = (Y1, Y2, - - -, Yn) entdo denotamos o produto interno

ente u e v por:

(U,T) = x1y1 + TaYo + - -+ + TpYn.

Assim,

cos(f) = i 0<f<m (4.5)

[1al] - 11311 ||v||

Exemplo 4.3. Sejam os vetores:

e Produto interno:
i=1-34+2-1=3+2=5.

e Norma dos vetores:

il = VT2 = V5, 7] = VBT I = V0.

Célculo do cosseno do angulo:

cosf = = = =

1
VaVI0 VA0 V2 V2

0 = cos™! < 1 ) = 45°.

e Logo:

S
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4.3 Um importante teorema usado em algebra linear

Teorema 4.4. Sejam as matrizes:

a1 Q12 - Qi T n
A Q21 Q22 -+ Q2 X = T2 ey — Y2
Am1 Gm2  *° Amp Tn Yn
onde U = (xl,xg, ... ,xn) e U= (y1,Y2,...,Yn) SGo vetores associados as

matrizes X e Y, respectivamente, entdao

(Au,v) = (u, Av)

Como nosso foco é em R?, provaremos o seguinte caso particular do teorema 4.4:
Proposicao 4.5. Sejam as matrizes:

ab)X:xl Y1
c d To Yo

onde os vetores i = (x1,22) e U = (y1,Yy2) sao associados as matrizes X e Y

A: Y:

Y

respectivamente. Entao

(AT, 7) = (7, A'D)

Demonstragao: Vamos calcular ambos os lados da igualdade.
a b| |z B
c d| |z B
(AU, T) = (axq + bxa)yr + (cxq + dxo)ys = z1(ayy + cya) + xo(byr + dys).

achtﬁzacylz
b d b d| |y2

Produto interno (u, A'0):

Produto A:

ary + bz
At = P

cxy + dxgy

—\

Produto interno (A, v)

Produto Alv:

ay1 + cys
by, + dys

Al =

(it, A'T) = z1(ays + cy2) + 22(bys + dys).
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Conclusio:

(Ad, V) = (i, A'D).
Provamos que tal teorema é valido para matrizes 2x2. Vejamos, por meio de um exemplo,

sua validade para matrizes 3x3.

Exemplo 4.6. Sejam A uma matriz de ordem trés e i, v € R3 vetores dados por:

1 1 2
A= -1 L d=|01, 0=|1
0 ~1 0

Calculamos o produto Au:

1-142-0+40-(—1) 1
A= |-1-143-041-(=1)| = | -2
0-142-0+4-(—1) —4

O produto interno entre Au e v é:

(AT, T) =1-2+4(=2) 14 (-4)-0=2—-24+0=0.

Agora, calculemos A? e o vetor A'v:

1 -1 0 1-24+(=1)-14+0-0 1
Al=12 3 2|, Av=| 2-24+3-1+2-0 | =17].
0 1 4 0-24+1-14+4-0 1

O produto interno entre @ e A7 é:

(W, A'0) =1-140-7+(-1)-1=140-1=0.
Portanto, temos:
(AT, ) = (i, A'T) = 0

Verificando, assim, a validade do teorema para este exemplo com matrizes 3 x 3.
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4.4 Autovalor e autovetor de uma matriz

Sejam as matrizes:

11 Az - Qip x
Q21 Q22 -+ QA2p X2
An1 Ap2 - App Tp
onde x = (z1,x9,...,%,) é 0 vetor associado a matriz X. Dizemos que z é um autovetor
de A com autovalor \ se
/\Il
)\SL’Q
A-X=X-X=|
ALy,

Exemplo 4.7. Se A = I, entao:
A-x=1-z2=2x=1-x.

Assim podemos afirmar que toda matriz coluna é autovetor da matriz identidade com o

autovalor 1.

A fim de determinar autovalores e autovetores de uma matriz A, ., precisamos

encontrar x e A tais que

A-x=X\-x.
0 --- 0 1 AL
- 0 i) )\ZEQ
Como A-x=XA-| -l . |=1 .|, temosque
00 --- 1 Ty ATy,
A-x=X-1-z

Somando —Alx em ambos os lados, temos

A-x—MNx=0,4,.

pela distributividade da multiplicacao de matrizes temos

(Anxn - )\[nxn) *Tpxl = Onxn'
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Observacao:
Se
0
T = , entao
0
A pode ser qualquer real, ou seja,
0
T =
0

¢é autovetor de qualquer matriz com A\ € R.

Queremos autovetores nao nulos, para isso devemos ter que

det(Apsn — AI) = 0.

Fazendo isso, encontramos uma equagao de grau n cuja incoégnita é X. Resolvendo

essa equagao, encontramos os autovalores.

Para encontrarmos os autovetores correspondentes a cada autovalor, substituimos

cada A\ em

(A= XDz =0

e resolvemos um sistema que tera infinitas solugoes que serdo autovetores com

respeito ao autovalor .

Definicao 4.8. A identidade gerada pela igualdade determinante anterior é chamado de

polinémio caracteristico da matriz.

Exemplo 4.9. Seja

Logo, A — \I:
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det(A—X) =X -2\ —\A+2—-6

det(A—AX) =X —-31—4=0

Via Bhaskara,

sao os autovalores.
Para A = —1, temos

A—AI—[\/6 5

2\/6]

Vamos agora resolver

isto é,

I) 2271 + \/61’2 =0.
I1) V621 + 325 = 0.

—+/6
De I: 221 = =629 = 21 = vz,

—31'2

De II: 621 = =329 = 21 =
V6

Racionalizando,

V6 V6 6 2

Logo, o sistema tem infinitas solugoes.

B —37, \/6 B —3\/6332 . —\/61752

I =

Entao, os autovetores de A associados a A = —1 sao descritos por:

— 6332
Uy, = B y L2,

um autovetor explicito é dado por
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Para Ay = 4, temos

1 V6 10
el k]

o que implica

1 —4
A— N = Ve + 0 ,
V6 2 0 —4
equivalentemente,
A-x=|? Ve .
V6 =2
-3 6 0
(A=X)-z=0= V6| | _
\/6 -2 T 0
—3x1 + \/61'2 =0=x = \/§)x2
2
\/633’1—2.1'2:0:>(E1:\j62
Racionalizando:

2y = 22 VB _ Voo
V6 V63

Ou seja, os autovetores de A associados a A = 4saodadospor :

(“@”?, n) =02 (Vg 1),

3 3’

Entre as transformacoes lineares mais relevantes na Geometria Analitica, destacam-
se aquelas que preservam comprimentos e dngulos — as transformacoes ortogonais. As
matrizes ortogonais sao a expressao algébrica dessas transformagoes, desempenhando papel
fundamental na descricao de rotacoes e reflexdes em planos e espacos tridimensionais.
Assim, o ultimo capitulo aprofunda o estudo dessas matrizes especiais, destacando suas

propriedades, condig¢oes de ortogonalidade e implicagdes geométricas.



61

5 Matrizes Ortogonais e Classifica-

cao de Matrizes Ortogonais 2x2

5.1 Matrizes Ortogonais

Essas matrizes estao sendo estudadas por terem a natureza de preservarem tanto a

norma quanto o angulo entre vetores.

Definicao 5.1. Uma matriz A, ., é dita ortogonal quando A* = A~!,
istoé, A- At = A A=1T,.,.

Definigao 5.2. {vy,vs,...,v,} é uma base ortogonal de R™ se:

Definigao 5.3. {v;,v,...,v,} é uma base ortonormal de R" se:

LofJofl = [[taf| = ... = [loall = 1,
2. V; #Uj, Y1 7&] <”l7l,?7]> = 0.

Teorema 5.4. A, ., € ortogonal, se e somente se, as linhas e as colunas de A determinam

uma base ortonormal de R"™.

Demonstragdo: Sejam as matrizes

aix a2 Q1n
g1 (22 A2n aip  G21 aj1 Qn1
A o Al — iz Q22 0{2 Qn2
a1 a2 Qjn
A1n  Q2n Ajn Qpp
_anl Ap2 ann_
Entao, A é ortogonal se, somente se,
a1 Q12 Q1n
Q21 Q22 Q2n, a11 Q21 aj1 Qan1
a1y A99 A jo An2 .
a1 a2 Qjn
A1pn  A2n Qjn Ann 0 1
_anl An2 a"rm_




Capitulo 5. Matrizes Ortogonais e Classificacio de Matrizes Ortogonais 2x2 62

Ouseja, A-At=C=1

Entao, para ¢ = j temos por exemplo,

2 2 2
cin=aj; +aj,+...+aj, =1

_ 2 2 2 _
¢ =ajt+any+...+aj, =1

Vi=1,...,n.
Isso mostra que todos os vetores correspondentes as linhas de A tém norma igual a
1.
Se ¢ # j entao ¢;; = 0 assim,
1 0
Qj9 0
Cij = |@;1 Q2 ... am} I R R I B
Qjn 0
ou seja,

cij:aﬂ-aﬂ+ai2-aj2+...+am-ajn20.

o que mostra que (v;,v;) = 0 = v; L v;, mostrando ainda que as linhas formam

uma base ortonormal.

Teorema 5.5. Se A,x, € ortogonal, entio ||Av|| = ||v||, para U € R™ onde v =

(T1, @9, ..., xy,).

Demonstragao do Teorema:

Vamos mostrar que ||Av||? = ||v]|?, que é 0 mesmo que mostrar que || Av| = v,

uma vez que |[Av|| e ||v]| sdo maiores ou iguais a zero. Sabemos que
| Av||* = (Av, Av).
Pela Teorema 4.4 temos (Av, Av) = (v, A'(Av)) assim
A0l = (0, A(Av) = (0, (A" A) - ) = (0,1 - 0) = 0,0} = o>

Teorema 5.6. Se A, x,, for uma matriz ortogonal e i, U sdo vetores de R"™, entdo o angulo

—

entre 4 e U é o mesmo angulo entre Au e Av.
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Demonstracao:

Sabemos que o dngulo entre @ e ¥ e dado por

(u, v)

cosf = —" .
[[wll - [|v]]

Entao cosf entre Au e Av e dado por

cosf = (A, A5) _ (u, A'(Av)) _ (u,v)

1Aal - 1AG] - floll [l o]l

Portanto o angulo entre Aw e AU é o mesmo que o angulo entre u e 7.

Teorema 5.7. Se A, € ortogonal, entao det(A) = £1.

Demonstracgao:

Como A é ortogonal, temos

A-At =1
= det(A - A") = det([)
= det(A) - det(A") = 1. (5.1)
Observagio 5.8. det(A) = det(A?).

Prova: seja A uma matriz 2 x 2

A:

a c
b d

Assim det(A) =ad —bc e det(A") = ad — be. Portanto det(A) = det(A").

b
, logo A'=
d] s

C

Da implicacao 5.1 e da observacao acima temos
det(A) - det(A) =1
= [det(A)]* =1
= det(A) = £1.
Teorema 5.9. Se A, ., € ortogonal, entdo seus autovalores sao 1 ou —1.
Demonstracao:

Suponha que X seja um autovalor com respeito ao autovetor o, isto é

Av = AU, para v #0. (5.2)
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Vamos provar que A = £+1. Multiplicando pela esquerda amplos os lados da equagao 5.2
por A temos

A% = A(\D)
= \(AV) = M(\T) = \*7.
Por outro lado,

(Av, Av) = [[Av|]? = [Jv[]* = [|lv]]* = X[Jv[]* = (\* = 1) ]o]]* = 0,
como |[v]| # 0, temos \2 —1=0= X\ = +1.

5.2 Classificacao de Matrizes Ortogonais 2x2

Seja A = ¢

uma matriz ortogonal.

c

Assim, pelo que estudamos na se¢ao anterior, a inversa da matriz A é igual a sua

transposta. Em simbolos, A1 = At

Observacao 5.10. Nao podemos ter os quatro elementos da matriz A nulos, pois dessa
forma A seria uma matriz nula e det(A) = 0, logo A nao seria invertivel e portanto A nao

seria ortogonal.

Sejam U7 = (a,c) e o = (b,d) vetores de A. Logo, as normas de 7, e ¥, sao
|01 = Va?+ ¢ =1 (1) e ||thf| = Vb?> +d? = 1 (II). O produto interno entre 7 e s,
simbolizado por (U7, 7,), é igual a zero pelo Teorema 5.4, ou seja (U;, h) = ab+ cd = 0.

Para tal analisaremos os seguintes casos:

1. Alguma das coordenadas de um vetor é nula: Em ¢; suponha que a = 0,
portanto |71 = V02 + 2 =1=VE=1=|¢=1=c¢c=1 ou c¢=—1, como
(,7) =0-b+c-d=0=d=0. Mas como ||| = VP2 +d2=1= Vb2 +0? =
l=>VRe=1=|b|=1=b=1 ou b= —1. Entdo

0 =1
+1 0

Analogamente, temos o mesmo resultado para d = 0 em v5.

Em @, suponha que b = 0, portanto ||th]| = V2 + 2 =1=> V2 =1=|d| =1=>

d=1 ou d=—1, como (U),0s) =a-0+c-d=0= c=0. Mas como ||t}] =
Va2 ¥2=1=Va?+0=1=Va®=1=|a|]=1=a=1 ou a=—1.Entdo
IRESEC
IRECEESE

Analogamente, temos o mesmo resultado para ¢ = 0 em v7.
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2. Nao ha coordenadas nulas: Suponha em v; que a # 0; b # 0 e em v3 que ¢ # 0;

d40.
c
Temos: Al = d] , onde
Pelo que vimos no capitulo anterior, a inversa de A,
d —b
simbolizada por A~! = ad_—cbc ad 0 be | onde ad — be # (. Como A é ortogonal,

At — g-1 ad — be ad — be

logo,

d —b
{a C]: ad —bc  ad — be

b d —c a
ad —bc ad— be

[gualando os termos correspondentes das matrizes, temos:

d
= 5.3
¢ ad — bc (53)
—c
b= A4
ad — be (54)
—b
= 5.5
¢ ad — bc (5:5)
a
d= .
ad — bc (56)
Dividindo a igualdade 5.3 por d, temos:
a 1
d  ad—bc
Dividindo a igualdade 5.5 por —c, temos:
b1
—c  ad—bc
Dividindo a igualdade 5.4 por —b, temos:
1
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Dividindo a igualdade 5.6 por a, temos:

d__ 1
a ad— bc
Note que
L o _ae_d_b _—c
ad—bc d a —c b’
Podemos dizer entao que: a_ d e b ——

d a —c b

Dai a® = d? e b? = 2.
Comoad’=d*=a=4+deb?=c*=b=+c.

Dai podemos ter quatro situagoes:

’a:deb:—c‘ ‘a:—deb:c‘ la=deb=c| ‘a:—deb:—c

Que podemos dividir em trés casos:

e 12caso: a=deb= —c
e 22 caso: a=-deb=c;
e 3%caso: (a=deb=c)ou(a=—-deb=—c).
Vejamos 0 12 caso: a=d e b= —c.
Na matriz A = . Z ,se a=deb= —c, substituiremos d por a e b por —c, assim
temos a matriz
R L
c a

J& vimos que as colunas de uma matriz ortogonal n x n fornam uma base ortonormal

de R™.
Como vimos no capitulo anterior, {#},¥s, ..., ,} é uma base ortonormal de R" se:
L flon] = loa = - = [[oall = 15

2. U; # U;, para todo i # j e (¥, ¥;) = 0 < 0; L 0j.

Ou seja, em 1, as normas de cada um dos vetores {0y, ¥, ..., U, } sdo iguais a 1 e
em 2, o produto interno de quaisquer dois vetores v; # ¥, representado por (7;, v;),

¢ igual a zero, ou seja, v; L ;.

Entao na matriz A, temos os vetores U7 = (a,c) e Up = (—c¢, a) formando a primeira

e a segunda coluna, respectivamente.
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Note que
(U1, =a-(—c)+c-a = (U},0h) = —ac+ac=0.

E ainda
5l = |62l = Va2 + & = 1. (5.7)

Para que as colunas formem uma base ortogonal, podemos representar o vetor #; da

seguinte forma:

Figura 6 — Vetor v3

Fonte: préprio autor.

Note que o vetor v; forma um angulo 6 com o eixo = no sentido anti-horério (contrario
ao sentido dos ponteiros de um rel6gio).
Assim temos, pela defini¢ao de seno e cosseno no triangulo retangulo OAD, retangulo
em A, que cosf = H%H esinf = ”v—‘iH

1 1

Logo, a = cosf e ¢ = sinf, o que implica que v; = (cos @, sin 0).

Perceba que substituindo a por cosé e ¢ por sinf, a matriz A sera escrita assim:

- cosf) —siné
sinf)  cos@
Vamos provar que a matriz A gira de um angulo § um vetor ¥ qualquer no sentido

anti-horério, ou seja, se ¥ = (z,y), vamos demostrar que

A7 cosf —sinf| |z xcosf — ysind
U = =
sinf  cosf | |y xsin @ + ycosd

é a rotagao de ¥ = (z,y) de 6 graus no sentido anti-horario.

Considere o vetor ¥ = (x,y) qualquer e v = (', y") como sendo a rotagao de ¥ de 6

graus no sentido anti-horario. Temos que provar que:
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2’ =xcosl —ysinb

y = xsinf + ycosh

Figura 7 — Vetor 7 = (z,y) e v/ = (2/,7/)

Fonte: préprio autor.

Pela defini¢ao de seno e cosseno no triangulo OAB,

COSY = ———= € Slno =

Considere o triangulo ODC' destacado da figura anterior

Figura 8 — Vetor v

Yryr-—--

0 x

Fonte: préprio autor.

Como v’ é a rotacao de v de um angulo 6 no sentido anti-horario, temos que a norma

de ||o/|| é igual & norma de ||7]| = Va2 + 42

Quando rotacionamos um vetor, a sua norma (tamanho) permanece constante.

Pelas defini¢oes de seno e cosseno no triangulo retangulo ODC' teremos:
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' = ||U]| - cos(0 + a) e

y' = ||J] - sin(f + ).

Observagao 5.11. cos(a + b) = cosa - cosb —sina -sinb e  sin(a + b) = sina -

cosb+sinb - cosa.

Aplicando o cosseno da soma de arcos e substituindo ||¢]| = /22 + y? temos:

' =+/x2 4+ y?- (cosf - cosa —sinf - sina) =

x , Yy
T =vx?+y? |cosl ——— —sinf - —Z——
y ( x? + y? v 1?2 —|—y2>

Simplificando, temos x’ = x cosf — ysin 6.

Temos que

Y = |7 - sin(6 + ).

Aplicando o seno da soma de arcos e substituindo ||7]| = v/x? 4+ y? temos

y =22+ y? - (sina-cosf +sinf - cosa) =

x
"= a2 2 L.COSQ_Fi-Sin@ )
Yy m ( —x2+y2 /x2_|_y2

Simplificando, temos:

Yy =y-cosf+x-sinf =

Yy =x-sinf +y - cosb.

x B cosf —sinf x
Y "~ |sin® cosh Y '

R(O) = [cos@ —sin&]

sinf cos6

Logo,

Definimos

como sendo a matriz de rotacao de # no sentido anti-horario.

Note que R(—6) é substituir § por —f na matriz R(6), entao

Do fato da funcao seno ser impar e a fungdo cosseno ser par temos:
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R(—) = [ cos 0 sinQ]

—sinf cosf

Portanto, R(—6) = RT(0).

Além disso, como R(6) é ortogonal, temos que R7(0) = RT(6) e como R(—0) = RT(0)
entdo R(—0) = R7(0).

Note que R(f) gira um vetor ¥ de # graus no sentido anti-horério, ou seja, R(—0)

gira # graus no sentido horario.

Vejamos o Caso 2: a=—deb=rc.

Assim:

Onde a primeira coluna é o vetor 7 = (a,c) e a®> + ¢ = 1, como ja vimos em 5.7.

a C
c —a

Como A é ortogonal, A' = A~! e perceba ainda que A~ = A, nesse caso dizemos

A =

que A é uma matriz involutiva.

Seja « um vetor qualquer com norma igual a 1 e que faz um angulo 26 com o eixo

das abscissas no sentido anti-horario conforme figura ?7.

Figura 8 — Vetor

Fonte: préprio autor.

No tridangulo OAB, retdngulo em A temos pela definicdo de seno e cosseno que:
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Q

cos(20) = —= e sin(20) = L

] ]
Logo,
a = cos(20) e c¢=sin(20).

Substituindo a por cos(26) e ¢ = sin(26), temos:

A:

cos(20)  sin(26)
sin(20) —cos(20)|

Vamos provar que a matriz A reflete um vetor qualquer ¥ = (z,y) em torno da reta

r (que passa pelo origem e que faz 6 graus com o eixo x no sentido anti-horario).

Ou seja, mostraremos que

A5 |:COS(29) sin(20) ] {x] _ [:C cos(26) + ysin(29)] _ [x]
sin(20) —cos(20)| |y xsin(20) — y cos(20) Yy

¢é a reflexdo do vetor U em torno da reta r descrita acima.

Considerando ||v;|| = 1, note na figura 10 que o tridngulo OAB é retangulo e por
definicao temos

a=-cosf e b=-sinb.

Figura 10 — Vetor v,

Fonte: préprio autor.

Seja v' = (2, 1) a reflexdo de ¥ = (x,y) em torno de r e « o dngulo entre ¥ e a reta

r como mostra a figura 11.
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Figura 11 — Vetores v, v’ e v,

Fonte: préprio autor.

Queremos provar que 2’ = x cos(20) + ysin(20) e y' = xsin(20) — y cos(20).

Note que da figura 11 temos o tridngulo AOC, retangulo em A conforme a figura 12.

Figura 12 — Triangulo OAC

Fonte: préprio autor.

Como v’ é a reflexdo do vetor @ em torno de r entdo ||7]| = |[v]] = V2% + /2, logo

' = [|v]] - cos(6 — ),

y = 1] - sin(6 — a).
Assim,

¥ =/a?+y%- (cosf - cosa+sinb - sina).
Yy =vVa?+y?- (sinfh-cosa —sinf - cosa).

Observe da figura 11 que a é o angulo entre v e v,.. Temos entao por 4.5 que:

U - U,
COS = ~—5— 57 -
171 - |5

Como 7 = (z,y), 0, = (cosf,sind), ||| = V22 + 42 e ||0.]| = Vcos?0 +sin?0 =
V1 =1 entdo:
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xcosf + ysind

cosa =
vz +y?-1
Assim,
xcosf + ycosb
cosa = e

NeETy
' =22+ y?- (cosb - cosa +sinf - sin ).

Para obtermos ' em funcdo apenas de # , precisamos encontrar sin a.. Pela relacao

fundamental da trigonometria(R.F.T) temos sin? o + cos® @ = 1 e, subtraindo cos®

em ambos os membros da equacao, temos:

sinfa =1 — cos? a.
Logo, extraindo a raiz quadrada:

sina = /1 — cos? a.

Logo, substituindo

xcosf + ycosb )
cosa = em sina =+/1— cos?a,
Va? +y?

Temos:

) 1 xcosf + ycosb 2
sina = | =~ — .
1 /2 + y2
Aplicando produtos notaveis ao numerador da fracao e reduzindo ao mesmo denomi-

nador, temos:

, 2% +y? — 2% cos? 6 — 2xysin 6 cos § + y? sin? 6
sina = =
22 + y?

) 2% — 22 cos? 0 — 2xysin 6 cos 0 + y? — y? cos® 0
sina = .
2?2 + y?

Fatorando as duas primeiras e dltimas parcelas, temos:

21 o2 ) — - 21 _ «in?
cina = % (1 — cos®*0) — 2xysinf cos 6 + y*(1 — sin” ) N
22 4 2
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_ 2% sin? 0 — 22y sin 0 cos O + y* cos?
sina = .
x? + y?

Note que o numerador da fracdo é um trindmio quadrado perfeito da forma A% —
2AB + B?, que fatorado resulta em (A — B)?, logo:

, (xsinf — ycos 0)?
sina =
x? 4 y?

xsinf — ycosd

= sina = +

Considerando o sinal positivo, temos:

xsinf — ycosf

sino =

Dai,

' = /a?+ 4% (cosf - cosa+sinf - sina) =

v =22 42 (cos&- (

xcosl + ysinb) <in (xsin@—ycos@))

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao:
' =z cos?f +ysinfcosh + xsin?f — ysin 6 cos §
= 2’ = x(cos® 0 +sin*0) = 2’ = x.

A reflexao é na prépria reta r implicando que ¥ = (z,y) tem a diregao de 7.

Considerando o sinal negativo em sin «, temos:

ycosf — xsinf

sina =

Assim,

¢ =TT

cos f(z cosf + ysin b) N sin 0(y cos @ — x sin 9))

Simplificando, temos:

= 2/ = xcos? 0 + ysinfhcosf + ysinf cosh — xsin?f



Capitulo 5. Matrizes Ortogonais e Classificacio de Matrizes Ortogonais 2x2 75

= 2’ = x(cos? 0 — sin?0) + 2y sin 6 cos §
= 1’ = x(cos’f — sin?0) +y - 2sinf cos
= 1/ = xcos(20) + ysin(20).
cos(26) = cos(f 4 0) = cosB - cosf —sinf - sin
= c0s(20) = cos® § — sin? 6.
sin(260) = sin(6 4 0) = sinf - cos§ + cos - sin
= sin(26) = 2sin 0 - cos .

Vamos encontrar i/’

Sendo

xsinf — ycosf

sina = , temos:

N sin@(mcosﬁ—l—ysin@)_cosQ(xsinH—ycosQ)
Yy =vr+ty ( T NGERT .

Simplificando, temos:
Y = xsinfcosd + ysin? f — (x cos Osinf — y cos? 0)
=y = y(sin?0 + cos?0) = y - 1, logo

y' =y , reflexdo na prépria reta r implicando que ¥ = (x,y) tem a dire¢ao de r .

Se

ycosf — xsinf

sina =

o 3 sin f(x cos § + y sin ) _cosH(ycosH—xsin@)
Yy x +y < /$2+y2 /«I2+y2 :

Simplificando:

=y = xsinfcosf + ysin® O — ycos? + xsinf cosd
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=y =z -2sinfcos — y(cos® O — sin? )
=y = xsin(20) — y cos(26).

Como queriamos demonstrar.

Definimos Ref(f) como matriz de reflexdo de 6 graus do vetor ¢ em relagdo a uma

reta 7 que passa pela origem.

Vejamos agora o Caso 3:

temos que com as condigoes
a

Desde que A tem forma A =

ab] L4
c d

deste caso, A se escreve como a =d e b= ¢, onde temos o produto interno como
sendo (a,b) - (b,a) =ab+ba=0=2ab=0=a=0o0ub=0.

e a=0=>c=x1=b=+1 e d=0,jique (a,b) tem norma 1.

e d=0=b=+x1=c=+1 e a=0,jique (a,b) tem norma 1.

Assim, a matriz A =
c

b
d] pode ter as seguintes possibilidades:

M) A= !

0 1
1 0] (I) A =

~1
0] (III) A =

0 1
» O] (IV) A =

0 —1
1 0]
Note ainda que, de acordo com o que vimos:

e b=0=>d=F1l=a=2Llec=0.
e c=0=a=F1=d=+1leb=0.

Logo, temos mais 4 possibilidades para a matriz A =

-1 0

0 -1
~1 0
0 1|

|
o
SN~

(V) A=

10
. 1] (VI) A =

(VII) A =

_01] (VIII) A =
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Perceba que essas oito matrizes que construimos sao casos particulares das matrizes

de rotacao e reflexdao dos Casos 1 e 2.

Vejamos que:

01
(I) A= ] , a matriz de reflexdo para 6 = 45° sera:
90° in(90°
Ref(45°) — cos(90°)  sin(90°)
sin(90°)  — cos(90°)
01
= Ref(45°) = [ = A.
10
0 -1
(I1) A= ] , a matriz de reflexdo para 6 = —45° sera:
-90° in(—90°
Ref(—45°) = C?S( ) sin( )
sin(—90°) — cos(—90°)
0 -1
= Ref(—45°) = [ ] :
-1 0
1
(ITIT) A = ] , a matriz de rotagao para § = —90° sera:
—90°) —sin(—90°
Rot(—90°) = cos( ) —sin( )
sin(—90°)  cos(—90°)
0 1
Rot(—90°) = .
-1 0
—1
(IV) A= } , a matriz de Rotacao para 6 = 90° sera:

Rot(90°)

cos(90°)  —sin(90°)
sin(90°)  cos(90°)

Rot(90°) = [(1) _01] .



Capitulo 5. Matrizes Ortogonais e Classificacio de Matrizes Ortogonais 2x2

78

(V) A=

1] , @ matriz de rotagado para 6 = 0° sera:

Rot(0°) = cos(0°) —sin(0°)
sin(0°)  cos(0°)

Rot(0°) — {1 0] |

01

(VI) A=

1] , a matriz de rotacao para 6 = 180° sera:

ROt(lSOO) _ COS(18OO) —Sin(180°)
sin(180°)  cos(180°)

Rot(180°) = [_1 O] .

0 -1

(VII) A =

1] , a matriz de reflexdo para 6 = 0° sera:

Ref(0°) — cos(0°)  sin(0°)
sin(0°) — cos(0°)

(VIII) A =

_O 1] , a matriz de reflexao para 8 = 90° sera:

Ref(90°) = cos(180°)  sin(180°)
sin(180°) — cos(180°)

= Ref(90°) = [_01 [1)] .

Conclusao:

plano.

As matrizes ortogonais 2x2 representam reflexoes ou rotagdes no
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5.3 Aplicacao da matriz de rotacao nas conicas
Sabemos da geometria analitica que a equacao geral das conicas é dada por:
ar® +by* +cry+dr+ey+ f=0

com a, b, ¢ nao todos nulos.

As conicas sao elipses, hipérboles, parabolas, circunferéncias e suas degeneracoes

(conjunto vazio, ponto, par de retas).

A equacgao geral das conicas

Escrita na forma matricial é:

d

]+ ] -

[l Ve

Observagao: [ ] ¢ uma matriz simétrica.

e

Vamos provar que a forma matricial resulta na equacao geral das conicas.

4

_|_£
ity

ol

Logo, a equacao matricial resulta:

Multiplicando as matrizes:

[l T T

vl

e multiplicando

, temos [dx + ey} .

ar + 5y

S0+ by -I—[dq:—i—ey]ﬁL{f} = 0.

= o

Passo 1: Produto dos vetores

{x y}- az + 3y :m<ax+cy>+y<cx—l—by)
5T+ by 2 2
—ma+m-§y+y-§x+yb
= 220 + g:ﬂy + gxy +9%b

= 22%a + cxy + y?b.
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Passo 2: Soma dos demais termos

z’a + cxy + y*b + [dz + ey] + [f] = 0.
Resultado final:
z?a+ cxy +y*b+dr +ey+ f = 0.

Aplicagao pratica: obtencao da equacao geral de uma elipse na sua forma

canodnica rotacionada de 30° no sentido anti-horario

Dada a elipse:

Conforme mostrado na figura 13.

Figura 13 — Elipse

Sabemos que (z,y) é um ponto da elipse:

Precisamos rotacionar o vetor ¥ = (z,y) de 30° no sentido anti-horario.

Logo, temos:

x _ |cos30° —sin30°| |z
Y’ ~ |sin30°  cos30° y|

[cos 30° —sin 301

sin30°  cos 30°

Onde
R(30°) =
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é a matriz de rotagdo R(30°) e v" = (2/,%) é a rotagao de ¥ de 30° no sentido anti-horério.

'l |cos30° —sin30°| |z
Y| |sin30°  cos30° Y

Multiplicando essa equacio pela esquerda por R~1(30°) teremos:
R(30°) c?s 30° —sin30°| |z
Y sin30°  cos30° | |y

z cos30° sin30°| |2
= =1 (*)
Y —sin30° cos30°| |/

Observe que a matriz:

Vimos que:

.T/

= R7'(30°)

= RY0) = R1(0) = R(—0).

cos 30°  sin 30°
—sin 30° cos 30°

. 2 2 ..
Vamos escrever a elipse dada £z + % = 1 na forma matricial:

%Ox:
O%y

r| | cos30° sin30° T
Y | —sin30° cos30° Y|

Onde fazendo a transposta, obteremos:

-]

Isso é verdade pela propriedade (AB)' = B'A! vista no Capitulo de Matrizes.

Temos de (*):

cos 30°  sin 30° '
—sin30° cos30°|

Assim, temos

[ ] |cos 30° —sin 30° e
{x y} [x y} Lin 30°  cos 30° )
Assim substituindo na equagao:

30° —sin 30°
) v o)
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x cos30°  sin30°| |2’
por
Y —sin30° cos30°| |y

Teremos a elipse na forma matricial escrita da seguinte forma:

v3 o1l gl [ 1 /
I 2| |25 2 2| |T _1
13 |1 vl |, '
vy sl g V3 -
2 2 9 2 2] Y

Aqui podemos utilizar a propriedade da associatividade das matrizes.

Logo multiplicando as segunda e terceira matrizes, temos:
vi _11 1 V3 _1
2 2| |25 _ |50 18
1 V3|l L] |1 B
2 2 9 50 18

3 41 V3 V3
100 36 100 _ 36

V3 1 v3 1

50 18| |2 2| _

1 V3 V3 V3 _ V3 1 43
100 36 100 36

& |
= |2 /] sE o || T

450 450 Y

900 900
(9v/3-25V/3) 9475

{ 27425 (9\/5—25\@)]
900 900

26z’ 8V
;o 450 450 | _
= {x y} 8By 42y | T L.

450 450
Expandindo:
26 N2 8\/§ ! ! 8\/3 ! ! 42 N2
20 ()2 = SV OV 22 )? = 1.
50" "m0t T a0t g

Multiplicando por 450:

26(z")* — 16V/3"y + 42(y/)* = 450.

Dividindo por 2:

13(2)? — 8v/3z'y' + 21(y')* — 225 = 0.
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1327 + 21y — 8v/3zy — 225 = 0. (5.8)

E a equacdo geral da elipse rotacionada de 30° no sentido anti-horario em relacio

a0 eixo x a partir da sua posi¢ao candnica como mostrada na figura 14.

Y

30°

Figura 14 — Elipse rotacionada

Processo Inverso de Rotacao:

Observamos a equacao:

1322 + 21y — 8v/3yx — 225 = 0

que a principio ndo sabemos que conica ela representa, mas que em sua forma

(@ ] [ 13 _4\/§] H — [225] = 0. (5.9)

matricial temos:

—4v3 21 y

Agora temos que encontrar a matriz de rotagao R(f) tal que:

13 —4v3
—4/3 21

A existéncia dessa matriz R(f) é garantida pelo Teorema Espectral (que nao é

R(0) seja uma matriz diagonal.

R™H(0) - {

objeto desse trabalho), mas que seu enunciado é o seguinte:
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Se A, xn ¢ uma matriz simétrica, entdo existe uma matriz ortogonal P tal que
P'AP = D,

onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A e as colunas de P sao

formadas pelos autovetores de P.

Entao, vamos a procura dos autovalores e autovetores da matriz. Para esse calculo,

usaremos o que trabalhamos no Capitulo 4.
13 -4 1
A= V3 e I= X )
—4v3 21 0 1
Temos,

o P

—4y/3 21 0 1 —4y/3 21—\
Para encontrarmos os autovalores, temos:

det(A — ) =0.

Logo,

(13— A)(21 — \) — (—4V/3)(=4V3) = 0
=273 — 13\ — 21\ + A2 —48 =0

= A2 — 34\ + 225 = 0.

Via Bhaskara, temos:

A =17+ +/289 — 225

= A=17+V64=\=17+8.

Entao A=250u A =09.

Para encontrarmos os autovetores associados a esses autovalores encontrados temos
para A = A\ = 25
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13-25 —4v3 | |z| |0
—4v3 21-25| |y| |o|’

isto é,

—-12 —4V3| |z| |0
—4v3 -4 ||y 0

= —12z —4V3y =0

—12x —3x
Sy=— = y=—"=y=—31.
Y 3 Y V3 (Y
—AVBr—dy=0= —4dy=4V3zx =y = —/3z

Para z = 1, temos y = —v/3. Entéo o autovetor é:

7= (1,-V3)

= |7 =12+ (V32 =VI+3=Vi=2

O vetor ¥ normalizado sera:

<y
Il

3)

Que chamaremos de 7.

Para A = XAy = 9, teremos

4 =43l |z| |0 N
—4v3 12 ||yl |0
4x—4\/§y:0:>4x:4\/§y:>x:\/§y

3
—4\/§$+12y:0:—4\/§x:—12y:x:%y:>x:\/gy‘

Para y = 1, temos = = v/3. Logo, o vetor

7= (V3,1),

cuja norma é ||7]] = (V3)2 + 12 =3 +1=V4=2.
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E o vetor ¥ normalizado sera:
s (V31
S\ 272)°

Que chamaremos de v;. Para tal faremos a andlise por casos:

e Caso 1: As coordenadas de ¢} na 1? coluna e as de U5 e na 22 coluna. Assim pelo

teorema espectral temos:
1 V3
_ 2 2
R(9) = _¥3 1|’
2 2

ou seja, implicara que § = —60° e

R(60°) = {

;

cos(60°)  sin(60°)
—sin(60°) cos(60°)

Y

— R(60°) H .

Logo, havera uma rotacao de 60° no sentido anti-horario da elipse de equagao 5.8.

Além disso, em 5.9 temos:

£ :—zf@ _;ﬁ] H — [225] = 0.

x] por R(0) x/] , onde
Y

Vamos trocar [
Y

E como

aplicando a transposta na equacao matricial e utilizando a propriedade (A - B)! =

B! - A, temos:

Assim, temos:
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13 —4v3 '
o ] R(6) s ] R(6) [z,] —[225] =0
(1 _ V3 13 _4\/5_ 1 VB [,]
N zg 52] [_4\/5 )y __2? z _;’/_ —[225] =0
1B 6 _2\/__%- 1 VBT [/]
= [+ ] 132“% v 2212 __25 z ;_ — [225] =0
o] [ 1 ][]
s | 5]l
2 2 2 2| Y
25 4 75 0 /
= [x’ y’] 4 E)L 4 %7 +% [;] — {225] =0
= [gc/ y/] [205 S] ;; — [225} =0

= 25(2")? +9(y)* =225 =0 <225

Conforme figura 15.

Figura 15 — Elipse rotacionada 60° no sentido anti-horario.
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e Caso 2: As coordenadas de v estdo na 22 coluna e as de v5 na 12. Além disso note

que v; = (3, —?) pode ser escrito como v; = (—3, @), pois autovetores podem ser

multiplicados por escalares diferentes de zero e ainda continuam sendo autovetores

correspondentes ao mesmo autovalor. Assim pelo teorema espectral temos:

oI N
=l
ol |
W=
-

R(0) = [

ou seja, implicara que € = 30° e

R(30°) = [

;

Logo, havera uma rotacao de 30° no sentido horario da elipse de equacao 5.8.

cos(30°) —sin(30°)
sin(30°)  cos(30°) |

E como

— R(30°) H .

Y

Além disso, em 5.9 temos:

/ / ? % 13 _4\/§
LRI 43 2

Multiplicando as 2 e 3% matrizes, temos:

NI—= DN
=l

13v/3 43 21
{xl y [2—2 —6+ 5

1§ 23423

[f g”/}—[m&s}zo
2 2 Y

W3 9 v3 1] [,/]
2 2 2 2 _
= {5”/ y/] _25 25v3| |1 VB || {225] =0
2 2 2 2 Y
27 | 9 9v3 | 9v3| [
s + 4 __ZV9 _|_ VI
4 4 4 4 _
= [“’J y’} _25v3 | 25V3 25 |, 75 | [225} =0
4 + 4 4 + 4 L

= 9(z/)? +25(y)* =225 =0 <225
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Conforme figura 16.

Figura 16 — Elipse rotacionada 30° no sentido horario.

A ordem dos autovetores na matriz ortogonal influenciou diretamente na disposicao
dos autovalores na matriz diagonal, de acordo com a relacio P~'AP = D, em que P ¢ a
matriz ortogonal formada pelos autovetores, A é a matriz simétrica construida a partir dos
coeficientes dos termos quadraticos da equagao geral da conica (incluindo o termo misto
Bzxy), e D é a matriz diagonal composta pelos autovalores. Como consequéncia, houve

uma alteragdo na forma candnica da elipse.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, procuramos explorar a relagdo entre as matrizes ortogonais 2 X 2 e

as transformacoes geométricas no plano, especialmente as rotagoes e reflexoes.

Nos capitulos, trabalhamos e percorremos desde os fundamentos histéricos e con-
ceituais de matrizes, destacando a contribuicao de Arthur Cayley até a aplicagao concreta
dessas estruturas na Geometria Analitica, com foco em situagdes acessiveis ao ensino
médio.

As matrizes ortogonais revelaram-se ferramentas importantes para descrever trans-
formacoes que preservam distancias e Angulos, como as rotagoes e reflexdes. Com abordagem
didtica e sem recorrer a conceitos mais avancados de Algebra Linear, buscamos tornar

esses contendos mais acessiveis a realidade escolar.

Por fim, esperamos que o trabalho contribua para ampliar o olhar sobre o papel
das matrizes no Ensino da Matematica, mostrando que, mesmo restritas a dimensao 2 x 2,

elas tém muito a oferecer como ponte entre o universo Algébrico e o Geométrico.
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