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RESUMO

Esta dissertagdo apresenta a abrangéncia e a importancia do conjunto dos numeros
primos, incluindo também uma proposta de sequéncia didatica para o Ensino
Fundamental, voltada ao ensino dos conhecimentos relacionados a esses numeros,
com o objetivo de tornar o processo de ensino-aprendizagem mais dinamico,
contextualizado e significativo. Fundamentada em autores como Sautoy (2007),
Oliveira (2013), Zabala (1998) e Lima (2025), a pesquisa contempla diversas
informagdes sobre numeros primos, como sua descoberta, aplicagdes, teoremas,
curiosidades e conjecturas, entre outros temas, além de destacar a importancia das
sequéncias didaticas como instrumento eficaz, desde que bem planejadas e mediadas
por professores atentos as realidades e aos ritmos de aprendizagem dos alunos. A
proposta da SD contempla seis atividades articuladas, que visam desenvolver, de
forma gradual e interativa, a compreensao dos numeros primos, suas propriedades e
aplicagdes. As atividades incluem discussdes iniciais, identificagdo de numeros primos
por meio do crivo de Eratdstenes, pesquisa sobre curiosidades, fatoragdo em primos
e aplicagdes. O enfoque esta na construcio coletiva do conhecimento, valorizando o
raciocinio légico, a pesquisa, o trabalho em grupo e a relagéo entre teoria e pratica,
incentivando o protagonismo do aluno. Os resultados esperados envolvem nédo
apenas a apropriagdo do conceito de numero primo, mas também o estimulo a
curiosidade matematica, a autonomia dos alunos e a percepc¢ao da aplicabilidade dos
conteudos matematicos em contextos reais. Conclui-se que, com planejamento e
intencionalidade, as sequéncias didaticas podem ser aliadas potentes na promocgao
de uma aprendizagem mais solida e significativa no ensino de matematica. Dessa
forma, espera-se que este material se torne uma ferramenta eficaz nas maos de

professores do Ensino Fundamental ao trabalharem com numeros primos.

Palavras-chave: numeros primos, sequéncia didatica, ensino.



ABSTRACT

This dissertation presents the scope and importance of the set of prime numbers, also
including a proposal for a didactic sequence for Elementary Education, aimed at
teaching knowledge related to these numbers, with the goal of making the teaching-
learning process more dynamic, contextualized, and meaningful. Grounded in authors
such as Sautoy (2007), Oliveira (2013), Zabala (1998), and Lima (2025), the research
covers various information about prime numbers, such as their discovery, applications,
theorems, curiosities, and conjectures, among other topics. It also highlights the
importance of didactic sequences as an effective tool, provided they are well planned
and mediated by teachers attentive to the realities and learning rhythms of their
students. The proposal of the DS includes six interconnected activities designed to
gradually and interactively develop the understanding of prime numbers, their
properties, and applications. The activities include initial discussions, identification of
prime numbers through the Sieve of Eratosthenes, research on curiosities,
factorization into primes, and applications. The focus is on the collective construction
of knowledge, valuing logical reasoning, research, teamwork, and the relationship
between theory and practice, encouraging student protagonism. The expected results
involve not only the appropriation of the concept of prime numbers but also the
stimulation of mathematical curiosity, student autonomy, and the perception of the
applicability of mathematical content in real contexts. It is concluded that, with planning
and intentionality, didactic sequences can be powerful allies in promoting more solid
and meaningful learning in mathematics teaching. Thus, it is expected that this material
will become an effective tool in the hands of Elementary Education teachers when

working with prime numbers.

Keywords: prime numbers, didactic sequence, teaching.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1: O 0SSO d€ ISNANQO........cccuiiiiiiie et e e 20
Figura 2: Esquema de marcagdes nNo 0SSO de I1Shango .........ccccvevvvivivciie e 21
o 10 =T R U o | To =SSR 22
Figura 4: Os Elementos de EUCHUES ........ccuiviiiiiiiiiciee et 22
Figura 5: O Crivo de EratOstenes ..........coeeiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeee e 37
Figura 6: Marin MEISENNE ........c.uei ettt ee e e ee e see st eestaeessteeesnteessaeesnsaeesnseeenns 42
Figura 7: Pierre de FErmMat ..........oo ittt ee e e et s e s ate e s nae e sneeesnnneees 43
Figura 8: SOPhi€ GEIMMIAIN .......ccuiiiiie ittt e st e e stae e st e e sareeesaaesnsaeesnseeenns 45
FIgura 9: JONN WIISON .......ooeiii ettt e ee et e e tae e st e e s ate e ssbeesneeesnnneenns 46
Figura 10: Leonardo FIDONACCI ........cceoiiiiiiiiiec e 47
Figura 11: Adrien-Marie LEgeNAre .........c.cooiiriiiieiie e e 51
Figura 12: Christian Goldbach .............c.ooiiiiiii e 54
Figura 13: Correspondéncia trocada entre Goldbach e Euler..............ccccoceiiniininiininicnene. 54
Figura 14: Espiral de Ulam 400 X 400 .........coociiiiiie ettt et e e st e e sere e e nae e 58
Figura 15: Francois EAouard ANGtole LUCAS............cc.oveeueeeeieeeeeeeeeeeeeeee e 59
Figura 16: Cigarras do género MagiCiCada..........c.ccccveeeiiieicii it ire et 61
Figura 17: Georg Friedrich Bernhard Riemann. ...........ccccoovioiiiiiiiiieneeeeeeseeee e 63
Figura 18: Livro Théorie des NOMDIES. .......ccoiiiiiiiiiiiiee e 65

Figura 19: Carl FriedriCh GaUSS.........cocuiiiiiiiieieieee ettt 67



LISTA DE TABELAS

Tabela 1: Informages dO ProbIEMA ........cc.eoiiiiiieiece e 30
Tabela 2: TT(X) VEISUS X /INX. .c.cuiiiiieiiie ettt ettt tee et e e stae e e taeessteeesseeensaeenssaeesnnes 67



LISTA DE QUADROS

Quadro 1: NUMeros de FIDONACCI. .......coueiirieriiiieiieeee et 47
Quadro 2: Conjectura de Legendre para os 20 primeiros numeros inteiros positivos............ 52
Quadro 3: Espiral de Ulam para os 225 primeiros nUmeros Naturais. ...........ccceceeveveeveereennnenn 57



LISTA DE GRAFICOS

Grafico 1: Grafico da fungao zeta de Riemann. ..........c.ccoovveiviiiiiee e 72



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

SD - Sequéncia Didatica



SUMARIO

INTRODUC.IT\O ............................................................................................................. 17
2 UMA BREVE HISTORIA DOS NUMEROS PRIMOS ......oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesseessenens 20
2.1 O OSSO DE ISHANGO ... e 20
2.2 EUCLIDES E SEUS ELEMENTOS ... oot 21
3 NUMEROS PRIMOS NA OBMEP .......ooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeesesssesssessnessnessssssssssnesssesns 26
4 TESTES DE PRIMALIDADE ........ooooieeiiieiiiieiassmsssssmssssnnsssenssssnnsssennsssnnssssnnsssennssenn 36
4.1 TESTES BASICOS DE PRIMALIDADE ..., 36
4.1.1 Crivo de EratOSteNeS ....cu.oieeeiireeiiieeiremeisremirrsnssremssrsnssrennssremnssrnnssrennssrenns 36
4.1.2 Divis@0 por tentativa.........cccoccccemmmiiiii s 38
4.2 TESTES DETERMINISTICOS DE PRIMALIDADE .......cooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 38
4.2.1 Teste de LUCAS = LENMIET ... e e s i s resrearemrem s em e em e em s nmnns 38
Sy " 1Y o Yo [0 Y0 N 4 € 39
3.3 TESTES PROBABILISTICOS DE PRIMALIDADE ......ooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 39
4.3.1 Teste de Fermat ... ... ciemcreeirre e s rmnsensreassemsssm s em s smnsmnssmnnsnnnsnnns 40
4.3.2 Teste de MiIller - RabinNT ... ceecreise s smrsnsm s smssmnssnssassmssnnsnnssnnss 40
5 CATEGORIAS DE NUMEROS PRIMOS ..ottt eeeeeeeseessesesesssesssesesessssssnsssnes 42
51 PRIMOS DE MERSENNE ... oo e 42
B2 PRIMOS DE FERMAT ..ottt 43
5.3PRIMOS GEMEOS ... e e, 44
5.4 PRIMOS DE SOPHIE GERMAIN ...oeieeee e 44
D5 PRIMOS DE WILSON ..ottt e e e e e e e e aeen 45
5.6 PRIMOS DE FIBONACCH ..o 46
6 ALGUMAS CONJECTURAS E CURIOSIDADES SOBRE NUMEROS PRIMOS. 49
6.1 CONJECTURA DOS PRIMOS GEMEOS INFINITOS ..o 49
6.2 CONJECTURA DE LEGENDRE ... 50
6.3 CONJECTURA DE GOLDBACH ..ottt 53
6.4 ESPIRAL DE ULAM ..ot 56
B.5 PRIMOS VULT O SO S .. o e e 58
6.6 AS CIGARRAS E OS PRIMOS ... et 61
7 AHIPOTESE DE RIEMANN......o..ooeieeee et eeeeeeee e eeeeeeseessesssessssssssssssssssesssesssssnsesnssns 63
7.1 GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN ... .conieiee e 63
7.2 SOBRE AHIPOTESE DE RIEMANN .....oooioeeeoee oo 66
T3AFUNCAO ZETA .ot 68
7.4 ACONTRIBUICAO DE RIEMANN ..ottt 69
7.5A LISTA DE HILBERT E OS PROBLEMAS DO MILENIO.......oeoeeeeeeeeeee 73

8 UMA PROPOSTA DE ESTUDO DOS NUMEROS PRIMOS NO ENSINO
FUND ANMENT AL ....ooiiiieiiiieiiesiessremssssmnsssemssssnmssssnnsssenssssensssenssssnnssssnnsssnmssssenssssnnsssenns 75

8.1 AS SEQUENCIAS DIDATICAS ..o, 75



8.2 PROPOSTA DE SEQUENCIADIDATICA ...t 76
REFERENCIAS ..ottt sess s ssess e sssss s sssse s sasssssssssessssssssssssssnssssssnsssssennes 88
APENDICE A — TABELA DE NUMEROS NATURAIS ATE 100........ccceevereremrccnnnes 93
APENDICE B — TABELA DE NUMEROS NATURAIS ATE 200. .......cceeevevrrccaenes 94



17

1 INTRODUGAO

Desde os primérdios da matematica, os numeros primos despertam admiragéo,
atracao e, por vezes, até mesmo surpresa. Definidos como os numeros inteiros
maiores que um, que possuem apenas dois divisores, 0 um e ele proprio, 0s numeros
primos desempenham um papel central na estruturagdo dos numeros naturais. Nessa
perspectiva, sdo, por exceléncia, os tijolos fundamentais da aritmética. Podemos dizer
que os numeros primos estdo para a matematica assim como as notas musicais estao
para a musica.

Segundo O livro da matematica (2020, p. 124) “os numeros primos fascinam os
estudiosos desde que os gregos antigos da escola de Pitagoras primeiro os
estudaram, sobretudo porque podem ser vistos como os ‘tijolos’ de todos os numeros
naturais”. Essa idealizagéo ¢ legitimada a partir do conhecido Teorema Fundamental
da Aritmética. Dito isto, seria oportuno afirmar que o conhecimento a respeito desses
numeros e sua utilizacdo é indispensavel para um satisfatorio desenvolvimento dos
saberes matematicos.

A importancia dos numeros primos vai além da teoria elementar dos numeros,
eles estdo presentes em varias outras areas do conhecimento, como criptografia,
analise matematica, computacéo, entre outras. Apesar disso, € comum que o seu
ensino, principalmente nos anos finais do Ensino Fundamental, e até mesmo no
Ensino Médio, seja restringido a conceitos basicos e a definicbes fundamentais, sem
contextualizacao histérica ou aprofundamento de conhecimentos.

O ensino da matematica nos anos finais do Ensino Fundamental apresenta
diversos desafios, especialmente quando se trata de conteudos abstratos como os
numeros primos. Logo, essa forma limitada de trabalho com o tema pode acontecer
até mesmo por falta de conhecimentos mais especificos a respeito dos numeros
primos, de certa forma, colaborando para um ofuscamento da riqueza da tematica,
afastando os estudantes de sua beleza matematica.

Nesse contexto, o uso de sequéncias didaticas como estratégia de ensino
surge como uma opgao eficaz para promover um ensino mais significativo e
contextualizado. Segundo Zabala (1998), sequéncias didaticas sé&o conjuntos de
atividades organizadas e articuladas que visam desenvolver objetivos educacionais

especificos, respeitando o ritmo e o nivel de compreensao dos estudantes. Desse
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modo, 0 uso dessa metodologia permite uma constru¢cao gradual do conhecimento,
na qual é possivel valorizar as interagdes, os saberes prévios dos alunos e a mediagao
pedagdgica do professor.

A presente dissertagdo tem como objetivo tratar de conhecimentos a respeito
dos numeros primos, a partir de uma abordagem tedrica consistente, apresentando
resultados, teoremas e conjecturas associadas aos primos — como o Teorema de
Euclides, a Conjectura de Goldbach, a Hipotese de Riemann, entre outros — e, em
paralelo, propde-se uma sequéncia didatica para o ensino de numeros primos no
Ensino Fundamental, com foco nos anos finais, na qual propomos caminhos para o
ensino deste tema de forma mais rica, motivadora e significativa.

A proposta busca, além de transmitir os conceitos formais, despertar a
curiosidade dos estudantes por meio de atividades investigativas, ludicas e
interdisciplinares. Sdo abordados conteudos como definigdo de numeros primos, crivo
de Eratostenes, fatoragdo em primos, propriedades e curiosidades, culminando em
uma discussao introdutéria sobre a aplicagdo desses numeros na criptografia
moderna e uma analise dos conteudos aprendidos durante a aplicagcédo das atividades
realizadas.

Acredita-se que, ao tratar os numeros primos como "tijolos fundamentais da
aritmética", conforme aponta a tradicdo matematica, € possivel ndo apenas melhorar
o desempenho dos alunos nesse conteudo, mas também contribuir para o
desenvolvimento do pensamento logico, da capacidade de argumentacdo e da
valorizagdo da matematica como ferramenta essencial para a compreensdo do
mundo.

A metodologia adotada neste trabalho foi a pesquisa bibliografica, realizada por
meio da leitura e analise de diversos materiais, como artigos cientificos, livros, revistas
especializadas, dissertacdes e teses, que abordam as tematicas centrais: numeros
primos e sequéncias didaticas. Nesse sentido, Guerra (2024) destaca que a
metodologia de pesquisa bibliografica consiste na procura, selegcdo e andlise de
materiais informativos, que sejam relevantes para o estudo do tema em questéo.

A dissertacdo esta organizada da seguinte maneira: no primeiro capitulo,
encontra-se a introdugéo, na qual apresentamos uma visédo geral acerca do que foi
desenvolvido, como também os objetivos da pesquisa; o segundo capitulo trata-se de

uma breve abordagem historica sobre os numeros primos, ressaltando seu
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“surgimento” e também sua formalizagc&do, assim como a apresentacdo de teoremas
contidos na obra “Os Elementos” de Euclides; o terceiro capitulo foi destinado a
apresentacdao de métodos de identificagdo de numeros primos, os chamados testes
de primalidade, os quais foram divididos em categorias; no quarto capitulo,
apresentam-se algumas categorias de numeros primos, bem como as propriedades
ligadas a cada uma dessas categorias.

O quinto capitulo foi destinado a apresentagdo de algumas das mais famosas
conjecturas sobre numeros primos, além da exposigcdo de algumas curiosidades
acerca do tema; o sexto capitulo foi destinado a tdo famosa Hipotese de Riemann,
apresentando sua histéria e contextualizagao do seu surgimento; o sétimo capitulo foi
destinado, exclusivamente, a apresentacdo de uma proposta de sequéncia didatica
de ensino/estudo de numeros primos no Ensino Fundamental; e no oitavo capitulo
encontram-se as consideracoes finais a respeito da presente pesquisa.

Indubitavelmente, os numeros primos sao objetos de estudos milenares,
capazes de despertar curiosidade e encantamento, e merecem ser melhor explorados
nos espacos escolares. Com isso em vista, esta dissertagcaéo busca contribuir para uma
maior difusdo e valorizagdo desse conteudo no ambiente educacional, propondo
praticas que promovam n&o apenas a aprendizagem, mas também o encantamento e

0 engajamento dos estudantes com a matematica.
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2 UMA BREVE HISTORIA DOS NUMEROS PRIMOS

Os numeros primos tém despertado a curiosidade e o interesse de estudiosos
da matematica ha muitos anos, provavelmente antes mesmo do seu surgimento e
desenvolvimento como Ciéncia propriamente dita. Neste capitulo, propde-se um
recorte das origens e da descoberta da sequéncia dos numeros primos como se

conhece hoje.

2.1 O OSSO DE ISHANGO

Acredita-se que um dos primeiros indicios do aparecimento de numeros primos
esta presente em um o0sso, conhecido como “osso de Ishango” descoberto pelo
gedlogo belga Jean Heinzelin de Braucourt, no ano de 1960, em montanhas da Africa,
onde até entdo era o Congo Belga. Para Gracian (2017) essa descoberta pode ser
classificada como arqueologia matematica.

O osso de Ishango nao possui datagao precisa, porém estima-se que sua idade
esteja entre 18000 e 20000 anos. Esse artefato possui varias marcagbes gravadas,
organizadas em grupos, que sugerem algum tipo de sistema de contagem. Sobre
essas marcagbes Santos (2019, p. 124) afirma que “Independentemente da
explicagao encontrada, para cada um dos pormenores presentes no osso de Ishango,
€ indiscutivel o fato de que aqueles registros, a data em que foram feitos, demonstram

interesse pelos ‘numeros™.

Figura 1: O osso de Ishango
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Fonte: < https://www.megacurioso.com.br/arqueologia/37345-0sso-de-ishango-conheca-a-
calculadora-mais-antiga-do-mundo.htm>. Acesso em: 19 de jun. 2024.

Em uma de suas colunas, que contém marcacgdes, esta presente um conjunto
de marcas organizadas, representando os numeros 11, 13, 17 e 19, que s&o os

numeros primos compreendidos entre 10 e 20, como mostra a Figura 2 abaixo.

Figura 2: Esquema de marcagdes no osso de Ishango
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Fonte: < https://fredlopes.com.br/ufmt/ensino/matematica/historia-da-matematica/o-osso-de-

ishango/>. Acesso em: 19 de jun. 2024.

Acredita-se que o0s registros no osso de Ishango s&o as primeiras
representagdes de numeros primos feitas por seres humanos. Para Peruzzo (2012, p.
2) “talvez esse 0sso seja um indicio das primeiras incursdes pela teoria dos numeros
primos”. Desse modo, € possivel afirmar que o osso de Ishango € mais do que um
mero artefato arqueoldgico, e sim uma prova do pensamento matematico primitivo
rudimentar que os seres humanos possuiam ha milénios. Além disso, a presenca das
marcagoes representando numeros primos nesse objeto sé representa o quao antigo

€ 0 pensamento matematico relacionado a esses numeros.

2.2 EUCLIDES E SEUS ELEMENTOS

Euclides, mais conhecido como “Euclides de Alexandria”, foi um matematico
grego que viveu por volta do ano 300 a.C., cuja grandiosa reputagédo faz jus a seu
nome, apesar do pouco conhecimento sobre sua historia de vida. Por ter lecionado
matematica na cidade de Alexandria, provavelmente, pode ter sido aluno de discipulos
de Platao, inclusive estudado em sua tado famosa academia, devido a natureza de seu

trabalho em matematica. De acordo com o historiador Aaboe (2013, p. 52) “nao
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conhecemos nada com certeza sobre Euclides, exceto seus trabalhos que foram

preservados”.

Figura 3: Euclides

Fonte: <https://vemlerciencia.com.br/2023/04/12/euclides-de-alexandria-e-a-mesa-bamba/>. Acesso
em: 24 jun. 2024.

Além de ser considerado um dos mais importantes e influentes estudiosos da
Grécia antiga, Euclides de Alexandria também foi considerado um dos mais
importantes autores de matematica da histéria da humanidade. Sua obra “Os
elementos”, resultado da jungao de 13 volumes, que ao longo do tempo tornou-se tado
famosa quanto o préprio autor, devido a sua importancia para a matematica, é
considerada a mais importante e famosa obra da matematica e da histéria, de maneira

geral.

Figura 4: Os Elementos de Euclides

Fonte: <https://www.grupoescolar.com/a/b/172D0.jpg>. Acesso em 03 jul. 2024.
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Essa obra trata dos mais importantes assuntos matematicos existentes a época
de sua publicagao, na qual o autor apresenta como grande diferencial a forma de tratar
e apresentar tais assuntos. Segundo Aaboe (2013, p. 53) “nestes treze livros, Euclides
incorpora todo o conhecimento matematico acumulado em sua época, com algumas
excegoes”.

Ademais, Aaboe (2013, p. 53) afirma que “seu grande feito € a apresentacao
do material sob uma bela forma sistematica e seu tratamento dele como um todo
organico”. Apesar de dar maior destaque a geometria, ela também trata de temas de
algebra e teoria dos numeros.

Em “Os Elementos”, Euclides aborda ainda os principais teoremas sobre os
numeros primos que eram conhecidos a época, apresentando inclusive
demonstragdes e resultados importantes. Segundo Peruzzo (2012, p. 3) “O livro
Elementos, de Euclides [...] de cerca do ano 300 a.C., contém importantes teoremas
sobre 0s numeros primos, nos quais incluem-se a demonstracado de sua infinitude e o
teorema fundamental da aritmética”.

Hefez (2022, p. 95), ao falar sobre o teorema fundamental da aritmética, diz
que “este resultado, porém, ndo explicitamente enunciado em sua totalidade, esta
essencialmente contido nos Elementos de Euclides, pois ele é consequéncia quase
que imediata de proposi¢des que la se encontram”. O teorema diz o seguinte:
Teorema 1: Todo numero inteiro positivo maior que 1 pode ser escrito como um
produto de numeros primos.

De maneira mais formal, temos:

Dadon € Z, comn > 1, entdo existem numeros primos p4, v,, 03, Pa, ---, Pk, € €XPOentes
positivos aq, a,, as, ay, ..., a;, de modo que

n=pyt g Pyt Pt DR
sendo essa decomposicao unica, a menos da ordem dos fatores.

Abaixo demonstraremos, usando o método da inducéo finita, a existéncia desse
produto, e usando o método da demonstragao por contradigdo demonstraremos a
unicidade.

Demonstragao:
Existéncia:
Base da indugao:

Para n = 2, o resultado é verificado, pois 2 € um numero primo.



24

Hipotese indutiva:

Suponha verdade que para todo numero inteiro positivo n € Z, n pode ser
escrito como um produto de numeros primos.

Passo indutivo:

Provaremos que n + 1 também pode ser escrito como um produto de numeros
primos.

e Sen+1é primo, nada temos a provar;
e Se n+1 é composto, entdo existem inteiros n,; e n,, tal que n+ 1 =n, - n,,
sendol<n; <n+lel<n,<n+1.

Note que, pela hipétese indutiva, ny = p; *py " ...-pPr€ny = q1 " q2 " ...* ¢, Sendo

p; € q; numeros primos,comi=1,2,..,kej=12,..,t.

Dessa forma, n+1=p; Py .."Px"¢1 92" " qs, Sendo, entdo, n+ 1 um

produto de numeros primos. Como queriamos demonstrar.
Unicidade:

Suponhan > 1,talquen =p; “py*...-Dx =q1°q2 " ..." q¢, Onde p; € q; nUmeros
primos, comi=1,2,..,kej=1,2,..,t,de modo que o produto dos p; é diferente do
produto dos g;.

Note que p, divide q; - q; * ...* q;, € p, € primo, entao p, divide algum g;.

Como todos os g; sé@o primos, entdo p; € igual a algum g;, 0 que nos permite
“cancelar” esse fator comum de ambos os lados da igualdade.

Repetindo esse argumento continuadamente notaremos que todos os fatores
serdao “cancelados” até sobrar 1 = 1, contradizendo a afirmacéao inicial de que os
produtos entre p; e q; eram diferentes. Portanto, a fatoragdo € unica, exceto pela
ordem dos fatores. o

Sobre a infinitude dos numeros primos, Peruzzo (1012, p. 14) afirma que “a
questao da existéncia de uma infinidade de numeros primos foi levantada no ano de
300 a.C, estando resolvida no livro Elementos de Euclides”. Ainda, sobre a
demonstragao da existéncia de infinitos numeros primos, Hefez (2022, p. 101) destaca
que “essa prova é considerada uma das pérolas da matematica”.

A afirmacéo de Euclides foi a seguinte:

Teorema 2: Existem infinitos numeros primos.
Demonstraremos, assim como Euclides, esse teorema pelo método da reducéo

ao absurdo.
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Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que a quantidade de numeros primos € finita, ou seja,
existe um numero primo p, que seja maior que todos os outros numeros primos que
existem.

Considere um numero natural n, de modo que

n=p; py - Pptl

Note que n > p;, e que pelo teorema fundamental da aritmética existe um
namero primo p que divide n, e pela construgdo do n, esse fator primo deve ser um
dos p;,p,, ..., Pk, portanto p divide o produto p; - p, - ..." pg.

Como p divide n e também divide o produto p; - p, * ... px, entdo p também deve
dividir 1, o que é um absurdo.

Portando, a quantidade de numeros primos ¢ infinita.
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3 NUMEROS PRIMOS NA OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) foi criada
no ano de 2005, e desde entdo acontece anualmente. Ela, ao decorrer dos anos, tem
se mostrado um valioso instrumento de incentivo @ matematica, como também um
meio democratico de descobrir talentos matematicos, visto que ela é voltada,

principalmente, para as escolas publicas. Para Maranhao (2011, p.13):

Atualmente a OBMEP é uma politica publica mundialmente reconhecida, uma
das maiores iniciativas governamentais voltadas ao processo de ensino-
aprendizagem em matematica, visando melhorar a motivagao, o interesse e
o desempenho dos alunos nas escolas publicas brasileiras. (MARANHAO,
2011, p.13).

Sendo os numeros primos tao importantes para a matematica, ao analisar as
questdes propostas pela OBMEP ao longo dos anos, notamos que conhecimentos
relacionados a numeros primos aparecem com frequéncia, seja de maneira direta ou
indireta, como um conhecimento essencial para a resolugédo do problema. Vejamos
alguns problemas cuja solugao esta relacionada a numeros primos.

Problema 1: (OBMEP - 2007 — Nivel 3 — Questdo 14) Quantos sdo os numeros
inteiros p tais que 503 < 57 < 50%*?

e Solucgéo:
Notamos, inicialmente que, pelo teorema fundamental da aritmética, 50 pode
ser escrito de forma Unica como a multiplicagao de fatores primos. Dessa forma:
50 = 252
Ent&o, a desigualdade do problema pode ser escrita da seguinte maneira:
(2-5%)3 < 5P < (2-5%)*
23.56 < 5P < 2%.58

dividindo toda a desigualdade por 5°, teremos:
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23 < 5P76 < 2%4.52
8 < 5776 < 400.

Notamos, agora, que as unicas poténcias de 5 que s&o maiores que 8 e

menores que 400 s&o 52 = 25 e 53 = 125, assim, p s6 pode assumir os valores 8 e 9.

Portanto, a alternativa correta é a alternativa B.
Problema 2: (OBMEP - 2011 — Nivel 2 — Questdo 17) Mariana escreveu as

decomposi¢des em fatores primos dos numeros naturais de 2 a 100:

2,3,2%x2,..,3x3%x11,2%x2x%x5x5.

Quantas vezes ela escreveu o algarismo 27?

A) 99
B) 104
C) 152
D) 188
E) 191

e Solucao:
Na fatoracdo, podemos contar o numero de vezes que Mariana escreveu o

algarismo 2 em cada fatoragéo da seguinte forma:

>

YV V.V V ¥V V V

>

uma vez para cada numero par (50 vezes);

mais uma vez para cada numero multiplo de 4 (25 vezes);

mais uma vez para cada numero multiplo de 8 (12 vezes);

mais uma vez para cada multiplo de 16 (6 vezes);

mais uma vez para cada multiplo de 32 (3 vezes);

mais uma vez para cada multiplo de 64 (1 vez);

ao escrever os numeros primos 23 e 29 (2 vezes);

ao escrever 23, quando fatorou os numeros 46,69, 92 (3 vezes);

ao escrever 29, quando fatorou os numeros 58,87 (2 vezes).

Somando os valores apresentados entre parénteses acima teremos 104 vezes

em que o algarismo 2 apareceu. Portanto a alternativa correta € a alternativa B.
Problema 3: (OBMEP — 2012 — Nivel 3 — Questao 13) Para fazer varias blusas iguais,

uma costureira gastou R$ 2,99 para compra botdes de 4 centavos e lagos de 7

centavos. Ela usou todos os botdes e lagos que comprou. Quantas blusas ela fez?

A) 2
B) 5
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C) 10
D) 13
E) 23
e Solucao:

Considerando que a costureira gastou R$ 2,99 (299 centavos), e que ela
produziu blusas iguais, concluimos que foi gasto a mesma quantia de dinheiro para
cada blusa. Chamando de x a quantidade de blusas, notamos que x é divisor de 299.

Notamos agora que 299 = 13 - 23, ambos numeros primos, dessa forma x pode
assumir os valores 1,13,23 e 299, onde excluimos imediatamente 1 e 299.

Se x = 23, entdo teremos que foram gastos exatamente 13 centavos em lagos
e botdes para cada blusa, o que seria impossivel, dado o valor de cada um dos itens.
Agora, se x = 13, entdo teremos que foram gastos exatamente 23 centavos para a
producéo de cada blusa, o que seria possivel ao comprar 4 botdes e 1 lago. Portanto
a alternativa correta € a alternativa D.

Problema 4: (OBMEP — 2014 — Nivel 1 — Questdo 8) Ana Maria apertou as teclas
19x106= de sua calculadora e o resultado 2014 apareceu no visor. Em seguida, ela
limpou o visor e fez aparecer novamente 2014 com uma multiplicagao de dois numeros
naturais, mas, desta vez, apertando seis teclas em vez de sete. Nesta segunda

multiplicagcéo, qual foi o maior algarismo cuja tecla ela apertou?

e Solucgéo:
Utilizando o teorema fundamental da aritmética notamos que o numero 2014
pode ser escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, da seguinte forma:
2014 =2-19 -53.
Analisando as possibilidades, vemos que existem somente quatro formas
possiveis de escrever 2014 multiplicando dois niumeros naturais. Sao elas:
» 1-2014 = 2014;
» 2-1007 = 2014;
» 19-106 = 2014;
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» 53-38 =2014.

Dentre as quatro possibilidades apresentadas, apenas em uma delas seis
teclas da calculadora sao pressionadas. As teclas pressionadas foram 5, 3,-, 3,8, =.
Assim, concluimos que a maior tecla de algarismo pressionada por Ana Maria foi 8.
Portanto, a alternativa correta é a alternativa D.

Problema 5: (OBMEP — 2015 — Nivel 1 — Questdo 15) As contas AB x C =195 e
CDE + F = 88 estao corretas, sendo A4, B, C, D, E e F algarismos diferentes. O niumero
AB é formado pelos algarismos A e B, e o numero CDE é formado pelos algarismos

C,D e E. Qual é o algarismo representado pela letra F?

A) 1 A

02 clolel=[FI=[s]s]
C) 4 =]

D) 6 0

E) 8 =

e Solucao:

Inicialmente, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, 195 pode ser escrito de
forma unica, a menos da ordem dos fatores da seguinte forma:
195 =3-5-13.
Dessa forma, como C representa um sé algarismo, podemos chegar a
conclusdoque ou C =3 ou C =5.
Se C = 3, considerando que 65 - 3 = 195, concluimosque A = 6 e B = 5. Temos
entdo que:
3DE -~ F = 88
3DE =88 -F,
0 que nos leva ao resultado de F = 4, pois 4 € o unico numero natural que, ao ser
multiplicado por 88 tem como resultado 3 no algarismo das centenas. Agora, tendo
emvista F = 4,temosque D =5 e E = 2, uma vez que 352 = 88 - 4. Nesse caso, note
que B = D = 5, e 0 enunciado do problema afirma que os algarismos séao diferentes,
portanto, esse resultado nio € valido.
Agora, se C =5, considerando que 39 -5 = 195, chegamos a conclusao que
A =3 e B =9. Temos entdo que:
5DE ~ F = 88
5DE =88 -F,
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0 que nos diz que F = 6, pois 6 € 0 unico numero natural que multiplicado por
88 tem como resultado 5 no algarismo das centenas. Do resultado anterior, chegamos
também a D=2 e E =8, visto que 528 =88:6. Podemos notar que para os
resultados A=3,B=9,C=5D=2,E=8 e F=6 nao encontramos nenhum
impedimento ou contradigdo. Portanto a alternativa correta é a alternativa D.
Problema 6: (OBMEP — 2015 — Nivel 3 — Questdo 18) Trés amigas foram a uma
livraria com seus namorados. Coincidentemente, cada pessoa pagou, por livro, um
preco em reais igual a quantidade de livros que comprou. Além disso, cada mulher
gastou 32 reais a mais que seu respectivo namorado. Ao final das compras, as
mulheres compraram, ao todo, oito livros a mais que os homens. Quantos livros foram

comprados no total?

A) 32

B) 36

C) 40

D) 44

E) 48

e Solucao:
Primeiramente, faremos a “Amiga 1” namorada do “Namorado 1”7, a “Amiga 2”

namorada do “Namorado 2” e a “Amiga 3” namorada do “Namorado 3”. Note que,
como cada mulher gastou 32 reais a mais que seu respectivo namorado, cada
namorado gastou o valor gasto por sua namorada subtraido 32. Podemos organizar
as informacoes fornecidas pelo problema, como mostramos na tabela 1 abaixo.

Tabela 1: Informagdes do problema

Comprador Livros Preco por Valor gasto Valor final
do livro comprados livro gasto
(qtd.)
Amiga 1 X1 X1 X1 X1 x12
Amiga 2 Xo Xy Xo "Xy xzz
Amiga 3 x3 x3 x3 - x3 x32

Namorado 1 2 2 Vi V1 x,2—32
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Namorado 2 Y, ¥V, Vot Vs x,2 —32

Namorado 3 Y3 Y3 Y3 Y3 x32 — 32
Fonte: Autor (2025)

Agora, notemos que y;2=x,"— 32, y,2=x,°—32 € y32 = x5° — 32, 0 que
também nos leva a:
X2 =y =322 (x; +y) - (g — yy) = 32,
X% = y,% =32 = (x3 + y,) - (x — y,) = 32,

x3% —y3? =32 = (x3+ y3) - (x3 — y3) = 32.
Como 32 = 2>, pela decomposicao Unica em fatores primos, temos apenas
duas possibilidades para os produtos notaveis supracitados:

xi=9eyi=7,

xi=6ey =2,
comi=1,2,3.

Note que, para a primeira solugdo, a namorada comprou 2 livros a mais que o
namorado, e para a segunda solugdo, a namorada comprou 4 livros a mais que o
namorado. Como o enunciado afirma que as mulheres compraram oito livros a mais
que os homens, podemos concluir que um unico casal comprou, de acordo com a
segunda solugéo (6 + 2 = 8) e 0s outros dois casais compraram, de acordo com a
primeira solugdo (9 + 7 = 16), satisfazendo a condi¢c&do da superioridade de oito livros
comprados pelas mulheres em relagédo aos homens.

Assim, a quantidade total de livros comprados foi de 8 + 16 + 16 = 40. .
Portanto a alternativa correta € a alternativa C.
Problema 7: (OBMEP — 2017 — Nivel 3 — Questédo 18) Para quais conjuntos {a, b, c}
de trés numeros naturais é verdade que a X b X ¢ = 23107
A) 24

e Solucao:
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Primeiramente, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, notamos que o
namero 2310 pode ser escrito de forma unica, a menos pela ordem dos fatores, da
seguinte forma:

2310 =2-3-5-7-11.

Agora, vamos analisar quantas sdo as possibilidades de colocar os cinco
fatores primos, da decomposi¢ao supracitada, nas posicdoes dos termos a,b ou c.
Temos entéo trés possibilidades para cada fator primo, e pelo principio da contagem:

3:3:3-3-3=243.

Note que, dentre as 243 possibilidades mostradas acima, trés ndo sao validas
(1-1-2310,1-2310-1 e 2310-1-1), pois temos o termo 1 repetido, e o enunciado
deixa claro que nenhum dos termos da multiplicag&o se repete, assim, excluiremos
essas possibilidades, restando apenas 240.

Agora, note que o produto a-b-c pode ser escrito de seis maneiras
diferentes, devido ao fato de que a ordem dos fatores nao afeta o resultado, entao
cada decomposicao, dentre as 240, aparece seis vezes, diferindo da ordem dos
fatores. Assim, o numero de possibilidades diferentes para o produto a-b-c é de
240 + 6 = 40 possibilidades. Portanto a alternativa correta € a alternativa E.
Problema 8: (OBMEP — 2018 — Nivel 2 — Questao 5) Juca colocou algumas bolinhas
em uma caixa na qual cabem, no maximo, 100 bolinhas. Artur tirou 1/2 das bolinhas
dessa caixa, depois Bernardo tirou 1/3 das restantes, em seguida Carlos tirou 1/4 das
que sobraram e, finalmente, Danilo tirou 1/5 das que restaram. Quantas bolinhas

ficaram na caixa?

e Solucao:
Primeiramente, chamemos de x a quantidade de bolinhas dentro da caixa.
Sabendo que Artur tirou metade das bolinhas, restaram, também, metade das bolinhas
na caixa, e sabendo disso, podemos concluir que x € um numero par, € que 0

algarismo 2 deve estar na decomposicao de x em fatores primos.
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Como restaram metade das bolas na caixa, e Bernardo retirou um terco delas,

teremos que as bolinhas que restaram na caixa apos a retirada de Bernardo foi de

X , . , ,
Note que 3 € um ndmero natural, portanto o algarismo 3 também esta na
. . X .
decomposi¢ao de x em fatores primos. Agora, das 3 bolinhas que sobraram, Carlos

retirou destas i, assim, apos a retirada de Carlos a quantidade de bolinhas restantes

era de

Perceba que % € um numero natural, logo o algarismo 4 (ou 22) também faz
parte da decomposicdo de x em fatores primos. E entdo, das z bolinhas restantes

. . 1 . . .
foram retiradas, por Danilo, < destas. Dessa forma, apds a retirada de Danilo sobraram

na caixa

Mais uma vez, o que mostra que o algarismo 5 também faz parte da
decomposi¢ao de x em fatores primos.

Entdo, observe que o unico numero menor que 100, como exige o

enunciado do problema, que tem em sua decomposi¢cdo os numeros 3,4 e 5 como

fatores primos é o 60 = 22 - 3 - 5. Concluimos ent&o que x = 60, e que apos todas as
retiradas sobraram % = 12 bolinhas. Portanto a alternativa correta é a alternativa D.

Problema 9: (OBMEP — 2018 — Nivel 3 — Questao 11) Qual é o maior valor possivel
para o maximo divisor comum de dois numeros naturais cujo produto é 60007
A) 10

e Solugao:
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Primeiramente, devemos relembrar que o MDC de dois numeros que estao
fatorados é o produto dos primos comuns, elevados ao menor expoente que aparece
nesses primos, considerando as duas fatoragdes.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, 6000 pode ser escrito de forma
Unica, a menos da ordem dos fatores, da seguinte forma:

6000 = 2% -3 - 53,

Agora, sejam x e y 0s numeros cujo produto é 6000, e entdo podemos concluir
que os fatores primos de x e y séo 2,3 ou 5.

Note que o MDC de x e y sera o maior possivel quando a quantidade de fatores
primos compartilhados entre x e y for a maior possivel, ou seja, a distribuicdo de
fatores primos entre x e y for a mais justa possivel.

Veja que na decomposigcdao de 6000 temos quatro algarismos 2, ent&o
distribuimos dois deles para x e os outros dois para y. Temos também um algarismo
3, ficando este para x. E temos trés algarismos 5, deixando um deles para x e os
outros dois para y. Dessa forma, fazemos a distribuicdo mais justa possivel, e entdo
teremos que:

x=22-3-5=60,
e que
y =22%-52 =100,

Assim, o maior valor para o MDC de x e y é o MDC de 60 e 100, que €& 20.
Portanto a alternativa correta € a alternativa B.

Problema 10: (OBMEP — 2018 — Nivel 3 — Questao 11) As casas da figura abaixo

devem ser preenchidas com numeros primos. Em cada linha ou coluna, o produto dos

numeros deve ser igual ao numero indicado pela seta. A coluna indicada por 294 ja

esta preenchida. Qual é o numero que deve ser escrito na casa marcada com *?

294
462 i ]
A) 2 Y
7
B) 3 a° [ ‘ 3 [<=150
7
C) 5 84= *
D) 7
E) 11
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Inicialmente, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, sabemos que todo
numero natural pode ser representado de forma unica, a menos da ordem dos fatores,
pela multiplicacdo de fatores primos. Entdo faremos a decomposigao dos numeros
que aparecem na figura apresentada pelo problema:

» 84=2-2-3-7;

» 150 =2-3:5"5;
» 294 =2-3-7-7,
> 462 =2-3-7-11;

» 495 =3-3-5-11.

Note que na intersecgao de 150 e 462 deve ser escrito o algarismo 2, pois 0s
unicos algarismos comuns entre eles sdo o 2 e 0 3, e 0 3 ja estda marcado na
intersecgao de 150 e 294.

Agora, note que o unico algarismo em comum entre 495 e 84 é o 3, portanto
este deve ser escrito na intersecgao entre 495 e 84. Também, observe que 0s Unicos
fatores em comum entre 462 e 84 s&o os numeros 3 e 7, dos quais o 3 ja foi usado,
restando apenas o 7 para ser escrito na intersecgao entre 462 e 84.

Agora, note que sobrou apenas dois algarismos 2 para preencher o espago
vazio e o espago marcado com * na linha que contém os fatores da decomposicéo
de 84, nos fazendo concluir que * = 2. Portanto, a alternativa correta é a alternativa
A.

Ao observar as questdes apresentadas neste capitulo, é possivel concluir que
0S numeros primos aparecem com frequéncia em problemas da OBMEP, tanto em seu
conceito, no Teorema Fundamental da Aritmética, quanto em suas propriedades e em
seus mais diversos niveis, 0 que mostra que esse conteudo é importante desde as
etapas iniciais do ensino fundamental.

Também é valido salientar que todas as questdes aqui presentes fazem parte
apenas da 12 fase da OBMEP, e que na 22 fase o conhecimento sobre numeros primos
também é cobrado. Como adendo, fica a informagao de que todas as provas da
OBMEP, assim como as solugdes dessas provas, sao disponibilizadas no site oficial

da olimpiada, cujo link de acesso esta presente nas referéncias deste trabalho.
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4 TESTES DE PRIMALIDADE

Aidentificagdo de numeros primos € de grande importancia para diversas areas
e aplicagdes, como ciéncias da computagéo, criptografia, teoria dos numeros, entre
outras. Desse modo, podemos dizer que identificar primos néo se trata apenas de um
exercicio tedrico, mas sim de uma habilidade com fortes implicagées na ciéncia.

Ao se tratar de primos, facilmente, identificam-se tais nUmeros quando sao
consideravelmente “pequenos”, porém, para todo o caso: numeros grandes ou
pequenos, existem os chamados “testes de primalidade”, que sao algoritmos ou
métodos utilizados para identificar se um dado numero natural é primo ou composto.
Este capitulo apresentara alguns dos principais testes de primalidade, classificando-

0s como basicos, deterministicos e probabilisticos.

4.1 TESTES BASICOS DE PRIMALIDADE

Os testes basicos de primalidade consistem em métodos de facil entendimento
e aplicagdo, mas se mostram inapropriados em algumas situagbes. A seguir,

falaremos dos principais testes que se encaixam nessa categoria.

4.1.1 Crivo de Eratostenes

O crivo de Eratéstenes, que recebe esse nome por ter sido criado pelo
matematico grego Eratéstenes (276 a.C. a 194 a.C.), € um algoritmo de extrema
simplicidade e praticidade para encontrar numeros primos, porém tal método torna-se
inexequivel para primos muito grandes. Quanto maior o numero primo, mais dificil se
torna a utilizagao do crivo, como reforga Coutinho (2004) ao afirmar que o crivo de
Eratostenes é o algoritmo mais conhecido para se encontrar numeros primos, porém,
devido a sua complexidade de tempo, ele se torna inviavel para se encontrar primos
grandes.

O método do crivo de Eratdstenes consiste na aplicagao da seguinte sequéncia
de passos:

e Passo 1: Construimos uma tabela com os numeros naturais, iniciando do numero

1, indo até o maior nUmero que se queira;
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e Passo 2: Cortamos o numero 1;
e Passo 3: Circulamos o numero 2 e cortamos todos os outros multiplos de 2,
maiores do que 2, presentes na tabela;

Seguindo a sequéncia de numeros na tabela, observamos que o proximo
namero que nao foi cortado é o 3.

e Passo 4: Circulamos o numero 3 e cortamos todos os outros multiplos de 3,
maiores do que 3, presentes na tabela;

e Passo 5: Repetimos o processo sucessivamente, circulando os numeros nao
cortados, enquanto cortamos seus multiplos.

Apods a aplicacédo dos passos supracitados, nota-se que os humeros circulados
na tabela seréo todos os primos existentes na sequéncia de numeros utilizados para
montar a mesma.

Vejamos um exemplo de aplicagao do crivo de Eratostenes para os numeros

naturais até o 100.

Figura 5: O Crivo de Eratdéstenes
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Fonte:<https://ivansanchesblog.wordpress.com/wp-content/uploads/2016/07/141931937.jpg?w=375>.
Acesso em: 06 de ago. 2024.

No exemplo supracitado, € possivel notar que sdo “eliminados” os numeros
compostos e seus multiplos, enquanto os numeros primos estdo sendo destacados

através de circulos.
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4.1.2 Divisao por tentativa

O método da divisdo por tentativa é, talvez, o mais simples entre todos os
existentes, porém exige certa quantidade de “trabalho duro” de quem deseja utiliza-lo,
por consistir em sucessivas divisbes “teste”, a fim de verificar se um determinado
nuamero é divisivel por outros numeros menores que ele.

Para determinar se um numero n qualquer € primo, devemos verificar se n é
divisivel por qualquer numero inteiro ndo negativo menor do que vn. Se n for divisivel
por qualguer um dos numeros supracitados entao concluimos que n é composto, caso
n nao seja divisivel por nenhum desses numeros podemos concluir que n € primo.

Esse método é bastante eficaz para numeros relativamente pequenos, porém
inapropriado para numeros de cardinalidade elevada, uma vez que necessitaria de

uma grande quantidade de “divisbes teste” para concluir que tal numero seja primo.
4.2 TESTES DETERMIN{STICOS DE PRIMALIDADE

Os testes deterministicos de primalidade sdo aqueles que apresentam
resultados incontestaveis, ou seja, eles determinam com absoluta precisdo se um

dado numero €, ou n&o, um numero primo.
4.2.1 Teste de Lucas - Lehmer

Esse teste é aplicado a um grupo especifico de numeros, os chamados
nuameros de Mersenne (que sao da forma M,, = 2™ — 1, sendo n um numero natural).
Esse teste afirma que um numero de Mersenne é primo se M,, | L,,_,, ou seja,
a divisao de L,_, por M, tem resultado inteiro e deixa resto zero, onde L, sao os

numeros de Lucas — Lehmer, definidos da seguinte forma:

{ LO = 4
L,=13_, -2
Por exemplo, facilmente podemos constatar que M; = 7, e que L; = 14. Entéo,

como M, | L, podemos afirmar com absoluta certeza que M3 € um namero primo.
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4.2.2 Método AKS

O teste de primalidade chamado de “método AKS” trata-se de um algoritmo
publicado em um artigo no ano de 2002, criado pelos matematicos indianos Manindra
Agrawal, Neeraj Kayal e Nitin Saxena. Uma caracteristica importante desse teste de
primalidade é que ele € o primeiro algoritmo deterministico em tempo polinomial, ou
seja, o tempo de execugdo desse teste pode ser descrito por um polinbmio, a
depender da quantidade de digitos do numero a ser testado. Para Coutinho (2003, p.
7) a publicagéo de Agrawal, Kayal e Saxena gerou um impacto imediato, pois o “teste
nao era apenas muito facil de descrever, mas seu funcionamento dependia apenas de
métodos algébricos elementares (grupos, anéis e corpos) bem conhecidos de
qualquer aluno de graduagao em matematica”.

Em termos mais simples, o tempo de execugao desse algoritmo cresce de
forma razoavel a medida que o numero a ser testado aumenta, fazendo com que esse
teste também seja apropriado para numeros muito grandes, agilizando o processo de
descoberta dos mesmos. De modo geral, esse algoritmo é uma generalizagdo do
pequeno teorema de Fermat, e baseia-se na seguinte equivaléncia:

(x —a)* =x™ —a (modn) & néprimo

Coma €Zn€N,n>2emdc(a,n) =1.

Por exemplo, tomando a = 1, para testar n = 3. Constatamos primeiramente
mdc(1,3) = 1. Agora iremos verificar se (x + 1)® = x3 + 1 (mod 3):

(x+1)3=x3+1 (mod 3)
x3+3x?+3x+1=x34+1(mod 3),
note que 3x2 + 3x = 0 (mod 3)
x3+1=x34+1(mod3)
Como a congruéncia é verdadeira, verificou-se pelo método AKS que n =3 é

um numero primo.

3.3 TESTES PROBABILISTICOS DE PRIMALIDADE

Os testes probabilisticos de primalidade s&o aqueles que oferecem uma alta

probabilidade de que um numero testado, identificado como primo, seja realmente um
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numero primo, apesar de nao oferecerem total conviccdo de que esse numero

realmente seja primo.

4.3.1 Teste de Fermat

Pierre de Fermat foi um importante matematico francés por suas expressivas
contribuicbes, especialmente, para a teoria dos numeros. O teste de primalidade de
Fermat tem sua origem no chamado pequeno teorema de Fermat, que faz a seguinte
afirmacgao: seja a € Z e p um numero primo, de modo que mdc(a,p) = 1, tem-se que

aP = a (mod p).

Desse teorema surge o seguinte resultado:

aP~! =1 (mod p).

Nesse sentido, podemos afirmar que para p > 1 e a € Z, se o resto da diviséo
de a?~! por p for diferente de 1, entdo p € um nimero composto, e se o resto for 1, é
provavel que p seja um numero primo.

Por exemplo, tomando a =2, e p=5, notamos primeiramente que o
mdc(2,5) = 1 e constatamos que 2% = 16 = 1 (;mod 5). Portanto, por ser um teste
probabilistico, € provavel que 5 seja um numero primo, 0 que sabemos que € uma
verdade absoluta. Entretanto, existem numeros que satisfazem as condigdes
apresentadas anteriormente e ainda assim sdo compostos. Esses sdao chamados de
nameros de Carmichael.

Por definicao, temos que um numero composto n € dito nimero de Carmichael
se a® ! = 1 (mod n) para todo inteiro a € N e com mdc(a,n) = 1.

Os numeros de Carmichael sdo particularmente interessantes devido ao fato
de, apesar de serem compostos, se comportam como numeros primos ao passar por

testes de primalidade.

4.3.2 Teste de Miller - Rabin

O teste de Miller — Rabin é um dos mais populares entre todos os testes de
primalidade existentes, muito por conta de suas caracteristicas e eficiéncia na

detecgcao de numeros primos.
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Para analisar um numero inteiro n, impar, com esse teste, basicamente
utilizaremos uma fatoracao de n — 1, escrevendo como 2% - b, onde a € um numero
inteiro qualquer e b € um inteiro impar. Teremos que para x < n,n provavelmente sera
primo se:

x? =1 (modn)
ou
x2"0 = —1 (mod n), com i = 0,1,...,a — 1.

Caso algumas dessas condi¢cdes sejam satisfeitas, existe uma grande chance
de o numero testado ser primo, caso contrario podemos afirmar que o numero testado
€ composto.

Por exemplo, para testarmos n = 13 utilizando este teste, devemos considerar
n — 1 = 12 e escreve-lo de forma fatorada como 12 = 22-3,assima =2e b = 3.
Utilizando uma base x = 2, teremos:

23 = 8 (mod 13),
assim, a primeira parte do teste nido se satisfez para n = 13.
Por hora, para a segunda parte, utilizaremos i = 1, pois i = 0 retoma a
primeira parte do teste. Assim:
22"3 = 223 (;mod 13)
2% = 64 (mod 13)
64 = —1 (mod 13).
Como a segunda parte do teste de Miller — Rabin foi satisfeita, temos que o

numero n = 13 é, provavelmente, um numero primo.
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5 CATEGORIAS DE NUMEROS PRIMOS

Este capitulo sera dedicado a apresentacao de algumas categorias de numeros
primos, enfatizando suas caracteristicas especiais e especificas que os diferem dos

demais existentes.

5.1 PRIMOS DE MERSENNE

Marin Mersenne foi um monge e matematico francés, cujos trabalhos em teoria
dos numeros tiveram grande destaque no mundo da matematica. De acordo com
Morimoto (2014, p. 39):

Marin Mersenne foi um padre e flésofo francés que viveu do final do século
XVI até meados do século XVII. Mersenne tinha grande interesse pelas
ciéncias, em particular pela matematica, tanto que se comunicava por
correspondéncias com muitos cientistas contemporaneos, dentre eles
grandes mentes como Pierre de Fermat, René Descartes, Blaise Pascal,
Evangelista Torricelli e Galileu Galilei. (MORIMOTO, 2014, p. 39).

Em seus estudos, Mersenne propds uma formula (que da origem aos “niumeros
de Mersenne”) da forma:
M,=2"-1

onde n € um ndmero primo.

Figura 6: Marin Mersenne
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Fonte: <https://sciencemeetsfaith.wordpress.com/2018/09/01/marin-mersenne/>. Acesso em: 14 de
jan. 2025.

Sendo um numero de Mersenne M,, um numero primo, entdo esse € chamado
de numero primo de Merssene. E importante observar que nem todo nimero de

Mersene é um numero primo, alguns, como por exemplo M;; = 2047, sdo compostos.

5.2 PRIMOS DE FERMAT

Pierre de Fermat prop0s a seguinte formula:
E,=2"+1

a qual deu origem aos chamados “numeros de Fermat”. Pierre conjecturou que todos
os “numeros de Fermat” seriam primos, porém, anos depois, Euler mostrou que para
n =5, F; = 4294967297 é composto, sendo F; = 641 - 6700417.

Para Morimoto (2014, p. 41) “A afrmagao de Fermat se baseava no fato de que
FE, é primo para n=0,1,2,3 e 4. No entanto, o que Fermat ignorou, ou muito
provavelmente nao teve condigdes de checar, é que o proximo numero dessa forma

nao € primo”.

Figura 7: Pierre de Fermat

Fonte: <https://www.sciencephoto.com/media/776354/view/pierre-de-fermat-french-mathematician>.

Acesso em: 16 de jan. 2025.

Os “primos de Fermat” sdo os numeros primos que também sao “numeros de
Fermat”, ou sejam, podem ser escritos de acordo com a configuragao proposta por
Fermat para FE,. Até entdo, sdo conhecidos apenas cinco primos de Fermat, para n =
0,1,2,3 e 4. Sao eles:
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Fy =3
F,=5
F, =17
F3 = 257
F, = 65537
Sabe-se que os demais numeros de Fermat até n = 24, entre outros para n
com valores maiores, sdo todos compostos, porém ainda ndo se sabe se existem

infinitos primos de Fermat.

5.3 PRIMOS GEMEOS

Com o avancgo da teoria dos numeros e o aprofundamento dos estudos sobre
numeros primos, os matematicos comecaram a analisar os padrbes existentes na
distribuicdo de numeros primos, foi entdo que surgiram os “primos gémeos”, que séo
um par de numeros primos, cuja diferenca entre eles é igual a dois. Podemos dizer
entdo que, se m e n sao um par de primos gémeos, com m > n, entdo m = n + 2.

Nesse sentido, pares de numeros primos como 3 € 5 ou 11 e 13 séo de se
identificar, pois os mesmos tem valores baixos, mas a medida que o numero cresce,
a frequéncia de aparecimento de pares de numeros primos cai drasticamente, ficando

cada vez mais dificil de se identificar tais niumeros.

5.4 PRIMOS DE SOPHIE GERMAIN

Marie-Sophie Germain foi uma estudiosa que dedicou parte de seu tempo aos
estudos em aritmética, fornecendo grandes contribuicbes para a area de teoria dos

ndmeros.
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Figura 8: Sophie Germain

-, 4
Fonte: <https://www.unilim.fr/ wp-content/uploads/sites/8/2016/04/Sophie _Germain-600x600.jpg>.

Acesso em: 31 de jan. 2025.

Sobre Sophie, Pequeno (2022, p.7) afirma que:

com sua identidade escondida, ela trocava correspondéncias com Carl
Friedrich Gauss, o qual a inspirou para trabalhar com a Teoria dos Numeros,
na qual conseguiu provar alguns casos particulares do Ultimo Teorema de
Fermat. Teorema que ficou conhecido como “os numeros primos de
Germain”, o qual afirma que para todo n inteiro maior do que dois a equagao

x™ 4+ y™ = z" n&o possui solugdo nos inteiros. (PEQUENO, 2022, p. 1).

Sob esse viés, os numeros “primos de Sophie Germain” sdo caracterizados de
modo que se p € um numero primo e 2p + 1 também €& um numero primo, entdo p é
um “primo de Sophie Germain”. Podemos citar como exemplo de um “primo de Sophie
Germain” o numero 11, pois 2-11 + 1 = 23 também & um numero primo.

A importancia de tais numeros vai além da teoria matematica, visto que na
criptografia computacional, em protocolos de chaveamento seguro e em alguns
algoritmos os primos de Sophie Germain desempenham um papel crucial. Acredita-se
que existam infinitos “primos de Sophie Germain”, porém isso ainda se encontra no
campo das conjecturas, pois a demonstracdo de infinidade desses numeros ainda €

um problema em aberto na matematica.

5.5 PRIMOS DE WILSON

John Wilson foi um matematico inglés, conhecido no mundo da matematica

principalmente pelos seus estudos em teoria dos numeros. Campos e Avila (2015)
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apontam que Wilson foi professor de matematica, porém abandonou essa carreira

para estudar Direito e, posteriormente, exercer a profissao de juiz.

Figura 9: John Wilson

Fonte:< https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Wilson_John/Wilson_John.jpeg>. Acesso
em: 28 de jan. 2025.

Os numeros “primos de Wilson” sdo numeros p, de modo que:

pZ

ey =k,comkE€Z,
ou

(p — D! = —1 (mod p?).

E valido salientar que ainda no se sabe se existem infinitos “primos de Wilson”,

porém existem apenas trés conhecidos, que sao: 5, 13 e 563.

5.6 PRIMOS DE FIBONACCI

Leonardo de Pisa, mais conhecido como Leonardo de Fibonacci, foi um
importante matematico italiano, mais conhecido no mundo da matematica por ter
proposto uma sequéncia de numeros denominada “sequéncia de Fibonacci’, que
obedece a seguinte lei de formacgao:

Fpy1 = By + By,
onde F, = F; = 1.
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Figura 10: Leonardo Fibonacci

Fonte:<https://blogger.googleusercontent.com/img/b/R29vZ2xI/AVvXsEh43KAbBXLfITsSWxmuKIEuDV
8NLNyVV6sk8mI9-1wsbm8dEowgL SFV703r0giD3y6uxDnFg4yCwS2Wyq-
d0yEsf9BeO3rezaoYuOholEXBaltpBvXzzkI TRudlh_bgM7mRMrVng7jpF_Eo/s1600/0508 fibonacci_12
60.jpg> Acesso em: 04 de fev. 2025.

Através da lei de formacao, podemos determinar facilmente todos os niumeros
da sequéncia de Fibonacci, sendo esses conhecidos como numeros de Fibonacci.
Abaixo, no quadro 1, apresentamos um trecho dessa sequéncia, contendo apenas os

oito primeiros numeros da mesma.

Quadro 1: Numeros de Fibonacci

n 0 1 2 3 4 5 6 7

E, 1 1 2 3 5 8 13 21
Fonte: Autor (2025)

Em sua obra “A musica dos numeros primos” Sautoy (2007) afirma que ha uma
estranha conex&o entre os numeros primos e os numeros de Fibonacci, salientando
qgue p-ésimo numero de Fibonacci, sendo p um numero primo, também é primo. Dando
como exemplo o numero 11, que é primo, e o 112 numero de Fibonacci, o 89, também
€ primo, porém Sautoy também sustenta que isso nem sempre funciona.

Essa conexdo observada por Sautoy foi alvo de estudos e analises
matematicas, em busca de uma eventual descoberta de relacdo entre a sequéncia de
Fibonacci e os numeros primos, porém até os dias atuais nada foi concretamente
demonstrado.

Os “primos de Fibonacci” sdo, como facilmente podemos deduzir, nUmeros de

Fibonacci que também s&o numeros primos, como por exemplo 2,3,5,13, ..., etc.
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Nao se sabe se existem, ou néo, infinitos primos de Fibonacci. Esse é um
problema em aberto na matematica. Sabe-se que apesar de existirem infinitos
numeros de Fibonacci, os primos de Fibonacci s&o raros, aparecendo com pouca
frequéncia na sequéncia. De acordo com Dias (2008) o maior primo de Fibonacci até

entdo conhecido € o0 Fg4711, QuUe possui 126377 digitos.
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6 ALGUMAS CONJECTURAS E CURIOSIDADES SOBRE NUMEROS PRIMOS

Este capitulo tem como objetivo apresentar algumas conjecturas relacionadas
aos numeros primos, ou seja, afirmagdes que possuem relagées com o conjunto dos
numeros primos, mas que até o momento ndo foram demonstradas matematicamente.
Neste capitulo também serdo apresentadas algumas curiosidades que ilustram a

riqueza e a profundidade desse conjunto de numeros.

6.1 CONJECTURA DOS PRIMOS GEMEOS INFINITOS

De posse do conhecimento do que sdo primos gémeos, sera de facil
entendimento de que se trata a conjectura referida neste topico. Podemos tratar a
conjectura da seguinte forma:

“Existem infinitos pares de numeros p e p + 2, ambos primos”.

A simplicidade da conjectura contrasta com a complexidade de sua
demonstragao e apesar de ser verificada para uma grande quantidade de casos, até
mesmo para numeros muito grandes, essa conjectura ainda nao foi provada, ou
refutada, até o momento. Dessa forma, ndo se sabe ao certo se ha infinitos nimeros
primos gémeos, embora tudo indique que sim. De acordo com Vieira (2023, p. 37),
“Euclides ja havia afirmado sobre a existéncia de infinitos pares de primos gémeos,
mas até o momento ndo se conseguiu provar a validade desta conjectura.”

Ao longo dos séculos, diversos nomes notaveis da matematica dedicaram
tempo e esforgos consideraveis para provar a existéncia de infinitos pares de primos
gémeos, ao ponto dessas tentativas de resolugéo de tal conjectura impulsionarem o
desenvolvimento de novas técnicas analiticas, importantes descobertas e avangos na
pesquisa. Nesse contexto, em 2013, o matematico Yitang Zhang apresentou uma
importante descoberta feita por ele, na qual mostrou que existem infinitos pares de
numeros primos cuja diferenga entre eles € menor que 70000000 (setenta milhdes).
Vieira (2023, p. 37 e 38), discorrendo sobre avangos na demonstragéo da conjectura

dos primos gémeos, diz que:

Ha uma descoberta recente acerca da questdo das lacunas entre primos. O
responsavel por tal descoberta foi o matematico chinés Yitang Zhang,

anunciada em Abril de 2.013. Zhang, ex-funcionario de uma franquia
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internacional muito conhecida de lanchonetes, provou que existem infinitos
pares de primos cuja distancia é N, para algum N € N menor que 70.000.000.
Para os primos gémeos, faz-se necessario provar o caso especifico do
teorema de Zhang para N = 2. (VIEIRA, 2023, p. 37 e 38).

Apesar da estimativa de Zhang parecer um tanto ruim, devido a grande
distancia entre os primos, e ainda estar longe da diferenca de duas unidades entre os
pares de numeros primos, o resultado foi importante pois 0 mesmo apresentou um
método que permitiu avangos na pesquisa.

A partir do trabalho de Zhang, que demonstrou a existéncia de infinitos pares
de primos com separagao finita, em 2014, o projeto Polymath, que € uma colaboracgao
mundial entre matematicos, voltada a resolver problemas importantes da matematica,
conseguiu diminuir a “distancia” entre os infinitos pares de numeros primos,
demonstrando que existem infinitos intervalos nos numeros naturais contendo dois
numeros primos de modo que a diferenga entre o maior e 0 menor deles € menor ou
igual a 246.

Esses avancos nao apenas aproximam a comunidade matematica da solugao
da conjectura, mas também revelam a profundidade e a beleza estrutural oculta nos

numeros primos.

6.2 CONJECTURA DE LEGENDRE

Adrien-Marie Legendre foi um importante matematico francés, nascido na
cidade de Paris em 18 de setembro de 1752, conhecido por suas contribuicbes
fundamentais para a matematica, especialmente nas areas de teoria dos numeros,

analise, geometria e estatistica.
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Figura 11: Adrien-Marie Legendre

Fonte: <https://edukavita.blogspot.com/2015/01/adrien-marie-legendre-biografia-e-vida.html>. Acesso
em: 25 de maio 2025.

De acordo com Silva (2010), apesar de alguns documentos e pesquisas
apontarem Toulouse como local de nascimento de Legendre, ele nasceu, de fato, em
Paris, pois arquivos sobre sua candidatura a eleicdo da Academia Real de Londres
atestam Paris como seu local de nascimento.

A conjectura proposta por Legendre € de facil entendimento e faz a seguinte
afirmacéo:

“Sempre existe pelo menos um numero primo entre dois quadrados
consecutivos”

Em termos puramente matematicos, temos que para qualquer numero n € Z
positivo, existe pelo menos um numero primo p, tal que:

n?<p<((n+1)>=

Podemos dizer também, que:

p € [n?%,(n+ 1)2].

Apesar da facil apresentacao e entendimento da conjectura, sua demonstragéo
ainda nao foi alcangada até os dias atuais, tamanha sua complexidade. Para Negréo
(2023) a conjectura de Legendre é considerada uma das grandes questdes ainda ndo
resolvidas da teoria dos numeros, e a mesma tem sido objeto de intensa pesquisa ao
longo dos séculos.

O quadro 2 a seguir ilustra a conjectura de Legendre para os 20 (vinte)

primeiros numeros naturais.


https://edukavita.blogspot.com/2015/01/adrien-marie-legendre-biografia-e-vida.html
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Quadro 2: Conjectura de Legendre para os 20 primeiros numeros inteiros positivos

n n? (n+1)?2 p € [n?, (n+1)?%] Quantidade
1 1 4 2,3 2
2 4 9 57 2
3 9 16 11,13 2
4 16 25 17,19, 23 3
5 25 36 29, 31 2
6 36 49 37,41, 43,47 4
7 49 64 53, 59, 61 3
8 64 81 67,71,73,79 4
9 81 100 83, 89, 97 3
10 100 121 101, 103, 107, 109, 113 5
1" 121 144 127,131, 137,139 4
12 144 169 149, 151, 157, 163, 167 5
13 169 196 173,179, 181, 191, 193 5
14 196 225 197, 199, 211, 223 4
15 225 256 227,229, 233, 239, 241, 251 6
16 256 289 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283 7
17 289 324 293, 307, 311, 313, 317 5
18 324 361 331, 337, 347, 349, 353, 359 6
19 361 400 367, 373, 379, 383, 389, 397 6
20 400 441 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439 7

Fonte: Autor (2025)

Os esforgos aplicados nas tentativas de demonstrar a conjectura de Legendre
ainda nao foram o suficiente para o sucesso na demonstragdo, porém geraram
importantes resultados, o que aproximou a comunidade matematica cada vez mais da
solugcao dessa conjectura.

Para Assis (2019), apesar de ainda nao ter sido provada, a conjectura de
Legendre gerou resultados notaveis. Dentre esses resultados, destaca-se o trabalho
de Jing Run Chen que afirma que sempre existe um numero que é primo ou semiprimo
entre n? e (n + 1)2. Vale destacar que um numero semiprimo trata-se de um nimero
composto que é resultado do produto de apenas dois numeros primos, nao
necessariamente distintos.

Os estudos e pesquisas relacionados a conjetura de Legendre levaram, ndo s6

a descoberta de resultados matematicos significativos, mas também impulsionaram o
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surgimento de novas conjecturas semelhantes a apresentada por Legendre.

Reforgando essa ideia, Negréo (2023, p. 39) salienta que:

A Conjectura de Legendre também se associa a outras conjecturas, no
minimo, curiosas, como o postulado de Bertrand, desenvolvida pelo
matematico francés Bertrand Russell (1822 - 1900), que afirma que sempre
existe um numero primo entre n e 2n para qualquer nimero inteiro positivo n,
que pode ser interpretada como uma variagdo da Conjectura de Legendre.
Outro exemplo é o teorema dos numeros primos de Dirichlet, analisada pelo
matematico alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), que
estabelece que, se d =2 e a # 0 sdo numeros inteiros primos entre si, ou
seja, o mdc (a, d) = 1, entdo a progressao aritmética a, a + d, a + 2d, a + 3d,
..., conttm uma infinidade de numeros primos. Todos esses trabalhos
desenvolvidos possuem como base os estudos de Legendre. (NEGRAO,
2023, p. 39).

Ainda de acordo com Negrao (2023), os estudos de Legendre e a busca pela
prova de sua conjectura tém levado os matematicos a desenvolverem novas técnicas
e estimularem suas mentes a desenvolverem novas ideias, o que, consequentemente,
leva ao desenvolvimento da teoria dos numeros e areas relacionadas com a mesma.
Dessa forma, podemos dizer que a conjectura de Legendre é importante ndo so6 para
o desenvolvimento da teoria dos numeros, mas também como fonte de inspiracao e

incentivo para a busca de novos conhecimentos.

6.3 CONJECTURA DE GOLDBACH

Christian Goldbach foi um matematico nascido na Prussia, reino ja dissolvido,
onde hoje é o norte da Alemanha. Goldbach conheceu diversos matematicos famosos,
mas foi em correspondéncias com Leonhard Euler que ele propds a sua famosa

conjectura, que leva seu nome.
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Figura 12: Christian Goldbach

Fonte: <https://prime-numbers.fandom.com/wiki/Goldbach%27s_Conjecture?file=Goldbach.jpg>

Acesso em: 27 de maio 2025.

De acordo com Filho (2013), Goldbach conheceu matematicos como Leibniz,
Euler e Nicolau I. Bernoulli, e a partir de uma de suas correspondéncias com Euler
surgiu o problema da teoria dos numeros, conhecido como “A conjectura de
Goldbach”. A Figura 13 a seguir exibe uma copia da referida correspondéncia, na qual

€ possivel ver, inclusive, a assinatura de Goldbach, ao final da carta.

Figura 13: Correspondéncia trocada entre Goldbach e Euler
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Fonte: <https://content.nationalgeographic.pt/medio/2025/05/25/carta-de-euler-
goldbach_41a80b11_250525130611_800x821.webp> Acesso em: 27 de maio 2025.
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Ainda, reforgcando essa ideia de Filho de que as correspondéncias entre Euler
e Goldbach foram de grande importancia para o “nascimento” da conjectura, Pereira
(2017, p. 26) afirma que:

Em 1725, ingressou para lecionar na, recém fundada, Academia das Ciéncias
de Séao Pertersburg. Nesse periodo, Christian correspondia-se por meio de
cartas com Euler, discutindo resolugdes de problemas e, muitas vezes,
solicitando que Euler verificasse seus resultados ou testasse suas teorias.
Em uma dessas cartas, em 1942 [sic]', foi enunciado, o que posteriormente
ficou conhecido como, Conjectura de Goldbach. (PEREIRA, 2017, p.26).

A conjectura formulada por Goldbach relacionada a numeros primos €, de certa
forma, simples. Ela diz o seguinte:

“Todo numero par maior que 2 pode ser escrito como o resultado da soma de
dois numeros primos”.

Formalmente, em termos puramente matematicos, chamando o conjunto dos
numeros primos de P, traduzimos a conjectura como:

vVneN,n>2npar,3p,p, € Ptaisquen = p; + p,.

A resolucdo desse problema é de complexidade tdo extrema que esta
esperando uma demonstracdo ha quase 300 anos, € mesmo com inumeros
matematicos dedicando esforcos ao decorrer desse tempo, nenhum conseguiu
alcancgar sucesso em demonstra-la. Reconhecendo sua complexidade, o matematico
alemao David Hilbert, no Congresso Internacional de Matematica de Paris em 1900,
o incluiu na lista dos 23 grandes problemas que, até o momento do congresso,
estavam sem solugao.

A inclusdo da conjectura de Goldbach na lista de Hilbert a disseminou ainda
mais, tornando-a ainda mais famosa, o que fez com que uma quantidade maior de
matematicos pelo mundo tentasse encontrar uma solugdo para a mesma. De acordo
com Bitencourt (2018), matematicos como Lev Genrikhovich Shnirelman e Harald
Andrés Helfgott conseguiram alcancgar alguns resultados expressivos ao tentarem
demonstrar a conjectura, porém nenhum deles obteve sucesso na demonstragao, de

fato.

" O ano correto da anunciagéo de conjectura de Goldbach foi 1742.
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Apesar de ainda nao ter sido demonstrada, a conjectura foi verificada para uma
grande quantidade de numeros. Ao se tornar inviavel a verificagdo para numeros muito
grandes, foi necessaria a utilizagdo de recursos tecnoldgicos que auxiliassem esse
trabalho. Confirmando essa ideia, Bitencourt (2018, p. 22) atesta que “Verificar a
Conjectura de Goldbach manualmente exige muito tempo e concentracdo. Os
computadores tém sido usados para verificagbes que confirmaram essa afirmacgao
para numeros da magnitude de pelo menos 3 - 107",

Como consequéncia da Conjectura de Goldbach surgiu uma nova
problematica, chamada de Conjectura “fraca” de Goldbach, enquanto a original seria
a Conjectura “forte” de Goldbach, e essa conjectura “fraca” faz a seguinte afirmagao:

“Todo numero primo impar maior que 5 pode ser escrito como a soma de trés
numeros primos”’.

A Conjectura “fraca” de Goldbach foi demonstrada no ano de 2013 pelo
matematico peruano Harald Andrés Helfgott, o que Ihe garantiu, em 2015, o Prémio
de Pesquisa Humboldt, entregue pela Fundac&o Alexander Van Humboldt, da

Alemanha.

6.4 ESPIRAL DE ULAM

A Espiral de Ulam é uma fascinante representacgao grafica pictorica, criada com
o fim de visualizar algum possivel padrao na distribuicao de numeros primos, no qual
0s numeros naturais sdo organizados em forma espiral, e 0s niumeros primos sao

destacados em meio aos naturais.
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Quadro 3: Espiral de Ulam para os 225 primeiros numeros naturais.

197 | 196 | 195 | 194 | 193 | 192 | 191 | 190 | 189 | 188 | 187 | 186 | 185 | 184 | 183

198 | 145 | 144 | 143 | 142 | 141 | 140 | 139 | 138 | 137 | 136 | 135 | 134 | 133 | 182

199 (146 | 101 | 100 | 99 | 98 [ 97 | 96 | 95 | 94 | 93 | 92 | 91 | 132 | 181

200 | 147 | 102 | 65 | 64 | 63 | 62 | 61 | 60 | 59 | 58 | 57 | 90 | 131 | 180

201 | 148 | 103 | 66 | 37 | 36 | 35 | 34 | 33 | 32 31 | 56 | 89 | 130 | 179

202 (149 | 104 | 67 | 38 | 17 [ 16 | 15 | 14 | 13 | 30 | 55 | 88 | 129 | 178

203 (150 | 105 | 68 | 39 | 18 5 4 3 12 | 20 | 54 | 87 | 128 | 177

204 | 151 | 106 | 69 | 40 | 19 [ 1 2 11 | 28 | 53 | 86 [ 127 | 176

205 (152 | 107 | 70 | 41 | 20 7 8 9 10 | 27 | 52 | 85 | 126 | 175

206 (153 | 108 | 71 | 42 | 21 [ 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 51 | 84 | 125|174

207 | 154 | 109 | 72 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 83 | 124 | 173

208 (155|110 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82 | 123|172

209 | 156 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120 | 121 | 122 | 171

210 157 | 158 | 159 | 160 | 161 | 162 | 163 | 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170

211 (212 | 213 | 214 | 215 | 216 | 217 | 218 | 219 | 220 | 221 | 222 | 223 | 224 | 225

Fonte: Autor (2025)

A espiral surgiu de maneira quase acidental no ano de 1963, quando o
matematico polonés Stanistaw Marcin Ulam, aparentemente entediado durante uma
conferéncia cientifica, despretensiosamente, comegou a rabiscar em um papel,
dispondo os numeros naturais, comegando do 1, em forma de espiral, enquanto
marcava 0s numeros primos. Para sua surpresa, ele notou um certo padrao
visualmente inesperado quanto a disposicdo dos numeros primos: ao marcar os
numeros primos na espiral que construiu, observou que 0os mesmos exibiam um
padrdo um tanto quanto curioso, em que eles apresentaram estruturas e padrdes
diagonais visualmente claros em sua distribuigao, diferente do que se esperava, uma
distribuicdo completamente cadtica e aleatéria.

Para Pedroza (2020), a existéncia de muitos numeros primos dispostos em
diagonais na espiral de Ulam n&o deve ter ligagdo com a aleatoriedade, o que indica
a existéncia de algum padrao na distribuicdo dos numeros primos, e, devido a isso,
essa espiral e esse padrao na disposicdo dos numeros primos, devem ser
investigados.

A espiral de Ulam foi, computacionalmente, estendida para uma grande
quantidade de numeros, o que permitiu visualizar ainda mais os padrées diagonais

dos numeros primos. Nada foi, de fato, descoberto concretamente a respeito desses
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padrdes de disposicdo, porém muitos estudos posteriores surgiram a partir da

descoberta de Ulam.

Figura 14:
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Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Espiral_de_Ulam#/media/Ficheiro:Ulam_1.png>. Acesso em 03
de junho 2025.

Para Pedroza (2020, p. 70) “a espiral de Ulam pode auxiliar no estudo de
expressdes matematicas simples, que fornegam uma boa quantidade de primos”. E,
ainda, de acordo com Filho (2019), essa “brincadeira” criada por Ulam rendeu bons

estudos sobre os numeros primos, e esta relacionada até mesmo com o polinbmio de
Euler.

6.5 PRIMOS VULTOSOS

E inquestionavel a importancia dos nimeros primos para a matematica, e mais
especificamente para a teoria dos numeros, sendo um dos principais responsaveis
pelo seu desenvolvimento, desempenhando um papel central em uma vasta
quantidade de pesquisas na area. Entre esses, os numeros primos grandes — primos
com centenas, milhares ou até milhdes de digitos — se destacam em meio aos demais,
nao apenas por serem desafiadores em seus problemas, mas também por suas

aplicagbes praticas.
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Dada a importancia dos numeros primos, é antiga a busca pelo “maior” deles,
e em 1876, antes da existéncia de tecnologias avangadas, o francés Francois Edouard
Anatole Lucas encontrou de forma manual o que seria, a época, o0 maior niumero primo

conhecido.

Figura 15: Francgois Edouard Anatole Lucas

Fonte: < https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lucas/Lucas_2.jpeg>. Acesso em 04 de
junho 2025.

O numero descoberto por Frangois foi 2127 — 1, possui 39 digitos e levou 19
anos para ser descoberto, trata-se de um Primo de Mersenne, o 12° descoberto, para
ser mais exato. Vale salientar que, durante 75 anos, esse ficou sendo 0 maior niumero
primo testado, entretanto com o surgimento dos computadores, numeros primos
verdadeiramente maiores do que esse foram descobertos. Porém, o primo descoberto
por Francgois continua sendo o maior nimero primo calculado manualmente, até os
dias atuais. De acordo com Pontes, Gobbi e Souza (2018, p. 249 e 250)

Em 1857, aos 15 anos de idade, Edouard Lucas deu inicio ao teste de
primalidade para o niumero 2?7 — 1, o 12° nimero primo de Mersenne, s6
conseguindo concluir 19 anos apés, 1876. Com isso, Edouard Lucas
encontrou o maior numero primo calculado a mao, numero esse que contém
39 digitos. Hoje, com a ajuda de maquinas, numeros primos imensamente
maiores ja foram encontrados. (PONTES; GOBBI; SOUZA, 2018, p. 249 e
250).

Com o avango das tecnologias e dos algoritmos de teste de primalidade,

tornou-se possivel a identificagcao e a validacao de niumeros primos cada vez maiores.
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Essa busca é impulsionada por motivagdes tedricas, praticas e até mesmo por hobby.
Nos dias atuais, até a data de publicacdo do presente trabalho, o maior numero primo
conhecido foi descoberto em outubro de 2024 por um programador e matematico
amador chamado Luke Durant, que utilizou de meios tecnolégicos para a sua
descoberta.

O numero descoberto por Durant foi 2136279841 _ 1 e possui mais de 41 milhes
de digitos. Assim como o numero descoberto por Frangois, o primo descoberto por
Durant também € um Primo de Mersenne, o 52°. Enfatizando a magnitude do niumero
primo descoberto por Durant, Marin (2024), em uma publicagao para o site da CNN
BRASIL, diz que se o numero fosse lido um digito por segundo, ele demoraria 475
dias para ser lido por completo e que se fosse escrito em um livro, este teria 20 mil
paginas, e ainda se fossemos registra-lo em um computador, de forma binaria, o
nuamero ocuparia cerca de 16 megabytes de memoria.

Durant fazia parte do projeto “Grande Busca pela Internet de Primos de
Mersenne”, tradugao do inglés para Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS),
que é um projeto colaborativo de busca de numeros Primos de Mersenne, através da
utilizagdo de computacao, através do qual surgiu o maior numero primo conhecido.

Do ponto de vista matematico, a pesquisa sobre numeros primos grandes ajuda
a entender melhor a distribuicdo dos primos, como também pode contribuir no teste
de conjecturas profundas. Por outro lado, no sentido mais pratico, os numeros primos
grandes sao componentes fundamentais nos sistemas criptograficos, como o
algoritmo RSA, em que a seguranga depende da dificuldade de fatorar produtos de
dois numeros primos grandes.

O sistema RSA é baseado na criagdo de uma chave publica e uma chave
privada de criptografia, as quais usam como um dos elementos principais o resultado
da multiplicagdo de dois numeros primos grandes, e tem como fonte de segurancga a
dificuldade em fatorar esse numero. Peruzzo (2012, p. 99), referindo-se ao sistema de

criptografia RSA, afirma que:

A seguranga deste algoritmo baseia-se no fato de que, embora seja facil
encontrar dois numeros primos de grandes dimensdes, conseguir fatorar o
produto de tais numeros, num intervalo de tempo viavel, € praticamente

impossivel computacionalmente. (PERUZZO, 2012, p. 99)
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Portanto, podemos afirmar que, quanto maiores os numeros primos envolvidos
no sistema de criptografia RSA, mais seguros estardo os dados criptografados. Dessa
forma, a descoberta de novos numeros primos de grandes dimensdes é necessaria

para o desenvolvimento desse sistema.

6.6 AS CIGARRAS E OS PRIMOS

Embora o conceito de numero primo pertenca, em esséncia, ao que se chama
de matematica pura, sua existéncia extrapola os limites abstratos da matematica e se
manifesta de forma surpreendente em fendbmenos naturais. Um dos exemplos mais
notaveis da ocorréncia de numeros primos na natureza € o comportamento biologico
peculiar das cigarras do género Magicicada, também conhecidas como cigarras
periddicas.

Discorrendo sobre as cigarras do género supracitado, Lima (2024, p. 9) afirma
que “as cigarras destacam-se ndo apenas como mais um componente da intricada
teia da vida, mas também por seu ciclo de vida peculiar, intrinsecamente ligado aos

numeros primos”.

Figura 16: Cigarras do género Magicicada.

™ 2

Fonte: <https://www.anthropocenemagazine.org/wp-content/uploads/2022/04/cicadas.jpg>. Acesso
em 05 de junho 2025.

A alcunha “cigarra periddica” se da pela caracteristica do seu comportamento
periddico em seu ciclo de vida, uma vez que esses seres vivem a maior parte de suas
vidas no subsolo, onde se alimentam de raizes de plantas, porém, geralmente, a cada
13 ou 17 anos (ambos numeros primos), elas saem do subsolo para a superficie com
o fim de acasalar, botar ovos e iniciar novamente seu ciclo de vida. Lima (2024, p. 10)

afirma que:
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O fendmeno das cigarras evidencia a fascinante intersecg¢ao entre biologia e
matematica. Esse fator foi tdo impactante na cadeia alimentar, que como
consequéncia a espécie predatéria quase se extinguiu, uma vez que a
alimentagdo estava praticamente escassa. A escolha por ciclos de vida
baseados em numeros primos reflete uma adaptagéo evolutiva notavel, que

combina sincronia e protecéo contra a predagéo. (LIMA, 2024, p.10).

Dessa forma, Lima nos leva a crer que a escolha natural desse ciclo baseado
em numeros primos nao € uma mera coincidéncia, mas sim uma estratégia adaptativa
sofisticada para que a chance do encontro das cigarras com seus predadores na
superficie, durante seus ciclos reprodutivos, seja reduzida, fazendo dos numeros

primos um mecanismo natural de protecao.
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7 AHIPOTESE DE RIEMANN

Esse capitulo tem como principal intuito tratar um pouco da conjectura chamada
de Hipotese de Riemann que €, sem duvidas, um dos mais famosos e desafiadores
problemas ainda em aberto da matematica moderna, e muito provavelmente o maior
deles. Aqui, ndo iremos nos aprofundar nos detalhes do longo caminho até que
Riemann chegasse a sua conjectura, por néo ser esse o foco do trabalho. Tentaremos,
pois, nos limitar apenas aos principais fatos e descobertas para que fosse formulada
a tdo famosa Hipotese de Riemann.

A importancia desse problema vai além da teoria dos numeros, de modo que
sua resolucdo pode revolucionar ndo s6 a matematica, com sua relacdo com a
distribuicdo dos numeros primos, mas também areas ligadas a computagao, aos

sistemas de criptografia e a seguranga de informagao.

7.1 GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN

Bernhard Rieman foi um dos mais famosos matematicos da histéria, cujas
contribuigdes revolucionaram varios campos da matematica, e até mesmo da fisica.
Filho de um pastor luterano, Riemann nasceu em Breselenz, na Alemanha, onde teve

sua infancia fortemente ligada a religido crista.

Figura 17: Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Fonte: < https://darwinthenandnow.com/wp-content/uploads/2016/05/Riemann-Bermhard.jpg>. Acesso
em 08 de junho 2025.
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No inicio de sua vida académica, Riemann, para satisfazer os desejos de seu
pai, dedicou-se aos estudos teoldgicos. Sautoy (2007, p. 71) afirma que “a familia de
Riemann era pobre, e o pai de Bernhard esperava que o filho também entrasse na
vida clerical, o que Ihe daria uma fonte de renda regular com a qual poderia sustentar
suas irmas”.

Algum tempo apoés ingressar na universidade de Gottingen para estudar
teologia, Riemann, timido e pouco enturmado, transpareceu a alguns de seus
professores suas habilidades com a matematica e sua obsessao pela perfeicdo. Um
de seus professores, Schmalfuss, foi um dos responsaveis por incentivar o jovem
Bernhard a aperfeicoar suas habilidades. Sautoy (2007, p. 70), se referindo a

Schmalfuss como “o professor”, aponta que:

O professor logo percebeu a habilidade matematica especial de Riemann, e
se dispds a estimular suas capacidades. Ofereceu a Riemann sua biblioteca,
com uma otima colecdo de livros de matematica, onde o rapaz poderia
escapar da presséo social dos colegas. A biblioteca foi um mundo novo para
Riemann, um lugar onde se sentiria em casa e no controle da situagao.
Subitamente, ele se viu em um mundo matematico perfeito e idealizado, em
que a prova impedia o colapso da realidade ao seu redor, € 0s numeros se
tornaram seus amigos. (SAUTQY, 2007, p. 70).

A partir do contato com a teoria dos numeros através de um livro da biblioteca
de seu professor, Riemann foi seduzido e inspirado a aprofundar um pouco mais seus
estudos sobre essa area, inclusive, chegando a mudar do curso de Teologia para
Matematica. Tratava-se do livro Théorie des Nombres (Teoria dos Numeros), escrito

por Adrien-Marie Legendre.
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Figura 18: Livro Théorie des Nombres.
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Fonte: < https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k426107/f3.highres>. Acesso em 08 de junho 2025.

Tamanha foi a empolgacéo que, apesar da densidade e complexidade da obra
de Legendre, Riemann a estudou por completo em pouquissimos dias, e ainda
afirmava que ja teria absorvido todo o conteudo daquela obra. De acordo com Gracian
(2017, p. 114 e 115):

Friedrich Constantin Schmalfuss, diretor do instituto em que o jovem Riemann
estudava, permitiu-lhe levar para casa um livro de sua biblioteca particular, a
Teoria dos Numeros, de Legendre, um tratado de matematica de grande
complexidade. Riemann leu-o de ponta a ponta em apenas uma semana e
devolveu-o, dizendo que tinha achado muito interessante. (GRACIAN, 2017,
p. 114 e 115).

Reforcando essa ideia, Sautoy (2007, p. 71) diz que “apesar das 859 paginas,
Riemann o devorou, devolvendo o livro ao professor em apenas seis dias e declarando
precocemente: ‘E um livro maravilhoso; j& o sei de cor”. Pode-se dizer que esse livro
marcou a vida do jovem matematico e o inspirou a produzir a obra que ficou conhecida

como o calice sagrado da matematica.
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7.2 SOBRE A HIPOTESE DE RIEMANN

Para chegar a sua hipotese, Riemann contou com a “ajuda” de estudos
realizados por outros matematicos que ja pesquisavam sobre numeros primos, e &
importante que entendamos um pouco sobre essas pesquisas para apresentarmos a
conjectura de Riemann. Nessa perspectiva, Gaspareti (2014) afirma que € necessario
conhecer os conceitos matematicos surgidos a priori para se entender a Hipotese de
Riemann.

E interessante que falemos, primeiramente, do trabalho do matematico que
serviu de motivagao para o estudo de Riemann, trata-se de uma fungao proposta por
Carl Friedrich Gauss, um dos grandes nomes da matematica. Foi uma crianca
prodigio, chamando a atengcdo de todos para sua habilidade com numeros desde
muito novo, e devido a isso chegou a ser chamado de “Principe da matematica”. Aos
15 anos de idade, em busca de uma “férmula” que gerasse numeros primos, Gauss
observou certos padrées na quantidade de numeros primos até um determinado
nuamero natural n. Seu estudo surgiu a partir do contato com um livro sobre logaritmos,
no qual ele notou uma relagcdo entre a quantidade de numeros primos até um
determinado n com o logaritmo natural de n.

Sautoy (2007, p. 55), ao falar sobre tentativas de descoberta de um padrédo na

distribuicdo de numeros primos, afirma que:

Era nisso que Gauss pensavaem 1792, aos 15 anos de idade, um ano depois
que ganhou de presente um livro sobre logaritmos. [...] Na contracapa do livro
que Gauss ganhara havia sido publicada uma tabela de nimeros primos. A
presenga dos primos e logaritmos no mesmo livro era curiosa, pois Gauss
percebeu, apds calculos extensos, que esses dois tdpicos aparentemente
desconexos pareciam estar relacionados. (SAUTQY, 2007, p. 55).
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Figura 19: Carl Friedrich Gauss.

Fonte: <https://s.ebiografia.com/assets/img/authors/ca/rl/carl-friedrich-gauss-1777-1855-

l.jpg?auto_optimize=low&width=255>. Acesso em 16 de jun 2025.

A conjectura de Gauss propunha uma fungédo de contagem de numeros primos,
chamada de fungdo m(x), de modo que a fungdo se propde a calcular,
aproximadamente, a quantidade de numeros primos até x, sendo x um numero

natural. A fungdo que Gauss conjecturou foi a seguinte:
X
n(x) = nx

Devemos notar que a fungao proposta por Gauss nao fornecia exatamente a
quantidade de numeros primos até x, mas sim uma aproximacao dessa quantidade, e
que havia ainda uma margem de erro consideravel. Ribenboim (2020, p. 152) chega
a afirmar que “a aproximagao m(x) por x/Inx ndo é das melhores”. Também é valido
ressaltar que m é apenas o nome dado a fungcdo e ndo possui relagcdo com a constante
matematica que relaciona o didmetro e o comprimento de uma circunferéncia.

Abaixo, na tabela 2, evidenciamos a aproximagao entre a fungéo m(x) e o valor

real de x/Inx.

Tabela 2: m(x) versus x/ In x.

x (x) x/Inx Erro absoluto Errorelativo (%)
10 4 4,34 0,34 8,5%
100 25 21,71 3,29 13,2%

1000 168 144,76 23,24 13,8%
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10000 1229 1086,1 142,9 11,6%
100000 9592 8685,89 906,11 9,45%
1000000 78498 72382,41 6115,59 7,8%

Fonte: Autor (2025)

Na tabela temos:
e 7(x): valor exato de niumeros primos menor ou igual a x;
e x/Inx:aproximacéao de m(x);

e Erro absoluto: diferencga direta |m(x) — x/Inx|;

|Erro absoluto|

e Errorelativo (%): - 100%.

m(x)

E importante observar que quanto maior o valor de x, mais precisa é a
aproximacao da funcdo de Gauss com a quantidade real de numeros primos até x, ou
seja, menor € o erro relativo entre m(x) e o x/Inx. Também é importante ressaltar que
Gauss apenas conjecturou a fungdo, ndo deixando nenhuma demonstragdo da
mesma.

A conjectura de Gauss foi demonstrada, assintoticamente, apenas em 1896 por
Jacques Hadamard e também por Charles de la Vallée-Poussin, de forma
independente. Sautoy (2007) enfatiza que apds um século, a conjectura de Gauss
tinha uma prova, e que dai em diante a conjectura passou a ser chamada de Teorema
dos Numeros Primos. Sautoy afirma ainda que esse foi o resultado mais significativo
sobre numeros primos desde que 0s gregos mostraram sua infinitude.

7.3 AFUNCAO ZETA

O desenvolvimento inicial da fungao zeta esta diretamente relacionado aos
estudos de Leonhard Euler, que, ao aprofundar-se nos trabalhos de Jacob Bernoulli
e, especialmente, de Johann Bernoulli - seu mestre -, estabeleceu as bases analiticas
que viriam a caracterizar a funcdo posteriormente conhecida como funcado zeta de
Riemann.

Os irmaos Bernoulli desenvolveram estudos e demonstragdes, especialmente,
sobre a série conhecida como série harmonica, que nada mais era que a soma infinita

dos inversos dos quadrados:
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=1 1 1 1 1
DT mEtEtEtEt
n=1
Euler, inclusive, resolveu a série harmdnica supracitada, conhecida como O
Problema da Basileia. Tendo seus estudos sobre séries como base fundamentadora,
Euler entdo conseguiu definir sua funcéo utilizando a letra grega ¢ (zeta), denotando-

a por “funcéo zeta”. Afuncao zeta de Euler € da seguinte forma:

1 01 1 1 1 1
((x)zZ—=—+—+—+—+---+—+---
n=1n n

Apesar de a fungao zeta ser atribuida a Riemann, como vimos a descoberta da

mesma foi feita por Euler. Para Gracian (2017, p. 67):

Com base na série harménica, Euler definiu uma fungdo que viria a ficar na
histéria como uma das mais importantes alguma vez descoberta em
matematica, a < funcio zeta de Euler > (embora actualmente se designe,
de certo modo injustamente, « fungio zeta de Riemann >»). (GRACIAN,
2017, p.67).

Estudando as séries infinitas, e utilizando-se do Teorema Fundamental da
Aritmeética, Euler estabeleceu uma relagao entre a fungédo zeta e os numeros primos.
Basicamente, ele utilizou do fato de que todo n pode ser decomposto em fatores

primos. Com isso, ele pdde provar que para cada x € R,com x > 1 e p primo, tem-se:

Ribenboim (2020) salienta que a descoberta de Euler, chamada de Produto
Euleriano, é a ligagao entre a fungao zeta e os numeros primos, e que tal produto &
uma expressao analitica de fatoracdo unica de inteiros como produto de numeros

primos.

7.4 ACONTRIBUICAO DE RIEMANN

Bernhard Riemann, em 1859, ao precisar escrever um trabalho relacionado

sobre suas pesquisas atuais, como forma de homenagem a seu grande mestre Gauss,
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publicou um trabalho sobre teoria dos nimeros. E interessante salientar que essa foi
a unica publicagdo de Riemann na area.

Peruzzo (2012) afirma que era parte do regulamento da Academia de
Ciéncias de Berlin que os novos membros escrevessem um relatoério sobre sua
pesquisa, e devido a isso, ao ser eleito para a instituicdo, Riemann precisou escrever

tal relatério. Ademais, Peruzzo (2012, p. 56 e 57), salienta que:

O relatdrio apresentado por Riemann tinha como titulo “sobre o nimero de
numeros primos que ndo excedem uma grandeza dada”, e nele esta contido
a atualmente conhecida como hipétese de Riemann. Este relatério tinha 10
paginas e foi publicado na forma de artigo periédico mensal da Academia de
Berlin. (PERUZZO, 2012, p. 56 e 57).

Riemann tinha como objetivo fornecer uma demonstragédo para a fungéo =
deixada por Gauss. De posse da fungao ¢ de Euler, Riemann definiu a fungao zeta
para complexos s € C, com parte real maior que 1, ou seja Re(s) > 1, onde C é o
conjunto dos numeros complexos. A fungdo de Riemann, como consequéncia da
descoberta de Euler: o produto euleriano, esta diretamente ligada a distribuigdo dos
numeros primos.

Com isso, a funcéo zeta, que apds a publicagcdo do relatério de Riemann
passou a ser conhecida como Fungdo Zeta de Riemann, uma das mais famosas

fungdes da matematica, que adquire a seguinte forma:

vl 11 1 1
{(s) = ;E_ F+§+§+E+ .., com Re(s) > 1.

Como utilizava numeros complexos, devido a robustez do conjunto, Riemann
teve a ideia de estender a fungao zeta para todo o plano complexo, com a exceg¢ao de
s = 1, e fez isso através do que Ribenboim (2020), e também Santos (2015) chamam
de Equacéo Funcional da Fungdo Zeta de Riemann. Essa equagdo tem a seguinte
forma:

—a (%) () =n7°T (1 ~ s) ‘(1 —s).

E valido ressaltar que T trata-se da fungdo gama que, basicamente, generaliza

o fatorial de um numero inteiro para valores complexos. Aqui, nao entraremos em

detalhes, pois esse néo € o escopo do presente trabalho.
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Através da equacgao funcional, Riemann conseguiu fazer algumas descobertas
importantes sobre a fungao zeta. Destacamos as seguintes:

e A funcdo zeta se anula para os inteiros pares negativos, ou seja, {(—2) =
{(-4) ={(-6) =---={(—2n) = --- = 0. Riemann chamou esses valores de
zeros triviais.

e Os demais zeros da funcédo zeta se encontram no que foi chamado de faixa
critica 0 < Re(s) < 1, ou seja, os demais zeros possuem parte real entre 0 e
1. Riemann chamou esses valores de zeros n4o ftriviais.

Inclusive, de acordo com Gracian (2017) foi utilizando-se dessas descobertas
de Riemann que Jacques Hadamard e Charles de la Vallée-Poussin demonstraram o
teorema dos numeros primos, anos apos a publicacao do relatério de Riemann.

Sabe-se que o comportamento assintético da distribuicdo dos niumeros primos
esta profundamente relacionado ao comportamento dos zeros da funcao zeta de
Riemann, sendo esses zeros determinantes na precisdo das estimativas para a
quantidade de primos menores que um numero dado. Para Ribenboim (2020, p. 155)
‘o conhecimento dos zeros da fungcdo zeta no dominio critico se traduz por um
conhecimento mais profundo da distribuicdo dos numeros primos”.

Ao analisar os zeros nao ftriviais de sua fungao, Riemann percebeu uma

P ’ . 1
caracteristica comum entre esses valores, todos eles possuiam parte real igual a ~»ou

seja, Re(s) = %

Segundo Peruzzo (2012, p. 59), “de acordo com Riemann muitos dos zeros
aparecem sobre essa linha, conhecida hoje como linha critica de Riemann, e € muito
provavel que todos os demais também o fagam”.

A partir dessa observagao, Riemann formulou sua conjectura, a tdo famosa

Hipotese de Riemann:
113 ~ - - . ~ . 1 ”
Todos o0s zeros néo triviais da fungdo zeta possuem parte real igual a P

O Grafico 1 a seguir apresenta os zeros nao triviais da fungdo zeta de

Riemann no plano complexo.
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Grafico 1: Grafico da fungédo zeta de Riemann.
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Fonte: Autor (2025)

Ribenboim (2020, p. 155) salienta ainda que os zeros nao triviais, por serem
. ~ 1 . . . “z
numeros complexos, sdo da forma 5+zt, e afirma que essa conjectura “é, sem

qualquer duvida, um problema muito dificil e muito importante”.

Podemos notar que a hipotese de Riemann trata-se de uma pergunta de “sim”
ou “nao”, a qual muitos matematicos dedicaram esforgcos para respondé-la, dando
origem a muitas descobertas. Segundo Peruzzo (2012), Godfrey H. Hardy mostrou
que existem infinitos zeros sobre a linha critica, Edmund Landau e Harald Bohr
provaram que a maior parte dos zeros nao ftriviais da fungcao zeta estao sobre a linha
critica, mas nao conseguiram provar que todos estavam.

E importante salientar que ja foram encontrados, por meios computacionais,
mais de um trilhdo de zeros néo triviais da fungdo {(s), e todos eles estao sobre a
linha critica, e absolutamente nenhum zero fora dessa linha foi encontrado. Devlin
(2008) salienta que os primeiros 1,5 trilhdo de zeros estdo sobre a linha critica.

Portanto, os estudiosos da area, de forma consensual, admitem que as
descobertas feitas até o momento nao foram suficientes para demonstrar a conjectura
deixada por Riemann. Dessa forma, essa hipdtese segue sendo um dos maiores

problemas em aberto de toda a matematica.
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7.5 ALISTA DE HILBERT E OS PROBLEMAS DO MILENIO

Como ja foi citado nesse trabalho (capitulo 6), o matematico David Hilbert,
em 1900, listou os 23 grandes problemas em aberto na matematica, em sua
participagcao no Congresso Internacional de Matematica de Paris. O oitavo problema
tratava-se da Hipotese de Riemann.

De acordo com o Livro da Matematica (2020, p. 250):

Em 1900, David Hilbert listou 23 problemas matematicos pendente. Um deles
era a hipétese de Riemann, que ainda é por consenso um dos mais
importantes problemas nao resolvidos da matematica. Ele trata de nimeros
primos — aqueles que s6 sao divisiveis por si mesmos e por 1. (LIVRO DA
MATEMATICA, 2020, p. 250).

Além disso, Boyer (1996, p. 427), analisando a concepg¢édo de Hilbert a
respeito da hipétese de Riemann, afirma que o matematico imaginou que a
demonstragao da hipétese “poderia levar a uma prova da familiar conjetura sobre a
infinidade de pares primos; mas nenhuma prova foi dada ainda, embora mais de um
século tenha-se passado desde que Riemann arriscou o palpite”.

Tamanha era a importancia que Hilbert dava a hipétese de Riemann que, de
acordo com Derbyshire (2012), certa vez foi perguntado a Hilbert se, varios séculos
apds sua morte, o mesmo despertasse de volta para o mundo dos vivos, o0 que ele
faria. Como resposta, Hilbert teria respondido “Perguntaria se alguém havia
demonstrado a hipétese de Riemann”.

A lista de problemas de Hilbert ndo é a unica lista “famosa” de problemas
notaveis da matematica da qual a hipotese de Riemann faz parte. Em 2000, o Clay
Mathematics Institute (CMI) selecionou sete problemas de extrema dificuldade, devido
a sua profundidade, impacto tedrico e importancia histérica, e os chamou de Os Sete
Problemas do Milénio, oferecendo um valor em dinheiro para quem solucionasse
algum desses problemas de forma rigorosa, publicasse a solugao em revista cientifica,
e que tal solugcéo fosse avaliada e validada pela comunidade matematica.

A respeito do Instituto, Gracian (2017) salienta que o CMI, criado pelo
multimilionario Landon T. Clay, € uma fundagao privada que néo possui fins lucrativos,

gue tem como objetivo o desenvolvimento e divulgacdo da matematica. Além disso, o
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CMI destinou sete milhdes de ddlares a solugao dos sete problemas, ou seja, 0 prémio
de um milhdo de ddlares sera destinado para o responsavel pela solugdo de cada
problema.

Em suma, a hipotese de Riemann € um dos sete problemas do milénio, e a
recompensa oferecida pelo CMI é um dos motivadores a solugdo dessa conjectura,
assim como outros prémios que resultariam como consequéncia dessa solugéo, visto
a importancia do mesmo. Vale salientar que a hipétese de Riemann €& o unico
problema que pertence tanto a lista de Hilbert quanto a lista do CMI, e esse fato reflete

a magnitude dessa conjectura para a matematica.
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8 UMA PROPOSTA DE ESTUDO DOS NUMEROS PRIMOS NO ENSINO
FUNDAMENTAL

E inegavel que as sequéncias didaticas sdo ferramentas pedagdgicas bastante
interessantes no meio educacional, uma vez que contribuem para um aprendizado
mais significativo e dindmico, desenvolvendo habilidades especificas de maneira
gradual. Nesse sentido, Zabala (1998) ratifica sua importancia ao afirmar que as
sequéncias didaticas sdo “‘um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e
articuladas para a realizagao de certos objetivos educacionais, que tém um principio
e um fim conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos” (ZABALA, 1998, p. 18).

Este capitulo tem como objetivo salientar a relevancia do uso de sequéncias
didaticas para a melhoria do processo de ensino e aprendizagem, favorecendo a
aquisicao do conhecimento de forma mais sodlida e significativa. Além disso, sera
apresentada uma proposta de sequéncia didatica para o estudo de numeros primos

no ensino fundamental.

8.1 AS SEQUENCIAS DIDATICAS

O uso de sequéncias didaticas como método de ensino néo é algo decorrente
dos tempos atuais, uma vez que registros apontam a utilizacdo de sequéncias
didaticas na década de 80. De acordo com Oliveira (2013), na Franga, no ano de 1980
as sequéncias didaticas eram utilizadas como estratégia para melhorar o ensino da
lingua francesa.

As SD surgem como uma estratégia de ensino que tem como objetivo garantir
uma progressao das aprendizagens, fazendo com que os alunos obtenham
conhecimento de uma forma gradual e significativa. Para Lima (2018, p. 156)
“sequéncia didatica € um termo usado na Educacéo Infantil para definir um conjunto
de atividades encadeado de passos e etapas ligadas entre si para tornar mais eficiente
0 processo de aprendizado”.

Nesse sentido, a importancia das sequéncias didaticas esta em tornar o ensino
mais dinamico e contextualizado, com uma organizacao sistematizada na qual seria
possivel extrair o maximo de cada etapa da sequéncia, tornando o processo de

aprendizagem mais significativo.
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E importante salientar que, por mais eficazes que sejam as SD no processo de
ensino-aprendizagem, elas n&o sao, por si sO, garantia da aquisicao de
conhecimentos por parte dos alunos, pois necessitam de um bom planejamento e
desenvolvimento por parte do mediador. A esse respeito, Araujo (2013) ressalta que
as sequéncias didaticas devem ser bem orientadas para serem eficazes e que o
professor € o centro desencadeador das agdes e mediador da aprendizagem.

Nessa perspectiva, € evidente que sao tao eficazes quanto desafiadoras para
os professores, pois tratam-se de atividades em sequéncia aplicadas para diferentes
tipos de alunos, com realidades diversas e que absorvem conhecimento de forma e

velocidade distintas. Sobre isso, Carvalho (2017) ressalta que

Nessa pespectiva (SIC), parece mais adequada uma relagdo que favorega as
interagOes nos diferentes niveis: em relagdo ao grupo-classe; em relagéo aos
grupos de alunos; interagdes individuais. Salientamos que toda proposta de
ensino é carregada de intencionalidade e esta deve estar clara para o
professor desde a elaboracédo das tarefas/atividades até a devolutiva junto
aos estudantes dos seus resultados (CARVALHO, 2017, p. 48).

Vale salientar que as SD, apesar de serem relevantes ferramentas para
diversificar a forma do ensino, em alguns casos podem nao ser a melhor escolha para
determinado tipo de conteudo. Dessa forma, cabe ao educador a tarefa de buscar
estratégias para diversificar a forma de ensino, tendo sempre as sequéncias didaticas

como umas das possibilidades.
8.2 PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA
Atividade Inicial — Iniciando a discussao
Tema: Explorando os numeros primos
Tempo estimado: 1 aula
Material necessario: Quadro branco, lapis de quadro branco e folhas de oficio.

Objetivos:

e Apresentar o conceito de numero primo;
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e Instigar a curiosidade em relagdo aos numeros primos;

e Expor curiosidades sobre numeros primos.

Orientagoes:

O professor deve iniciar a aula perguntando sobre os conhecimentos prévios
dos alunos a respeito dos numeros primos: “Vocés ja ouviram falar de numeros
primos? O que acreditam ser esses numeros?”

Com isso, o docente deve instigar e mediar uma discussao a respeito das
perguntas feitas e pedir que os alunos apresentem seus pensamentos a respeito das
mesmas.

Apods todos os apontamentos feitos, devem ser apresentadas curiosidades e
fatos interessantes a respeito dos numeros primos, a fim de estimular a curiosidade
dos alunos a respeito desse grupo de numeros.

Por fim, o responsavel pela turma deve entregar uma folha em branco a cada
aluno e pedir para que 0s mesmos escrevam o que eles entenderam na folha sobre o
que foi discutido e 0 que eles mais gostaram de aprender/conhecer sobre os numeros

primos.

Consideracgoes:

O professor deve estar atento a realidade social e econdmica de cada aluno,
considerando os conhecimentos prévios de cada um, sem fazer comparagdes ou
julgamentos.

Além disso, o responsavel pela aplicacdo da SD deve fazer pesquisas prévias
arespeito das curiosidades e fatos interessantes sobre os niumeros primos. O capitulo
6 do presente trabalho pode servir de ponto de partida para tal pesquisa por parte do

professor.

Atividade 1

Tema: O que sdo os numeros primos?

Tempo estimado: 1 aula
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Material necessario: Folhas de oficio

Objetivos:

e Compreender a definicdo de numeros primos
e Formalizar os conceitos e entendimentos a respeito do conjunto dos numeros
primos

e Revisar os conteudos de multiplos e divisores

Orientagoes:

O professor deve iniciar a aula relembrando um pouco do que foi falado sobre
numeros primos na aula anterior, perguntando aos alunos o que eles ainda guardam
na memdaria sobre tais numeros.

Apods o primeiro momento, o professor deve definir no quadro que um namero
primo € um numero natural maior que zero e que possui apenas dois divisores: 0 1 e
ele mesmo.

Em seguida, a turma deve ser dividida em grupos de dois ou trés componentes,
e ser orientada de modo que os componentes de cada grupo listem uma determinada
quantidade de numeros naturais, para que, em seguida, os grupos troquem suas listas
de numeros entre si.

Posteriormente, ja com as listas trocadas entre os grupos, o professor deve
pedir para os alunos identificaram se os numeros da lista que receberam sao, ou nao,

primos.

Consideragoes:

O professor deve salientar que numeros compostos possuem mais de dois
divisores, e que 0 numero 1 nao é primo, pois 0 mMesmo possui s6 um unico divisor.

A organizagao dessa atividade deve ser realizada considerando a quantidade
de alunos pertencentes a turma.

O responsavel pela turma deve estipular tanto a quantidade de numeros

pertencentes a lista pedida, quanto orientar na escolha desses nimeros, a fim de nao
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permitir que os numeros escolhidos sejam inadequados para o nivel de conhecimento
da turma.

Caso seja necessario, o professor deve retomar os conhecimentos a respeito
de multiplos e divisores. Nesse caso, deve-se reconsiderar o tempo estimado para
essa atividade, utilizando duas aulas para que a atividade alcance os objetivos

desejados.

Atividade 2

Tema: Identificando numeros primos até 100
Tempo estimado: 2 aulas
Material necessario: Folhas contendo os numeros primos de 1 até 100, quadro

branco e lapis de quadro branco.

Objetivos:

¢ Identificar os numeros primos de 1 até o 100
e Assimilar dicas a respeito da identificagdo de numeros primos
e Revisar os conteudos de multiplos e divisores

e Reforgar o calculo mental por parte dos alunos

Orientagoes:

Mais uma vez o professor inicia a aula relembrando rapidamente a definicao de
nameros primos, multiplos e divisores. A essa altura, a maioria dos alunos ja terdo
absorvido esses conhecimentos de forma adequada.

ApoOs esse primeiro momento, deve ser entregue uma folha contendo os 100
primeiros numeros naturais (Apéndice 1) aos alunos, e também deve ser orientado
aos mesmos a marcarem oS numeros primos, a partir dos conhecimentos ja
adquiridos.

Ao final da atividade, o professor deve corrigir a atividade com os alunos,
apontando os numeros que, de fato, sdo primos na lista que foi entregue, para que os

mesmos possam identificar seus erros.
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Consideragoes:

O professor deve reforcar a ideia de que numeros primos sdo aqueles que nao
tém divisores além de 1 e ele mesmo, além de estimular os alunos a realizarem
calculos mentais, caso apresentem habilidade para tal.

Ao decorrer da aula, o aplicador da SD deve fornecer dicas aos alunos para
que sejam direcionados ao aprendizado de técnicas a fim de diferenciar numeros
primos de numeros compostos.

Como sugestdo, é possivel dividir a aula em dois momentos: no primeiro,
orientar os alunos a marcar os numeros primos até 50, logo apos corrigir e dar
algumas dicas; no segundo, pedir que os alunos marquem os primos de 50 até 100,
ja de posse das dicas oferecidas pelo professor, para que eles possam avaliar seus

préprios erros e procurar, no segundo momento, ndo mais cometé-los.

Atividade 3

Tema: O crivo de Eratdstenes
Tempo estimado: 2 aulas
Material necessario: Folhas contendo os numeros primos de 1 até 200, quadro

branco e lapis de quadro branco.

Objetivos:

¢ Identificar os numeros primos de 1 a 200

e Conhecer e dominar o crivo de Eratostenes

e Aplicar o crivo de Eratéstenes para descobrir nUmeros primos
¢ Reforgar os conhecimentos sobre multiplos e divisores

e Reforgar o calculo mental por parte dos alunos

Orientagoes:
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Ao iniciar a aula, o professor deve apresentar o crivo de Eratéstenes,
aproveitando o momento para contar um pouco da historia desse algoritmo,
salientando aos alunos que essa € uma ferramenta simples e eficaz para a
identificacao de numeros primos.

Apdés 0 momento de apresentagdo do crivo, € preciso explicar aos alunos,
passo a passo, como se da a aplicacdo desse algoritmo, usando uma pequena lista
de numeros como exemplo para que eles assimilem melhor o método de aplicacio.

Em seguida, deve ser entregue aos alunos uma folha contendo os numeros
naturais de 1 até o 200, orientando-os a aplicar o crivo de Eratdéstenes, de modo a
encontrar 0s numeros primos presentes na lista.

Ao final da atividade, o professor deve perguntar aos alunos o porqué desse
algoritmo ser eficiente, e como ele os ajudou a encontrar 0os numeros primos presentes

na lista.

Consideragoes:

O professor deve buscar, previamente, informagdes a respeito do crivo de
Eratdstenes. E possivel encontrar algumas informagdes no capitulo 4 do presente
trabalho, as quais podem ser utilizadas como base para a pesquisa.

As explicagdes devem ser feitas no quadro branco para o melhor entendimento
dos alunos. Caso ache necessario, o professor pode identificar alguns numeros
compostos na lista para motivar os alunos a continuarem aplicando o método do crivo.

Apés a identificagdo dos numeros primos por todos os alunos, deve ser feita a
correcao da atividade para que os discentes saibam, de fato, quais s&o os numeros
primos presentes na lista.

A discusséao final deve ser mediada pelo orientador da SD, para que o mesmo

mantenha o controle das informacdes.

Atividade 4

Tema: Curiosidades e propriedades sobre nimeros primos

Tempo estimado: 2 aulas
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Material necessario: Folha de oficio em branco e laboratério de informatica com

internet

Objetivos:

e Fomentar a pesquisa a respeito de numeros primos
e Explorar propriedades de numeros primos

e Estimular a curiosidade a respeito de numeros primos

Orientagoes:

O professor deve iniciar essa aula explicando o que é uma propriedade
numeérica, tendo em vista o possivel desconhecimento do conceito por parte dos
alunos.

Em seguida, devem ser apresentadas algumas propriedades basicas sobre os
numeros primos, curiosidades e até mesmo diferentes tipos de numeros primos,
como:

1- O numero 2 é o Uunico numero primo par.
2
3

Todos 0s numeros primos séo positivos e maiores do que 1.

Numeros primos ndo podem ser fatorados em outros niumeros primos.

N
1

Os chamados primos gémeos.

()]
1

O osso de Ishango.

Apoés a apresentagao das propriedades, a turma deve ser dividida em grupos
de dois ou trés alunos e orientada a realizar uma pesquisa na internet e registrar outras
propriedades, como também curiosidades sobre numeros primos.

Ao término da atividade, o professor deve organizar os grupos para que

apresentem aos demais alunos os registros e resultados de suas pesquisas.

Consideracoes:

Nos capitulos 2, 5 e 6 do presente trabalho, o professor aplicador da sequéncia

didatica encontrara algumas propriedades, informagdes e curiosidades que podem ser
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apresentadas aos alunos durante essa atividade. Além disso, caso ache necessario,
pode buscar informacgdes adicionais na internet, a fim de ter o controle da atividade.

Ademais, na formagdo de grupos para a resolugdo das atividades, seria
interessante fazer um rodizio dos alunos nos grupos para estimular a troca de
conhecimentos. Contudo, essa questao fica a critério do aplicador da atividade.

O professor, como mediador, deve promover uma discussdo sobre as
propriedades por eles encontradas, destacando sua importancia para o entendimento
da matematica mais avangada, como a criptografia e a teoria dos numeros. No
entanto, é importante que tais propriedades nao sejam abordadas profundamente, e

sim de forma superficial e simplificada, visto que sdo temas avangados para os alunos.

Atividade 5

Tema: Fatoragdo em numeros primos
Tempo estimado: 1 aula
Material necessario: Folha de oficio em branco, quadro branco e lapis de quadro

branco

Objetivos:

e Entender o teorema fundamental da aritmética
e Aprender a decompor numeros compostos em fatores primos

e Revisar operacdes basicas da matematica

Orientagoes:

Inicialmente, o professor deve esclarecer que todo nimero que nao € primo é
chamado de numero composto.

Em seguida, é preciso apresentar aos alunos o teorema fundamental da
aritmética, e explica-lo no quadro. Além disso, deve ser mostrado como decompor
numeros compostos em fatores primos, explicando o passo a posso da

decomposigao.
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ApOs as explicagdes, o professor deve listar alguns numeros compostos e pedir

que os alunos decomponham tais numeros em fatores primos.

Consideracoes:

O professor deve reforgar aos alunos que cada numero composto possui uma
fatoragao unica em numeros primos, e também deve salientar a importancia dessa
fatoragao para o estudo de conteudos subsequentes.

No capitulo 2 do presente trabalho, o aplicador da sequéncia didatica pode
encontrar informagdes sobre o teorema fundamental da aritmética, que pode ajuda-lo
na preparagao da atividade.

E importante, ainda, que o aplicador da SD tenha o cuidado de adequar ao nivel
da turma os numeros compostos que ira indicar para a fatoragao.

Atividade 6

Tema: Numeros primos e criptografia
Tempo estimado: 1 aula
Material necessario: Folha de oficio em branco e laboratério de informatica com

internet

Objetivos:

e Explorar a aplicagdo dos numeros primos em criptografia e seguranga

e Fomentar a curiosidade a respeito dos numeros primos

Orientacgoes:

O professor deve iniciar apresentando a relagao entre os niumeros primos, a
criptografia e os sistemas de seguranca.

Apdés apresentar as informagdes, a turma deve ser dividida de modo a formar
grupos de 2 ou 3 alunos. Em seguida, pedir que realizem uma breve pesquisa sobre
como 0s numeros primos sao usados na criptografia, e que cada grupo apresente

suas descobertas para o resto da turma.
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Consideragoes:

O professor aplicador da sequéncia didatica podera encontrar informacdes
sobre numeros primos e criptografia no capitulo 6 do presente trabalho. Além disso,
caso ache necessario, deve efetuar pesquisas em outras fontes sobre o tema para ter
o controle da atividade.

E interessante que sejam apresentados textos impressos sobre o tema tratado,
para que possam ser entregues aos alunos ao final da atividade, assim, cada aluno
podera fazer a comparagao com os que foram produzidos por eles.

O professor deve manter o assunto em um nivel mais superficial, enfatizando
apenas a aplicabilidade dos numeros primos e a sua importancia na criptografia e

seguranca digital.

Conclusao da sequéncia

Apds a realizagao das atividades, € importante que seja feita uma analise a
respeito do que foi compreendido pelos alunos. Dessa forma, o professor deve
promover uma reflexdo sobre o que foi estudado e aprendido nas 6 atividades da
sequéncia didatica. Ainda, deve reafirmar a importancia do conhecimento dos
numeros primos bem como sua utilidade nas areas da matematica e até mesmo da
vida cotidiana.

E interessante que ao final da sequéncia o professor revise os conceitos
abordados e encoraje os alunos a pesquisarem e praticarem mais exercicios

envolvendo numeros primos e suas propriedades.
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9 CONSIDERAGOES FINAIS

O ensino da matematica, por mais experiente que seja o educador, € uma
pratica desafiadora, pois cada aluno € um mundo desconhecido, que assimila
conhecimentos de diferentes formas e ritmos. Dessa forma, € papel do professor
buscar meios e ferramentas que possam facilitar e acelerar a aquisicdo de
conhecimentos por parte dos alunos, deixando o processo educacional o mais
eficiente possivel.

Tendo isso em vista, a presente pesquisa teve como principal objetivo explorar
a importancia dos numeros primos e propor, por meio de uma sequéncia didatica, uma
maneira de aproximar os conhecimentos relacionados a este tema dos estudantes,
uma vez que durante o processo de aplicacdo da sequéncia os alunos sao induzidos
a se aprofundarem no tema de forma mais dinamica e ativa.

De inicio, buscamos apresentar um contexto histérico, dando énfase as
pesquisas relacionadas ao surgimento dos numeros primos, como também o
tratamento desse grupo de numeros por Euclides na sua obra “Os Elementos” no qual
apresentamos dois importantes teoremas e suas demonstragdes. Tal abordagem tem
como objetivo instigar a curiosidade e reafirmar que, mesmo sendo um conhecimento
antigo, os numeros primos continuam despertando interesse e sendo objeto principal
de pesquisas atuais.

No desenvolvimento da pesquisa, realizamos uma extensa analise sobre os
numeros primos, considerando pontos importantes nos quais os mesmos estio
inseridos de forma direta ou indireta. E interessante ressaltar que todo o corpo do
trabalho foi produzido e pensado para que, além de destacar a importancia e
abrangéncia da tematica “numeros primos”, servisse de apoio a sequéncia didatica
proposta.

Além de toda a fundamentacéo tedrica, foi apresentada como ponto central do
trabalho uma proposta de sequéncia didatica voltada ao ensino de numeros primos
para turmas de Ensino Fundamental, considerando as especificidades desse estagio
do ensino. Buscamos estruturar a SD de forma a promover um conhecimento nao
apenas técnico e engessado, mas critico, fundamentado e reflexivo.

Com a pesquisa, € possivel concluir que o estudo concreto e aprofundado dos

numeros primos na Educacdo Basica, sendo este organizado, planejado e
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contextualizado, pode contribuir significativamente para o desenvolvimento cognitivo
matematico dos alunos, como também estimular o interesse para a investigagao
matematica. Acreditamos que a sequéncia didatica proposta pode contribuir
fortemente no enriquecimento da pratica docente.

Por fim, recomendamos que novas pesquisas sejam realizadas com enfoque
na aplicagéo pratica da SD apresentada no presente trabalho, a fim de analisar sua
eficacia em contextos reais de sala de aula. Com a aplicacdo e continuidade do
presente trabalho, sera possivel validar e aprimorar a sequéncia didatica, incluindo
novas abordagens, métodos, estratégias e meios educacionais, ampliando ainda mais

as possibilidades de ensino dos numeros primos.
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APENDICE A - TABELA DE NUMEROS NATURAIS ATE 100

Atividade 2 — Identificando niumeros primos até 100.
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APENDICE B — TABELA DE NUMEROS NATURAIS ATE 200.

Atividade 3 — Identificando niumeros primos até 200.
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