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RESUMO

Esta pesquisa apresenta uma ampliagdo da teoria metodologica de Resolugao de Problemas
desenvolvida por Onuchic e Allevato (2012) intitulada de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de
Matematica através da Resolu¢ao de Problemas e visa propor, por meio do uso dos Materiais
Manipulaveis, auxilio nas resolugdes de problemas da primeira fase, nivel 2, da Olimpiada
Brasileira de Matematica das escolas Publicas. Objetiva-se, portanto, investigar como o0s
materiais manipuldveis podem ser integrados a metodologia de Resolug¢do de Problemas para
elaboragdo de um material pedagogico de forma que auxilie alunos do 8° e 9° ano na preparagao
para a OBMEP. Para compor o aporte teorico desta pesquisa, recorreu-se dentre varios autores,
a Polya (1957) e Onuchic e Allevato (2012) para tratar da Resolucdo de Problemas como
metodologia; Instituto de Matemadtica Pura e Aplicada (IMPA) que apresenta os dados
referentes 8 OBMEP e dispde de todo material da OBMEP; e a Vale (2002) e Lorenzato (2012),
que dialoga sobre os Materiais Manipulaveis. A pesquisa ¢ de natureza aplicada, qualitativa,
exploratoria, descritiva e quanto aos procedimentos metodologicos foi realizada uma revisao
da literatura de periodicos, que versa sobre o uso dos Materiais Manipuléveis na Resolucao de
Problemas, além da aplicag¢do de algumas atividades acerca do uso de Materiais Manipulaveis
para resolver problemas da OBMEP. Ademais, foi realizado um projeto nessa temdatica em uma
escola de Fortaleza-CE para compreender se essa perspectiva gera resultados significativos. E,
posteriormente, foi adotada a teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através
da Resolucdo de Problemas, inserindo o passo “demonstracao no material manipulavel” com o
intuito de criar um material didatico para se trabalhar essa perspectiva dentro do ambito da
Resolug¢dao de Problemas. Como resultados obtidos, destacam-se as premiagdes que a aluna
participante do projeto ganhou, a melhora nos indices de matematica nas turmas dos 8° e 9°
anos, bem como a produ¢do do Caderno de Atividades voltado para os alunos e para os
professores. Portanto, concluiu-se que os Materiais Manipulaveis contribuem
significativamente para constru¢do de conceitos enquanto recurso auxiliador na Resolugdo de
Problemas no contexto da OBMEP.

Palavras-chave: Resolucao de Problemas, Materiais Manipuléveis, OBMEP.



ABSTRACT

This research presents an expansion of the methodological theory of Problem Solving
developed by Onuchic and Allevato (2012), titled "Teaching-Learning-Assessment of
Mathematics through Problem Solving." It aims to propose, through the use of Manipulative
Materials, assistance in solving problems from the first phase, level 2, of the Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). The objective, therefore, is to
investigate how manipulative materials can be integrated into the Problem Solving
methodology to develop a pedagogical resource that assists 8th and 9th-grade students in their
preparation for the OBMEP. To form the theoretical basis of this research, several authors were
consulted, including Pélya (1957) and Onuchic and Allevato (2012) to address Problem Solving
as a methodology; the Institute of Pure and Applied Mathematics (IMPA), which provides data
regarding the OBMEP and makes all its materials available; and Vale (2002) and Lorenzato
(2012), who discuss Manipulative Materials. The research is of an applied, qualitative,
exploratory, and descriptive nature. Regarding methodological procedures, a literature review
of journals was conducted, focusing on the use of Manipulative Materials in Problem Solving,
in addition to the application of some activities involving the use of Manipulative Materials to
solve OBMEP problems. Furthermore, a project on this theme was carried out at a school in
Fortaleza-CE to understand if this approach yields significant results. Subsequently, the theory
of Teaching-Learning-Assessment of Mathematics through Problem Solving was adopted,
inserting the step "demonstration with manipulative material" with the goal of creating a
didactic resource to work with this perspective within the scope of Problem Solving. Among
the results obtained, the awards won by the student participating in the project, the improvement
in mathematics scores in the 8th and 9th-grade classes, and the production of an Activity Book
for students and teachers stand out. Therefore, it was concluded that Manipulative Materials
contribute significantly to the construction of concepts as an auxiliary resource in Problem
Solving within the context of the OBMEP.

Keywords: Problem-Solving, Manipulative Materials, OBMEP.
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1 INTRODUCAO

Os debates acerca do Ensino da Matematica assumem especial relevancia no contexto
pos-pandémico. Embora as dificuldades nesse processo educacional ja fossem historicamente
evidentes e amplamente debatidas, a pandemia da COVID-19 trouxe a tona os desafios
enfrentados pela Educacdo Basica, de forma potencializada, além de novos outros. Inclusive,
ao mesmo tempo que tentavam descobrir onde os alunos estavam, tanto fisica quanto
academicamente, ¢ do que eles precisavam, diversos docentes limitaram-se a transpor os
formatos convencionais dos cursos presenciais para o ambiente virtual, deixando de explorar
de maneira efetiva os recursos inovadores, isto ¢, apenas disponibilizaram digitalmente o
material ja utilizado no ensino presencial (Engelbrecht; Borba; Kaiser, 2023). Entretanto, a
preocupacao em garantir ao discente que este finalizara essa etapa da vida estudantil sabendo o
“basico” € constante, principalmente quando se trata de Matematica.

O ensino das Ciéncias Exatas, em especial o da Matematica, exige dos estudantes além
da manipulac¢do de calculos e memorizagdo de formulas, requer também a capacidade de pensar
criticamente, a abstracao das situacdes e aplicabilidade daquilo aprendido no seu cotidiano para
que a aprendizagem faga sentido para ele.

Diante das defasagens reais dos estudantes impulsionadas pelo periodo pandémico,
desenvolver o pensamento matematico critico neles na perspectiva do processo de ensino e
aprendizagem nao ¢ tarefa facil, sobretudo quando se cogita contextos olimpicos voltados para
Matematica, cujos problemas propostos demandam nogdes e experiéncias que, por fatores
diversos, nem sempre sao proporcionadas no contexto da sala de aula.

Partindo do pressuposto de que a Matematica ¢ uma disciplina que “se aprende na
pratica”, ¢ importante por em pratica os conhecimentos adquiridos afim de desenvolver
competéncias e habilidades das quais colaborarao para o desenvolvimento de um cidadao com
0 pensamento matematico mais ampliado, com um melhor raciocinio 16gico e com tratamento
critico dos acontecimentos e das informacdes que o cerca. E um recurso auxiliador para
contribuir com o fomento dessa ideia ¢ a utilizagdo de Materiais Manipulaveis, que permite,
através do tatil, entender e visualizar os problemas propostos além do abstrato.

A Resolugdo de Problemas como metodologia de ensino ¢ uma grande aliada no
processo e ensino e aprendizagem do estudante, uma vez que pode ser concebida como um
elemento fundamental na dindmica de elaborag¢ao do saber, além de auxiliar na construcio da

solucdao de maneira mais solida e significativa (Camara, 2016).
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Considerando os problemas Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) como parte integrante da formagao dos estudantes, em especifico dos anos finais do
Ensino Fundamental, pretende-se superar as barreiras e desafios advindos de diferentes
contextos educacionais, utilizando estratégias que buscam trabalhar a resolugdo desses
problemas através da idealizagao de significados.

Além disso, a pesquisa se mostra relevante por dialogar com pressupostos
contemporaneos da Educacdo Matematica, que defendem um ensino investigativo, centrado na
Resolugdo de Problemas, que ¢ uma Tendéncia em Educacao Matematica, e na valorizacao do
protagonismo estudantil.

Ao explorar como os materiais manipuldveis podem potencializar essa metodologia —
especialmente no contexto da preparagao para a OBMEP —, o estudo contribui para ampliar o
repertorio didatico dos professores, propor estratégias inovadoras e fortalecer a articulacao entre
teoria e pratica. Investigar essa relagdo pode ainda oferecer subsidios para a elaboracdo de
propostas pedagbdgicas mais inclusivas, equitativas e desafiadoras, que favorecam a
aprendizagem matematica de forma mais ativa e critica, respeitando os diferentes ritmos e
estilos de aprendizagem dos alunos.

Dessa forma, a presente pesquisa pretende buscar resposta para a seguinte inquietagao:
como a Resoluc¢ao de Problemas pode ser potencializada pelo uso de materiais manipuldveis na
abordagem de questdes da OBMEP com alunos do 8° e 9° ano do Ensino Fundamental?

Para isso, também objetiva investigar, a luz da literatura e da teoria de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacio de Matematica através da Resolucdo de Problemas, como os
materiais manipuldveis podem ser integrados a metodologia de Resolu¢do de Problemas para
elaboracdo de um material pedagdégico que auxilie alunos do 8° e 9° ano na preparagdo para a
OBMEP — Nivel 2.

De forma mais especifica, pretende-se averiguar na literatura se uso dos materiais
manipulaveis sdo utilizados nas teorias de Resolucdo de Problemas como recurso facilitador;
apresentar a teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de
Problemas sob a perspectiva dos materiais manipulaveis; e criar um material de apoio a partir
de provas anteriores, voltado para os alunos, com o intuito de auxiliar na preparacao da primeira
fase da OBMEDP, nivel 2, baseado na teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliagao de Matematica
através da Resolucdo de Problemas.

O primeiro capitulo vai tratar da fundamentagdo tedrica na visdo das trés tematicas
centrais do trabalho: a Resoluc¢ao de Problemas enquanto metodologia de ensino, a OBMEP ¢

os Materiais Manipuléveis; ja o segundo capitulo apresenta uma Revisdo de Literatura feita nos
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periddicos CAPES acerca do uso da Resolucdo de Problemas como teoria e os Materiais
Manipulaveis como recurso auxiliador; o terceiro capitulo ¢ destinado para discorrer sobre a
metodologia adotada no trabalho; o quarto capitulo trata das discussoes realizadas na aplicagao
da atividade inicial e na criacdo do produto educacional; e, por fim, serda apresentado as

consideragdes finais.
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2 TEORIAS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS: DIALOGO ACERCA DE DUAS
CONCEPCOES

O presente capitulo fundamenta-se e estabelece didlogo com temadticas relevantes
associadas a duas abordagens teoricas sobre a Resolucdo de Problemas (RP): uma sob a
perspectiva de George Polya (1887—-1985) e outra desenvolvida por Lourdes de la Rosa Onuchic
e seu grupo de pesquisa, o Grupo de Trabalho e Estudos sobre Resolugdo de Problemas'
(GTERP).

As discussoes realizadas neste capitulo versam sobre as teorias da RP, o debate parte
das concepgdes de diferentes autores sobre o que € um problema com o intuito de contextualizar
e entender um pouco da relevancia dada a esse tema pelos autores das teorias escolhidas. Ainda
nesse topico, trazemos a informacao de quem foram Polya e Onuchic, suas respectivas teorias
e como elas sao trabalhadas no contexto da Educacao Basica.

Afinal, o que é um problema? A primeira vista, essa pergunta pode parecer simples, mas
definir com precisdo o que caracteriza um problema requer uma compreensao mais profunda
do pensamento humano. Sem delimitar claramente as especificidades do que se busca
compreender, torna-se inviavel encontrar caminhos para a resolugdo. A busca por uma resposta,
portanto, depende da clareza do proprio questionamento.

Segundo Polya (1957), um problema ¢ algo que perturba o pensamento, que precisa ser
resolvido, mas cuja solugdo ndo ¢ evidente, em outros termos, um problema pode ser
compreendido como toda situagdo que interrompe o curso natural do pensamento por ser nao-
trivial, o que provoca no individuo a necessidade de entender, analisar e encontrar uma solugao.

Dante (1989, p. 10), define problema a partir do campo da Matematica e afirma que ¢
“qualquer situacdo que exija a maneira matemadtica de pensar e conhecimentos matematicos
para soluciona-la”, ou seja, ¢ toda circunstancia que possa ser expressa numa linguagem
matematica que, por meio dela, possa se chegar ao objetivo: a resolugcdo. No pensamento de
Dante (1989), ¢ valido ressaltar que a Matematica se encontra como eixo central da defini¢ao
escrita e que o pensamento e o conhecimento matematico tém papel preponderante na busca de
estratégia para solugdo da questao.

Segundo Van de Walle (2009) a nocdo de problema se baseia na ideia de que ele
representa tudo aquilo que ainda ndo sabemos como realizar, mas pelo qual demonstramos
interesse em aprender. De acordo com essa perspectiva, um problema ¢ caracterizado como

qualquer tarefa ou atividade para a qual os estudantes nao dispdem de métodos ou regras pré-

! Disponivel em: https://igce.rc.unesp.br/#!/departamentos/educacao-matematica/gterp/.
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estabelecidas ou memorizadas, nem possuem a percep¢do de que exista um procedimento
especifico para alcangar a solucdo correta.

A necessidade de analisar uma situacgdo especifica e delimitar o que se sabe e o que se
deseja investigar estimula a razdo critica. Esse processo permite identificar um “problema
verdadeiro”, ou seja, ndo se trata de aceitar respostas prontas de forma dogmatica, mas de
investigar de maneira clara e objetiva, definindo os limites da pesquisa, confrontando ideias e
testando hipoteses.

Essa ideia vai ao encontro das concepcdes de Kant (2000, p. 11), o qual relata que “a
critica da razdo conduz, por fim, necessariamente, a ciéncia; o uso dogmatico da razdo sem
critica conduz, pelo contrério, a afirmagdes infundadas, que sempre podem ser contraditadas
por outras ndo menos verossimeis, o que conduz ao ceticismo”.

Diante disso, ao se deparar com um problema, ¢ imprescindivel averiguar todas as
informagdes e os recursos utilizados para solucioné-lo, para que haja uma constru¢do do
conhecimento legitimo para além do mero entendimento de causalidade, mas que gere um
aprendizado com a determinada situacdo e ndo produza afirmacdes frageis, que possam ser
facilmente refutadas, como na auséncia de um pensamento nao reflexivo.

Historicamente, a abordagem da Resolu¢do de Problemas passou a ganhar destaque a
partir dos anos 1980, como contraponto a diversas metodologias anteriormente propostas para
o ensino da Matematica. No inicio do século XX, prevalecia uma concepcao pedagodgica
centrada na repeticdo mecanica, na qual a memorizagao ocupava papel central no processo de
aprendizagem, influenciada pelo positivismo?. A avaliagdo escolar baseava-se na capacidade
do estudante de reproduzir fielmente os contetidos transmitidos pelo professor. Contudo, esse
método revelava-se ineficaz, pois os estudantes, em sua maioria, esqueciam rapidamente o que
haviam decorado. Em um momento posterior, surgiu uma nova orientacao didatica que defendia
a importancia da compreensdo conceitual na aprendizagem matematica. Nessa perspectiva,
praticas como a repeti¢do da tabuada passaram a ser desvalorizadas. Apesar de representar um
avanco, essa proposta ainda limitava o envolvimento ativo do aluno na constru¢do do proprio
saber (Camara, 2016).

Dessa forma, dedicado a promover a melhoria do ensino de Matematica nas escolas,

com foco na equidade e na qualidade da aprendizagem, fundado em 1920, o National Council

2 O positivismo, filosofia de Auguste Comte, influenciou profundamente a educagio ao propor que o ensino fosse
guiado por critérios cientificos, ordenados e Uteis a vida pratica, em oposi¢do a modelos abstratos ou centrados na
tradigdo religiosa. Nos seus escritos, Comte enfatizou que agdes educacionais devem ser precedidas por uma base
teodrica estruturada e metodologicamente sélida. (Souza, 2020)
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of Teachers of Mathematics® (NCTM) é reconhecido como a maior e mais influente organizacio
de Educagdo Matematica do mundo. Ao longo de sua trajetéria, tem se dedicado a promover a
melhoria do ensino de Matematica nas escolas. Sua atuagao abrange a formagao continuada de
professores, o desenvolvimento de curriculos e a disseminagdo de praticas pedagdgicas
inovadoras. Além disso, 0 NCTM exerce um papel estratégico na definicao de diretrizes e no
apoio a politicas educacionais que visam tornar o ensino da Matematica mais inclusivo,
acessivel e relevante para os desafios contemporaneos.

Neste papel impulsionador, na década de 1980, o NCTM teve papel bastante
significativo nas discussdes sobre o Ensino de Matematica e nos alicerces para fundamentar os
objetivos a serem alcangados. A sua recomendag¢do inicial ¢ a de que o elemento central da
Matematica deveria ser a Resolucao de Problemas (Onuchic, 1999).

Nos anos 2000, o NCTM desenvolve um guia chamado Principles and Standards for
School Mathematics — em portugués, Principios e Padrdes para Matematica Escolar, que dentre
muitas fungdes, descreve os componentes essenciais de programa de Matematica escolar de alta
qualidade e estabelece principios, discorre sobre os cinco conteidos de matematica
fundamentais para uma formacao basica — nimeros e operacdes, algebra, geometria, medig¢ao e
analise de dados e probabilidade — bem como os cinco padrdes ou formas para adquirir e aplicar
o conhecimento obtido através do conteudo, e a primeira delas ¢ a Resolu¢do de Problemas
(NCTM, 2000).

Assim, refletir sobre a natureza dos problemas e a importancia de sua resolucao permite
compreender o papel que esses elementos desempenham na construgdo do conhecimento.
Enfrentar problemas matemadticos fortalece a capacidade analitica e favorece o
desenvolvimento de estratégias para lidar com situagdes complexas.

Polya (1978, p. 65) j& afirmava que

resolver problemas é uma habilidade pratica, como nadar, esquiar ou tocar
piano: vocé pode aprendé-la por meio de imitagdo e pratica. [...] se vocé quer
aprender a nadar vocé tem de ir & agua e se vocé quer se tornar um bom
‘resolvedor de problemas’ tem que resolver problemas.

Diante da concepc¢do de Polya (1978), a repeticdo da mesma tarefa por diversas vezes
pressupoe o desenvolvimento da habilidade de resolugdo de problemas, isto ¢, a pratica da
atividade contribui para a melhoria do raciocinio cognitivo e dos conhecimentos necessarios

para se obter o resultado desejado ou pelo menos resultados satisfatorios até atingir o objetivo.

3 Disponivel em: https://www.nctm.org/
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No contexto pedagogico, Veia (1996, p. 20) diz que “[...] quando os professores baseiam
a sua pratica pedagdgica na resolucdo de problemas, proporcionam um contexto mais
significativo para a aprendizagem e pratica de capacidades (skills) de calculo”™.

A visdo de Veia (1996) corrobora com a nog¢ao de que os alunos procuram compreender
a aplicabilidade da Matematica no seu cotidiano e ver sentido correlato nas aulas com suas
respectivas vidas e a Resolug@o de Problemas pode proporcionar essa conexao entre o abstrato
e o real por mais complicado que o problema possa parecer.

Como afirma Polya (1981, p. ix) no prefacio de um de seus livros:

“Resolver um problema significa encontrar uma saida para uma dificuldade,
um caminho em torno de um obstaculo, alcangar um objetivo que ndo era
imediatamente alcancgavel. Resolver problemas ¢ a realizacdo especifica da
inteligéncia, e a inteligéncia ¢ o dom especifico da humanidade: resolver
problemas pode ser considerado a atividade mais caracteristicamente
humana”.

Para Polya (1981), a Resolugdo de Problemas possui uma definicdo mais ampla e com
sentido, vinculando-a nao apenas a um processo racional de superacdo de dificuldades, mas
também a uma caracteristica da condicdo humana, uma qualidade distintiva do ser humano,
uma manifestacdo direta da inteligéncia que se torna capaz de enfrentar o que ¢ inicialmente
inacessivel, sugerindo uma perspectiva construtiva e dindmica.

Van de Walle (2009, p. 23) afirma que “se a resolucdo de problemas ¢ o foco da
Matematica, o raciocinio € o pensamento 16gico que nos ajuda a decidir se e por que as nossas
respostas fazem sentido”. Isto €, para o autor, a relagdo intrinseca entre a Resolugdo de
Problemas e o raciocinio l6gico fica evidenciado de maneira precisa, no momento em que se
destaca o raciocinio como instrumento avaliador da coeréncia e da validade das solugdes
construidas, no intuito de desenvolver nos estudantes nao apenas a capacidade de encontrar
respostas, mas, sobretudo, de compreendé-las criticamente. Essa perspectiva estd em
consonancia com propostas pedagogicas contemporaneas, que valorizam o pensamento
reflexivo e a construgdo significativa do conhecimento matematico.

No proximo topico, serd apresentado um pouco mais sobre a vida e obras de George
Polya (1887 - 1985), bem como uma breve explanacio acerca dos seus pensamentos e teoria de
Resolugdo de Problemas que apresenta quatros passos para se resolver um problema

matematico.
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2.1 Perspectiva de George Polya

George Pdlya nasceu em um contexto familiar intelectualmente privilegiado, oriundo
de uma linhagem composta por profissionais de destaque nas areas académica e juridica. Seu
pai, Jakab Polya, advogado e economista de reputagdo consolidada, empenhou-se em oferecer
aos filhos uma formagado educacional de elevado nivel. Entre os irmdos de George, sobressai-
se Jend Poélya, proeminente cirurgido hingaro, amplamente reconhecido pela comunidade
cientifica internacional e agraciado com o titulo de membro honorario do American College of
Surgeons (Frank, 2004).

Ainda segundo Frank (2004), a trajetoria académica de George Pdlya foi marcada por
uma diversidade de interesses: iniciou seus estudos superiores em Direito, migrando
posteriormente para as areas de linguas, literatura, filosofia e fisica, até encontrar na matematica
seu campo definitivo de investigagdo, no qual obteve o titulo de doutor em 1912. Durante sua
formacao, foi aluno de Lipdt Fejér, a quem atribuia papel decisivo na consolidagdo da tradicao
matematica huingara. Polya reconhecia, ainda, a importdncia dos exames seletivos de
matematica e da revista Kozépiskolai Mathematikai Lapok *(Cadernos de Matematica para o
Ensino Médio) na formacao de geragdes expressivas de matematicos em seu pais natal.

Dentre suas obras mais emblematicas estdo: A Arte de Resolver Problemas (How fo
Solve If) publicado em 1945, com vdrias edi¢des posteriores, inclusive com tradugdo para o
portugués; Matematica e Raciocinio Plausivel (Mathematics and Plausible Reasoning) de 1954,
dividido em dois volumes destinados a Inducdo e Analogia em Matematica e Padroes de
Interferéncia Plausivel, respectivamente; Descoberta Matematica: sobre entender, aprender e
ensinar Resolucdo de Problemas (Mathematical Discovery: On Understanding, Learning, and
Teaching Problem Solving) de 1962 em dois volumes, mas reunido em um unico volume em
1981; e Problemas e Teoremas em Andlise (Problems and Theorems in Analysis) de 1925, com
coautoria de Gabor Szegd, dividido em dois volumes.

Em sua obra How to Solve it, uma das mais famosas na Educacdo Matematica, Polya

(1957) apresenta alguns questionamentos sobre:

O que ¢ o desconhecido? Quais sdo os dados? Qual é a condigéo? E possivel
satisfazer a condicdo? A condicdo ¢ suficiente para determinar o
desconhecido? Ou ¢ insuficiente? Ou redundante? Ou contraditoria? Desenhe
uma figura. Introduza notagdo adequada. Desenhe uma figura. Introduza
notagdo adequada. Separe as varias partes da condi¢do. Vocé pode escrevé-
las? (Pdlya, 1957, p. xvi).

4 Disponivel em: https://www.komal.hu/home.h.shtml.
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Esses questionamentos sdo relevantes no processo de investigagdo de uma situagao cuja
natureza esta esclarecida, pois leva a compreender os motivos pelos quais isso se ocasionou. A
ideia € mitigar a situacdo e elencar as informagdes necessarias para elaboragao de uma estratégia
que guie para solucao do problema.

Sendo assim, como estratégia resolutiva de um problema, Polya (1957) elenca quatro
etapas metodoldgicas para construir a solugdo de um problema, que sdo elas: compreensao do
problema, elaboragao de um plano, execucao do plano e retrospeccao.

1) Compreensao do Problema

Compreender o problema ¢ importante para poder resolvé-lo, porque ¢ a partir disso que
o estudante consegue definir o objetivo com clareza, sem perder tempo com caminhos inuteis,
com o intuito de direcionar melhor sua estratégia e escolher os métodos mais adequados para
solucionar. Ademais, pode ajudar a reduzir a ansiedade e o bloqueio, pois na perspectiva do
aluno, quando o problema ¢ bem compreendido, se torna mais acessivel, o que gera seguranga
para comegar, além de estimular o raciocinio logico, a leitura critica e a autonomia.

Ao contrario de uma simples davida, que pode ser resolvida com uma consulta ou um
dado isolado, um problema envolve obstaculos, incertezas ou multiplas possibilidades. Ele
precisa ser estruturado, compreendido e trabalhado, o que requer tempo, tentativa, erro e,
sobretudo, criatividade. Assim, o problema se torna um motor do pensamento, um ponto de
partida para o aprendizado significativo.

Polya (1957) justifica a etapa da compreensdo do problema, apresentando argumentos

sobre a necessidade dela.

E uma tolice responder a uma pergunta que nio tenha sido compreendida. E
triste trabalhar para um fim que ndo se deseja. Estas coisas tolas e tristes
fazem-se muitas vezes, mas cabe ao professor evitar que elas ocorram nas suas
aulas. O aluno precisa compreender o problema, mas nao so isto: deve também
desejar resolvé-lo. Se lhe faltar compreensao e interesse, isto nem sempre sera
culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito dificil nem muito
facil, natural e interessante, ¢ um certo tempo deve ser dedicado a (sic.) sua
apresentacdo natural e interessante (Polya, 1957, p. 4).

As situagdes descritas pelo autor sdo reais e frequentes ao longo do processo de ensino
e aprendizagem do estudante, porque aquilo que se compreende ¢ o que faz sentido diante do
conhecimento adquirido e da capacidade de pensar, raciocinar e refletir acerca dos
acontecimentos. Fazer com que o aluno resolva um problema, € preciso que seja interessante
aos olhos, que instigue e seja desafiador.

Valério (2017, p. 38) salienta a relevancia desta etapa ao afirmar que
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Destacar no problema quais sdo os dados e as incdgnitas, ou seja, 0 que se tem
¢ onde quer chegar, pode auxiliar na compreensdo do mesmo. Assim como
tracar figuras ou indicar a incognita em figuras ja existentes, montar esquemas
¢ utilizar uma anotagdo adequada também contribuem para o sucesso da
primeira etapa.

Para a autora, ao enfatizar a identificagdo clara dos dados e das incégnitas, o estudante
evidencia uma habilidade ao raciocinio matematico: saber o que se tem e o que se busca. A
partir dos conhecimentos prévios, conceber a ideia para se chegar ao entendimento da situacao
por meio de elementos distintos, para assim, inferir que resolver problemas ndo ¢ apenas aplicar
formulas, mas entender e estruturar o raciocinio desde o inicio.

2) Elaborac¢ao de um plano

Todo problema espera-se que se tenha uma solu¢do, mesmo apesar desta ndo ser
garantia. Todavia, na tentativa de chegar ao objetivo almejado, alguns processos sdo pensados
de forma direcionada com o intuito da obtengao do sucesso, que na Resolugdo de Problemas de
Polya (1957) ¢ a Elaboragao do Plano de agao.

O proprio autor da teoria acredita que o percurso que se estende desde a compreensao
inicial do enunciado até a defini¢do de uma estratégia de resolucao pode ser demorado e repleto
de obstaculos. De fato, a etapa mais significativa na resolu¢ao de um problema ¢ a formulagdo
da ideia que orientara o plano de agdo. Essa concepgao pode emergir de forma progressiva ou,
apo6s diversas tentativas frustradas e um periodo de incerteza, manifestar-se de maneira subita,
como um insight ou uma solucdo inesperada (Polya, 1957).

Dentro dos parametros pensados para elabora¢do do plano de agdo para solucionar o
problema, varios recursos podem vir a tona, como a criagdo de imagens e desenhos, utilizacao
de formulas e equagdes, materiais manipuldveis e at¢é mesmo a pesquisa de problemas
semelhantes e suas respectivas solugdes, com o objetivo de entender como o problema se
comporta e como foi construida a sua solugao.

Como afirma Pélya (1957, p. 114), “ndo se esquega que a superioridade humana consiste
em contornar um obstaculo que ndo pode ser superado diretamente, em bolar algum problema
auxiliar adequado quando o original parece insoluvel”.

Para Valério (2017), problemas relacionados frequentemente desempenham um papel
fundamental na resolucao de novas situagdes-problema, uma vez que experiéncias prévias e
saberes matematicos previamente construidos podem funcionar como suporte para a

formulagdo de uma nova abordagem. Questionamentos como: Vocé se recorda de um problema
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parecido? Tente lembrar de uma situa¢do semelhante com a mesma incognita ou estrutura
semelhante, representam instrumentos valiosos para a formulagdo da estratégia de resolugao.
3) Execucio do plano

Com a estratégia estabelecida, o momento ¢ de pd-la em pratica, implementar o plano
feito e testar a sua validade, com base na compreensdao do problema, verificando se todos os
elementos selecionados e caminhos tragcados conseguiram atingir o éxito esperado. O foco esta
na aplicagdo cuidadosa e sistemadtica das agdes previstas, evitando desvios que comprometam
a resolucao.

Na visdo de Polya (1957), o plano fornece apenas um roteiro geral. E necessario estar
convencido de que os detalhes se encaixam nesse roteiro e, para isso, devemos analisa-los um
a um, com paciéncia, até que tudo esteja perfeitamente claro e ndo reste nenhum ponto obscuro
onde um erro possa estar escondido.

A partir de uma analogia dos trabalhos de D’ Ambrosio (1996) voltados para aspectos
sociais, acredita-se que essa fase pode requerer do aluno ndo apenas conhecimentos técnicos,
mas também persisténcia, disciplina e autoconfianga, uma vez que nem sempre os resultados
surgem imediatamente. Segundo o autor, a resolu¢ao de problemas ¢ também um processo
formativo que envolve atitudes diante do erro e da incerteza, fortalecendo a autonomia do
estudante.

De forma semelhante, Onuchic e Allevato (2011) destacam que, na execugao do plano,
o estudante deve ter liberdade para testar estratégias e reformular seus passos quando
necessario, o que reforca o carater investigativo e formativo da resolu¢cdo de problemas. Uma
fase de experimentacdo. Para as autoras, essa etapa ¢ marcada por interagdes constantes entre
pensamento logico e tomada de decisdo, aspectos fundamentais na constru¢ao do conhecimento
matematico.

Portanto, a execugdo do plano vai além da simples aplicagdo mecanica de procedimentos
previamente tragados. Trata-se de uma etapa dindmica, em que o estudante deve mobilizar ndo
apenas seus conhecimentos matematicos, mas também habilidades como a reflexdo continua, o
monitoramento consciente do processo, a capacidade de adaptagdo diante de obstaculos
imprevistos € a persisténcia para revisar € ajustar sua trajetdria sempre que necessario.

4) Retrospeccio

Por fim, a fase da retrospecgao consiste na averiguagdo se a compreensiao do problema

foi obtida de fato e plano de agdo conseguiu alcangar as expectativas idealizadas por meio da

execugdo do problema, ou seja, ¢ a recapitulacdo dos passos anteriores a fim de investigar os
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motivos pelos quais o plano tragado deu certo e, no caso de negativa, elaborar um novo plano
€ executar.

Na perspectiva de Polya (1957) mesmo estudantes com desempenho satisfatorio, ao
chegarem a solugdo de um problema e registrarem sua justificativa, frequentemente encerram
seus estudos e direcionam-se a novos contetdos. Ao adotar essa postura, acabam por
negligenciar uma etapa valiosa e formativa do processo de resolugdo. Se, em vez disso,
realizassem uma analise retrospectiva da trajetoria percorrida — revisitando tanto o desfecho
quanto os procedimentos adotados —, poderiam fortalecer suas aprendizagens e aprimorar suas
habilidades na resolucao de problemas.

Para Bassi (2024, p. 23), nessa fase “temos que retornar a solu¢do do problema e
verificar cada passo dado para que se desenvolva a arte de resolver problemas. Ou seja, o
trabalho ndo estd pronto ao resolvé-lo. Isto s6 nao ajuda a resolu¢ao de problemas, mas,
também, a criar um pensamento critico do aluno”.

Ainda segundo a visdo de Polya (1957), ¢ fundamental que o professor compreenda e
transmita aos alunos a ideia de que nenhum problema estd completamente encerrado apos sua
resolucdo. Sempre ha espaco para novas descobertas. Mediante estudo aprofundado e reflexao,
¢ possivel refinar qualquer solug¢do e ampliar a compreensio envolvida nesse percurso.

Ao estudar a metodologia de Polya (1957) € possivel perceber que os passos ou etapas
propostas foge da rigidez intrinseca, mas conversam entre si, uma vez que para retornar a uma
determinada etapa, ndo necessariamente precisa estar na etapa consecutiva. Ha uma
flexibilidade na proposta do autor em detrimento as dificuldades encontradas pelos estudantes,
0 que permite uma dindmica mais natural e auténtica no processo de resolucdao, conforme
mostra do fluxograma abaixo.

Figura 1: Interagdo entre as etapas propostas por Polya.

Compreensdo _ _ Estabelecimento Execugdo <« , Andliseda
do Problema do Plano do Plano Solugdo

A A ry

h 4 v v

Fonte: Valério (2017).

Esse carater ndo-linear do método evidencia que o ato de resolver problemas ndo se da
de maneira estanque, mas sim como um processo de ida e volta entre as etapas, em que
compreender melhor o enunciado pode surgir apos tentativas iniciais de resolugdo, ou em que

a revisao do plano pode ser necessaria durante a execugao.

Valério (2017, p. 39) diz:
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Note que essas etapas ndo se caracterizam como um modelo infalivel na
pratica de resolu¢dao de problemas, mas muito podem auxiliar os alunos ao
tentar resolvé-los. Essa lista certamente pode ser aperfeicoada, sem que deixe
de ser simples, natural, genérica e curta. Observe que em cada fase o professor
pode auxiliar seus alunos, de forma discreta, fazendo indagacdes e sugestoes.

Esse pensamento denota o trabalho em conjunto dos atores do processo de ensino e
aprendizagem no contexto da sala de aula, sendo que o professor assume apenas o papel de
mediador, incentivando e motivando os alunos durante a realizagdo das etapas de Resolucao de
Problemas.

Ao falar sobre a metodologia de Polya (1957), Souza (2018, p. 47) afirma que “todas as
etapas mostram que o objetivo ¢ enfatizar que na resolucao de problemas deve-se ter sempre
comego, meio e fim. Considerar sempre a variavel, os meios e maneiras para encontra-las e por
fim, considerar a conclusdo, ou seja, a validagao da resolucao”.

Polya (1957) enxerga a resolucdo de problemas como a atividade mais distintivamente
humana, pois ela envolve ndo apenas inteligéncia, mas também imaginagdo, persisténcia e
intui¢do. Ao resolver problemas, o individuo nio s6 encontra respostas — ele se transforma no
processo, desenvolvendo habilidades cognitivas e ampliando sua compreensao do mundo.

No préximo tdpico serd apresentada uma nova perspectiva da Resolugao de Problemas
enquanto metodologia, de acordo com as autoras Onuchic e Allevato (2012) que defendem o
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas, a qual

define 10 passos para se chegar a solu¢do de um problema matematico.

2.2 Perspectiva da Metodologia Ensino-Aprendizagem-Avaliacao de Matematica através
da Resolucio de Problemas

A Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matemadtica através da
Resolugdo de Problemas elenca trés grandes pilares do processo de formagio dos alunos. E a
base necessaria para construcdo do saber e para o desenvolvimento de competéncias que
extrapolam o dominio de conteudo. Ao integrar o ensino, a aprendizagem e a avaliagdo de forma
dialogica e interdependente, a presente metodologia rompe com a visdo da formagdo
fragmentada e transmissiva por meio de uma abordagem que insere aspectos participativos e
sociais a uma especificidade na area exata.

Ela surge no ambito do Grupo de Trabalho e Estudos sobre Resolu¢ao de Problemas —

GTERP, que segundo Nunes (2010, p. 88) ¢
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[...] coordenado por Onuchic desde 1992, na UNESP de Rio Claro, tem por
objetivo central desenvolver pesquisas que efetivamente atinjam a sala de aula
e tem sido o ntcleo gerador de atividades de aperfeicoamento, de investigagdo
e de producdo cientifica na linha de Resolugdo de Problemas em Educagio
Matematica ¢ adota a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avalia¢do de
Matematica através da Resolu¢do de Problemas.

Isto €, um grupo de pesquisa que se preocupa em compreender como a Resolucao de
Problemas pode, enquanto metodologia de ensino e aprendizagem, ser usada nos mais diversos
contetdos matematicos por meio de um roteiro de atividade que outrora serd ampliada as
discussdes.

Idealizada inicialmente como uma atividade voltara para professores pela Dr* Lourdes
de la Rosa Onuchic no ambito do Grupo de Trabalho e Estudos sobre Resolugdo de Problemas
— GTERP, desenvolvida através do projeto, intitulado Ensinando Matematica através da
Resolugdo de Problemas com elos em algumas universidades do estado de Sao Paulo ao longo
do periodo de 1997 e 1998, a teoria teve seus primeiros passos através de uma dindmica
seguindo um roteiro que seria valido trabalhar com qualquer conteido matematico em sala de
aula (Nunes, 2010).

A doutora Lourdes ganhou seu destaque enquanto pesquisadora na area de Resolucgdo
de Problemas. Silva (2023), no referencial tedrico de sua tese, faz uma andlise acerca dos
principais autores citados em teses e dissertacdes brasileiras que dialogam e pesquisam sobre
Resolug¢dao de Problemas. Aparecendo em terceiro lugar como nome mais referenciado nos

trabalhos pesquisados. De acordo com ele,

A pesquisadora brasileira Lourdes de la Rosa Onuchic também ¢ um nome
frequente em trabalhos voltados para a Resolucdo de Problemas. Através do
GTERP, ela vem desenvolvendo pesquisas com foco nessa metodologia de
ensino, com destaque para os processos de Ensino, Aprendizagem e Avaliagdo
(Silva, 2023, p. 23).

Dessa forma, as presentes pesquisas também reconhecem a relevancia da contribui¢ao
de Lourdes de la Rosa Onuchic para o campo da Resolugdo de Problemas, especialmente no
contexto da Educacdo Matematica brasileira. Outrossim, ao mencionar o trabalho do GTERP,
destaca-se nao apenas a atua¢do individual da pesquisadora, mas também a construcao coletiva
de saberes pedagogicos que valorizam o ensino como um processo investigativo e centrado no
estudante.

Quanto ao roteiro trabalhado no projeto, ele deu o pontapé inicial para formalizagdo da

teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucao de Problemas
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que foi finalizada pelas doutoras Lourdes de la Rosa Onuchic e Norma Suely Gomes Allevato,
também integrante do GTERP, que apresenta a Resolu¢do de Problemas por meio de dez
passos:
1) Proposi¢do do problema; 2) Leitura individual; 3) Leitura em conjunto; 4)
Resolugdo do problema; 5) Observar e incentivar; 6) Registro das resolu¢des na lousa;

7) Plenaria; 8) Busca do consenso; 9) Formaliza¢ao do conteudo e 10) Proposicao e
resolucdo de novos problemas (Onuchic et al 2014, p. 45).

Cada passo apresentado pelas autoras retrata um momento distinto do processo da
aplicacdo da teoria metodologica proposta, mas que no final direcionam para uma estratégia de
construcao da solu¢do. H4 momentos reflexivos, como as leituras individuais € em conjunto e
a busca do consenso; conceituais, como a formaliza¢ao do contetido; e praticos, como o registro
das resolugdes na lousa e a resolugdo do problema em questao e de novos.

1) Proposicio do Problema

A proposicao do problema constitui o ponto de partida do processo investigativo, pois
¢ o instante em que o desafio apresentado aos estudantes para ser analisado e solucionado, cujos
estudantes sdo convidados a mobilizar seus conhecimentos prévios, confronta-los com novas
exigéncias cognitivas e identificar quais conceitos ja dominam e quais precisam ser
desenvolvidos.

Para Onuchic et al (2014, p. 45), “[...] esse problema inicial é chamado de problema
gerador, pois visa a constru¢do de um novo contetido, conceito, principio ou procedimento; ou
seja, o conteudo matematico necessario ou mais adequado para a resolu¢ao do problema ainda
(sic.) ndo foi trabalhado em sala de aula”

Segundo Sousa (2022, p. 32),

[...] associar a Proposi¢do de Problemas a pratica escolar exige do professor
uma mediagao adequada, de modo a regular a a¢do do discente e direciona-lo,
com base nos objetivos de aula, sendo necessario dominar conceitos
matematicos para captar as possibilidades existentes nas falas ou registros
escritos dos estudantes.

A visdo de Sousa (2022) depreende a ideia de a proposicdo do problema ser um
catalisador no processo de aprendizagem, considerando o professor como agente mediador
reflexivo, que posteriormente no decurso, acompanhe, escute e interprete cuidadosamente as
produgdes dos alunos.

2) Leitura individual
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Na leitura individual, cada estudante ¢ responsavel por analisar o enunciado do
problema de forma autdbnoma, com o intuito de identificar elementos relevantes, informagdes
j& conhecidas e relagdes possiveis. Nesse momento, estimula-se o uso do raciocinio critico e da
interpretagdo ativa, os quais permitem que o aluno formule hipoteses iniciais e estabeleca
conexdes com seus conhecimentos anteriores, o que contribui significativamente para a
compreensdo do problema proposto.

Onuchic et al (2014, p. 45) defendem que “a acdo, nessa etapa, ¢ do aluno; ao ler
individualmente, tem possibilidade de refletir, de colocar-se em contato com a linguagem
matematica e desenvolver sua propria compreensdo do problema proposto”, isto ¢, o aluno esté
no centro do processo de aprendizagem durante a leitura do problema.

Quando se trata do Ensino Fundamental, Santos (2006), diz:

A leitura no ensino fundamental é essencial, porque proporciona a ampliagdo
de horizontes para os estudantes dos tltimos ciclos, tanto na trajetoria escolar,
sendo um instrumento futuramente utilizado no vestibular ¢ no meio
académico, como na vida pessoal, contribuindo para a formagdo de valores,
crencgas, cultura, enfim, a maneira como o individuo se posiciona perante o
mundo (Santos, 2006, p. 7).

Nessa perspectiva, a leitura assume um papel que ultrapassa a simples compreensao do
enunciado. Considerada como “[...] uma pratica social resultante de habitos, de atitudes, de
competéncias que deveriam ser comegadas no ambiente familiar ou em outros espacos em que
a escrita circula” (Soares, 2018, p. 38).

A leitura contribui para o desenvolvimento da autonomia intelectual do estudante, ao
possibilitar uma investigacdo critica das informagdes apresentadas e, com base naquilo ja
aprendido, pensar em caminhos e meios para organizar as ideias que levam a uma solugdo
capaz.

3) Leitura em conjunto

Pode acontecer de, na leitura individual, o estudante deixar passar algumas informagdes
ou até mesmo nao conseguir interpretar corretamente o que o enunciado estd querendo.
Pensando nisso, as autoras desta metodologia pensaram na etapa da leitura em conjunto, a partir
da criacdo de pequenos grupos, para propiciar a leitura compartilhada, onde uma entonagao
numa determinada palavra ou a forma como 1€ uma frase desperte uma percep¢ao antes nao
vista na etapa anterior.

Na visdo de Soares (2018), a apreensao do significado de um texto, bem como das ideias

nele expressas, tende a ocorrer de forma mais efetiva quando essas sdo analisadas, debatidas e
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contextualizadas no espago escolar, permitindo ao estudante atribuir sentido ao contetido
abordado.

Onuchic et al (2014, p. 45) propdem que nesta etapa sejam formados grupos, pois “[...]
nessa fase, exercitam a expressao de ideias, para o que necessitardo utilizar e aprimorar a
linguagem, a fim de expressar-se com clareza e coeréncia e fazer-se entender”, isto ¢, os
estudantes assumem o papel de protagonista da a¢do, o qual a responsabilidade maior recai para
si na finalidade de desenvolver seu pensamento critico € matematico.

Como formas de aperfeicoar a compreensdo, Polya (1978) sugere os seguintes

questionamentos:

Por onde comecar? Comece de novo pelo enunciado do problema, quando
este estiver tdo claro e tdo bem gravado em sua mente que podera até perdé-
lo de vista por um momento, sem temor de perdé-lo por completo.

Que posso fazer? Isole as partes principais de seu problema. A hipotese ¢ a
conclusdo sdo as partes principais de um "problema de demonstracao"; a
incognita, os dados ¢ a condicdo sdo as partes principais de um "problema de
determinagdo". Verifique as partes principais do seu problema, considere-as
uma a uma e, em seguida, examine-as em varias combinagdes, relacionando
cada detalhe com os outros detalhes, e cada um destes com a totalidade do
problema.

Qual a vantagem em assim proceder? Deve-se preparar e clarificar os
detalhes que, mais tarde, terdo uma funcdo a desempenhar (Polya, 1978, p.
25).

Embora a Matematica possua uma linguagem particular e comunicativa
especificamente, torna-se importante compreender tanto sua linguagem quanto a lingua
materna, considerando suas multiplas formas de representagdo, numa interagdo mutua e
complementar (Lucena, 2022). Essa visdo, ao reconhecer a interdependéncia entre os diferentes
sistemas linguisticos, refor¢a a importancia de praticas pedagogicas que promovam a
articulacdo entre o pensamento matematico e a expressao verbal, que direcionando para leitura
em conjunto, possibilita a troca de interpretacdes, a constru¢do coletiva de sentidos e o
enriquecimento do vocabuladrio matematico por meio do didlogo.

4) Resolucao do Problema

Apos as reflexdes acerca do problema proposto por meio das leituras individuais € em
conjunto, a quarta etapa corresponde a resolucio do problema de forma escrita pelos grupos. E
a aplicacdo pratica da metodologia, na qual cada grupo sdo incentivados a elaborar estratégias
de resolugao, discutir possiveis caminhos e justificar suas escolhas com base nos conhecimentos

construidos previamente, ou seja, apresentar a resolu¢ao do problema.
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Para as autoras da metodologia, “entrando na quarta etapa, inicia-se a resolucdo do
problema, propriamente dita. Os alunos, em seus grupos, tentam resolver o problema gerador,
que lhes conduzird a constru¢do de conhecimento sobre o contetido planejado pelo professor
para aquela aula” (Onuchic et al 2014, p. 45).

O trabalho realizado ao longo das concepgdes obtidas no percurso do problema,
alavancam as ideias principais que colaboram para composi¢do da solu¢cdo. Uma vez pensado
e refletido, o resolvedor possui uma bagagem cognitiva e contributiva a partir de aspectos
destacados nas etapas anteriores.

Para Schoenfeld (1985, p. 12), “[...] qualquer desempenho na resolugdo de problemas
matematicos se baseia em uma fundacdo de conhecimentos matematicos basicos, os quais
chamo de recursos disponiveis para o individuo”, isto €, o sucesso da solugdo também esta
vinculado aos conhecimentos basicos desenvolvidos pelos estudantes. Nao tem como um aluno
calcular o perimetro de um quadrilatero sem saber somar.

Conforme Valério (2017), essa fase caracteriza-se como o momento de identificar
possiveis equivocos e lacunas provenientes das etapas anteriores, reconhecé-los e, a partir disso,
delinear estratégias para supera-los e alcancar a solucao almejada. Diante do fato desta atividade
ser desenvolvida em grupo, a a¢do colaborativa contribui significativamente nesse processo,
favorecendo a troca de ideias, a escuta ativa e o pensamento coletivo direcionado a um objetivo
comum.

5) Observar e incentivar

Enquanto os alunos estdo ocupados resolvendo o problema proposto em seus respectivos
grupos, o professor se coloca na posi¢ao de observador das situagdes, sem muitas interferéncias
no processo de producdo deles, colaborando para o protagonismo de cada um.
Simultaneamente, incentiva-os a nao desistir, auxilia na observacao e consideracao de conceitos

matematicos antes ndo ponderado.

O professor age, enquanto isso, observando o trabalho dos alunos
incentivando-os a utilizar seus conhecimentos prévios e técnicas operatorias
ja conhecidas, e incentivando a troca de ideias. Auxilia nas dificuldades sem,
contudo, fornecer respostas prontas, demonstrando confianga nas condigdes
dos alunos (Onuchic et al, 2014, p. 45-46).
De acordo com esse pensamento, as autoras acreditam que “Cabe ao professor observar
atentamente os processos mentais mobilizados pelos alunos durante a resolugdo de problemas,

de modo a intervir oportunamente, incentivando o desenvolvimento da autonomia e do

raciocinio 16gico” (Onuchic; Allevato, 2012, p. 23).
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Nessa mesma direcdo, Perrenoud (2000, p. 37) destaca que € papel do professor “[...]
incentivar os alunos a expor seus pensamentos, mesmo quando apresentarem erros, pois iSso
permite compreender como estdo construindo o conhecimento e intervir de maneira
significativa”, o qual concorda com os pensamentos de Polya (1978, p. 112), expressos anos
antes, que ja afirmava: “Mais do que ensinar técnicas, o papel do professor ¢ ajudar o aluno a
desenvolver estratégias pessoais para resolver problemas, respeitando seu ritmo e estilo de
aprendizagem”.

Ponte (2005) reforga que a resolugdo de problemas constitui um ambiente fértil para o
pensamento, a argumentacao e a construgdo de significados, sendo fundamental que o professor
oferega apoio continuo e uma escuta qualificada para potencializar essa vivéncia. Dessa forma,
evidencia-se a importancia de uma pratica pedagdgica que observe, valorize e incentive os
estudantes ao longo de todo o processo formativo.

6) Registro das resolucdes na lousa

Ao terminar o registro das resolugdes, cada grupo ¢ convidado a apresentar os seus
resultados na lousa, na frente de toda a turma, destacando os conceitos utilizados, a técnica
escolhida e os procedimentos realizados. Enquanto isso, os demais estudantes observam a
explanacdo do grupo e refletem acerca dos caminhos tragados e das nogdes consideradas. Isso
“[...] favorece a constru¢do coletiva do raciocinio, permitindo que todos acompanhem o
percurso, validem estratégias e compreendam os diferentes caminhos possiveis” (Onuchic;
Allevato, 2012, p. 58).

Para Machado (2008, p. 67), “O quadro-negro (ou lousa) funciona como espaco de
memoria coletiva, onde se constroem, com a mediagdo do professor, os saberes matematicos
que emergem da interagdo entre os alunos”, uma vez que, “ao registrar os procedimentos e
raciocinios dos alunos na lousa, o professor cria oportunidades para que todos visualizem,
analisem e argumentem sobre os caminhos propostos, fortalecendo o didlogo matematico ¢ a
aprendizagem colaborativa” (Ponte, 2005, p. 21).

A escrita configura-se como uma importante ferramenta para a materializacdo dos
processos mentais, ja que permite que o pensamento, antes subjetivo, se torne passivel de
analise e comunicacao. Nesse sentido, o registro das estratégias empregadas durante a resolugao
de problemas contribui significativamente para a organizagdo logica das ideias, promovendo
maior clareza na construgdo do raciocinio (Borasi, 1994).

Nessa perspectiva, Smole, Diniz e Candido (2003) defendem que difundir a forma
matematica de pensar mediante a um publico que possui experiéncias semelhantes, utilizando

a escrita e a explicagdo na lousa, gera efeitos significativos no processo de ensino e
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aprendizagem do aluno, ja que estima sua criacdo e colabora com a capacidade de pensar sobre
0 proprio pensamento.
7) Plenaria

Na etapa seguinte, os alunos irdo socializar seus resultados, comparar suas respectivas
solugdes com as dos demais colegas e refletir sobre as decisdes tomadas. Para as autoras, “a
plenaria ¢ o espaco privilegiado para socializar os caminhos percorridos, confrontar ideias e
validar procedimentos matematicos” (Onuchic; Allevato, 2012, p. 51).

A verbalizagdo através da oratoria das resolugdes encontradas auxilia na compreensao
de conceitos e na comunicacdo matematica, reescrever ndo apenas sua resposta, mas se
expressar matematicamente. E a socializagdo em grupo contribui para andlise das decisdes
tomadas, frente as demais solugdes apresentadas, pois cada individuo integrante do processo
precisa defender o respectivo ponto de vista de acordo com suas proprias estratégias.
(Fiorentini; Miorim, 1990; Smole; Diniz, 2001; Bicudo; Borba 2006).

8) Busca do Consenso
A etapa anterior ocorre simultaneamente a esta, uma vez que, de acordo com Onuchic

et al (2014, p. 46),

[...] Em sessdo plenaria, ou seja, em um esfor¢o conjunto, professor e alunos,
tentam chegar a um consenso sobre o resultado correto. Esse ¢ um momento
em que ocorre grande aperfeigoamento da leitura e da escrita matematicas e

relevante construgao de conhecimento acerca do conteudo.
A partir dos debates e exposi¢des das resolucdes realizadas, o mediador — professor —
conduz a turma a pensar se ha uma ou mais resolucdes corretas e se essa € ou sera aquela que
mais se adequa ao problema. E no consenso da turma que os processos cognitivos dos

envolvidos receberdo novas habilidades por meio de uma apuragao e sintetizacao das estratégias

adotadas.

O consenso entre os alunos ¢ fruto da escuta ativa e do respeito a diversidade
de estratégias. Buscar o entendimento comum implica mobilizar a
argumentacdo matematica em um contexto de cooperagdo. Quando os alunos
discordam e tentam chegar a um acordo, ocorre um processo rico de
aprendizagem. (Onuchic; Allevato, 2012, p. 62; Ponte; Brocardo; Oliveira,
2012, p. 44; Barbosa, 2001, p. 28).

Os autores destacam com sensibilidade o valor pedagogico do didlogo e da escuta ativa
no ambiente escolar. Ao enfatizarem a busca do consenso como um processo de construcao

coletiva, revelam como a divergéncia e a argumentagdo favorecem o desenvolvimento do
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raciocinio e da autonomia dos alunos. Trata-se de uma perspectiva que fortalece a aprendizagem
colaborativa e o protagonismo estudantil.
9) Formalizac¢ao do conteudo

O trabalho desenvolvido até antes desta etapa considerou os conhecimentos prévios dos
estudantes acerca dos conteudos necessarios para se resolver o problema proposto. Os didlogos,
a troca de ideias e experiéncias serviram como fonte de pesquisa matematica para compreensao
e utilizagao de conceitos e estratégias. Agora, o professor mediador apresentara o conteudo do
problema com o devido rigor matematico de acordo com a série proposta, nem muito técnico,
nem de maneira geral.

Para Vergnaud (1990, p. 78), “a compreensao de um conceito ndo estd completa até que
se consiga expressa-lo de forma clara e sistematica”, a qual ¢ estimulada e desenvolvida a partir
da o6tica dos elementos que compde a Matematica que reveste o problema, que de acordo com
a metodologia, se encontra nas etapas finais.

A etapa de sistematizacdo representa uma fase de estruturacdo das ideias e de
desenvolvimento da forma de expressao matematica. Ao concluir as atividades, ¢ essencial que
o docente auxilie os estudantes na identificacao e na compreensao dos conceitos matematicos
explorados, promovendo uma consolidagdo significativa dos conhecimentos construidos
durante o processo (Smole; Diniz, 2001; Polya, 1978).

10) Proposicao e Resolu¢io de novos problemas

Por fim, os estudantes ja dispdem de uma base mais sélida sobre os conteudos
envolvidos na questdo inicialmente proposta, uma vez que passou pelas etapas referentes as
leituras, resolugdo, reflexdo, tomada de decisdo e formalizagdo. Desse modo, com o objetivo de
ampliar e aprofundar o conhecimento construido, propde-se novos problemas a partir da
tematica da situagdo inicial ou de outras situagdes que sejam agradaveis aos olhos dos alunos e
causem o sentimento de ser desafiado.

Na perspectiva de Polya (1978, p. 14), “criar novos problemas a partir de uma situagao
inicial ¢ um exercicio de criatividade e generalizagdo”, isto €, requer do aluno a expressividade
da sua capacidade cognitiva, a exploracdo de suas ideias para construir meios baseados nos
utilizados para resolver o problema proposto inicialmente e aplicar esses conhecimentos em
situagdes que, embora paregam distintas, mas possibilitam o emprego de conhecimentos antes
usados.

Polya (1957, p. 108) ainda defende que:

No entanto, quando passamos de um problema para outro, muitas vezes
observamos que ¢ mais facil lidar com o novo problema, mais ambicioso. E
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possivel que seja mais facil responder a muitas perguntas do que a uma s6. O
teorema mais abrangente pode ser facil de demonstrar; o problema mais
genérico, mais facil de resolver.

Propor novos problemas requer que os estudantes reflitam sobre os conteudos
mobilizados e sobre as estruturas matemadticas envolvidas, uma vez que “[...] eles possibilitam
analisar se forma compreendidos os elementos essenciais do conteudo matematico introduzido
naquela aula e consolidar as aprendizagens construidas nas etapas anteriores [...]” (Onuchic et
al, 2014, p. 46). Isso faz com que o aluno demonstre compreensao conceitual e habilidade para
transitar entre diferentes representacgoes, por se tratar de uma atividade que demanda iniciativa,
pensamento critico e dominio dos elementos que compdem a situacao-problema sugerida.

Em sintese, as discussdes entre a teoria classica de Polya e a abordagem contemporanea
de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas
evidencia a relevancia do didlogo entre perspectivas distintas sobre o processo de resolugao.
Enquanto Polya oferece um modelo estruturado, focado nas etapas de compreensao,
planejamento, execugdo e verificagdo, a abordagem mais recente amplia a compreensdo ao
integrar avaliacdo, construcdo de conhecimento e desenvolvimento de competéncias
matematicas no contexto escolar. O contraste entre a tradicdo e a inovagao ressalta a
importancia de considerar tanto principios consolidados quanto novas praticas pedagogicas,
permitindo que educadores desenvolvam estratégias mais reflexivas para a aprendizagem

matematica centrada em problemas.
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3 A OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA DAS ESCOLAS PUBLICAS —
OBMEP

Este capitulo ¢ destinado para falar um pouco sobre a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas — OBMEP, competi¢ao essa que também abre disponibilidade
para rede privada de educagdo participar também. Os pontos debatidos referem-se ao
regulamento da competi¢do, objetivos, um breve historico dos principais acontecimentos e as
possibilidades que os estudantes tém ao obter éxito nas fases da olimpiada.

A OBMEP ¢ uma competicao nacional de Matematica organizada pelo Instituto de
Matematica Pura e Aplicada (IMPA) que ¢ uma instituicao de pesquisa ligada ao Ministério da
Ciéncia, Tecnologia e Inovagao (MCTI). Os recursos utilizados para realiza¢do da competi¢ao
sao do proprio MCTI e do Ministério da Educacao (IMPA, 2025, p. 1).

A Olimpiada ¢ voltada para alunos da Educagao Basica, tanto da rede publica quanto
privada, sendo esta Ultima integrada a partir de 2017. De acordo com o regulamento, os

objetivos pretendidos pela competicao sao:

1.4.1 Estimular e promover o estudo da Matematica no Brasil; 1.4.2 Contribuir
para a melhoria da qualidade da educagao basica, possibilitando que um maior
numero de alunos brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade;
1.4.3 Promover a difusdo da cultura matematica; 1.4.4 Identificar jovens
talentos e incentivar seu ingresso em universidades nas areas cientificas e
tecnologicas; 1.4.5 Incentivar o aperfeigoamento dos professores das escolas
publicas e privadas, contribuindo com a sua valorizagdo profissional; 1.4.6
Contribuir para a integragdo das escolas brasileiras com as universidades
publicas, com os institutos de pesquisa e com as sociedades cientificas; e 1.4.7
Promover a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento. (IMPA,
2025, p. 1).

Os sete objetivos descritos pela OBMEP, elencam caracteristicas importantes para que
o desenvolvimento do conhecimento matematico e a propria estimulacao para pesquisas na area
possam ser cada vez mais disseminadas, j4 que envolve os principais atores do processo
educativo — estudantes e professores — bem como a disponibilidade de materiais didatico de
qualidade e parcerias com institui¢des de ensino superior.

A primeira edicdo da OBMEP ocorreu no ano de 2005, voltada para os anos finais do
Ensino Fundamental e Ensino Médio e, nesse ano, foram realizadas duas etapas chamadas de
Fases. A primeira fase ¢ uma prova objetiva, com 20 questdes, que foi categorizada em niveis:
nivel 1 para alunos dos 6° e 7° anos; nivel 2 para alunos dos 8° e 9° anos; e nivel 3 para alunos
das séries do Ensino Médio — 1%, 2% e 3" séries e os problemas apresentados em cada nivel. Ja a

segunda fase, ¢ uma prova discursiva, composta por 6 questdes que também versam sobre
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conteudos basicos da Matematica, cada uma de acordo com seu nivel. Esse modelo adotado de

selecdo segue até os dias atuais.

Figura 2: Organograma dos exames da OBMEP.

LT
%7
[ \\_/
20 questdes objetivas 6 questdes subjetivas
5 itens cada, um certo geralmente de 3 a J itens

para solucionar
Ensino Fundamental

Nivel 1: 6° e 7° anos; Mesma classificagdo da
Nivel 2: 8° e 9° anos; primeira fase
Ensino Médio: Medalhas e mengdes

| Nivel 3: 1%, 2% e 3% séries. | honrosas

Fonte: Autoria propria.

Em 2018, a OBMEP resolveu criar uma avaliagao voltada para o 4° ¢ 5° anos do Ensino
Fundamental, categorizada dentro do sistema da olimpiada de “Nivel A”, onde houve ainda trés
avaliagdes sendo nos anos de 2018, 2019 e 2021, ja que em 2020 ocorreu a pandemia da
COVID-19 e apenas uma fase, que foi a primeira.

Essas trés edi¢des do exame do nivel A, configurou-se como um estudo realizado pelo
IMPA para analisar a possibilidade de incluir os anos iniciais do Ensino Fundamental na
competicdo da olimpiada e as viabilidades para isso. Assim, as avaliagdes dos trés anos
ocorreram de formas diferentes: a edicao de 2018 foi uma prova de 20 questdes objetivas, com
5 alternativas cada, seguindo o mesmo padrao OBMEP; o exame de 2019 reduziu a quantidade
de problemas objetivos para 15 e propds um problema “aberto” com uma situacao problema
para os alunos solucionarem; e, por fim, o exame de 2021 se assemelhou a edigdo de 2019,
sendo 15 problemas objetivos e um discursivo.

Diante dos dados obtidos, em 2022 o IMPA decidiu separar a Olimpiada Mirim —
OBMEP da prépria OBMEP, permanecendo o padrao de elaboragao das questdes, mas sendo
olimpiadas independentes. As duas olimpiadas possuem datas de inscri¢des distintas e a Mirim
ampliou o publico, contemplando os estudantes do 2° ao 5° ano do Ensino Fundamental,
alcancando em sua terceira edicao, 2024, o acumulado de 4,4 milhdes de participantes de um

total de 4.037 municipios em todo territorio nacional (IMPA, 2025).
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Figura 3: Breve linha do tempo da OBMEP.

|

1° Edicdo (@)’ 2005

2018 @)~ NivelA

|

Apenas uma fase ~————\‘l 2020

2022 OBMEP Mirim

Fonte: Autoria propria.

Ja nas primeiras aplicagoes dos exames voltado para os anos finais do Ensino
Fundamental e Médio, as escolas recebiam um material impresso para usar como apoio na
preparacdo dos estudantes para prova, chamado de Banco de Questdes. O primeiro banco
produzido foi o da edicdo de 2006 e eles traziam problemas contextualizados, com a mesma
proposta da olimpiada, dividido também em niveis e, no final do livro, mostrava uma solucao
para o problema proposto. Todos os problemas eram abertos, a fim de promover a reflexdo dos
resolvedores quanto a questao e aos recursos necessarios para resolvé-la. Todavia, esses bancos
foram deixados de ser enviados as escolas e, a partir de 2020, por causa de cortes de recursos
destinados a educacao, a olimpiada parou de produzi-los. No site da OBMEP ¢ possivel conferir
todos os bancos® produzidos, no formato digital, referentes as edi¢des de 2006 a 2020,
gratuitamente

Ademais, além dos Bancos de Questdes disponiveis, o site da OBMEP®, na aba
“Material Didatico” contém diversos outros materiais de apoio que, tanto os docentes quanto
discentes podem usufruir, como as provas anteriores com suas respectivas solucdes; apostilas
do Programa de Iniciagdo Cientifica (PIC); simulados; videoaulas; informagdes sobre a
Matematica mundo a fora, que apresenta paginas de sites e outros materiais voltados para o
conhecimento matematico, tanto em Portugués, quanto em outras linguas; e /inks institucionais
e de outras olimpiadas no Brasil e no Exterior. Os portais também sdo grandes aliados na
preparagdao, uma vez que complementam a base teorica e didatica dos estudantes que
vislumbram um resultado satisfatorio no exame.

A cada ano, a OBMEP atinge patamares recordes em relagdo a participacao das escolas

e, consequentemente, dos estudantes. O aumento do numero de escolas participantes de 2005 a

3 Disponivel em: http://www.obmep.org.br/banco.htm.
¢ Disponivel em: http://www.obmep.org.br/
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2025 na primeira fase foi de 84,44%, isso porque as escolas privadas puderam participar da
olimpiada a partir de 2017. Esse aumento ao longo do tempo corresponde a 26.191 escolas
novas participando e 8.096.505 novos alunos em busca de uma premiagao da olimpiada (IMPA,
2025). Silva (2023) elenca a quantidade de estudantes inscritos nas duas fases do exame da
OBMEP, bem como a quantidade de escolas, de 2005 a 2022, baseado nos dados divulgados
pelo IMPA. Abaixo, seguindo a mesma proposta, a tabela criada por Silva (2022) sera
atualizada com os dados de 2023 a 2025.

Tabela 1: Dados numéricos da OBMEP.

Ano Primeira Fase Segunda Fase
Alunos Escolas | Municipios | Alunos Escolas | Municipios
2005 10.520.831 | 31.031 93,5% 457.725 29.074 91,9%
2006 14.181.705 | 32.655 94,5% 630.864 29.661 92,4%
2007 17.341.732 | 38.450 98,1% 780.333 35.483 96,9%
2008 18.326.029 | 40.397 98,7% 789.998 35.913 96,9%
2009 19.198.710 | 43.854 99,1% 841.139 39.387 98,1%
2010 19.665.928 | 44.717 99,16% 863.000 39.929 98,3%
2011 18.720.068 | 44.691 98,9% 818.566 39.935 98,1%
2012 19.166.371 | 46.728 99,42% 823.871 40.770 98,5%
2013 18.762.859 | 47.144 99,35% 954.926 42.480 98.,83%
2014 18.192.526 | 46.711 99,41% 907.446 41.302 99,41%
2015 17.972.333 | 47.580 99,48% 889.018 42.316 97,62%
2016 17.839.424 | 47474 99,59% 913.889 43.232 99,05%
2017* 18.240.497 | 53.231 99,57% 941.630 49.617 99,23%
2018 18.237.996 | 54.498 99,44% 952.782 50.183 98,89%
2019 18.158.775 | 54.831 99,71% 949.240 50.663 99,03%
2020** | 17.774.636 | 53.374 99,84% — — -
2021 17.774.936 | 53.375 99,84% 566.285 35.075 88,65%
2022 18.159.636 | 54.488 99,87% 834.742 46.602 97,79%
2023 18.369.125 | 55.383 99,87% 846.708 48.759 97,79%
2024*** | 18.498.709 | 56.516 99,89% 899.355 49.654 -
2025%*** | 18.617.336 | 57.222 99,93% - - -

* A partir desse ano, as escolas particulares passaram a serem contempladas pela OBMEP.

** Nesse ano, houve a realizacdo das inscrigdes, mas, devido a pandemia causada pela COVID-19,
decidiu-se ndo realizar a olimpiada.
*** (O site ndo informa a porcentagem de municipios participantes da segunda fase.
*%%% O resultado dos dados da segunda fase ainda ndo foi divulgado até a data da pesquisa.
Fonte: Silva (2023); IMPA (2025).

Frente aos dados apresentados, Silva (2023), aponta que, para fins comparativos, os

dados do Censo Escolar de 2020, divulgados pelo Inep’, indicam que o niimero total de

7 Disponivel em: Disponivel em:
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estudantes matriculados nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, nas redes
publica e privada de ensino do Brasil, foi de 19.479.168. Esse dado permite inferir que,
aproximadamente, 91,2% dos alunos do 6° ano do Ensino Fundamental a 3* série do Ensino
Médio participaram da OBMEP 2020.

A premiacdo da olimpiada contempla alunos, professores, escolas e secretarias de
educacdo, de acordo com o desempenho dos participantes. As escolas concorrentes, publicas e
privadas, disputam medalhas, mengdes honrosas e a possibilidade de ter alunos participantes
do Programa de Iniciacao Cientifica Junior (PIC Jr) com a possibilidade do recebimento de
bolsa na modalidade aluno e sem bolsa na modalidade ouvinte.

Dentre as escolas publicas, o regulamento destaca as Escolas Publicas Nao Seletiva, que
sdo todas as que os alunos ndo precisam passar por exame de admissao para ter sua matricula

efetivada, e as Escolas Publicas Seletivas, definidas por:

As escolas publicas que, na admissdo de alunos, realizam processo de selecao
exclusivamente por meio de provas, sorteio ou concursos em qualquer um dos
niveis e/ou que admitam exclusivamente filhos de militares ou de outras
categorias profissionais especificas serdo consideradas escolas seletivas
(IMPA, 2025, p. 2).

Os alunos das Escolas Privadas concorrem entre si € possuem uma quantidade especifica
de premiac¢do destinada aos estudantes que mais se destacarem. Na edi¢do de 2025, as Escolas
Publicas Seletivas passardo a ter a premiacdo distinta dos demais alunos da rede publica que
ndo tem os mesmos acessos e possibilidades que os alunos das outras institui¢des, visando um
exame mais equitativo e emancipatorio para todos.

A seguir, a tabela apresenta a quantidade de premiacdes referentes a medalhas e
mengdes honrosas das escolas participantes e suas respectivas modalidades destinadas aos

alunos e seu desempenho.

Tabela 2: Premiagao dos alunos na OBMEP de acordo com seu desempenho.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Prémio

Critério | EPn | EPS | EPr
Nacional EPnS | EPS EPr EPnS EPS EPr

S* %k ekt

Medalha Até Até

Nacional 160 50 160 50 50 Até 50 50
de Ouro 40 40

https://download.inep.gov.br/publicacoes/institucionais/estatisticas_e_indicadores/notas_estatisticas_censo_escol
ar_2020.pdf
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Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Prémio
Critério
Nacional EPn | EPS | EPr
EPnS | EPS EPr | EPnS EPS EPr
S* %k ekt
Medalha Até Até Até
Nacional | 400 150 400 150 250 150
de Prata 100 100 250
Medalha 1.80 | Até Até Até
Nacional 450 | 1.300 450 750 450
de Bronze 0 150 150 350
Mengao 2.00 2.00
Nacional 15.000 15.000 2.000 15.000
Honrosa 0 0
Total Nacional Até 20.300 Até 19.800 Até 19.350

* EPnS = Escola Publica nao Seletiva; ** EPS = Escola Publica Seletiva; *** EPr = Escola Privada.

Fonte: OBMEP, 2025 (adaptacio).

De acordo com o site o oficial da OBMEP®, além de medalhas e mengdes honrosas, a

OBMEP conta com a parceria de trés instituigdes oferecem bolsas para alunos medalhistas da

olimpiada:

a)

b)

Fundacido Behring — OBMEP: A bolsa ¢ um programa desenvolvido pela Fundagdo
Behring’, fundacio familiar brasileira, sem fins lucrativos, em colaboracdo com a OBMEP,
com o objetivo de incentivar a formagdo académica de jovens talentos em 4reas
tecnologicas. A iniciativa contempla estudantes medalhistas de qualquer edicado da OBMEP
que estejam ingressando no primeiro periodo de cursos de graduagdo em areas tecnologicas,
oferecidos por universidades publicas, sejam federais ou estaduais. As bolsas visam apoiar
financeiramente esses alunos durante sua trajetéria no ensino superior, estimulando a
permanéncia e o desempenho académico em carreiras estratégicas para o desenvolvimento
cientifico e tecnologico do pais.

Bolsa IHS — OBMEP: A bolsa ¢ uma iniciativa da empresa IHS Towers!®, uma empresa
multinacional especializada na construgdo e gestdo de infraestrutura de torres de
telecomunicagdes, em parceria com a OBMEP, que tem como finalidade oferecer apoio
financeiro a jovens meninas com destacado desempenho académico. O programa ¢ voltado
a estudantes que se identificam com as areas de Ciéncias e/ou Exatas e que desejam

ingressar no ensino superior, contribuindo para ampliar a representatividade feminina

8 Disponivel em: http://www.obmep.org.br/apresentacao.htm.
° Disponivel em: https:/fundacaobehring.org/quem-somos/
19 Disponivel em: https://www.ihstowers.com/br-pt
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nesses campos do conhecimento e favorecer a permanéncia e o éxito académico ao longo
da graduagao.

¢) Bolsa IDOR - Ciéncia Pioneira — OBMEP: A bolsa ¢ uma iniciativa promovida pela
Ciéncia Pioneira'!, uma iniciativa filantrépica que visa promover o desenvolvimento da
ciéncia no Brasil, com foco em areas inovadoras e de fronteira, especialmente nas interfaces
entre as ciéncias biomédicas e as ciéncias exatas, em parceria com a OBMEP, que tem como
finalidade oferecer apoio financeiro a estudantes com destacado desempenho académico e
interesse nas areas de Ciéncias Bioldgicas e Médicas. O programa ¢ voltado a medalhistas
de qualquer edicdo da OBMEP que estejam ingressando no primeiro periodo de cursos de
graduagdo, em universidades publicas, sejam elas federais ou estaduais, no ano de abertura
das inscri¢des. A iniciativa busca ampliar o acesso ao ensino superior € incentivar a
formacdo de novos talentos cientificos em d4reas essenciais para a saude e o
desenvolvimento do pais.

Isso denota uma valorizagdo a disseminagdo e desenvolvimento do conhecimento
matematico, comecando na Educa¢dao Basica; reconhecimento do trabalho docente ¢ escolar,
bem como os esforcos para garantir que os estudantes finalizem o Ensino Fundamental e Médio
sabendo um pouco além daquilo considerado basico na Matematica, mas terminem com uma
aprendizagem de qualidade, que possibilite a abertura de oportunidades ao longo de sua
trajetoria estudantil e, posteriormente, profissional.

Silva (2017, p. 13) destaca “[...] a forte tendéncia da OBMEP em oferecer aos
participantes inimeras e significativas oportunidades de experienciarem situagdo de
aprendizado, seja na preparacao, através de agdes cooperativas, e até mesmo apos a Olimpiada”,
o que permite inferir que a olimpiada ¢ uma importante estratégia pedagogica de incentivo ao
pensamento critico, ao trabalho coletivo e a valorizagdo do conhecimento, contribuindo
efetivamente para o aprimoramento do ensino e da aprendizagem no pais.

Todavia, alguns aspectos metodologicos no que tange a sua elaboragcdo devem ser
revistos. De acordo com Vilarinho (2015), durante a sua pesquisa, a partir da entrevista com
um coordenador da OBMEP, o qual lhe comunicou que a olimpiada ndo se fundamenta em
nenhuma matriz de referéncia.

Conforme Rabelo (2013), a matriz de referéncia constitui-se como um instrumento
essencial que expressa os fundamentos tedricos e metodologicos que orientam o processo de

avaliacdo em larga escala. Ela delimita os conteudos, as habilidades e as competéncias a serem

! Disponivel em: https:/cienciapioneira.org/sobre/
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avaliadas, servindo como base para a constru¢do dos instrumentos de medi¢do e para a
interpretacdo dos resultados educacionais.

Assim, Vilarinho (2015) demonstrou preocupagdo com o quesito aprendizagem da
competi¢do, visto que

[...] a inexisténcia da matriz pode estar colaborando para a elaboragcdo de um
instrumento que faz uma avaliacdo dispersa, ndo focada, sem deixar claro se
0 proposito € a criagdo de um instrumento focado no dominio de determinados
contetidos, ndo especificados em nenhum local de dominio publico, ou no
desenvolvimento de certas habilidades mentais importantes para o
desenvolvimento do pensamento matematico, tais como as capacidades de se
fazer inferéncias dedutivas, indutivas e analdgicas, entre outras (Vilarinho,
2015, p. 85).

Sendo assim, de acordo com a autora, a elaboracdo dos problemas a partir de uma matriz
de referéncia permitiria uma compreensdo maior dos conteudos cobrados no exame, das
habilidades necessarias para que os competidores pudessem desenvolver € como pensar
matematicamente acerca das questdes propostas.

Em linhas gerais, a OBMEP desempenha papel significativo no fortalecimento da
aprendizagem matematica, estimulando o raciocinio logico e a resolucdo de problemas de uma
forma diferente da apresentada nos livros didaticos. Além de valorizar talentos, a competi¢ao
promove a difusdo de praticas pedagdgicas inovadoras e incentiva a reflexdo critica sobre
estratégias de ensino. Os nimeros anuais de participacdo e desempenho refletem nao apenas a

abrangéncia do projeto em diferentes regides do pais, mas também evidenciam tendéncias de

engajamento, aprendizado e evolucao do ensino da matematica nas escolas publicas.
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4 OS MATERIAIS MANIPULAVEIS

No decurso da historia humana, a necessidade da utilizagdo de objetos para representar
e compreender determinadas situacdes do cotidiano fica evidente principalmente quando se
trata da ideia de contagem. Cordas, pedras, paus e até a propria sombra feita através da luz do
sol era a principal tecnologia viavel que os povos antigos possuiam para contar.

Segundo Launay (2019, p. 21), alguns séculos ap6s o quarto milénio a.C., que passaram
a utilizar fichas de argila como instrumentos de contagem, com a finalidade de registrar
quantidades de objetos diversos ou rebanhos, segundo seus formatos especificos e padroes
simbolicos previamente estabelecidos.

Essa visdao do uso de instrumentos concretos ao longo da histéria revela uma
caracteristica marcante da cognicdo humana: a necessidade de recorrer a objetos fisicos para
representar € organizar o pensamento. O tipo de representacao mostrada anteriormente, ndo se
limitava a um simples registro material, mas constituia uma mediac@o entre o0 mundo real e as
ideias abstratas em formacdo. Essa pratica ancestral, observada em diversas civilizagdes,
estabelece uma ponte direta com os fundamentos da aprendizagem contemporanea, sobretudo
destacando a relevancia do tatil no processo de ensino e aprendizagem no contexto da
Matematica.

Ao considerar o desenvolvimento do conhecimento por meio do tato, ou seja, por meio
da manipulagdo de objetos concretos, essa perspectiva ganha destaque como estratégia
metodologica que respeita os estagios do desenvolvimento cognitivo, especialmente na
Educagao Basica. Para Argyropoulos (2002), a constru¢do de significados por meio da
percepcao tatil fundamenta-se na articulacdo entre a exploracdo das texturas e os gestos
realizados durante essa interagdo, o que possibilita a elaboragao de representacdes mentais de
elevada complexidade.

Apesar de que, na concepgao de Izar (2023, p. 63), “a visualizacao gera imagens mentais
sem a presenca fisica do objeto no campo visual do observado” e isso contribuir positivamente
para Resolugdo de Problema em Matematica, a presenga do objeto tatil extrapola as nogdes
abstratas e colabora para compreensdao do contetido, por meio de assimilagdes com os
conhecimentos prévios dos estudantes e para o desenvolvimento de habilidades motoras e
cognitivas.

Diante disso, percebe-se que o uso de recursos tateis no processo de ensino e
aprendizagem dos discentes, principalmente no contexto de Resolucao de Problemas, tem

potencial significativo na concretizagdo de nocdes e conceitos. Assim, segundo Lorenzato
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(2012), o Material Manipulavel enquanto categoria do Material Didatico pode assumir a fun¢do
de instrumento colaborativo na formag¢ao do individuo.

Lorenzato (2012, p. 18-19), elucida que “Material Didatico (MD) ¢ qualquer
instrumento util ao processo de ensino-aprendizagem” e que o Material Manipulavel ¢ uma
subcategoria do MD, pois “[...] permite uma maior participacdo do aluno [...] dindmicos, que,
permitindo transformagdes por continuidade, facilitam ao aluno a realizagdo de redescobertas,
a percepcao de propriedades e a construgdao de uma efetiva aprendizagem”.

Alguns autores acreditam que Material Didatico, Material Manipuldvel, Material
Concreto tém o mesmo significado e direcionam para uma definicdo comum. Vale (2002, p. 7)
considera que Material Didatico e Manipulavel sdo “todos os materiais a que recorremos para

promover o ensino-aprendizagem da Matematica”. E ainda complementa dizendo que:

Os materiais manipulaveis sd3o materiais concretos, de uso comum ou
educacional, que permitem que durante uma situacao de aprendizagem apelem
para os varios sentidos dos alunos devendo ser manipulados e que se
caracterizam pelo envolvimento activo (sic.) dos alunos p.e. abaco, geoplano,
folhas de papel (Vale, 2002, p. 8).

Na concepgao de Reys (1982), os Materiais Manipuladveis correspondem a recursos
tateis que permitem ao estudante interagir fisicamente por meio do toque, da movimentagao e
da manipulagdo. Podem consistir em objetos concretos do cotidiano ou em representagdes
simbdlicas utilizadas para ilustrar determinados conceitos. Serrazina (1991) diz que sdo
considerados elementos mediadores do ensino — como objetos, instrumentos ou diferentes
tipos de midia — capazes de favorecer a exploracdo, a compreensdao ¢ a consolidacdo de
conceitos relevantes ao longo das distintas etapas do processo de aprendizagem

Nesse sentido, os materiais manipulaveis, ao aliarem caracteristicas tateis a um potencial
pedagoégico mediador, mostram-se elementos fundamentais no contexto de ambientes que
favorecam a aprendizagem ativa e significativa. Sua utiliza¢ao permite transitar entre o concreto
e o abstrato, promovendo experiéncias didaticas mais envolventes e contextualizadas. Essa
caracteristica os torna especialmente apropriados para espacos dedicados a experimentacdo e
ao ensino investigativo, como ¢ o caso do Laboratdrio de Ensino de Matematica (LEM), onde
ganham ainda mais protagonismo como instrumentos facilitadores da constru¢ao do
conhecimento matematico.

O Material Manipuldvel ¢ um recurso presente no LEM que, na perspectiva de

Lorenzato (2012, p. 6),
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Poderia ser um local para guardar materiais essenciais [...] um
deposito/arquivo de instrumentos [...]; um local da escola reservado
preferencialmente ndo sé para as aulas regulares de matematica, mas também
para tirar dividas de alunos; para os professores de matematica planejarem
suas atividades [...]; um local para criagdo e desenvolvimento de atividades
experimentais.

Isto ¢, qualquer espaco da escola que possibilite a construcao pedagogica do saber e as
interacdes entre professores e alunos por meio da troca de experiéncias e conhecimentos, que
pode ser compreendido como um ambiente educativo legitimo, aquele que extrapola a sala de
aula tradicional e contribui significativamente para o desenvolvimento integral dos estudantes.

Lorenzato (2012, p. 9-10), acredita que os recursos do LEM direcionados a fase
educacional do Ensino Fundamental devem, além de incluir estimulos que possam ser vistos e
tocados, priorizar a expansdo de conceitos, a investigacdo de propriedades, a percepcao da
necessidade de utilizar termos ou simbolos, e a compreensdo de algoritmos, que estejam
relacionados aos fundamentos matematicos. Ademais, o LEM precisa também oferecer
materiais que desafiem o pensamento logico-dedutivo, como paradoxos e ilusdes de oOtica,
abrangendo os campos da aritmética, geometria, algebra, trigonometria e estatistica,
promovendo, assim, um aprofundamento e refinamento das habilidades matemadticas dos
estudantes.

Do ponto de vista docente, o uso desses materiais contribui para a diversificagdo das
estratégias pedagogicas e favorece a mediagdo no processo ensino-aprendizagem,
especialmente quando se trata de contetidos abstratos ou de dificil compreensao, que de acordo
com Moura (1992), tais recursos oferecem ao professor uma possibilidade concreta de
desenvolver o raciocinio logico, estimular a resolucdo de problemas e promover a
aprendizagem por descoberta.

Rocha et al (2024, p. 6) corrobora com esse pensamento ao discorrer:

Quando o professor adota uma postura alternativa nas suas aulas trazendo
mecanismos diferentes para ensino de matematica, ele ndo s6 desperta a
atencdo dos educandos, mas transforma a sala de aula em um ambiente de
aprendizagem significativo, onde o aluno passa a ser parte do processo de
ensino e aprendizagem.

Entretanto, essa postura alternativa sugerida pelo autor requer do professor uma
disposicao para planejar atividades que vao além da simples manipulacdo, promovendo a
reflexdo, o debate e a sistematizacdo dos conceitos. A atividade precisa fazer sentido para o

aluno e produzir a sensa¢do da descoberta de uma nova percepcao acerca da situacao proposta.
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Isso requer do docente uma formagao continuada e compreensao clara sobre o papel pedagogico
desses recursos no processo de ensino e aprendizagem.

Todavia, a utilizacdo desses recursos potencializa aspectos cognitivos € sociais por
contribuir para a inclusdo ao oferecer diferentes formas de representagao do conhecimento
matematico, especialmente para alunos com dificuldades de abstragdo ou com necessidades
educacionais especificas. Para Fiorentini ¢ Miorim (1990), o material concreto, ao ser
manipulado em situagdes problematizadoras, potencializa o desenvolvimento da autonomia

intelectual e do raciocinio logico.

Além da criatividade e do raciocinio légico, aqueles que se propoem a
trabalhar com inovag¢do costumam apresentar caracteristicas pessoais
marcantes, tais como curiosidade, iniciativa, pro-atividade (sic.), persisténcia,
abertura ao novo, autorregulacdo, capacidade de trabalhar de forma
colaborativa e multidisciplinar (Borges; Fagundes, 2016, p. 243).

Essas caracteristicas também se revelam sua significancia na pratica docente que
envolve o uso de Materiais Manipuldveis, uma vez que sua aplicagdo requer planejamento
criativo, adaptacdo constante e sensibilidade as necessidades dos alunos. Ao explorar esses
recursos, o professor atua como um mediador dinamico do conhecimento, mobilizando

competéncias que vao além do dominio técnico da disciplina.
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5 REVISAO DE LITERATURA: RESOLUCAO DE PROBLEMA E MATERIAIS
MANIPULAVEIS

O presente topico faz um estudo da literatura atual, do repositério Periddicos da
Coordenacgdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), que versa sobre a
metodologia de Resolucdo de Problemas e o uso de Materiais Manipuldveis no processo de
solucdo. A escolha desta revisao ser feita apos o referencial tedrico foi para compreender se os
trabalhos publicados em periddicos utilizam a Resolucao de Problemas como metodologia e,
se sim, verificar se 0 embasamento teérico € sob a perspectiva de Poélya (1957) ou Onuchic et
al (2014); e o motivo de escolher apenas essas duas vertentes ¢ para reforgar os debates
realizados anteriormente por meio das publicagdes recentes sobre o assunto.

Foram considerados os trabalhos publicados de 2014 a 2024, afim de averiguar quais
trabalhos utilizaram os materiais manipuldveis em alguma das teorias de RP escolhidas para
discussdo neste trabalho e como eles dialogam com a temadtica. Para entender o tipo de estudo
¢ interessante ressaltar que, a pesquisa feita €, acima de tudo, denominada de bibliografica uma
vez que apresenta como principal beneficio a possibilidade de o pesquisador acessar e analisar
uma variedade significativamente maior de fenomenos do que seria vidvel por meio da
investigacdo direta (Gil, 2002).

A escolha dos trabalhos publicados nos periddicos deu-se pelo fato da relevancia dos
trabalhos por se tratar de pesquisas confiaveis e recentes, uma vez que € levada em consideragao
o uso de técnicas para garantir a qualidade do trabalho publicado no periddico, como a revisao
por pares, por exemplo; a abrangéncia multidisciplinar, haja vista que a pesquisa devolve
também resultados das mais diversas areas que conversam sobre a tematica do objeto de estudo
em questao; e a atualizagdo constante, permitindo embasar a pesquisa com autores recentes.

Esse estudo toma como base as publicagdes retornadas através da pesquisa realizada na
plataforma, o qual foi realizado a partir de uma revisdo dessas devolutivas. A pesquisa nos
Periodicos CAPES teve realizagdo no periodo de 10 a 18 de abril do corrente ano, referente ao
uso de Materiais Manipulaveis na Resolu¢do de Problemas, fazendo uma breve observacao das
consideragdes da literatura atual sobre a tematica em questdo, afim de entender como os
pesquisadores dialogam acerca dessas duas temadticas, quais aspectos estdo sendo considerados
ao longo da pesquisa, como estdo correlacionando-as e como essas discussdes podem ser
acrescidos no escopo do presente trabalho.

Segundo Severino (2013, p. 112), a Revisdo de Literatura € o “[...] processo necessario

para que se possa avaliar o que ja se produziu sobre o assunto em pauta, situando-se, a partir
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dai, a contribuicdo que a pesquisa projetada pode dar ao conhecimento do objeto a ser
pesquisado”. Em outras palavras, pode ser compreendido como uma etapa fundamental da
investigacao cientifica, pois permite compreender o estado atual do conhecimento sobre o tema,
identificar lacunas existentes, evitar redundancias e fundamentar teoricamente a nova pesquisa,
conferindo-lhe maior rigor e relevancia.
As ideias de Siena et al (2024, p. 81) corroboram com as de Severino (2013), ao falar
que
A revisdo de literatura é realizada por meio de pesquisa bibliografica, tendo
por base a analise do material ja publicado em forma de livros, revistas,
artigos, teses e dissertagcdes. Consiste na identificacdo e analise do que ja foi

publicado sobre o tema e o problema de pesquisa e deve refletir o nivel de
envolvimento do autor com o tema (Siena et al, 2024, p. 81).

Entretanto, Teixeira (2023, p. 5) afirma que,

Quando os estudos de revisdo focalizam a producdo mais recente ¢ comum
chama-los de Estados da Arte, dado que alguns autores consideram que as
revisoes sdo efetuadas com o proposito de verificar o estagio tedrico em que
um determinado assunto se encontra na atualidade. A nosso ver, essa é uma
posicdo equivocada, em fungdo do carater exploratorio, parcial ¢ subordinado
das revisoes em relag@o ao tema principal de cada trabalho.

Ou seja, para Teixeira (2023), o Estado da Arte ¢ um tipo de pesquisa de andlise da
literatura que vai além da revisdao dos trabalhos atuais em uma unica area. As pesquisas em
outros campos podem conversar com o objeto estudado através de outras perspectivas,
possibilitando o surgimento de outras hipoteses por meio de fontes diversas (Gil, 2002, p. 35)

Siena et al (2024, p. 81) defende que, no Estado da Arte, “[...] o pesquisador procura
mostrar através da literatura ja publicada o que ja sabe sobre o tema, quais as lacunas existentes
e onde se encontram os principais entraves teoricos ou metodoldgicos”, que € o que procura-se
compreender com a presente pesquisa, se os autores dos trabalhos elencados conseguem
verificar que hé significancia utilizar os materiais manipulaveis para solucionar problemas
matematicos, embasados em uma teoria sélida de Resolugdo de Problemas.

Ademais, ao fazer uma varredura no Banco de Teses e Dissertagcdes da CAPES, Santos
et al (2020) encontra mais de 400 pesquisas que relatam fazer um Estado da Arte, mas que ao
longo das respectivas pesquisas, os autores atribuem outra classificagdo para esse tipo de

levantamento que tem sentido sinonimico ao falado aqui. Segundo ele,
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[...] as terminologias sdo as mais diversas: estado da questdo, pesquisa
bibliografica, investigacdo bibliografica, levantamento critico, estudo
exploratorio bibliométrico, estudo bibliométrico, revisao sistematica, revisao
de literatura, revisdo integrativa, revisao narrativa, pesquisa de pesquisas,
pesquisando pesquisas, estudo focado nas pesquisas, analise estilistica, analise
descritivo-interpretativa, analise comparativa, metassintese, metanalise e
pesquisa metatedrica (Santos et al, 2020, p. 208).

Diante disso, a presente pesquisa serd considerada uma breve revisdo de literatura,
condizendo com as ideias de Severino (2013) e Siena et al (2024) por se tratar de apenas um
repositorio, considerar trabalhos ja publicados em periddicos nacionais considerados e
avaliados pela CAPES e com a busca de obras delimitadas por parametros estabelecidos
previamente e descritos a seguir.

Para isso, como técnica de pesquisa, foram utilizadas as palavras-chave “Materiais
Manipulaveis” and “Resolug¢ao de problemas” para encontrar todos os trabalhos que possuem
essas palavras como foco central, isto ¢, a ideia € encontrar trabalhos publicados nos periddicos
cuja tematica central possua vinculagdo entre alguma Teoria de Resolu¢dao de Problemas com
o uso de Materiais Manipulaveis.

Ao realizar a pesquisa, foi retornado 15 publicacdes referentes ao periodo de 2014 a
2024, sendo 14 artigos de acesso aberto, 11 nacionais e 7 revisados por pares, conforme a tabela

abaixo:

Tabela 3: Listagem dos artigos devolvidos da pesquisa realizada no Periédicos CAPES.

N° | AUTOR(ES)/ANO TITULO REVISTA

Aritmética para ensinar em manuais

Carneiro e Pinto pedagogicos na formagdo de
(2024) professores primarios no Brasil

(1930 — 1960)

Articulagdes entre tendéncias em

02 | Martins et al (2024) | educacao matematica e resolucao de

Revista Internacional
de Pesquisa em
Educacao Matematica

01

Educacao Matematica

em Revista
problemas
O ensino de probabilidade mediado
03 Rocha et al (2024) | por materiais didatico manipuléveis: Revista Foco

experiéncias formativas
Refletindo sobre apreensdes figurais

Revista Sergipana de

Silva, Silva e na resolugdo de  problemas C.
04 . v . Matematica e
Pietropaolo (2024) geométricos: perspectivas de alunos ~ -
o Educacao Matematica
do 8° ano
Inventario de teses e dissertacdes REAMEC - Rede
05 Almeida e Uliana sobre o processo de ensino e Amazonica de
(2023) aprendizagem de Matematica para | Educagdo em Ciéncias

estudantes com TEA (2000 — 2020) e Matematica
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N° | AUTOR(ES)/ANO TITULO REVISTA
Analise de erros em resolugdo de
06 Barbosa e Costa problemas  envolvendo  sdlidos | Revista Paranaense de
(2023) geométricos numa turma de segundo | Educagdo Matematica
ano do ensino médio da rede publica.
Resolugdo de Problemas sobre
- lanificagdo do  cubo: uma Revista Baiana de
07 Oliveira (2023) gbordagem através de materiais | Educagdo Matematica
manipulaveis.
Explorando caminhos para o Ensino
. .. e Aprendizagem de Matematica: Revista Baiana de
08 | Silva e Vieira (2023) Contfibuigﬁ)esg da Revista Baiana de | Educag¢ao Matematica
Educagdo Matematica
Duarte e Yamamoto Trincas ~ pitagoricas © DUMETOS | povista Paranaense de
09 figurados: um enfoque historico para ~ iy
(2022) . g Educacdo Matematica
o ensino do Teorema de Pitagoras
O estagio curricular supervisionado
. .. em Matemadtica nos contextos de Revista Baiana de
10 | Fiorentini et al (2021) ensino presencial remoto e hibrido — | Educagdo Matematica
Dossi€ tematico.
“Eles me ajudam a nao esquecer o
que coloquei”: o uso de materiais
1 Aratjo e Santos manipuldveis na resolugdo de | Educagdo Matematica
(2020)* problemas de arranjo e combinacao em Revista
por uma aluna com deficiéncia
visual.
12 Silva, Cunha e Pessoa | As faces da combinatoria no | Revista Paranaense de
(2020)** cotidiano Educagdo Matematica
Contribui¢des do uso de materiais
13 | Silvae Boas (2019) manip u}avels como  estrategia na Ensino em foco
resolucdo de problemas sobre o
principio multiplicativo
14 Silva, Cunha e Pessoa | As faces da combinatoria no | Revista Paranaense de
(2015)** cotidiano Educagdo Matematica
15 | Vale ¢ Barbosa (2014) | Materiais - manipuldveis — para | g o0 GEpEM
aprender e ensinar geometria

* O artigo ndo possui documento disponivel para leitura na plataforma da revista.

** Os artigos encontram-se repetidos, mas publicados em anos distintos na mesma revista.

Fonte: Autoria Propria.

Para essa investigagdo foi necessario realizar uma leitura minuciosa dos trabalhos

encontrados, onde foram destacados o objetivo geral, a metodologia e os resultados obtidos nas

discussoes e se os pesquisadores utilizaram alguma metodologia de Resolugdo de Problemas

pautada no seguimento de etapas ou passos coerentes, principalmente se baseados nas ideias de

Polya (1957) e Onuchic e Allevato (2012), e se, no processo, foram utilizados materiais

manipuléveis para solucionar tais problemas.
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O retorno da averiguacdo tem o intuito de registrar a frequéncia com que os trabalhos
do Pdlya (1957) e da Onuchic e Alevato (2012) sdo referenciados e utilizados para fins de
fundamentagdo tedrica e metodologia por essas devolutivas da pesquisa. A seguir, estdo as
revisdes da literatura encontrada.

Em sua pesquisa denominada “Aritmética para ensinar em manuais pedagogicos na
formag¢do de professores primarios no Brasil (1930 — 1960)” e publicada na Revista
Internacional de Pesquisa em Educagao Matematica, Carneiro e Pinto (2024) traz uma analise
histérica e cultural das praticas pedagogicas no ensino de Matemadtica, principalmente na
formagdo de professores primarios e na constru¢ao do saber ensinar na Educacdo Matematica
brasileira, com foco na aritmética e nos manuais pedagogicos publicados entre 1930 e 1960.

O objetivo ¢ “[...] analisar elementos dos saberes profissionais, considerando a
aritmética para ensinar, presentes em manuais de Didatica da Matematica, especificamente nos
editados, no Brasil, entre 1930 e 1960, isto ¢, compreender como o0s conhecimentos
profissionais e conteudos disciplinares foram apresentados e articulados nos manuais
pedagodgicos de Didatica da Matematica, refletindo as praticas pedagogicas, as politicas
educacionais e a formacao de professores ao longo do tempo, especialmente durante o auge do
Movimento da Escola Nova.

Os autores abordam o tema por meio de uma analise historico-cultural, investigando
documentos pedagogicos e obras académicas relacionadas a historia, didatica e formagdo de

professores e dentre os resultados obtidos, os autores destacam a hipotese de:

[...] que a profissionalizagdo dos docentes que ensinaram aritmética nas
escolas primdrias no periodo analisado (1930 a 1960) requeria a compreensao
dos distintos saberes — saberes a e saberes para ensinar —, envolvidos na
formagdo docente e como estes foram mobilizados ¢ se articularam na
constru¢do de um novo saber [...] (Carneiro; Pinto, 2024, p. 14).

Observando as conclusdes e o restante do trabalho, pode-se notar que os autores nao
destinaram sua pesquisa em debater a Resolucdo de Problemas como uma metodologia. Foi
constado por eles que, nos manuais considerados, o uso dos materiais manipulaveis e a
Resolugdo de Problemas norteou o trabalho docente da época no contexto da Aritmética e,
apesar de nao estabelecerem critérios, passos e etapas de como utilizar esses materiais dentro
de uma perspectiva metodoldégica de Resolugdo de Problemas, principalmente em
conformidade com os quatro passos de Polya (1957), ja existente na época em que o manual

“Metodologia da Matematica (1951)” havia sido langcado ou uma adaptacdo para a metodologia
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apresentada pelas autoras Onuchic e Allevato (2012) o trabalho possui sua relevancia dentro da
proposta utilizada.

O trabalho de Martins et al (2024), denominado “Articulagdes entre tendéncias em
educagao matematica e resolucao de problemas” e publicado na Educagdo Matematica em
Revista aborda a Resolucao de Problemas a partir de uma analise das Tendéncias da Educagao
Matematica, por meio de uma revisdo de literatura realizada em teses e dissertagdes brasileiras
produzidas dentro do periodo de 2016 a 2020.

Com este trabalho, Martins et al (2024, p. 3) objetiva

“[...] apresentar compreensdes que emergiram da utilizagdo da resolugdo de
problemas no contexto das tendéncias metodologicas da Educagio
Matematica - FEtnomatematica, Historia da Matematica, Modelagem
Matematica, Investigagdo Matematica, utilizacdo de Materiais Manipulavesis,
Jogos e Tecnologias Digitais - a partir da analise de teses e dissertagdes
brasileiras produzidas no periodo de 2016 a 2020”.

Esse objetivo fica destacado ao longo do texto a partir das discussdes realizadas em
torno das Tendéncias em Educacdo Matematica quando os autores dialogam com os Materiais
Manipulaveis ¢ a Resolugdo de Problemas com algumas Tendéncias Metodologicas da
Educagcdo Matematica como, por exemplo, a Etnomatematica, Historia da Matematica e a
Modelagem Matematica.

Os pesquisadores adotaram a metodologia de Analise Textual Discursiva (ATD) por
meio da utilizagdo do software IRaMuTeQ, que permite a identificagdo de categorias e
tendéncias nas dissertagdes e teses baseados nos pardmetros da ATD. A ATD ¢ uma
metodologia de andlise de informagdes que se integra ao modelo de pesquisas analisadas de
forma qualitativamente por meio de duas vertentes: a analise do discurso e a analise do
conteudo. E pode ser compreendida como um método que tem inicio com a identificacao de
unidades de significado de elementos textuais como termos, frases ou paragrafos, classificado
como ‘unitarizacdao’, que decompdem o material analisado. Em seguida, apds essa etapa
exigente de imersdo, ocorre a ‘categorizacao’, onde unidades com sentidos convergentes sao
interligadas, permitindo a elaboracao de categorias analiticas em diferentes niveis de abstragao
(Moraes; Galiazzi, 2006).

E valido frisar que na perspectiva da Etnomatematica, a Histéria da Matematica, o uso
de tecnologias como o GeoGebra e materiais manipuléveis, os autores concluiram que estes sao

aliados importantes na Resolu¢ao de Problemas, auxiliando na compreensao de significados
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para os conceitos matemadticos e otimizando o processo de constru¢do do conhecimento
matematico.

Em sua base referencial, Martins et al (2024) concordam com as opinides de Polya
(1957) e Onuchic e Allevato (2012) quanto a relevancia da Resolucao de Problemas, inclusive
conversando numa perspectiva enquanto tendéncia da Educacdo Matematica. Todavia, em
conformidade com os pardmetros da investigacdo dessa revisdo, fica registrado que os
pesquisadores nao optaram pela utilizagdo de ao menos uma metodologia proposta por esses
pesquisadores em seu trabalho, tampouco usar os materiais manipulaveis como recurso
auxiliador em alguma dessas metodologias de Resolugcdo de Problemas, o que evidencia a
revisao literaria produzida.

O trabalho de Rocha et al (2024) cujo titulo ¢ “O ensino de probabilidade mediado por
materiais didatico manipulaveis: experiéncias formativas” publicado na Revista Foco aborda o
ensino do contetido de Probabilidade do Ensino Médio por meio de recursos concretos, focando
em metodologias e estratégias que buscam melhorar a compreensdo dos estudantes quanto a
essa tematica.

Segundo Rocha et al (2024, p. 4-5), o objetivo do trabalho foi “[...] verificar as
contribuigdes do uso de materiais didatico manipuléveis para o aprendizado de probabilidade
com os estudantes do 2° ano do ensino médio da rede publica de ensino da cidade de Parambu-
CE”. Isto ¢, os autores se propuseram em investigar se o uso de materiais manipulaveis
contribuiu para resultados mais significativos de aprendizagem em probabilidade com alunos
da série supracitada, verificando o conhecimento prévio, construindo materiais, e avaliando o
aprendizado ap0s a intervencao educativa.

O estudo realizado pelos autores consistiu na aplicagdo de um pré-teste com o intuito de
diagnosticar os conhecimentos prévios dos estudantes; da implementagdo de oficinas
pedagdgicas com o uso de materiais manipuldveis, jogos e resolucdo de problemas; ¢ na
aplicacdo de um pds-teste para verificar os avangos obtidos. A coleta de dados foi conduzida
por meio de questionarios, diarios de bordo, depoimentos e registros fotograficos. Os resultados
revelaram uma melhora significativa na compreensao do conteudo, evidenciada pelo aumento
no percentual de acertos, que passou de 25% no pré-teste para 78% no pds-teste, indicando que
a utilizacdo de materiais manipuldveis contribuiu de forma efetiva para a aprendizagem de
probabilidade (Rocha et al, 2024).

Embora Rocha et al. (2024) reconhegam o potencial dos materiais manipuldveis como
recurso facilitador na busca por solugdes as questdes propostas, observa-se que a abordagem

adotada pelos autores ndo se ancora em uma metodologia sistematizada de Resolucdo de
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Problemas, estruturada em etapas ou fases definidas como, por exemplo, as metodologias de
Polya (1957) e Onuchic e Allevato (2012). E, consequentemente, embora tenham tratado do
uso dos materiais manipulaveis, ndo discorreram a utilizacdo desses materiais nas perspectivas
metodologicas de Resolugdo de Problemas dos autores citados anteriormente. Entretanto, o viés
adotado destaca a relevancia do uso dos Materiais Manipuldveis para o desenvolvimento do
conhecimento matematico dos estudantes e levanta possibilidades de aplicagdes.

Em seu trabalho intitulado Refletindo sobre apreensdes figurais na resolugcdo de
problemas geométricos: perspectivas de alunos do 8° ano, publicado na Revista Sergipana de
Matematica e Educacdo Matematica, Silva, Silva e Pietropaolo (2024), apoiados na tese de
doutorado de Silva (2023), procuraram entender o papel das figuras e das apreensdes
perceptivas e discursivas na compreensao e resolucao de problemas geométricos dos alunos,
que estuda a teoria de Duval (1994, 2012), que destaca o papel das figuras na resolugao de

problemas.

“Duval (1994, 2012) contribui para a compreensdo do papel das figuras na
resolugdo de problemas geométricos, ressaltando os motivos pelos quais elas
conseguem ou ndo auxiliar na resolugdo dos problemas. O autor considera de
fundamental importancia desenvolver a capacidade de criar registros
semioticos, de modo a representar esses objetos e resolver as situagcdes em que
se inserem” (Silva; Silva; Pietropaolo, 2024, p. 197 apud Duval, 1994, 2012).

Os autores descrevem que, na pesquisa, os estudantes utilizaram materiais manipuléveis,
como quadrados de papel, para montar subfiguras, calcular areas sobrepostas e explorar as
formas geométricas relacionadas ao problema proposto. Além disso, foram realizadas
observagdes, registros em video e 4udio, e protocolos de resolucdo de problemas, tanto
presencialmente quanto de forma hibrida, devido ao contexto da pandemia COVID-19 (Silva;
Silva; Pietropaolo, 2024)

Os pesquisadores ndo se detiveram em estabelecer passos rigorosos para resolucao de
problemas, mas compreender como os alunos viam as figuras geométricas e quais as
dificuldades na percepgdo e descrigao para solucionar os problemas propostos, uma vez que o
problema norteador da pesquisa foi “quais sdo as possibilidades de apreensdao proporcionada a
estudantes que resolveram um determinado problema geométrico?” (Silva; Silva; Pietropaolo,
2024, p. 197).

Como resultado da pesquisa, os autores concluiram que
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[...] a manipulagdo direta com figuras potencializa o desenvolvimento das
apreensdes figurais, em especial para compreender conceitos geométricos;
incentiva a exploragdo de estratégias; estimula a visualizagdo espacial € o
raciocinio dedutivo; proporcionando aos alunos uma aprendizagem mais
significativa [...] (Silva; Silva; Pietropaolo, 2024, p. 195).

Isso significa que, para os autores, o uso de figuras geométricas, enquanto recurso
visual, desempenhou um papel fundamental no processo de Resolugdo dos Problemas
propostos. Sua utilizagdo ndo apenas contribuiu para a compreensdo dos enunciados, como
também favoreceu a mobilizagdo de diferentes formas de apreensdo figural por parte dos
estudantes — dentre elas, a perceptiva, a discursiva, a sequencial e a operatoria (Silva; Silva;
Pietropaolo, 2024)

Embora os autores ndo tenham escolhido seguir a metodologia apresentada por Polya
(1957) ou Onuchic (2012), conseguiram apresentar a Resolu¢ao de Problemas sob uma outra
Otica a partir das dificuldades dos alunos na interpretacdo das figuras geométricas e,
consequentemente, na sua resolugdo. Ainda, conseguiram utilizar os materiais manipulaveis
como ferramenta auxiliadora no processo de compreensido do problema, o que desempenhou
papel significativo na aprendizagem dos estudantes, como destaca Silva, Silva e Pietropaolo
(2024, p. 205): “por meio dos comentarios, o pesquisador pdde constatar que a dindmica de
trabalho com as apreensdes e material manipulativo ampliou a compreensdo tanto dos
estudantes que ja tinham resolvido corretamente a situagdo como dos demais”.

O trabalho de Almeida e Uliana (2023) trata-se de um “Inventario de teses e dissertacdes
sobre o processo de ensino e aprendizagem de Matematica para estudantes com TEA (2000 —
2020)” publicado na revista da Rede Amazonica de Educacao em Ciéncias ¢ Matematica —
REAMEC. Eles retinem teses e dissertagdes brasileiras de repositorios digitais afim de
investigar os didlogos das pesquisas do periodo mencionado que versam sobre o processo de
ensino e aprendizagem de matematica para estudantes com TEA, com foco em metodologias
inclusivas, adaptagdes e materiais didaticos adequados (Almeida; Uliana, 2023).

Segundo os autores, o objetivo principal do trabalho ¢ analisar as estratégias, materiais
e metodologias adotadas pelos autores das dissertagdes e teses encontradas que favorecem a
aprendizagem de Matematica por estudantes com TEA, destacando a importancia da mediagao
docente e da adaptacao de materiais.

Na investiga¢do conduzida por Almeida e Uliana (2023), procedeu-se inicialmente a
leitura exploratdria dos titulos e resumos dos trabalhos identificados. Com base nessa triagem
preliminar, foram selecionadas 27 producdes académicas, compostas por 3 teses de doutorado

e 24 dissertagdes de mestrado. Em um segundo momento, realizou-se a leitura integral dos
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textos selecionados, com o intuito de aprofundar a compreensao das abordagens investigativas
adotadas, bem como de identificar os elementos tedrico-metodoldgicos mais recorrentes.

Para a analise dos dados, os autores fundamentaram-se nos pressupostos metodologicos
da Analise de Contetido, conforme delineada por Bardin (2011), cuja proposta contempla
procedimentos rigorosos de descri¢do e interpretacdo do conteudo das mensagens. Em outras
palavras, trata-se de um arcabouco metodoldgico composto por um conjunto estruturado de
técnicas voltadas a andlise das comunicagdes, cujo proposito ¢ extrair, por meio de
procedimentos sistematicos e objetivamente delineados de descricdo do conteudo textual,
indicadores — sejam eles de natureza quantitativa ou qualitativa — que possibilitem a
inferéncia de saberes relacionados as condi¢des em que as mensagens foram produzidas e/ou
recebidas, considerando-se, portanto, as varidveis subjacentes a esses contextos
comunicacionais (Bardin, 2011).

Em suas discussdes, ndo optam citar as concepgdes de Polya (1957) acerca da Resolugdo
de Problemas, porém conversam com a ideia de Onuchic (1999) concernente com a concepgao
de que a RP pode ser interpretado como algo concreto ao considerar problemas do cotidiano e
como algo abstrato, por utilizar representagdes simbolicas e técnicas especificas para realizar
operagdes com esses simbolos.

Apesar disso, como o trabalho realizado ¢ um inventario, fica evidente que os autores
ndo se preocuparam em embasar a pesquisa em alguma teoria metodologica de Resolucdo de
Problemas, haja vista que o intuito era realizar a reunido desses trabalhos encontrados e
comentar sobre eles na otica escolhida por eles.

Os autores Barbosa e Costa (2023) investigaram a andlise de erros dos alunos de
segunda série de Ensino Médio quanto a resolucao de problemas de geometria espacial, dando
énfase nos conteudos de areas de superficies e volumes de solidos geométricos, os quais
fundamentaram e justificaram os resultados da pesquisa na teoria de Resolugdo de Problemas
de George Poélya (1957).

Barbosa e Costa (2023) aplicaram uma atividade diagnéstica para averiguar os
conhecimentos prévios dos alunos, fizeram aulas de revisdo sobre os contetidos a serem
trabalhados e depois solucionaram a atividade diagndstica junto com os alunos, usando a
estratégia de Polya (1957). Por fim, os pesquisadores apresentaram algumas listas de exercicios,
solidos geométricos e incentivou os alunos a buscarem a solugdo dos problemas dessas listas.

Durante a aplicagdo da pesquisa, Barbosa e Costa (2023, p. 260) observaram que “[...]

durante as correcoes, o professor estimulava a participacao dos alunos, questionando-os sobre
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a forma que eles pensaram para resolver cada problema, construindo assim uma estratégia para
a resolucao de cada um deles, a luz de Polya (1945)”.

O material manipulavel usado pelos autores foi a planificagao de s6lidos geométricos e,
de acordo com o trabalho, o seu uso foi crucial na resolu¢ao dos problemas propostos, pois foi
notado que antes do uso desses materiais, os alunos fizeram uma lista de exercicios diagnostica
e obtiveram resultados ndo favoraveis e, logo ap6s o contato com tais materiais, obtiveram
resultados mais satisfatorios em outras listas, agora solucionando em grupos de dois ou trés
(Barbosa; Costa, 2023).

Assim, o trabalho mostrou que uma abordagem dialdgica em sala de aula, atividades em
grupo e o uso dos materiais manipulaveis na resolu¢do de problemas sob a metodologia de
Polya (1945) tém resultados significativos na construgdo do conhecimento matematico,
investigado e explorado através do coletivismo e do protagonismo. E valido ressaltar que a
relevancia do trabalho ndo se detém exclusivamente pelo uso da perspectiva de Pdlya, uma vez
que ndo ¢ o foco principal desta pesquisa, mas sim registrar as ocorréncias desse evento.

Oliveira (2023, p. 2 — 3) realiza sua pesquisa intitulada “Resolu¢ao de Problemas sobre
Planificagdo do cubo: uma abordagem através de materiais manipulaveis” e publicada na
Revista Baiana de Educacdo Matematica com “[...] alunos da disciplina Metodologia do Ensino
de Matematica do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educagao,
Ciéncia e Tecnologia do Rio de Janeiro (IFRJ), campus Paracambi” e faz o levantamento de
debates acerca de métodos para ensinar o conteudo de planificagdes de solidos geométricos,
especificamente o cubo, utilizando materiais manipulaveis na resolucdo dos problemas
propostos.

Centrado no objetivo de promover reflexdes e discussdes sobre o ensino da planificacao
do cubo, utilizando materiais manipulativos e praticas experimentais, com o intuito de facilitar
a compreensao dos alunos e contribuir para uma aprendizagem significativa (Oliveira, 2023, p.
16), a autora estuda como os futuros professores de Matematica aplicariam esse tipo de
atividade em turmas de 6° ano do Ensino Fundamental, como prevé a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).

Como resultado, destaca-se que as abordagens utilizadas na realizagdo da atividade
mostraram-se valida e significativa na procura por métodos de ensino diferenciados, a fim de
contribuir de forma mais relevante no processo de aprendizagem dos estudantes (Oliveira,
2023).

E importante destacar ainda que, para a autora,
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[...] Nem sempre a compreensdo dos conceitos tridimensionais ¢ imediata,
entdo utilizar materiais manipulaveis que ajudem na visualizacdo melhor pode
fazer a diferenca no ensino e aprendizagem de sélidos geométricos. Esses
recursos didaticos sdo facilitadores para uma aula dindmica e mais interativa,
a manipulagdo desses materiais, além de apresentar as caracteristicas do
solido, estimula a atengdo dos alunos para que possam operar com mais
clareza e assim perceber os detalhes (Oliveira, 2023, p. 16).

A fala da pesquisadora, evidencia a importancia da visualizagdo do problema através
dos materiais manipulaveis no ensino de so6lidos geométricos, uma vez que a construgdo
concreta da figura tridimensional colabora para o desenvolvimento do raciocinio geométrico,
permitindo a exploragdo de propriedades, fixacdo de imagens mentais mais precisas e detalhes
de forma ativa e investigativa.

E essa ideia corrobora com os pensamentos de Dienes (1973) e Bruner (2001), os quais
defendem que o uso de materiais concretos no processo de ensino-aprendizagem contribui para
a construcdo de significados, especialmente quando se respeita a progressdo dos niveis de
representacdo — do concreto ao simbolico. Esses recursos, portanto, ndo apenas dinamizam as
aulas, como também auxiliam na formacao de conceitos geométricos mais solidos e duradouros.

Ao longo da pesquisa, constatado que a autora faz mengao a algumas discussoes a luz
das ideias de Polya (2006) e Allevato e Onuchic (2019) e optou por seguir a pesquisa utilizando
os quatros passos da Teoria de Resolu¢dao de Problemas de Pélya (2006), como ela diz: “Para
cada problema proposto, foi realizada uma reflexdo pensando nas quatro fases propostas por
Polya e como seria a corre¢do de um problema como os apresentados a partir dessas fases, ou
seja, como identificar em que estagio o aluno se encontra” (Oliveira, 2023, p 15).

Embora tenha citado Allevato e Onuchic (2019), a autora ndo se deteve aos processos
metodoldgicos para solucionar um problema, ou seja, explorar a metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacao de Matematica através da Resolucao de Problemas, mas quis destacar
a relevancia de inserir os contextos de Resolucdo de Problemas na formacdo inicial dos
estudantes da Educacdo Basica. Isso levanta questionamentos sobre os motivos da autora nao
ter fundamentado a metodologia da sua pesquisa nos passos de resolucao de problemas de
Allevato e Onuchic (2019).

Em seu trabalho denominado “Explorando caminhos para o Ensino e Aprendizagem de
Matematica: Contribui¢des da Revista Baiana de Educacdo Matematica” e publicado na Revista
Baiana de Educagao Matematica, Silva e Vieira (2023) fazem o levantamento e a discussao dos
trabalhos publicados na Revista Baiana de Educacdo Matematica (RBEM), a qual eles tém
gerido no periodo de 2020 a 2023, data que foi publicado o trabalho. Em sua pesquisa, eles

organizam 21 trabalhos no volume 4 da revista e realizam a analise de praticas, experiéncias e
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contribuicdes na formacdo de professores de Matemdtica, bem como na investigagdo de
abordagens didaticas e o uso de tecnologias no ensino da disciplina.

Em sintese, Silva e Vieira (2023) analisam os trabalhos aprovados que possuem os mais
variados temas: ensino de matematica com foco na inclusdo de alunos com necessidades
especiais, como aqueles com sindrome de Down; metodologias inovadoras; uso de tecnologias
digitais; estratégias pedagogicas; formagado de professores; e praticas para superar dificuldades
de aprendizagem.

Os autores dizem que a sua pesquisa se trata de um “editorial” (Silva; Vieira, 2023, p.
1) que, apesar de ser reconhecido como um tipo de texto jornalistico, no meio académico pode
ser compreendido como sendo um “artigo de fundo ou artigo destacado num periddico,
geralmente com as ideias e opinides da direcdo do periddico”, segundo o segundo o Diciondrio
Priberam da Lingua Portuguesa (DPLP)!2.

Dentre os trabalhos discutidos, Silva e Vieira (2023, p. 5) citam o trabalho de Oliveira
(2023), o qual foi debatido anteriormente, o qual apresentou “[...] uma atividade experimental
realizada com alunos da disciplina Metodologia do Ensino de Matematica” e que utilizou as
etapas de Resolucdo e Problemas (RP) da Teoria de Polya (1978) em sua pesquisa.

Dessa forma, de acordo com a metodologia usada neste artigo de Silva e Vieira (2023),
pode-se inferir que eles ndo explanaram a utilizacdo dos materiais manipulaveis na Resolucao
de Problemas, mas apresentaram brevemente a visdo de alguns autores, por se tratar de um
editorial. Apesar disso, pela temdtica e relevancia da pesquisa, preferiu-se registrar para
enriquecer essa discussao.

Duarte e Yamamoto (2022) desenvolveram o trabalho “Trincas pitagéricas e nimeros
figurados: um enforque histdrico para o ensino do Teorema de Pitdgoras”, disseminado por
meio da Revista Paranaense de Educacdo Matematica e focaram em dialogar acerca da
utilizacao de praticas pedagogicas inovadoras no ensino de matematica, com énfase no uso de
recursos historicos, visuais, manipuléveis e tecnoldgicos para promover uma aprendizagem
mais significativa e motivadora.

A pesquisa teve como proposito articular diferentes abordagens didatico-pedagdgicas
— tais como a Histéria da Matematica, a Resolu¢do de Problemas, o uso de materiais
manipulaveis e de recursos digitais — por meio de uma proposta de ensino centrada na

exploracdo da origem aritmética do Teorema de Pitagoras (Duarte; Yamamoto, 2022, p. 505).

12 veditorial", in Dicionario Priberam da Lingua Portuguesa [em linha], 2008-2025,

https://dicionario.priberam.org/editorial.
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Os autores abordam o trabalho por meio de uma reflexao sobre estratégias pedagogicas,
destacando o uso de animagdes, materiais manipulaveis, discussoes dialogadas, recursos
multimidia e atividades investigativas, além de relatar experiéncias praticas e resultados obtidos
com essas abordagens, os quais demonstraram-se bastante favoraveis e significativos, ja que
afirmaram: “ Consideramos que as atividades aplicadas tenham logrado éxito: a inten¢do de
articular os diversos recursos pedagogicos em uma s6 sequéncia didatica pareceu cumprir seu
objetivo, dado que foi capaz de capturar a atencao e o interesse de quase a totalidade dos alunos™
(Duarte; Yamamoto, 2022, p 523).

A opinido dos autores sobre como os materiais manipulaveis podem facilitar a
compreensdo de conceitos matematicos, enquanto recursos que envolvem o uso de objetos
fisicos, a partir das observagdes feitas na execucdo das atividades. Além disso, destacam a
importancia desses materiais na motiva¢ao e na investigacao dos alunos, uma vez que essa
abordagem ndo possui limitagdo de faixa etaria e pode ser utilizada em qualquer ano escolar
(Duarte; Yamamoto, 2022, p. 524).

A fins de registros, os autores ainda citam Poélya (1977) e Onuchic e Allevato (2012)
para complementar sua discussdo sobre a Resolucdo de Problemas ao longo trabalho, mas
preferem ndo utilizar pelo menos uma de suas respectivas teorias como metodologia do
trabalho, ou seja, ndo seguem os passos € nem os critérios para solucionar os problemas
propostos na aplicagdo das atividades desenvolvidas.

A pesquisa de Fiorentini et al (2021) intitulada de “O estagio curricular supervisionado
em Matematica nos contextos de ensino presencial remoto e hibrido — Dossié tematico” e
publicada na Revista Baiana de Educagdo Matematica ¢é realizada no formato de editorial e faz
um apanhado dos trabalhos desenvolvidos ao longo do Estagio Curricular Supervisionado em

Matematica

“[...] que foi desenvolvido em diferentes contextos de ensino presencial,
remoto ¢ hibrido, totalizando 26 trabalhos, sendo 19 Artigos e sete (7) Relatos
de Experiéncia. Esses estudos foram produzidos por pesquisadores e
pesquisadoras de institui¢des publicas e privadas, provenientes de todas as
regides do pais” (Fiorentini et a/, 2021, p. 1)

Ao fazer a reunido desses trabalhos, os autores apontam as ac¢des, experiéncias e desafios
enfrentados na realiza¢ao do Estagio Curricular Supervisionado em Matematica, especialmente
no contexto do ensino remoto, emergencial ou hibrido, ocasionado pela pandemia de COVID-
19, considerando as praticas pedagogicas, formagao de futuros professores e as condi¢des de

trabalho dos envolvidos.
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O objetivo da pesquisa de Fiorentini et al (2021), apesar de ndo estd destacado no
trabalho, ¢ a promog¢do de uma reflexdo acerca das acdes empreendidas, dos desafios
enfrentados e das estratégias delineadas no contexto da formagao de professores de Matematica
durante o periodo pandémico, com énfase na vivéncia e na ressignificacdo do estagio
supervisionado.

Os autores se detiveram apenas apresentar e discutir brevemente os trabalhos
desenvolvidos durante o Estdgio Curricular Supervisionado tratando de questdes como
condigdes de trabalho, estratégias adotadas, dificuldades enfrentadas e as diferentes
perspectivas dos envolvidos (estudantes, supervisores, professores).

Todavia, apesar dos estudos discutirem a ado¢do da Resolugdo de Problemas no ensino
remoto emergencial, com o intuito de promover a aula de matematica como um espago de
investigacdo, leitura, escrita e socializacdo de estratégias de resolugdo, nao houve uma
explanagdo acerca da Resolucdo de Problemas baseado em alguma teoria metodologica para as
atividades desenvolvidas no ambiente escolar.

Ao realizar a pesquisa no portal dos Periodicos CAPES, o trabalho de Aratijo e Santos
(2020), intitulado “Eles me ajudam a ndo esquecer o que coloquei”: o uso de materiais
manipulaveis na resolugdo de problemas de arranjo e combinagdo por uma aluna com
deficiéncia visual”, publicado na Educagdo Matematica em Revista, foi o primeiro a ser
retornado. Todavia, ao entrar no site da revista, até a data da pesquisa, o documento ndo se
encontrava disponivel completo para leitura, estando apenas o resumo do trabalho. Isso
inviabilizou a leitura e analise do trabalho para as discussdes deste capitulo. Ainda foi tentado
pesquisar em outros repositorios ou até mesmo em outros sites, mas nao foi obtido sucesso na
busca.

Ao realizar a pesquisa nos periddicos da CAPES usando a metodologia descrita
anteriormente, constatou-se que o trabalho de Silva, Cunha e Pessoa obteve dois retornos do
mesmo trabalho, isto €, o artigo “As faces da combinatdria no cotidiano” foi publicado na
Revista Paranaense de Educagdo Matematica, nos anos de 2015 e 2020, pelos mesmos autores.
Para fins de citacdo, serd considerado o ano da primeira publicagcdo que foi 2015.

De acordo com o artigo, os autores se detiveram a aplicacao pratica e pedagdgica da
combinatdria no cotidiano, enfatizando o uso de materiais manipuléveis e contextos reais para
facilitar a compreensdo dos conceitos matematicos, especialmente as operagdes combinatorias
como produto cartesiano, permutacao, arranjo € combinacao (Silva, Cunha e Pessoa, 2015).

O objetivo principal da pesquisa de Silva, Cunha e Pessa (2015), embora apresentado

apenas no resumo do trabalho, ¢ a promoc¢do para uma compreensdo mais efetiva dos conceitos
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de combinatodria por meio da elaboracdo e resolugdo de problemas com materiais manipulaveis
e exemplos cotidianos, estimulando a capacidade dos alunos de organizar, elaborar e resolver
problemas relacionados ao raciocinio combinatorio. Segundo eles, “[...] a oficina aqui relatada
pretendeu trabalhar problemas combinatérios (produto cartesiano, arranjo, permutacao e
combinagdo) e estimular a capacidade de organizar e elaborar problemas que envolvam o
raciocinio combinatério” (Silva, Cunha e Pessoa, 2015, p.225).

Os autores desenvolvem seu trabalho por meio da descri¢ao de oficinas pedagogicas nas
quais os participantes resolvem problemas combinatérios com o auxilio de materiais
manipulaveis. Durante essas atividades, sdo discutidas as estratégias utilizadas, as dificuldades
enfrentadas, bem como realizadas a classificagdo e a caracterizagdo dos distintos tipos de
problemas. Os autores enfatizam a relevancia de contextualizar os problemas em situagdes
proximas ao cotidiano dos alunos, com o intuito de facilitar a compreensdo e promover o
trabalho em grupo, por meio do uso de cartdes ilustrativos a partir da categorizacdo dos
problemas com base em critérios propostos por outros pesquisadores da area.

E vilido frisar que Silva, Cunha e Pessoa (2015) utilizam a classificagdo dos problemas
de raciocinio combinatorio proposta por Pessoa e Borba (2009), a qual distingue os problemas
em quatro categorias: produto cartesiano, permutacao, arranjo e combinagdo. Tal categorizacao
contribui para uma melhor organizacdo e analise das estratégias adotadas pelos participantes
nas oficinas, possibilitando uma compreensdo mais precisa das estruturas logicas envolvidas
em cada tipo de problema.

No entanto, observa-se que o estudo dos pesquisadores nao se ancora explicitamente em
uma teoria consolidada de Resolu¢do de Problemas, o que limita a profundidade da andlise
teorica. Os autores optam por concentrar-se na descricdo e discussdo das etapas de
desenvolvimento da oficina, priorizando aspectos praticos de sua implementacdao — desde a
concepgao das atividades até a aplicacao em sala —, com énfase na observagao das interacdes
entre os participantes, nos recursos didaticos empregados e nos resultados obtidos a partir da
experimentacao.

Voltado para a ementa de Matematica do Ensino Médio, os autores Silva e Boas (2019),
em seu trabalho intitulado “Contribui¢des do uso de materiais manipulaveis como estratégia na
resolucdo de problemas sobre o principio multiplicativo” publicado na Revista em Foco,
desenvolveram sua pesquisa visando analisar a forma de como a utilizacdo de materiais
manipulédveis pode contribuir para a resolugdo de problemas relacionados ao Principio
Fundamental da Contagem, com a intencao de tornar as aulas mais atrativas e favorecer uma

aprendizagem mais significativa e divertida dos conteudos de Analise Combinatoria.
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Os autores escrevem que os participantes da pesquisa foram convidados a resolver os
problemas propostos do assunto de Principio Fundamental da Contagem (PFC) e que, apesar
de nem todos chamados participaram efetivamente, os que fizeram as tarefas propostas se
dedicaram fielmente ao experimento (Silva; Boas, 2019)

Apesar do titulo do trabalho indicar a Resolugdo de Problemas como parte integrante da
pesquisa, os autores optaram por ndo fundamentar a pesquisa em alguma metodologia que
estabelecesse um alicerce sélido para se apoiar no momento da experimentacdo. Apenas
propuseram as questoes, ora os estudantes resolvem usando materiais manipuldveis, ora nao
(Silva; Boas, 2019).

E relevante salientar que, dentre os problemas propostos, um deles foi retirado de uma
apostila preparatéria para OBMEP do autor Paulo Cezar Pinto Carvalho'® que trata sobre os
M¢étodos de Contagem. Silva e Bodas (2019) nao citam tal documento, mas utilizam um
problema dele que trata sobre sentar criangas em cadeiras ordenadas e, ao sugestionar para os
alunos, viram que mesmo com dificuldades aritméticas ao resolver o desafio no papel, os alunos
conseguiram compreender melhor o problema usando o material manipulavel. Assim, ¢ valido
afirmar que a manipulagdo do problema por meio de materiais concretos teve eficacia no
processo de compreensdo e, consequentemente, na aprendizagem.

No trabalho de Vale e Barbosa (2014, p. 8), “Materiais manipuléveis para aprender e
ensinar geometria, publicado no Boletim GEPEM, as autoras visam compreender o
desempenho de futuros professores na utilizacdo de materiais manipulaveis, especialmente
papel, para trabalhar conceitos de geometria, promovendo uma aprendizagem mais significativa
e explorando diferentes estratégias de resolu¢do de problemas.

A aplicagdo da pesquisa teve como publico-alvo professores de 2° ciclo (que trabalham
com alunos de 3 a 12 anos) aos quais foram apresentadas algumas situagdes problemas que
envolviam a manipulacao de papeis para se trabalhar algum conceito geométrico. Para isso, os
participantes foram analisados quanto ao desempenho com o uso desses materiais em contextos
de ensino do Ensino Fundamental, a fim de destacar a importancia de uma preparagao cuidadosa
e de uma abordagem ativa, construtivista e exploratéria na formagao docente (Vale; Barbosa,

2014).

13 Formou-se em Engenharia Civil pelo Instituto Militar de Engenharia (IME) em 1975. Em 1980, ele obteve o
titulo de Mestre em Estatistica pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA). Em 1984, concluiu seu
doutorado em Pesquisa Operacional pela Cornell University. Ele é Pesquisador Associado no IMPA, onde atua
desde 1979. Atualmente, ¢ consultor da TecGraf (na PUC-Rio), da Fundacdo Cesgranrio e do Colégio Bahiense.
e membro do Comité da Olimpiada Brasileira de Matematica, que promove competicdes matematicas no Brasil.
Fonte: https://w3.impa.br/~pcezar/bio.html.
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Isso gerou alguns debates acerca do uso dessa metodologia de ensino em sala de aula,
que gerou ideias de aplicagdes em outras etapas da Educacdo Bésica, como afirmam Vale e

Barbosa (2014, p. 13):

Nesse sentido, foi referido que esta tarefa poderia promover o recurso a varias
representagdes (concreta, pictorica, grafica) e poderia ser explorada até ao
ensino secundario com recurso a calculadora como aplicagdo da fungdo
exponencial. Os alunos evidenciaram satisfagdo ao constatar que uma
proposta de trabalho tdo simples e interessante poderia aglomerar tantas idéias
(sic.) matematicas. Foi-lhes referido que esta ¢ uma das finalidades da
matematica, que os alunos consigam matematizar situacdes desta natureza.

Ainda ¢ valido ressaltar que a pesquisa de Vale e Barbosa (2014) ndo focou em discutir
alguma teoria de Resolu¢do de Problemas para fundamentar sua pesquisa, pois apesar da
proposi¢ao de problemas, as autoras se detiveram em apenas discutir acerca dos materiais
manipuléveis, a sua utilizacdo na resolucdo de problemas de geometria plana e como isso
poderia ser trabalhado em sala de aula.

Ao longo das investigagdes realizadas nas pesquisas debatidas até o presente momento,
notou-se que apenas um trabalho utilizou a metodologia de Resolucao de Problemas definida
por Pdélya (1945), nenhuma pesquisa se apropriou da metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas da Onuchic e Allevato (2012),
um trabalho citou outra teoria de Resolu¢do de problemas e a maioria optou por ndo utilizar

uma das metodologias dos autores citados neste paragrafo, conforme ilustra a tabela abaixo.

Tabela 4: Frequéncia do uso da Teoria de Resolugdo de Problemas como metodologia.

TEORIAS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS

METODOLOGIA UTILIZADA POR
Teoria de Resolugdo de
Problemas Barbosa e Costa (2023)
Polya (1945)

Teoria de Ensino-
Aprendizagem-Avaliagao de
Matematica através da -
Resolucao de Problemas
Onuchic e Alevato (2012)

Teoria do uso da semiotica
para Resolucao de
Problemas
Duval (1994)

Silva, Silva e Pietropaolo (2024)




METODOLOGIA

UTILIZADA POR

Nao utiliza nenhuma teoria
de Resolugao de Problemas
como metodologia/nao
consta

Carneiro e Pinto (2024)
Martins et al (2024)
Rocha et al (2024)
Aratjo e Santos (2020)
Almeida e Uliana (2023)
Oliveira (2023)

Silva e Vieira (2023)
Duarte e Yamamoto (2022)
Fiorentini et al (2021)
Silva, Cunha e Pessoa (2020, 2015)
Silva e Boas (2019)
Vale e Barbosa (2014)

Portanto, diante das pesquisas analisadas, em sua maioria, ndo adotaram explicitamente
as metodologias de Resolug@o de Problemas propostas pelos autores Pélya (1945) ou Onuchic
e Allevato (2012), que tém grande destaque na area. O intuito das discussdes levantas na “breve
analise” realizada em cada artigo, foi apenas registrar as ocorréncias do uso dos Materiais

Manipuléaveis ancorado em uma das duas metodologias de Resolucao de Problemas escolhidas

para pesquisa.

Os resultados obtidos destacam que ha uma grande lacuna; ou uma preferéncia por
abordagens alternativas ou ndo sistematizada no uso de Materiais Manipuladveis dentro de uma

visao de Resolu¢do de Problemas estruturadas em etapas ou passos. Isso também abre

Fonte: Autoria propria.

possibilidades para que novas pesquisas nessas areas possam surgir.
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6 METODOLOGIA DA PESQUISA

Quanto a natureza desta pesquisa, considera-se aplicada tendo em vista que “objetiva
gerar conhecimentos para aplicacdo pratica dirigidos a solucdo de problemas especificos”
(Prodanov; Freitas, 2013, p. 51). Ja a abordagem ¢ classificada como qualitativa uma vez que
“considera que hd uma relacdo dinamica entre o mundo real e o sujeito, isto €, um vinculo
indissociavel entre 0 mundo objetivo e a subjetividade do sujeito que ndo pode ser traduzido
em numeros” (Prodanov; Freitas, 2013, p. 70). Ou seja, isso corrobora com as discussoes acerca
da necessidade dos conhecimentos prévios dos alunos e dos resultados obtidos fazendo ligacdes
entre abstragdo e o concreto, utilizando como ponte, os materiais manipulaveis.

Quanto aos objetivos, entende-se como um misto de exploratdria por “proporcionar
maior familiaridade com o problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a constituir
hipoteses” (Gil, 2002, p. 41) e descritiva, porque “[...] visa a descrever as caracteristicas de
determinada popula¢do ou fendmeno ou o estabelecimento de relagdes entre variaveis”
(Prodanov; Freitas, 2013, p. 52).

Jaemrelacdo aos processos metodologicos classifica-se como um misto entre a pesquisa
bibliografica por conta da revisdo de literatura, por Gil (2002, p. 44) defender que esse tipo de
pesquisa “[...] ¢ desenvolvida com base em material ja elaborado, constituido principalmente
de livros e artigos cientificos”; e a pesquisa de campo que consiste na investigagdo realizada
diretamente no local onde o fendmeno ocorre, com a finalidade de obter informagdes ou
conhecimentos que permitam esclarecer um problema ou verificar uma hipotese previamente
formulada (Prodanov; Freitas, 2013).

As fontes de pesquisa utilizadas para embasar e referenciar as ideias presentes neste
trabalho foram acessadas nos Periddicos CAPES e Banco Digital Brasileiro de Teses e
Dissertagoes (BDTD); livros fisicos dos principais autores e dos demais; sites oficiais,
principalmente o da OBMEP que contém as informacgdes mais confidveis; e, artigos de revistas.

A curadoria deste material foi realizada considerando a tematica central do trabalho, a
fim de assegurar a relevancia e a profundidade das discussdes. Levou-se em conta,
principalmente, a necessidade de apresentar uma diversidade de opinides, que, embora distintas
em alguns pontos, compartilham uma mesma perspectiva tedrica, contribuindo para um
entendimento mais amplo e enriquecido dos debates propostos.

A metodologia adotada se baseia na concepg¢do de Resolugdo de Problemas da teoria de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacio de Matematica através da Resolucdo de Problemas de

Onuchic e Allevato (2012), que trata de dez passos sistematicos para se resolver um problema
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com mais convic¢ao da validade de sua solucdo, possibilitando ocorrer, no ambiente da sala de
aula, os trés pilares da teoria: o ensino, a aprendizagem e a avaliagao.

Entretanto, a metodologia proposta neste trabalho acrescenta um passo aos dez ja
descritos por Onuchic e Allevato (2012), que ¢ o da demonstracio no material manipulavel,
que esta inserido entre o “registro das solugdes na lousa” e a “plenaria”. Ao solucionar o
problema na lousa, o estudante representante do grupo, apresentara a estratégia utilizada para
se chegar a resolugdo utilizando o material manipulavel determinado, no caso o Geoplano. A
forma como cada aluno utilizara pode variar de acordo com a estratégia tomada, ja que podem
usar o material, por exemplo, para reproduzir uma forma geométrica; compreender quais lados
de uma figura sdo congruentes; mudar a posi¢do de figuras (ou gird-las); raciocinar acerca de

angulos; dentre outras possibilidades.

Figura 4: Ampliacdo da teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da
Resolucédo de Problemas.

1. Proposicao do problema;
@ . .
2. Leitura individual;
213/ e . .
LN ? 3.Leitura em conjunto;
@ 4.Resolugdo do problema;

(L) : s

5.0bservar e incentivar;

E‘ 6.Registro das resolugdes na lousa;
7.Demonstragdo no Material Manipulavel;
Ve
Q.

8.Plenaria;
9.Busca do consenso;
10.Formalizacdo do conteldo;
11.Proposicdo e resolucdo de novos problemas.

Fonte: Autoria propria.

A palavra “demonstracdo” pode causar espanto, a priori, mas estd sendo considerada
com o intuito de representar a resolu¢ao de um problema por meio do material concreto — que
¢ entendido aqui como Material Manipulavel — uma vez que essa relagdo entre as demonstracdes
em Matematica e os Materiais Manipuldveis muitas vezes ndo ¢ considerada na literatura
(Bispo; Assis, 2021).

A partir do acréscimo da teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica
através da Resolugao de Problemas, a proposta do presente trabalho ¢ a criagao de um Caderno
de Atividades referente a prova da OBMEP, edicao 2024, fase 1, nivel 2, destinada aos alunos
dos 8° e 9° anos do Ensino Fundamental onde foram selecionados seis problemas para este
caderno e cada questdo da olimpiada ¢ tratada por meio da metodologia adotada.

Ao pensar neste caderno, buscou-se investigar inicialmente como os Materiais

Manipuléaveis poderiam auxiliar na Resolucao de Problemas — sem necessariamente basear em



68

uma teoria metodoldgica — e se essa perspectiva poderia gerar resultados positivos. Dessa
forma, foi trabalhado em uma escola do municipio de Fortaleza — CE um projeto que visava
solucionar problemas das provas anteriores da primeira fase da OBMEP, nivel 2, por meio de
materiais manipulaveis.

O projeto teve como publico-alvo os alunos dos 8° e 9° anos da escola, dos turnos
matutino e vespertino, aos quais foram propostos — uma vez por semana durante quatro meses
— trés problemas para serem solucionados de duas maneiras: a primeira, apenas com Seus
conhecimentos prévios e a segunda construindo e usando um material manipulavel auxiliador,
proposto no proprio problema (ver anexo). Os problemas selecionados apresentavam situagdes
que possibilitava a criacdo de um recurso auxiliador para sua solugdo. A culminancia do projeto
foi a realizacao da I Feira de Matematica da escola, onde os alunos das séries participantes
construiram jogos centrados no raciocinio l6gico e/ou contetidos matematicos.

E importante apresentar que, ao longo das aulas de proposi¢do dos problemas, nas 7
turmas participantes, mais de 60% dos 39 alunos de cada turma demonstraram interesse na
atividade proposta, principalmente diante da maneira que foi apresentada; e na I Feira da
Matematica, a participagdo dos alunos foi bastante significativa. A tabela abaixo mostra a

quantidade de jogos criados pelos alunos de cada turma e turno.

Tabela 5: Quantidade de jogos e alunos que apresentaram jogos na I Feira de Matematica.

QUANTIDADE DE | QUANTIDADE DE
TURMA TURNO
JOGOS PARTICIPANTES
&% ano A Matutino 9 26
&°ano B Matutino 9 35
Matutino 10 30
9°ano A
Vespertino 6 20
Matutino 7 19
9° ano B
Vespertino 8 27
9% ano C Vespertino 4 20

Fonte: Autoria propria.

Como a participagdo dos alunos e os resultados foram satisfatérios — no sentido de

engajamento —, foi decidido criar o Caderno de Atividades baseado em um acréscimo a
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abordagem da Teoria de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugao
de Problemas, onde o caderno esta estruturado da seguinte forma: comega com a proposi¢ao
dos Materiais Manipulaveis que serdao utilizados para solucionar os problemas, bem como
algumas instrugdes de como construi-los. Os modelos que possuirem versao impressa, serao
inseridos como anexo no caderno. Em seguida, vem a apresentagdo dos problemas por meio da
metodologia adotada no formato de sequéncia didatica. Cada sequéncia didatica possui: o
enunciado da questdo; os espagos para registrar as compreensdes das leituras realizadas
(individuais e coletivas), a resolu¢ao do problema e as dicas e sugestdes dadas pelo professor;
a pausa determinada para que os estudantes realizem os registros das solu¢des na lousa,
demonstragdo da solu¢do no Material Manipulavel, a plenaria e chegar a um consenso da
solucdo que mais se parece com a correta; a formalizacao do conteudo trabalhado na respectiva
questdo, de maneira sucinta; e, por fim, a proposicdo de novos problemas semelhantes ao

problema trabalhado. O leitor pode conferir o caderno nos apéndices da presente pesquisa.
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7 DISCUSSOES SOBRE O PROJETO DESENVOLVIDO E O CADERNO DE
ATIVIDADES

O presente capitulo trata, inicialmente, das discussoes referentes a aplicagao do projeto
em uma escola de Fortaleza — CE, que utilizou os materiais manipulaveis para solucionar os
problemas de provas anteriores da OBMEP. Ao longo do tdpico, serdo abordados o publico
alvo, o periodo de execugao do projeto, a metodologia adotada de forma detalhada, os debates
relativos aos resultados obtidos ¢ as consideragdes finais.

J& na segunda subse¢do, o autor destaca o material produzido, apresentando algumas
caracteristicas relevantes do caderno de atividades e discorre acerca das possibilidades docentes
de se trabalhar os problemas da OBMEP, cujo material manipuldvel proposto ¢ o Geoplano.
Nessa parte, sdo dadas sugestdes de possiveis questionamentos e atitudes que o docente pode

ter ao aplicar o material seguindo a teoria metodoldgica adotada.

7.1 O uso de Materiais Manipulaveis na Resolu¢cao de Problemas da OBMEP

Diante do observado ao longo do ano de 2023, foi constatado que uma amostra
significativa dos alunos da escola demonstrou interesse pela OBMEP. Em paralelo a isso, foi
notado também que os rendimentos em Matematica refletidos através das avaliagdes internas e
externas decresceram de forma significativa. Todavia, estratégias metodologicas vém sido
tomadas para ndo somente transformar essa realidade de forma positiva, mas para que estes
alunos possam obter €xito nas avaliagdes internas, externas, chegar no ensino médio com uma
base em Matemadtica bem fundamentada e, ainda, conquistar a tdo sonhada medalha na OBMEP.

Para isso, esse projeto ¢ pensado como uma forma de desenvolver alguns assuntos
importantes ¢ o pensamento matematico em todos os alunos contemplados afim de que haja
uma aprendizagem, uma vez que “a aprendizagem se realiza quando o aluno, ao confrontar suas
concepgoes, constrdi os conceitos pretendidos pelo professor” (Onuchic et al, 2014, p. 40).

Apesar da escola ndo ter um Laboratdério de Ensino de Matematica (LEM), segundo
Lorenzato (2012, p. 6), o laboratdrio, ndo necessariamente precisa ser um espago fisico no
ambiente escolar, mas algo ou algum lugar que propicie o armazenamento € a conservagao dos
materiais desenvolvidos ou necessarios para auxiliar na compreensao do contetido matematico,
para que, quando aplicado, haja aprendizagem.

Quanto aos materiais, “devem compor o LEM aqueles materiais que desafiam o
raciocinio légico-dedutivo (paradoxos, ilusdes de Otica) nos campos aritmético, geométrico,

algébrico, trigonométrico e estatistico (Lorenzato, 2012, p. 10)”.
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Segue, entdo, uma descri¢do da experiéncia inovadora do projeto ‘“Matematica e
OBMEP: uma pratica inclusiva com Materiais Manipulaveis”. Realizado com o objetivo de
desenvolver conceitos importantes da Matematica, por meio da construcdo de materiais
manipulaveis, com o intuito de auxiliar na Resolugdo de Problemas da OBMEP, o projeto
explorou o potencial dos materiais manipuldveis como ferramentas para a constru¢do do
conhecimento matematico.

O publico-alvo foi definido de acordo com a classificacdo que a equipe da OBMEP
define para o nivel 2, que sdo as turmas de 8° (oitavo) € 9° (nono) anos. No caso da escola,
foram escolhidas as duas turmas de 8° ano do turno matutino (A e B), as duas turmas de 9° ano
do turno matutino (A e B) e as trés turmas do 9° ano do turno vespertino (A, B e C).

O projeto aconteceu todo em sala de aula e foi dividido em alguns momentos:

e [’ Momento: Apresentagdo.

Durante este momento, foi explicado o que iria acontecer nas proximas aulas, um
panorama dos contetidos trabalhados e de como iriam acontecer as atividades relativas ao
projeto. Foi explicado que algumas aulas seriam utilizadas para execucdo das atividades do
projeto, mas que estariam de acordo com a ementa da sua respectiva série. Foram necessarias
duas aulas em cada turma para explicar todo o projeto, um pouco acerca das atividades e do que
os alunos precisariam trazer nas aulas seguintes.

e 2°Momento: Simulado introdutorio.

Neste momento, foi realizado um simulado de questdes da OBMEP, contendo questdes
do nivel 2, de até 5 (cinco) anos anteriores, das quais contiveram os assuntos mais diversos de
geometria plana, geometria espacial e operagdes aritméticas que, mais adiante no projeto, eles
irdo perceber que € possivel resolvé-las usando algum material manipulével. Foi destinada duas
aulas em cada turma.

e 3°Momento: Revisdo.

Neste momento, foi realizada uma revisdo de alguns conteudos necessarios de
geometria, algebra, trigonometria e aritmética para solucionar os problemas e apresentacdo de
algumas questdes da OBMEP e dos materiais construidos para auxiliar na resolucdo. Foi
destinada quatro aulas em cada turma.

o 4°Momento: Resolucdo das atividades.
Cada aula, o professor entregou aos alunos uma atividade contendo trés questdes da

OBMEP para que eles pudessem ler, interpretar, resolver matematicamente e, por fim, resolver
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utilizando um material manipulavel. Foi destinada 14 aulas em cada turma. Algumas das
atividades trabalhadas em sala seguem nos anexos.
e  5°Momento: Reteste.

Neste momento, os alunos fizeram o primeiro reteste de acordo com o primeiro simulado
introdutorio. As questdes foram as mesmas, mas dessa vez eles tiveram, junto com o simulado,
alguns materiais para resolver os problemas propostos. Foi destinada 2 aulas em cada turma.

e 6°Momento: Culmindncia.

A culminancia do projeto ocorreu através da I Feira da Matematica, onde todos os alunos
dos 8° e 9° anos da escola, contemplados pelo nivel 2 da OBMEP, apresentaram para os demais
alunos da escola — do 1° ao 9° ano do Ensino Fundamental — com o intuito de mostrar um pouco
do que foi desenvolvido e as possibilidades da Matematica para além de uma disciplina
conteudista. Foi destinada quatro aulas em cada turma.

Ocorrido no periodo de agosto a dezembro do ano de 2024, destacam-se dentre os
resultados obtidos com o projeto, o primeiro deles pode-se comentar a melhora significativa no
rendimento escolar dos alunos, tanto na disciplina propriamente dita, quanto nas avaliagdes
externas da escola e internas do municipio, como ¢ o exemplo da Avaliacdo Diagnostica de
Rede (ADR), que analisa os rendimentos dos alunos da rede por meio de trés provas
diagnosticas — inicial, intermedidria e final — nos componentes de Portugués e Matematica.

Diante dos dados obtidos no ano de 2024, ¢ possivel fazer um comparativo das ADR’s,
e assim notar que todas as turmas obtiveram um rendimento bastante significativo na ADR da
etapa final em comparagdo as demais ADR’s. Segundo os dados do Sistema de Avaliagdo do
Ensino Fundamental (SAEF) de Fortaleza (2024), ¢ possivel destacar que turma do 9° ano B do
turno matutino, no corrente ano, se sobressaiu e alcangou o percentual de rendimento de 50,73%
em Matematica na ADR da etapa final, superando as médias dos 9° anos da propria escola
(41,36%), do Distrito de Educagdo 05 (50%) e de todas as escolas da propria rede municipal
(47,71%).

O segundo resultado foi o recebimento positivo do projeto para com os alunos, haja vista
que, segundo relatos deles, perceberam a aula mais dinamica e divertida, uma vez que o foco
da transmissdo do conhecimento ndo era mais restrito a lousa, mas todo ambiente da sala de
aula foi palco do protagonismo dos alunos. Muitos vieram dizer que poderiam haver mais aulas
nesse formato e afirmaram que conseguiram aprender os nomes das formas geométricas — nas
atividades que envolveram o Tangram — além de varios outros conteudos.

Ainda ¢ valido destacar que os alunos laudados com alguma deficiéncia, que

participaram do projeto, se sentiram mais acolhidos e & vontade ao longo das aulas, como
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também demonstraram um avang¢o na socializagdo e na coordenagdo motora, uma vez que
muitas das atividades consistiram em cortar papeis para construir os materiais para resolugdo
dos problemas propostos.

Como terceiro resultado, os alunos que participaram das aulas de modo afinco, tiveram
a oportunidade de explorar um pouco mais do universo contido no site do Clubes de Matematica
da OBMEP e as potencialidades que o site oferece. Eles encontraram desafios, jogos online,
materiais para estudo e muito mais (OBMEP, 2010). Deste site, eles retiraram as ideias para
culminancia do projeto.

E, por fim, como um tltimo resultado, a culminancia do projeto acarretou na I Feira da
Matematica da escola: os alunos se dividiram em grupo — e alguns até mesmo individual —
criaram e confeccionaram jogos e desafios matematicos baseados em tudo que foi trabalhado
durante o projeto. Essa feira aconteceu na propria escola, na semana de 02/12 a 05/12, nas
turmas de 8° e 9° anos.

Cada sala apresentou em média 10 trabalhos, os quais foram avaliados pelo professor
do projeto e por outros professores da escola. A apresentacao dos alunos aconteceu nas suas
respectivas salas e contou com a visitagao das demais salas: desde o fundamental 1 (1° ao 5°
ano, dos dois turnos), para incentivar as criangas a ingressarem no maravilhoso mundo da
Matematica, como também as demais turmas do fundamental 2 (do 6° ao 9° ano). A Feira contou
com premiacdo para os trés trabalhos melhores avaliados da escola.

Ainda como resultado, ¢ que a feira acarretou na producao de dezenas de desafios e
jogos matematicos que comporao o Laboratério de Ensino de Matematica da escola que, na
presente data, encontra-se inexistente. Porém, a criacdo do espaco na escola ¢ um desejo do
professor autor deste trabalho e que, apds uma curadoria dos materiais apresentados, incluird
parte desses trabalhos como recurso didatico-pedagdgico ao Laboratério de Ensino de
Matematica afim de contribuir no processo de ensino e aprendizagem em Matematica dos
discentes da escola.

E, por fim, ¢ valido registrar uma das participantes do projeto foi medalhista de bronze
a nivel regional e recebeu certificado de mengao honrosa a nivel nacional. Apesar de uma tnica
aluna ser premiada, conseguir despertar em jovens o interesse pela Matematica num periodo
pos-pandémico, mesmo diante das dificuldades, foi uma conquista bastante significativa.

Isso ainda acarretou na redu¢do na abstencdo dos alunos na 2* fase da OBMEP. Em
comparac¢do ao ano anterior, houve uma queda significativa nas auséncias, indicando maior

motivacao e envolvimento dos estudantes com a competicao. Embora os resultados finais ainda



74

estejam pendentes, esse indicador j& reflete uma mudanga positiva no comportamento dos
alunos.

Diante dos resultados notaveis obtidos, o projeto pdde impactar diretamente o
desempenho académico e o engajamento dos alunos com a Matematica, com uma abordagem
inovadora e inclusiva, o que possibilitou a criagdo de um ambiente de aprendizagem mais
dinamico e significativo, evidenciado pelo aumento do rendimento escolar, tanto nas avaliagdes
internas quanto externas. A realizagdo da I Feira de Matemadtica consolidou a proposta
pedagdgica ao unir criatividade, pratica e socializagdo, gerando impacto positivo ndo apenas
nas turmas participantes da visdo macro, mas em cada aluno que se dedicou e participou com
proatividade e protagonismo durante a execucao do projeto, e também os das demais séries da
escola, incentivando o interesse pela disciplina desde os anos iniciais.

Além dos resultados imediatos, o projeto mostrou potencial na promog¢ao de mudangas
estruturais na maneira como a Matematica ¢ abordada no ambiente escolar. A reducao das
abstencdes na 2* fase da OBMEP, por exemplo, demonstra maior envolvimento dos alunos e
sinaliza um caminho promissor para competi¢oes futuras. De maneira andloga, a exploracao de
recursos digitais, como o Clube de Matematica da OBMEP, aponta para a relevancia de integrar
tecnologias e materiais complementares no ensino, ampliando horizontes e possibilitando novas
formas de aprendizado.

O sucesso deste projeto refor¢a a importancia de dar continuidade e ampliar o alcance
de trabalhos na mesma temadtica, construindo um legado educacional sélido e inspirador. Como
projetos futuros, sera buscado ampliar o projeto de modo a criar o Laboratério de Ensino de
Matematica da escola e que este espago seja de reflexdo acerca dos assuntos da Matematica, de
aprendizagem, inspiragdo e também de criacao.

No proximo tépico, serdo apresentados os cadernos de atividades desenvolvidos para os
alunos e professores, no intuito de ajuda-los na preparagao para OBMEP, bem como as questdes

do exame utilizadas para compor os materiais.

7.2 Caderno de Atividades: Resolucao de Problemas da OBMEP

7.2.1 Conhecendo o Caderno de Atividades: estudantes e professores
O Caderno de Atividades do estudante foi pensado exclusivamente para os alunos
utilizarem em sala de aula, baseado numa ampliagao da Teoria de Resolucao de Problemas

proposta pela Onuchic e Allevato (2012), seguindo os passos de Resolucao de Problemas
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acrescido um passo, envolvendo o uso de Materiais Manipulaveis, conforme esta descrito na
metodologia deste trabalho.

O caderno foi produzido através da plataforma de design grafico online Canva'* e o
leitor pode conferi-lo integralmente nos apéndices deste trabalho. A capa do caderno, embora
de carater minimalista, foi elaborada com o intuito de incorporar elementos geométricos que
organizassem visualmente informagdes essenciais, tais como o titulo principal, a tematica
central, a edicdo da prova da OBMEP utilizada e a identificagdo do autor, conforme as

convengdes normalmente adotadas.

Figura 5: Capa do Caderno do Estudante.

RESOLUGAO DE PROBLEMAS
DA OBMEP

METODOLDGIA D RESOLUGRD DE
PADBLEMAS COM MATERIAIS el
MANIPULAVELS

Caderno ds Essedants

deewnne Pareire 4a Costa

Fonte: Autoria propria.

Os elementos que compdem o caderno de atividades do estudante sdo: a apresentacao
do caderno, que descreve os aspectos gerais da proposta; os materiais manipulaveis sugeridos
em cada problema, contendo uma breve explicagcdo sobre o que se trata, o criador — quando
necessario —, a listagem dos recursos necessarios para confecciona-los e as etapas da
construcdo; os problemas propostos, que sdo as vinte questdes da prova da primeira fase da
OBMEP, nivel 2, edicdo 2024, sendo cada um estruturado dentro da perspectiva teorica-
metodologica adotada; e, por fim, o gabarito final dos problemas, bem como dos novos
problemas propostos.

J& o caderno do professor contém as mesmas paginas que o caderno do aluno traz,
todavia, algumas sugestdes de questionamentos — sendo alguns deles descritos ao longo das
discussdes dos problemas, ainda nesse capitulo —, de solugdes escritas de todos os problemas
apresentados e ainda a sugestdo de solucao do problema por meio do material manipulavel

Geoplano. A capa do caderno do professor segue abaixo.

14 Disponivel em: canva.com.
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Figura 6: Capa do Caderno do Professor.

AN 4N 4N

RESOLUGAO DE PROBLEMAS
DA OBMEP

METODOLOGIA DE RESOLIGAD DE
PROBLEMAS COM MATERIAIS

Fonte: Autoria propria.

Na parte da proposicao dos problemas, segue a sequéncia proposta pela teoria de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacao de Matematica através da Resolug¢ao de Problemas, acrescida a etapa
da demonstracdao da solugao com — ou no — Material Manipulavel. Entdo, estruturalmente, o
problema ¢ apresentado e, em seguida, o material a ser utilizado para auxiliar na resoluc¢do do
problema.

Junto a proposicao do material, vem algumas sugestdes de como considera-lo na
construgdo da solugdo do problema. Em seguida, traz espacos destinados as impressoes
compreendidas a partir das leituras individuais e coletivas, com o proposito de ajudar a guardar
as ideias para reflexdo dos caminhos a serem tragados. Ademais, destina-se o espacgo para a
resolucdo do problema propriamente dito. Seguem-se as dicas e sugestdoes fornecidas pelo
mediador da atividade, o docente da disciplina. Os alunos registram suas solug¢des na lousa, de
acordo com seus respectivos grupos. Em seguida, ocorre a demonstragao da solu¢do utilizando
o Material Manipulavel, diante de toda a turma.

Adiante, Realiza-se a plendria e a busca pelo consenso, de modo que a formalizagdo do
conteudo seja dialogada e escrita pelo mediador. Por fim, a atividade se encerra com a
proposi¢ao de outros problemas da OBMEP relacionados ao problema inicial, que podem ser

resolvidos utilizando o mesmo Material Manipulavel.

7.2.2 Possibilidades docentes com o Geoplano
Dentre todos os Materiais Manipulaveis propostos para constru¢do no Caderno de

Atividades e, posteriormente, utilizacdo para resolu¢do dos problemas, foi escolhido o



77

Geoplano para abrir breves discussdes sobre as oportunidades que os docentes tém de trabalhar
esse recurso dentro da sala de aula, inserida dentro da metologia adotada.

A escolha se deu pela versatilidade do Geoplano no ensino de conteudos geométricos e
pela sua capacidade de tornar visiveis conceitos abstratos por meio da experimentacao e da
constru¢do ativa do conhecimento. Além disso, por ser um recurso de facil confeccdo e
manuseio, possibilita ao professor explorar no¢gdes como area, perimetro, simetria e fragdes,
adaptando-se a diferentes niveis de ensino e estilos de aprendizagem.

Desenvolvido por Caleb Gattegno, educador e matematico nascido na Etidpia, em
meados da década de 1950, o Geoplano ¢ um recurso didatico manipulavel utilizado no ensino
da Geometria, que “[...] tem por objetivo principal levar os alunos a explorar figuras poligonais
através da construcdo e visualizacdao, facilitando o desenvolvimento das habilidades de

exploracdo espacial” (Carvalho, 2016, p. 43).

Figura 7: Geoplano.

Fonte: https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/

O Geoplano ¢ um objeto de superficie plana (sendo madeira ou outro material rigido)
na qual sdo dispostos pinos (que podem ser pregos) equidistantes que formam uma malha
regular - usualmente no formato quadrado, mas podendo também ser triangular ou isométrica.
Sobre essa malha, elasticos sdo esticados entre os pinos para representar figuras geométricas
planas, como tridangulos, quadrilateros, poligonos em geral, entre outros.

O Geoplano foi proposto como Material Manipulavel na resolugdo de seis questdes do
Caderno de Atividades, sendo os problemas de nimero 1, 2, 4, 6, 15, 19. No material construido,
as atividades estdo preparadas para perspectiva do aluno e os momentos didaticos preparados
de acordo a teoria abordada, com espacos destinados para os registros que levardo a solugao do

problema e compreensao do conteudo por tras dela.
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No Caderno de Atividades, apos a proposicdo do problema, ¢ indicado o Material
Manipulavel junto com algumas orientagdes para resolvé-lo. O professor mediador pode seguir
por dois caminhos: ou realizar a leitura dessas orientagdes ou deixar a cargo dos alunos com o
intuito de promover o protagonismo e incentivar a autonomia na busca do entendimento e
reconhecimento do conteudo. As orientacdes ndo sdo autossuficientes por conta propria,
portanto ¢ capaz dos estudantes perceberem outros caminhos mais viaveis para compreender o
problema através do Material Manipulavel. O docente pode considerar essas sugestoes — e fazer
as devidas adaptagdes — ao trabalhar todos problemas listados aqui, tendo em vista que cada um
necessita de uma forma diferente de utilizacdo do Geoplano.

Os registros relacionados aos momentos da leitura individual e coletiva devem ser feitos
destacando apenas as ideias principais notadas durante essa etapa. O mediador pode organizar
a sala em grupos e ja solicitar que cada estudante fagca sua leitura individual e depois um
representante de cada grupo ler em voz alta para sala toda. Dessa forma, todos participam de
forma equitativa da atividade.

A condugao da plenaria deve priorizar a socializacao das diferentes estratégias adotadas
pelos grupos a partir da visao de cada um sobre a resolucao do problema usando o Material
Manipulével. Espera-se surgir debates sobre as comparagdes entre os procedimentos utilizados
e a argumentagdo matematica utilizada. E importante que o professor valorize as justificativas
apresentadas, esclarega possiveis duvidas e, quando necessario, sistematize os conceitos
explorados, favorecendo a construgdo coletiva do conhecimento. Assim, pode ser aberto uma
espécie de votacao para que escolham qual solu¢do mais adequada para o problema, com a
interferéncia final do professor que julgaré a validade da solugao.

A seguir, serdo abordados os problemas da edicao de 2024 da OBMEDP, fase 1, nivel 2,
com base na proposta metodoldgica apresentada no Caderno de Atividades. E valido frisar que
esses problemas ndo foram aplicados nas oficinas por conta da quantidade de aulas destinadas
para execuc¢do do projeto que foram poucas por conta do cumprimento do curriculo escolar,
mas a ideia serviu para criar os cadernos de atividades.

As sugestoes dos cadernos sdao direcionadas a partir da perspectiva docente,
considerando ndo apenas a interpretagdo das questdes, mas também as possibilidades
pedagogicas que emergem de sua aplicagdo em sala de aula. Busca-se, com isso, refletir sobre
as estratégias de mediacdo que o professor pode adotar, os caminhos de resolugdo possiveis e o
potencial formativo dessas atividades no desenvolvimento do pensamento matematico dos

estudantes.
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1) Questao 1: Quantos quadrados tém seus lados sobre as linhas do quadriculado, mas ndo

contém o quadradinho cinza?

A) 26
B) 24
Q) 15
D) 19
E) 18

Nessa fase, o professor ndo interfere o trabalho dos grupos dos alunos. Todavia ao observa-
los, pode fazer questionamentos como: qual é a dimensdo do quadriculado? O que é
dimensdo? O que esta incluso no termo “quadrados com lados sobre as linhas do
quadriculado”? “Ndo contém o quadradinho cinza" significa o qué? Isso acarreta na
contemplagdo de ideias, por parte dos estudantes, ao observar o quadriculado e identificar
quantos quadrados diferentes ¢ possivel formar; ao levantar hipoteses antes de comegarem a
contar; montar todos os quadrados possiveis sem sobrepor o quadrado cinza; justificar por que
eliminaram certos quadrados e refletir sobre como calcular quantos quadrados de cada
tamanho cabem no quadriculado.

Antes de registrar as solucdes na lousa, o mediador, dentre varias possibilidades pode

projetar a imagem do quadriculado na lousa para que cada grupo mostre a construgdo através
do tracejo do pincel; desenhar a figura na lousa; solicitar que o representante do grupo desenhe;
ou pedir que cada grupo acompanhe ideia no seu Geoplano, sendo que essa ultima pode ser
também um pedido do representante do grupo.

Ao fazer a demonstracao da resolugdo do problema no material, ¢ esperado que cada
grupo mostre os quadrados possiveis de formagao e os que devem ser descartados, conforme a
posicdo do quadradinho cinza, justificando suas escolhas com base em observagdes visuais,
argumentos geométricos e registros feitos no Geoplano. O intuito dessa sugestio ¢ para que os
estudantes desenvolvam a capacidade de argumentar matematicamente por meio da explicagdo
dos seus raciocinios de forma clara e coerente. Além disso, o compartilhamento das estratégias
adotadas permite a constru¢do coletiva do conhecimento e favorece a comparacdo entre
diferentes caminhos de resolugdo e a valorizag¢ao da diversidade de pensamentos dentro da sala

de aula.
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Quanto a formalizacdo do conteudo, o professor pode dar um destaque as propriedades
relativas a regularidade e simetria, ja propostos no Caderno de Atividades dos alunos, extrapolar
além do que estd escrito, construindo os conceitos e defini¢des a partir da visao formal da
Matematica, mas também das suas experiéncias e da concepcao da questdo. Isso, contribuira
para resolucdo dos novos problemas e, com as habilidades desenvolvidas ao longo da atividade,
fixagcdo de conceitos.

2) Questao 2: Os numeros de 1 a 50 foram escritos numa linha zigue-zague, de acordo

com o padrao indicado na figura.

2 3 8 9 14
s

’ . "
|

4 7 ¢10 13

o« o
5 6 11 12

Qual das alternativas mostra uma parte desse zigue-zague?

17 18 2. W28 29 30

T o 2]
16 19 23¢ 24 28 *31
26, 429 41 42

D) E)
27 28 40 43

Neste problema, o professor pode levantar alguns questionamentos como: E possivel
reproduzir a situa¢do completa no Geoplano? Se sim, como? Se ndo, por qué? Ha algum
padrao identificavel? As ligas conseguem fazer o trajeto completo? Posso separar o problema
em partes? Sao questionamentos que podem direcionar os alunos a entender as limitagdes do
Material Manipulavel e ajudar a tragar estratégias para contornar esses percalgos.

Diferente do problema anterior, os estudantes ndo precisardo se preocupar com
propriedades da geometria plana, mas identificar o comportamento da liga em relagdo aos pinos
numerados. Assim, o mediador pode sugerir utilizar elasticos de cores distintas para simular o
problema em outras partes do Geoplano, uma vez que o problema nao exige a utilizagdo de todo
espaco do material.

Para o registro na lousa, a proje¢ao do problema ou o seu desenho — seja realizado pelo

professor ou estudante — pode ser uma viabilidade de acordo com o tempo destinado para aula
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ou com as condicdes da escola. Todavia, como forma alternativa, o aluno pode utilizar pedagos
de barbante ou corddo com fitas adesivas e reconstituir o problema na lousa de maneira mais
visual, colaborando para compreensao dos demais colegas. Embora essa possibilidade tenha
potencial consideravel para compreensao do problema e dos caminhos que levam a sua solucgao,
¢ preciso que o mediador espere essa perspectiva partir dos estudantes.

Contudo, os alunos podem optar por apresentar no proprio Geoplano, que € o proximo
passo da atividade. Assim, espera-se que eles reconstituam o problema no material, separando
as situagdes em partes, identifiquem os padrdes, justifiquem os motivos das decisdes tomadas
de acordo com seus conhecimentos prévios, observem a numeragdo dos pinos, a direcdo e o
formato dos elasticos postos no tabuleiro do Material Manipulavel.

A formalizacao do contetido propde discutir a respeito de multiplos de nimeros naturais,
por conta dos padrdes de multiplicidade que aparecem no problema. A ideia aqui € que os
estudantes compreendam o que € um multiplo de um nimero natural, como se determina e suas
representacdes. Assim, na proposicdo dos novos problemas possam identificar essas
caracteristicas e aplicar nas estratégias produzidas para soluciona-los.

3) Questao 4: A figura apresenta uma malha triangular formada por tridngulos
equildteros pequenos, cada um com area igual a 1 cm?. Qual ¢ a area, em centimetros

quadrados, da regido cinza?

A) 11

B) 7

C) 10

D) 8

E) 9

Note que a proposta da utilizagdo do Geoplano neste problema ¢ diferente dos demais,
tendo em vista que os elasticos, quando ligados, formam triangulos equilateros, paralelogramos
regulares, trapézios, dentre outras formas. O professor pode questionar o seguinte para seus
alunos: podemos usar o Geoplano do problema anterior para resolver este? Por qué? Quais

sdo as caracteristicas desse problema? A figura apresentada pode ser modificada? Quais
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propriedades geométricas podem ser utilizadas para compreender o problema? E possivel
desfazer partes do tridngulo e refazer em outro lugar com a ideia de complementar? Sao
sugestoes de questionamentos que podem ser feitos na realizacao da atividade de acordo com a
observacgao do professor com a turma, quando averiguar o grau de dificuldade da questao para
os alunos.

Ap0s essas reflexdes e a solucdo do problema pronto, professor pode projetar a figura
na lousa, os alunos podem desenhar ou usar o Geoplano, como sugerido nos problemas
anteriores. Ao demonstrar com o Material Manipulavel, espera-se que o discente possa concluir
que, ao pegar um vértice do tridngulo, passar um segmento de reta do vértice ao lado oposto a
ele formando dois triangulos, esses triangulos formados, quando juntos, terdo a mesma area do
triangulo inicial. Esse tipo de observacgao evita de o aluno fazer calculos desnecessarios a partir
das formulas de area.

Na formalizagdo do conteudo, a proposta do Caderno de Atividades ¢ justamente
apresentar as nog¢oes de area de triangulos para além da simples memorizacao de formulas. Nem
sempre € necessario que o estudante conhega, de imediato, a equacao especifica para calcular a
area de um triangulo para conseguir resolvé-la. A situagcdo-problema apresentada na questao da
OBMEP exemplifica como a compreensdo da area pode ser desenvolvida por meio de outras
propriedades matematicas.

Logo, essa mesma ideia pode ser estendida para os novos problemas propostos e, assim,
permitir que os estudantes explorem diferentes estratégias de resolucao, como decomposicao
de figuras, uso de simetrias, contagem de unidades e comparagdo com areas conhecidas a partir
dos conhecimentos adquiridos com a estratégia de resolucdo de problemas adotada neste.

4) Questio 6: Uma formiga e uma aranha partem juntas do ponto indicado no
quadriculado de 5 metros por 5 metros, no sentido horario, e caminham sempre 1 metro
por minuto. A formiga anda na borda do quadriculado e a aranha na borda da regiao

cinza, até retornarem ao ponto de partida. Durante quanto tempo elas andardo juntas,

lado a lado?

Y

3
o
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A) 11 minutos

B) 6 minutos

C) 12 minutos

D) 7 minutos

E) 10 minutos

Este problema permite refletir sobre alguns aspectos curiosos: 4 formiga e a aranha
poderiam andar por outros segmentos ndo especificados na questao? Em quais momentos elas
andam juntas e em quais momentos ndo? Elas estdo juntas sempre no segmento de mesma
dire¢do — horizontal ou vertical? Se elas fizerem o trajeto indicado na questdo, conseguirdo
chegar juntas no ponto de partida? Por qué? Sao perguntas interessantes a serem feitas pelo
professor mediador da atividade.

Durante a socializagdo das solugdes na lousa, o professor deve estar atento aos
resultados finais apresentados pelos alunos e aos caminhos percorridos por eles ao resolver o
problema. Questdes como “em quais momentos a formiga e a aranha caminham juntas?” ou
“elas seguem por segmentos com a mesma dire¢ao?” abrem espago para o desenvolvimento de
argumentacdes fundamentadas e justificadas com o auxilio do Geoplano no momento da
demonstragdo no Material Manipulavel.

O professor pode esperar que uma das primeiras atitudes dos grupos sejam reproduzir
os trajetos feitos pela formiga e aranha, com elésticos na base do Geoplano. Entretanto, eles
podem usar representacdes variadas, como desenhos esquematicos, setas e codificagdes de
percursos, em papel, para buscar visualizar e compreender melhor o problema. Assim, ¢ valido
ressaltar que esses registros sdo importantes indicadores da compreensdo espacial e da
capacidade dos estudantes em acompanhar trajetorias simultaneas.

Na formalizagdo do conteudo, o professor pode retomar os questionamentos
previamente langados para sistematizar nogdes relacionadas a orientacao espacial, direcao e
sentido de segmentos, bem como a ideia de simultaneidade e decomposi¢cdo de movimentos.
Ao explorar as diferencas e semelhancas nos trajetos das personagens (formiga e aranha), o
docente pode introduzir, de maneira significativa, conceitos como coordenadas cartesianas em
nivel introdutdrio, identificacdo de segmentos horizontais e verticais, € at¢ mesmo nogoes
basicas de simetria e equivaléncia de caminhos, todas apresentadas e propostas no Caderno de
Atividades que, consequentemente, contribuirdo para solu¢do dos novos problemas.

5) Questao 15: A formiguinha da OBMEP mora em um formigueiro com tineis

horizontais e verticais, conforme mostrado na figura. Quantos sdo os caminhos possiveis
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para a formiguinha ir do ponto A ao ponto B, sempre percorrendo os tuneis verticais de

cima para baixo e sem passar mais de uma vez pelo mesmo lugar nos tuneis horizontais?

e
- -

A

A) 18

B) 36

O) 12

D) 24

E) 10

Semelhante ao problema anterior, a presente questao busca investigar o trajeto realizado
pela formiguinha, do ponto A ao ponto B, diferindo apenas que nesse ela pode trilhar por varios
caminhos diferentes, o que gera algumas duvidas: Quais caminhos a formiguinha pode seguir?
Ha algum caminho que ndo leva do ponto A ao ponto B? Faz sentido ela voltar por um mesmo
caminho que seguiu? E possivel perceber algum padrdo no formato do caminho que ajude a
encontrar a solucdo?

A andlise de possibilidades dos caminhos tomados pela formiguinha ¢ uma excelente
oportunidade para desenvolver o raciocinio combinatério dos alunos, mesmo sem recorrer a
formulas ou técnicas algébricas. Durante a resolucao na lousa, o professor pode estimular que
os estudantes registrem os diversos trajetos encontrados conforme as decisOes feitas a cada
bifurcagdo. Diante desses registros, o aluno agora apresenta sua solu¢ao no Geoplano e espera-
se que ele ndo foque apenas na quantidade de caminhos identificados, mas também na clareza
da representacgdo e na justificativa das escolhas, promovendo a argumentacao matematica que
venha auxiliar a compreensao dos demais colegas.

A formaliza¢do do contetido, conforme propde o Caderno de Atividades, aborda o
conceito de perimetro de figuras planas como ponto de partida para a compreensao da contagem
de caminhos. Essa abordagem pode colaborar com a organizacdo das possibilidades de
deslocamento e para que os alunos desenvolvam estratégias sistematicas de resolugdo. A
medida que essas estratégias se consolidam, € possivel avancar para representagdes mais
abstratas e generalizagdes, cujas habilidades podem ser desenvolvidas e aprimoradas na

resolugdo de novos problemas semelhantes ao inicial.
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6) Questio 19: A figura ¢ formada por quatro quadrados, o primeiro com diagonal AB e
os demais construidos sobre a diagonal do anterior. O segmento AB mede 1 cm. Qual é

a area, em cm?, do tridngulo sombreado?

z 2
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O presente problema apresenta quatro quadrados formados a partir das diagonais dos
demais e, a partir disso, cria o tridngulo cinza. Ao interpretar o problema e visualizar a imagem,
o mediador pode levantar os seguintes questionamentos: como os quadrados foram construidos
a partir do segmento AB? Todos os quadrados tém lados iguais? O que muda de um quadrado
para o outro? Qual é a posi¢do dos quadrados em relagdo ao anterior? Eles giram? Se sim, de
quantos graus? Podemos decompor o triangulo sombreado em outras figuras conhecidas? Ha
simetrias ou propriedades que podemos usar para facilitar o cdlculo da area?

No registro da solug¢do na lousa, o professor pode sugerir aos alunos que representem
com precisdo os pontos € segmentos envolvidos e, com o Geoplano, identifiquem os quadrados
construidos sobre as diagonais, destaquem as medidas conhecidas e utilizem elasticos ou
marcacdes para evidenciar o tridngulo sombreado. Além disso, pode orienta-los a descrever,
oralmente, o raciocinio adotado na constru¢do da figura e no calculo da area com o intuito de
compartilhar com os colegas a estratégia adotada e ajudar no entendimento do problema.

Espera-se que, na etapa da formaliza¢ao do conteudo, os alunos consigam sistematizar
as propriedades geométricas observadas durante a exploracdo do Material Manipulével, com o

Geoplano. Para isso, ¢ necessario o professor destaque as relagdes entre lados, angulos,
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diagonais e areas de figuras planas. A visualizacdo concreta e interativa proporcionada por esse
recurso pode acarretar na constru¢ao de conceitos de forma significativa, uma vez que permite
aos estudantes identificarem regularidades, testar hipoteses e validar suas descobertas por meio
da experimentacao.

A partir dessa base conceitual, os alunos devem ser capazes de aplicar os conhecimentos
adquiridos na resolu¢do de novos problemas que seguem a metodologia da OBMEDP,
transferindo estratégias e raciocinios desenvolvidos em situagdes anteriores para contextos
distintos, o que contribui para a consolidagdo da aprendizagem e o desenvolvimento do

pensamento geométrico.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

A partir da trajetoria investigativa percorrida, constatou-se que o objetivo geral da
pesquisa foi alcancado, tendo em vista que a investigagdo, a luz da literatura e da teoria de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugao de Problemas de como
os materiais manipulaveis podem ser integrados a metodologia de Resolugdo de Problemas foi
realizada por meio da revisdo de literatura e das atividades aplicadas em sala de aula, na
execu¢do do projeto Boas Praticas, at¢ culminar na criacdo dos cadernos de atividades
auxiliadores — tanto para os alunos do 8% 9°anos, quanto aos professores — na preparagao para
OBMEP — Nivel 2.

A pesquisa esclarece que a literatura recente encontrada nos Periédicos da CAPES
aponta poucos estudos voltados para o uso dos Materiais Manipulaveis embasados em alguma
teoria de Resolu¢do de Problemas matematicos e esse aspecto evidencia que muitos autores
optam por conduzir o processo investigativo de forma ndo sistematizada, possibilitando o
surgimento de lacunas conceituais na formagao do discente. Apesar desse fato nao ser via de
regra, mas acredita-se que essas duas vertentes precisam ser mais aplicadas em sala de aula e
disseminada no meio académico.

Assim, a proposta pautada na metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de
Matematica através da Resolugdo de Problemas permitiu construir um roteiro teérico e pratico
para Resolucdo dos Problemas escolhidos da OBMEP que consideram todo percurso
exploratorio da questdo: a proposicao, a leitura, compreensao, estratégia, resolucao, debate,
apresentacao, recurso auxiliador, formalizacdo e desenvolvimento das habilidades necessarias
para resolver outros problemas, na visao da teoria adotada. Esse material foi potencializado por
meio do uso de materiais manipulaveis — especificamente o Geoplano — na abordagem dos
problemas selecionados em sua estrutura.

Diante do fato de que a OBMEP ndo ¢ um exame simples, os Materiais Manipulaveis
como recurso auxiliador na Resolu¢do dos Problemas, se demonstrou bastante eficaz quando,
a execucao do projeto realizado no ambito de uma escola municipal de Fortaleza — CE gerou
resultados significativos para formacao dos alunos participantes. Assim, espera-se que o
Caderno de Atividades desenvolvido a partir das observagdes do resultado do projeto e baseado
na ampliagdo da teoria metodoldgica mostrada na presente pesquisa venha proporcionar uma
aprendizagem mais significativa, auxilie o trabalho docente e colabore com a expansdao do

conhecimento matematico dos discentes.



88

Ademais, a metodologia empregada colaborou para compreender, a partir da revisao de
literatura, como os pesquisadores atuais abordam as teorias de Resolug¢do de Problemas. Diante
do resultado de que nenhum dos trabalhos encontrados utilizou a teoria de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas em sua base
metodologica, principalmente em conjunto com o uso de materiais manipulaveis, compreende-
se que mais trabalhos académicos possam dialogar e aplicar essa teoria no ambito da Educagao
Matematica a fim de confirmar sua significancia nos diferentes contextos de aprendizagem.

Ainda, diante dos resultados do projeto aplicado e das atividades desenvolvidas, notou-
se um grande engajamento dos estudantes participantes — 8° € 9° anos — o0 que permitiu avangar
nas pesquisas referentes a melhoria do processo de ensino e aprendizagem deles e também
alcancar o objetivo da criagdao do material de apoio baseado na teoria de Ensino-Aprendizagem-
Avaliagao de Matematica através da Resolu¢ao de Problemas, por meio do uso de materiais
manipulaveis na resolu¢do de problemas da OBMEP voltado para esse publico.

Quanto aos cadernos de atividades voltados para alunos e professores podem ser
replicados e adaptados conforme a necessidade e realidade de cada professor, principalmente
tendo em vista o desenvolvimento de habilidades especificas na formagao do discente e quanto
aos conhecimentos que precisam adquirir. Entende-se que cada realidade tem suas proprias
peculiaridades, entdo fazer com que os alunos aprendam por meio de passos pré-estabelecidos
e com recursos auxiliadores — por exemplo, o uso dos materiais manipulaveis — pode facilitar o
processo e atingir os objetivos almejados.

Com isso, pretende-se futuramente ampliar a pesquisa para outros exames de selecao
importantes que envolvem o componente de Matematica, como ¢ o caso do Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM) por exemplo, com o intuito de verificar se a teoria também se
demonstrara eficaz para a constru¢do do conhecimento matematico ¢ o desenvolvimento de

habilidades.



89

REFERENCIAS

ALMEIDA, José Carlos, ULIANA, Marcia Rosa. Inventario de teses e dissertacdes sobre o
processo de ensino e aprendizagem de matematica para estudantes com TEA (2000-2020).
REAMEC - Rede Amazonica de Educacao em Ciéncias e Matematica, Cuiaba, Brasil, v.
11,n. 1, p. 1 — 23, jan./dez. 2023. Disponivel em:
https://periodicoscientificos.ufmt.br/ojs/index.php/reamec/article/view/15123. Acesso em: 12
abr. 2025.

ARGYROPOULOS, Vassilios S. Tactual shape perception in relation to the understanding of
geometrical concepts by blind students. British Journal of Visual Impairment, London, v.
20, n. 1, p. 7-16, 2002. Disponivel

em: https://journals.sagepub.com/doi/abs/10.1177/026461960202000103. Acesso em: 28 jul.
2025.

BARBOSA, Jonei Cerqueira. A resolucio de problemas e a constru¢ao de competéncias. In:
FIORENTINI, Dario (Org.). O professor e a construcao do saber. 6. ed. Sao Paulo: Cortez,
2001. p. 25-39.

BARBOSA, Aline Mauricio; SILVA DA COSTA, Marcos Vinicius. Analise de erros em
Resolu¢ao de Problemas envolvendo solidos geométricos numa turma de segundo ano do
Ensino Médio da Rede Publica. Revista Paranaense de Educacio Matematica, /S. [./, v.
12, n. 27, p. 251-275, jan./abr. 2023. Disponivel em:
https://periodicos.unespar.edu.br/rpem/article/view/7307. Acesso em: 12 abr. 2025.

BARDIN, L. Analise de contetido. Sao Paulo: Edi¢des 70, 2011, 229 p.

BASSI, Marcos Edgar. O papel da resolucio de problemas no desenvolvimento do
pensamento critico na educacio matematica. Floriandpolis: Universidade Federal de Santa
Catarina, 2024.

BISPO, Bruno Leal; ASSIS, Elias Santiago de. A utilizagdo de materiais manipuléveis na
construcdo de demonstragdes da geometria espacial de posicio. INTERMATHS, Vitoria da
Conquista — BA, v. 2, n. 2, p. 268 — 288, jul./dez. 2021. Disponivel em:
https://periodicos2.uesb.br/intermaths/article/view/9827/6480. Acesso em: 09 jul. 2025.

BICUDO, Maria Aparecida Viggiani; BORBA, Marcelo de Carvalho. Educagao
matematica: pesquisa e pratica. Sdo Paulo: Cortez, 2006. 192 p.

BORASI, Raffaclla. Reflexdes sobre o ensino da matematica: explorando
alternativas. Tradu¢@o de Maria Cristina Bonomi. Sdo Paulo: Atica, 1994. 160 p.

BORGES, Karen Selbach; FAGUNDES, Léa da Cruz. A teoria de Jean Piaget como principio
para o desenvolvimento das inovagdes. Educacao, Porto Alegre, v. 39, n. 2, p. 242-248,
set./dez. 2016. Disponivel em: http://dx.doi.org/10.15448/1981-2582.2016.2.21804. Acesso
em: 30 jul. 2025.

BRUNER, Jerome. O processo da educacao. 7. ed. Sao Paulo: Nacional, 2001.



90

CAMARA, Rivelino de Sousa. Resolug¢iio de Problemas: uma proposta metodologica. 2016.
94 f. Dissertagdo (Mestrado). Programa de P6s-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional.
Universidade Federal do Ceara, Fortaleza, CE.

CARNEIRO, Rogerio dos Santos; PINTO, Neuza Bertoni. Aritmética para ensinar em
manuais pedagodgicos na formacao de professores primarios no Brasil (1930-1960). Revista
Internacional de Pesquisa em Educacio Matematica, Brasilia, v. 14,n. 1,p. 1 — 17,
jan./abr. 2024. Disponivel em:
https://www.sbembrasil.org.br/periodicos/index.php/ripem/article/view/3608. Acesso em: 12
abr. 2025.

CARVALHO, Wesley da Silva. Calculo das Formulas de Euler e Pick no Geoplano e no
GeoGebra, 2016. 52 f. Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional. Universidade Federal de Goias, Goiania, GO.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Educacio matematica: da teoria a pratica. Campinas: Papirus,
1996. 123 p.

DANTE, Luiz Roberto. Didatica da resolucao de problemas de matematica. Sao Paulo:
Editora Atica, 1989. 176 p.

DIENES, Zoltan Paul. A construcio do conceito de nimero: um ensaio sobre a
aprendizagem da matematica. Sao Paulo: Pioneira, 1973. 112 p.

DUARTE, Augusto Mendes; YAMAMOTO, Fabio Seidi Osiro. Trincas pitagoricas e
numeros figurados: um enfoque histérico para o ensino do Teorema de Pitdgoras. Revista
Paranaense de Educacido Matematica. Campo Mourdo — PR, v.11, n.24, p. 505 — 526,
jan./abr. 2022. Disponivel em:
https://periodicos.unespar.edu.br/index.php/rpem/article/view/6732/4791. Acesso em: 13 abr.
2025.

ENGELBRECHT, Johann; BORBA, Marcelo C.; KAISER, Gabriele. Will we ever teach
mathematics again in the way we used to before the pandemic? ZDM — Mathematics
Education, v. 55, p. 1-16, 2023. DOI: 10.1007/s11858-022-01460-5.

FIORENTINI, Dario ef al. O Estagio Curricular Supervisionado em Matematica nos
contextos de ensino presencial, remoto e hibrido - Dossié Tematico. Revista Baiana de
Educaciao Matematica, /S. [/, v. 2, n. 01, p. 01 — 09, jan./dez. 2021. Disponivel em:
https://www.revistas.uneb.br/index.php/baeducmatematica/article/view/13318. Acesso em: 12
abr. 2025.

FIORENTINI, Dario; MIORIM, Maria Angela. A formagao do professor de matematica:
repensando a pratica em ciclos de formacdo. Educa¢cio Matematica em Revista, Sdo Paulo,
n. 1, p. 80-91, 1990.

FORTALEZA. Sistema de Avalia¢cdo do Ensino Fundamental de Fortaleza. Disponivel
em: < https://saef.sme.fortaleza.ce.gov.br/saef/relatorios/relatorios.jsf>. Acesso em: 27 out.
2024.



91

FRANK, Tibor. George Polya and the Heuristic Tradition. Revista Brasileira de Historia
da Matematica, Sao Paulo, v. 4, n. 7, p. 19 — 36, abr./set. 2004. Disponivel em:
https://rbhm.org.br/index.php/RBHM/article/view/240. Acesso em: 3 jul. 2025.

GIL, Antonio Carlos. Métodos e técnicas de pesquisa social. 4. ed. S3o Paulo: Editora Atlas
S.A., 2002. 216 p.

IMPA. Clubes de Matematica da OBMEP, 2005. Disponivel em:
https://clubes.obmep.org.br/blog/sobre/. Acesso em: 20 nov. 2024.

IMPA. Regulamento da 20* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas —
OBMEP 2025. Rio de Janeiro, 2025. Disponivel em: https://www.obmep.org.br/. Acesso em:
9 jul. 2025.

IZAR, Soraya Barcellos. Transformacdes geométricas: linguagens hibridas e interagdes para
promover aprendizagens de estudantes no ensino remoto. 2023. 52 f. Tese (Doutorado).
Programa de P6s-Graduacao em Educagdo, Contextos Contemporaneos ¢ Demandas
Populares. Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, RJ.

KANT, Immanuel. Critica da Razao Pura. Traducdo: J. Rodrigues de Merege. Acropolis,
2000. 520 p.

LAUNAY, Mickael. A fascinante historia da matematica: da pré-historia aos dias de hoje.
Trad. Clovis Marques. — la ed. — Rio de Janeiro: Bertrand Brasil, 2019.

LORENZATO, Sérgio. (org.) O Laboratorio de Ensino de Matematica na Formacao de
Professores. 3 ed. Campinas — SP: Autores Associados, 2012. 178 p.

LUCENA, Vilalba Andréa Vieira de. Matematica e Leitura: uma analise a partir de um
livro paradidatico para ensino de Matematica. 2022. 66 f. Dissertacdo (Mestrado).
Programa de P6s-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Educacao Matematica. Universidade
Estadual Da Paraiba, Campina Grande, PB.

MACHADO, Silvia Dias. Professor reflexivo: praticas em constru¢iao no ensino da
matematica. Campinas: Autores Associados, 2008. 136 p.

MARTINS, Kaique Nascimento et. al. Articulagdes entre Tendéncias em Educacao
Matematica e Resolucao de Problemas. Educa¢ao Matematica em Revista, /S. 1./, v. 29, n.
85, p. 1 — 15, out./dez. 2024. Disponivel em:
https://www.sbembrasil.org.br/periodicos/index.php/emr/article/view/3918. Acesso em: 12
abr. 2025.

MORAES, Roque; GALIAZZI, Maria do Carmo. Anélise textual discursiva: processo
reconstrutivo de multiplas faces. Ciéncia & Educag¢ao (Bauru), v. 12, n. 1, p. 117-128,
2006. Disponivel em: https://www.scielo.br/j/ciedu/a/wvLhSxkz3JRgv3mcXHBWSXB/.
Acesso em: 23 mai. 2025.



92

MOURA, Manoel Oriosvaldo de. O uso de materiais concretos no ensino da matematica. In:
MACHADQO, Silvia Dias (Org.). Didatica da Matematica: reflexdes psicopedagogicas. Sao
Paulo: Atual, 1992. p. 37-56.

NUNES, Cé¢lia Barros. O Processo Ensino-Aprendizagem-Avaliacio de Geometria
através da Resolucao de Problemas: perspectivas didatico-matematicas na formacao
inicial de professores de matematica. 2010. 430 f. Tese (Doutorado). Programa de Pos-
Graduacao em Educacdo Matematica, Universidade Estadual Paulista, Rio Claro, SP.

OLIVEIRA, Deumara Galdino de. Resolugao de problemas sobre Planificacdo do cubo: uma
abordagem através de materiais manipuldveis. Revista Baiana de Educag¢do Matematica,
[S. L], v.4,n.01,p. 01 — 18, jan./dez. 2023. Disponivel em:

https://www .revistas.uneb.br/index.php/baeducmatematica/article/view/17720. Acesso em: 12
abr. 2025.

ONUCHIC, Maria de Lourdes de La Rosa et a/ (org.). Resolucdo de Problemas: teoria e
pratica. Jundiai - SP: Paco Editorial, 2014.

ONUCHIC, Maria de Lourdes de la Rosa; ALLEVATO, Norma Suely Gomes. A
metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo através da resolucio de problemas:
teoria e pratica na formacao de professores. 2. ed. Campinas, SP: Mercado de Letras, 2012.
208 p.

ONUCHIC, L. R. Ensino-aprendizagem de matematica através da Resolucao de Problemas.
In: BICUDO, M. A. V. (org.). Pesquisa em Educa¢ido Matematica: Concepgdes &
Perspectivas. Rio Claro: Unesp, 1999. p. 199-218.

ONUCHIC, Maria de Lourdes de la Rosa; ALLEVATO, Norma Suely Gomes. Resolucio de
Problemas: uma abordagem de ensino-aprendizagem. Sao Paulo: Editora da UNESP, 2011.
176 p.

ONUCHIC, Maria de Lourdes da Rosa; ALLEVATO, Norma Suely Gomes. Resoluc¢io de
problemas: uma proposta de integracao entre teoria e pratica no processo de ensino-
aprendizagem de matematica. Campinas: Editora da Unicamp, 2012. 208 p.

PERRENOUD, Philippe. Avalia¢do: da exceléncia a regulacdo das aprendizagens. Traducao
de Patricia Chittoni Ramos. Porto Alegre: Artmed, 2000. 183 p.

PESSOA, Cristiane; BORBA, Rute. A compreensao do raciocinio combinatorio por alunos do
2° ano do ensino fundamental ao 3° ano do ensino médio. In: Semindrio Internacional de
Pesquisa em Educagdo Matematica, 4., Amnais. Brasilia, 2009. Disponivel em:
https://www.sbembrasil.org.br/files/sipemIV.pdf. Acesso em: 13 abr. 2025

POLYA, George. A arte de resolver problemas. Rio de Janeiro: Interciéncia, 1978. 172 p.
POLYA, G. How to solve it. Princeton: Doubleday, 1945.

POLYA, George. How to Solve it: a new aspect of mathematical method. New York:
Doubleday Anchor Books, 1957. 272 p.



93

POLYA, George. Mathematical Discovery: On Understanding, Learning and Teaching
Problem Solving. New Y ork: John Wiley & Sons, 1981. 220 p.

PONTE, Joao Pedro da. Investigacao em educa¢ao matematica: compreender para
ensinar. Belo Horizonte: Auténtica, 2005. 150 p.

PONTE, Joao Pedro da; BROCARDO, Joana; OLIVEIRA, Hélia. Investigar para ensinar
matematica. Belo Horizonte: Auténtica, 2012. 168 p.

PRODANOV, Cleber Cristiano; FREITAS, Ernani Cesar de. Metodologia do trabalho
cientifico: métodos e técnicas da pesquisa e do trabalho académico. 2. ed. Novo Hamburgo:
Feevale, 2013. 276 p.

RABELO, M. Avalia¢ao Educacional: Fundamentos, Metodologia e Aplicagdes no Contexto
Brasileiro. Rio de Janeiro. SBM, 2013. 248 p.

REYS, Robert. Considerations for teaching wusing manipulative materials. In:
. Teaching made aids for elementary school mathematics. Reston: NCTM, 1982.

ROCHA, Daniel Cleberson da Conceigao et al. O ensino de probabilidade mediado por
materiais didatico manipulaveis: experiéncias formativas. Revista foco, /s. L./, v. 17, n. 4, p.
01 — 18, [jan./dez.]. 2024. Disponivel em:
https://ojs.focopublicacoes.com.br/foco/article/view/4895. Acesso em: 12 abr. 2025.

SANTOS, Juliana Ormastroni de Carvalho. Leitura e producio de textos escritos na
formacao do professorando do curso de Pedagogia. 2006. 125 f. Dissertagdo (Mestrado).
Pontificia Universidade Cat6lica de Campinas, Campinas, SP.

SANTOS et al. Estado da arte: aspectos historicos e fundamentos tedrico-metodologicos.
Revista Poiesis, v. 1, n. 1, p. 201-220, [jul./dez.]. 2020. Disponivel em:
https://editora.sepq.org.br/rpg/article/view/215. Acesso em: 25 mai. 2025.

SCHOENFELD, Alan H. Mathematical Problem Solving. Orlando, Florida: Academic Press,
1985. 425 p.

SERRAZINA, Lurdes. Aprendizagem da Matematica: a importancia da utiliza¢do dos
materiais. Noesis, Lisboa. 1991.

SEVERINO, Antonio Joaquim. Metodologia do trabalho cientifico. 24. ed. Sao Paulo:
Cortez, 2013.

SIENA et al. Metodologia da Pesquisa Cientifica e Elementos para Elaboracio e
Apresentacido de Trabalhos Académicos. Belo Horizonte: Editora Poisson, 2024.

SILVA, Paulo Henrique das Chagas. A Resolucio de Problemas na introducio de
conteudos e conceitos matematicos: um olhar a partir das questdes da Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas. 2023. 293 f. Tese (Doutorado). Programa
de Po6s-Graduagdo Multiunidades em Ensino de Ciéncias e Matematica. Universidade
Estadual de Campinas, Campinas, SP.



94

SILVA, Nerivaldo Virginio da. Um estudo acerca do desempenho do Estado do Piaui na
OBMEP no periodo de 2005 a 2016. 2017. 52 f. Dissertagao (Mestrado). Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica em Rede Nacional. Universidade Federal do Piaui, Teresina, PI.

SILVA, Luciane Ribeiro da.; BOAS, Jamille Vilas. Contribui¢des do uso de materiais
manipulaveis como estratégia na resolucao de problemas sobre o principio multiplicativo.
Revista Ensino em Foco. [S. /], v. 2, n. 4, p. 85— 98, abr. 2019. Disponivel em:
https://publicacoes.ifba.edu.br/ensinoemfoco/article/view/473/371. Acesso em: 12 abr. 2025.

SILVA, Antonio Alexandre Aparecido da; SILVA, Angelica da Fontoura Garcia;
PIETROPAOLO, Ruy Cesar. Refletindo sobre apreensdes figurais na resolugdo de problemas
geométricos: perspectivas de alunos do 8.° ano. Revista Sergipana de Matematica e
Educaciao Matematica, /S. ./, v. 9, n. 4, p. 195 — 213, jul./dez. 2024. Disponivel em:
https://periodicos.ufs.br/ReviSe/article/view/20984. Acesso em: 12 abr. 2025.

SILVA, Américo Junior Nunes da.; VIEIRA, André Ricardo Lucas. Explorando Caminhos
para o Ensino e Aprendizagem de Matematica: Contribui¢des da Revista Baiana de Educagao
Matematica. Revista Baiana de Educacio Matematica, /S. /./, v. 4,n. 01, p. 01 — 09,
jan./dez. 2023. Disponivel em:

https://www .revistas.uneb.br/index.php/baeducmatematica/article/view/19858. Acesso em: 12
abr. 2025.

SILVA, Pablo Egidio Lisboa da; CUNHA, Maria de Jesus Gomes da; PESSOA, Cristiane
Azevedo dos Santos. As faces da combinatdria no cotidiano. Revista Paranaense de
Educaciao Matematica, /S. ./, v. 4, n. 7, p. 225-244, jul./dez. 2015. Disponivel em:
https://periodicos.unespar.edu.br/rpem/article/view/6003. Acesso em: 12 abr. 2025.

SILVA, Pablo Egidio Lisboa da; CUNHA, Maria de Jesus Gomes da; PESSOA, Cristiane
Azevedo dos Santos. As faces da combinatdria no cotidiano. Revista Paranaense de
Educaciao Matematica, /S. ./, v. 4, n. 7, p. 225-244, jul./dez. 2020. Disponivel em:
https://periodicos.unespar.edu.br/rpem/article/view/6003. Acesso em: 12 abr. 2025.

SMOLE, Katia Stocco; DINIZ, Maria Ignez de Souza Vieira. A resolucio de problemas na
aprendizagem da matematica. Porto Alegre: Artmed, 2001. 144 p.

SOARES, Magda. Letramento: um tema em trés géneros. 2. ed. Sdo Paulo: Cortez, 2018.

SOUSA, Ana Beatriz Afonso de. Pesquisas em proposi¢cdo de problemas: convergéncias e
potencialidades. 2022. 88 f. Dissertagao (Mestrado). Programa de P6s-Graduagao em Ensino
de Ciéncias e Educacdo Matematica. Universidade Estadual da Paraiba, Campina Grande, PB.

SOUZA, Daniele Cristina de. O positivismo de Auguste Comte e a Educagao Cientifica no
cenario brasileiro. REAMEC — Rede Amazonica de Educacido em Ciéncias e Matematica,
Cuiaba, Brasil, v. 8, n. 1, p. 29 — 42, jan./abr. 2020. Disponivel em:
https://periodicoscientificos.ufmt.br/ojs/index.php/reamec/article/view/9493/pdf. Acesso em:
17 ago. 2025



95

SOUZA, Helena Tavares. Resolucio de Problemas - enfoque metodolégico e tedrico. 2018.
133 f. Tese (Doutorado). Programa de Doutorado em Educagao Matematica. Pontificia
Universidade Catoélica de Sao Paulo, Sao Paulo, SP.

SMOLE, Katia Stocco; DINIZ, Maria Ignez; CANDIDO, Patricia. Ensinar e aprender
matematica: modos de fazer. Porto Alegre: Artmed, 2003. 192 p.

TEIXEIRA, Elizabeth. As trés metodologias: académica, da ciéncia e da pesquisa. 8. ed.
Petrépolis: Vozes, 2023.

VALE, 1. Materiais manipuléaveis. Viana do Castelo: ESEVC-LEM, 2002.

VALE, Isabel; BARBOSA, Ana. Materiais manipulaveis para aprender e ensinar geometria.
Boletim GEPEM. /S. [/, n. 65 ©p. 3 — 6, jul/dez. 2014. Disponivel em:
https://periodicos.ufrrj.br/index.php/gepem/article/view/28. Acesso em: 12 abr. 2025.

VALERIO, Wiviane. Resolucéo de problemas, uma abordagem com questdes da OBMEP
em sala de aula. 2017. 87 f. Dissertacao (Mestrado). Programa de P6s-Graduagdo em
Matematica em Rede Nacional. Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, SP.

VAN DE WALLE, J. A. Matematica: como ensinar na educa¢ao elementar € no ensino
médio. 6. ed. Porto Alegre: Artmed, 2009.

VEIA, Luciano. Qual ¢ o problema? Educacio e Matematica. Portugal, n. 40, p. 20 — 24,
out/dez. 1996. Disponivel em: https://em.apm.pt/index.php/em/article/view/561/555. Acesso
em: 03. jul. 2025.

VERGNAUD, Gérard. A teoria dos campos conceituais. In: LINS, Romulo Campos
(Org.). Piaget, Vygotsky e a Didatica da Matematica. Campinas: Papirus, 1990. p. 143-170.

VILARINHO, Ana Paula Lima. Uma proposta de analise de desempenho dos estudantes e
de valoriza¢ao da primeira fase da OBMEP. 2015. 99 f. Dissertagdo (Mestrado). Programa
de Pos-Graduagao em Matematica em Rede Nacional. Universidade de Brasilia, Brasilia, DF.



APENDICE A - CADERNO DE ATIVIDADES — VERSAO ALUNO(A)

96



RESOLUCAO DE PROBLEMAS
DA OBMEP

METODOLOGIA DE RESOLUGAO DE A
PROBLEMAS COM MATERIAIS 02
MANIPULAVEIS

Caderno do Estudante

Jeovano Pereira da Costa
Fabricio de Figueredo Oliveira



ces APRESENTACAO

Ola, estudante!

Esperamos que esteja tudo bem com vocé. E com grande entusiasmo que lhes
apresentamos este material, elaborado especialmente para apoiar a sua jornada na Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas e Privadas (OBMEP).

Nesta edi¢ao, vocé encontrara seis problemas propostos da primeira fase, nivel 2
(voltado para alunos do 8° e 9° anos), do ano de 2024 de uma forma interativa, onde o seu
professor ou professora ira conduzi-lo a construgdo do conhecimento matematico necessario
para encoraja-lo as estratégias de resolucao de problemas. Nosso propodsito € que cada pagina
desperte a curiosidade, incentive o raciocinio independente e fortalega a sua confianga na
resolugdo de desafios matematicos. Mas nao se preocupe! Seu professor ou professora ira
mediar o caminho para que vocé alcance o seu objetivo de resolver o problema.

Ao longo desta obra, adotaremos uma ampliacio a Metodologia de Resolucdo de
Problemas fundamentada no tripé Ensino—Aprendizagem—Avaliagdo de Matematica através
da Resolu¢ao de Problemas proposto por Onuchic e Allevato. A resolugao dos problemas
propostos seguirdo onze passos para se alcangar a compreensao dos assuntos que o envolvem,
passos esses que sao: (1) proposicao do problema; (2) Leitura Individual; (3) Leitura coletiva;
(4) resolugao do problema; (5) observar e incentivar; (6) registro das solu¢des na lousa; (7)
demonstragdo do problema com o material manipulavel; (8) plenaria; (9) consenso; (10)
formalizagao do contetido; (11) proposi¢ao de novos problemas.

Sabemos que parece desafiador, mas essa abordagem organiza o processo investigativo
em passos claros e interligados, permitindo que vocé planeje estratégias, teste hipoteses, revise
percursos e valide resultados. O Material Manipulavel adotado sera o Geoplano e este atuara
como ponte entre a teoria e a pratica, favorecendo a visualizagao de padrdes, a descoberta de
relagoes e o desenvolvimento do pensamento critico.

Esperamos que este Caderno se torne seu companheiro de exploragdes matematicas,
oferecendo desafios instigantes, momentos de cooperagao e, sobretudo, a alegria de“ver e
tocar” conceitos que antes pareciam distantes. Aceitem o convite para experimentar, persistir
e celebrar cada conquista — pequena ou grande — porque ¢ na jornada, e ndo apenas na
chegada, que se constroi o verdadeiro prazer pela matematica.

Bons estudos!
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. MATERIAIS MANIPULAVEIS

GEOPLANO

O QUE E?

Desenvolvido por Caleb Gattegno (1911 - 1988), educador e matematico nascido na
Etiopia, em meados da década de 1950, o Geoplano ¢ um recurso didatico manipulavel
utilizado no ensino da Geometria, com o objetivo de favorecer a compreensdao de conceitos
geométricos por meio da experimentagao e da visualizagdo concreta.

Ele é um objeto de superficie plana (sendo madeira ou outro material rigido) na qual
sao dispostos pinos (que podem ser pregos) equidistantes que formam uma malha regular -
usualmente no formato quadrado, mas podendo também ser triangular ou isométrica. Sobre
essa malha, elasticos sdo esticados entre os pinos para representar figuras geométricas planas,

como triangulos, quadrilateros, poligonos em geral, entre outros.

= . - ~ 8 ot 1 g’ o e . AT
- 5 ( s 4 o

/i f BA  WEN 7l INT
A I M A /R AN ' |
Wbl AbL AL (L A Ll AL

Imagem. https:/lapps.mathlearningcenter.org/geoboard/

Para auxiliar nos problemas desse caderno de atividades, sera indicado a seguir a
construgao de dois Geoplanos, 10 x 10 pinos ou pregos, um com base quadrada ¢ o outro
com base no formato de paralelogramo, cujos espacos sejam suficientes para auxiliar nas
solugdes dos problemas que esses materiais serdo propostos.

GEOPLANO DE BASE QUADRADA

Para construir o Geoplano de base quadrada ¢ preciso saber que um quadrado possui
todos os lados iguais e isso vai acarretar também que todos os “pinos” serdo igualmente
espagados, tanto na horizontal quanto na vertical. Assim, a seguir, listaremos os materiais
necessarios para confecgao do Geoplano.



RECURSOS NECESSARIOS

« Folha de isopor quadrada, de lado 22 cm (dimensoes 22 cm X 22 cm);

« Folha de papelao quadrada, de lado 22 cm (dimensdes 22 cm X 22 cm);
« Palitos de churrasco;

. Estilete (com a supervisdao do adulto);

« Cola para isopor;

« Esquadro;

. Lapis;

. Elasticos de diferentes cores e tamanhos.

COMO CONSTRUIR?

Passo 1) No papelao, use o lapis e o esquadro para desenhar uma malha quadriculada,
distanciando as linhas horizontais e verticais, entre si, em 2 cm. Vocé obtera algo parecido
com a imagem abaixo:

Passo 2) Nas intersecgdes entre as linhas horizontais e verticais (pontos de encontro das
linhas) faca furos circulares com a ajuda do estilete, lapis ou os palitos de churrasco, sem
danificar o papelao. Neles passarao os palitos que serdo os pinos.

Passo 3) Cole o papeldo no isopor e espere secar bem. Se necessario, tente fixar mais
passando cola nas laterais. Ponha um livro ou algo com certo peso para fazer com o papelao
fique mais firme no isopor.




. MATERIAIS MANIPULAVEIS

GEOPLANO

Passo 4) Cole o papeldo no isopor e espere secar bem. Se necessario, tente fixar mais
passando cola nas laterais. Ponha um livro ou algo com certo peso para fazer com o papelao
fique mais firme no isopor.

Passo 5) Corte os palitos em tamanhos que contemple toda espessura do isopor, adicionada a
do papelao, sobrando 1,5 cm na parte externa do tabuleiro do Geoplano.

Passo 6) Com todos os palitos cortados, perfure o isopor através dos buracos circulares ja
feitos no papeldao. Apos isso, despeje um pouco da cola e, em seguida, fixe o palito. Repita
esse processo em todas as aberturas e espere secar.

Passo 7) Por fim, teste a firmeza dos palitos com os elasticos e veja se 0 processo ocorreu
conforme as orientagdes. Caso necessario, sempre reforce mais com cola para que, tanto a
base quanto os palitos fiquem firmes.

GEOPLANO DE BASE PARALELOGRAMO

Para construir o Geoplano cuja base sera um paralelogramo recorreremos aos conceitos
de régua e compasso, uma vez que a disposi¢ao dos “pinos” (palitos, no caso) formam
triangulos equilateros. Assim, é necessario saber que um triangulo equilatero possui seus
lados com medidas iguais e seus angulos com medidas iguais a 60°, ou seja, ¢ requerido
conhecimentos sobre propriedades relevantes dos tridngulos regulares para confec¢ao da
base.

RECURSOS NECESSARIOS

« Folha de isopor no formato de paralelogramo regular de lado 22 cm (dimensoes 22 cm X
22 cm);

« Folha de papelao no formato de paralelogramo regular, de lado 22 cm (dimensdes 22 cm
X 22 cm);

« Palitos de churrasco;

« Estilete (com a supervisdao do adulto);

« Cola para isopor;

« Régua, transferidor e lapis;

« Elasticos de diferentes cores e tamanhos.




. ° MATERIAIS MANIPULAVEIS
GEOPLANO
COMO CONSTRUIR?

Na construgao do tabuleiro - recorte do isopor e papelao - utilize o transferidor
Q para fazer a medi¢dao do angulo de 60° dos lados adjacentes do paralelogramo, pois
esse fator ¢ importante para distribui¢ao e disposi¢ao dos palitos.

Passo 1) No papeldo, utilize a régua para espagar, em 2 cm, as linhas horizontais entre si e
sobre elas, com o transferidor, medir 60° da direita para esquerda (ou 120° da esquerda para
direita) para fazer as marcagdes espagadas também em 2 cm e assim construir as linhas
verticais. A forma criada ficara mais ou menos assim:

[ L[]

Passo 2) Nas intersecgdes entre as linhas horizontais e verticais (pontos de encontro das
linhas) faca furos circulares com a ajuda do estilete, lapis ou os palitos de churrasco, sem
danificar o papeldo. Neles passarao os palitos que serdo os pinos.

Passo 3) Cole o papelao no isopor e espere secar bem. Se necessario, tente fixar mais
passando cola nas laterais. Ponha um livro ou algo com certo peso para fazer com o papelao
fique mais firme no isopor.

Passo 4) Corte os palitos em tamanhos que contemple toda espessura do isopor, adicionada a
do papelao, sobrando 1,5 cm na parte externa do tabuleiro do Geoplano.

Passo 5) Com todos os palitos cortados, perfure o isopor através dos buracos circulares ja
feitos no papeldao. Apos isso, despeje um pouco da cola e, em seguida, fixe o palito. Repita
esse processo em todas as aberturas e espere secar.

Passo 6) Por fim, teste a firmeza dos palitos com os elasticos e veja se 0 processo ocorreu
conforme as orientagdes. Caso necessario, sempre reforce mais com cola para que, tanto a
base quanto os palitos fiquem firmes.
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A seguir serdo apresentados o problema proposto e o material manipulavel a ser

utilizado para resolugao do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

Quantos quadrados tém seus lados sobre as linhas do quadriculado, mas ndo contém o
quadradinho cinza?

A) 26
B) 24
Q)15
D) 19
E) 18

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolucao deste problema, sera proposto
o uso do Geoplano. Utilize o Geoplano para
identificar e representar todos os quadrados que
podem ser formados no tabuleiro, observando

seus tamanhos e posigdes. Para facilitar a o 7 S
visualizagdo, use ligas elasticas de cores diferentes, @ @) A 0 @)

1d & |
YN AL LS S AL

atribuindo uma cor para cada quadrado. Veja que Imagem: hitps://apps.mathlearningcenter org/geoboard/
isso ajudara a comparar os quadrados, perceber padrdes e evitar confusdes.
Com base nas formas construidas, pense em estratégias que possam ajudar a resolver o
problema. Observe as regularidades, experimente mudar a posi¢ao dos quadrados e registre o
que for descobrindo. RN
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IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Ap0s a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Ap0s a leitura coletiva, registre aqui o que voceé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugao. Registre neste espago a solugdo encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugao, vocé percebera que o(a) professor(a) dara algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugdo do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a préxima etapa cabera ao registro das principais dicas dadas, se julgar
necessario.




cccccce RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

oo 2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 1

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerao os Registros das resolucoes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugao no Material Manipulavel ¢ a Plenaria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solu¢ao, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigoes. Apos isso, sua solugdo junto com as dos seus colegas formarao as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardao a um Consenso de
qual solugdo esta mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trilhado, vamos a Formaliza¢ao do Contetdo!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

O problema proposto aborda quadrados escritos sob a malha quadriculada. Para isso,
compreendamos melhor o que é um quadrado, a malha quadriculada ¢ como realizar a
contagem desses quadrados.

O que é um quadrado?

Matematicamente, um quadrado ¢ uma figura geométri-

ca plana fechada classificada como um poligono regular de | L |
quatro lados, com as seguintes propriedades definidoras:
« Quatro lados congruentes (ou seja, todos os lados com o

mesmo comprimento);

« Dois angulos opostos de 90°. B ]

Por consequéncia, todos os angulos serdo de 90°.
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Uma malha quadriculada (ou grade quadrada) ¢ uma subdivisao regular do plano,
composta por linhas horizontais e verticais igualmente espagadas, que formam uma rede de
quadrados congruentes, chamados de células ou quadriculas.

A malha quadriculada possui duas propriedades interessantes:
« Regularidade: todos os quadrados da malha sdo congruentes, pois possuem lados de
mesmo comprimento e angulos retos.
. Simetria: a malha tem simetrias horizontais, verticais e rotacionais (em 90°, 180°, etc.),

refletindo a estrutura dos inteiros no plano.

Uma habilidade importante na resolugao do problema ¢é saber quantos quadrados diferentes
podem ser formados em uma malha de tamanho conhecido. Para isso, usa-se o seguinte
raciocinio:
« Em um tabuleiro com 4 linhas e 4 colunas (formando uma grade 4x4), podemos formar:

o 16 quadrados de lado 1 (um em cada célula),

o 9 quadrados de lado 2 (cada um ocupa uma area 2x2),

o 4 quadrados de lado 3,

o 1 quadrado de lado 4.
A regra geral para encontrar quantos quadrados de lado n cabem em uma malha m X m é:
(m—n+1)?

Exemplo: Considerando o tabuleiro anterior (4%X4), vamos encontrar quantos quadrados de
lado 2 ¢ possivel formar:
e m=4

e nN=2

(m-n+1p=@-2+12=3=9 Rt
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PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(Banco de Questoes da OBMEP 2018 - N1 - Q2): Quadrado cheio de quadrados.

Na figura a seguir, temos um quadrado 5 X 5 que contém um quadrado preto central. Existe
uma cole¢do de quadrados com lados paralelos aos lados do tabuleiro com dimensdes que
variam de 1 X 1 a 5 X 5 formados pelos quadradinhos da figura. Quantos elementos dessa
cole¢ao contém o quadrado escuro preto?

(Banco de Questoes da OBMEP 2018 - N1 - Q11): Sao muitos quadrados.

O quadriculado da figura abaixo ¢ composto por 25 pequenos quadrados unitarios.
Determine quantos quadrados com vértices sobre os pontos da figura e lados sobre os
segmentos da figura existem?
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A seguir serdo apresentados o problema proposto e o material manipulavel a ser
utilizado para resolugao do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

Os nameros de 1 a 50 foram escritos numa linha zigue-zague, de acordo com o padrao
indicado na figura.

Qual das alternativas mostra uma parte desse zigue-zague?

17 18 22 25 29 30
A) ‘ B) ‘ C) ‘
16 19 23 24 28 ¢ 31
26 29 41 42
D) ] E)
27 28 40 43

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolucao deste problema, sera proposto
o uso do Geoplano. Utilize o Geoplano para
compreender como a linha em zigue-zague se
comporta. Observe a possibilidade de padroes e
anote todas as observagdes realizadas. Elabore o g S
estratégias que podem auxiliar na solugdo do & i) @ ’u Al o ul

il s &

p roblema. Imagem: https:/lapps.mathlearningcenter.orglgeoboard/
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IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Ap0s a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Ap0s a leitura coletiva, registre aqui o que voceé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugao. Registre neste espago a solugdo encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugao, vocé percebera que o(a) professor(a) dara algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugdo do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a préxima etapa cabera ao registro das principais dicas dadas, se julgar
necessario.
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DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerao os Registros das resolucoes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugao no Material Manipulavel ¢ a Plenaria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solu¢ao, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigoes. Apos isso, sua solugdo junto com as dos seus colegas formarao as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardao a um Consenso de
qual solugdo esta mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trilhado, vamos a Formaliza¢ao do Contetdo!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

O problema proposto traz a tona a ideia de multiplos, no caso, de nimeros naturais. Para
1sso, entendamos o que ¢ um multiplo de um niimero natural.

Definicdo: Dizemos que um niimero natural a ¢ multiplo de um nimero natural b quando
existe um outro numero natural k, tal que

a=bxk

Em outras palavras, um multiplo de um nimero ¢é o resultado da multiplicagdo desse nimero
por um numero natural (0, 1, 2, 3...). Denotamos por M(b) como sendo os “multiplos do
numero natural b.

Exemplo: Multiplos de 4.
M@4)=1{0,4,8,12,...} = M(@4)={4%0,4x%x1,4x2,4x%x3, ..}

14
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Dito isto, perceba que os multiplos de um nimero natural possuem um determinado padrdo
para encontrar qualquer multiplo deste nimero natural especifico. Por exemplo: 54 ¢ multiplo
de 9, pois 0 9 ¢ adicionado a ele mesmo 6 vezes (9 +9 +9 +9 + 9 +9). Esse ¢ o padrdao que ¢
falado aqui: a soma sucessiva de um valor fixo numa quantidade determinada de vezes.

Vejamos a aplicagdo desse conceito em outros problemas. Fique a vontade de usar o
Geoplano para visualizar melhor e compreender os préximos problemas.

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(OBMEP 2023 - F1 - N2 - Q4): Jos¢ utilizou exatamente 2023 pecgas quadradas de 1 cm de
lado para preencher varios tabuleiros retangulares de 7 cm por 17 cm. Quantos tabuleiros
José conseguiu preencher?

A) 717

B) 177

O) 117

D) 71

E) 17

(OBMEP 2016 - F1 - N2 - Q11): Luciana marcou os numeros de 1 a 9 em uma circunferén -
cia, como na figura. A partir do nimero 1, ela comegou a pular de 4 em 4. No primeiro pulo
ela foi do 1 ao 5, no segundo, do 5 ao 9, no terceiro do 9 ao 4 e assim por diante. Depois e
pular 1000 vezes, em que numero ela parou?

A) 1 o

B)2 N
o /0 S
D)4 X

/

oy
\@___@/

E)S5 ?
@
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A seguir serdo apresentados o problema proposto e o material manipulavel a ser
utilizado para resolugao do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

A figura apresenta uma malha triangular formada por tridngulos equilateros pequenos, cada

um com area igual a 1 cm? Qual ¢ a area, em centimetros quadrados, da regido cinza?

A) 11
B)7
Q) 10
D)8
E)9

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugdo deste problema, sera proposto a

adaptacao de um Geoplano: o Geoplano de Base /
Paralelogramo Regular. Possui basicamente as mesmas
caracteristicas do Geoplano tradicional, porém, ao invés Lo ) . ’ y ' . ’ . ‘
das ligas formarem quadrados, elas formarao triangulos J :
equilateros. Utilize o Material para visualizar o 1
problema, enxergar as caracteristicas dos triangulos  / AN

equilateros mais de perto, bem como na manipulagdo
deles através do Geoplano. Anote a estratégia utilizada e
as observagdes realizadas ao longo do raciocinio do
problema.
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IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Ap0s a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Ap0s a leitura coletiva, registre aqui o que voceé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugao. Registre neste espago a solugdo encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugdo, voce percebera que o(a) professor(a) dara algumas
dicas e sugestdes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugao do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel. Diante
disso, a proxima etapa cabera ao registro das principais dicas dadas, se julgar necessario.
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DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerao os Registros das resolucoes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugao no Material Manipulavel ¢ a Plenaria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solu¢ao, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigoes. Apos isso, sua solugdo junto com as dos seus colegas formarao as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardao a um Consenso de
qual solugdo esta mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trilhado, vamos a Formaliza¢ao do Contetdo!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

O problema em questdo trata da ideia de triangulos, especificamente o triangulo
equilatero, e suas propriedades. Para essa compreensao, entendamos o que ¢ um triangulo
equilatero e como identificar as suas propriedades.

Em Geometria Euclidiana, triangulo ¢ uma figura geométrica plana formada por trés
segmentos de reta que se encontram dois a dois em trés pontos nao colineares. Esses pontos
sao denominados vértices, ¢ os segmentos que os unem sao os lados do triangulo. A figura
também possui trés angulos internos, determinados pela interse¢ao dos lados.

Formalmente, um triangulo ¢ a unido de trés pontos A, B e C no plano, tais que os

segmentos AB, BC e CA sdo segmentos distintos, com A, B e C ndo colineares.

18
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Um triangulo equilatero ¢ um tipo especial de triangulo com os trés lados congruen-
tes, ou seja, todos os lados tém a mesma medida. Isso significa que o triangulo ABC ¢
isosceles se, e somente se, os segmentos AB = BC = CD. Consequentemente, os trés angulos
internos também sdo iguais, cada um medindo exatamente 60°, uma vez que a soma dos
angulos internos de um triangulo qualquer ¢ 180°

Altura de um tridngulo: Num triangulo ABC, tracemos pelo ponto A uma reta r
perpendicular a reta que contém o lado BC. Chamemos de H, o ponto de encontro da reta r
com a reta BC e destaquemos o segmento AH;.

A

ol

B :Hl C
1

"

O segmento AH; ¢ uma altura do triangulo ABC.
Uma propriedade importante do triangulo equilatero: Veja a imagem abaixo:

A A
B \C B/ C
D D

Perceba que quando selecionamos o vértice A e um ponto D perpendicular a A sobre o

lado BC, formam-se dois triangulos: ABD ¢ ADC. Considerando a area dos triangulos ABC,
ABD e ADC, temos as seguintes relagoes: .
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e Axsc - Aasp = Aapc
« Aasc - Aapc = Aasp
e Axsp + Aapc = Aagc
Isto é, Aapp € Aapc sdo tridangulos congruentes.

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(OBMEP 2023 - F1 - N2 - Q9): A area do poligono amarelo
com vértices em pontos do quadriculado ¢ 30 cm? Qual ¢ a

area, em cm?, de cada quadradinho do quadriculado?

A)2 B)3 O)4 D)S E)6

(OBMEP 2016 - F1 - N2 - Q10): O triangulo equilatero ABC da figura ¢ formado por 36
triangulos equildteros menores, cada um deles com area 1. Qual ¢ a soma das areas dos

quatro triangulos amarelos?

A) 13
B) 14
Q)15
D) 16
E) 17
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A seguir serdo apresentados o problema proposto e o material manipulavel a ser
utilizado para resolugao do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

Uma formiga e uma aranha partem juntas do ponto indicado no quadriculado de 5 metros
por 5 metros, no sentido horario, e caminham sempre 1 metro por minuto. A formiga anda na
borda do quadriculado e a aranha na borda da regido cinza, até retornarem ao ponto de

partida. Durante quanto tempo elas andarao juntas, lado a lado?

%
o

A) 11 minutos
B) 6 minutos
C) 12 minutos
D) 7 minutos
E) 10 minutos

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolug¢ao deste problema, sera proposto
o uso do Geoplano. Utilize o Geoplano para simu-
lar os caminhos da formiga e aranha, por meio de
ligas de cores diferentes. Busque padroes e observe

as caracteristicas e possibilidades do problema. - . - S
Elabore estratégias que podem auxiliar na solugao @ ) AN O )

J
1a ¥ |
LA LA SN sl AL

do problema Imagem: https:/lapps.mathlearningcenter.orgl/geoboard/
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IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Ap0s a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Ap0s a leitura coletiva, registre aqui o que voceé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugao. Registre neste espago a solugdo encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugdo, vocé percebera que o(a) professor(a) dara algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua

estratégia de solugdo do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.

Diante disso, a proxima etapa cabera ao registro das principais dicas dadas, se julgar (.

necessario.
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DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerao os Registros das resolucoes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugao no Material Manipulavel ¢ a Plenaria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solu¢ao, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigoes. Apos isso, sua solugdo junto com as dos seus colegas formarao as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardao a um Consenso de
qual solugdo esta mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trilhado, vamos a Formaliza¢ao do Contetdo!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

Nesta questdo, o assunto trabalhado é o de Perimetro de figura geométrica,
especificamente, ¢ considerado apenas uma parte do perimetro, aquele que a formiga e a
aranha andam juntas. Para isso, vamos entender o que é perimetro.

Perimetro ¢ a medida da extensao da fronteira de uma figura plana. No caso de poligo-
nos, ¢ definido como a soma dos comprimentos de seus lados consecutivos. Ja para curvas
fechadas, o perimetro corresponde ao comprimento total da curva. Representamos dessa

forma:
2p=l1—|—l2-|—l3-|—...—f-ln

2p = perimetro

[}, =lados,comk € {1,2,3,...,n} .
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PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(Banco de Questoes 2018 - N1 - Q18) Formigas... Sempre formigas!

Uma formiga esta no vértice A de um retangulo ABCD e faz um movimento em dire¢do a B
seguindo o lado do retangulo. Ap6s um segundo movimento, vai da mesma maneira para C.
Depois de 3 movimentos, do mesmo modo ela chega a D e no quarto, mantendo o caminho
sobre o lado, voltara para A. Depois de 2018 movimentos analogos aos anteriores, em qual
vértice a formiga estara?

(OBMEP 2012 - F1 - N2 - Q3) Um quadrado de lado 1 cm roda em torno de um quadrado de
lado 2 cm, como na figura, partindo da posi¢ao inicial e completando um giro cada vez que
um de seus lados fica apoiado em um lado do quadrado maior.

1o

e 1 %
@ ||

posicho posiclo apds posica apis
Inicia o 1° gera 0 2° giro

Qual das figuras a seguir representa a posi¢ao dos dois quadrados apos o 2012° giro?

=
A) B) 0 ]

D) E)
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A seguir serdo apresentados o problema proposto e o material manipulavel a ser
utilizado para resolugao do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

A formiguinha da OBMEP mora em um formigueiro com tuneis horizontais e verticais,
conforme mostrado na figura. Quantos sao os caminhos possiveis para a formiguinha ir do
ponto A ao ponto B, sempre percorrendo os tuneis verticais de cima para baixo ¢ sem passar

mais de uma vez pelo mesmo lugar nos tuneis horizontais?

A

A) 18
B) 36
012
D) 24
E) 10

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolucao deste problema, sera proposto
o uso do Geoplano. Utilize o Geoplano para
reproduzir os caminhos possiveis tomados pela
formiguinha no formigueiro. Observe caracteristi-

cas ¢ padrdes importantes e relevantes. Elabore - , -
;. o ~ .\ . T T ( "’-‘_ ."\‘-__' hiy .-.\.‘I.,..
estratégias que podem auxiliar na solugdo do fl @ ol W

18 L& ]
Y £ ¥/ SN0 Ll =

pI'Obl ema. Imagem: https:/lapps.mathlearningcenter.org/geoboard/
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IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Ap0s a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Ap0s a leitura coletiva, registre aqui o que voceé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugao. Registre neste espago a solugdo encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugao, vocé percebera que o(a) professor(a) dara algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugdo do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a préxima etapa cabera ao registro das principais dicas dadas, se julgar
necessario.
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DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerao os Registros das resolucoes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugao no Material Manipulavel ¢ a Plenaria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solu¢ao, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigoes. Apos isso, sua solugdo junto com as dos seus colegas formarao as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardao a um Consenso de
qual solugdo esta mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trilhado, vamos a Formaliza¢ao do Contetdo!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

Neste problema, o assunto trabalhado ¢ o Principio Fundamental da Contagem, pois trata das
possibilidades da formiguinha sair de um ponto para outro, por meio de caminhos distintos.

A seguir, apresentaremos uma breve formalizagao do contetdo.

O Principio Fundamental da Contagem (também chamado de Principio Multiplicativo) ¢ uma
regra basica da combinatéria que permite determinar o numero total de possibilidades
quando um evento é composto por etapas sucessivas e independentes.
Se um evento ocorre em k etapas, onde:

« A 1% etapa tem n; possibilidades,

. A 2%etapa tem n, possibilidades,

A k-ésima etapa tem ny possibilidades, Tereieen
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Entao, o numero total de maneiras distintas de o evento ocorrer ¢ dado pelo produto:

N:nlxnzx...xnk

Caracteristicas relevantes:

1. Independéncia das Etapas: as escolhas em uma etapa nao podem influenciar as opgdes das
etapas seguintes.
Exemplo:
o Se vocg esta escolhendo um sorvete (3 sabores) € uma cobertura (2 opgdes), a escolha
do sabor ndo afeta as opgoes de escolha de cobertura.

/" Cuidado: Se uma escolha eliminar opcoes futuras (ex.: "se escolher sorvete de limao,
4 s0 pode usar mel como cobertura"), o PFC nao se aplica diretamente.

2. Propriedade Comutativa: advém da multiplicagdo, ja que o total de possibilidades ¢ o mes-
mo, independentemente da ordem em que as etapas sao consideradas.

Exemplo: ; )
. Outfit: conjunto completo de
o Calcular o nimero de outfits com 2 camisetas e 3 calgas: (roupas ¢ acessorios usados em
s 2X3=6 + uma ocasido especifica ou para
s 3X2=6 (O resultado é idéntico). texpressar um determinado estilo.

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

1. (OBMEP 2023 - F1 - N2 - Q14) Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre as
linhas do quadriculado da figura, sempre para a direita ou para cima, até chegar ao vértice B.
De quantas maneiras ela pode fazer isso passando por algum dos quatro pontos destacados?

A)4 ° B
B) 32 _l
C) 36
D) 64
E) 74
10
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2. (OBMEP 2018 - F1 - N2 - Q19) Para fazer um percurso do ponto P ao ponto Q da figura,
uma formiguinha deve andar sobre os segmentos horizontais sempre para a direita e nunca
passar duas vezes por um mesmo segmento vertical. De quantas maneiras diferentes ela pode
fazer esse percurso?

A)3 Q
B) 10 |
C) 20
D) 1024 p
E) 1536
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A seguir serdo apresentados o problema proposto e o material manipulavel a ser
utilizado para resolugao do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

A figura ¢ formada por quatro quadrados, o primeiro com diagonal AB e os demais
construidos sobre a diagonal do anterior. O segmento AB mede 1 cm. Qual € a area, em cm?,
do triangulo sombreado?

M B

Y - /:\\
N

A)

B)

O

N|ot | w N

~

D)

E) 3

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugdao deste problema, sera proposto o uso do Geoplano. Utilize o Geoplano
para reproduzir a figura, observe padroes referentes ao crescimento dos lados, propriedades
conhecidas, recrie o triangulo sombreado. Se necessario, use formulas.
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~ e —_ ) o N 2 s 0 o AT
Sl 1 _;J‘.I- 1 ) AN ._.J} {
A ALl il LR A s WAl

Imagem: https:/lapps.mathlearningcenter.org/geoboard/

IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Ap6s a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Ap6s a leitura coletiva, registre aqui o que voce entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugdo. Registre neste espago a solugdo encontrada para o problema.
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Ao longo do registro da solugdo, voceé percebera que o(a) professor(a) dara algumas
dicas e sugestdes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugdo do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a proxima etapa caberd ao registro das principais dicas dadas, se julgar
necessario.

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerdo os Registros das resolucdes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solu¢cado no Material Manipulavel ¢ a Plenaria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solugao, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigoes. Apods isso, sua solugdo junto com as dos seus colegas formardo as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegarao a um Consenso de
qual solugdo esta mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trilhado, vamos a Formalizacao do Contetdo!

32
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FORMALIZACAO DO CONTEUDO

O problema proposto vem tratar de aspectos ¢ propriedades relevantes da Geometria Plana,
que tratam das ideias de Ponto Médio, Postulado das Paralelas de Euclides, Area de TriAngulo
e Diagonais de um quadrado. A seguir, vejamos um pouco mais sobre esses conteudos.

1. Ponto Médio
O Ponto Médio M de um segmento ¢ um ponto que pertence ao segmento e o divide em dois
segmentos congruentes.
Exemplo:
. Seja o segmento AB = 10 cm. Assim, AM = MB = 5 cm.

A M B
® . ®
- J\_ J
Y Y
Scm Scm
P
| Atenciio: Congruentes significa “de mesma medida”.
\

2. Postulado das Paralelas
Ao considerar que duas ou mais retas sao paralelas, no mesmo plano, quando ndao possuem
nenhum ponto em comum, hd uma propriedade interessante chamado de Axioma de

Euclides ou Postulado das Paralelas, que diz o seguinte:

Por um ponto P fora de uma reta a passa uma unica reta b paralela a reta a.

()
S

< > d
a b

Retas Paralelas Postulado das Paralelas
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3. Area de um tridngulo

Dados trés pontos A, B e C, ndo colineares, chama-se triangulo ABC a reunido dos
segmentos AB, BC e AC.

Exemplo:

Altura (h)

Base (b)

. Aten¢do: Os triangulos possuem uma condigdo de existéncia. Em qualquer}

" triangulo, cada lado ¢ menor do que a soma dos outros dois.

A area de um triangulo (A) ¢ igual ao produto da medida da base pela medida da altura
dividido por dois.

1
A—Ebh

Exemplo:
« Um triangulo cuja base ¢ 10 cm e altura 4 cm, a sua area sera a metade de 10 X 4 =
metade de 40 cm?, ou seja, 20 cm?.

( Atencao: Considere duas retas paralelas a ¢ b. Fixando dois pontos A ¢ B nao
| coincidentes em a, para qualquer ponto tomado em b, todos os possiveis tridngulos
kformados por esses trés pontos possuirdo a mesma area (A).

P R
9 ® ® b
<€ . = >
A B
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4. Quadrado
Um quadrado é um quadrilatero cujos quatro lados sdo congruentes e

cujos dois angulos opostos sao retos (medem 90°), conforme mostrado ao
lado.

Os quadrados possuem uma propriedade interessante, decorrente dos Paralelogramos, uma
vez que retangulos, losangos ¢ quadrados sdo casos particulares de paralelogramos. Ela fala o

seguinte:

Em qualquer paralelogramo (e também quadrado ), as diagonais se cortam ao meio.

A

C
Paralelogramo Quadrado

Perceba que:
AP =BP =CP =DP

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

1. (OBMEP 2021 - F1 - N4 - Q7) O retangulo ABCD da figura tem lados que medem 40 cm ¢
50 cm. Os pontos E e F sdo pontos médios dos lados AD e BC, respectivamente. Qual ¢ a

soma das areas das trés partes de cor cinza?

A B
A) 400 cm?
B) 500 cm?
C) 900 cm?

E p F
D) 1.000 cm?
E) 2.000 cm?

D { c
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2. (OBMEP 2018 - F1 - N2 - Q11) No trapézio ABCD da figura, os lados AB e CD sao
paralelos e o comprimento de CD ¢ o dobro do comprimento de AB. O ponto P est4 sobre o
lado CD e determina um triangulo ABP com area igual a 17. Qual é a area do trapézio
ABCD?

A) 32
B) 34
C) 45
D) 51
E) 68
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ces APRESENTACAO

Ola, Professor(a)!

Esperamos que esteja tudo bem com vocé. E com grande entusiasmo que lhes
apresentamos este material, elaborado especialmente para apoia-lo (a) na jornada de
preparagao de seus estudantes na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas e
Privadas (OBMEP).

Nesta edi¢dao, vocé€ encontrara seis problemas propostos da primeira fase, nivel 2 (vol-
tado para alunos do 8° e 9° anos), do ano de 2024 de uma forma interativa, onde os quais
possuem comentarios e sugestoes de questionamentos para serem feitos aos estudantes ao
longo da realizagao da atividade.

Foi adotada uma ampliagdo a Metodologia de Resolucao de Problemas fundamentada
no tripé Ensino—Aprendizagem—Avaliacio de Matematica através da Resolugdao de Problemas
proposto por Onuchic e Allevato. A resolugao dos problemas propostos seguirdo onze passos
para se alcangar a compreensao dos assuntos que o envolvem, passos esses que sdo: (1)
proposicdo do problema; (2) Leitura Individual; (3) Leitura coletiva; (4) resolugdo do
problema; (5) observar e incentivar; (6) registro das solugdes na lousa; (7) demonstragao do
problema com o material manipulavel; (8) plenaria; (9) consenso; (10) formalizagdo do
conteudo; (11) proposi¢ao de novos problemas.

Sabemos que parece desafiador, mas essa abordagem organiza o processo investigativo
em passos claros e interligados, permitindo que os alunos planejem estratégias, testem
hipoteses, revisem percursos e validem resultados. O Material Manipulavel adotado sera o
Geoplano e este atuara como ponte entre a teoria e a pratica, favorecendo a visualizagao de
padrdes, a descoberta de relagdes e o desenvolvimento do pensamento critico.

Esperamos que este Caderno se torne seu material auxiliador no incentivo aos alunos de
explorarem a Matematica por outra Otica, oferecendo desafios instigantes, momentos de
cooperagao e, sobretudo, a alegria dos alunos em “ver e tocar” conceitos que antes pareciam
distantes. Que seus alunos aceitem o convite para experimentar, persistir e celebrar cada
conquista — pequena ou grande — porque ¢ na jornada, e ndo apenas na chegada, que se
constroi o verdadeiro prazer pela matematica.

Boa aula!
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MATERIAIS MANIPULAVEIS

GEOPLANO

0 QUE E?

Desenvolvido por Caleb Gattegno, educador ¢ matematico nascido na Etiopia, em
meados da década de 1950, o Geoplano é um recurso diditico manipulivel utilizado no
ensino da Geometria, com o objetivo de favorecer a compreensio de conceitos geométricos
por meio da experimentagio e da visualizagiio concreta.

Ele ¢ um objeto de superficie plana (sendo madeira ou outro material rigido) na qual
sdo dispostos pinos (que podem ser pregos) equidistantes que formam uma malha regular -
usualmente no formato quadrado, mas podendo também ser triangular ou isométrica. Sobre
essa malha, elasticos sio esticados entre 0s pinos para representar figuras geométricas planas,

como triangulos, quadriliteros, poligonos em geral, entre outros,

Dageant: htapsapps wthlearingeenter onglpeobrd]

Para auxiliar nos problemas desse caderno de atividades, sera indicado a seguir a
construgio de dois Geoplanos, 10 x 10 pinos ou pregos, um com base quadrada e o outro
com base no formato de paralelogramo, cujos espagos sejam suficientes para auxiliar nas
solugdes dos problemas que esses materiais serio propostos.

GEOPLANO DE BASE QUADRADA

Para construir o Geoplano de base quadrada é preciso saber que um quadrado possui
todos os lados iguais e isso vai acarretar também que todos os “pinos” serdo igualmente
espagados, tanto na horizontal quanto na vertical. Assim, a seguir, listaremos os materiais
necessirios para confecgdo do Geoplano.

(Esta parte do caderno de\
atividades ¢é destinada a
compreensdo do que € um
Geoplano, seus elementos e
como podemos interpreta-los

matematicamente.

Alguns questionamentos po-
dem ser levantados pelos
alunos ou pelo préprio
mediador da atividade, os
quais sdo sugeridas as res-
postas abaixo:

1. O que é uma superficie
plana?

Uma superficie plana pode ser
considerada como aquela que
ndo apresenta curvaturas, ou
seja, todos os seus pontos
estdo no mesmo  plano

geométrico.

2. O que sao objetos equidis-
tantes?

Quando dizemos que algo é
equidistante, significa que a
medida da distancia entre ele
e cada um dos elementos de
comparagdo é igual.

3. O que é o formato isométrico?
Formato isométrico é uma forma
de representar objetos tridimen-
sionais em um desenho bidimen-
sional, preservando suas propor-
coes.

Exemplo

4. O que é um paralelogramo?
E um quadrilitero que tem os
lados opostos paralelos, com as
seguintes caracteristicas:
« AB//CD e AD /| BC
« A+ B+ C+ D=360°
« Perimetro = AB + BC + CD
+ DA
« Podemos ver um paralelo-
gramo ABCD como um tipo
particular de trapézio em
que, além das bases (AB e
CD), os outros dois lados
(BC e DA) também sdo pa-
ralelos.

E interessante que o mediador
esteja preparado para esses
questionamentos, para
preencher as lacunas de
aprendizagem que possam advir
da aplicacao da atividade.




MATERIAIS MANIPULAVEIS

GEOPLANO

RECURSOS NECESSARIOS

Folha de isopor quadrada, de lado 22 ¢m (dimensodes 22 em % 22 cm);

Folha de papelio quadrada, de lado 22 cm (dimensdes 22 em % 22 em);

Palitos de churrasco;

.

Estilete (com a supervisio do adulto);
Cola para isopor;
Esquadro;

Lapis;
Elasticos de diferentes cores e tamanhos.

COMO CONSTRUIR?

Passo 1) No papeldo, use o lapis e o esquadro para desenhar uma malha quadriculada,
distanciando as linhas horizontais e verticais, entre si, em 2 cm. Vocé obterd algo parecido
com a imagem abaixo:

Passo 2) Nas intersecgdes entre as linhas horizontais e verticais (pontos de encontro das
linhas) faga furos circulares com a ajuda do estilete, lapis ou os palitos de churrasco, sem
danificar o papelio. Neles passardo os palitos que serdo os pinos.

Passo 3) Cole o papelio no isopor e espere secar bem. Se necessirio, tente [ixar mais
passando cola nas laterais. Ponha um livro ou algo com certo peso para fazer com o papelio
fique mais firme no isopor.

e “
Importante que, tanto na

folha de isopor quanto na de
papelao, sejam feitas
demarcacdes com auxilio da
régua, com o intuito de
garantir precisio nos cortes.

Para construir as bases de
isopor e papeldo, aconselha-
se o uso de estilete.

Durante a confec¢do do
Geoplano, especificamente
na sequéncia dos passos, ¢
interessante que o professor
mediador, va introduzindo
alguns conceitos de forma
indireta, no levantamento de
questionamentos para serem
trabalhados com os estudan-
tes.

Por exemplo:

« Que tipos de retas podem
ser utilizadas na
construgdo de uma malha
quadriculada? Quais as
caracteristicas? Como
construir? Do que preciso
para  construir  essas
retas?

Sdo conceitos matematicos
interessantes de propor.

\. J

Garanta que as duas bases, apos
coladas, estejam bastante firmes
assim como o0s pinos, pois ao
usar os elasticos eles fardo forga
e poderdo descolar os pinos, ou
dependendo do tamanho do
elastico e da figura, até a base.

Para essa parte da atividade, ¢
interessante que o professor
destine duas aulas para construir
o Geoplano de base quadrada,
antes de introduzi-lo na
resolu¢do dos problemas, ja que
ele sera essencial no processo de
solugdo.
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Passo 4) Cole o papelio no isopor e espere secar bem. Se necessirio, tente fixar mais
passando cola nas laterais. Ponha um livro ou algo com certo peso para fazer com o papelao
fique mais firme no isopor.

Passo 5) Corte os palitos em tamanhos que contemple toda espessura do isopor, adicionada a
do papelio, sobrando 1,5 cm na parte externa do tabuleiro do Geoplano.

Passo 6) Com todos os palitos cortados, perfure o isopor através dos buracos circulares ja
feitos no papelio. Apos isso, despeje um pouco da cola e, em seguida, fixe o palito. Repita
esse processo em todas as aberturas e espere secar.

Passo 7) Por fim, teste a firmeza dos palitos com os elisticos ¢ veja se o processo ocorreu
conforme as orientagdes. Caso necessirio, sempre reforce mais com cola para que, tanto a
base quanto os palitos fiquem firmes.

GEOPLANO DE BASE PARALELOGRAMO

Para construir o Geoplano cuja base serd um paralelogramo recorreremos aos conceitos
de régua e compasso, uma vez que a disposigdo dos “pinos” (palitos, no caso) formam
triingulos equildteros. Assim, é necessario saber que um triingulo equilitero possui seus
lados com medidas iguais e seus angulos com medidas iguais a 60°, ou seja. ¢ requerido
conhecimentos sobre propriedades relevantes dos triingulos regulares para confecgio da

base.

RECURSOS NECESSARIOS

22 ¢m);

® 22 em);

Palitos de churrasco;

Estilete (com a supervisio do adulto);

Cola para isopor;

Régua, transferidor e lapis;

Elisticos de diferentes cores e tamanhos.

Folha de isopor no formato de paralelogramo regular de lado 22 em (dimensdes 22 cm %

Folha de papelio no formato de paralelogramo regular, de lado 22 em (dimensdes 22 cm

e “
Acompanhe os passos de

perto com os alunos e
observe-os no processo de
criagdo do Geoplano de base
quadrada.

No recorte dos palitos, veja
como eles calculam as
medidas dos tamanhos dos
palitos e como eles cortam.

Questione:

o Qual a espessura do
isopor?

o Qual a espessura do
papeldo?

« 1,5 cm a mais é suficiente
para colocar os elasticos?

« Afinal, quanto deve ser o
tamanho de cada palito?

Esses questionamentos aju-

dam a perceber que a
Matematica  estd  sendo
usada ao longo de todo
processo.

Ja no Geoplano de base
paralelogramo, ¢ interessante

que os alunos fagam
primeiro um teste no caderno
ou numa folha separada,

compreenda a construgdo da
figura para que, com a
pratica, construam sem erros

compasso:

1. Desenhe um segmento de reta

AB.
A » s B

2. Considere o mesmo tamanho
do lado adjacente do paralelo-
gramo.
3. No ponto A, construa uma
semirreta que forme um angulo
de 60°.

\. J
e \
a base do proximo paralelogra- 4. Com o compasso, marque A B
mo. nessa direcdo a medida do outro
lado e chame esse ponto de D.
Passos para construcio de um A B
Paralelogramo com régua e
D ¥e

D

5. Com centro em D e abertura
igual a AB, trace um arco.

6. Agora, com centro em B e
abertura igual a AD, trace outro
arco que intercepte o anterior.

7. Marque o ponto de intersegdo
como C.

8. Una os pontos B e C, depois

CeD.
A B

D C

9. O quadrilatero ABCD for-
mado é um paralelogramo.
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COMO CONSTRUIR?

Na construgio do tabuleiro - recorte do isopor e papeldo - utilize o transferidor
L\) para fazer a medigio do angulo de 60° dos lados adjacentes do paralelogramo, pois
esse [ator é importante para distribuigiio e disposigio dos palitos.

Passo 1) No papeldo. utilize a régua para espagar, em 2 cm, as linhas horizontais entre si e
sobre elas, com o transferidor, medir 60° da direita para esquerda (ou 120° da esquerda para
direita) para fazer as marcagdes espacadas também em 2 cm e assim construir as linhas
verticais. A forma criada ficard mais ou menos assim:

Passo 2) Nas intersecgdes entre as linhas horizontais ¢ verticais (pontos de encontro das
linhas) faga furos circulares com a ajuda do estilete, lapis ou os palitos de churrasco, sem
danificar o papelio. Neles passario os palitos que seriio os pinos.

Passo 3) Cole o papelio no isopor e espere secar bem. Se necessirio, tente fixar mais
passando cola nas laterais, Ponha um livro ou algo com certo peso para fazer com o papelio
figue mais firme no isopor.

Passo 4) Corte os palitos em tamanhos que contemple toda espessura do isopor, adicionada a
do papeldo, sobrando 1,5 ¢m na parte externa do tabuleiro do Geoplano.

Passo 5) Com todos os palitos cortados, perfure o isopor através dos buracos circulares ja
feitos no papelio. Apos isso, despeje um pouco da cola e, em seguida, fixe o palito. Repita
esse processo em todas as aberturas e espere secar.

Passo 6) Por fim, teste a firmeza dos palitos com os elisticos e veja s¢ 0 processo ocorreu
conforme as orientagdes. Caso necessirio, sempre reforce mais com cola para que, tanto a
base quanto os palitos fiquem firmes.

-
Nas dicas sobre a construgdo

~\

da base do Geoplano -
pagina anterior - perceba que
foi necessario usar um
angulo de 60° graus.

Sugira o uso do transferidor
para desenhar esse angulo e,
com o compasso, fazer a
devida abertura.

Nessa parte da construgao,
varios conceitos podem ser
trabalhados, principalmente
envolvendo lados e angulos,
como por exemplo:

« Lados adjacentes;

« Retas paralelas;

o Cdlculo do dngulo a

partir do transferidor;

. Angulos suplementares;

« Angulos alternos e
internos.

Os mesmos dialogos conside-
rados na confeccdo dos
“pinos” do Geoplano de base
quadrada podem ser refeitos
nessa parte.

E valido ressaltar que, como
sugestdao, a construgdo desse
Geoplano seja em dias
diferentes do anterior, para
averiguar se os alunos conse-

\, J

guiram fixar as ideias de
construgdo do Geoplano de base
quadrada e extrapola-las na
construgdo do presente material.

Se a turma demonstrar proativi-
de e engajamento, o mediador
pode instiga-los a entender mais
sobre espessuras de formas
geométricas, sobre qual elemen-
to das formas geométricas tridi-
mensionais podemos associa-las:
lado, comprimento ou altura.

As quantidades dos outros
materiais também podem ser
trabalhadas com o intuito de
otimizar o processo, evitando
desperdicios desnecessarios.

Instiga-los: como a Matematica
pode ajudar a evitar o desperdicio
de materiais? Como otimizar o
processo?




2024 FASE 1

RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 1

A seguir serdo apresentados o problema proposto ¢ o material manipulavel a ser

utilizado para resolugio do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

Quantos quadrados tém seus lados sobre as linhas do quadriculado, mas nio contém o

quadradinho cinza?

r\) 3(!
B) 24
Q15
D) 19
E) 18

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugio deste problema, serd proposto
o uso do Geoplano, Utilize o Geoplano para
identificar e representar todos os quadrados que
podem ser formados no tabuleiro, observando
seus tamanhos e posigdes. Para facilitar a
visualizagio, use ligas elasticas de cores diferentes,
atribuindo uma cor para cada quadrado. Veja que

Iagen: bt apps miethlearmingeente

isso ajudara a comparar os quadrados, perceber padroes e evitar confusoes.

Com base nas formas construidas, pense em estraiégias que possam ajudar a resolver o

problema. Observe as regularidades, experimente mudar a posigio dos quadrados e registre o

que for descobrindo.

7 )
O problema a seguir é a

questdo 1, da prova de 2024,
fase 1, nivel 2.

Neste momento, todos os
grupos ja podem esta

formados. Fique a vontade

de dividir a turma em
quantos grupos achar
necessario.

Analise seu ambiente e veja
qual a melhor forma de

proceder.

Aqui, peca para os alunos
lerem a parte MATERIAL
MANIPULAVEL, para que
vejam as orientagdes ¢ dicas
de como usar o material para
ajudar na solugdo do

problema.

Para essa atividade pode ser
destinada duas aulas de 50
minutos cada, pois além da
solu¢do ainda havera os
registros feitos pelos alunos,
a resolugdo do problema,
demonstragao no material, a
plenaria, a formaliza¢do do

contetdo e os novos
problemas propostos
parecidos com o problema
atual.

\ J

“Utilizar o Geoplano para
identificar e representar todos os
quadrados  que
formados no tabuleiro [...]”

podem  ser

Pretende-se que os alunos
percebam através do Material
Manipulavel as possibilidades de
construgdo  dos  quadrados
propostos no problema, o casos
que podem ser considerados e os

que nao.

“[...] observando seus tamanhos
e posigoes. [...]”

Os quadrados formados podem
ter tamanhos diferentes.
Considerando o quadrado cujo
menor lado seja 1 unidade de
medida (u.m.), teremos:

» quadrado delado 1 u.m,;

« quadrado delado 2 u.m.;

+ quadrado de lado 3 u.m.

Um questionamento intrigante:

por qué ndo pode existir

quadrado de lado 4 u.m.?

“[...] Observe as regularidades,
experimente mudar a posi¢io dos
quadrados e registre o que for
descobrindo.”

Perceba, no problema, onde se
pode construir os quadrados de
lados 1 um., 2 um. e 3 um., e
com isso, questionamentos
podem surgir:
« Pode ser em qualquer lugar?
« Todas as possibilidades sdo
favoraveis?
O registro ¢é para que oOs
estudantes ndo se percam no
raciocinio




RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 1

IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Apos a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Apos a leitura coletiva, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugio. Registre neste espago a solugio encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugiio, vocé perceberd que o(a) professor{a) dard algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugiio do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a proxima etapa caberd ao registro das principais dicas dadas, se julgar

s N
Para esse problema, o

docente pode questionar:

o Qual é a dimensdo do
quadriculado? O que ¢é
dimensdo?

« O que esta incluso no
termo  “quadrados com
lados sobre as linhas do

quadriculado”?
. “Ndo contém 0
quadradinho cinza"

significa o qué?

« Existe mais de uma forma
de comegar a contagem?

. Se aumentarmos 0
quadriculado, o que muda
na quantidade de
quadrados possiveis?

« Ha alguma regularidade
ou padrdo que podemos
usar para ndo precisar
contar um por um?

« Como  garantir  que
nenhum  quadrado  foi
contado duas vezes?

\, J
PROPOSTA DE SOLU- Portanto, a alternativa correta é
CAO ESCRITA a letra
3u.m A) 26.

Veja abaixo as possibilidades de
quadrados que podemos

construir: Note que pode-se formar:
« 15 quadrados de lado 1
um.;
lum. » 8 quadrados de lado 2 u.m.;
« 3 quadrados de lado 3 u.m.
que n3ao contém o quadrado
2 u.m. cinza.

Logo,
I5+8+3=26um.
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DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora aconteceriio os Registros das resolugies na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugiio no Material Manipulivel ¢ a Plendria de todos os grupos participantes,
Apresente sua solugdo, observe as solugoes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigdes. Apos isso, sua solugio junto com as dos seus colegas formariio as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardo a um Consenso de

qual solugdo estd mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trithado, vamos 4 Formalizagio do Conteido!

FORMALIZACAQ DO CONTEUDO

O problema proposto aborda quadrados escritos sob a malha quadriculada. Para isso,
compreendamos melhor o que é um quadrado, a malha quadriculada ¢ como realizar a
contagem desses quadrados.

O que é um quadrado?
Matematicamente, um quadrado & uma figura geométri-

ca plana lechada classificada como um poligono regular de | il
quatro lados, com as seguintes propriedades definidoras:
» Quatro lados congruentes (ou seja, todos os lados com o

mesmo comp rimento);

« Dois dngulos opostos de 90°. u ]

Por consequéncia, todos os angulos seriio de 90°,

PROPOSTA DE SOLU-
CAO COM O GEOPLANO

Com o auxilio do Geoplano,
os estudantes podem estrutu-
rar a solugdo anterior da
seguinte forma:

Usando uma liga cinza,
construir o quadrado no
canto superior esquerdo do
Geoplano.

Com elasticos vermelhos,
construir os quadrados de
lado 1 u.m.

Com elasticos amarelos, cons-

Por fim, com elasticos verdes,

truir os quadrados de lado 2

u.m.

Podemos criar, na horizontal:

. dois,
amarelo esta;

. trés, descendo uma linha;

descendo mais

onde o quadrado

o trés
linha.

uma

construir os quadrados de lado 3
u.m.
Podemos criar, na horizontal:
« um, onde o quadrado verde
esta;
« Dois, descendo uma linha.

Essa é uma solucdo possivel
dentre as possiveis construidas
pelos alunos.

Na plenaria, deve ser discutidas
e refletidas
solugdes e deve-se priorizar a
soluc¢do mais adequada.

sobre todas as

Na formaliza¢do do contetdo, ¢é
importante que os estudantes
observem a ministra¢do do
professor e anotem aquilo que
ndo esta contido no material.
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Uma malha quadriculada (ou grade quadrada) ¢ uma subdivisio regular do plano,
composta por linhas horizontais e verticais igualmente espagadas, que formam uma rede de
quadrados congruentes, chamados de eélulas ou quadriculas.

A malha quadriculada possui duas propriedades interessantes:
« Regularidade: todos os quadrados da malha sio congruentes, pois possuem lados de
mesmo comprimento e angulos retos.
« Simetria: a malha tem simetrias horizontais, verticais e rotacionais (em 90°, 180°, etc.).
refletindo a estrutura dos inteiros no plano.
Uma habilidade importante na resolugio do problema é saber quantos quadrados diferentes
podem ser formados em uma malha de tamanho conhecido. Para isso, usa-se o seguinte
raciocinio:
« Em um tabuleiro com 4 linhas e 4 colunas (formando uma grade 4x4), podemos formar:
o 16 quadrados de lado | (um em cada célula),
o 9 quadrados de lado 2 (cada um ocupa uma drea 2x2),
o 4 quadrados de lado 3,
s | quadrado de lado 4.
A regra geral para encontrar quantos quadrados de lado n cabem em uma malha m X m &
(m=n+1)y

Exemplo: Considerando o tabuleiro anterior (4x4), vamos encontrar quantos guadrados de
lado 2 € possivel formar:

r N
A ideia de formalizar o

conteido de Malha Quadri-
culada e abordar as proprie-
dades de Regularidade e
Simetria se faz necessario,
para que os alunos compre-
endam que podem construir
quadrados congruentes em
outras posi¢des no tabuleiro
proposto do problema.

A regularidade dos quadra-
dosde 1 um.,2um.e3um.
de lado, que podem ser cons-
truidos seguindo a proposta
do problema.

A simetria no que tange a
orientagdo da construgdo
dos novos quadrados: acima,
abaixo, a esquerda ou a
direita.

Ja a propriedade de existir
(m - n + 1)> quadrados de
lado n em uma malha m X m
garante a quantidade de
lados 1 um.,2 u.m. e 3 um..

O problema tem 4 linhas e 4
colunas (4 X 4), sendo que
um quadrado de lado 1 u.m.
ndo pode ser considerado.

Assim, temos:

\, J

«em=4
«n=2
m-n+1P=E-2+1p=3=9,
Lado 1 u.m. Mas ha um quadrado menor

@G-1+12=4=16
Mas ha um quadrado a ser
desconsiderado. Entéo,
16-1=15

. Lado 2 u.m.
4-2+12=32=9
Mas ha um quadrado menor
que interfere na construgdo de
um novo quadrado de lado 2
u.m.. Entao,
9-1=8
. Lado 3 u.m.
4-3+1)2=22=4

que interfere na constru¢ido de
um novo quadrado de lado 3
u.m.. Entao,

4-1=3

Portanto, 15 + 8 + 3 = 26
quadrados.

No  Geoplano, pode ser
percebido ao construir os
quadrados dos lados
mencionados (veja a pagina
anterior).

10
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PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(Banco de Questies da OBMEP 2018 - N1 - Q2): Quadrado cheio de quadrados.

Na figura a seguir, temos um quadrado 5 ¥ 5 que contém um quadrado preto central. Existe
uma colegio de quadrados com lados paralelos aos lados do tabuleiro com dimensdes que
variam de 1 % 1 a 5 % 5 formados pelos quadradinhos da figura. Quantos elementos dessa
colegiio contém o quadrado escuro preto?

(Banco de Questies da OBMEP 2018 - N1 - Q11): Sdo muitos quadrados,

O quadriculado da figura abaixo é composto por 25 pequenos quadrados unitdrios,
Determine quantos quadrados com vértices sobre os pontos da figura ¢ lados sobre os
segmentos da figura existem?

4 )
No primeiro ¢ no segundo

problema € possivel construir
algo semelhante ao problema
original proposto, a partir do
Geoplano.

Nessa parte, o docente pode
dialogar com os alunos, a
partir dos seguintes
questionamentos:

« Como esses problemas se
relacionam com 0
problema inicial?

o Quais propriedades ¢
possivel  usar  nesses
problemas?

« A utilizacdo do Geopla-no
serd da mesma forma?

« Como a construg¢do da
figura  no  Geoplano
influencia na solugdo?

Como observagdes, o profes-
sor pode sugerir o retorno as
anotacoes realizadas pelos
alunos e as reconstrugoes dos
quadrados criados pelo Geo-
plano no problema inicial.

Nessa atividade, proposta pela
questdio 1 e pelos novos
problemas, o Geoplano torna
visivel a contagem de
quadrados, que possibilita aos
alunos a percepgao de padroes e
regularidades, conectando a
manipulagao concreta a
abstracdo matematica.

11



RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 2

A seguir serdo apresentados o problema proposto ¢ o material manipulavel a ser
utilizado para resolugio do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

Os nimeros de | a 50 foram escritos numa linha zigue-zague, de acordo com o padrio
indicado na ligura.

8 9 14
.

[

7 *10 13

SN
———
B

— e e

L3
5 6 11 12

Qual das alternativas mostra uma parte desse zigue-zague?

17 18 22 025 29 30
A) ' l B) I | ) l
16 19 23 424 28 31
26 29 41 42
D) I I E)
27+ 28 4UI I43

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugio deste problema, serd proposto
o uso do Geoplano, Utilize o Geoplano para
compreender como a linha em =zigue-zague se
comporta. Observe a possibilidade de padroes e
anote todas as observagdes realizadas, Elabore
estratégias que podem auxiliar na solugdo do
problema.

Borgenn: heaps g mathlearningeenteronglgeobiared]

7 )
O problema a seguir é a

questdo 2, da prova de 2024,
fase 1, nivel 2.

Neste momento, todos os
grupos ja podem esta

\

formados. Fique a vontade

de dividir a turma em
quantos grupos achar
necessario.

Analise seu ambiente e veja
qual
proceder.

a melhor forma de

Aqui, peca para os alunos
lerem a parte MATERIAL
MANIPULAVEL, para que
vejam as orientagdes ¢ dicas
de como usar o material para
ajudar na solugdo do
problema.

Para essa atividade pode ser
destinada duas aulas de 50
minutos cada, pois além da
solu¢do ainda havera os
registros feitos pelos alunos,
a resolugdo do problema,
demonstragao no material, a
plenaria, a formaliza¢do do

contetdo e os novos
problemas propostos
parecidos com o problema
atual.

\ J

“[...] utilize o Geoplano para
compreender como a linha em
gigue-zague se comporta. [...J”

Essa orientagdo ¢ sugerida para
que o aluno perceba como a
linha se comporta no Geoplano
e assim, gerar ideias para
construgdo da estratégia de
solu¢do. Notar caracteristicas e,
por meio dos conhecimentos
prévios e do raciocinio logico,
chegar na solugdo do problema
proposto.

“[...] Observe a possibilidade de
padrées e anote todas as
observagées realizadas. [...]”

Essa sugestio ¢ dada com o
intuito dos alunos observarem
os pinos de posi¢cdes impares e
pares do Geoplano, averiguar
padrées e por meio da
multiplicidade  chegar
solugdo viavel.

numa

A anotagdo ¢é sugerida como
forma de registro para que o
aluno possua, caso necessite

mais adiante.

“[...] Elabore estratégias que
podem auxiliar na solugcido do
problema’.

As estratégias tracadas serdo de
acordo com a compreensdo do
problema, da sua interpretagdo e
dos  conhecimentos  prévios
adquiridos ao longo de sua
trajetoria estudantil.




IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Apos a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

FASE 1

7

NIVEL 2 QUESTAO 2

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Apos a leitura coletiva, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugio. Registre neste espago a solugio encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugiio, vocé perceberd que o(a) professor{a) dard algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugiio do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a proxima etapa caberd ao registro das principais dicas dadas, se julgar

necessario.

Para
docente pode questionar:

N
esse problema, o

E possivel reproduzir a
situacdo  completa  no
Geoplano? Se sim, como?
Se ndo, por qué?
Ha algum padrdo
identificavel?

Os elasticos conseguem
fazer o trajeto completo?

Posso separar o problema
em partes?
Existe mais de uma
maneira de representar
situagcdo no
Geoplano?

essa

O que acontece se eu
mudar o ponto de
partida?

Quais caminhos possiveis
podem ser tracados?

Hd
construgdo realizada?

simetria na

7

PROPOSTA DE SOLUCAO
ESCRITA

Observe a figura:
2 3 g g 14

b
I *4 *7 *10 13

1

5 6 11 12
Notamos o seguinte padrdo nos
pontos da linha central e a
posicao das linhas seguintes:

t i1t 3 1
1-4-7-10-13 -

N~
+3 +3 +3 +3 +3

Seguindo esse padrao, teremos:

Portanto, observando o padriao
teremos que a resposta ¢ o item
B.

M
M
M2
o

[
w
ha
=9




RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 2

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora aconteceriio os Registros das resolugies na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugiio no Material Manipulivel ¢ a Plendria de todos os grupos participantes,
Apresente sua solugdo, observe as solugoes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigdes. Apos isso, sua solugio junto com as dos seus colegas formariio as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardo a um Consenso de
qual solugdo estd mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trithado, vamos 4 Formalizagio do Conteido!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

O problema proposto traz a tona a ideia de multiplos, no caso, de nimeros naturais. Para
iss0, entendamos o que ¢ um maltiplo de um nimero natural.

Defini¢do: Dizemos que um ntimere natural a ¢ maltiplo de um nimero natural b quando
existe um outro nimero natural k, tal que
a=hbxk

Em outras palavras, um maltiplo de um namero € o resultado da multiplicagio desse nimero
por um ntmero natural (0, 1, 2, 3...). Denotamos por M(b) como sendo os "maltiples do
nimero natural b,

Exemplo: Multiplos de 4.
M(4)={0,4,8,12, ...} = M) = {4x0,4x1,4x2,4x3, ...}

PROPOSTA DE SOLU-
CAO COM O GEOPLANO

Note que a reprodugdo do
problema no Geoplano, por
meio de elasticos coloridos
denotam uma repeti¢ao (de 6
em 6 ligacdes) e formara um
padrio:

O namero da posigdo sera 6
vezes o da posigdo da figura
anterior.

Por exemplo: A diregido do
lado formado pelo elastico
esticado nos pinos 4 e 5 se
repetira no lado formado
pelo elastico esticado nos
pinos 10e 11 (4+6=10e 5
+6=11).
Entdo, Dbasta repetir o
padrao seguindo o mesmo
formato de construgio,
observando a posigdo e
diregdo dos elasticos. Logo,
repetindo o padrio, chega-se
a alternativa B.

\. J
-

A necessidade de formalizar o Nessa parte, o docente pode

conteudo de Multiplos de levar mais alguns exemplos, caso

Numeros Naturais esta reste duvidas ainda durante a

relacionada a identificacdo das explicagao.

regularidades do trajeto

construido, sendo que a cada Pode abordar também a

certa quantidade de vezes, uma  infinidade dos multiplos de um

mesma figura comega a ser  numero, sendo que a reta dos

formada e a posi¢do dos pinos numeros naturais possui um

obedecera a uma soma ponto de origem e segue

sucessiva, que remete a ideia de infinitamente para o lado

multiplos. positivo.
\ J
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 2

Dito isto, perceba que os maltiplos de um ntimero natural possuem um determinado padrdo
para encontrar qualguer multiplo deste nimero natural especifico. Por exemplo: 54 ¢ multiplo
de 9, pois 0 9 ¢ adicionado a ele meésmo 6 vezes (9 + 9+ 9+ 9+ 9+ 9). Esse ¢ o padrio que é
falado aqui: a soma sucessiva de um valor fixo numa quantidade determinada de vezes.

Vejamos a aplicagio desse conceito em outros problemas. Fique & vontade de usar o
Geoplano para visualizar melhor e compreender os proximos problemas.

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(OBMEP 2023 - F1 - N2 - Q4): José utilizou exatamente 2023 pegas quadradas de | cm de
lado para preencher varios tabuleiros retangulares de 7 cm por 17 em. Quantos tabuleiros
José conseguiu preencher?

A) 717

B) 177

117

D) 71

Ey17

(OBMEP 2016 - F1 - N2 - QI1): Luciana marcou os niimeros de 1 a 9 em uma circunferén -
cia, como na figura. A partir do namero 1, ela comegou a pular de 4 em 4. No primeiro pulo
ela foi do 1 ao 5. no segundo, do 5 a0 9, no terceiro do 9 ao 4 ¢ assim por diante. Depois e
pular 1000 vezes, em que namero ela parou?

A)l

B)2 +O

3 /‘) \Qil
D) 4 3 ,
E)5

15
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1° PROBLEMA:

\, J

N

No primeiro problema, os
estudantes podem represen-
tar os tabuleiros no Geopla-
no usando a ideia de
propor¢do, uma vez que o
material sugerido a constru-
¢ao foi 10 um. X 10 u.m.

Todavia, podem perceber que
sao 7 x 17 = 119 pecas
quadradas para construir um
tabuleiro e o Geoplano cons-
truido comporta 100.

O docente pode levantar os
seguintes questionamentos:

o Quais conhecimentos de
Geometria  podem  ser
usados para resolver o
problema?

« Precisa-se de quantas pe-
cas para construir um
tabuleiro? E dois?

« Eu precisaria de quantos
Geoplanos inteiros para
encontrar a solugdo?

« Serd possivel encaixar
essas 2023 pecas nos ta-
buleiros construidos sem
sobrar nenhuma?

2° PROBLEMA:

incentivados a anotar as

estudantes podem  ser

Ja no problema 2, um dos
desafios maiores para os alunos
pode ser a construgdo de uma
figura “circular” no Geoplano,
que permite apenas a construcao
de poligonos e seus respectivos
lados.

Portanto, o maximo que os
alunos conseguirdo construir
sera um eneagono ndo regular,
semelhante ao da figura ao lado.

Apbds isso, poderdo perceber os
padrdes de repeticio ao notar
que a marcagdo de Luciana
ocorre de 4 em 4 numeros.

observagdes ou utilizar algum
dos passos realizados na solugao
da questdo 2.




2024 FASE 1

RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 4

A seguir serdio apresentados o problema proposto ¢ o material manipulivel a ser

utilizado para resolugio do problema. Fique atentol(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

A figura apresenta uma malha triangular formada por triingulos equiliteros pequenos, cada

um com area igual a 1 em?® Qual é a drea, em centimetros quadrados, da regido cinza?

A) 11
B)7
)10
D) &
E)9

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugio deste problema, serd

proposto a

adaptagio de um Geoplano: o Geoplano de Base
Paralelogramo Regular. Possui basicamente as mesmas
caracteristicas do Geoplano tradicional, porém, ao invés
das ligas formarem quadrados, elas formardo triangulos
equiliteros. Utilize o Material para visualizar o
problema, enxergar as caracteristicas dos triangulos
equilateros mais de perto, bem como na manipulagio
deles através do Geoplano. Anote a estratégia utilizada e
as observagoes realizadas ao longo do raciocinio do

problema.

16

7 )
O problema a seguir é a

questdo 4, da prova de 2024,
fase 1, nivel 2.

Neste momento, todos os
grupos ja podem esta
formados. Fique a vontade

de dividir a turma em
quantos grupos achar
necessario.

Analise seu ambiente e veja
qual a melhor forma de
proceder.

Aqui, pe¢a para os alunos
lerem a parte MATERIAL
MANIPULAVEL, para que
vejam as orientagdes e dicas
de como usar o material para
ajudar na solugdo do
problema.

Para essa atividade pode ser
destinada duas aulas de 50
minutos cada, pois além da
solu¢do ainda havera os
registros feitos pelos alunos,
a resolugdo do problema,
demonstra¢do no material, a
plenaria, a formalizagdo do

contetdo e 0s novos
problemas propostos
parecidos com o problema
atual.

\ J

“[...] Utilize o Material para
visualizar o problema, enxergar
as caracteristicas dos tridngulos
equildteros [...]”

Essa sugestdo ¢ bastante relevan-
te diante das possibilidades de
construgdo nesse tipo de Geo-
plano.

Note que, ao considerar duas
linhas consecutivas de pinos e fi-
xando dois pontos em uma das
linhas, consegue-se formar um
triangulo equilatero com um
unico pino na linha seguinte.

“[...] manipulagio deles através
do Geoplano”

A manipulagdo citada aqui ¢ a
dos triangulos equilateros.

No Geoplano de formato
paralelogramo, ¢ possivel verifi-
car as caracteristicas  dos
triangulos, ter uma angulagdo de
60° (conforme a construgiao
proposta).

Isso colabora para resolugdao do
problema proposto ao perceber
a sua figura.

“[...] Anote a estratégia utilizada
e as observacoes realizadas ao
longo do raciocinio do proble-

”»

ma

Essa solicitagdo da anotagdo é
sugerida para que se garanta a
reunido das ideias para solugio e
que ndo corra o risco do
estudante esquecé-la ao longo
das etapas da solugdo do
problema.

Uma forma de reunir nao sé as
suas, mas as dos seus colegas de

grupo.




2024 FASE |

RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 4

IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Apos a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Apos a leitura coletiva, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugio. Registre neste espago a solugio encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugiio, vocé perceberi que ola) professor(a) dard algumas

dicas e sugestdes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua

estratégia de solugiio do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulivel. Diante

s N
Para esse problema, o

docente pode questionar:

« Podemos usar o Geoplano
do  problema
para resolver este? Por

anterior

qué?

o Quais sdo as
caracteristicas desse
problema?

« A figura apresentada

pode ser modificada?

o Quais propriedades
geométricas podem ser
utilizadas para

compreender o problema?

. E possivel desfazer partes
do tridngulo e refazer em
outro lugar com a ideia de
complementar?

PROPOSTA DE SOLU-
CAO ESCRITA

Observa-se na figura os
triangulos que estdo dentro
da area da regido cinza e os
que sdo ao seu redor e nota-

disso, a proxima etapa cabera ao registro das principais dicas dadas, se julgar necessario. -se ainda um padréo,
conforme a figura do
retangulo abaixo:
. J
N

Os triangulos vermelhos sdo
congruentes entre si pelo caso
ALA (Angulo, Lado, Angulo) e
os azuis também entre si, pelo
caso ALA (Angulo, Lado,
Angulo).

Vermelho
Angulo: 60°.

Lado: de um dos triangulos
equilateros.
Angulo: oposto pelo vértice.

Azul

Angulo: 120°.

Lado: de um dos triangulos
equilateros.

Angulo: oposto pelo vértice.

LN NN
Portanto, com as manipulagoes

realizadas chega-se a seguinte
imagem:

Logo, como a area de cada
triangulo é 1 cm? temos que o
resultado sera 9 cm? Item E.

17



2024 FASE 1

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 4

A partir de agora aconteceriio os Registros das resolugies na lousa, a demonstragio da

estratégia de solugiio no Material Manipulivel ¢ a Plendria de todos os grupos participantes,
Apresente sua solugio, observe as solugoes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre

as exposigdes. Apos isso. sua solugio junto com as dos seus colegas formariio as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegario a um Consenso de

qual solugdo esti mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACSO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trithado, vamos & Formalizacao do Conteido!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

O problema em questio trata da ideia de tridngulos, especificamente o tridngulo

equilatero, e suas propriedades. Para essa compreensio, entendamos o que ¢ um tridngulo

equilatero e como identificar as suas propriedades.

Em Geometria Euclidiana, tridingulo é uma figura geométrica plana formada por trés

segmentos de reta que se encontram dois a dois em trés pontos nio colineares. Esses pontos

sdo denominados vértices, ¢ os segmentos que os unem sio os lados do tridngulo. A figura

também possui trés dngulos internos, determinados pela intersegiio dos lados.

Formalmente, um tridngulo ¢ a unifio de trés pontos A, B e C no plano, tais que os

segmentos AB, BC e CA sio segmentos distintos, com A, B ¢ C nio colineares.

7 )
PROPOSTA DE SOLU-
CAO COM O GEOPLANO

A solugdao no Geoplano nao
foge da solucdo apresentada
anteriormente.

Inicialmente espera-se que os
alunos reproduzam a ima-
gem do problema no mate-
rial.

Em seguida, conforme a re-
solug¢do escrita anteriormen-
te, constroi os triangulos ver-
melhos, usando os elasticos
de cor referente, averiguando
as medidas das areas iguais
por meio do caso de
congruéncia de triangulos,
especificamente o0 ALA (An-
gulo, Lado, Angulo).

Aconselha-se que construa
os dois triangulos usando
dois elasticos de mesma cor,
no caso, vermelha, conforme
\a figura a seguir.

J/

Analogamente, faz o processo
com os triangulos azuis. Obser-
va-se o padrio dos triangulos
inferiores, que agora serdo
construidos com elasticos azuis,
notando sua congruéncia pelo
mesmo caso ALA (Angulo, La-
do, Angulo).

Note que, enquanto nos tridngu-
los vermelhos, um dos angulos
congruentes ¢ de 60° ¢ nos azuis ¢
de 120°. Isso se deve ao fato de
que em um, ha apenas um angulo
das pontas” do
triangulo equilatero e no outro
ha a jungdo de duas dessas
“pontas”, logo, 60° + 60° = 120°.

de “uma

Assim, temos:

O que resulta em 9 tridngulos
preenchidos, sendo cada um me-
dindo area de 1 cm*

Portanto, 9 X 1 =9 cm?.

Letra E.
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 4

Um tridngulo equilitero & um tipo especial de triangulo com os trés lados congruen-
tes, ou seja, todos os lados tém a mesma medida. Isso significa que o tridgngulo ABC ¢
isosceles se, e somente se, os segmentos AB = BC = CD. Consequentemente, os trés ingulos
internos também sio iguais, cada um medindo exatamente 60°, uma vez que a soma dos

angulos internos de um triangulo qualquer é 180°

Altura de um trifingulo: Num tridngulo ABC, tracemos pelo ponto A uma reta »
perpendicular i reta que contém o lado BC. Chamemos de H, o ponto de encontro da reta r
com a reta BC e destaquemos o segmento AH,.

A

T

1 Hy
i

,.

O segmento AH; é uma altura do tridingulo ABC.
Uma propriedade importante do trifingulo equildtero: Veja a imagem abaixo:

A A
B \C B/ (&
D D

Perceba que quando selecionamos o vértice A e um ponto D perpendicular a A sobre o

lado BC, formam-se dois tridngulos: ABD e ADC. Considerando a drea dos triangulos ABC,
ABD e ADC, temos as seguintes relagoes:

(Apesar do material do alunoN
ndo trazer o conteudo de
congruéncia, aqui sugerimos
algumas definigdes impor-
tantes para comentar em sala
de aula. O docente pode
conferir o conteudo na inte-
gra através da obra de Iezzi,
Machado e Dolce (2008, p.
32 - 36) [ver referéncias bi-
bliograficas].

Congruéncia: dois triangulos
sdo congruentes quando os
lados e os angulos de um
deles sdo respectivamente
congruentes aos lados e aos
angulos do outro.

E D
C
F
A B

CASOS DE
CONGRUENCIA

Caso LAL (Lado - Angulo -
Lado): Se
possuem dois lados e o angu-
lo compreendido entre eles

respectivamente congruentes,
\.

dois triangulos

7

entdo os  triangulos  sdo Exemplo:

congruentes.

Exemplo: ‘ C ! l j ’
Caso LLL (Lado - Lado - La-
do): Se dois triangulos possuem
os trés lados respectivamente

o congruentes, entdo os triangulos

Caso ALA (Angulo - Lado - ~

N . -~ sdo congruentes.

Angulo): Se dois triangulos

possuem um lado e os dois
angulos a ele adjacentes respec-
tivamente congruentes, entao os
triangulos sdo congruentes.

Z

Caso especial: Se dois triangulos
possuem um cateto e a hipote-
nusa respectivamente congruen-
tes, entdo os tridngulos sdo
congruentes.

Ha mais um caso de congruéncia
que ¢ o LAA, (Lado - Angulo
adjacente - Angulo oposto), mas
ndo serd discutido aqui [ver
referéncias].
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o Aanc - Aamp = Aanc
o Aupe - Aape = Ao
o Ansp + Aspe = Aai

2024 FASE 1

RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 4

Isto €, Axgn € Aape S0 tridngulos congruentes.

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(OBMEP 2023 - FI - N2 - Q9): A area do poligono amarelo

com vertices em pontos do quadriculado ¢ 30 em?®. Qual ¢ a

area, em cm?, de cada quadradinho do quadriculado?

A)2 B)3 ()4 D)5 E)6

(OBMEP 2016 - F1 - N2 - Q10): O triangulo equilitero ABC da figura é formado por 36

triingulos equiliteros menores, cada um deles com drea 1. Qual ¢ a soma das areas dos

quatro tridngulos amarelos?

A) 13
B) 14
Q15
D) 16
E)17

s '
1° PROBLEMA:

O objetivo nesse problema ¢
encontrar o numero de qua-
drados que sdo possiveis for-
mar com a area amarela.

Semelhante ao problema
original - porém, com a utili-
zagdo do Geoplano de base
quadrada - o presente pro-
blema pode ser construido
por meio do material,
conforme a figura abaixo.

Agora, com os elasticos
coloridos,
possiveis triangulos congru-

entes.

observemos 0s

O clastico amarelo é o da
figura  original e  os
vermelhos, verdes,
laranjas e comple-

mentam entre si, sendo que o
\

azuis,
lilas

quadrado do lado superior direi-
to é formado por um pedago de
area amarela, a complementagao
laranja e lilas.

O interessante é que, no Geopla-
no, nem sempre da para verificar
a area da figura formada ou que
sobra. Portanto, usamos o0s
conceitos vistos anteriormente
para construir, observar e inferir

acerca das situagles propostas.
Logo, sao 5 quadrados. Se ao
todo sdo 30 cm?, conclui-se que
cada quadrado possui 6 cm? de
area. Alternativa E.

2° PROBLEMA:
No Geoplano de base paralelo-
gramo fica assim a reprodugao.

Considere duas retas paralelas,
dois pontos fixos A e B em uma

delas, e tome um ponto C na
outra reta. O triangulo ABC,
independente da posigdo de C
sobre a outra reta, possuira o
valor de sua area fixa. Assim,
fazendo as devidas manipula-
¢oes temos:

' zfi«;

Portanto, a soma das areas sera:
8 + 4 + 4 = 16 unidades de area.
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 6

A seguir serdio apresentados o problema proposto ¢ o material manipulivel a ser

utilizado para resolugio do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

Uma formiga e uma aranha partem juntas do ponto indicado no quadriculado de 5 metros

por 5 metros, no sentido horario, e caminham sempre 1 metro por minuto, A formiga anda na

borda do quadriculado e a aranha na borda da regifio cinza, até retornarem ao ponto de
partida. Durante quanto tempo elas andario juntas, lado a lado?

%

A) 1]l minutos
B) 6 minutos
) 12 minutos
D) 7 minutos
E) 10 minutos

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugio deste problema, serd proposto

1]

0 uso do Geoplano. Utilize o Geoplano para simu-
lar os caminhos da formiga e aranha, por meio de
ligas de cores diferentes. Busque padrdes e observe
as caracteristicas ¢ possibilidades do problema.
Elabore estratégias que podem auxiliar na solugiao

do problema.

Iinangen: heapsflapps g

7 )
O problema a seguir é a

questdo 6, da prova de 2024,
fase 1, nivel 2.

Neste momento, todos os
grupos ja  podem
formados. Fique a vontade
de dividir a em
quantos grupos achar
necessario.

esta

turma

Analise seu ambiente e veja
qual a melhor forma de
proceder.

Aqui, pe¢a para os alunos
lerem a parte MATERIAL
MANIPULAVEL, para que
vejam as orientagdes e dicas
de como usar o material para
ajudar solugdo do
problema.

na

Para essa atividade pode ser
destinada duas aulas de 50
minutos cada, pois além da
solu¢do ainda havera os
registros feitos pelos alunos,
a resolugdo do problema,
demonstra¢do no material, a
plenaria, a formalizagdo do

contetdo e 0s novos
problemas propostos
parecidos com o problema
atual.

\ J

“[...] Utilize o Geoplano para
simular os caminhos da formiga e
aranha, por meio de ligas de cores
diferentes”

Essa sugestdo foi dada porque,
ao notar o trajeto da formiga e
da aranha, nota-se que em
alguns momentos elas ndo cami-
nham juntas, o que acontece
dois fendmenos: um elas se
afastam, mas a frente se
encontram e o outro momento ¢
que elas se afastam, mas ndo se
encontram mais.

“[...] Busque padroes e observe
as caracteristicas e possibilidades
do problema”

Os padroes ¢ compreender qual
foi o trajeto tragado e conseguir
reproduzir isso no material. Faca
aos alunos  os
questionamentos:

seguintes

« Como reproduzir isso?

« E necessario fazer todo
trajeto?

o Quais sdo as situagdes que
posso recriar?

« Isso faz sentido?

“[...] Elabore estratégias que

podem auxiliar na solugcido do
problema”

As estratégias a serem tomadas
condizem com os conhecimentos
prévios dos alunos quanto ao
assunto e quanto ao Geoplano e
suas habilidades de manipula-
¢ao0.

A tarefa mais dificil pode ser re-
criar o problema do qué resolvé-
isso, € importante
compreender para solucionar.

lo. Por




2024 FASE 1

RESOLUCAQ DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 6

IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Apos a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Apos a leitura coletiva, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugio. Registre neste espago a solugio encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugiio, vocé perceberd que o(a) professor{a) dara algumas

dicas e sugestdes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua

estratégia de solugiio do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulivel.

Diante disso, a proxima etapa caberd ao registro das principais dicas dadas, se julgar

necessario.

-
Para esse problema,

docente pode questionar:

rentes?

no trajeto da outra?

se encontrar? Como?

delas se mantém?

é 0 mesmo?

nho que a outra?

indicado  na

no ponto de partida?

~\
(o)

« Ha outros caminhos pos-
siveis para que a formiga
e a aranha se encontrem?

« Em algum momento elas
percorrem 0 mesmo pon-
to, mas em diregdes dife-

« O trajeto de uma interfere

« E possivel prever anteci-
padamente onde elas vio

« Se alterarmos o ponto de
partida, o comportamento

« O numero de segmentos
percorridos por cada uma

« Em algum trecho uma
delas percorre mais cami-

« Se elas fizerem o trajeto
questdo,
conseguirdo chegar juntas

J/

7

PROPOSTA DE SOLUCAO
ESCRITA

Observe os caminhos: note que a
formiga faz o caminho tracejado
de laranja e a aranha de azul.

3
i

| |
Numerando os trajetos, teremos

o caminho representados na
figura a seguir:

¥123
of

20

9] [ [5]¢

18 78

1715 10| 9

16| [14]11
1312

Veja que os numeros na cor
preta representam o momento
em que a formiga e a aranha
estavam caminhando juntas sob
o mesmo lado do quadradinho
menor.

Portanto, diante do resultado,
conclui-se que elas caminharam
juntas durante 7 minutos.




RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 6

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora aconteceriio 0s Registros das resolugies na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugiio no Material Manipulivel ¢ a Plendria de todos os grupos participantes.
Apresente sua solugdo, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigdes. Apos isso, sua solugio junto com as dos seus colegas formariio as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegardo a um Consenso de
qual solugido estd mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trithado, vamos a Formalizagio do Conteido!

FORMALIZACAQ DO CONTEUDO

Mesta questdo, o assunto trabalhado ¢ o de Perimetro de figura geométrica,
especificamente, ¢ considerado apenas uma parte do perimetro, aquele que a formiga e a
aranha andam juntas. Para isso, vamos entender o que é perimetro.

Perimetro ¢ a medida da extensao da fronteira de uma figura plana, No caso de poligo-
nos, ¢ definido como a soma dos comprimentos de seus lados consecutivos, Ja para curvas
fechadas, o perimetro corresponde ao comprimento total da curva. Representamos dessa
forma:

2p =1l +lo+lg+...+1,

}n!ados i 2p = perimetro

Ek = lados, com k € {1,2,3,...,n}

4 N\
PROPOSTA DE SOLU-
CAO COM O GEOPLANO

No Geoplano, propoe-se
recriar o problema usando
elasticos de acordo com o
sugerido.

Agora, € s06 observar quando
a formiga e aranha andam
juntas sob o caminho traga-
do.

Nessa observagdo, pode-se
questionar:

. Depois de se afastarem,
se encontrardo novamen-
te?

. Isso sempre ocorre?

Para tentar responder isso,
utilizemos elasticos da cor
verde para mostrar o
caminho em que elas andam

juntas.

\, /

Portanto, a formiga e a aranha s6 andaram lado a lado durante 7 minutos.

Item D.

23
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PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

(Banco de Questoes 2018 - N1 - Q18) Formigas... Sempre formigas!

Uma formiga estd no vértice A de um retingulo ABCD ¢ faz um movimento em diregdo a B
seguindo o lado do retingulo. Apds um segundo movimento, vai da mesma maneira para C.
Depois de 3 movimentos, do mesmo modo ela chega a D e no gquarto, mantendo o caminho
sobre o lado, voltard para A. Depois de 2018 movimentos andlogos aos anteriores, em qual
vértice a formiga estara?

(OBMEP 2012 - F1 - N2 - Q3) Um quadrado de lado 1 em roda em torno de um quadrado de
lado 2 em, como na figura, partindo da posigio inicial e completando um giro cada vez que
um de seus lados fica apoiado em um lado do quadrado maior,

o S

oo apos pOuCES a008
o1 gie = gie

Qual das figuras a seguir representa a posi¢io dos dois quadrados apos o 2012° giro?

A) B) ﬁ )
L]

D) E)

-
1° PROBLEMA:

\,

N

Construa-se o retdngulo no
Geoplano de base quadrada.

Assim, nota-se que a formiga
faz 4 movimentos para sair
do vértice A e voltar para
ele.

Dessa forma, tem-se:

- 4
8
12

A-< 16

20

(A + r(2"0.18 L 4

onde A + r(2018 ~4) ¢ a po-
sicdo inicial da formiga no
vértice A adicionado ao resto
da divisdo de 2018 por 4.

Dai, temos:
2018 =4 x 504 + 2

Portanto, a formiga vai parar

no vértice C. ¢ao:

2° PROBLEMA:
Construa-se a situagdo do pro-
blema no Geoplano.

A cada 8 posigdes, 0 movimento
do quadrado sera repetido.

Note que o quadrado azul que
estd na posigdo 0 e somente apés ~ Dessa forma, basta saber qual ¢

o giro que ele ira para posicao 1. o multiplo mais préximo do

Logo, teremos a seguinte situa- namero 2012.

Fazendo os devidos calculos,
chegamos ao seguinte:

Portanto, o quadrado estara na
4% posigdo.

Alternativa A.

2012=251x8+4

24
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 15

A seguir serdio apresentados o problema proposto ¢ o material manipulivel a ser

utilizado para resolugio do problema. Fique atento(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

A formiguinha da OBMEP mora em um formigueiro com tineis horizontais e verticais,

conforme mostrado na figura. Quantos sdo os caminhos possiveis para a formiguinha ir do

ponto A ao ponto B, sempre percorrendo os tineis verticais de cima para baixo e sem passar

mais de uma vez pelo mesmo lugar nos taneis horizontais?

A

1

]

| |
LT,

A) 18
B) 36
12
D) 24
E) 10

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugio deste problema, serd proposto
o uso do Geoplano. Utilize o Geoplano para
reproduzir os caminhos possiveis tomados pela
formiguinha no formigueiro. Observe caracteristi-
cas ¢ padries importantes e relevantes. Elabore
estratégias que podem auxiliar na solugio do

problema.

o W R W
oA N G

Inageenn: hitps:pps mathfearningeenterorglyeoboard!

7 )
O problema a seguir é a

questdo 15, da prova de
2024, fase 1, nivel 2.

Neste momento, todos os
grupos ja  podem
formados. Fique a vontade

esta

de dividir a turma em
quantos grupos achar
necessario.

Analise seu ambiente e veja
qual a melhor forma de
proceder.

Aqui, pe¢a para os alunos
lerem a parte MATERIAL
MANIPULAVEL, para que
vejam as orientagdes e dicas
de como usar o material para
ajudar na solugdo do
problema.

Para essa atividade pode ser
destinada duas aulas de 50
minutos cada, pois além da
solu¢do ainda havera os
registros feitos pelos alunos,
a resolugdo do problema,
demonstra¢do no material, a
plenaria, a formalizagdo do

contetdo e 0s novos
problemas propostos
parecidos com o problema
atual.

\ J

“[...] Utilize o Geoplano para
reproduzir os caminhos possiveis
tomados pela formiguinha no
formigueiro”

A construgdo do trajeto percor-
rido pela formiguinha, proposto
no problema, pode proporcionar
aos alunos ideias de como
solucionar e quais abordagens
testar.

Além dos caminhos, o terreno
completo ¢ repleto de formas
geométricas.

“[...] Observe caracteristicas e
padrées importantes e relevan-

tes”

Os padrdes pode esta relaciona-
do a qual rota vertical ou hori-
zontal considerar primeiro e
analisar todas as possibilidades
decorrentes dessa tomada de de-
cisdo inicial.

Proponha um momento de refle-
xao de como recriar isso no
Geoplano e como os caminhos

sdo considerados.

“[...] Elabore estratégias que
podem auxiliar na solugcido do
problema”

As estratégias devem ter como
base a utilizagdo do Geoplano.
Fazer rota a rota utilizando
elasticos de cores diferentes pode
ser uma saida intrigante e pode
levar a compreender de fato o
problema e, assim, chegar a sua
solugdo.
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RESOLUCAQ DE PROBLEMAS - OBMEP

2024 FASE 1 NIVEL 2 QUESTAO 15

IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Apos a leitura individual, registre aqui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Apos a leitura coletiva, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugio. Registre neste espago a solugio encontrada para o problema.

Ao longo do registro da solugiio, vocé perceberd que o(a) professor{a) dard algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugiio do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulavel.
Diante disso, a proxima etapa caberd ao registro das principais dicas dadas, se julgar
necessario.

N
Para esse problema, o
docente pode questionar:

Quais caminhos a
formiguinha pode seguir?

Ha algum caminho que
ndo leva do ponto A ao
ponto B?

Faz sentido ela voltar por
um mesmo caminho que
seguiu?

E possivel perceber algum
padrdo no formato do
caminho que ajude a
encontrar a solugdo?

Existem caminhos mais
curtos ou mais longos
entre o ponto A e o ponto
B?

Se a formiguinha mudar a
ordem dos passos, ela
ainda chegara ao ponto
B?

E  possivel  representar
todos 0s caminhos
possiveis de  forma
organizada? Como?

\. J
-
PROPOSTA DE SOLUCAO Todavia, cada um desses
ESCRITA caminhos verticais, da acesso a
outros trés caminhos verticais.
Observe que na primeira linha
horizontal, a formiguinha tem 3 Portanto, novamente pelo Prin-
possibilidades de caminhos ver- cipio Fundamental da Conta-
ticais. gem temos:
O primeiro caminho vertical da 6 X 3 = 18 possibilidades
acesso a outros dois, o segundo
também e o terceiro também. Alternativa A.
Pelo Principio Fundamental da
Contagem, temos até entao:
3x2=6
\ J
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PresssseRR

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora acontecerio os Registros das resolugies na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugiio no Material Manipulivel ¢ a Plendria de todos os grupos participantes,
Apresente sua solugdo, observe as solugoes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigdes. Apos isso, sua solugio junto com as dos seus colegas formariio as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com ofa) professor(a), vocés chegardo a um Consenso de
qual solugdo estd mais proxima da correta.

REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL

Depois desse caminho trithado, vamos a4 Formalizagio do Conteido!

FORMALIZACAO DO CONTEUDO

Neste problema, o assunto trabalhado é o Principio Fundamental da Contagem, pois trata das
possibilidades da formiguinha sair de um ponto para outro, por meio de caminhos distintos,

A seguir, apresentaremos uma breve formalizagio do contetido.

O Principio Fundamental da Contagem (também chamado de Principio Multiplicativo) ¢ uma
regra basica da combinatoria que permite determinar o niumero total de possibilidades
quando um evento € composto por etapas sucessivas e independentes.
Se um evento ocorre em k etapas, onde:

« A 1" etapa tem n, possibilidades,

« A 2" etapa tem n; possibilidades,

A k-ésima etapa tem ny possibilidades,

4 N\
PROPOSTA DE SOLU-
CAO COM O GEOPLANO

Inicialmente, construa-se o
problema no material.

Em seguida, usemos elasticos
de cores diferentes para en-
tender os trajetos possiveis.

O elastico amarelo foi usado
para representar um cami-
nho possivel tragcado pela
formiguinha, caso pegue o
primeiro tinel vertical.

O elastico azul foi usado
para representar um cami-

nho possivel tragcado pela
\

7

Serdo trés tuneis iniciais verti-
cais, cada um com outros dois

formiguinha, caso pegue o se-
gundo tanel vertical.

tuneis verticais e cada um desses
ultimos com outros trés tuneis
verticais.

Assim, teremos:

3x2x3=18.
O elastico verde foi usado para

representar um caminho possivel
tragado pela formiguinha, caso
pegue o terceiro tunel vertical.

Item A.

7

Assim, € percebido o mesmo
padrio visto na solugio escrita.

27
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Entio, o niimero total de maneiras distintas de o evento ocorrer € dado pelo produto:

N=nxn,X..%xn,
Caracteristicas relevantes:

1. Independéncia das Etapas: as escolhas em uma etapa ndo podem influenciar as opgdes das
etapas seguintes,
Exemplo:
o Se vocé estd escolhendo um sorvete (3 sabores) e uma cobertura (2 opgdes), a escolha
do sabor ndo afeta as opgdes de escolha de cobertura.
y Cuidado: Se uma escolha eliminar opgdes luturas (ex.; "se escolher sorvete de limio, i

¢ 50 pode usar mel como cobertura”), o PFC nio se aplica diretamente.

2. Propriedade Comutativa: advém da multiplicagiio, ja que o total de possibilidades ¢ o mes-
mo, independentemente da ordem em que as etapas sdo consideradas.

Exemplo: Ve
. . . . Chatfie: conjunto  completo de

o Caleular o niimero de outfits com 2 camisetas e 3 calgas: | upas ¢ acessorios usados em
= 2X3=6 *uma ocasiio especifica ou para

« 3% 2 =6 (oresultado é idéntico). I.c(prcss:lr um determinado estilo, J

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

1. (OBMEP 2023 - F1 - N2 - Q14) Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre as
linhas do quadriculado da figura, sempre para a direita ou para cima, até chegar ao vértice B,
De quantas maneiras ela pode fazer isso passando por algum dos quatro pontos destacados?

-
1° PROBLEMA:

Recriando o problema no
Geoplano, temos:

Usemos os elasticos de ou-
tras cores para compreender
as possibilidades de caminho
que essa formiga pode tra-
car.

Com o elastico azul, pode-
mos notar que ha apenas
uma possibilidade de sair de
A até B, passando pelo

7

A)4 B ponto 1.
B) 32
C) 36 T4 1 2 hi 6 ibi
) a pelo ponto 2, ha 6 possibi-
E) 74 lidades na lateral esquerda e
6 na parte superior. Entdo,
A pelo Principio Fundamental
da Contagem, temos:
6 X 6 = 36 possibilidades.
\. J
De forma analoga, consideran-  teral direita. Assim, pelo Princi-
do os pontos inferiores 3 e 4, pio Fundamental da Contagem,
temos: temos:
6 X 6 = 36 possibilidades.
Portanto, no total sao
i I O i
LLL LT Tk . 1+36+1+36=
S AN S 74 possibilidades
Note que ha apenas uma possi- )
bilidade de sair de A até B Alternativa E.
passando pelo ponto 4. Ja pelo
ponto 3, ha 6 possibilidades na
parte inferior e 6 caminhos dife-
rentes para ser tomados pela la-
\ J
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2. (OBMEP 2018 - F1 - N2 - Q19) Para fazer um percurso do ponto P ao ponto Q da figura,
uma formiguinha deve andar sobre os segmentos horizontais sempre para a direita ¢ nunca
passar duas vezes por um mesmo segmento vertical. De quantas maneiras diferentes ela pode

fazer esse percurso?

A)3

B) 10
)20
D) 1024
E) 1536

Q
[MITTITTTT]

-
P

-
2° PROBLEMA:

Semelhantemente aos pro-
blemas propostos anterior-
mente, construa-o no Geo-
plano.

Agora, analisemos as possi-
bilidades de trajeto que a
formiguinha pode tragar.

Fixemos os pontos A, B, C e
D para organizar todas as
possibilidades, tendo em vis-
ta que apenas os movimentos
horizontais que sao determi-
nados. Assim, temos a figura
que se segue:

REENEIEEEEES S

plee——s

Ha 3 formas distintas de a
formiga chegar, saindo de P,
a um dos pontos A ou B sem
andar pelo segmento vertical
AB (duas maneiras de chegar
a A — horizontal/vertical ou
vertical/horizontal — ¢ uma

s6 de chegar a B -
vertical/vertical/horizontal).
. J

A partir de A, fazendo percursos
do tipo H (horizontal) ou VH
(vertical - horizontal), a formiga
chega de 2% formas distintas a
um dos pontos C ou D, sem
passar pelo segmento CD. Um
caminho possivel ¢ representado
pelo elastico verde abaixo:

Além disso, a partir de cada
ponto C ou D ha duas formas
distintas de chegar até Q (sendo
agora permitido passar pelo
segmento CD), conforme um
exemplo abaixo, feito com um
elastico branco.

Portanto, pelo Principio Fun-
damental da Contagem, ha um
total de

2’x2=2
percursos distintos que a formi-

guinha pode fazer para chegar
de A até Q.

Raciocinios similares nos dao
um total de 2’ percursos distin-
tos que a formiga pode fazer
para chegar de B até Q.

Considerando os casos I) e 11),
segue do Principio Fundamental
da Contagem que ha um total de
3x2"=1536
percursos diferentes que a
formiga pode fazer para sair de
P e chegar a Q, seguindo as

regras do enunciado. Item E.
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS - OBMEP

NIVEL 2 QUESTAO 19

A seguir serdio apresentados o problema proposto ¢ o material manipulivel a ser

utilizado para resolugio do problema. Fique atentol(a) as instrugdes ao longo da atividade.

PROPOSICAO DO PROBLEMA

A figura ¢ formada por quatro quadrados, o primeiro com diagonal AB ¢ os demais

construidos sobre a diagonal do anterior. O segmento AB mede | cm., Qual é a drea, em em? |

do triangulo sombreado?

A)

B)

C)

palen ro|ee w2 =2

D)

=

E) 3

MATERIAL MANIPULAVEL

Para resolugio deste problema, serd proposto o uso do Geoplano, Utilize o Geoplano
para reproduzir a figura, observe padrdes referentes ao crescimento dos lados, propriedades

conhecidas, recrie o tridingulo sombreado. Se necessiario, use formulas.

7 )
O problema a seguir é a

questdo 19, da prova de
2024, fase 1, nivel 2.

Neste momento, todos os
grupos ja  podem

\

formados. Fique a vontade

esta

de dividir a turma em
quantos grupos achar
necessario.

Analise seu ambiente e veja
qual
proceder.

a melhor forma de

Aqui, peca para os alunos
lerem a parte MATERIAL
MANIPULAVEL, para que
vejam as orientagdes ¢ dicas
de como usar o material para
ajudar na solugdo do
problema.

Para essa atividade pode ser
destinada duas aulas de 50
minutos cada, pois além da
solu¢do ainda havera os
registros feitos pelos alunos,
a resolugdo do problema,
demonstragao no material, a
plenaria, a formaliza¢do do

contetdo e os novos
problemas propostos
parecidos com o problema
atual.

\ J

“[...] Utilize o Geoplano para
reproduzir a figura [...]”

Note que ha muitos tridngulos e
quadrados construidos sobre
lados de outros. Pode ser que, a
priori, os estudantes se confun-
dam com a quantidade de infor-
magao da imagem.

Por isso que a construgdo € su-
gerida, pois pode facilitar a
compreensdo do problema ao
entender como a figura ¢ criada.

“[...] observe padrées referentes
ao crescimento dos lados,
propriedades conhecidas [...]”

A observagdo do crescimento
dos lados pode
propriedades da geometria pla-
na que colaboram para constru-
¢do da resolugido do problema.

levar a

Enquanto lado ou diagonal, o
segmento analisado pode propi-
clar um retorno aos conheci-
mentos prévios dos estudantes e
despertar ideias para tragar
solugdes.

“[...] recrie o trigngulo sombrea-
do”

Como ja falado, as propriedades
observadas pode se estender
para o tridngulo em questdo,
tendo em vista que nao ha
apenas o triangulo sombreado
na figura, mas ha
triangulos retangulos e isosceles
também.

outros
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Pmageans: husps:Happs matfdearningeenter orgleobodmnd

IMPRESSOES POS LEITURA INDIVIDUAL

Apos a leitura individual, registre agui o que vocé entendeu.

IMPRESSOES POS LEITURA COLETIVA

Apos a leitura coletiva, registre aqui o que vocé entendeu.

RESOLUCAO DO PROBLEMA

Chegou a hora da solugio. Registre neste espago a solugio encontrada para o problema.

7

N
Para esse problema, o
docente pode questionar:

Como os quadrados fo-
ram construidos a partir
do segmento AB?

Todos os quadrados tém
lados iguais?

O que muda de um
quadrado para o outro?

Qual é a posicdo dos
quadrados em relagdo ao
anterior?

Eles giram? Se sim, de
quantos graus?

Podemos  decompor o
tridngulo sombreado em
outras figuras conheci-
das?

Ha simetrias ou proprie-
dades que podemos usar
para facilitar o calculo da
area?

7

\. J
PROPOSTA DE SOLUCAO Tomemos agora uma reta para- Se considerarmos:
ESCRITA lela ao ponto B que passe pelo M B M B
ponto A. l
Analisemos separadamente cada !
A A
dado que o problema oferece.
BP=PA=%
Tomemos uma reta paralela a E ainda:
base do triangulo sombreado, M B
que passe pelo ponto M. ” N
. Y2
Veja: A
[ Continua na proxima pagina... |
\. J

31
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Ao longo do registro da solugiio, vocé perceberd que o(a) professor{a) dard algumas
dicas e sugestoes baseados nos seus conhecimentos anteriores e, assim, colaborar na sua
estratégia de solugiio do problema, principalmente, utilizando o Material Manipulivel,
Diante disso, a proxima etapa caberd ao registro das principais dicas dadas, se julgar
necessario.

DICAS E SUGESTOES

Registre aqui as dicas dadas, se necessario.

A partir de agora aconteceriio os Registros das resolugdes na lousa, a demonstragio da
estratégia de solugio no Material Manipulivel e a Plendiria de todos os grupos participantes,
Apresente sua solugio, observe as solugdes dos colegas, os processos utilizados e reflita sobre
as exposigdes. Apos isso, sua solugio junto com as dos seus colegas formario as possiveis
solugdes naquele momento. Agora, com o(a) professor(a), vocés chegario a um Consenso de
qual solugiio esta mais proxima da correta.

32

Pelo postulado das paralelas,
podemos ter:

O triangulo vermelho tera a
mesma area do tridngulo

Portanto, a area do triangulo
sombreado sera de:

Item A.

; sombreado.
REGISTRO DAS DEMONSTRACAO
RESOLUCOES NA NO MATERIAL PLENARIA CONSENSO
LOUSA MANIPULAVEL Logo, temos:
Depois desse caminho trithado, vamos 4 Formalizagio do C ido! (b X h)
Ap = —=
2
. S/
(31) x 2 L n PROPOSTA DE SOLUCAO
Ar = 2T = 35 =3 COM O GEOPLANO

Construamos o problema no
Geoplano.

7 2
§Cm

Note que, se criarmos um seg-
mento paralelo a base do trian-
gulo azul, passando por M e um
paralelo ao ponto B passando por

Perceba que o ponto de intersec-
¢do entre os elasticos verdes
representa a metade do valor da
distancia entre os pinos ligados
pelo elastico verde que vale 1 cm.
Isto é, a distancia entre a inter-
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FORMALIZAGCAO DO CONTEUDO

O problema proposto vem tratar de aspectos e propriedades relevantes da Geometria Plana,
que tratam das ideias de Ponto Médio, Postulado das Paralelas de Euclides, Area de Tridngulo

¢ Diagonais de um quadrado. A seguir, vejamos um pouco mais sobre esses contelidos,

1. Ponto Médio

O Ponto Médio M de um segmento ¢ um ponto que pertence ao segmento e o divide em dois
segmentos congruentes.

Exemplo:

- Seja o segmento AB = 10 cm. Assim, AM = MB = 5em.

¥
| Atengiio: Congruentes significa “de mesma medida”,
:

2. Postulado das Paralelas

Ao considerar que duas ou mais retas sdo paralelas, no mesmo plano, quando nio possuem
nenhum ponto em comum, hi wma propriedade interessante chamado de Axioma de
Euclides ou Postulado das Paralelas, que diz o seguinte:

Por um ponto P fora de wna reta a passa wuma unica reta b paralela a reta a.

a h

Retas Paralelas Postulado das Paralelas

e N
seccdo entre os elastico verde

e um pino consecutivo vale
%2 cm e a distancia entre os
pinos vale 1 cm.

Veja ainda que, sobre o
elastico verde que passa pelo
vértice A, a distancia entre a
intersec¢do entre os elasticos
verdes e o vértice esquerdo
do triangulo azul vale 3,5
cm, e este segmento repre-
senta exatamente a altura do
triangulo azul, cuja base ¢ 2
cm.

Sabendo que:

bxh
Temos:
Ap = 3,5x2 =3,5= Zcmz
2
Ttem A.
\ J

7

Rascunho

33
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3. Area de um trifingulo

Dados trés pontos A, B ¢ C. nio colineares, chama-se triangulo ABC a reunido dos
segmentos AB, BC e AC.

Exemplo:

Alwara (h)

A B

—

Base (b)

' P in . - T -
Atengdio: Os tridingulos possuem uma condigio de existéncia. Em qualquer
¢ tridngulo, cada lado é menor do que a soma dos outros dois.

J

A drea de um tridngulo (A) € igual ao produto da medida da base pela medida da altura
dividido por dois.

1
A =Ebh

Exemplo:
« Um triingulo cuja base é 10 cm e altura 4 em, a sua area serd a metade de 10 % 4 =
metade de 40 cm?, ou seja, 20 em?,

(Atem;ﬁu: Considere duas retas paralelas a e b. Fixando dois pontos A ¢ B nio |
| coincidentes em a. para qualquer ponto tomado em b, todos os possiveis triangulos
i

L formados por esses trés pontos possuiriio a mesma drea (A).

Annr = Axsr = Anpo

v

o

-
Rascunho

7

Rascunho
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4. Quadrado
Um quadrado é um quadrilitero cujos quatro lados sio congruentes e

cujos dois dngulos opostos sio retos (medem 90°), conforme mostrado ao

lado.

Os quadrados possuem uma propriedade interessante, decorrente dos Paralelogramos, uma
vez que retingulos, losangos e quadrados sio casos particulares de paralelogramos, Ela fala o
seguinte:

Em gualquer paralelogramo (e também quadrado ), as diagonais se cortam ao meio.

A

Paralelogramo Quadrado

Perceba que:

PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

1. (OBMEP 2021 - F1 - N4 - Q7) O retingulo ABCD da figura tem lados que medem 40 cm e
50 cm. Os pontos E e F siio pontos médios dos lados AD e BC, respectivamente. Qual ¢ a
soma das dreas das trés partes de cor cinza?

A) 400 cm?
B) 500 cm?
C) 900 cm?
D) 1.000 cm?
E) 2.000 ¢cm?

-
1° PROBLEMA:

Recriando o problema no
Geoplano, temos:

Como o lado BC ¢ paralelo a
AD, pelo postulado das
paralelas, podemos ter os
tridngulos laranjas abaixo,
com a mesma area dos
triangulos amarelos.

Note que os tridngulos forma-
dos, quando juntados, represen-
tam metade da area do retangu-
lo ABCD, que também sera a
area da regido cinza (Agc).
Sendo assim, temos:

largura x comprimento
o 2

4. _ 5040 _ 2000
RC — 9 ~ T

Arc

Portanto, a area da regido cinza
¢ de 1000 cm>

Alternativa D.

35
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2, (OBMEP 2018 - F1 - N2 - Q11) No trapézio ABCD da figura, os lados AB e CD sao
paralelos e o comprimento de CD é o dobro do comprimento de AB. O ponto P estd sobre o

lado CD e determina um tridngulo ABP com drea igual a 17. Qual é a drea do trapézio

ABCD?

A) 32
B) 34
)45
D)5l
E) 68

-
2° PROBLEMA:

Construamos no Geoplano.

Arrastando o ponto P sobre
o segmento CD, de forma
que BP seja perpendicular a
CD, temos:

Marcando o ponto N sobre
CD, de forma que AN seja
perpendicular a CD, forma-
remos o retingulo ABPN,
que terd area 2 X 17 = 34

7

\, 7
Sabendo que o segmento CD ¢ o Portanto, a area do trapézio
dobro de AB, temos que a ABCD sera:
juncao dos triangulos BCP e
AND formara outro tridngulo, 3x17=51cm?
de base igual ao lado AB e de
altura igual a do triangulo ABP. Alternativa D.
Logo, esse novo tridngulo tera
area igual a 17 cm?.
\. /
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EEXE XK GABARITO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS
~— PROBLEMA 01 ~ — PROBLEMA (2 N
Questao 1 Questiao 2
A) 26 j @) j
Problema proposto 1 Problema proposto 1
€ ) | @5 J
Problema proposto 2 Problema proposto 2
£ )| ]
N AN J
~— PROBLEMA 03 ~ — PROBLEMA 04 ~
Questao 4 Questao 6
[;Z) 9 j D) 7 minutos j
Problema proposto 1 Problema proposto 1
[;2) 6 j Gértice C j
Problema proposto 2 Problema proposto 2
ot ji(e J
N AN J
~— PROBLEMA 05 ~ ~— PROBLEMA 06 N
Questao 15 Questao 19
A) 18 j A) L
(;:)P 7r;)blema proposto 1 j Problema proposto 1
D) 1.000 cm? ]
GPlr(S);)éema proposto 2 ] Problema proposto 2
| (o |
N J

. J
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ANEXOS - EXEMPLO DE ATIVIDADE IMPRESSA DESENVOLVIDA NO
PROJETO



177

WO $8 (8
W0/ (p
W0 9¢g (0
Wo2g (q
wo gl (o

LIBNISIA
nooy enb poupiq eppd Dp P8JD D @ |PND
‘pINBl DU owo? ‘sbpoyjiiuod spyulp spp obuo)
0D OPDJIGOP 10} ‘DZUID 0SIBA 0 8 DOUDI] 8juUdi) D
wio9 ‘opn| ap wo g ap |adpd sp oppippnb wn

! - “ -
% R upor

WO 9/G (@
D ZEY (P
W0 8YE (0
W2 92 (g
092 (D

.HEUN,

¢ouobljod assep peup D @
|[oND 'sopp)| g ap ouobBijod wn opubwio) ‘DINBY
DU OUWI0D DPRICOP 104 ‘04jN0 Op DZUID 8 OpD| WN

8p DOouUDIg ‘DUljOMDO 8p JpnBupial DI PWN

0 Z€ (8
0 gl (p
W09l (o

021 (q
WD B (P

¢soppJppnb sassap spa.p sp ai1jus pduaialip
D @ |PNYD 'SoppIppnb SOAOU Slop  NOjuoWl
pje ‘soplgo sodppad so woD 'pinNbl b DlsOW
owoo ‘spuswipucboip oppippnb © nNoOpED
pje ‘ppinfBas w3 ‘oprJponb wWn wissp opusjgo
‘DinB 1} PU OPPIIPUl OPOW Op NOIGOP D 8@ WD
21 Jod wo ¢ ap |adod ap pui} PWN NORIOD bup|nf

H 80ZNLH0L0Z

W1va
3143S
AWON

H 7OZN 148002

—SQZENSN.

D}S0D OUDACS[ 'dsT ,j0id

sninBiy ap sbaip 8 se0dIsodaiqos ‘SpINPDIqo( - £0 SPOPIALY
SI8ADINAIUD| SIDLBIDIA 8 JIIWEO - SR Spog



