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RESUMO

Este trabalho investiga como o uso de materiais concretos pode aprimorar o ensino-
aprendizagem da trigonometria na Educagao Basica. A pesquisa foi desenvolvida no CETI
Desembargador Heli Sobral, em Teresina-PI, com alunos do Ensino Médio durante as au-
las de matematica. O material concreto utilizado foi o Circulo Trigonométrico Interativo
(CTT), construido pelo mestrando, que possibilitou aos estudantes aplicar os conceitos
teoricos de trigonometria de forma préatica, lidica e dindmica. A proposta teve como
objetivos analisar o impacto do dispositivo na compreensao dos conceitos, identificar es-
tratégias de abordagem mais eficazes, estimular a resolugao de problemas contextualizados
e coletar o feedback dos alunos sobre sua experiéncia. Fundamentada em referéncias teo-
ricas e na BNCC (Brasil, 2018), a pesquisa mostrou que o uso do dispositivo promoveu
maior engajamento, raciocinio logico, criatividade e autonomia dos estudantes. Os resul-
tados indicaram que as aulas se tornaram mais atrativas e significativas, refletindo em
melhor desempenho tanto nos testes aplicados durante o projeto quanto nas avaliacoes

bimestrais, evidenciando a efetividade do material na aprendizagem da trigonometria.

Palavras-chave: educagao matematica; experimentacao; material concreto; trigo-

nometria.
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ABSTRACT

This study investigates how the use of concrete materials can enhance the teaching
and learning of trigonometry in Basic Education. The research was conducted at CETI
Desembargador Heli Sobral, in Teresina, Brazil, with high school students during mathe-
matics classes. The concrete material employed was the Interactive Trigonometric Circle
(CTT), designed by the researcher, which enabled students to apply theoretical concepts of
trigonometry in a practical, playful, and dynamic way. The objectives included analyzing
the impact of the CTI on students’ understanding of trigonometric concepts, identifying
more effective teaching strategies, encouraging the resolution of contextualized problems,
and collecting students’ feedback on their learning experience. Grounded in theoretical
references and the Brazilian National Common Curricular Base (BNCC, 2018), the study
revealed that the CTI fostered greater engagement, logical reasoning, creativity, and au-
tonomy among learners. The results demonstrated that classes became more attractive
and meaningful, leading to improved performance both in the project’s assessments and
in subsequent bimonthly evaluations, thus evidencing the effectiveness of the material in

trigonometry learning.

Keywords: mathematics education; experimentation; concrete material; trigono-

metry.
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INTRODUCAO

O processo educacional tem sofrido intensas transformagdes com o avango e inser-
¢ao das ferramentas tecnologicas no ambiente escolar. Nesse contexto, Desmurget (2021),
em A fabrica de cretinos digitais, alerta para os riscos do uso indiscriminado das telas,
ressaltando impactos negativos no desenvolvimento cognitivo e no aprendizado dos es-
tudantes. Houve uma evolucao perceptivel com relacao a quantidade e qualidade dos
materiais didéticos utilizados pelos docentes em sala de aula, que se resumiam, até pouco
tempo, a um quadro negro, giz, apagador e livro didatico e nos tltimos anos, com estes
avancos, ja dispomos de outros recursos didaticos mais modernos, a saber: tablets, da-
tashow, smartphones, lousa digital dentre outros, que surgiram para facilitar e fomentar
este processo educacional.

Para Pinto (2005, p. 792), “a fungao da tecnologia coincide com a promogao da
liberdade pelas perspectivas que abre ao homem para refletir sobre si, seus problemas
e exigéncias”. Desse modo, almeja-se que os alunos deixem de memorizar férmulas e
despertem o seu pensamento critico e reflexivo num presente que seja construido de modo

edificante e construtivo.

Atualmente estamos lidando com discentes cada vez mais ligada as tecnologias exi-
gindo, com isso, novas praticas didaticas de abordagem dos contetidos de sala de aula que
despertem o interesse, o entendimento das informagoes e o desenvolvimento de novas ha-
bilidades. Este contato ficou ainda mais visivel e presente nos tltimos anos de pandemia
onde professores e alunos se viram “obrigados” a fazer uso de diversas tecnologias para
manter ativo o processo educacional que se deu de forma online e/ou hibrida através do

ensino a distancia.

Para Moran (2002, p. 1): “Educagao a distancia é o processo de ensino-aprendizagem,
mediado por tecnologias, onde professores e alunos estao separados espacial e/ou tempo-
ralmente”, com isso, mostrou-se que é possivel realizar adaptagoes significativas e cons-
trutivas por intermédio das tecnologias para dar prosseguimento ao processo de ensino e

aprendizagem.



Seré essencial identificar o papel que essas novas tecnologias po-
dem desempenhar no processo de desenvolvimento educacional e,
isso posto, resolver como utilizé-las de forma a facilitar uma efetiva
aceleracao do processo em dire¢ao a educagao para todos, ao longo
da vida, com qualidade e garantia de diversidade. (Werthein, 2000,
p. 77)

Dessa forma, este trabalho visa avaliar se o uso deste material concreto pré-fabricado
e inventado pelo pesquisador deste projeto servird como uma nova ferramenta didatica
eficaz no ensino dos conteidos de matematica, mais precisamente na introducao ao es-
tudo de trigonometria no ensino Fundamental /Médio e se 0o mesmo vai despertar o in-
teresse/curiosidade, facilitar a compreensao de forma intuitiva através de uma proposta

interativa, lidica e acessivel deste mecanismo, corroborado pelo livro didatico.

Essas novas tecnologias trouxeram grande impacto sobre a Edu-
cacao, criando novas formas de aprendizado, disseminacao do co-
nhecimento e especialmente, novas relagoes entre professor e aluno.
Existe hoje grande preocupacgao com a melhoria da escola, expressa,
sobretudo, nos resultados de aprendizagem dos seus alunos. Es-
tar informado é um dos fatores primordiais nesse contexto. Assim
sendo, as escolas nao podem permanecer alheias ao processo de de-
senvolvimento tecnolégico ou & pena de perder-se em meio a todo
este processo de reestruturagao educacional (Ferreira, 2014, p.15)

Desse modo, se faz necessario pensar em novas formas de ensino-aprendizagem ali-
ando as tecnologias a este processo que pode se dar, inclusive, por materiais concretos que
visem oportunizar aos discentes a se tornarem ativos no processo de construcao de conhe-
cimentos. Pensando nisso, surgiu o CTI (Circulo Trigonométrico Interativo), conforme
Figura 1, com o objetivo de criar uma ponte acessivel entre o aluno e os conhecimentos a
serem adquiridos. A referida ferramenta tera seu funcionamento descrito e detalhado no
Capitulo 3.

Figura 1: CTTI - Circulo Trigonométrico Interativo
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Nesse interim, o projeto sera desenvolvido na Escola Publica Estadual do Piaui,
CETI Desembargador Heli Sobral, Figura 2, localizada em Teresina no bairro Mocambi-
nho, na Avenida Jornalista Josipio Lustosa, s/n, nas turmas do Ensino Médio nas salas

de aula da propria escola.

Figura 2: CETI Desembargador Heli Sobral

.
Fonte: https://1h3.googleusercontent.com/gps-cs-
s/AC9h4noaT4wkYMYgHqZ71aF1sSjM4Y594BrEWkv5YceQyTydtNegtpoTYeZ9SQnI05z Frinl—
v2,q307T353s X qDzWeJy3XyACtjnxdulmZsml H KvWeex ZQG8Zr R2P_ POkcyoRza U027_Q) =
5680 — w680 — h510 — rw

Dentro desta proposta esperamos que este trabalho traga muitas reflexoes sobre
a importancia do uso das diversas tecnologias como ferramenta auxiliar do processo de
ensino e aprendizagem dos contetidos mateméticos no ambiente escolar, o que, por sua
vez, se torna uma tarefa desafiadora para os docentes, como dizia Moran (2005, p. 16),
“quanto mais avanga a tecnologia, mais se torna importante termos educadores madu-
ros intelectual e emocionalmente, pessoas curiosas, entusiasmadas, abertas, que saibam

motivar e dialogar.”.

Portanto, é preciso que os profissionais da educacao busquem constantemente se
capacitar para atender as novas demandas educacionais explorando outros meios e recursos

alternativos para motivar os alunos para um aprendizado eficiente.

Diante das informagoes acima surgiu o tema: "Ensinar com as maos, aprender com
significado: um estudo sobre a utilizacao de materiais concretos na Trigonometria Escolar

na Educacao Basica"como proposto do projeto de pesquisa.

A trigonometria é um ramo vital da Matemaética que desempenha um papel impor-

tante no desenvolvimento das habilidades de um aluno no que diz respeito a resolugao
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de problemas que envolvem medidas e angulos. Além disso, o ensino da trigonometria
¢ muitas vezes um grande desafio para os discentes. Como tal, a dificuldade temaética
inclui o desafio da compreensao dos conceitos abstratos bem como o uso pratico de tais
conceitos. Portanto, a maioria dos estudantes enfrenta dificuldades em visualizar e realgar
os detalhes relacionados aos conceitos acima referidos, incluindo as nogoes elementares de

S€no e cosseno.

Havendo a impossibilidade de visualizar e descrever algumas funcoes relacionadas
ao seno e cosseno, em especial, pode ser uma das razoes pelas quais os alunos perdem
o interesse no topico. Os pesquisadores da area educacional enfatizam a eficacia do uso
de materiais concretos na superagao das dificuldades que surgem na abordagem de tal
tema. Os materiais concretos incluem modelos tridimensionais, instrumentos geométricos
e representacoes visuais que podem ser utilizados para a melhoria do ensino-aprendizagem

de contetidos mateméticos considerados abstratos pelos discentes.

Dessa forma, a abordagem proposta mostra-se uma excelente estratégia para trans-
formar conceitos abstratos da matemaética em experiéncias praticas e visuais. Ao conectar
teoria e pratica, ela permite que os alunos compreendam com mais clareza como esses con-

ceitos se aplicam ao cotidiano, facilitando a percepg¢ao de seu funcionamento e relevancia.

Em todo o caso, embora as teorias educacionais e as praticas pedagogicas tenham
evoluido, muitos professores ainda enfrentam desafios ao incorporar satisfatoriamente os
materiais concretos no processo de ensino da trigonometria. Portanto, esta dissertacao
tem como orientagao o seguinte questionamento: Como o uso de materiais concretos
pode contribuir para aprimorar o processo de ensino-aprendizagem da trigonometria em

contextos escolares?

Especificamente, essa questao se decompde em outras observagoes, como a apre-
ciacao dos materiais de aprendizagem concreta mais adequados e a melhor maneira de
integra-los ao curriculo e avaliar seu impacto nas habilidades dos estudantes. Nesse con-
texto, este trabalho tem como objetivo analisar esses fatores com o intuito de obtengao

de informacoes praticas que possam aprimorar a pratica pedagogica.

A razao pela qual este tema foi escolhido é a necessidade de melhorar as estratégias
pedagogicas envolvidas no ensino da trigonometria. Considerando que o uso de materiais
concretos pode abordar questoes relacionadas & visualizacao e & aplicagao pratica dos
conceitos, este estudo visa contribuir para a literatura preenchendo a lacuna de evidéncias
empiricamente feitas sobre a eficacia desse tipo especifico de responsabilidade profissional

e propor evidéncias baseadas em recomendacoes para os educadores, assim como ja citava
Delval (1998):




[...] aescola ndo deve servir para a produgao de individuos submis-
sos, nem para a simples transmissao de conhecimentos concretos,
[...] sua func@o deve ser a de favorecer o desenvolvimento psico-
légico e social..., contribuindo para que se tornem adultos livres e
autonomos dentro da sociedade. (Delval , 1998, p. 147)

Desse modo, um dos diferenciais deste projeto é o baixo custo de investimento e
implementacao, a facilidade de aquisicao e manipulacao dos assessorios e a diversidade de

ideias que podem ser desenvolvidas em diferentes niveis de complexidade.

Posto isto, pretende-se estabelecer a viabilidade de se trabalhar com esta proposta
em qualquer escola da rede publica com o intuito de amenizar as dificuldades de compre-
ensao e assimilacao dos contetudos matematicos aqui referidos de forma pratica, lidica e

construtiva mostrando as vantagens e desvantagens do seu uso. Ja dizia Moran (2006),

A educagao escolar precisa compreender e incorporar mais as novas
linguagens, desvendar os seus cdédigos, dominar as possibilidades de

expressao e as possiveis manipulagoes. E importante educar para
usos democraticos, mais progressistas e participativos das tecnolo-
gias, que facilitem a evolugao dos individuos. (Moran, 2006, p.36)

A motivacao para esta pesquisa surge da inquietacao do professor diante de alunos
que, em geral, limitam-se a memorizar formulas e realizar calculos de forma mecénica, sem
relacionéa-los a vida cotidiana. Busca-se, portanto, oferecer uma formagao contemporanea,

critica e significativa, integrando materiais concretos ao processo de ensino-aprendizagem.

Dessa forma, pretende-se favorecer diferentes estilos e necessidades dos estudantes,

contribuindo para uma aprendizagem pratica, intuitiva e mais eficaz da trigonometria.

Logo, este trabalho de pesquisa tem como objetivo geral investigar como o uso de
materiais concretos pode contribuir para aprimorar o processo de ensino-aprendizagem da

trigonometria em contextos escolares. E como objetivos especificos temos os seguintes:
1. Analisar o impacto dos materiais concretos na compreensao dos conceitos trigono-
métricos pelos alunos.

2. Identificar as melhores estratégias de abordagem dos conceitos basicos da trigono-

metria e suas relagoes através do material concreto.

3. Aprender a resolver problemas praticos contextualizados utilizando o material con-

creto analisado.

4. Coletar feedback dos alunos sobre a utilizacao dos materiais concretos e suas per-

cepcoes sobre a melhoria no processo de aprendizagem.




Assim, a presente pesquisa se propoe a abordar os objetivos delineados de maneira
sistemaética e aprofundada, com o intuito de apresentar um esclarecimento claro e conciso

sobre cada um deles.




Capitulo 1

REFERENCIAL TEORICO

O referencial tedrico aborda as bases cruciais do aprendizado, dando énfase as te-
orias como a da Aprendizagem Significativa, proposta por Moreira e Masini (1982), que
considera o saber que os alunos ja possuem como alicerce para novas aquisicoes. Salienta
que aprender é um trajeto ativo e constante de reestruturagao do pensamento, e na Pers-
pectiva da Experimentacao ganha for¢a quando atrelado ao mundo do discente e facilitado
por meios como a pratica e o manuseio de objetos reais. Tais caminhos incentivam a acao,
o raciocinio e a imersao completa dos aprendizes, tornando o ensino mais abrangente e

relevante.

A Piramide de Aprendizagem de Glasser serve para realcar que maneiras mais di-
namicas, como o fazer e o ensinar uns aos outros, sao as que mais fixam o saber. Desse
modo, o texto defende o uso de praticas ativas e ferramentas tangiveis, com os materiais
concretos, para ampliar a assimilagao dos temas e fazer do aluno o ator principal de sua

jornada educativa.

1.1 Fundamentos da Aprendizagem

A aprendizagem é um processo complexo e multifacetado que envolve a aquisi¢ao,
a organizagao e a aplicagao de conhecimentos e habilidades. Para compreender como os
materiais concretos podem ser utilizados de maneira eficaz no ensino, ¢ essencial explorar

os fundamentos da aprendizagem, considerando as teorias e abordagens que a sustentam.

Teoria da Aprendizagem

Este trabalho de dissertagao tem como referencial tedrico diversos autores que se
complementam para alicer¢ar esta proposta de projeto. A aprendizagem é um processo

que acontece, também, na interacao do individuo com o ambiente, como ja afirmava Liba-
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neo (1994, p.84): “Em sentido geral, qualquer atividade humana praticada no ambiente em
que vivemos pode levar a uma aprendizagem.”. Pensando nisso, buscamos, inicialmente,
desenvolver este trabalho através da interacao dos discentes com o ambiente escolar, ja
que aprender nao é um ato isolado e exige-se que o aprendente tenha disposi¢cao para

adquirir novos conhecimentos.

Por alguma razao, o sujeito que aprende deve se predispor a
relacionar (diferenciando e integrando) interativamente os novos

N

conhecimentos & sua estrutura cognitiva prévia, modificando-a,
enriquecendo-a, elaborando-a e dando significados a esses conhe-
cimentos. (Moreira, 2012, p.25)

Dentro deste contexto, o sujeito precisa se predispor a vincular os novos conheci-
mentos a sua estrutura cognitiva prévia, em um movimento continuo de diferenciacao e
integracao. Em outras palavras, ao aprender algo novo, a pessoa nao apenas acrescenta
informagoes ao que ja sabe, mas transforma e reorganiza o conhecimento prévio. O pro-
cesso de aprendizagem é eficaz quando os novos contetidos sao comparados, contrastados

e integrados ao que ja se conhece e alteram a estrutura cognitiva dessa pessoa.

O aprendizado é um processo de adaptagao, uma reorganizagao que enriquece o co-
nhecimento, tornando-o mais sofisticado e significativo. Dessa forma, nao ¢ uma aquisi¢cao
passiva de informacoes, mas um esforco ativo para dar significado ao que é aprendido,
integrando conscientemente as varias pecas dispersas de informacoes ao entendimento do

sujeito.
Aprendizagem Significativa

Alguns autores da aprendizagem significativa, assim como David Ausubel ! alertam
e chamam a atenc¢ao para a ideia de que alunos nao sao depoésitos ou folhas em branco que
precisam ser preenchidas de acordo com os interesses das institui¢oes ou docentes, pois,
quando chegam as escolas eles ja trazem consigo uma bagagem de vivéncia ou estrutura
cognitiva ja vivenciada e construida, que ele chama de subsuncor %, que servirao de ali-
cerces para a aquisi¢ao de novos conhecimentos. Temos segundo Moreira e Masini (2001)

sobre a teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel que,

'David Ausubel (1918-2008) nasceu em Nova York, graduou — se em medicina e psicologia. Dedica-se
a psicologia educacional e a teoria cognitivista em parte pelos castigos e humilhagoes sofridas na escola
durante sua infancia

2 A palavra “subsuncor nio existe em portugués; trata-se de uma tentativa de aportuguesar a palavra
inglesa “subsumer. Seria mais ou menos equivalente a inseridor, facilitador ou subordinador.




Capitulo 1. REFERENCIAL TEORICO

A esséncia do processo de aprendizagem significativa é que ideias
simbolicamente expressas sejam relacionadas de maneira substan-
tiva (nao-literal) e ndo arbitraria ao que o aprendiz ja sabe, ou
seja, a algum aspecto de sua estrutura cognitiva especificamente
relevante para a aprendizagem dessas ideias. Este aspecto especifi-
camente relevante pode ser, por exemplo, uma imagem, um simbolo,
um conceito, uma proposigao, ja significativo. (Moreira e Masini,
2001, p. 41)

Pensando nisso sabemos que os alunos do ensino médio devem possuir uma estrutura
cognitiva bem desenvolvida que pode ser preparada e ampliada para receber novos conhe-
cimentos cabendo ao docente saber direcionar da melhor forma possivel esse processo de
ensino-aprendizagem, que neste caso, sera feito com a inser¢ao de material concreto como

mecanismo de aquisi¢ao de novos conhecimentos.
A Perspectiva da Experimentacao

Na experimentacao podemos ter um recurso pedagogico interessante de ensino que
nos leva a analisar feno6menos que transcendem a teoria levando o aluno a tornar-se in-
vestigador e a levantar e construir hipoteses e discussoes sobre um determinado objeto na

busca de respostas para um determinado problema.

Em consonancia com Lewin e Lomascolo (1998, p. 148), “a situacao de formular
hipoteses, preparar experiéncias [...| analisar resultados, quer dizer, encarar trabalhos
de laboratorio como ‘projetos de investigacao’, favorece fortemente a motivacao dos es-
tudantes |...]”, com esta proposta alternativa buscamos incentivéa-los a ter contatos com
outros meios de ensino e a proporciona-los a producao de novas habilidades, mudancas
conceituais e porque nao o seu desenvolvimento integral, perante uma conducao bem clara

e objetiva do docente.

E importante que se sugira novos experimentos para serem aplica-
dos em salas de aula, como forma de diversificar a atuagao docente,
mas deve-se lembrar de que quando se sugere experimentos de baixo
custo, de facil e rdpida execugdo, que servem para auxiliar e aju-
dar o professor que nao conta com material didatico, nao podemos
esquecer que o nosso papel é cobrar das autoridades competentes,
laboratoérios e instalagoes adequadas bem como materiais didéticos,
livros, entre outros, para que se tenha o minimo necessario para que
se desenvolva a pratica docente de qualidade. (Soares, 2004, p. 12)

Logo, sabemos da importancia da presenca do Estado como provedor principal da
Educacao nas escolas publicas, principalmente, no quesito financeiro. Com investimentos
mais direcionados para as propostas citadas acima como: local apropriado para desenvol-

vimento de projetos, na aquisicao de materiais didéaticos indicado para a realizacao dos
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mesmos, na capacitacao dos docentes para que consigam lidar com estas novas propostas
de ensino e aprendizagem alternativas de experimentagao no ambiente escolar oportuni-

zando ao corpo discente um novo olhar sobre a aquisicao do conhecimento.

1.2 Abordagens Pedagogicas

Diversas abordagens pedagogicas reconhecem o uso de materiais concretos como
uma estratégia eficaz para promover uma melhor compreensao dos contetdos por parte dos
alunos. O ensino baseado nestas ferramentas enfatiza projetos de vida real que incorporam
a pratica do que foi aprendido. Materiais concretos pode-se apoiar nisso, permitindo que
os alunos tornem o que aprenderam em algo tangivel fazendo parte do produto final do
projeto. Outra é a aprendizagem ativa, onde a participagao dos alunos é atraida para o
processo de aprendizagem. Materiais concretos levam a uma experiéncia mais envolvente
e dinamica, onde os alunos se envolvem com os objetos diretamente, de forma ativa, neste

processo de aprendizagem construtiva.

A aprendizagem baseada em problemas estimula os alunos a buscar solu¢oes para
situagoes reais ou simuladas, promovendo o desenvolvimento do pensamento critico e da
aplicacao pratica do conhecimento. Materiais concretos podem ser especialmente tteis
aqui, impulsionando o aluno a tornar a situacao abstrata em uma em que possam usar os

materiais para realmente aplicar e resolver o que aprenderam.

Finalmente, o ensino multissensorial reconhece que diferentes tipos de estimulo po-
dem levar a diferentes formas de ideias. Materiais concretos dao ao aluno uma experiéncia
tatil e visual adicional que pode levar a uma compreensao mais profunda e memoréavel do
que apenas instrugoes verbais ou leitura. Como tal, os fundamentos de aprendizagem e as
varias teorias fornecem uma base teérica forte sobre o porqué os materiais concretos fun-
cionam e como eles podem se integrar adequadamente para uma experiéncia educacional

mais rica e envolvente.
Piramide de Aprendizagem

A Pirdmide de Aprendizagem de William Glasser (1925-2013), do notével psiquia-
tra e educador americano, é um modelo de como alguns métodos de ensino e aprendizado
afetam a retengao. Glasser desenvolveu a piramide para chamar a atengao para a neces-
sidade na educagao de usar estratégias mais interativas e praticas de ensino para superar
as metodologias passivas. Os niveis da Piramide de Aprendizado de Glasser, conforme a

Figura abaixo, sao os seguintes:

e Ler (retengdo de 10%): a leitura de texto é o método mais passivo e, portanto,

menos eficaz para a retencao do conhecimento.

10
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e Ouvir (retengao de 20%): escutar palestras e instrugoes é mais util, mas ainda nao

é ativo o suficiente.

e Ver (retenc@o de 30%): observagao de demonstragoes e atividades é um passo mais

ativo, apesar de ser “observativo”.
e Ver e escutar (retencao de 50%): realizar os dois topicos anteriores ao mesmo tempo.

e Conversar, debater, reproduzir, classificar, numerar e definir (retengao de 70%):

realizar algum(as) destas atividades durante um determinado processo.

e Participar (retengao de 80%): discussao, atividade pratica ou imitagao pode melho-

rar significativamente a retencao.

e Ensinando outros (retencao de 95,%): ensinar a outras pessoas o que foi aprendido
¢ a estratégia mais eficaz. Requer a compreensao do contetido e a capacidade de

transmiti-lo de maneira clara.

Figura 1.1: Piramide de Aprendizagem de William Glasser

APRENDIZAGEM
PASSIVA

APRENDIZAGEM
ATIVA 1T

\, /o PRATCAR
2%  ENSINAR A0S OUTROS

Fonte: https://www.plantareducacao.com.br/wp-content /uploads/2021/08/Piramide-de-
APrendizagem-Glasser-1.png

Observa-se na Figura acima que o processo de aprendizagem de acordo com William

Glasser acontece de dentro para fora, ou seja, do individual para o coletivo. Esta proposta

11
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busca otimizar o aprendizado dos individuos com foco no processo ativo tornando-os centro

de sua propria aprendizagem incentivando a autonomia.

Portanto, observa-se que as metodologias ativas e interativas podem proporcionar
melhores resultados no processo de aquisicao dos conhecimentos, visto que os alunos colo-
carao a “mao na massa’, através da manipulacao do material concreto para compreender

os contetidos pesquisados, fortalecendo assim as bases dos principios matematicos.

12
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TRIGONOMETRIA

Neste capitulo, exploraremos uma visao abrangente sobre a origem da trigonome-
tria e suas diversas aplicagoes na atualidade, destacando também os principais desafios
enfrentados no processo de ensino-aprendizagem dessa area do conhecimento. Aborda-
remos os conceitos fundamentais da trigonometria, suas férmulas, e o estudo dos sinais
das razoes trigonométricas — seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante
—, além de nogoes essenciais como semirretas, angulos, perpendicularismo, paralelismo,

plano cartesiano, circulo trigonométrico e as principais relagoes entre essas ideias.

O objetivo é evidenciar a importancia da trigonometria como base para a construcgao
do conhecimento matematico no contexto escolar, promovendo uma compreensao mais

significativa e contextualizada por parte dos alunos.

2.1 Panorama Histérico e Aplicacoes da Trigonometria

Breve Historico

O desenvolvimento da trigonometria remonta a tempos antigos, e entre os principais
achados historicos que revela os primeiros registros matematicos das civilizacoes antigas
destaca-se a Tabela de Argila Plimpton 322 (c. 1800 a.C.), escrita em cuneiforme pelos
babilonios, que inclui, entre outros, tabelas trigonométricas rudimentares. Outro marco
importante foi o Papiro Rhind (c. 1650 a.C.), um documento egipcio, conforme a Figura 4,
que apresenta a solucao de 85 problemas, abrangendo uma ampla gama de areas do conhe-
cimento no Egito Antigo. Esses artefatos ilustram as primeiras tentativas de compreender

e formalizar as relagoes geométricas que mais tarde dariam origem a trigonometria.

A histéria da trigonometria é oriunda da antiga civilizacao babilonica, mas comegou
a desenvolver-se de forma sistematica na Grécia Antiga nos estudos das efemérides celestes,

do célculo do tempo e, em seguida, pensada em trabalhos da Geografia. A trigonometria

13
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esférica, ou seja, estudo dos tridngulos sobre a esfera, um dos primeiros estudos sobre a
trigonometria, teve contribuigoes de Euclides (c. 300 a.C.) considerado “pai da geometria”
em sua obra o Fenomenos, e logo depois de Teoddsio (c. 20 a.C.) no livro Sobre a Esfera,

devido as necessidades da época em beneficiar a Astronomia.

Figura 2.1: Papiro Rhind

Fonte:

hitps : | /pt.wikipedia.org/wiki/ Papirogeghind/media/Ficheiro : Rhindyrathematical.jpg

Embora nao conhecessem os conceitos trigonométricos como o conhecemos hoje,
os egipcios ja o utilizavam na construcao das piramides e os babilénicos nos célculos
astronomicos, mas, foram os gregos que iniciaram o seu estudo mais formal. Dentre estes
podemos destacar os trabalhos de Hipocrates de Quio (460 — 370 a.C.) um dos pioneiros
no estudo das relagoes entre os lados e os dngulos de triangulos; Aristarco de Samos (c.
300 a.C) em sua obra intitulada de: Sobre as Distéancias do Sol e da Lua, que descrevia
entre outras coisas, a distancia da Terra ao Sol, o didmetro do Sol e da lua; Apolonio de
Perga (c. 200 a.C.) que achou uma aproximagao para o valor de 7 = 3,1416 em sua obra

Entrega Rapida, que mais tarde foi utilizada pelos hindus.

Outra figura importante dentro deste contexto é o matematico Hiparco de Nicéia
(c. 180 a.C.), Figura 5, que era considerado o “pai da trigonometria” por suas contri-
buigoes significativas para esta area, dentre elas, a primeira tabela trigonométrica e o
desenvolvimento da divisao do circulo em 360 graus, em seus trabalhos de cordas e que,
posteriormente, atingiu seu apice com a obra Almagesto de Claudio Ptolomeu (c. 150
a.C.) que mostrava como funcionava, matematicamente, o sistema solar, sendo suas ta-

belas amplamente utilizadas pelos astronomos durante séculos.

14



Capitulo 2. TRIGONOMETRIA

Figura 2.2: Hiparco de Nicéia

Fonte:

https://www.meteorologiaenred.com /wp-content /uploads/2020/05/Hiparco-deNicea-apo.jpg

Posteriormente a estes acontecimentos tivemos contribuigoes significativas no mundo
islamico como os trabalhos desenvolvidos por Al-Battani (825-929 d.C) que sistematizou
a trigonometria como uma disciplina separada da geometria e desenvolveu as funcoes da
tangente, secante e cossecante com aplicacoes em célculos astronomicos e dos trabalhos
de AlKhwarizmi (780-1476 d.C) que tornou a trigonometria acessivel aos matemaéticos e
astronomos da época com o aprimoramento das tabelas astronémicas e dos calculos mais

precisos para a navegacao.

Durante o Renascimento, entre os séculos XIV e XVI, tivemos as contribuigoes de
Fibonacci (1172-1250), que em sua obra Pratica da Geometria colaborou na expansao
maritima européia com o uso da trigonometria na Cartografia e na Topografia, da contri-
bui¢ao dos alemaes, dentre eles, George Peurbach (1423-1462) que traduziu o Almagesto
para desenvolver tabelas de senos mais precisas e, em seguida, por Joao Regiomontano
(1436-1476) com sua obra, De Triangulis, para resolugao de triangulos usando a Trigono-

metria do triangulo retangulo.

Na trigonometria moderna do século XVII podemos citar as contribuigoes signifi-
cativas de René Descartes (1596-1650), Isaac Newton (1700-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) no trabalho sobre o calculo infinitesimal que permitiu a expansao
da trigonometria para outras areas como, fisica, engenharia, misica, arquitetura, dentre

outras.

A trigonometria é o ramo da matemaética que estuda as relagoes entre angulos e os
lados dos triangulos. O seu nome origina-se das palavras gregas “trigonon” e “metron”, que
significam um triangulo e uma medida, respectivamente, refletindo a sua principal area de
interesse, isto é, a medicao dos tridngulos. Os principais conceitos deste campo, como as

fungoes seno, cosseno e tangente, sao necessarios para compreender as relagoes angulares

15
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e proporgoes de lados num triangulo, o que o torna base essencial para a construcao de

outros conhecimentos matemaéticos.

Aplicagoes da Trigonometria

A trigonometria é utilizada, por exemplo, na construgao civil para calcular alturas
e distancias inacessiveis, na navegagao para determinar rotas por meio da localizagao
geogréfica, e até mesmo na tecnologia, como nos sistemas de GPS e em softwares de
modelagem 3D. Além disso, areas como a medicina fazem uso de principios trigonométricos
em exames de imagem, enquanto a engenharia de som e a fisica recorrem a suas fungoes

para compreender ondas e vibragoes.

Os sistemas de GPS dependem da trigonometria para calcular a distancia e a rota de
um lugar. Arquitetura e construcao; O conceito é usado ao planejar e construir edificios,
pontes, etc. Esses sao apenas alguns exemplos de como a trigonometria facilita nosso

entendimento e interagao com o mundo ao nosso redor.

Além disso, a trigonometria é importante para descrever todos os tipos de movimen-
tos periodicos. Mais do que isso, essa ciéncia é uma base da quimica e é amplamente usada
na geografia, cartografia, astronomia e muitos outros campos do conhecimento. Segundo

Ramos et al.,

O dialogo com professores de dreas afins que fazem uso de conceitos
de trigonometria pode ser frutifero através da compreensao das apli-
cacoes desses conceitos em contextos diversificados e da promocao
de a reflexao acerca de suas relagoes matematicas proprias. (Ramos
et al., 2014, p.2)

Observa-se, nas contribuigoes dos autores, a relevancia de integrar a trigonometria de
forma contextualizada em diversas areas do conhecimento, proporcionando aos discentes
uma abordagem diferenciada no processo de ensino-aprendizagem. A trigonometria, como

fundamento essencial, permeia praticamente todas as areas do saber.

Dificuldades comuns no ensino de Trigonometria

Apesar de sua importancia, o ensino de trigonometria é muitas vezes um desafio
para estudantes e educadores. A principal questao é a abstracao dos conceitos; as fungoes
trigonométricas sao dificeis de visualizar e podem ser dificeis de entender. Os estudantes
muitas vezes tém dificuldade de imaginar como essas fungoes se aplicariam a situagoes
reais. E um desafio decorar formulas a seco; é especialmente desmotivador. Se eles néo
estiverem conectados com o porqué e como, entao tal tarefa facilmente se transforma em

uma lesma mecanica inexistente e nao criativa.
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Além disso, a geometria é mais visual e muitos docentes nao dispoem de habilidades
motoras para desenhar e/ou recursos tecnologicos e didéticos para expor esta tematica,
em especial, o estudo da trigonometria no ciclo que acaba se tornando abstrata. Por fim,
os estudantes podem achar a trigonometria desconectada de suas vidas reais e, portanto,

sem sentido.

Compreender a relevancia do que esta sendo aprendido ¢ um dos principais impul-
sos em qualquer campo, especialmente para um assunto tao cheio de detalhes quanto a
trigonometria. Assim, este conteiido precisa ser ensinada de tal maneira que os conceitos
se tornem mais acessiveis e interessantes aos alunos para que consigam visualiza-los nos

diversos contextos.

Animar como uma estratégia de ensino, palpavel e dindmica, almejando renomear
as coisas para que soem menos intimidadoras e mais acessivel, tornando o processo de
assimilagao mais pratica, inclusive, na resolugao de problemas iminentes que sirvam para
facilitar a abordagem da trigonometria como um campo prazeroso e menos desprovido de

sentido para os estudantes.

2.2 Fundamentos e Elementos da Trigonometria

Introducao a Trigonometria

A trigonometria além do estudo que envolve as relagoes entre os lados e os angulos
dos triangulos pelas razoes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) ¢ fundamental para

o estudo de resolucao de problemas envolvendo triangulos nos diversos contextos.

Entre os conceitos fundamentais de trigonometria que serao abordados neste tra-
balho e que servirao como base para a construcao de novos conhecimentos, destacam-se
os triangulos retangulos e seus elementos, como a hipotenusa e os catetos. Além disso,
exploraremos as razoes trigonométricas que relacionam os lados do triangulo com seus
angulos, incluindo o seno, o cosseno, a tangente, a cotangente, a secante e a cossecante,
em conjunto com outros conceitos que serao apresentados nos proximos subitens deste
trabalho.

A trigonometria abrange, também, o circulo unitario, que é uma visualizacao gra-
fica do sistema trigonométrico. Permite visualizar as func¢oes trigonométricas até angulos
nao limitados a um tridngulo retangulo. O circulo unitario expande o uso da trigonometria
para angulos agudos ou obtusos, ou até mesmo angulos negativos. Com isso, é possivel
visualizar e entender o comportamento das fungoes seno, cosseno e tangente acima de 90°,

por exemplo.

Além disso, podemos perceber que tais fungoes sao periodicas, e se repete regular-
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mente. Contribuindo, também, para resolucao de problemas geométricos, descrevendo

fenomenos naturais e tecnolégicos com mais precisao, dentre muitas outras aplicagoes.

Semirreta

Uma semirreta € um subconjunto da reta que possui um ponto inicial fixo e se
estende infinitamente em uma diregao a partir desse ponto. Formalmente, uma semirreta
1@ pode ser definida como o conjunto de todos os pontos P da reta jzl? que estao a

direita do ponto A, na direcao de B, conforme a figura 2.3 abaixo,

Figura 2.3: Semirreta 1@

A B
Fonte: Autor

Compreendido esta ideia faremos uso desta informacao para entendermos outros

conceitos dentro do processo de ensino-aprendizagem da trigonometria no ciclo.
Angulos

Os angulos fazem parte das nogoes basica da geometria e é dado pela reuniao de
dois segmentos de reta orientados (semirretas) a partir de um ponto comum, chamado de

vértice do angulo, gerando um arco que os conecta definindo o tamanho do angulo.

Conforme visualizamos na Figura 2.4 temos O como ponto de encontro entre as

—
duas semirretas (OA) e (O?) originando um angulo que pode ser denominado de 6 ou
AOB (no sentido horario ou orientado negativamente) ou BOA (no sentido anti-horario

ou orientado positivamente) ou ZAOB, como representagao de angulo.

Os angulos, por sua vez, podem ser medidos em graus (°) ou radianos (rad).

Lados do angulo: (()_)4) e (O?)

Vértice do angulo: O

Graus: Um circulo completo é dividido em 360 graus.

Radianos: Um circulo completo equivale a 27 radianos.

Observagao: O graus e radianos sao duas unidades de medida para angulos, mas
com defini¢oes e aplicacoes diferentes. Um grau é uma divisao de um circulo em 360
partes iguais, enquanto um radiano é definido como o angulo subtendido por um arco

cujo comprimento é igual ao raio do circulo
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Figura 2.4: Angulo AOB

B
Fonte: Autor

Definidos os pontos acima poderiamos mensurar este angulo através de varias fer-
ramentas, sendo a mais comum nas escolas, o transferidor, porém, neste projeto sera
utilizado o CTL.

Tipos de Angulos

No estudo da trigonometria, é possivel analisar e classificar diferentes tipos de an-

gulos, que podem ser categorizados da seguinte forma:

1. Angulo Agudo: Um angulo que mede menos de 90° ou g radianos. Temos como

T T
exemplos angulos de 25°, 59°, 89° ou 3 radianos, 5 radianos e etc.

- T
2. Angulo Reto: Um angulo que mede exatamente 90° ou — radianos. Representa

uma inclinagao perpendicular, como os cantos de uma folha de papel A4.

3. Angulo Obtuso: Um angulo que mede mais de 90° e menos de 180° ou entre g e

om
7 radianos. Um exemplo seria um angulo de 150° ou 5 radianos.

4. Angulo Raso: Um angulo que mede exatamente 180° ou 7 radianos. Representa

uma linha reta.

5. Angulo Céncavo ou Angulo Reflexo: Um angulo que mede mais de 180° e

4
menos de 360° ou entre 7w e 27 radianos. Por exemplo, um angulo de 240° ou il

radianos.

6. Angulo Completo: Um angulo que mede exatamente 360° ou 27 radianos. Re-

presenta uma rotacao completa, voltando & posicao original no sentido anti-horario.

Aprender os diversos tipos de angulos e suas caracteristicas proprias é necessario
nao apenas para a compreensao da geometria, mas para compreender as suas aplicacoes

em diversas situagoes matematicas e préticas.
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Comparacao de angulos - congruéncia

Comparar angulos é uma técnica importante para a geometria, pois é através dela
que determinamos varias propriedades das figuras planas. O conceito de igualdade dos
angulos é mais frequentemente chamado de congruéncia. Dois angulos sao considerados
congruentes quando possuem a mesma medida. A palavra “congruente* vem do latim e
significa “coincidir” ou “corresponder”. Assim, angulos congruentes sao iguais em abertura,
mesmo que estejam em posigoes diferentes, em tamanhos diferentes de figuras ou voltados

para lados distintos.

De acordo com lezzi (2013), dados dois angulos aBc e dE f, podemos transportar o
~ N D —
angulo dEf sobre aBc, de tal forma que a semirreta F'D coincida com a semirreta BA.

Surgem, entao, trés hipoteses:

1. Ef é semirreta interna a aBe. Entdo aBc > dEf. Ver Figura 2.5 (a)
2. BEf ¢ semirreta externa a aBc. Entdao aBc < dEf. Ver Figura 2.5 (b)

3. Ef coincide com Be. Entdo aBc = dEf. Neste caso, os angulos aBc e dEf sao

congruentes. Ver Figura 2.5 (c)

Figura 2.5: Comparagao de angulos

f c=

Fonte: Autor

Estes conceitos sao essenciais para compreensao de angulos complementares, suple-
mentares e replementares que serao estudados mais adiante e aprofundados no uso do

ciclo trigonométrico.

Angulos notaveis

Os angulos notaveis sao os angulos mais conhecidos e trabalhados na trigonometria,
cujas medidas servem de base para a insercao dos calculos das principais fungoes trigo-

nométricas estudadas nos livros didaticos, como, seno, cosseno e tangente. Os principais
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v v T
angulos notaveis sao 30° ou 5 45° ou 1° 60° ou 3 localizados no ciclo trigonométrico de
acordo com a Figura 2.6.

Figura 2.6: 1° quadrante no ciclo trigonométrico

™ o]
5—90

Fonte: Autor

Esses angulos sao apresentados no Ensino Fundamental, explorados no Ensino Mé-
dio e, posteriormente, aprofundados no estudo das funcgoes trigonométricas. Por suas
propriedades conhecidas e valores trigonométricos exatos, os angulos notaveis facilitam o
desenvolvimento do raciocinio matematico e a resolucao de diversos problemas geométri-

cos e algébricos.

Plano Cartesiano ou IR?

O plano cartesiano foi inventado em 1637 pelo matematico e filésofo francés René
Descartes. O plano cartesiano é um sistema de coordenadas que consiste na intersecgao de
dois eixos perpendiculares que compartilham um plano em comum, sendo o eixo vertical
chamado de eixo das ordenadas e o horizontal chamado de eixo das abscissas. Descartes
inventou o plano cartesiano para ilustrar a localizacao de pontos no plano e representar

pontos, planos, retas, curvas e circulos usando equacoes matematicas.

No plano cartesiano, de acordo com Cavalcante (2015, p. 25) as coordenadas podem
ser positivas ou negativas, dependendo do quadrante em que se encontram. Ou seja, a
coordenada cartesiana (x,y) tera valores positivos quando estiver a direita ou acima da
origem, e valores negativos quando estiver a esquerda ou abaixo, conforme a definicao dos

quadrantes (Ver Figura 2.7).

1° quadrante: os niimeros serao positivos, pois teremos x > 0 e y > 0.

2° quadrante: teremos x < 0 ey > 0.

3° quadrante: os numeros serao negativos, pois teremos x < 0 ey < 0.

4° quadrante: teremos x > 0 ey < 0.
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Figura 2.7: Quadrantes no plano cartesiano

eixo y (ordenadas)

A

2° Quadrantel - 12 Quadrante
(= +) (+,+)

\
T 7

=) | o)

32 Quadrantel |- 42 Quadrante

eixo x (abscissas)

Fonte: Autor

A compreensao dos sinais nos quadrantes vai ajudar na interpretacao e resolugao
do estudo do seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante e suas relacoes

trigonométricas.

Nocgoes de perpendicularismo

A nogao de perpendicularismo seréa abordada pela definigdo de Muniz Neto (2013,
p.13) que afirma, “Dadas duas retas r e s no plano, dizemos que r é perpendicular a s, que
s é perpendicular a r ou, ainda, que r e s sao perpendiculares quando r e s tiverem um
ponto em comum e formarem angulos de 90° nesse ponto. Escrevemos r | s para denotar
que duas retas r e s sao perpendiculares.” Veremos na Figura 2.8, geometricamente, uma

representacao deste enunciado no plano cartesiano.

Figura 2.8: Retas perpendiculares no plano cartesiano

y (ordenadas)

A
[o]

> S

x (abscissas)

Fonte: Autor

Como exemplo préatico, para situar os nossos alunos dentro do ambiente escolar de
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sala de aula, temos as quinas de uma parede retangular que formam &angulos retos no

encontro das arestas perpendiculares entre si.

Nocgoes de paralelismo

O paralelismo na matemética é o estudo das relagoes entre retas, retas e planos
e entre planos e das consequéncias destas relagoes. No plano euclidiano o paralelismo de

duas retas de acordo com o site brasilescola.com ! pode se dar da seguinte forma:

Postulado das paralelas: Por um ponto passa uma tnica reta pa-
ralela a uma reta dada. Na Figura abaixo, dada a reta r, temos:
P € s, s || r,s éunica. Esse postulado, conhecido também como
postulado de Euclides (300 a.C.), é a propriedade que caracteriza
a Geometria Fuclidiana. Duas retas distintas sao paralelas quando
estao no mesmo plano e nao tém ponto comum.

Podemos visualizar o enunciado acima, geometricamente, na Figura 2.9.

Figura 2.9: Retas paralelas

y) \
< > I

P

A

~
wn

Fonte: Autor

Como exemplo pratico, temos os trilhos de um trem em linha reta que sao projetados

de forma que fiquem paralelos entre si.

Outra noc¢ao que iremos abordar no nosso trabalho é a da regiao interna entre duas
retas paralelas cortadas por uma reta transversal. Tomando o exemplo citado acima,
sejam as retas r || s cortada por uma reta transversal t que determinara na parte interna
quatro angulos conforme o demonstrado na Figura 2.10. Com isso teremos que os angulos

a = [ ey = 6, pois sao alternos internos.

"https://brasilescola.uol.com.br /matematica/paralelismo-1.htm
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Figura 2.10: Retas paralelas - angulos alternos internos

v

Fonte: Autor

Podemos observar, também, que esses angulos a = e v = 6 podem ser classificados
como opostos pelo vértices, se as retas r e s forem coincidentes no mesmo ponto de encontro

com a transversal, conforme mostrado na Figura 2.11.

Figura 2.11: Retas concorrentes - angulos opostos pelo vértice

A

Fonte: Autor

Utilizaremos essas noc¢oes como base para determinar os principais topicos de

pesquisa abordados neste trabalho.
2.3 Circulo Trigonométrico

Antes de explorarmos as razoes trigonométricas, é importante compreender-
mos o conceito de ciclo trigonométrico. Consoante Zago (1997), o ciclo trigonométrico é
definido como uma circunferéncia que atende as seguintes condigoes: seu centro coincide
com a origem do sistema cartesiano ortogonal, possui raio unitario e tem como ponto de

partida dos arcos o ponto A(1,0), conforme mostrado na Figura 2.12.

Figura 2.12: Ciclo trigonométrico

y

Fonte: Autor
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Sendo assim, os angulos, por sua vez, sao medidos a partir do eixo das abscissas (eixo
x) podendo ser positivos quando medidos no sentido anti-horario e negativos, no sentindo
horario. Neste circulo temos como comprimento o valor de 2w que corresponde a uma

volta completa ou equivalentemente a 360°. De forma proporcional, é possivel associar os

s 3
angulos de 90° = > 180° = 7 e 270° = —, aos principais marcos do circulo unitario, os

quais determinam os quatro quadrantes, que sao definidos no sentido anti-horario.

Considerando 6 como o angulo em analise, podemos estudar a sua posicao e a relagao

com esses quadrantes (Ver Figura 2.13).

T
e 12 quadrante: encontraremos os numeros reais que variam de 0 < 6 < 5 ou
0° <8 <90°.

m
e 22 quadrante: encontraremos os numeros reais que variam de 5 <0 <mou
90° < 6 < 180°.
3T

e 32 quadrante: encontraremos os nimeros reais que variam de 7 < 6 < - ou
180° < 0 < 270°.

e 492 quadrante: encontraremos os numeros reais que variam de ; < 0 < 27 ou
270° < 6 < 360°.

Figura 2.13: Quadrantes no ciclo trigonométrico

Y %md = 90°

(+)

2° Quadrante | 1° Quadrante

0 rad ou 0°
mrad = 180° b'e
2rrad = 360°

32 Quadrante | 4° Quadrante

)

377T7"aal = 270°

Fonte: Autor

A partir das posigoes dos angulos dentro do circulo trigonométrico pode-se estabele-

cer relagoes entre eles determinando e classificando outros conforme as defini¢coes abaixo.
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¢ Angulos congruentes: sao os angulos que possuem a mesma medida.
¢ Angulos complementares: sao os angulos cuja soma ¢é igual a 90°.
¢ Angulos suplementares: sao os angulos cuja soma ¢ igual a 180°.

e Angulos replementares: sio os angulos cuja soma é igual a 360°.

O estudo dos angulos complementares, suplementares e replementares é fundamental
na trigonometria, pois permite compreender relagoes importantes entre angulos e suas
funcoes trigonométricas. Os angulos complementares ajudam a estabelecer conexoes entre
seno e cosseno, enquanto os suplementares auxiliam na interpretacao de simetrias no ciclo
trigonométrico. J& os angulos replementares sao uteis para a compreensao de padroes em

rotacoes completas.

Todos estes conceitos corroborarao para alicercar o estudo dos angulos no ciclo

trigonométrico.

Reducgao ao primeiro quadrante no circulo trigonométrico

A ideia da reducgao ao primeiro quadrante consiste em, apos identificarmos um arco
em qualquer outro quadrante, determinarmos os valores correspondentes a um arco no pri-
meiro quadrante com a mesma razao trigonométrica, como o do seno, cosseno ou tangente,

através da simetria de reflexao, tomando cuidado com o sinal das fungoes relacionadas.

Sob a 6tica de Bonjorno Junior e Sousa (2020, p.103), “Quando relacionamos o seno e
o cosseno de um arco de qualquer quadrante com os valores do seno e do cosseno de um arco
do primeiro quadrante, dizemos que estamos fazendo uma redugao ao primeiro quadrante.”
Este processo descrito sera feito nos quatro quadrantes do ciclo trigonométrico, tanto no

sentido horario, como no sentido anti-horéario.

Reducgao do segundo para o primeiro quadrante

De acordo com Iezzi (2013) temos para a redugao do 2° ao 1° quadrante a seguinte

afirmacao: dado um numero real x, tal que z < x < 7, seja P a imagem de x no ciclo.
Seja P’ o ponto do ciclo, simétrico de P em relagao ao eixo dos senos.

Temos, conforme a figura 2.14, que

AP + PA — 7 (no sentido anti-horario) e, como AP — P?l', vem

AP + AAP’ = 7 e, portanto

(A}') =7 - X.
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Figura 2.14: Reducao do 2° para o 1° quadrante

A%

A’ A

Fonte: Autor

Com isso, analisando os sinais dos quadrantes acima e as razoes trigonométricas
estudadas tem-se as seguintes correlagoes quanto aos valores e aos sinais dos niimeros do

segundo para o primeiro quadrante, a saber,

e sinz = sin(m — ),

2m
Por exemplo, sendo x = — teremos:
e cosz = - cos(m — x),
. 27 oom
e tanx = - tan(m — x), o sm(?) = sm(g),
e cotx = - cot(m — x), 2 m
e cos(—) = - cos(=),
3 3
e secx = -sec(m—1x) e
27 . s
tan(—) = - —
e cossecx = cossec(m — ). o tan( 3 ) an(3),

Essas identidades sao uteis para simplificar expressoes e resolver equagoes trigono-
métricas, facilitando a analise dos angulos no segundo quadrante com base nas funcoes

do primeiro quadrante.

Redugao do terceiro para o primeiro quadrante

Ja para fazermos a redugao do 3° para o 1° quadrante lezzi (2013) propoe: dado

3T
um nimero real x, tal que 7 < x < 5> seja P a imagem de x no ciclo. Seja P’ o ponto

do ciclo, simétrico de P em relagao ao centro.
Temos, conforme a figura 2.15, que
AP - PA" = 7 (no sentido anti-horério) e, portanto como AP’ = AP, vem

AP =x- .

27



Capitulo 2. TRIGONOMETRIA

Figura 2.15: Reducao do 3° para o 1° quadrante

A%

A7

Fonte: Autor

Com isso, analisando os sinais dos quadrantes acima e as razoes trigonométricas
estudadas tem-se as seguintes correlagoes quanto aos valores e aos sinais dos niimeros do

terceiro para o primeiro quadrante, a saber,

e sinz = - sin(x — ), .
Por exemplo, sendo x = — teremos:
e cosz = - cos(r — ), 6
T T
e tanx = tan(z — ), o cot(F) = cot(g)7
e cotx = cot(x — ), 77r) m
o sec( : f—sec(ﬁ),
e secx = -sec(r —m) e
T 0
e cossec T = - cossec(r — 7). * Cossec(g) o COSSGC(E)’

Tais propriedades sao fundamentais para a resolucao de problemas trigonométricos,
pois permitem trabalhar com angulos do terceiro quadrante a partir do conhecimento das

fungoes no primeiro quadrante.

Reducgao do quarto para o primeiro quadrante

Finalmente com relagao a redugao do 4° para o 1° quadrante, lezzi (2013) descreve:

3T
dado um numero real x, tal que — < x < 27 seja P a imagem de x no ciclo. Seja P’ o

ponto do ciclo, simétrico de P em relacao ao eixo dos cossenos.
Temos AP + PA = 27 (no sentido anti-horario) e, como AP’ = PA, vem

AP + AP — 2x e, portanto AP’ = 27 - x, conforme figura 2.16 abaixo.
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Figura 2.16: Reducao do 4° para o 1° quadrante

A%

Fonte: Autor

Portanto, tem-se as seguintes correlagoes quanto aos valores e aos sinais dos niimeros

do quarto para o primeiro quadrante, a saber,

e sinx = - sin(27 — x), 16
Por exemplo, sendo x = 5 teremos:
e cosx = cos(2m — x),
167 2m
e tanz = - tan(2w — x), . COS(T) = Cos(?),
e cotx = - cot(2m — x), 167 2m

e cot(——) = - cot(—),
(=) - cot(5)
e secr = sec(2m —x) e
( 1671') ( 27r)
e sec(——) = sec(—),
e cossecx = - cossec(2m — x). 9 9
Esse conhecimento permite converter angulos do quarto quadrante em expressoes
equivalentes no primeiro, facilitando céalculos e analises em trigonometria, que serao colo-

cados em pratica com o estudo do CTT.

2.4 Razoes Trigonométricas no Circulo

No ciclo trigonométrico de raio unitario, onde este é uma convengao matematica
que simplifica as relacoes e facilita os célculos, pode-se trabalhar com as seguintes razoes

trigonométricas: seno, cosseno, tangente, cotangente, cossecante e secante.

Para a fungao seno e cosseno temos:

e No ciclo trigonométrico, um ponto P(z,y) é determinado pelo angulo 6 formado

com o eixo positivo do eixo x.

e O cosseno (cos) do angulo 6 é a projegao da coordenada do ponto sobre o eixo x (ou
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seja, a coordenada x do ponto).

e O seno (sin) do angulo 6 é a projegao da coordenada do ponto sobre o eixo y (ou

seja, a coordenada y do ponto).

e Isso significa que qualquer ponto no circulo trigonométrico pode ser escrito como
P(cosf,sin0).

Para a fungao tangente e cotangente temos:

e A tangente (tan) é definida como a inclinagdo da reta que passa pela origem e pelo

sin 0
ponto P(x,y), ou seja, tanf = )
cosf
L cos 0
e A cotangente (cot) é o inverso da tangente: cot§ = — 0
sin

e Essas razoes representam inclinagoes porque sao relagoes entre as coordenadas y e

x, formando um coeficiente angular de uma reta.
Para a fungao cossecante e secante temos:

e A secante (sec) e a cossecante (cossec) sao inversas do cosseno e do seno, respecti-
vamente.
1
cosf
1

sinf’

e secl =

e cossecl —

e Elas representam distancias radiais, pois indicam quao longe um ponto esta da

origem ao longo das retas verticais e horizontais associadas ao seno e ao cosseno.

Em resumo, seno e cosseno medem projecoes nos eixos, tangente e cotangente me-
dem inclinagoes, e secante e cossecante medem distancias relacionadas ao raio do circulo

trigonométrico.
Seno de um angulo

De acordo com lezzi (2013) defini-se seno de um angulo como: Dado um niimero real
x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos seno de x (e indicamos sin ) a ordenada
OP, do ponto P em relagdo ao sistema uOv. Para cada nimero real z € [0, 27| existe

uma unica imagem P e cada imagem P tem um tnico valor para sen x (OP, = sen z).

Desse modo, observa-se geometricamente na Figura 2.17 que o segmento (em azul)

que determina os valores para o seno de x pertence ao eixo das ordenadas.
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Figura 2.17: Seno de x

\

"

sen(x

®)
=
=

Fonte: Autor

O seno é umas das fungoes trigonométricas fundamentais que relacionam os angulos

de um triangulo retangulo com os comprimentos de seus lados. Ela é definida como a

razao entre o comprimento do lado oposto ao angulo e o comprimento da hipotenusa, ou
) R e cateto oposto
seja, dado um angulo 6 neste tridngulo teremos, seno(f) = ——.

hipotenusa
No ciclo trigonométrico o seno varia de —1 (em 270°) a 1 (em 90°), sendo positivo
nos 1° e 2° quadrantes, ou seja, entre 0 < 6 < 180° e negativo nos 3° e 4° quadrantes, ou

seja, entre 180° < 6 < 360° em uma volta completa.

Na Figura 2.18, visualizamos geometricamente os sinais da razao seno em cada
quadrante; ja na Figura 2.19, observamos um exemplo do valor do seno (em vermelho)

representado no eixo das ordenadas, correspondente a um angulo igual a 6.

Figura 2.18: Sinais do seno

v Figura 2.19: Eixo do seno

grad = 90° Voa
SRS TR
0 rad ou 0° sin(6)
mrad = 180° u 0 -

@ @ 21rad = 360° 0 A 7
3—7Trad = 270°

2

Fonte: Autor Fonte: Autor

Dado um angulo # qualquer no circulo trigonométrico unitario conforme a Figura

2.19 e sabendo que a hipotenusa sera sempre igual a 1 teremos que o seno sera igual ao
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comprimento do lado oposto ao angulo, ou seja,

cateto oposto

seno(f) = — cateto oposto = AB ~ OB'.

hipotenusa

Observa-se no eixo dos senos que se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante,
entao sen x é crescente. E se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, entao sen x
é decrescente. Isso pode ser verificado escolhendo dois angulos quaisquer dentro de um

mesmo quadrante, calculando os senos e comparando os valores obtidos.

Portanto, a funcao seno tera os valores correspondentes aos angulos analisados no

eixo das ordenadas.

Cosseno de um angulo

Com relagao a definigao do cosseno de um angulo, de acordo com Iezzi (2013),
tem-se: Dado um ntmero real z, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno de
z (e indicamos cosz) a abscissa OP, do ponto P em relagdo ao sistema uQv. Para cada
namero real x € [0, 27| existe uma tnica imagem P e cada imagem P tem um tunico valor

para cos © (OP, = cos x).

Figura 2.20: Cosseno de x

v

) O et o'

Ol cos(z) T

Fonte: Autor

Desse modo, observa-se geometricamente na Figura 2.20 que o segmento (em azul)

que determina os valores para o cosseno de x pertence ao eixo das abscissas.

O cosseno ¢ outra fungao trigonométrica fundamental que, assim com a fungao seno,
relaciona os angulos de um triangulo retangulo com os comprimentos de seus lados. Ela é
definida como a razao entre o comprimento do lado adjacente ao 4ngulo e o comprimento

da hipotenusa, ou seja, dado um angulo # neste tridngulo teremos,

cateto adjacente

cosseno(f) — hipotenusa
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No ciclo trigonométrico o cosseno varia de —1 (em 180°) a 1 (em 0° ou 360°), sendo
positivo nos 1° e 4° quadrantes, ou seja, entre — 270° < 6 < 90° e negativo nos 2° e 3°

quadrantes, ou seja, entre 90° < 6 < 270° em uma volta completa.
Vejamos na Figura 2.21, 4 esquerda, o sinal em cada quadrante do cosseno de um
angulo 6 e na Figura 2.22, a direita uma demonstracao deste enunciado.

Figura 2.21: Sinais do cosseno . _
Figura 2.22: Fixo do cosseno

Vo
Erad = 90° v

@ @ 0 rad ou 0°

mrad = 180° u >
@ @ 2mrad = 360° Ol co: u
S—Wmd = 270°
2
Fonte: Autor Fonte: Autor

Observa-se no eixo dos cossenos que se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante,
entao cos x é decrescente. E se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante, entao cos x
é crescente, que pode ser verificado tomando e comparando os valores correspondentes a

dois angulos quaisquer do mesmo quadrante.

Dado um angulo 6 qualquer no circulo trigonométrico unitario conforme a Figura
2.22 acima e sabendo que a hipotenusa sera sempre igual a 1 teremos que o cosseno sera

igual ao comprimento do lado adjacente ao angulo, ou seja,

cateto adjacente —
cosseno(f) = Tiot J = cateto adjacente = OA.
ipotenusa

Portanto a fungao cosseno tera os valores correspondentes aos angulos analisados no

eixo das abscissas.

Tangente de um angulo

Para a tangente de um angulo, por sua vez, pode-se definir de acordo com lezzi

(2013) como sendo: Dado um numero real z, x # g + k.m, seja P sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta W e seja T sua interse¢ao com o eixo das tangentes. Denominamos

tangente de z (e indicamos tan x) a medida algébrica do segmento AT.
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Figura 2.23: Tangente de x

v C
B
P T
X
A’ @) A u
P7
B7

Fonte: Autor

Desse modo, observa-se geometricamente na Figura 2.23 o eixo determinante da

tangente (reta azul).

A tangente de um angulo no tridngulo retangulo é dada pela razao entre o compri-
mento do lado oposto sobre o comprimento do lado adjacente (OA = 1) ao angulo dado,

ou seja, dado um angulo € neste tridngulo teremos, conforme mostra a Figura 2.23,

cateto oposto AT _ AT
cateto adjacente 0A '

tagente(d) =

s
e temos que a mesma nao esta definida nos pontos 5 + k. com k € Z.

A Figura 2.24 apresenta os sinais da tangente em seus respectivos quadrantes, en-

quanto a Figura 2.25 ilustra geometricamente essa propriedade.

Fi 2.24: Sinais da t t
eura HHais da tangente Figura 2.25: Eixo da tangente

A%
T rad = 90° v N

@ @ 0 rad ou 0°

mrad = 180° u

@ @ 2nrad = 360°
3—7r7“tzol = 270°
2
Fonte: Autor Fonte: Autor

No ciclo trigonométrico a tangente pode assumir qualquer valor real, sendo positivo

nos quadrantes impares (1° e 3°), ou seja, entre 0° < 6 < 90° e 180° < # < 270° e negativo
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nos quadrantes pares (2° e 4°), ou seja, entre 90° < 6 < 180° e 270° < 6 < 360° em uma
volta completa e inexistente nos angulos de 90° e 270° ou g + k.w, com k € Z, pois o

cosseno nestes pontos € igual a zero, gerando uma indeterminacao, a saber

sin 0

tanf = .
cos 0

Podemos extrair aqui a relacao entre a tangente, seno e cosseno de qualquer angulo
através da relacao de semelhanca de tridngulos, conforme a Figura 2.26. Analisando os
triangulos OA’B e OAT verifica-se que sao semelhantes pelo caso AA (angulo-angulo)
pois ambos possuem um angulo reto e compartilham do mesmo angulo a e desta forma

obtemos a seguinte relagao:

A'B AT sinae AT sin «v
_— = == = — = = tan a, com cosa # 0.
OA"  OA COS (v 1 COoS (v

Observacgao: toda reta tangente a um circulo é perpendicular ao raio do circulo no

ponto de tangéncia. Isso é conhecido como Teorema Tangente-Raio.

Figura 2.26: Formula da tangente

T

-1

Fonte: Autor

Observe que, & medida que z percorre qualquer um dos quatro quadrantes, a funcao
tanx é crescente. Isso pode ser verificado escolhendo dois angulos quaisquer dentro de

um mesmo quadrante, calculando suas tangentes e comparando os valores obtidos.

Dito isso, a funcao tangente tera os valores correspondentes aos angulos analisados

na reta tangente ao eixo u (eixo das abscissas) do circulo no ponto A (Figura 2.26).

Cotangente de um angulo
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No tocante a cotangente de um angulo registra-se a defini¢ao dada por lezzi (2013)

da seguinte maneira: Dado um ntmero real x, x # k.7, seja P sua imagem no ciclo. Con-
sideremos a reta Oﬁ e seja D sua intersecao com o eixo das cotangentes. Denominamos

cotangente de z (e indicamos cot x) a medida algébrica do segmento BD.

Figura 2.27: Cotangente de x

A%

| cot(r) D d
L/ 4

Fonte: Autor
Desse modo, observa-se geometricamente na Figura 2.27 o eixo determinante da
cotangente (reta azul).
A Figura 2.28 apresenta os sinais da cotangente em seus respectivos quadrantes,

enquanto a Figura 2.29 ilustra geometricamente essa propriedade.

Figura 2.28: Sinais da cotangente
Figura 2.29: Eixo da cotangente

v

grad =90° v
B| cot(r) A d
[ 2] 4
@ @ 0 rad ou 0° \
mrad = 180° ; Ud s 0 Ei
® o)™ ° :

Sgrad =270°

Fonte: Autor Fonte: Autor
A cotangente de um angulo no ciclo trigonométrico seré determinada na reta paralela

ao eixo das abscissas (eixo x) e tangente ao circulo no ponto B. Dado um angulo 6 a sua

medida seré dada pela seguinte relagao,

cateto adjacente BD _ BD 5D
cateto oposto OB 1 ’

cotagente(f) =
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e que a mesma nao esta definida nos pontos k.7 com k € Z.

Agora vejamos a relagao entre a cotangente, o seno e o cosseno de um angulo qualquer
através da relacao de semelhanca de triangulos, conforme a Figura 2.30. Observa-se que
os triangulos OA’B e OCB sao congruentes por LLL (lado-lado-lado), pois possuem a

mesma hipotenusa e os lados paralelos sao iguais, ou seja, OA’ =2 CB e OC = A'B e
por sua vez, temos AOBC ~ AOTA por AA (dngulo-angulo) pois ambos possuem um
angulo reto e compartilham do mesmo angulo « e desta forma obtemos a seguinte relacao:

Figura 2.30: Formula da cotangente

- - - A T ---
: [0}
|
o i
_ =
1 0 X

—1
Fonte: Autor

CB AT cosae AT CoS (v .
- = = cot o, com sina # 0.

_ = == = — ;
ocC OA sin «v 1 sin «

No ciclo trigonométrico a cotangente pode assumir qualquer valor real, sendo posi-
tivo nos quadrantes impares (1° e 3°), ou seja, entre 0° < 6 < 90° e 180° < 6 < 270° e
negativo nos quadrantes pares (2° e 4°), ou seja, entre 90° < 6 < 180° e 270° < 6 < 360°

em uma volta completa e inexistente nos angulos de 0° e 180° ou k.m, com k € Z, pois a

tangente nestes pontos € igual a zero, gerando uma indeterminagao, a saber cot § = m—t
an

Observe que, & medida que z percorre qualquer um dos quatro quadrantes, a funcao
cot x é decrescente. Isso pode ser verificado escolhendo dois angulos quaisquer dentro de

um mesmo quadrante, calculando suas cotangentes e comparando os valores obtidos.

Portanto, a fungao cotangente tera os valores correspondentes aos angulos analisados

na reta tangente ao eixo v (ordenada) do circulo no ponto B.

Secante de um angulo

Ja a secante de um éangulo, de acordo com lezzi (2013), pode ser definida como

v
sendo: Dado um namero real =, x # 5 + k., seja P sua imagem no ciclo. Consideremos
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Figura 2.31: Secante de x

v

B7

Fonte: Autor

a reta s e seja S o ponto de intersecao com o eixo dos cossenos. Denominamos secante
de z (e indicamos sec x) a medida da abscissa OS (Ver Figura 2.31).

A secante de um angulo qualquer 6 é a medida do comprimento do segmento (O.S),

que vai da origem do plano cartesiano até o ponto de encontro entre a reta tangente ao

T
ciclo e o eixo dos cossenos (eixo x) e nao esta definida nos pontos — + k.7, com k € Z.

A Figura 2.32 apresenta os sinais da razao trigonométrica secante em seus respec-
tivos quadrantes, evidenciando onde ela assume valores positivos ou negativos no ciclo
trigonométrico. Ja a Figura 2.33 ilustra geometricamente essa propriedade, por meio da
construcao do segmento secante associado ao angulo 6, permitindo uma melhor compre-

ensao visual de seu comportamento em cada quadrante.

Figura 2.32: Sinais da secante Figura 2.33: Eixo da secante

v

gmd — 90° B

@ @ 0 rad ou 0°

mrad = 180° u
@ @ 27rad = 360° ) sec(0)) T\ U

377T7“ad = 270°

Fonte: Autor Fonte: Autor

A secante, também, pode ser determinada pela seguinte féormula,
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1

secante 0 = ,
cos

que pode ser demonstrada de forma analoga as anteriores, conforme a Figura 2.34.

Figura 2.34: Formula da secante

AY
A}

-1
Fonte: Autor

Percebe-se que os tridngulos OAP ~ OPS por AA (angulo-angulo), pois ambas

possuem um angulo reto e compartilham do mesmo angulo «, com isso obteremos,

OA OP CoS o 1 1 -

— = = = = — = cosa==— = 0§ = = seca = , com

oOP S 1 0S 0S COS & cos o
cosa # 0

No ciclo trigonométrico a secante pode assumir qualquer valor real, sendo positivo
nos quadrantes 1° e 4°, ou seja, entre 0° < 6 < 90° e 270° < # < 360° e negativo nos
quadrantes 2° e 3°, ou seja, entre 90° < # < 270° em uma volta completa e inexistente

s
nos angulos de 90° e 270° ou 5 + k.m, com k € Z, pois o cosseno nestes pontos ¢ igual a
1

cosf’
Temos, também, que se x percorre o 1° ou o 2° quadrante, entao secx é crescente

zero, gerando uma indeterminacgao, a saber secf =

e se x percorre o 3° ou 4° quadrante, entao secx é decrescente. Isso pode ser verificado
escolhendo dois angulos quaisquer dentro de um mesmo quadrante, calculando as secantes

e comparando os valores obtidos.

Portanto, a fungao secante tera os valores correspondentes no prolongamento do raio

unitario da abscissa x conforme mostrado na Figura 2.34.
Cossecante de um angulo

Finalmente, temos para a cossecante de um angulo de acordo com Iezzi (2013)

a seguinte definicao: Dado um ntmero real xz, x # k.m, seja P sua imagem no ciclo.
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Consideremos a reta s e seja C' sua intersecao com o eixo dos senos. Denominamos

cossecante de x (e indicamos cossec z) a medida do segmento OC (Ver Figura 2.35).

Figura 2.35: Cossecante de x

V/\

B

B

Fonte: Autor

A cossecante de um angulo qualquer # é a medida do comprimento do segmento
T, que vai da origem do plano cartesiano até o ponto de encontro entre a reta tangente

ao ciclo e o eixo dos senos (eixo y) e nao esté definida nos pontos k.7, com k € Z. A
1

sinf’

cossecante, também, pode ser determinada pela seguinte féormula, cossecante 6 =

Sua demonstracao pode ser visualizada na Figura 2.37.

A Figura 2.36 apresenta os sinais da tangente em seus respectivos quadrantes, en-

quanto a Figura 2.38 ilustra geometricamente essa propriedade.

Figura 2.36: Sinais da cossecante
& Figura 2.37: Eixo da cossecante

.
gmd =90° v

@ @ 0 rad ou 0°

mrad = 180° u
2rrad = 360° A
COREO, \h
S
3—7Tmal = 270°
2
Fonte: Autor Fonte: Autor

Observa-se que os triangulos OAP ~ ODUP sao congruentes pelo caso LLL (lado-

lado-lado), pois possuem a mesma hipotenusa e os lados paralelos sao iguais, ou seja,
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OD = AP e DP = OA, e por sua vez, temos AOCP ~ AOPD pelo caso AA (angulo-
angulo), pois possuem um angulo reto e compartilham do mesmo angulo -+, logo, teremos

que os triangulos OPC' ~ O AP resultando na seguinte relagao,

Figura 2.38: Formula da cossecante

Dtr----¢ \
o g
-1 X 1
-1
Fonte: Autor
orP OC 1 oC 1 — 1
= = = = — =0C = — = cossec a, com sin « # 0.

oD OP OD 1 sin o sin «

No ciclo trigonométrico a cossecante pode assumir qualquer valor real, sendo positivo
nos quadrantes 1° e 2°, ou seja, entre 0° < 6 < 180° e negativo nos quadrantes 3° e 4°,
ou seja, entre 180° < # < 360° em uma volta completa e inexistente nos angulos de 0°,

180° e 360° ou k.w, com k € Z, pois o seno nestes pontos é igual a zero, gerando uma

indeterminacao, a saber cossec =

sinf

Constata-se que se x percorre o 2° ou o 3° quadrante, entao cossecx é crescente
e se x percorre o 1° ou 4° quadrante, entao cossecx é decrescente. Isso pode ser verifi-
cado escolhendo dois angulos quaisquer dentro de um mesmo quadrante, calculando as

cossecantes e comparando os valores obtidos.

Portanto, a funcao cossecante tera os valores correspondentes no prolongamento do

raio unitario da ordenada y.
Relagoes Fundamentais Trigonométricas

As relagoes trigonométricas derivadas desempenham um papel fundamental na ma-
tematica, especialmente no célculo e na geometria. Elas surgiram a partir da necessidade
de compreender o comportamento das fungoes trigonométricas, como o seno, o cosseno
e a tangente, em termos de suas taxas de variacao. Essas relacoes nao s6 expandem
nosso entendimento dessas fungoes, mas também geram novas formulas e identidades que

sao essenciais para o desenvolvimento de conceitos matematicos mais avancados. Entre
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as principais relacoes trigonométricas derivadas que exploraremos em nosso estudo e em
suas aplicagoes, destacam-se as seguintes:

i. sin?2 +cos’z = 1

.o 2 o 2

ii. 14 cot®x = cossec” x

2 . 2

iii. 14 tan“x = sec” x

iv. cos2x =1 —2sin’x

v. sin2x = 2sinx.cosx

_ 1
Vl. cotx =
tanx
.o tan? x
vil. sSin“z = ———
1+ tan®zx

Estudando, por exemplo, a primeira relacao trigonométrica no CTI podemos verifi-
car que qualquer ponto no ciclo trigonométrico teréa coordenadas (cos (6),sin (6)), sendo
f um angulo qualquer. Observa-se na Figura 2.39 que o triangulo OAP é retangulo em A
e sejam os lados b e ¢ (catetos) e a (hipotenusa) e da relagdo do Teorema de Pitagoras

temos,

Figura 2.39: Relagao fundamental da trigonometria

(0,1)
P=(cos (#),sin (9))
/ sin\(6)
(=1.0) O cos (0) A (1,0)
(O’ _1)

Fonte: Autor
- Resolugao Algébrica -
b+ = d,

(OA)* 4 (AP)? = (OP)?

cos? 6 + sin? 6 = 12

sin?@ + cos?0 =1
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Portanto, com base na manipulacao do dispositivo e na aplicagao do angulos em
questao, buscamos validar empiricamente as relacoes trigonométricas previamente menci-
onadas. Através dessa analise pratica, pretendemos confirmar que tais relagoes se mantém
consistentes, fortalecendo e consolidando os conhecimentos adquiridos durante o processo

experimental.
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MATERIAL CONCRETO E
METODOLOGIA

Neste topico, exploraremos o conceito, os fundamentos tedricos e a relevancia do uso
de materiais concretos no contexto educacional, destacando sua potencialidade como fer-
ramenta para facilitar o processo de ensino-aprendizagem dos conhecimentos matematicos

pelos discentes.

O material concreto é definido como uma abordagem pedagogica que tem suas raizes
em teorias que dao énfase ao papel que as experiéncias sensoriais e praticas desempenham
no amadurecimento das destrezas de resolucao de problemas por parte dos educandos.
E uma abordagem pedagogica que é amplamente utilizada na educacio infantil e nos
primeiros anos da escolaridade, uma vez que ajuda os educadores a compreenderem ideias
altamente abstratas, ja que os educandos tém a oportunidade de interagir fisicamente com

o conhecimento a aprender.

Pensando nisso, este trabalho almeja proporcionar aos alunos da Educagao Basica
a oportunidade de vivenciar, de forma pratica, a construcao de novos conhecimentos por

meio do uso de materiais concretos.

3.1 Fundamentos Tedéricos do Material Concreto na Edu-

cacao

O uso de material concreto em educacgao é uma pratica baseada nas teorias de gran-
des educadores e psicologos como Jean Piaget e Maria Montessori. De acordo com a teoria
do desenvolvimento cognitivo de Piaget, criancas passam por estagios de desenvolvimento
em que a manipulacao de objetos fisicos é essencial para auxiliar o desenvolvimento de
pensamento logico, cabendo ao docente a incumbéncia de intermediar este processo, a

saber, “... o que se deseja é que o professor deixe de ser um conferencista e que estimule

44



Capitulo 3. MATERIAL CONCRETO E METODOLOGIA

a pesquisa e o esforco, ao invés de se contentar com a transmissao de solucoes ja prontas
(Piaget, 1973, p. 18).

Ratificando esta fala, Lorenzato (2009, p.61), defende a importancia da inser¢ao do

material concreto no processo de ensino-aprendizagem,

O material concreto exerce um papel importante na aprendizagem.
Facilita a observacao e analise, desenvolve o raciocinio 16gico, critico
e cientifico, é fundamental para o ensino experimental e é excelente
para auxiliar o aluno na construgao de seus conhecimentos.

Portanto, o material concreto é um recurso vital para ajuda-los a fazer a transicao
para o pensamento construtivo. Outra figura central na pedagogia, Maria Montessori,
também viu a importancia dos materiais concretos para a educacao. Ela afirmou que as
“maos sao as ferramentas da mente” e a manipulagao de objetos é a chave para apren-
dizado. Os materiais de Montessori, como caixas de blocos e contas de cores, foram
projetados para auxiliar o ensino de conceitos como matemética e linguagem de uma
maneira tangivel e intuitiva, pois estes materiais trabalham qualidades como: “|...] cor,
forma, dimensao, som, grau de aspereza, peso, temperatura, etc” (Montessori, 1965, p.
99).

Sendo assim, o uso de material concreto é importante dentro do processo educacional.
Essa abordagem pratica nao apenas reforca a teoria, mas também desenvolve habilidades
como a resolucao de problemas, a colaboragao e a autonomia, essenciais para o crescimento

académico e pessoal dos estudantes.
Material Concreto na Educacgao

Material concreto na educagao refere-se a qualquer recurso fisico que é usado no pro-
cesso de explicacao de conceitos tedricos diversos. O material inclui uma grande variedade
de elementos diversificados como: blocos, moedas, figuras geométricas, abacos, maquetes
e muitos outros. O objetivo é demonstrar que, ao utilizar recursos fisicos manipuléveis,
os alunos conseguem visualizar e compreender de maneira mais clara e eficaz os conceitos

ensinados, promovendo um aprendizado mais tangivel e significativo.

O fator importante disso é que o material concreto ajuda os estudantes no “toque”,
ou “experimente” o que esta sendo dito, o que muitas vezes pode ser mais eficaz do que

ouvir ou ler sobre o assunto, como afirma Lorenzato (2009, p. 21),

Convém termos sempre em mente a realizagao em si de atividades
manipulativas ou visuais nao garante a aprendizagem. Para que esta
efetivamente aconteca, faz-se necessaria também a atividade mental
por parte do aluno. E o material didatico pode ser um excelente
catalisador para o aluno construir seu saber matematico.
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Dessa forma, para que a implementacao de materiais concretos seja eficiente, é ne-
cessario planejar e adapté-la ao curriculo educacional. Os professores devem escolher os
materiais que atendam aos objetivos de aprendizagem e sejam relevantes ao nivel de de-
senvolvimento dos alunos. E importante a integracdo com conceitos abstratos e que o
ensino deve ser complementado com discussoes e reflexoes sobre a experiéncia pratica dos
discentes enquanto aprendem conceitos abstratos. Assim, os instrutores nao s6 permi-
tem que os alunos reduzam o tédio, mas também os ajudam a entender a relevancia da

experiéncia nas ligoes dadas.

O progresso dos alunos deve ser monitorado para garantir um ensino-apredizagem
mais eficaz e duradouro com o uso de atividades concretas que contribuam para um melhor
entendimento. A aprendizagem de conceitos deve ir além de ser interessante e divertida,
devendo também desempenhar um papel fundamental na construcgao solida e significativa
do conhecimento, garantindo que os alunos absorvam e apliquem o contetido de forma

profunda e duradoura.

Dessa forma, o material concreto contribui para a construcao de uma base soélida,

que favorece o dominio da matemética em diferentes niveis de ensino.

A metodologia deste projeto sera detalhada com relacao aos procedimentos de pes-
quisa, incluindo o local de aplicacao, as etapas a serem seguidas e a forma de coleta de
dados. Também serao especificados o piblico-alvo, o processo de anélise dos dados e os

materiais utilizados, com registros fotogréaficos que ilustrem cada item.

Além disso, serao apresentados os topicos que serao abordados durante as aulas, com
o devido registro de objetivos, materiais necessérios, tempo estimado e niimero de alunos
envolvidos. Para cada tema, serda descrito de forma clara o passo a passo da aplicacao,
acompanhado de fotos das atividades realizadas, garantindo um acompanhamento visual

do processo.

Durante a aplicagao do projeto, serao abordados os seguintes topicos: determinagao
e identificacao de angulos, classificacao dos tipos de angulos, célculo do complementar,
suplementar e replementar de dngulos notéveis. Além disso, sera realizada a reducao ao

primeiro quadrante no circulo trigonométrico.

Serao estudadas as fungoes trigonométricas, incluindo seno, cosseno, tangente, co-
tangente, secante e cossecante de um angulo, além de algumas das principais relagoes
fundamentais da trigonometria. Esses temas proporcionarao uma compreensao aprofun-

dada dos conceitos e aplicagoes trigonométricas.

Essa pesquisa foi aprovada pelo Parecer Consubstanciado do Comité de Etica e

Pesquisa da UFPI, segundo o parecer numero 7.705.992. (Ver figura 4.1)
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Figura 3.1: CEP - Comité de Etica e Pesquisa da UFPI

UNIVERSIDADE FEDERAL DO
PIAUI - CAMPUS MINISTRO W“‘"
PETRONIO PORTELA - UFPI

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Pesquisador: MARCOS RODRIGUES DE SOUSA

Area Tematica:

Versdo: 3

CAAE: 87541924.0.0000.5214

Instituicao Proponente: Universidade Federal do Piaui - UFPI
Patrocinador Principal: Financiamento Proprio

DADOS DO PARECER

Namero do Parecer: 7.705.992

Assim, consideramos o projeto APROVADO.

Fonte: Plataforma Brasil

Esta pesquisa serda empreendida de forma qualitativa buscando investigar quais as
contribuigoes que as intervengoes pedagogicas realizadas por meio dos materiais concretos
e desempenhadas no processo de ensino-aprendizagem dos conteiiddos matematicos podem

nos proporcionar.

[...] afonte de dados ¢ o ambiente natural, constituindo investiga-
dor o instrumento principal; a investigacao qualitativa é descritiva;
os instrumentos qualitativos interessam-se mais pelo processo do
que simplesmente pelos resultados ou produtos; os investigadores
qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma indutiva; o
significado é de importancia vital na abordagem qualitativa. (Bog-
dan; Biklen, 1994, p. 47-51)

Dessa forma é de essencial importancia prezar pelo estudo qualitativo pois nos for-
necera ferramentas para uma anélise explicita do processo de ensino-aprendizagem da

matematica com o uso de instrumentos qualitativos.

Inicialmente vamos selecionar alunos do Ensino Médio da escola onde o mes-
trando leciona para fazermos um estudo que vise analisar a eficiéncia da aplicagao de
material concreto no ensino-aprendizagem da matematica. A aplicacao sera baseada em
livros didaticos de diversos autores, como: Bonjorno, Giovanni Jr., Paulo Camara, Luiz
R. Dante, Fernando Viana, dentre outros, e sera trabalhado em sala de aula com o auxilio

do material concreto confeccionado pelo docente.

A analise dos dados sera feito durante todo o processo de ensino, pois sabemos que

a aprendizagem ¢ um processo continuo e faremos uso da observagao, de questionérios e
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avaliacoes de cunho objetivo e subjetivo para analisarmos o desempenho deles e verificar se
o que foi vivenciado durante todas as etapas do processo procedeu-se de forma construtiva

e eficiente, com analise dos pros e contras da metodologia aplicada.

3.2 Materiais e Aplicacao Pratica

Descricao dos Materiais Utilizados

O dispositivo recebeu o nome de CTT (Circulo Trigonométrico Interativo) e foi desen-
volvido utilizando materiais reciclaveis provenientes de diversas fontes. A escolha desses
materiais busca promover autonomia e uma aprendizagem significativa. Além disso, a
ideia foi criar uma ferramenta inovadora e acessivel para o ensino de trigonometria. Os

materiais utilizados na confeccao foram os seguintes:

e MDF, sigla para Medium Density Fiberboard, tirados de méveis velhos;

e Pedacos de cabo de vassoura;

e Varetas de fibras para fabricacao de pipas;

e Pedacos de plasticos, papéis diversos (coloridos, vergé, oficio), pregos e parafusos;

e Restos de cola branca, supercola instantanea, durex, papel de parede e folha trans-

parente para encapar livro;

e Impressoes em folhas A4 das retas, circulo trigonométrico e dos simbolos do dispo-

sitivo;
e Folhas de EVA e raios de bicicleta.

O CTTI é um dispositivo de custo extremamente baixo, com dimensoes compactas
de 42 cm de comprimento, 32 cm de largura e 3 cm de altura, pesando cerca de 1,2 kg, o

que garante grande facilidade no manuseio e no transporte (Ver figura 4.2).

No centro do dispositivo ha um circulo impresso sem nenhuma numeracao expressa,
contendo apenas mini tracos num total de 360, sendo que destes, ha os que sao multiplos
de 10 (maiores), multiplos de 5 (médios) e os unitarios (menores). Possui, também, retas
impressas e paralelas nas laterais que representam o valor de 2 unidades (diAmetro) do
circulo de raio 1 e seus submultiplos. Sobre o mesmo ha 4 “torres” circulares (pedagos
de cabo de vassoura de 2cm) nas laterais do MDF que sustentam os 4 raios de bicicleta,
formando um quadrilatero, que equilibram duas hastes de fibras que se movimentam na

horizontal e vertical do dispositivo.
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Figura 3.2: CTI - Circulo Trigonométrico Interativo
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Fonte: Autor

Dentre os acessorios do Ciclo Trigonométrico Interativo que foram confeccionados

pelo docente e que iremos utilizar durante o processo de aplicagao de ensino-aprendizagem

de trigonometria estao os seguintes itens abaixo:

e Raio de 11,5cm;

Raio duplo (diametro) de 23cm;

Raio alongado de 36¢m;

Raio com tangente (29cm);

Setores circulares de EVA (30°, 45° e 60°);

Triangulos retangulos de EVA com angulos de 30°, 45° e 60°;

Escalas laterais estendida ao eixo das abscissas e das ordenadas.

Podemos visualizar na figura 4.3 abaixo a imagem de cada um destes acessorios

descritos acima.
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Figura 3.3: Acessorios do CTI

Fonte: Autor

Este dispositivo propoe facilidade na manipulagao, tanto para docentes, como para
discentes, pois nao requer, nem treinamentos e nem conhecimentos avancados para sua
aplicacao, pois possui uma interface simples e funcional para uma aprendizagem acelerada
e autdénoma dos envolvidos, seja executado individualmente ou em grupo, otimizando,

inclusive, o tempo.

A insercao destes acessorios no projeto traz como proposta uma rapida adapta-
¢ao que visa otimizar o processo de manipulacao e compreensao dos temas abordados,

tornando uma experiéncia fluida e incentivando o engajamento dos alunos.

Aplicagao Pratica do Material Concreto no Ensino de Trigonometria

O CTT sera utilizado pelos alunos nas salas de aula da escola onde o mestrando
leciona, durante as aulas de matematica. A aplicacao ocorrera logo apos a exposi¢ao oral

dos contetidos, apoiada por materiais didaticos como pincel, quadro acrilico e apagador.

A medida que cada topico de trigonometria for sendo trabalhado, os alunos mani-
pularao o dispositivo de forma pratica, consolidando os conceitos tebricos apresentados.
Durante esse processo, o professor acompanhara ativamente as atividades, promovendo
discussoes e realizando intervengoes sempre que necessario, enriquecendo a aprendizagem

e favorecendo a construcao do conhecimento.

As aulas que contemplam o uso de materiais concretos ocorrerao especificamente
nas turmas do Ensino Médio da propria instituicao de ensino, o CETI Desembargador
Heli Sobral. A implementacao dessas atividades sera realizada ao longo da semana, com

uma carga horaria que variara entre trés a cinco horas-aula semanais.

Cada aula terd a duracao aproximada de sessenta minutos, proporcionando um
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tempo adequado para a exploracao dos contetidos e para a realizacao das atividades pra-
ticas. A selecao das turmas participantes sera feita em articulagao com a coordenagao
pedagogica, levando em consideracao fatores como a disponibilidade de horarios compa-

tiveis.

Durante o processo de manipulagao do CTT serao aplicadas atividades, objetivas e
subjetivas, propostas e trabalhadas com base nos livros didéticos e corroboradas com ou-
tros exercicios praticos elaborados pelo docente no momento da aplicacao para esclarecer

ou ratificar os discussoes iminentes que ocorrerem durante o processo de utilizagao.

3.3 Construcao e Exploracao dos Conceitos Trigonomé-

tricos

Determinando Angulos

Objetivo: Aprender a determinar angulos especificando os seus respectivos qua-
drantes.

Material necessario: CTI e o acessorio que representa o raio.
Tipo de atividade: Realizada individualmente.
Duracao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Apos o contato visual com o dispositivo e entendido as noc¢oes basicas de angulos
e arcos, os alunos sao estimulados a determinar no CTI alguns angulos, sugerido pelo
docente, especificando seus quadrantes correspondentes através do deslocamento do raio,
conforme mostra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Aluno manipulando o CTI na determinagao de angulos

Fonte: Autor
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Por exemplo, é pedido ao aluno para localizar o angulo de 220° no CTI e o mesmo
deve saber fazé-lo através do raio unitario e em seguida deve saber identificar o seu qua-
drante conforme mostra a Figura 3.5. Processo este que sera executado individualmente
por todos os alunos, em mais de uma oportunidade, até que o topico seja assimilado

efetivamente por eles.

Figura 3.5: Determinando angulos

180° ‘ 0°

3° quadrant

Fonte: Autor

Desse modo, pretendemos construir nos alunos a no¢ao de angulos, de sua localizagao
nos quadrantes, tanto no sentido horario, como no sentido anti-horéario, inclusive em

periodos superiores a 27.

Identificando os Tipos de Angulos

Objetivo: Aprender a determinar e a identificar os tipos de angulos estudados.
Material necessario: CTI e o acessério que representa o raio.

Tipo de atividade: Realizada individualmente.

Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Compreendido os conceitos dos tipos de angulos abordados na aula, nesta etapa,
os alunos sao desafiados a mostrar através do deslocamento do raio no CTI, tomando
como base inicial o dngulo 0°, exemplos de angulos agudo, reto, obtuso, raso, concavo e

completo dentro de um periodo de 27 com repeticoes & medida que se fizer necessario.

O objetivo é mostrar que a compreensao dos diferentes tipos de dngulos é essencial
nao s6 em matematica, mas na nossa vida didria. Os angulos sao fatores predominantes
em muitas areas de nossa vida e saber sobre os tipos de angulos auxilia numa melhor

compreensao e solugao de problemas, além de fornecer a base para muitos outros conceitos
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mais avancados estudados na trigonometria.

A Figura 3.6 apresenta um exemplo de dngulo obtuso, enquanto a Figura 3.7 ilustra

um exemplo de angulo agudo.

Figura 3.6: Angulo obtuso

1

32.5
—1 J\ 1

Fonte: Autor

Figura 3.7: Angulo agudo

1

68°

Fonte: Autor

Através da Figura 3.8, é possivel observar um momento significativo de interagao

entre o aluno e o CTI, evidenciando o potencial pedagogico desse recurso. Na imagem, o

estudante realiza a manipulacao do material de maneira ativa, utilizando-o para represen-

tar visualmente um dos tipos de angulos, o agudo, caracterizado por sua abertura inferior

a 90°.

Figura 3.8: Aluno manipulando o CTI para identificar os tipos de dngulos

Fonte: Autor
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Dessa forma, pretendemos mostrar aos alunos que todos os angulos no ciclo trigono-
métrico, a partir da origem, tém sua classificag@o dentro dos tipos de angulos estudados

no livro didatico e que é possivel mensura-los, identifica-los e classifici-los com o uso do
CTIL

Determinando o Complementar, Suplementar e o Replementar dos An-

gulos Notaveis

Objetivo: Aprender a determinar e identificar &ngulos complementares, suplemen-

tares e replementares dos angulos notéaveis.
Material necessario: CTI e as hastes laterais.
Tipo de atividade: Realizada individualmente.
Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Entendido como se localiza, na pratica, os angulos no CTI e compreendido as defini-
¢oes de angulos complementares, suplementares e replementares os alunos devem mostrar,
apos citado um angulo qualquer no primeiro quadrante pelo docente, seu respectivo angulo

complementar, suplementar e replementar através das hastes do dispositivo.

Por exemplo, citando um angulo de 30° o aluno devera localiza-lo no mecanismo,
determinando o seu complementar pela contagem dos traginhos a partir deste angulo no

primeiro quadrante até completar os 90°.

Prosseguindo, com a haste paralela ao eixo das abscissas sobre o angulo de 30° deve
saber localizar o seu suplementar no segundo quadrante que corresponde ao adngulo de
150°, percebendo que o arco de 0° a 30° é o mesmo de 150° a 180° e, finalmente, com a
haste perpendicular ao eixo das abscissas sobre este mesmo angulo, deve saber localizar
o seu replementar no 4° quadrante que corresponde ao angulo de 330°, pois o angulo de

0° a 30° possui o mesmo arco do angulo de 330° a 360°, conforme a Figura 3.9.

Figura 3.9: Determinando o complementar, suplementar e replementar do angulo de 30°

60°
30°

330\’\J

f 30°

Fonte: Autor

Nesse momento, a aluna, figura 3.10, coloca em prética a atividade proposta previ-
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amente pelo docente, demonstrando total compreensao dos objetivos pedagbgicos envol-
vidos. A execucgao ocorre de forma simples, eficaz e segura, evidenciando que nao houve
dificuldades no manuseio nem na interagao com o dispositivo didatico, o que reforca a

acessibilidade e funcionalidade do material.

Figura 3.10: Aluna manipulando o CTI para determinar o complementar, suplementar
e replementar do angulo de 30°.

Fonte: Autor

Sendo assim, almejamos familiarizar os alunos com os conceitos de complementar,
suplementar e replementar de qualquer angulo no ciclo trigonométrico através do CTI,
aprendendo a determiné-los, facilitando a interpretacao e calculo destes quando formos

usar as relagoes trigonométricas posteriormente.

Aprendendo a Fazer a Redugao ao Primeiro Quadrante no Circulo Tri-

gonomeétrico

Objetivo: Aprender a determinar o dngulo correspondente no primeiro quadrante

dos angulos do segundo, terceiro e quarto quadrante no CTI.

Material necessario: CTI, o acessorio que representa o didmetro e as hastes late-

rais.
Tipo de atividade: Realizada individualmente.

Duracao: 2 horas-aula de 60 minutos.
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Nesta etapa os alunos irao aprender a tomar qualquer angulo no segundo, terceiro
ou quarto quadrantes e através das hastes e do raio duplo (diametro) do CTT encontrar

um correspondente no primeiro quadrante.

Por exemplo, para encontrar um angulo correspondente do segundo quadrante no
primeiro, o aluno utilizara a haste horizontal ao eixo das abscissas do CTI e deveré per-
ceber que ao posiciona-la sobre este angulo determinara um outro no primeiro quadrante
correspondente a ele, pois ambos terao a mesma medida de arco, de forma anéloga a ideia
de angulo suplementar. Com angulos no terceiro quadrante o aluno podera usar tanto a

haste horizontal como a vertical de inicio para levi-lo para o quadrante mais proximo.

Caso use a haste vertical, o aluno determinara um arco correspondente no segundo
quadrante e repetindo a etapa anterior determinard o arco correspondente no primeiro
quadrante e usando a haste horizontal determinara no quarto quadrante um arco corres-
pondente a este e através da haste vertical determinara o arco correspondente no primeiro
quadrante.

Como solugao direta deste, o aluno pode usar o didmetro do CTI para determinar
tal angulo, conforme a Figura 3.11. E por fim, estando o angulo no quarto quadrante o
aluno usard a haste vertical ao eixo das abscissas que determinard um arco de medida

igual no primeiro quadrante.
Figura 3.11: Reducao do angulo de 225° ao primeiro quadrante através do diametro
90°

45°

180° f 0°
\

225

270°

Fonte: Autor

Visualizamos na Figura 3.12 exemplo deste processo, onde o docente pediu para o

aluno fazer a reducao de um angulo ao primeiro quadrante.
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Figura 3.12: Aluna manipulando o CTI na redugao dos angulos para o primeiro
quadrante

LeW0d

Fonte: Autor

Com isso, espera-se que o aluno nao apenas consiga trazer qualquer angulo dos
demais quadrantes para o primeiro, mas também seja capaz de calcular corretamente
0 seno, cosseno, tangente, cotangente, cossecante e secante desses angulos, respeitando
os sinais dos respectivos quadrantes e aplicando as formulas adequadas de modo preciso
em diversos contextos, inicialmente, com o auxilio do CTI e posteriormente de maneira

autonoma nas resolucoes de problemas.
Seno de um Angulo

Objetivo: Aprender a determinar o seno de qualquer angulo no CTIL.

Material necessario: CTI com suas hastes e as escalas laterais (esquerda e direita).
Tipo de atividade: Realizada em grupo.

Duracao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Neste momento, os alunos irao visualizar a compreensao do calculo do seno, do eixo
envolvido, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variacao, exibido no Capitulo 2
(Seno de um angulo), em uma demonstragao pratica no CTI, sendo que estes 3 tltimos

serao validados visualmente.

Utilizando as hastes laterais, o raio, e se necessario, os tridngulos de EVA, os alunos
poderao visualizar de forma concreta como encontrar o valor do seno de qualquer angulo.
Aqui eles devem perceber que o raio e a haste vertical posicionadas sobre um dado angulo

x junto ao eixo das abscissas formam um triangulo retangulo (verde), conforme a Figura

57



Capitulo 3. MATERIAL CONCRETO E METODOLOGIA

3.13. Temos que a hipotenusa é unitéaria e o cateto oposto é o segmento (em vermelho no
triangulo) limitado na haste vertical pela haste horizontal e o eixo das abscissas, o que a
torna solugao do seno, com valores correspondentes nas escalas laterais direita e esquerda,

pois sdo segmentos (em vermelho) paralelos de mesma medida.

Figura 3.13: Demonstragao do calculo do seno no CTI.
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Fonte: Autor

cateto oposto

seno(f) = = cateto oposto.

hipotenusa

Tomando, como exemplo, a procura do valor do seno de 30° o aluno deve saber
localizar este angulo no CTI através do ponteiro de raio unitario e em seguida com a mo-
vimentagao da haste horizontal sobre o eixo vertical (eixo y) deve saber posicionar a haste
sobre este angulo e conseguir fazer a leitura sobre as retas impressas nas laterais do CTI
do valor correspondente ao angulo dado, conforme podemos visualizar geometricamente

na Figura 3.14.

Observa-se que o raio unitério representa a hipotenusa, nos restando o valor do
cateto oposto que é o valor do seno do angulo procurado. De posse dessas informagcoes
e da formula estudada, assim como dos angulos notaveis, podemos realizar os calculos

usando a féormula do seno e depois conferir as respostas com a aplicagao do CTT.

cateto oposto  c.o
sen(r) = ——— = — =c.0
hipotenusa 1
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Figura 3.14: Calculando o seno de 30°

sin(x)
) 1 °
. sm-e--o-o 0.5
| h1potenus !
| h=1 c\
30°
1

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
* —1

Fonte: Autor
sen(307) = <2 =92 _ g5
h

Para determinar em quais quadrantes o seno de z é crescente ou decrescente, pode-
mos utilizar o CTI. Para isso, basta selecionar dois &ngulos quaisquer no mesmo quadrante,
calcular os valores do seno para cada um deles e, em seguida, comparar os resultados obti-
dos. Essa abordagem é semelhante ao procedimento de célculo do seno, conforme discutido
anteriormente. Por exemplo, considerando os dngulos notaveis no primeiro quadrante, te-

mos a sequéncia 30° < 45° < 60°. Para esses angulos, os valores de seno serao:

sin30° = 0, 5, sin 45° = 0, 707, sin 60° = 0, 866
0,5 < 0,707 < 0,866

Isso demonstra, experimentalmente, que o seno é crescente no primeiro quadrante.
De maneira analoga, podemos aplicar o mesmo raciocinio para os outros quadrantes,
verificando se o seno é crescente ou decrescente em cada um deles com o uso do CTI. Ou,
como segunda opc¢ao de visualizagao, movimentar a haste horizontal a partir do angulo
0° em direcao ao angulo de 90° e perceber no eixo das ordenadas que os valores dos senos
aumentam, ou seja, é crescente. De modo analogo, o procedimento e a analise pode ser

feito nos outros quadrantes.

Vejamos na Figura 3.15 os alunos determinando o seno de um angulo com o uso do

CTL
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Figura 3.15: Alunos manipulando o CTI para determinar o seno dos angulos.

Fonte: Autor

Portanto, busca-se proporcionar aos discentes nao apenas a compreensao do conceito
de seno no ciclo trigonométrico, mas também capacita-los a calcular o seno de qualquer
angulo por meio das férmulas apropriadas, com verificagao, posterior, no CTI. Além disso,
busca-se ampliar sua percepcao sobre a aplicabilidade desse conhecimento em diferentes
contextos, fortalecendo sua compreensao matematica e sua capacidade de resolucao de
problemas.

Cosseno de um Angulo

Objetivo: Aprender a determinar o cosseno de qualquer angulo no CTI.
Material necessario: CTI, as hastes e as escalas laterais (superior e inferior).
Tipo de atividade: Realizada em grupo.

Duracao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Agora vamos colocar em pratica a compreensao do célculo do cosseno, do eixo envol-
vido, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variagao, conforme exibido no Capitulo 2
(Cosseno de um angulo), em uma demonstragao pratica no CTI, sendo que estes 3 tltimos

serao validados visualmente.

Utilizando as hastes laterais, o raio e os triangulos de EVA (este, quando necessario),
os alunos poderao visualizar de forma concreta como encontrar o valor do cosseno de

qualquer angulo.

Aqui eles devem perceber que o raio e a haste vertical posicionadas sobre um dado

angulo x junto ao eixo das abscissas formam um triangulo retangulo (verde), conforme
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mostra a Figura 3.16, onde a hipotenusa é unitaria e o cateto adjacente é o segmento
(em vermelho no tridngulo) limitado no eixo das abscissas (eixo dos cossenos) pela haste
vertical e o eixo das ordenadas, o que a torna solugao do cosseno, com valores correspon-
dentes nas escalas laterais superior e inferior, pois sdo segmentos (em vermelho) paralelos

de mesma medida.

A atividade descrita permite que os alunos compreendam, de forma visual e concreta,
a definicao trigonométrica do cosseno a partir da construcao de um tridngulo retangulo
no circulo trigonométrico. Por meio da manipulacao das hastes e dos tridangulos de EVA,
eles conseguem identificar com clareza o cateto adjacente ao &ngulo como a representagao
do valor do cosseno, refor¢ando a ideia de que esse valor corresponde a projecao do raio

no eixo das abscissas.

Essa abordagem pratica favorece a assimilagao do conceito e estabelece uma ponte

eficaz entre a teoria e a aplicacao geométrica.

Figura 3.16: Demonstracao do calculo do cosseno no CTI.
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Fonte: Autor

Tomando, como exemplo, a procura do valor do cosseno de 60°, o aluno deve saber
localizar este angulo no CTI através do ponteiro de raio unitario e em seguida com a
movimentagao da haste vertical sobre o eixo horizontal (eixo x) deve saber posicionar
esta haste sobre o angulo, paralelo ao eixo das ordenadas, e conseguir fazer a leitura sobre
a reta impressa na parte superior ou inferior do valor correspondente ao angulo dado,

conforme é mostrado geometricamente na Figura 3.17.
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Observa-se que o raio unitario representa a hipotenusa, nos restando o valor do
cateto adjacente que é o valor do cosseno do angulo procurado. Calculo este, que podera
ser ratificado algebricamente pela férmula do cosseno ou através dos valores da tabela dos

angulos notaveis estudados no livro didatico.

cateto adjacente c.a
cos(x) = : =— =ca
hipotenusa 1

Figura 3.17: Calculando o cosseno de 60°

Fonte: Autor

cos(60°) = ea_ 0-5 =0.5
h 1
Para determinar em quais quadrantes o cosseno de x é crescente ou decrescente,
podemos utilizar o CTI. Para isso, basta selecionar dois angulos quaisquer no mesmo
quadrante, calcular os valores do cosseno para cada um deles e, em seguida, comparar os
resultados obtidos. Essa abordagem é semelhante ao procedimento de calculo do cosseno,
conforme discutido anteriormente. Por exemplo, considerando os angulos no segundo
quadrante, temos a sequéncia 120° < 135° < 150°. Para esses angulos, os valores de

COSSeno serao:

cos 120° = —0, 5, cos 135° = —0, 707, cos 150° = —0, 866
—0,5 = —0,707 > —0, 866

Isso verifica que o cosseno é decrescente no segundo quadrante. De maneira anéloga,
podemos aplicar o mesmo raciocinio para os outros quadrantes, verificando se o cosseno
é crescente ou decrescente em cada um deles com o uso do CTI. Ou, como segunda opg¢ao

de visualizacao, movimentar a haste vertical a apartir do angulo 90° em direcao ao angulo
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de 180° e perceber no eixo das abscissas que os valores dos cossenos diminuem, ou seja,
é decrescente. De modo analogo, o procedimento e a analise pode ser feito nos outros

quadrantes.

Na Figura 3.18 podemos visualizar os alunos determinando o cosseno de um angulo
através do CTIL.

Figura 3.18: Alunos manipulando o CTI para determinar o cosseno dos angulos

Fonte: Autor

Por conseguinte, busca-se consolidar junto aos alunos nao apenas a compreensao
do conceito de cosseno no ciclo trigonométrico, mas também capacité-los a calcular o
cosseno de qualquer angulo por meio do CTI. Além disso, pretende-se prepara-los para
aplicar esse conhecimento em férmulas posteriores e em diversos contextos, fortalecendo

sua habilidade matemaética e sua compreensao pratica do tema.

Tangente de um Angulo

Objetivo: Aprender a determinar a tangente de qualquer dngulo no ciclo trigono-

meétrico.

Material necessario: CTI, o acessorio que representa o ponteiro estendido, as

hastes laterais e a primeira escala lateral direita.
Tipo de atividade: Realizada em grupo.

Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.
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Nesta etapa, vamos colocar em pratica a compreensao do calculo da tangente, da
reta envolvida, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variacao, exibido no Capitulo
2 (Tangente de um angulo), em uma demonstragao pratica no CTI, sendo que estes 3
ultimos serao validados visualmente. Ja para entender o calculo da tangente utilizaremos
as hastes laterais, o raio estendido e o tridngulo de EVA (este, se necessario), onde os

alunos poderao visualizar de forma concreta como encontré-lo dado um angulo qualquer.

Aqui eles devem perceber que o raio estendido sobreposto sobre o angulo dado e a
haste vertical tangenciando o angulo 0° junto ao eixo das abscissas formam um triangulo
retangulo (em verde), conforme mostra a Figura 3.19, onde o cateto adjacente é unitaria
e o cateto oposto é o segmento limitado (em vermelho no triangulo) na haste vertical
pela haste horizontal e o eixo das abscissas, o que a torna solugao da tangente, conforme
descrito pela formula. O valor em real deste angulo deve ser feito na primeira escala
vertical & direita do CTT.

Figura 3.19: Demonstracao do calculo da tangente no CTL.
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Fonte: Autor

Tomando, como exemplo, a procura do valor da tangente de 45° o aluno deve saber
localizar este angulo no CTI e em seguida com a movimentacao do ponteiro estendido
precisa saber posicioné-lo sobre o mesmo e logo apés deve conseguir fazer a leitura sobre
a primeira reta impressa na lateral direita tangente ao circulo do valor correspondente ao

angulo dado, conforme esta, geometricamente, mostrado na Figura 3.20.
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Observa-se que o raio unitario representa o cateto adjacente, nos restando o valor
do cateto oposto que é a medida do segmento que vai de 0° até o ponto de encontro entre
o raio estendido e a haste vertical. Calculo este, que pode ser ratificado algebricamente

pela formula da tangente ou através dos valores da tabela dos angulos notaveis estudados
no livro didéatico.

cateto oposto c.0
tan(x) = _ =—=co
cateto adjacente 1

Figura 3.20: Calculando a tangente de 45°

c.o—1

45°

—1

Fonte: Autor

co 1
tan(45°) = — = - =1
(457) ca 1
Para verificarmos se a tangente de x é crescente em qualquer um dos quadrantes
no CTT basta selecionar dois angulos quaisquer no mesmo quadrante, calcular os valores
da tangente para cada um deles e, em seguida, comparar os resultados obtidos. Essa

abordagem do célculo é semelhante ao procedimento de calculo da tangente discutido
anteriormente.

Por exemplo, se selecionarmos quaisquer angulos, como os descritos abaixo, no ter-
ceiro quadrante e calcularmos suas respectivas tangentes terfamos para a sequéncia de
angulos 210° < 225° < 240° os seguintes valores no CTI:

tan 210° = 0,577, tan 225° = 1, cos 240° = 1,732
0,577 <1< 1,732
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Isso verifica que a tangente é crescente no terceiro quadrante. De maneira anéloga,
podemos aplicar o mesmo raciocinio para os outros quadrantes, verificando se a tangente
é crescente ou decrescente com o uso do CTI. Ou, como segunda opgao de visualizagao,
movimentar a raio duplo partindo do angulo de 180° em direcao ao angulo de 270° e
perceber no eixo da tangente que os valores destas aumentam, ou seja, é crescente. De

modo anélogo, o procedimento e a analise pode ser feito nos outros quadrantes.

Na Figura 3.21, os alunos calculam a tangente de um angulo utilizando o CTI.
Eles localizam o ponto correspondente a esse angulo no circulo unitario. A partir das

coordenadas, eles determinam o valor da tangente.

Figura 3.21: Alunos manipulando o CTI para determinar a tangente dos angulos

Fonte: Autor

Outro modo de aprendizagem para o calculo da tangente de um angulo = qualquer
sin(x)

cos(x)

identificar o valor destes termos (da segunda igualdade) no ciclo basta efetuar a divisao

no CTI é aplicando a formula da tangente que é dado por tan(z) = e logo apos

do valor do seno pelo cosseno deste angulo dado.

Cotangente de um Angulo

Objetivo: Aprender a determinar a cotangente de qualquer angulo no ciclo trigo-

nomeétrico.

Material necessario: CTI, o acessério que representa o ponteiro estendido, as

hastes laterais e a escala lateral superior tangente ao circulo no angulo de 90°.

Tipo de atividade: Realizada em grupo.
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Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Neste topico, vamos colocar em prética a compreensao do célculo da cotangente, da
reta envolvida, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variagao, conforme exibido no
Capitulo 2 (Cotangente de um angulo), em uma demonstracao pratica no CTI, sendo que
estes 3 ultimos serao validados visualmente. Utilizando as hastes laterais, o raio estendido
e o triangulo de EVA (este, se necessario), os alunos poderao visualizar de forma concreta

como encontrar o valor da cotangente de um angulo qualquer.

Aqui eles devem perceber que o raio estendido sobreposto sobre o angulo dado e
a haste horizontal tangenciando o angulo 90° sobre o eixo das ordenadas formam um
tridngulo retangulo (em verde), conforme mostra a Figura 3.22, onde o cateto oposto
(raio) é unitaria e o cateto adjacente é o segmento limitado (em vermelho no triangulo)
na haste horizontal pela haste vertical e o eixo das ordenadas, o que o torna solucao da

cotangente.

Figura 3.22: Demonstracao do calculo da cotangente no CTI.
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Fonte: Autor

Tomando, como exemplo, a procura do valor da cotangente de 60° o aluno deve
saber localizar este angulo no CTI e em seguida com a movimentagao do raio estendido
precisa saber posicionéa-lo sobre este angulo e apds deve conseguir fazer a leitura sobre a
reta impressa na parte superior que tangencia o angulo de 90° do valor correspondente ao

angulo dado, conforme é visualizado, geometricamente, na Figura 3.23.

Observa-se que o raio unitario representa o cateto oposto, nos restando o valor do

cateto adjacente que é o valor da cotangente do angulo procurado. Célculo este, que
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podera ser ratificado algebricamente pela férmula da cotangente ou através dos valores
da tabela dos angulos notéaveis estudados no livro didético.
1 cateto adjacente  c.a

t(z) = = =—=c
cot(z) tan(z) cateto oposto T

Figura 3.23: Calculando a cotangente de 60°

c.a—0.58

.60

60°

Fonte: Autor

a 058
cot (60°) = &2 = —= =058
C.0

A Figura 3.24 ilustra um momento importante da atividade pratica em sala de aula,

no qual os alunos utilizam o CTI para explorar o conceito de cotangente de um angulo.

Figura 3.24: Alunos manipulando o CTI para determinar a cotangente dos angulos

Fonte: Autor
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Nesse registro, é possivel observar os estudantes engajados na tarefa de localizar com
precisao o ponto correspondente a um determinado angulo no circulo unitario, utilizando

as marcagoes e referéncias disponiveis no material concreto.

Apos identificarem esse ponto, os alunos prosseguem com a andlise das coordena-
das cartesianas obtidas, compreendendo como essas informacoes podem ser aplicadas no

calculo da razao trigonométrica em questao.

Para verificarmos se a cotangente de x é decrescente em qualquer um dos quadrantes
no CTT basta selecionar dois angulos quaisquer no mesmo quadrante, calcular os valores
da cotangente para cada um deles e, em seguida, comparar os resultados obtidos. Essa
abordagem do calculo é semelhante ao procedimento de célculo da cotangente discutido

anteriormente.

Por exemplo, se selecionarmos quaisquer angulos, como os descritos em seguida, no
primeiro quadrante e calcularmos suas respectivas secantes teriamos para a sequéncia de

angulos 30° < 45° < 60° os seguintes valores:

cot 30° = 1,732, cot 45° = 1, cot 60° = 0,577
1,732 > 1 > 0,577

Isso verifica que a cotangente é decrescente no primeiro quadrante. De maneira
analoga, podemos aplicar o mesmo raciocinio para os outros quadrantes, verificando se
a cotangente é decrescente ou crescente com o uso do CTI. Ou, como segunda opc¢ao de
visualizacao, movimentar a raio duplo partindo do angulo de 0° em direcao ao angulo de
90° e perceber no eixo da cotangente que os valores destes diminuem, ou seja, é decrescente.

De modo analogo, o procedimento e a analise pode ser feito nos outros quadrantes.

Pode-se, também, determinar o valor da cotangente de um angulo no CTI fazendo

uso da sua férmula e efetuando as operagoes corretamente, ou seja, dividindo o valor do

cos(w
cosseno pelo valor do seno do angulo dado, pois, cot(x) = %
sin(x

Secante de um Angulo

Objetivo: Aprender a determinar a secante de qualquer angulo no CTI.

Material necessario: CTI, o acessério que representa o raio com tangente e a

escala lateral estendida ao eixo das abscissas.
Tipo de atividade: Realizada em grupo.
Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Agora colocaremos em pratica a compreensao do célculo da secante, do eixo envol-

vido, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variagao, conforme exibido no Capitulo 2
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(Secante de um angulo), em uma demonstracao pratica no CTI, sendo que estes 3 ultimos
serao validados visualmente. Utilizando o raio com tangente e o triangulo de EVA (este,
se necessario), os alunos poderao visualizar de forma concreta como encrontrar o valor da

secante de um dado angulo.

Aqui eles devem perceber que o raio com tangente sobreposto sobre o angulo dado e
junto ao eixo das abscissas formam um triangulo retangulo (em verde), conforme mostra a
Figura 3.25, onde o cateto adjacente é unitario e a hipotenusa é o segmento limitado (em
vermelho no triangulo) no eixo das abscissas que vai da origem do plano cartesiano a reta
que o tangencia, o que o torna solugao da secante conforme descrito pela sua férmula.
A leitura do valor deve ser feito na escala estendida acoplada ao CTI, sob o eixo das

abscissas.

Figura 3.25: Demonstracao do calculo da secante no CTT .
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Fonte: Autor

Nesse momento da atividade, os alunos devem compreender visualmente como se
constroi a secante de um determinado angulo por meio da manipulacao do CTI. Essa
construcao geométrica reforca a visualizagao da secante como a projecao alongada do raio

sobre o eixo horizontal, ultrapassando, em alguns casos, a circunferéncia.

A leitura do valor correspondente & secante deve ser realizada na escala estendida
que acompanha o CTI, posicionada logo abaixo do eixo das abscissas, permitindo uma

medicao precisa e facilitando a associagao entre representagao visual e valor numérico.
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Com essa abordagem concreta, os alunos conseguem compreender o comportamento
da funcao secante de forma clara, dindmica e intuitiva, aproximando teoria e pratica no

processo de aprendizagem.

Tomando, como exemplo, a procura do valor da secante de 30° o aluno deve saber
localizar este angulo no C'TI e em seguida com a movimentagao do raio com tangente deve
saber posiciona-lo sobre este angulo e apos precisar fazer a leitura sobre a reta impressa
no prolongamento do eixo das abscissas do valor correspondente ao angulo dado, conforme

pode ser visualizado, geometricamente, na Figura 3.26.

Figura 3.26: Calculando a secante de 30°

AY
A}

c.a—1

300 I\

-1 -
0 1.15 :
hipotenus

—1

Fonte: Autor

Observa-se que o raio unitario representa o cateto adjacente, nos restando o valor
da hipotenusa que é o valor da secante do angulo procurado. Célculo este, que podera
ser ratificado algebricamente pela formula da secante ou através dos valores da tabela dos

angulos notaveis estudados no livro didatico.

1 hipotenusa h
sec(z) = = : ——=h
cos(z) cateto adjacente 1
h 1.15
sec(30°) = — ~ -~ 1.15
c.a

A Figura 3.27 mostra os alunos determinando a secante de um angulo usando o CTI

em uma das atividades proposta em sala de aula.
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Figura 3.27: Alunos manipulando o CTI para determinar a secante dos angulos

Fonte: Autor

Para verificarmos se a secante de x é crescente ou decrescente em qualquer um dos
quadrantes no CTI basta selecionar dois &ngulos quaisquer no mesmo quadrante, calcular
os valores da secante para cada um deles e, em seguida, comparar os resultados obtidos.
Essa abordagem do célculo é semelhante ao procedimento de célculo da secante discutido

anteriormente.

Por exemplo, se selecionarmos quaisquer angulos no CTT , como os descritos em
seguida, no segundo quadrante e calcularmos suas respectivas secantes teriamos para a

sequéncia de angulos 120° < 135° < 150° os seguintes valores:

sec 120° = —2, sec 135° = —1,414, sec 150° = —1, 154
2 < —1,414 < —1,154

Isso verifica que a secante é crescente no segundo quadrante. De maneira analoga,
podemos aplicar o mesmo raciocinio para os outros quadrantes, verificando se a secante
é crescente ou decrescente com o uso do CTI . Ou, como segunda opcao de visualizagao,
movimentar o raio com tangente partindo do angulo de 90° em direcao ao angulo de 180°
e perceber no eixo da abscissa que os valores das secantes aumentam, ou seja, é crescente.

De modo analogo, o procedimento e a analise pode ser feito nos outros quadrantes.

Dentro da proposta do uso do CTI o aluno também pode se valer da féormula da
secante para ratificar o calculo acima e aprender um novo modo de calcular a secante de
1
cos(x)

pode-se dividir o raio unitario pelo valor do cos(x) para encontrar o valor da secante.

um angulo x qualquer dado. Sabendo que a férmula do célculo é dado por, sec(z) =
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Cossecante de um Angulo

Objetivo: Aprender a determinar a cossecante de qualquer dngulo no ciclo trigo-

nomeétrico.

Material necessario: CTI, o acessério que representa o raio com tangente e a

escala lateral estendida ao eixo das ordenadas.
Tipo de atividade: Realizada em grupo.
Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Por fim, vamos ver na pratica a compreensao do céalculo da cossecante, do eixo
envolvido, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variagao, conforme exibido no
Capitulo 2 (Cossecante de um angulo), em uma demonstragao pratica no CTI, sendo
que estes 3 ultimos serao validados visualmente. Utilizando o raio com tangente e o
triangulo de EVA (este, se necessario), os alunos poderdo visualizar de forma concreta

como encrontrar o valor da cossecante de um angulo qualquer.

Aqui eles devem perceber que o raio com tangente sobreposto sobre o angulo dado e
junto ao eixo das ordenadas formam um tridngulo retangulo (em verde), conforme mostra
a Figura 3.28, onde o cateto oposto é unitario e a hipotenusa é o segmento limitado (em
vermelho no tridngulo) na ordenada que vai da origem do plano cartesiano a reta que
a tangencia, o que a torna solucdo da cossecante. A leitura do valor correspondente a
cossecante deve ser feito na escala estendida acoplada ao CTI, & esquerda do eixo das
ordenadas.

Figura 3.28: Demonstragao do calculo da cossecante no CTI.
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Tomando, como exemplo, a procura do valor da cossecante de 45° o aluno deve saber
localizar este angulo no CTI e em seguida com a movimentagao do raio com tangente deve
saber posicioné-lo sobre este angulo e logo em seguida deve saber fazer a leitura sobre a
reta impressa no prolongamento do eixo das ordenadas do valor correspondente ao angulo

dado, conforme é visualizado, geometricamente, na Figura 3.29.

Observa-se que o raio unitario representa o cateto oposto, nos restando o valor do
hipotenusa que é o valor da cossecante do angulo procurado. Calculo este, que podera
ser ratificado algebricamente pela formula da cossecante ou através dos valores da tabela
trigonométrica (Ver apéndice - 6.3) dos angulos disponibilizados como material comple-

mentar pelo docente.

1 hipotenusa h
cossec(x) = — = S — S
sin (z)  cateto oposto 1
h 1.15
cossec(60°) = — ~ — ~ 1.15
.0 1

Figura 3.29: Calculando a cossecante de 60°
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Fonte: Autor

Para verificarmos se a cossecante de x é crescente ou decrescente em qualquer um dos
quadrantes no CTI basta selecionar dois angulos quaisquer no mesmo quadrante, calcular
os valores da cossecante para cada um deles e, em seguida, comparar os resultados obti-
dos. Essa abordagem do célculo é semelhante ao procedimento de calculo da cossecante

discutido anteriormente.

A Figura 3.30 retrata uma etapa importante da atividade pratica realizada com o uso

do CTI, em que os alunos se dedicam a determinacao da cossecante de um determinado
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angulo. Nesse momento, os estudantes utilizam os recursos do CT1 para localizar o ponto
correspondente ao angulo no circulo unitario, analisando cuidadosamente a posicao desse
ponto em relagdo aos eixos cartesianos. A atividade requer atengao a ordenada (eixo y),

pois é a partir dela que se extrai o valor do seno, fundamental para o calculo da cossecante.

Apos identificarem corretamente o ponto, os alunos utilizam as coordenadas obtidas
para aplicar a formula da cossecante, que é o inverso do seno. Essa operagao permite que

compreendam, de forma prética e concreta, a logica por tras dessa razao trigonométrica.

Figura 3.30: Alunos manipulando o CTI para determinar a cossecante dos angulos

Fonte: Autor

Por exemplo, se selecionarmos quaisquer angulos, como os descritos abaixo, no ter-
ceiro quadrante e calcularmos suas respectivas cossecantes teriamos para a sequéncia de

angulos 210° < 225° < 240° os seguintes valores:

cossec 210° = —2, cossec 225° = —1,414, cossec 240° = —1, 154
—2 < —1,414 < —1,154

Isso verifica que a cossecante é crescente no terceiro quadrante. De maneira anéloga,
podemos aplicar o mesmo raciocinio para os outros quadrantes, verificando se a cossecante
é crescente ou decrescente com o uso do CTI. Ou, como segunda opc¢ao de visualizacao,
movimentar o raio com tangente partindo do angulo de 180° em diregao ao angulo de
270° e perceber no eixo da ordenada que os valores das cossecantes aumentam, ou seja,
é crescente. De modo anélogo, o procedimento e a anéalise pode ser feito nos outros

quadrantes.
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Com isso, pode-se fazer uso da féormula da cossecante para mostrarmos a validade

do célculo anterior no CTI ao dividirmos o raio unitario pelo seno do angulo z dado, pois,
1

sin(z)’

temos que cossec(z) =

3.4 Relacoes e Contextualizacao

Relagoes Fundamentais Trigonométricas

Objetivo: Aprender a identificar e usar as relagoes fundamentais trigonométricas

dado um angulo qualquer.
Material necessario: CTI e o acessorio que representa o raio.
Tipo de atividade: Realizada em grupo.
Duracgao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Nesta etapa, os alunos irao verificar a efetividade das relagoes trigonométricas fun-
damentais por meio da manipulagao de material concreto. Dado um angulo x qualquer,
os discentes deverao identificar cada razao trigonométrica correspondente no dispositivo
utilizado. Em seguida, aplicarao as féormulas das relagoes fundamentais, realizando os

calculos necessarios para comprovar a veracidade dessas expressoes.

Por exemplo, se formos analisarmos a relacdo fundamental, sin? z 4 cos? z = 1, dado
um angulo x = 30° o aluno deve saber localizar o valor do seno e do cosseno de 30° no
CTT e depois resolver as suas respectivas poténcias finalizando com as operacao de soma
e verificar se o resultado final satisfard a igualdade no valor 1, ou aproximadamente, ja

que estamos lidando com duas casas decimais.

Aqui os alunos devem perceber que os dngulos envolvidos sao catetos de um triangulo
retangulo implicito de hipotenusa unitéaria e que satisfazem o Teorema de Pitagoras, pois
ao serem elevados ao quadrado resultam um valor igual a 1, ou seja, sen®(30°) + cos?(30°)

= 1, conforme mostram a resolucao algébrica e o grafico da figura 3.31.
sin?(30°) + cos?(30°) ~
0,5% + 0,87 =~

0,25 +0,75 =1

De posse dessas informagoes pode-se fazer este estudo para outros dngulos notaveis

abordados no livro didatico e verificar a veracidade da relagao fundamental estudada.
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Figura 3.31: Grafico da relacdo fundamental sin® x + cos’z = 1

sin(x)
1
T hipotenusa_~
0.5 h=1 c)
-1 lO 300& : Icos(x)
0.87—
—1

Fonte: Autor

O foco aqui nao é demonstragoes de férmulas, apenas verificagoes algébricas dos valores

correspondentes aos termos das relagoes trigonométricas dado um angulo qualquer.

E de forma anédloga consegue-se trabalhar com as outras relagbes trigonométricas

listadas durante o processo de estudos de sala de aula, a saber,

i. 1+ cot?z = cossec? x
ii. 1+ tan’z = sec’x
iii. cos2z =1—2sin’z

1v. sin2x = 2sin . cos x

1
v. cotx =
tanx
o tan? x
Vi sin“r = ———
1+ tan“z
.. 2 1
Vil. cos"r = ————5—
1+ tan®z

Dentro do contexto da demonstragdo poderiamos pegar, por exemplo, o item (ii)

destas relagoes e partindo da identidade fundamental teriamos,

Sabemos que
sin?x + cos®z = 1.
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Dividindo tudo por cos® z (onde cosz # 0):

sinfz cos’x 1 ) )
5 = 5 — tan“x + 1 = sec” x.
cos?x cos?x cosix

Pronto. (Vélida para x com cosz # 0, isto ¢, x # 7 + km; nesses pontos tan e sec

nem estao definidas.)

Essas sao apenas algumas das diversas relagoes trigonométricas que podemos explo-
rar com o dispositivo, dentre muitas outras, tanto para verificar valores no conjunto dos

reais quanto para nos aprofundarmos algebricamente através de outros exemplos.

A Figura 3.32 mostra os alunos verificando a veracidade de algumas das relagoes
trigonométricas abordadas neste trabalho (acima) dado um angulo qualquer usando o
CTI. Eles estao localizando o ponto correspondente a esse angulo no circulo unitario e

depois resolvendo os calculos algébricos aplicado a féormula.

Figura 3.32: Alunos manipulando o CTI para verificar as outras relagoes
trigonométricas

Fonte: Autor

Ao utilizar o CTT neste processo espera-se que os estudantes consigam experimentar
a mateméatica de maneira pratica, o que nao so reforgaria o aprendizado, mas também

despertaria o interesse e a curiosidade pela disciplina.

Contextualizacao no CTI

Objetivo: Aprender a usar o CTI na resolug¢ao de problemas contextualizados.
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Material necessario: CTI e o acessorio que representa o raio.
Tipo de atividade: Realizada em grupo.
Duracao: 2 horas-aula de 60 minutos.

Dentro da proposta da contextualizacao foram entregues aos discentes uma lista de
exercicios com esta teméatica para eles tentarem resolver utilizando o CTI. Na questao 3
da lista contida no apéndice 6.1 temos o seguinte questionamento:

“03. (UFPI) Um aviao decola, percorrendo uma trajetoria retilinea, formando com o solo
um angulo de 30° (suponha que a regiao sobrevoada pelo aviao seja plana). Depois de

percorrer 1.000 metros, a altura atingida pelo aviao, em metros, é:*

Espera-se que o aluno seja capaz de visualizar mentalmente a situacao em que o
aviao se encontra, representando-a de forma clara no CTI, construindo um triangulo
retangulo, onde a hipotenusa mede 1000 metros, e identifique o angulo formado entre o
ponto final da trajetoria do aviao (angulo de 30°) e a superficie plana. A tarefa consiste
em determinar o valor do cateto oposto a esse angulo. Percebendo que utilizariamos a
razao trigonométrica do seno para resolvé-lo, conforme mostra o grafico da Figura 3.33 e

a resolucao algébrica ao lado direito desta figura.
Figura 3.33: Contextualizacao do aviao

y

h

Fonte: Autor

Resolucao algébrica

cateto oposto

sen(x) = hipotenusa
I h N
2 1000
2h — 1000 =
h = 500 metros
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Podemos visualizar na Figura 3.34 um grupo de aluno manipulando o CTI para

resolver a questao 3 proposta acima.

Figura 3.34: Alunos manipulando o CTI para resolver a questao 3 proposta
anteriormente

Fonte: Autor

Dessa forma, o uso de material concreto poderia favorecer o desenvolvimento de
habilidades cognitivas, promover um ambiente de aprendizado mais interativo e contribuir

para a construcao de um raciocinio mateméatico mais sélido e confiavel.
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RESULTADOS

Neste capitulo, apresentaremos os resultados obtidos durante a experimentacao do
CTI pelos discentes. A anélise destina-se a interpretar os dados obtidos, apontando as
expectativas, os procedimentos, pros e contras do uso do dispositivo que possam fornecer
informagoes relevantes sobre o trabalho em estudo. Os resultados sao, assim, primei-
ramente apresentados de uma maneira descritiva, seguida de uma discussao critica que
compara os achados obtidos com a literatura revisitada. Com base nessa verificagao,
procuramos responder as perguntas da pesquisa colocada, testar as hipoteses levantadas
e avaliar a eficacia dos métodos aplicados durante todo o processo de manipulacao do

dispositivo.

4.1 Atividades e Coleta de Dados

Observacoes do Processo de Manipulacao

O primeiro contato visual que os discentes tiveram com o mecanismo, pode ser
descrito de forma tranquila, positiva e sem restricoes. Eles ficaram um pouco ociosos,
no comego, mas, com muita vontade de descobrir de que forma aquele dispositivo iria
auxilid-los na construcao do conhecimento. A medida que os tépicos dos contetidos eram
explicados na teoria para depois ser estudados e assimilados na préatica com a manipulagao
no CTI os alunos foram se soltando e percebendo que a teoria fazia sentido durante o

processo de manejo da ferramenta.

O processo de manipulagao do dispositivo ocorreu corroborado pela teoria e pelas
atividades objetivas de intervencao propostas pelo docente durante e apds o processo de

utilizacao do CTI, a exemplo das que foram registradas no apéndice 6.1 deste trabalho.

Elencaremos agora como se procedeu, nas primeiras impressoes de contado dos dis-

centes, a manipulagao do dispositivo em cada um dos temas citados na metodologia deste
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trabalho.

Na fase introdutoéria de determinacao de dngulos no CTI, observou-se um nimero
expressivo de acertos por parte da maioria dos alunos. Eles se mostraram motivados,
confiantes e encorajados & medida que o nivel de dificuldade aumentava, o que contribuiu
para o avanco nas etapas subsequentes do processo de aprendizagem e descoberta dos

conhecimentos trigonométricos.

Durante o processo de identificacao dos tipos de angulos, os alunos perceberam, na
pratica, que o dispositivo facilitou a construcao, visualizagao e mensuracao dos angulos
de maneira simples e descomplicada. Eles conseguiram reconhecer cada tipo de angulo
ao longo da utilizacao do recurso, com o apoio de situacoes contextualizadas do ambiente

escolar, o que tornou o aprendizado mais significativo e prético.

Quanto ao processo de identificar e calcular os angulos complementares, suplemen-
tares e replementares, observou-se que a identificacao e compreensao dos angulos com-
plementares e suplementares ocorreram de forma mais acessivel e clara. No entanto,
houve uma maior dificuldade no calculo de 4ngulos replementares superiores a 180°, que
foi superada com a repeticao do processo em diversas oportunidades, permitindo maior
familiaridade e dominio do contetdo.

No quesito aprender a fazer a reducao ao primeiro quadrante no CTI os alunos
se safram bem e tiveram éxito na manipulagao do dispositivo com bastantes acertos na
grande maioria das tentativas, percebendo que o processo de utilizar as hastes laterais
para fazé-lo contribuiu, consideravelmente, na assimilacao do contetido, conforme sera

mostrado na secao 4.1 - Resultado da atividade, na 01° questao.

Quanto ao estudo do seno foi verificado que os alunos assimilaram bem a parte de
identificagao do eixo envolvido, dos sinais nos quadrantes e do intervalo de variacao. Ja
na parte da identificagao da férmula no CTI, de inicio, sentiram dificuldade em locali-
zar os catetos, mas depois de outras tentativas, conseguiram diferenciar todos as partes
envolvidas, inclusive como calcular o valor do mesmo, tanto no mecanismo, como alge-
bricamente nos cadernos. Esse processo ocorreu de forma acessivel e clara para a maioria
dos envolvidos, conforme sera mostrado na secao 4.1 - Resultado da atividade, na 02°

questao.

No processo de estudo do cosseno dos angulos o mesmo procedeu de forma anéloga
ao do seno quanto a parte de identificagao do eixo envolvido, dos sinais nos quadrantes
e do intervalo de variacao. No tocante a visualizacao da férmula, diferentemente do
tema anterior, os alunos identificaram com mais facilidade os catetos e a hipotenusa na
construcao do triangulo retangulo utilizando o dispositivo, o que facilitou o aprendizado
do calculo do valor do cosseno dos angulos dados, inclusive na resolucao algébrica de

verificacao nos cadernos, posteriormente.

Referente a tangente, os discentes conseguiram visualizar, sem dificuldades, a reta

82



Capitulo 4. RESULTADOS

da tangente, os sinais dos quadrantes e o intervalo de variacao. Quanto a percepcao da
formula no CTI, a mesma se deu de forma satisfatoria, pois os alunos ja estavam se fami-
liarizando com a identificacao dos catetos e hipotenusa. No processo de determinacao da
tangente de um angulo no CTT os alunos perceberam, claramente e sem muita dificuldade,
que os valores correspondentes aos angulos aumentavam infinitamente & medida que estes

se aproximavam de 90° e 270°, com excecao destes.

De modo analogo ao anterior, a visualizacao da reta cotangente, dos sinais dos
quadrantes, do intervalo de variacao e da identificacao das partes da férmula no CTI

aconteceu de forma tranquila e acessivel pela maioria dos estudantes.

Com relagao a determinacao da cotangente de um angulo, que se procedeu de forma
analoga ao da tangente, os alunos tiveram sucesso neste processo e conseguiram compre-
ender o conceito da cotangente e souberam diferencia-lo do conceito da tangente, com
muitos acertos durante a manipulacao, conforme serd mostrado na se¢ao 4.1 - Resultado

da atividade, na 08° questao.

No processo de estudo da secante, nos primeiros itens, foi facil a visualizacao da reta
secante, dos sinais dos quadrantes e do intervalo de variacao. Quanto a identificacao da
formula no CTI, no comego, apresentaram dificuldade em identifica-la, porém foi sanada

no processo de repeticao de outros exemplos.

Quanto a determinacao dos valores correspondentes a secante dos angulos dados,
depois de compreendido o eixo no dispositivo, observou-se que os alunos nao tiveram
dificuldade em encontrar os valores procurados e perceberam, visivelmente, o conceito da
mesma dentro da proposta de manipulagao da ferramenta. Perceberam, também, que a

medida que os angulos se aproximavam de 90° e 270°, os valores cresciam infinitamente.

No caso da cossecante e de igual modo ao processo de visualizagao do anterior foi
facil para a maioria dos alunos identificarem a reta da cossecante, os sinais dos quadrantes
e do intervalo de variagdo no CTI. A visualizagao da formula da cossecante foi facilitada
pelo método anterior, e de pronto, foi simples reconhecer as partes envolvidas, inclusive,
ajudou na percepcao de que a medida que os angulos se aproximavam de 0°, 180° e 360°
os valores cresciam ilimitadamente, conforme sera mostrado na secao 4.1 - Resultado da

atividade, na 10° questao.

Por fim, ao estudar as outras relagoes trigonométricas fundamentais abordadas no
projeto, observamos que os alunos conseguiram identificar no CTT os valores dos angu-
los solicitados, pois ja os conheciam de estudos anteriores. No entanto, tiveram certa
dificuldade ao desenvolver a parte algébrica e verificar a veracidade das férmulas. Con-
tudo, apods repetirem o processo com outros exemplos, foi possivel perceber uma melhoria

significativa na assimilagao das férmulas por parte dos alunos.

Resultado da Atividade
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A atividade avaliativa foi realizada em sala de aula com os alunos organizados em
grupos de 3 a 4 integrantes, promovendo um ambiente colaborativo para pesquisa, dis-
cussao, analise e resolucao das questoes propostas. Durante a atividade, os estudantes
utilizaram o Circulo Trigonométrico Interativo (CTI) como recurso didatico, aplicando
os conhecimentos adquiridos ao longo da jornada de ensino-aprendizagem da introdu-
¢ao a trigonometria. Como resultado desse processo, foram obtidos os seguintes dados,

acompanhados de suas respectivas porcentagens de acertos.

Na questao 1, os alunos foram orientados a localizar os angulos trabalhados no CTI

e, em seguida, realizar a reducao desses angulos ao primeiro quadrante.

1. Determine no CTI através do processo de redugao ao primeiro quadrante os

angulos abaixo.

Figura 4.1: Dados coletadas da atividade - questao 1
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Fonte: Dados da pesquisa

A anélise dos dados revela que a utilizacao do material concreto CT1I foi eficaz para a
maioria dos alunos na resolugao de questoes envolvendo a redugao ao primeiro quadrante.
O alto namero de acertos nas alternativas (100% de acertos em 330° e 120°, e 85% em
240°) indica que os estudantes conseguiram visualizar e compreender melhor os dngulos
no circulo trigonométrico por meio da manipulacao concreta. Mesmo na alternativa com
menor desempenho (240°), o indice de acerto ainda foi expressivo (85%), o que reforca a

contribuicao positiva do CTI no processo de aprendizagem da trigonometria.

Na questao 2 foi solicitado aos alunos que localizassem os angulos dados na questao

e depois identificassem o valor do seno no CTI.

2. Localize os angulos no CTTI e calcule o valor do seno, no conjunto dos reais, de
cada angulo.
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Figura 4.2: Dados coletadas da atividade - questao 2
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Fonte: Dados da pesquisa

Os resultados obtidos com o uso do material concreto CTI demonstram sua efe-
tividade na compreensao do conceito de seno de angulos. As alternativas com angulos
mais simples ou localizados em quadrantes com sinais mais previsiveis, como 25° e 165°,
tiveram 100% de acertos, enquanto 350° apresentou apenas um erro, evidenciando alto

desempenho geral.

Mesmo no caso do angulo 253°, que envolve maior complexidade por estar no terceiro
quadrante, 31 alunos (77,5%) acertaram, o que ainda representa um resultado positivo.
Esses dados indicam que o CTI facilitou a visualizacao e a identificagao dos valores do

seno, promovendo um aprendizado mais concreto e acessivel para a maioria dos alunos.

Na questao 3, os alunos foram instigados a interpretar geometricamente o enunciado
por meio do CTI e, posteriormente, a determinar a resposta por meio de procedimentos

algébricos.

3. (UFPI) Um aviao decola, percorrendo uma trajetoria retilinea, formando com o
solo um angulo de 30° (suponha que a regiao sobrevoada pelo avidao seja plana). Depois

de percorrer 1.000 metros, a altura atingida pelo aviao, em metros, é:

A aplicacao do CTI na resolucao da questao envolvendo a decolagem de um aviao

com angulo de 30° revelou-se eficaz, pois todos os 40 alunos chegaram & alternativa correta
(500m).
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Figura 4.3: Dados coletadas da atividade - questao 3
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Fonte: Dados da pesquisa

No entanto, apenas 30 deles apresentaram os calculos correspondentes, o que sugere
que, embora o material concreto tenha contribuido significativamente para a intuigao geo-
métrica e a escolha correta da resposta, ainda hé necessidade de fortalecer a formalizacao

matemaética por meio de registros algébricos.

Figura 4.4: Resolugao do aluno K

3. (UFPI) Um aviao decola, percorrendo uma trajetéria retilinea, formando com o sol.o
um angulo de 30° (suponha que ‘a regido sobrevoada pelo aviao seja plana). Depois
de percorrer 1.000 metros, a altura atin%'izcii\pelo aviao, em metros, é:

a) 400m N 80et 0
b) 200m s [ 2 S
s00m <) >('L-(/ o - . WERIRHECE
d) 600m 7 looo
e) 1000m

Observacio: Montar o esquema no CTI (Circulo Trigonométrico Interativo) e encon-
trar o valor procurado )

Fonte: Dados da pesquisa

Podemos visualizar na imagem 4.4 a resolucao geométrica e algébrica do aluno na

resolucao da questao 03 da atividade de avaliacao.

Na questao 4 foi solicitado aos alunos que identificassem os angulos abordados na

questao e depois determinassem o cosseno dos respectivos angulos com o uso do CTIL.
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4. Localize os angulos no CTI e calcule o valor do cosseno, no conjunto dos reais,
de cada angulo.

Figura 4.5: Dados coletadas da atividade - questao 4
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Fonte: Dados da pesquisa

A atividade envolvendo a localizagdo de angulos e o calculo do cosseno no CTI
apresentou resultados variados, refletindo diferentes niveis de compreensao conforme a
posicao dos angulos nos quadrantes. Os maiores indices de acerto ocorreram nos angulos
220° (39 acertos) e 60° (33 acertos), sugerindo maior familiaridade dos alunos com angulos

do terceiro e primeiro quadrante.

Ja os angulos 130° (28 acertos) e, principalmente, 310° (apenas 21 acertos), indicam
maior dificuldade na identificagdo do sinal e do valor do cosseno em quadrantes menos
intuitivos. Esses resultados mostram que o CTI contribuiu para a aprendizagem, mas
também apontam a necessidade de reforcar a interpretagao dos sinais e valores trigono-

métricos nos diferentes quadrantes.

Na questao 5 foi pedido aos alunos que representassem geometricamente o enunciado
no CTT e depois encontrassem algebricamente a solu¢gao com o auxilio do dispositivo.

5. Uma escada de 6 metros esté encostada em uma parede, formando um angulo de

60° com o chao. Qual é a distancia, em metros, do pé da escada até a parede?

A resolugao da questao envolvendo a escada de 6 metros e o angulo de 60° com o
solo, utilizando o CTI, mostrou-se eficiente, com 34 dos 40 alunos chegando & resposta

correta (3 metros).
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Figura 4.6: Dados coletadas da atividade - questao 5
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Fonte: Dados da pesquisa

No entanto, destes 34 alunos somente 50%, ou seja, 17 deles apresentaram os céalcu-
los, indicando que, embora o uso do material concreto tenha favorecido a visualizacao da
situacao e a identificacao da alternativa correta, alguns alunos ainda nao consolidaram a
habilidade de formalizar matematicamente o raciocinio por meio de relagoes trigonomé-

tricas, conforme resolvido algebricamente pelo aluno L (figura 4.7).

Figura 4.7: Resolugao do aluno L

5. Uma escada que mede 6m esta apoiada em uma parede. Sabendo-se que ela forma
com o solo um angulo 60° e que a distincia de seu ponto de apoio no solo até a

parede, em metros, é . e N
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Observagio: Montar o esquema no CTI (Circulo Trigonométrico Interativo) e encon-

trar o valor procurado.

Fonte: Dados da pesquisa

Isso sugere que o CTI é uma ferramenta valiosa para compreensao conceitual, mas
deve ser acompanhado de praticas que reforcem a competéncia no registro dos procedi-

mentos matematicos.
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Na questao 6 foi solicitado aos alunos que identificassem no CTT os angulos dados e

depois determinassem o valor da tangente de cada um deles com o dispositivo.

6. Determine o valor do tangente através do CTI, no conjunto dos reais, dos seguintes
angulos.

Figura 4.8: Dados coletadas da atividade - questao 6
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Fonte: Dados da pesquisa

A atividade que envolveu o calculo da tangente de angulos utilizando o CTI apre-
sentou resultados que indicam tanto acertos significativos quanto desafios conceituais. O
alto namero de acertos em 45° (33 alunos) demonstra que os alunos compreenderam bem

a tangente em angulos notaveis do primeiro quadrante.

No entanto, os acertos foram consideravelmente menores para angulos localizados
em outros quadrantes: apenas 32,5% em 140°, 52,5% em 210° e 55% em 300°, sugerindo
dificuldades na interpretacao do sinal e do valor da tangente fora do primeiro quadrante.
Esses dados revelam que, embora o CTI tenha auxiliado na visualizacao, é necessario
aprofundar o trabalho com as propriedades da tangente, especialmente quanto ao com-

portamento da funcao em diferentes quadrantes e sua relagao com os dngulos de referéncia.

Na questao 7, os alunos foram incentivados a interpretar geometricamente o enun-
ciado utilizando o CTI e, em seguida, a realizar os calculos algébricos com o auxilio do

proprio dispositivo.

7. Quando o Sol se encontra a 45° acima do horizonte, uma &rvore projeta sua

sombra no chao com o comprimento de 15 m. Determine a altura dessa arvore:
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Figura 4.9: Dados coletadas da atividade - questao 7
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Fonte: Dados da pesquisa

Na questao envolvendo a projegao da sombra de uma arvore com o Sol a 45° do
horizonte, todos os 40 alunos identificaram corretamente a resposta (15 metros) com
o auxilio do CTI, o que demonstra a eficicia do material concreto na visualizacao e

interpretagao da situagdo, conforme mostra a resolu¢ao do aluno N (figura 4.10).

Figura 4.10: Resolugao do aluno N

S S

(' -

7. Quando o Sol se encontra a 459 acima do horizonte! uma arvore projeta sua sombra
no chao com o comprimento de 15 m. Determine a altura dessa arvore:

a) 20m 3

b) 5m < o G ( L e { = 7; =13
2 15m : P & —,{_: -

d) 30m Bl ; Wy 1

e) 25m pr= ' i b

Observagao: Montar o esquema no CTI (Circulo Trigonométrico Interativo) e encon-
trar o valor procurado.

Fonte: Dados da pesquisa

No entanto, destes 67,5% apresentaram os célculos que justificam a resposta, eviden-
ciando que, apesar da compreensao conceitual promovida pelo CTI, parte dos alunos ainda
nao consolidou a formalizagao mateméatica por meio da tangente de 45°. Isso indica que o
material concreto foi util para facilitar o raciocinio visual e espacial, mas hé& necessidade

de reforcar o desenvolvimento das habilidades de registro e justificativa algébrica.
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Na questao 8 foi solicitado aos alunos que identificassem os angulos pedidos no CTI

e depois identificassem a cotangente dos mesmos.

8. Determine o valor da cotangente com o uso do CTI, no conjunto dos reais, dos

seguintes angulos.

Figura 4.11: Dados coletadas da atividade - questao 8
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Fonte: Dados da pesquisa

A atividade que envolveu o célculo da cotangente utilizando o CTI apresentou os
resultados mais baixos entre as fungoes trigonométricas analisadas, com menos da metade
dos alunos acertando cada item: 50% em 30°, 47.5% em 120°, 30% em 215° e 35% em
325°.

Esses dados indicam que, embora o CTI auxilie na visualizagao dos angulos e no
entendimento de fungoes como seno, cosseno e tangente, a fungao cotangente ainda repre-
senta uma dificuldade significativa para os alunos, possivelmente por ser menos abordada
nas praticas tradicionais e exigir maior dominio das rela¢oes entre razao trigonométrica e

quadrantes.

Assim, os resultados apontam para a necessidade de aprofundar o trabalho com
essa funcao especifica, aliando o uso do CTI a estratégias que reforcem sua definigao,

comportamento e aplicagao nos diferentes quadrantes.

Na questao 9 foi solicitado aos alunos que identificassem os angulos dados no dispo-

sitivo e depois determinassem a secante de cada um deles no CTI.

9. Determine o valor do secante através do CTI, no conjunto dos reais, dos seguintes

angulos.
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Figura 4.12: Dados coletadas da atividade - questao 9
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Fonte: Dados da pesquisa

A analise dos resultados da atividade sobre secante, utilizando o CTI, mostra um
desempenho geral positivo, especialmente nos angulos 125° (92,5% de acertos), 45° (80%
de acertos) e 320° (77,5% de acertos), indicando que a maioria dos alunos conseguiu
relacionar a secante com o cosseno e interpretar corretamente seu valor nos respectivos

quadrantes.

No entanto, o baixo nimero de acertos em 235° (32,5%) evidencia dificuldades espe-
cificas em angulos do terceiro quadrante, onde o sinal e o valor da fungao exigem atengao
redobrada. Esses dados sugerem que o CTI foi eficaz na construgao da nogao de secante,
mas reforcam a importancia de trabalhar mais profundamente os conceitos em quadrantes

onde as funcoes assumem valores negativos ou menos intuitivos.

E por fim na questao 10 foi pedido aos discentes que identificassem os angulos

abordados no CTT e depois identificassem o valor de cada um deles no dispositivo.

10. Determine o valor do cossecante utilizando o CTI, no conjunto dos reais, dos
seguintes angulos.

A atividade envolvendo o calculo da cossecante com o uso do CTI apresentou resul-
tados mistos, refletindo tanto avangos quanto lacunas no aprendizado. O alto nimero de
acertos nos angulos 110° (85%) e 290° (72,5%) indica que os alunos conseguiram aplicar
corretamente a relagao entre a cossecante e o seno, interpretando os valores com apoio

visual.
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Figura 4.13: Dados coletadas da atividade - questao 10
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Fonte: Dados da pesquisa

No entanto, o desempenho foi significativamente mais baixo em 30°, com apenas
37,5% acertos, sugerindo possivel confusdo quanto ao valor exato deste por ultrapassar
os limites do dispositivo. A alternativa do angulo de 190° foi anulada por que o mesmo
ultrapassou todos os limites do dispositivo, ficando inviavel sua medi¢ao, porém, foi um
erro cometido pelo docente na hora da elaboracao da questao que mostrou para eles a

ideia de numeros que tendem ao infinito.

Esses resultados reforcam que, embora o CTI auxilie na visualizagdo e na compre-
ensao de conceitos trigonométricos, é necessario fortalecer o entendimento especifico nos

quadrantes menos intuitivos.
Conclusao do Questionario

A aplicacao do CTI demonstrou um impacto significativamente positivo na apren-
dizagem dos alunos em contetudos de trigonometria. Observa-se, ao longo das dez ques-
toes propostas, um elevado indice de acertos, especialmente nas atividades que envolvem
conceitos fundamentais como redugao ao primeiro quadrante, identificacao de razoes tri-

gonométricas (seno, cosseno e tangente) e resolugao de problemas geométricos aplicados.

Destaca-se que em diversas questoes, como as de nimeros 1, 2, 3 e 7, os indices de
acerto atingiram 100%, evidenciando que os alunos nao apenas compreenderam os concei-
tos abordados, mas também conseguiram aplicid-los corretamente. Mesmo nas questoes
mais desafiadoras, como as que envolvem cotangente, secante e cossecante (questoes 8,
9 e 10), os percentuais de acerto foram satisfatorios, indicando que o uso do material
concreto favoreceu a visualizacao e o entendimento dessas razoes menos exploradas no

ensino tradicional.
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A utilizacao do material concreto possibilitou uma aprendizagem significativa, fa-
vorecendo a apropriacao dos conceitos da trigonometria escolar. O CTI revelou-se um
recurso didatico capaz de tornar o contetido mais acessivel, dinamico e contextualizado,
ressaltando a relevancia pedagogica dos materiais manipulativos no processo de ensino-

aprendizagem da matemaética.
Resultado do Questionario

Ao término do processo de manipulagao do dispositivo, foi aplicado um questionario
aos alunos com o propoésito de avaliar a percepcao deles em relacao a todas as etapas
vivenciadas durante a utilizagao do CTI. Essa acao teve como objetivo compreender nao
apenas a eficacia pedagogica do recurso, mas também as impressoes dos discentes quanto
a clareza dos conceitos abordados, a praticidade do uso do dispositivo e ao impacto desse

recurso na construgao do conhecimento em Trigonometria.

Os dados coletados por meio desse questionério foram organizados e analisados com
base nas respostas as perguntas objetivas e subjetivas previamente elaboradas pelo do-
cente. Essas perguntas faziam parte de um conjunto de atividades impressas, planejadas
para abranger diferentes aspectos da experiéncia dos alunos com o CTI. A integra do ques-
tionario aplicado pode ser consultada no apéndice 6.2 deste trabalho, onde estao descritas

as questoes utilizadas para embasar a analise qualitativa e quantitativa dos resultados.

nicialmen uestionam un m algum momen ua trajetoria es-
Inicialmente, questionamos os alunos se, em al omento de sua trajetoria es
colar, algum professor de Matemaética ja havia utilizado materiais concretos durante as

aulas.

1. Algum professor ja fez uso de materiais concretos em suas aulas de Matematica?

Figura 4.14: Dados coletadas do questionario - questao 1
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Fonte: Dados da pesquisa
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Com base nos dados coletados (Figura 4.14), observa-se que a grande maioria dos
alunos (97,5%) ja teve a oportunidade de experimentar o uso de materiais concretos nas
aulas de Matematica, o que indica uma abordagem mais pratica e visual no ensino dessa
disciplina. Apenas um aluno afirmou nao ter utilizado esse tipo de recurso, sugerindo
que o uso de materiais concretos pode estar sendo cada vez mais integrado ao processo
pedagogico, contribuindo para uma aprendizagem mais eficaz e significativa para os estu-
dantes.

Em seguida, perguntamos aos discentes quais tipos de materiais concretos ja haviam

sido utilizados por eles nas aulas de Matemética no ambiente escolar.

2. Quais tipos de materiais concretos vocé ja utilizou ou utiliza em suas aulas de
Matematica?

A analise dos dados (Figura 4.15) revela que, entre os alunos, os materiais mais
utilizados nas aulas de Matematica sao as réguas, com 35 alunos mencionando seu uso.
Além disso, o compasso também se destaca, sendo utilizado por 19 alunos. Os transferido-
res e modelos geométricos sao menos frequentes, com 13 e 14 respostas, respectivamente,

indicando que, embora sejam importantes, sao menos comuns no contexto da turma.

Figura 4.15: Dados coletadas do questionério - questao 2
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Fonte: Dados da pesquisa

Ha também uma pequena quantidade de respostas relacionadas a outros materiais

(5), o que sugere que os alunos podem estar utilizando recursos adicionais, embora em
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menor escala. Isso demonstra que a maioria dos estudantes tem acesso a materiais fun-
damentais para o aprendizado pratico da Mateméatica, mas ainda ha um potencial para

maior diversificacao de recursos.

Dentre os outros materiais concretos que os alunos citaram que ja utilizaram em
algum momento em sala de aula foram os seguintes: dados, baralho, moedas, material
dourado, dentre outros. Materiais estes que geralmente sao citados em livros didéaticos,

sem nenhum novidade.

Na questao seguinte, os alunos foram questionados se a utilizagao de materiais con-
cretos - em especial o CTI - contribuiu para facilitar a assimilacao dos contetdos de

Trigonometria.

3. Voceé acredita que o uso de materiais concretos pode facilitar a compreensao dos

conceitos de trigonometria?

Os dados coletados (Figura 4.16) indicam que a grande maioria dos alunos (38)
acredita que o uso de materiais concretos pode facilitar a compreensao dos conceitos de
trigonometria, o que demonstra uma percepgao positiva sobre a aplicacao desses recursos

no ensino da disciplina.

Figura 4.16: Dados coletadas do questionério - questao 3
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Fonte: Dados da pesquisa

O grafico também mostra que apenas 2 alunos mostraram duvida, marcando a opgao
“Talvez“, e nenhum aluno afirmou que o uso de materiais concretos nao seria ttil. Esse
resultado sugere que os estudantes reconhecem o potencial das ferramentas préticas para
tornar os conceitos de trigonometria mais acessiveis e compreensiveis, refletindo uma

tendéncia favoravel ao uso de métodos pedagdgicos mais interativos e concretos.
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Nesta questao, os discentes foram convidados a indicar quais dos contetdos estu-
dados e manipulados por meio do CTI lhes pareceram mais acessiveis ou mais faceis de

assimilar, sendo possivel marcar mais de uma alternativa.

4. Quais conceitos de trigonometria vocé considera que foram mais faceis de assimilar

com o uso de materiais concretos?

A analise dos dados (Figura 4.17) revela que o conceito de seno foi o mais facil
de assimilar para a maioria dos alunos, com 17 respostas, indicando que esse conceito
se beneficia de maneira mais significativa do uso de materiais concretos. O conceito de
cosseno também foi mencionado, mas por um nimero menor de alunos (9), enquanto a

tangente foi citada por apenas 4.

Figura 4.17: Dados coletadas do questionério - questao 4
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Fonte: Dados da pesquisa

Um grupo relevante de alunos (16) acredita que todos os conceitos de trigonometria
foram facilitados pelo uso de materiais concretos, mostrando uma visao ampla e positiva
sobre a aplicacao desses recursos. Além disso, 2 alunos mencionaram conceitos relacio-
nados a angulos e reducao como sendo mais faceis de compreender com esses materiais.
Destaca-se que a opc¢ao ‘nenhum” nao foi assinalada por nenhum dos discentes, o que
evidencia a relevancia do dispositivo na promocao da aprendizagem e na compreensao dos

contetdos matematicos.

Na questao 5, os alunos foram questionados se consideram os materiais concretos —
especialmente o CTI - mais eficazes do que os recursos tradicionais, como quadro, giz e

livro, comumente utilizados pelos professores de Matemética.
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5.Vocé percebeu alguma melhoria no seu desempenho e nas avaliacoes ao utilizar

materiais concretos nas aulas de trigonometria?

Os dados indicam (Figura 4.18) que a maioria dos alunos (30) percebeu uma me-
lhoria em seu desempenho e nas avaliacoes ao utilizar materiais concretos nas aulas de
trigonometria, o que reforca a eficacia dessa abordagem no processo de aprendizagem.
Apenas 2 alunos afirmaram nao ter notado melhora, enquanto 8 disseram nao saber ava-

liar, o que pode refletir inseguranga ou dificuldade em fazer essa relagao diretamente.

Figura 4.18: Dados coletadas do questionério - questao 5

100% | .
g 0% | 30 -
S 60%| |
=
S
= 40% | 1
a 8
20% + .
.|
0% ‘ . ‘
> 2 &
3 N
& N
£
/‘ZYO
\é

Fonte: Dados da pesquisa

Ainda assim, a predominancia de respostas positivas aponta que os materiais con-
cretos contribuiram significativamente para a compreensao e o rendimento dos estudantes

em contetidos considerados abstratos, como os da trigonometria.

Na questao seguinte, os alunos foram indagados sobre a validade do uso de materiais

concretos como recurso auxiliar nas avaliagoes de contetdos relacionados a Trigonometria.

6. Voceé acredita que o uso de materiais concretos pode ser incorporado nas avaliacoes
de trigonometria?

A anélise dos dados (Figura 4.19) mostra que a maioria dos alunos (35) acredita
que o uso de materiais concretos pode ser incorporado nas avaliagoes de trigonometria,
indicando uma percepg¢ao positiva quanto a aplicabilidade desses recursos também em

momentos formais de verificacao de aprendizagem.
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Figura 4.19: Dados coletadas do questionério - questao 6

100% 8
35
g 80% |- 5
Tg 60% | .
5 40% N
[l
20% | 5 |
0
0% T T m
& <’b°0 v
S &
&y &

Fonte: Dados da pesquisa

Nenhum aluno rejeitou a ideia, e apenas 5 demonstraram incerteza ao marcar a
opgao “Talvez”, o que reforca a receptividade dos estudantes a métodos avaliativos mais

praticos e visuais.

Esse resultado sugere que os alunos nao apenas reconhecem os beneficios dos ma-
teriais concretos durante o processo de ensino, mas também os consideram eficazes para

medir o proprio desempenho de forma mais significativa.

Na questao seguinte foi perguntado aos discentes se na escola que estudam existem

materiais concretos disponiveis para serem utilizados por eles nas aulas de matemaética.

7. Como vocé avalia a disponibilidade de materiais concretos em sua escola para o
ensino de Matematica?

Figura 4.20: Dados coletadas do questionério - questao 7
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Fonte: Dados da pesquisa
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Os dados indicam (Figura 4.20) que a avaliagdo da disponibilidade de materiais
concretos na escola para o ensino de Mateméatica é bastante variada entre os alunos.
Apenas 9 consideram essa disponibilidade excelente e 10 a classificam como boa, enquanto
a maioria avalia como regular (12). Além disso, um ntmero significativo de alunos a

considera insuficiente, com 4 apontando como ruim e 5 como péssima.

Esses resultados sugerem que, embora parte dos estudantes reconheca esforcos na
oferta desses recursos, ainda hé uma caréncia percebida por muitos, indicando a necessi-
dade de melhorias na infraestrutura e no acesso a materiais concretos para tornar o ensino

mais eficiente e equitativo.

Nesta questao, os alunos foram questionados se consideram a utilizacao de materiais
concretos mais atrativa e eficaz no ensino de Matemaética em comparagao a outros métodos

tradicionais de ensino.

8. Na sua opiniao, qual é o seu nivel de interesse ao utilizar materiais concretos em

comparagao com outros métodos de ensino?

Figura 4.21: Dados coletadas do questionério - questao 8

100%
80% | 1
S
756 60% [ & B
g
% 40% [ 13 N
o
20% | 7 |
ﬂ 0 0
0% I I I T T
> & > > &
> > > o
& QO <
< @$\ Q @® <
S &
S S

Fonte: Dados da pesquisa

Percebe-se no grafico (Figura 4.21) um grande interesse por parte dos alunos por
mais praticas com materiais concretos na construgao dos conhecimentos em sala de aula.
Sair da zona de conforto, tanto para os estudantes quanto para os docentes, seria uma

excelente alternativa no processo de ensino dos contetidos matematicos.

Seria interessante, dentro desta proposta, termos nas escolas mais investimentos
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do poder piiblico em laboratoérios nas diversas areas como uma oportunidade extra de

ensino-aprendizagem.

Na pergunta seguinte, os alunos foram questionados se recomendariam o uso de
materiais concretos no processo de ensino-aprendizagem dos contetidos de Matematica

para outros professores.

9. Vocé recomendaria o uso de materiais concretos a outros professores que ensinam

contetdos de Matematica?

Figura 4.22: Dados coletadas do questionério - questao 9
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Fonte: Dados da pesquisa

Os dados indicam (Figura 4.22) que a grande maioria dos alunos (37) recomendaria
o uso de materiais concretos a outros professores que ensinam contetidos de Matema-
tica, refletindo uma avaliacao positiva sobre a eficicia e a contribuicao desses recursos
para o aprendizado. Nenhum aluno se posicionou contra a recomendagao, enquanto 3

demonstraram divida ao escolher a op¢ao “Talvez".

Esses resultados sugerem que os estudantes reconhecem o valor dos materiais concre-
tos como ferramentas pedagogicas importantes e acreditam que sua adogao pode beneficiar

nao apenas a si mesmos, mas também outros alunos em diferentes contextos escolares.

Busca-se com esta dados trazer reflexdes sobre a insercao de mais materiais con-
cretos no ambiente escolar pois torna os conceitos mais acessiveis, visuais e interativos,

facilitando a compreensao para todos.

E, para finalizar, a questao seguinte procurou investigar se os alunos acreditam que
o uso de materiais concretos pode beneficiar outros discentes, com diferentes estilos de

aprendizagem, no processo de ensino da Trigonometria.
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10. Vocé acredita que o uso de materiais concretos em trigonometria pode beneficiar
alunos com diferentes estilos de aprendizagem?

A analise dos dados (Figura 4.23) revela que a grande maioria dos alunos (37)
acredita que o uso de materiais concretos em trigonometria pode beneficiar alunos com
diferentes estilos de aprendizagem, o que demonstra uma percep¢ao positiva quanto a
capacidade desses recursos em atender as variadas necessidades dos estudantes. Apenas

2 alunos discordaram dessa ideia, enquanto 1 manifestou duvida, escolhendo a opcao
“Talvez'.

Figura 4.23: Dados coletadas do questionario - questao 10
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Fonte: Dados da pesquisa

Esses resultados indicam que os materiais concretos sao vistos como ferramentas
inclusivas e eficazes para tornar o ensino de trigonometria mais acessivel, possibilitando

que alunos com diferentes formas de aprender possam compreender melhor os contetudos.
Analise dos Dados Coletados

A analise dos dados coletados, tanto durante o processo de observagao do docente na
manipulacao do dispositivo pelos alunos quanto por meio dos registros escritos, evidenciou
a eficacia do material concreto no favorecimento do ensino-aprendizagem, com resultados

especialmente expressivos no ensino de trigonometria.

Na visao do docente, houve um ganho significativo no entendimento dos conceitos
trigonométricos pelos estudantes, além de um aumento no interesse deles em aprender mais
contetidos matematicos pela manipulagao de dispositivos, pois os ajudaram na assimilagao
de conceitos abstratos de trigonometria como: angulos, seno, cosseno, tangente e com a
necessidade de um pouco mais de atencao e pratica no estudo da cotangente, secante e

cossecante.
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A anélise dos dados provenientes da resolugao de problemas praticos propostos pelo
docente em diferentes contextos com materiais concretos foi extremamente importante.
Além de possibilitar uma compreensao clara e eficaz do significado da aprendizagem atra-
vés da experimentacao pratica, essa anélise, também, permitiu entender como os alunos

estao aplicando os conceitos aprendidos em situacoes do cotidiano.

Portanto, a anélise do feedback foi essencial, pois forneceu informagoes valiosas sobre
como aprimorar as abordagens pedagogicas e otimizar a eficacia da experimentacao nos

processos de aprendizagem.

4.2 Impactos do CTI na Aprendizagem
Impacto do Material Concreto na Compreensao da Trigonometria

O uso de materiais concretos no ensino de trigonometria tem um impacto significa-
tivo na assimilacao dos conceitos pelos alunos. Tornar conceitos abstratos, como angulos,
razoes trigonométricas e fungoes, tangiveis e manipuléveis facilita a compreensao e a inter-
nalizagao dessas ideias. Isso torna a teoria mais acessivel, uma vez que as representacoes
graficas e simbolicas apresentadas nos livros ou em sala de aula podem ser dificeis de

entender.

O trabalho com materiais concretos no processo de ensino-aprendizagem favorece
conexoes claras entre teoria e pratica. Essa integragao promove um aprendizado eficaz
em matematica, fortalecendo a compreensao dos alunos e estimulando o desenvolvimento

de suas habilidades na trigonometria.

Feedback dos Alunos

O feedback dos alunos sobre o uso de materiais concretos foi fundamental para ava-
liar a eficacia das praticas pedagbgicas com esse tipo de recurso. Nos testes aplicados,
os alunos relataram que o uso desses materiais tornou o aprendizado mais acessivel e en-
volvente, permitindo-lhes ‘ver’ e ‘experimentar’ conceitos de forma acessivel e envolvente,

fortalecendo a aprendizagem por meio da préatica.

Eles também destacaram que a manipulacao fisica dos materiais facilita a retencao
do contetdo e a aplicagao pratica do conhecimento no cotidiano. Além disso, sugeriram
que deveria haver uma maior disponibilidade de materiais concretos com essa funcio-
nalidade, especialmente para apoiar o ensino-aprendizagem da matemaética no ambiente
escolar, dando a eles uma oportunidade de aquisicao de novas habilidades, conforme des-

crito pela figura 4.24.

O aluno M do sexo feminino, 17 anos e nao repetente destaca que o uso de materiais
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concretos em mais aulas seria benéfico para o ensino de trigonometria. Ele acredita que a
combinacao entre teoria e pratica contribui significativamente para melhorar ainda mais

o processo de aprendizagem.
Figura 4.24: Opiniao do aluno M sobre a questao 11 do questionario aplicado.
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Fonte: Dados da pesquisa

O aluno X do sexo masculino, 17 anos e nao repetente considera que o uso de
materiais concretos torna as aulas mais dinamicas e facilita a compreensao dos contetudos.
Para ele, essa abordagem contribui para que os alunos participem mais ativamente do

processo de aprendizagem. (Ver figura 4.25)

Figura 4.25: Opiniao do aluno X sobre a questao 11 do questionario aplicado.
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Fonte: Dados da pesquisa

O aluno Y do sexo masculino, 17 anos e nao repetente expressa uma visao bastante
positiva sobre o uso de materiais concretos no ensino da matemaética, destacando que
essa abordagem ¢ “6tima” e contribui significativamente para aumentar a praticidade
durante a aprendizagem. Além disso, ressalta que essa metodologia proporciona uma
forma inovadora de aprender, sugerindo que a aplicacao de recursos concretos torna o

processo mais acessivel, dindmico e eficaz. (Ver figura 4.26)
Figura 4.26: Opiniao do aluno Y sobre a questao 12 do questionario aplicado.
12. E no ensino da matematica?
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Fonte: Dados da pesquisa
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O aluno Z do sexo masculino, 17 anos e nao repetente acredita que o uso do material
concreto contribui de forma positiva para o ensino da matematica, afirmando que esse
recurso melhora a aprendizagem. Sua resposta demonstra uma percepcao clara de que a
utilizagao de objetos ou ferramentas concretas torna o processo de aprender mais eficaz.
(Ver figura 4.27)

Figura 4.27: Opiniao do aluno Z sobre a questao 12 do questionério aplicado.

12. E no ensino da matemética?
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Fonte: Dados da pesquisa

Portanto, percebe-se nas falas dos estudantes que a ferramenta ajudou muito na hora
de apresentar os temas de matematica, pois despertou a curiosidade dos alunos, ajudou
a entender ideias complexas, incentivou o surgimento de capacidades novas, estimulou o
pensamento logico e o envolvimento, e ainda fez o aprendizado ser mais relevante ao usar

materiais praticos.

4.3 Contribuicoes e Perspectivas Futuras
Contribuicoes para o Ensino da Trigonometria

O uso de materiais concretos na alfabetizacao da trigonometria proporciona uma
perspectiva visual e pratica dos conceitos, favorecendo a compreensao dos alunos. Com
ferramentas como o CTI, é possivel visualizar as relagoes entre teoria e pratica de forma
clara. O material permite que os estudantes explorem diretamente as propriedades tri-
gonométricas, ampliando a assimilacao dos contetidos e fortalecendo o aprendizado por

meio da experimentagao.

Da mesma forma, o uso de materiais concretos torna o aprendizado mais envolvente
e motivador, estimulando a curiosidade e a capacidade analitica dos alunos. Em geral,
essa abordagem torna a trigonometria relevante e significativa, promovendo experiéncias

praticas que favorecem diferentes estilos de aprendizagem.

Sugestoes para Melhorias e Pesquisas Futuras

Essas sao apenas algumas das areas em que a utilizagao de materiais concretos pode

ter um impacto positivo no ensino da trigonometria. E fundamental que novos métodos e
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ferramentas sejam adequadamente explorados e testados por meio de pesquisas voltadas a
avaliagao de sua eficacia. Uma abordagem inovadora seria a criagao de materiais concretos
integrados a tecnologia, como kits que combinam componentes fisicos com aplicativos de
realidade aumentada ou roboética, oferecendo representacoes visuais mais dinamicas das

fungoes trigonométricas.

Além disso, seria interessante realizar um estudo aprofundado sobre os impactos da
escolha de materiais concretos em diferentes estilos de aprendizagem dos alunos, especial-
mente aqueles com necessidades especiais. Para abordar essa questao, seria util conduzir
pesquisas voltadas para o desenvolvimento de materiais concretos adaptativos, que pos-
sam ser ajustados dinamicamente conforme o nivel de compreensao de cada aluno, além de
investigar como esses materiais influenciam a aprendizagem de conceitos trigonométricos

com o tempo.

Outra area de pesquisa interessante seria a avaliacao da qualidade da formacao de
professores em relagao aos métodos para utilizar esses materiais de forma eficiente. Isso

serd fundamental para garantir a continuidade e a expansao da pratica pedagogica.
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Por fim, apresentaremos a conclusao do processo de aplicagao do projeto, desta-
cando os principais fatores que sustentam a utilizacao de materiais concretos no ensino e

aprendizagem de Matematica na Educagao Basica.

Iniciamos este mestrado com o propoésito de contribuir para o processo de ensino-
aprendizagem da Matematica, beneficiando tanto discentes quanto docentes, por meio do
desenvolvimento deste dispositivo educacional com o objetivo de investigar como o uso
de materiais concretos pode contribuir para aprimorar o processo de ensino-aprendizagem
da trigonometria em contextos escolares, analisando o impacto dos materiais concretos
na compreensao dos conceitos trigonométricos pelos alunos, identificando as melhores
estratégias de abordagem dos conceitos bésicos da trigonometria e suas relagoes através

do material concreto na Educacao Bésica.

O uso de materiais concretos no ensino da trigonometria oferece beneficios signifi-
cativos para a aprendizagem conceitual, o desenvolvimento de habilidades cognitivas e a

motivacao dos alunos, revelando o verdadeiro potencial desses recursos pedagogicos.

Especificamente, as ferramentas concretas na aprendizagem da trigonometria aju-
dam a criar uma conexao entre conceitos abstratos e exemplos praticos, facilitando a
internalizacao de relagoes trigonométricas complexas durante as atividades. Isso é espe-
cialmente importante em disciplinas como a trigonometria, nas quais muitos alunos se

sentem desconectados dos conceitos e do conteudo abordado.

Além disso, o uso de materiais concretos estimula o pensamento ativo e operacional,
desafiando os alunos a aplicar diferentes solugoes para realizar medi¢oes e experimentos.
Essa abordagem favorece multiplos estilos de aprendizagem, ampliando as oportunidades

de assimilacao pratica dos conceitos.

A utilizacao de materiais concretos contribui para ampliar a motivagao dos alunos,
pois possibilita resultados tangiveis que despertam interesse e engajamento. Esses re-

cursos favorecem o processo de ensino-aprendizagem, incentivam a resolucao criativa de
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problemas e promovem aulas mais dinamicas e atrativas.

Por outro lado, algumas desvantagens devem ser consideradas como, o uso de materi-
ais concretos geralmente requer uma orientagao pedagogica e, as vezes, uma transformagcao

na abordagem dos professores pode requerer um intervalo significativo de tempo.

Ha, também, o fato de que nem todos os conceitos matematicos podem ser expressos
com materiais concretos inviabilizando o processo de ensino-aprendizagem. Podemos citar
a falta de investimentos voltados para este tipo de proposta, além de espagos adequados

para pratica destes dispositivos.

Observa-se que a abordagem estudada valoriza os aspectos préticos do ensino com
materiais concretos, integrando-se a base teorica e ao trabalho do professor. Dessa forma,
os materiais concretos potencializam a aprendizagem ao lado da fundamentagao conceitual

e da mediacao docente.

Desta forma, a utilizagao de materiais concretos pode revelar-se extremamente be-
néfica, na medida em que é efetuada com o devido rigor e estratégia no ensino. Ao
trazer a experiéncia pratica e visual ao contexto educacional, esses recursos permitem
que conceitos abstratos, como os da matemaética, sejam mais facilmente compreendidos,

aproximando-se do conhecimento dos alunos.

Todavia, para que tal abordagem funcione em pleno, uma abordagem carregada de
planeamento é necessaria. A aula deve atender aos requisitos pedagogicos e de aprendizado

e estar alinhada com a visao de recursos reais.

Portanto, a experiéncia realizada confirma que a inser¢ao de materiais concretos no
ensino da Matematica pode fortalecer a aprendizagem, dinamizar as aulas e enriquecer
o processo educativo. Ao aliar pratica e teoria, o CTI demonstrou ser uma ferramenta
eficaz para tornar a trigonometria mais clara, envolvente e significativa para os estudantes,

contribuindo para a construcao de conhecimentos sélidos e duradouros.
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6.1 Atividades Praticas

1. Determine no CTI através do processo de reducao ao primeiro quadrante os angulos

abaixo.
a) 330° b) 240° c) 120° d) 265°

2. Localize os angulos no CTT e calcule o valor do seno, no conjunto dos reais, de cada
angulo.

a) 25° b) 165°  «¢) 253°  d) 350°

3. (UFPI) Um aviao decola, percorrendo uma trajetoria retilinea, formando com o solo
um angulo de 30° (suponha que a regido sobrevoada pelo avido seja plana). Depois
de percorrer 1.000 metros, a altura atingida pelo aviao, em metros, é:

a) 400m b)) 200m ¢) 500m d) 600m e) 1000m

Observagao: Montar o esquema no CTI e encontrar o valor procurado.

4. Localize os angulos no CTI e calcule o valor do cosseno, no conjunto dos reais, de

cada angulo.
a) 60° b) 130° «¢) 220° d) 310°

5. Uma escada de 6 metros estd encostada em uma parede, formando um angulo de
60° com o chao. Qual é a distancia, em metros, do pé da escada até a parede?
a)3m b)bm ¢)6m d)4m e)7m

Observacao: Montar o esquema no CTI e encontrar o valor procurado.

6. Determine o valor do tangente, no conjunto dos reais, dos seguintes angulos.
a) 45° b) 140° ¢) 210° d) 300°

7. Quando o Sol se encontra a 45° acima do horizonte, uma arvore projeta sua sombra

no chao com o comprimento de 15 m. Determine a altura dessa arvore:
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a)20m  b)bm ¢) 15m d) 30m e) 25m
Observacao: Montar o esquema no CTI e encontrar o valor procurado.

8. Determine o valor da cotangente, no conjunto dos reais, dos seguintes angulos.

a) 30° b) 120° ) 215° d) 325°

9. Determine o valor do secante, no conjunto dos reais, dos seguintes angulos.
a) 45° b) 125° «¢) 235° d) 320°

10. Determine o valor do cossecante, no conjunto dos reais, dos seguintes angulos.
a) 30° b) 110° «¢) 190° d) 290°
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6.2 Questionario sobre o uso de material concreto no

ensino-aprendizagem de Trigonometria

1. . Algum professor ja fez uso de materiais concretos em suas aulas de Matematica?
() Sim
() Nao

2. Quais tipos de materiais concretos vocé ja utilizou ou utiliza em suas aulas de
Matematica?
Réguas
Transferidores

()

()

() Modelos geométricos
() compasso

()

Qutros:

3. Vocé acredita que o uso de materiais concretos pode facilitar a compreensao dos
conceitos de trigonometria?
() Sim
() Nao
() Talvez

4. Quais conceitos de trigonometria vocé considera que foram mais faceis de assimilar

com o uso de materiais concretos?

5. Vocé percebeu alguma melhoria no seu desempenho e nas avaliagoes ao utilizar
materiais concretos nas aulas de trigonometria?
() Sim
() Nao

() Nao sei avaliar

6. Vocé acredita que o uso de materiais concretos pode ser incorporado nas avaliagoes
de trigonometria?
() Sim
() Nao
() Talvez
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7. Como vocé avalia a disponibilidade de materiais concretos em sua escola para o

10.

11.

12.

ensino de Matematica?
) Excelente

) Boa

) Regular
) Ruim
)

Péssimo

(
(
(
(
(

. Na sua opiniao, qual é o seu nivel de interesse ao utilizar materiais concretos em

comparagao com outros métodos de ensino?

. Vocé acredita que o uso de materiais concretos em trigonometria pode beneficiar

alunos com diferentes estilos de aprendizagem?
() Sim

() Nao

() Talvez

Vocé recomendaria o uso de materiais concretos a outros professores que ensinam
contetidos de Matematica?

() Sim

() Nao

() Talvez

Gostaria de deixar alguma sugestao, critica ou observagao sobre o uso de material

concreto no ensino-aprendizagem de trigonometria.

E no ensino da mateméatica?
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6.3 Tabela Trigonométrica

Graus(®) | Radiano sen cos tan csc sec cot

0° 0 0 1 0 — 1 —

1° 0,02 0,017 0,9998 0,017 57,298 | 1,0001 | 57,289
2° 0,03 0,034 0,9993 0,034 28,653 1,0006 | 28,636
3° 0,05 0,052 0,998 0,052 19,107 | 1,0013 | 19,081
4° 0,07 0,069 0,997 0,069 14,335 1,002 14,300
5° 0,09 0,087 0,996 0,087 11,473 1,004 11,430
6° 0,10 0,104 0,994 0,105 9,566 1,006 9,514
7° 0,12 0,121 0,992 0,122 8,205 1,008 8,144
8° 0,14 0,139 0,990 0,140 7,185 1,010 7,115
9° 0,16 0,156 0,987 0,158 6,392 1,012 6,313
10° 017 0,173 0,984 0,176 5,758 1,015 5,671
11° 0,19 0,190 0,981 0,194 5,240 1,019 5,144
12° 0,21 0,207 0,978 0,212 4,809 1,022 4,704
13° 0,23 0,224 0,974 0,230 4,445 1,026 4,331
14° 0,24 0,241 0,970 0,249 4,133 1,031 4,010
15° 0,26 0,258 0,965 0,267 3,863 1,035 3,732
16° 0,28 0,275 0,961 0,286 3,627 1,040 3,487
17° 0,30 0,292 0,956 0,305 3,420 1,046 3,270
18° 0,31 0,309 0,951 0,324 3,236 1,051 3,077
19° 0,33 0,325 0,945 0,344 3,071 1,058 2,904
20° 0,35 0,342 0,939 0,363 2,923 1,064 2,747
21° 0,37 0,358 0,933 0,383 2,790 1,071 2,605
22° 0,38 0,374 0,927 0,404 2,669 1,078 2,475
23° 0,40 0,390 0,920 0,424 2,559 1,086 2,355
24° 042 0,406 0,913 0,445 2,458 1,094 2,246
25° 0,44 0,422 0,906 0,466 2,366 1,103 2,144
26° 0,45 0,438 0,898 0,487 2,281 1,112 2,050
27° 0,47 0,453 0,891 0,509 2,202 1,122 1,962
28° 0,49 0,469 0,882 0,531 2,130 1,132 1,880
29° 0,51 0,484 0,874 0,554 2,062 1,143 1,804
30° 0,52 0,5 0,866 0,577 2 1,154 1,732
31° 0,54 0,515 0,857 0,600 1,941 1,166 1,664
32° 0,56 0,529 0,848 0,624 1,887 1,179 1,600
33° 0,58 0,544 0,838 0,649 1,836 1,192 1,539
34° 0,59 0,559 0,829 0,674 1,788 1,206 1,482
35° 0,61 0,573 0,819 0,700 1,743 1,220 1,428
36° 0,63 0,587 0,809 0,726 1,701 1,236 1,376
37° 0,65 0,601 0,798 0,753 1,661 1,252 1,327
38° 0,66 0,615 0,788 0,781 1,624 1,269 1,279
39° 0,68 0,629 0,777 0,809 1,589 1,286 1,234
40° 0,70 0,642 0,766 0,839 1,555 1,305 1,191
41° 0,72 0,656 0,754 0,869 1,524 1,325 1,150
42° 0,73 0,669 0,743 0,900 1,494 1,345 1,110
43° 0,75 0,681 0,731 0,932 1,466 1,367 1,072
44° 0,75 0,694 0,719 0,965 1,439 1,390 1,035
45° 0,77 0,707 0,707 1 1,414 1,414 1
46° 0,79 0,719 0,694 1,035 1,390 1,439 0,965
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Capitulo 6. APENDICES

Graus(®) | Radiano sen cos tan csc sec cot
47° 0,80 0,731 0,681 1,072 1,367 1,466 0,932
48° 0,82 0,743 0,669 1,110 1,345 1,494 0,900
49° 0,84 0,754 0,656 1,150 1,325 1,524 0,869
50° 0,87 0,766 0,642 1,191 1,305 1,555 0,839
51° 0,89 0,777 0,629 1,234 1,286 1,589 0,809
52° 0,91 0,788 0,615 1,279 1,269 1,624 0,781
53° 0,93 0,798 0,601 1,327 1,252 1,661 0,753
54° 0,94 0,809 0,587 1,376 1,236 1,701 0,726
55° 0,96 0,819 0,573 1,428 1,220 1,743 0,700
56° 0,98 0,829 0,559 1,482 1,206 1,788 0,674
57° 0,99 0,838 0,544 1,539 1,192 1,836 0,649
58° 1,01 0,848 0,529 1,600 1,179 1,887 0,624
59° 1,03 0,857 0,515 1,664 1,166 1,941 0,600
60° 1,05 0,866 0,5 1,732 1,154 2 0,577
61° 1,06 0,874 0,484 1,804 1,143 2,062 0,554
62° 1,08 0,882 0,469 1,880 1,132 2,130 0,531
63° 1,10 0,891 0,453 1,962 1,122 2,202 0,509
64° 1,12 0,898 0,438 2,050 1,112 2,281 0,487
65° 1,13 0,906 0,422 2,144 1,103 2,366 0,466
66° 1,15 0,913 0,406 2,246 1,094 2,458 0,445
67° 1,17 0,920 0,390 2,355 1,086 2,559 0,424
68° 1,19 0,927 0,374 2,475 1,078 2,669 0,404
69° 1,20 0,933 0,358 2,605 1,071 2,790 0,383
70° 1,22 0,939 0,342 2,747 1,064 2,923 0,363
71° 1,24 0,945 0,325 2,904 1,058 3,071 0,344
72° 1,26 0,951 0,309 3,077 1,051 3,236 0,324
73° 1,27 0,956 0,292 3,270 1,046 3,420 0,305
74° 1,29 0,961 0,275 3,487 1,040 3,627 0,286
75° 1,31 0,965 0,258 3,732 1,035 3,863 0,267
76° 1,33 0,970 0,241 4,010 1,031 4,133 0,249
77° 1,34 0,974 0,224 4,331 1,026 4,445 0,230
78° 1,36 0,978 0,207 4,704 1,022 4,809 0,212
79° 1,38 0,981 0,190 5,144 1,019 5,240 0,194
80° 1,40 0,984 0,173 5,671 1,015 5,758 0,176
81° 1,41 0,987 0,156 6,313 1,012 6,392 0,158
82° 1,43 0,990 0,139 7,115 1,010 7,185 0,140
83° 1,45 0,992 0,121 8,144 1,008 8,205 0,122
84° 1,47 0,994 0,104 9,514 1,006 9,566 0,105
85° 1,48 0,996 0,087 11,430 1,004 11,473 0,087
86° 1,50 0,997 0,069 14,300 1,002 14,335 0,069
87° 1,52 0,998 0,052 19,081 1,0013 19,107 0,052
88° 1,54 0,9993 0,034 28,636 1,0006 28,653 0,034
89° 1,55 0,9998 0,017 57,289 1,0001 57,298 0,017
90° 1,57 1 0 — 1 - 0
180° 3,14 0 -1 0 - -1 —

270° 4,71 -1 0 - -1 - 0
360° 6,28 0 1 0 - 1 -
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