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"A matemdtica se revela em mentes sensi-
veis, capazes de ver uma espiral em um gi-
rassol, angulos em uma estrela e Deus no in-
finito".

Manoel Rodrigues Paiva



Resumo

Esta dissertacao discute o uso do software GeoGebra como ferramenta de apoio no en-
sino e aprendizagem de Matemadtica, com énfase no estudo de funcdes. A proposta central é
explorar como o uso de recursos visuais e interativos pode facilitar a compreensao de conceitos
fundamentais, especialmente no ensino médio. O trabalho concentra-se na abordagem de dife-
rentes tipos de fungdes - quadraticas, cubicas, logaritmicas e exponenciais - analisando como
0 GeoGebra pode contribuir para a constru¢do do conhecimento matematico de forma mais di-
namica e significativa. Através de atividades praticas desenvolvidas com o software, espera-se
que dessa forma entre em conformidade com o que, Oliveira(2021, p.6)[16] defende "O uso
do software GeoGebra nas aulas de Matemadtica na aprendizagem do ensino de funciao é muito
eficaz, levando o aluno a pensar e aprender de forma dindmica e construtiva"e que assim os
alunos demonstrem maior engajamento, desenvolvam intui¢des visuais sobre o0 comportamento
das funcdes e compreendam melhor aspectos como dominio, imagem, crescimento, decresci-
mento, raizes e concavidade. Concluimos que o GeoGebra € uma ferramenta eficaz no processo
de ensino-aprendizagem, promovendo um ambiente mais interativo e estimulante para o estudo
da Matemdtica.

Palavras-chave: Ensino; Fun¢do; GeoGebra.
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Abstract

This dissertation discusses the use of GeoGebra software as a support tool in the teaching
and learning of Mathematics, with an emphasis on the study of functions. The central proposal
is to explore how the use of visual and interactive resources can facilitate the understanding of
fundamental concepts, especially in high school. The work focuses on the approach of different
types of functions - quadratic, cubic, logarithmic and exponential - analyzing how GeoGebra
can contribute to the construction of mathematical knowledge in a more dynamic and meaning-
ful way. Through practical activities developed with the software, it is expected that in this way
it will comply with what Oliveira (2021, p.6) [16] defends "The use of GeoGebra software in
Mathematics classes in the learning of function teaching is very effective, leading the student to
think and learn in a dynamic and constructive way"and that thus the students demonstrate grea-
ter engagement, develop visual intuitions about the behavior of functions and better understand
aspects such as domain, image, growth, decrease, roots and concavity. We conclude that Ge-
oGebra is an effective tool in the teaching-learning process, promoting a more interactive and

stimulating environment for the study of Mathematics.

Keywords: Teaching; Function; GeoGebra.
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Introducao

A matematica € a drea do conhecimento responsavel por estudar os nimeros, as formas,
a organizacao de estruturas algébricas, variacOes dentre outras. Em sua estrutura encontramos
subdreas, as quais possibilitam uma certa organizacdo de contetidos e conhecimentos relacio-
nados para uma melhor compreensdao da mesma. A Aritmética, por exemplo, € responsivel
pelo estudo dos nimeros e das operacdes aritméticas; a Algebra, pelo estudo das equagdes e
das expressoes algébricas; a Geometria encarrega-se do estudo das figuras geométricas planas
e espaciais, abordando perimetros, dreas, volumes e outros resultados pertinentes; temos tam-
bém a Trigonometria, que se ocupa do estudo das fung¢des trigonométricas, as quais relacionam
de forma unica medidas de angulos com o conjunto dos nimeros reais, entre outros. O ponto
principal nessa subdivisdo € o de que essas subdreas estdo totalmente interligadas e conectadas
entre si. Bem como, podemos dizer, que ela contribui de modo significativo para o avanco das
ciéncias de modo geral, e dessa forma para o bem da humanidade. Se tirdssemos tudo o que
temos sobre a matematica, o que nos restaria? Como viveriamos por exemplo, sem 0s nimeros
naturais? Essas reflexdes nos fazem entender a grande importancia que a matematica possui em
nossa vida. Serd que podemos transmitir essa importancia em nosso ensino? Como podemos

fazer isso?

Em todo esse tempo como docente, muitas palavras como: "matemadtica € dificil", "profes-
sora, ndo consigo"ou ainda "onde vou usar isso em minha vida"soam até hoje em meus ouvidos
de maneira recorrente. Percebo que os alunos de modo geral, jd possuem uma percepcdo a
respeito da disciplina que ja veio sendo construida e repassada ao longo das geracdes. Isso de
certa forma bloqueia o progresso da aprendizagem matemdtica de muitos alunos, cabendo a nos
enquanto professores, buscarmos maneiras de desconstruir essa ideia construida ao longo da
vida académica deles. Desse modo, algo que precisamos realizar em nosso cotidiano de sala de
aula é promover um ambiente propicio ao desenvolvimento do pensamento matematico e envol-
ver nossos estudantes no processo de ensino da matematica. Esse é um grande desafio devido
ao leque de varidveis que estdo envolvidas no processo de ensino e aprendizagem, entretanto

precisamos persistir em busca de realizar esse grande feito.

Segundo Duval (apud Freitas 2013, p.18) [10], em relacdo ao processo de compreensdo na
aprendizagem de matemdtica podemos considerar duas faces da atividade matematica, o qual as
chama de face exposta e face oculta. A primeira, compreendendo os objetos matematicos como

numeros, fungdes, equagdes, poligonos, poliedros, etc e a segunda, compreendendo os aspectos



cognitivos e epistemoldgicos especificos da matematica. Em relagdo a isso, podemos comple-
mentar e utilizar essa ideia para compreendermos melhor o processo de ensino e aprendizagem
de matematica, pois nesse sentido percebemos que quando vocé fala a palavra matematica para
alguém, a primeira ideia que vem a sua mente ¢ uma enorme quantidade de nimeros e simbolos,
operacoes, figuras e graficos. A principio sem significado algum, entretanto como professores
de matemadtica faz parte de nossa missdao ensinarmos essas coisas, ajudando-os a enxergarem a

face oculta, ao darmos um significado aos objetos matematicos que a face exposta contém.

Existem muitos fatores que podemos considerar quando falamos a respeito de enquanto
professores buscarmos métodos eficientes de ensino. Ao observar, por exemplo, a vivéncia em
sala de aula, bem como a vivéncia com outros colegas professores que atuam a mais tempo na
rede de ensino, especialmente no ensino bésico, destaco a disposi¢do em procurarmos capaci-

tacdo constante em nossa drea, visando sempre o aprimoramento de nossa pratica.

Além disso, evitar cair no comodismo que os livros didaticos podem proporcionar até
certo ponto, precisamos considerar a ideia de termos que pensar em estratégias, metodologias e
ferramentas que podemos utilizar para melhorar nossa pratica e com isso motivar o processo de

ensino e aprendizagem, contribuindo assim com aulas mais elaboradas e interessantes.

Outro aspecto que podemos considerar, seria procurar olhar a aprendizagem do ponto
de vista dos alunos, realmente podermos refletir sobre esses fatores podem nos inspirar por
encontrar meios e estratégias mais eficazes capazes de contribuir para melhorias no processo de
aprendizagem matematica.

Considerando tudo o que foi abordado - desde a importancia da matemadtica para a vida
cotidiana e para a sociedade como um todo até as formas de tornar seu ensino mais eficiente e
eficaz -, definiu-se como objetivo geral deste trabalho apresentar uma ferramenta interessante
e abrangente, capaz de atuar como facilitadora e auxiliar no ensino de matematica. Busca-
se, com isso, promover um ambiente de aprendizagem mais propicio e atrativo, que estimule
os estudantes a enxergar a disciplina de forma mais significativa, favorecendo o processo de

aprendizagem. Para isso, alguns objetivos especificos foram determinados:

* Apresentar o programa GeoGebra como uma importante ferramenta de ensino;
* Expor alguns conceitos basicos e definicdes matematicos;

* Realizar a abordagem desses conteudos utilizando a ferramenta GeoGebra.

Para Ferreira, Campos e Wodewotzki (apud Oliveira 2013, p. 163) [16], “a tecnologia é
essencial no processo de visualizagdo, e ela, por sua vez, ocupa um papel pedagégico fundamen-
tal na compreensio de conteidos mateméticos”. De fato, podemos utilizar a tecnologia como
nossa aliada e temos atualmente, grandes contribui¢des nesse sentido de através dela podermos
levar ao nosso aluno um conhecimento mais "tangivel", e interessante. A ponto de despertar a

curiosidade e questionamentos que contribuem para processo de aprendizagem de matematica.

2



Uma dessas, a quem destacamos com enfase é o software GeoGebra, um recurso acessivel e
disponivel para nos ajudar enquanto profissionais comprometidos com os bons resultados de

nossa prética.

De acordo com Lourengo (2002, p.105) apud Bonfim [5],

além de servir, de maneira clara, para
a exploragdo de resultados e para o in-
centivo de investigacdes, os softwares
educacionais podem sugerir caminhos
a realizacdo de demonstragdes des-
conhecidas, propondo artificios que,
muitas vezes, em demonstragdes for-
mais sao necessarios e de dificil com-
preensao (Lourengo, 2002, p. 105).

Desse modo podemos dizer que esse tipo de recurso € tido como um facilitador de apren-
dizagem, de modo a favorecer uma compreensao mais clara de contetidos até entdo abstratos e

complexos.

O presente trabalho traz uma abordagem especificamente de um dos contetidos mais abs-
tratos do ensino de matematica, que € o conteddo de fung¢des, e utilizaremos o software GeoGe-

bra como ferramenta de apoio.

No Capitulo 1, apresentamos o software GeoGebra, destacando suas principais funcio-
nalidades e seu potencial didatico. No capitulo seguinte, discutimos conceitos fundamentais
relacionados ao ensino de funcdes, com €nfase nas fungdes quadrética, cubica, exponencial e
logaritmica. Em cada caso, o GeoGebra € utilizado como ferramenta de apoio a visualizacdo e a
compreensdo dos contetidos explorados. Por fim, no Capitulo 3, apresentamos as consideracdes

finais deste trabalho.




Capitulo 1

O Software GeoGebra e Sua Importancia
no Ensino de Matematica

Uma das ferramentas que podemos utilizar como recurso para abordagem de contetidos
matematicos e assim, promover uma maior assertividade na assimilagdo por nossos alunos, é o
software matematico chamado GeoGebra, desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universi-
dade de Salzburg. Seu proprio nome sugere - nos uma ideia do que oferece em sua estrutura,
para contribuir significativamente com o ensino de matematica, abrangendo e relacionando Al-

gebra e Geometria, planilhas, graficos, estatistica e cdlculo em um sé ambiente.

Na Figura abaixo, apresentaremos a interface do GeoGebra Cléssico, cujo acesso pode
ser na versao online ou através de software instalado no computador. A versdo online encontra

-seno link https://www.GeoGebra.org/classic.

AL DO 4L N 2 b 4= Barra de Ferramentas’ Q

hC R

5
@

+  Entrada... N : ‘L“

Entrada? 3
2

: Configuracgoes 3

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1.1: Interface do GeoGebra Classico - Versao online

1': Local em que dar o acesso a todas as Ferramentas disponiveis, como por exemplo:

determinar os extremos de uma fungao, tragar poligonos e retas perpendiculares, etc.

2 : Local destinado para a inser¢do do comando para por exemplo, inserir a lei de formagao
de uma funcao;


https://www.GeoGebra.org/classic
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3 . Local onde configuramos detalhes especificos, como escala dos eixos, tamanho da
fonte, cores, malha quadriculada, etc.

De acordo com, Ribeiro e Souza (2016) [21]

Ao se utilizar o GeoGebra, nos en-
contramos com 0 mundo ja conhecido
dos softwares, mas ainda pouco ex-
plorado, que poderia nos fornecer um
leque muito interessante de praticas
educativas (...) acreditamos que a uti-
lizacao de estratégias como o software
GeoGebra pode tornar as aulas mais
dinamicas, o que implica numa parti-
cipacdo ativa do aluno e, de fato, auxi-
liar na promogdo de um ensino centra-
lizado no educando.

Nesse contexto, pode-se afirmar que dispomos de um instrumento valioso para o ensino e
a aprendizagem, com potencial para ser utilizado de forma eficaz em sala de aula. No entanto,
para que isso se concretize, € imprescindivel que o professor receba formagdo adequada para

sua utilizacdo. E com esse objetivo que se propde o presente trabalho.

Recursos de visualizagdo geométrica e algébrica encontram-se amplamente disponiveis
neste software, e a partir deste ponto, serdo explorados alguns deles, com vistas a construcdo e a
representacdo de contetidos diversos, tais como: funcdes, determinagdo de méximos e minimos,

raizes de funcdes, bem como a identificacdo de intervalos de crescimento e decrescimento.

Além de reunir diversas representagdes matematicas em um tnico ambiente, o GeoGe-
bra promove uma abordagem investigativa da Matematica, permitindo que os alunos testem
hipdteses, manipulem varidveis e observem resultados em tempo real. Essa interatividade fa-
vorece a construcdo ativa do conhecimento e estimula o pensamento critico e a autonomia dos

estudantes.

O software também atende a diferentes estilos de aprendizagem, tornando conceitos abs-
tratos mais acessiveis por meio de visualizacdes, simulagdes e animacdes, o que beneficia es-
pecialmente turmas heterogéneas. Sua versatilidade metodolégica permite uso em aulas ex-
positivas, trabalhos em grupo e projetos interdisciplinares, ampliando o repertdrio de préticas

pedagégicas.

Por fim, vale ressaltar que o GeoGebra potencializa, mas ndo substitui o papel do profes-
sor. Ao integrar essa ferramenta ao planejamento pedagdgico, o docente enriquece 0 processo
de ensino-aprendizagem e promove um ensino mais dinamico, participativo e alinhado as de-

mandas da cultura digital.

Em um mundo cada vez mais tecnolégico temos a necessidade de aprendermos a utilizar

os recursos disponiveis em prol de um melhor aperfeicoamento e atualiza¢do na pratica docente.

5
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O uso de tecnologias digitais, programas ou softwares - como o GeoGebra, por exemplo
- estd em conformidade com uma das competéncias da Base Nacional Comum Curricular -
BNCC (2017, p.9) [4] onde diz

Compreender, utilizar e criar tecnolo-
gias digitais de informacdo e comuni-
cacdo de forma critica, significativa,
reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se
comunicar, acessar e disseminar infor-
macoes, produzir conhecimentos, re-
solver problemas e exercer protago-
nismo e autoria na vida pessoal e co-
letiva.

Nesse sentido, estaremos utilizando de modo criativo, significativo e reflexivo a tecnolo-
gia digital em nossa pratica escolar mais precisamente no ambiente sala de aula para disseminar

e produzir conhecimentos matemdticos com o uso desta ferramenta como facilitadora auxiliar.

No capitulo a seguir, abordaremos o uso do GeoGebra como ferramenta auxiliar no ensino
de algumas fun¢des, com destaque para as fung¢des quadratica, cubica, exponencial e logarit-

mica.




Capitulo 2
Uso do GeoGebra no ensino de funcoes

O ensino de funcdes desempenha um papel fundamental na formagdo matematica dos
estudantes, sendo um dos conceitos centrais para a compreensio da Algebra e do Célculo. No
entanto, muitos alunos enfrentam dificuldades ao lidar com a abstracdo envolvida nesse tema.
Ferramentas tecnoldgicas, como o GeoGebra, surgem como aliadas no processo de ensino e

aprendizagem, proporcionando uma abordagem dinamica e interativa.

Este capitulo explora o uso do GeoGebra no ensino de funcdes, destacando como essa
ferramenta pode contribuir para a visualizacdo de conceitos, a exploraciao de propriedades e o
desenvolvimento do raciocinio matematico. Através de exemplos e aplicagdes praticas, busca-
se evidenciar os beneficios da utilizagdo do software para tornar o aprendizado mais intuitivo e
significativo. No Apéndice A apresentamos um quia prético para uso do GeoGebra no estudo

das fun¢des quadraticas, ctibicas, exponenciais e logaritmicas.

2.1 Funcoes

Nesta secao, exploraremos os principais conceitos e defini¢cdes sobre fungdes, fornecendo

uma base tedrica essencial para o entendimento do restante do capitulo.

Definicao 2.1.1. Dado dois conjuntos ndo vazios A e B, chamamos de fungd@o de A em B uma
relacdo ou regra que associa a cada elemento v € A um tinico elemento y € B. Denotamos

f:A— Belemos "fdeAem B". O valory correspondente a x serd denotado por f(x), ou
seja, y = f(x).

Definicao 2.1.2. Chamamos de dominio da funcdo f : A — B o conjunto A, denotado por
Dom(f)={x € A| f(z) € B}.

O conjunto B é chamado de contradominio de f. Jd a imagem da funcdo f : A — B é o
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subconjunto de B dado por
Im(f) ={y € B|y= f(z) para algum x € A}.
O grdfico de f é o conjunto de pontos do plano cartesiano R x R definido por
G(f) ={(z,y) €eR* |y = f(z) comx € A}.

Exemplo 2.1.1. Dados os conjuntos A = {1,4,7} e B ={0,3,12,15,21}. A relagdo de A em
B expressa pory = 3x, comx € Aey € B é uma fungdo.

De fato, através da Figura 2.1, a seguir, podemos notar que:

* Todos os elementos de A estio associados a elementos de B;

¢ Cada elemento de A estd associado a um anico elemento de B como demonstrado na

Figura 2.1.

B

Figura 2.1: Representagdo de uma fun¢do de A em B

Como o gréfico de uma fung¢do é formado por pontos da forma (z, f(z)), ele pode ser

representado geometricamente no plano cartesiano R x R.

Geometricamente, um conjunto de pontos representa o grafico de uma funcao se toda reta
vertical contiver no maximo um ponto desse conjunto. Veremos isso a seguir por meio de um

exemplo utilizando o GeoGebra.

Exemplo 2.1.2. O conjunto M = {(z,y), onde y = x7 + 2%+ 2%} representa o grdfico de uma
fungdo, jd o conjunto N = {(x,y), onde v = y" + y° + y?} ndo representa o grdfico de uma

fungdo. Verificaremos isso a seguir com uso do GeoGebra.
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* Para o conjunto M procedemos da seguinte forma: é fdcil ver que o conjunto M ¢é for-
mado pelos pontos da forma (x, v"+2°+x?). No GeoGebra Cldssico digitar (x, x* T+x"6+x"2)
apos isso aparecerd a curva que contém os pontos do conjunto M. Apds isso, na quarta
janela selecionar a fungdo "Reta Perpendicular'e clicar duas vezes espagadamente sobre

o eixo OX. Veja Figura 2.2.

kA 004N 2 e
O a = Cun A/ Reta Perpendicular

= (X x _—
( ? 7~ Reta Paralela

A = Pon X Mediatriz !

= (084 -é; Bissetriz

® f : RetaP: ;O Tangentes "
=x=-0 N Reta Polar ou Diametral
+ | Entrada.. f-/' Reta de Regressao Linear
25 2 15 -1 -05 0 05 ! e

C\jﬁ Lugar Geométrico

Figura 2.2: Representagdo Geométrica do conjunto M.

Desativando a ferramenta na primeira janela e clicando no ponto A na Figura 2.2 e mo-
vimentando horizontalmente veremos que a reta vertical intersecta a curva do conjunto

em, no mdximo, um ponto, portanto o conjunto M representa o grdfico de uma funcdo.

* Para o conjunto N procedemos de forma semelhante: é fdcil ver que o conjunto N é for-
mado pelos pontos da forma (y"+y°+y?, y). No GeoGebra digitar (v~ 7+y”6+y"~2,y)
a pos isso aparecerd a curva que contém os pontos do conjunto N. Seguindo os mesmos

passos feitos para o conjunto M, obteremos a Figura 2.3.
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R] A A OO LN =

O a= Curva((y7+y5+yz, y),y,—lO N e f ‘!' o
= (+y'+¥hy), (Fl0<y<10)
A = Ponto(EixoOx) H L
O = (045, 0) ® //
f : RetaPerpendicular(A, EixoOx) H 05
e
= x =045
+ Entrada... N
25 2 15 1 05 0 5 1 15 2
05
-1
| "]
_a_____———’——'//
-15

Figura 2.3: Representagdao Geométrica do conjunto N.

Movimentando horizontalmente veremos que em alguns pontos a reta vertical intersecta a
curva do conjunto em mais de um ponto, portanto o conjunto N ndo representa o grdfico

de uma fungdo.

Dessa forma, comeca-se a evidenciar a importancia do GeoGebra como recurso de apoio
no processo de ensino-aprendizagem da Matematica.

2.1.1 Classificacao das Funcoes

Nesta subsecdo apresentaremos alguns tipos de func¢des e alguns conceitos importantes

sobre elas, onde abordaremos algumas propriedades com o suporte do GeoGebra.

Definicao 2.1.3. Uma funcao f : A — B é chamada de sobrejetora (ou sobrejetiva) quando

todos os elementos do conjunto B sdo atingidos por algum elemento de A através da funcdo f.

Exemplo 2.1.3. Se temos a funcéo f : R — R, dada por f(x) = 22 ela é sobrejetora porque
todos os niimeros em R | (niimeros reais positivos) podem ser obtidos como resultado de algum
ntimero real x ao quadrado.

De fato, para cada y € R, tome x = \/y, de onde segue que f(x) = 2> = (\/y)* = y.

Definicao 2.1.4. Uma funcdo f : A — B é chamada de injetora (ou injetiva) se ndo houver
dois valores diferentes em A que tenham a mesma "saida"em B. Em outras palavras, para cada

y € B existe um tinico x € A tal que f(x) = y.

Observacdo 2.1.1. A defini¢do 2.1.4 € equivalente a dizer que f(x) = f(y) implica em x = y.

Geometricamente, uma funcdo € injetiva quando toda reta horizontal(paralela ao eixo

OX) intersectar o grafico de f em no maximo um ponto.

10
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Exemplo 2.1.4. Considere a fungdo f : R — R dada por f(x) = x + 1. Iremos mostrar que f
é injetiva. Suponha x,y € R tais que f(x) = f(y), ou seja, x + 1 = y + 1. Isso implica x = v,

0 que torna a fungdo injetiva.

A injetividade de uma funcdo pode ser verificada geometricamente usando o GeoGebra,

veja como serd feito no Exemplo 2.1.5 a seguir.

Exemplo 2.1.5. A fungdo f : R — R ; f(z) = x° + 2x, representa uma fungdo injetiva, ou
seja, f(x) = fy) <= v =uy.

No GeoGebra Cldssico fazer o grdfico de f(x) = x° + 2x. Em seguida, na quarta
janela, selecionar a funcdo "Reta Perpendicular”e clicar duas vezes espacadamente no eixo

OY obtendo uma reta horizontal. Veja Figura A.20.

. o 4
A 004N e
O flx) = XE)( Reta Perpendicular 4
A = Pon-"_" Reta Paralela
= (0,0 >< Mediatriz ’
g : Perpe ,é;’ Bissetriz

=y=0 #O Reta Tangente

+ Entrada... .XQ Reta Polar ou Diametral

f-/. Reta de Regressao Linear

C\ﬁ Lugar Geométrico
a 3 2 e 9 1 2 3 3 5

-2

Figura 2.4: Graficode f : R — R ; f(z) = 2° + 2z

Apds o processo anterior, desativar a fungcdo na primeira janela, clicar no ponto de inter-
secdo da reta com o eixo OY e movimentar a reta verticalmente. Assim podemos perceber que

a reta intersecta o grdfico de f ¢ um tinico ponto. Portanto podemos garantir que f ¢é injetiva.

Definicao 2.1.5. As funcoes podem ser classificadas conforme seu comportamento em relacdo

ao crescimento ou decrescimento:

1. Crescente: Quando x1 < xo implica que f(x1) < f(x2).
2. Decrescente: Quando x1 < x5 implica que f(x1) > f(x3).

3. Ndao-decrescente: Quando v, < x5 implica que f(x1) < f(x2) (a fungdo pode permane-

cer constante ou aumentar).

11
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4. Ndo-crescente: Quando v, < xo implica que f(x1) > f(x2) (a fungdo pode permanecer

constante ou diminuir).

Podemos analisar uma func¢ido como visto no Exemplo 2.1.5, de acordo com seus inter-
valos de crescimento e decrescimento. O uso do GeoGebra nos permite uma abordagem visual

bastante interessante a qual estaremos apresentando e descrevendo a partir do exemplo a seguir:

Exemplo 2.1.6. Analise a funcdo f : R — R; f(x) = 2® + 222 quanto aos seus intervalos de

crescimento e decrescimento, com o uso do GeoGebra.

= GeoGebra Calculadora ( A/ Grfca ~ <
® Raiz(f) H PN z|¥ 0o
;E; =A=(20)
a @ B = (0,0) 8
o Extremo(f)
- | ® 1
L = C=(-1.33,119) ¥
B @ D = (0, 0)
05
@ ° :
S e 5 @ A D «
&
o P = (a f(2) : 2 15 ] 05 0]B 05 1 15 2 25 3
= (-1.7, 0.87) a=-17
05
® g : Tangente(P,f(x)) § g "
=y = 187x + 4.05 a
4
+ | Entrada... a
~15
[z} !

Figura 2.5: Inclinagdo da reta tangente ao grafico no intervalo (—2; —1, 33)

Solucdo. Observe no grafico apresentado na Figura 2.6 que no intervalo (—oo; —1,33) a reta
tangente aponta para cima significando inclinacdo positiva o que remete a conclusido de que
f(x) = x® + 2x é crescente neste intervalo.

De modo andlogo, podemos analisar no intervalo (—1,33;0) e concluimos que neste in-
tervalo a funcdo € decrescente, visto que a inclinag@o da reta tangente ao grafico é negativa, ver
Figura 2.6.
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Figura 2.6: Inclinag@o da reta tangente ao grafico no intervalo (—1,33;0)

No intervalo (0, 4+00) como mostra a Figura 2.7, a inclinagéo da reta tangente é positiva

o que nos faz concluir que neste intervalo a funcao € crescente.

f"-'l

Figura 2.7: Inclinagdo da reta tangente ao grafico no intervalo (0, +00)

O

A visualizacdo geométrica das propriedades de uma funcio € crucial para o entendimento
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da teoria envolvida, e, nesse contexto, o uso do GeoGebra se revela fundamental. Ao longo desta

dissertagcdo, veremos como essa ferramenta desempenha um papel importante nesse processo.

2.2 Zeros de Funcoes

A seguir, discorreremos a respeito do conceito de zeros de fungdes o qual serd exemplifi-

cado graficamente e por meio de exemplos.

Definicao 2.2.1. O zero ou raiz de uma funcdo f é o valor de x para o qual o valor da fun¢do

aplicada em x ¢ zero, ou seja, f(x) = 0.

Exemplo 2.2.1. Seja a fungdo f : R — R, dada por f(x) = 2* + 5x + 6. Os zeros dessa

fungdo sdo os valores de x para os quais f(x) = 0. Nesse caso, v = —2 e x = —3 sdo zeros,
pois f(=2) =0e f(—3) = 0.

Geometricamente, os zeros ou raizes de uma funcdo f, sdo as abscissas dos pontos em

que seu grafico intersecta o eixo OX. Veja Figura 2.8 a seguir.

\
f

Figura 2.8: Grifico da funcio f(x) = 22 + 5z + 6.

As abscissas dos pontos A e B sdo, neste caso os zeros ou raizes da fungao.

De modo geral, para determinar os zeros ou raizes de uma fung@o f basta resolver a
equagdo f(z) = 0, ou seja, determinar todos os valores de = para que f(z) = 0. Veja um

exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.2. Seja f : R — R, dada por f(x) = x> — 4x. Determinamos os zeros ou raizes
de f ao resolvermos a equacdo dada por: v®> —4x =0 = z(2* —4) =0 = x = 0ou
22 —4=00quenosdix=0,v=—2,x =2 como solugdes, e a estes chamamos de zeros ou

raizes da funcdo f.
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4 3 3 4 5 6 7 8
5
i
Figura 2.9: Grafico de f(x) = 2 — 4x
Notemos que os valores z = 0,z = —2, x = 2 possuem imagem igual a 0, isto é f(z) = 0
parax = 0,0 = =2, = 2.

Para determinar os zeros de uma fung¢fo f através do GeoGebra basta construir seu grafico
e escolher as abscissas dos pontos de intersec¢do do grafico de f com o eixo OX. Veja as figuras
2.8¢2.9.

Podemos perceber que o GeoGebra € um recurso didatico fundamental para tornar mais
concreta a compreensao de propriedades importantes das funcdes, como injetividade, sobreje-
tividade e monotonicidade. A possibilidade de manipular graficos dinamicamente, tracar retas
horizontais ou tangentes e visualizar em tempo real o comportamento da fun¢do permite que
os estudantes desenvolvam intui¢des geométricas e articulem conceitos algébricos com repre-
sentacdes visuais. Essa abordagem estd em alinhamento com as orientacdes da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), que destaca a importancia de articular diferentes representacdes
matematicas - algébricas, graficas e geométricas - no processo de ensino e aprendizagem, bem
como de integrar recursos tecnoldgicos como ferramentas que potencializam a construgdo de
significados e o desenvolvimento do pensamento matemédtico. Ao explorar visualmente o com-
portamento das fungdes e suas propriedades, os estudantes ampliam sua compreensdo concei-
tual e fortalecem conexdes entre teoria e pratica. Assim, o0 GeoGebra ndo apenas complementa

a abordagem tradicional, mas potencializa o aprendizado ao favorecer a construg¢io ativa do

15



Capitulo 2. Uso do GeoGebra no ensino de funcdes

conhecimento matematico.

O restante deste capitulo serd dedicado ao estudo de quatro tipos especificos de fungdes,
com o apoio do GeoGebra. Abordaremos, de forma mais detalhada, as funcdes quadréticas,
cubicas, exponenciais e logaritmicas, explorando suas propriedades, graficos e aplica¢des por

meio de uma abordagem visual e interativa.

2.3 Funcoes Quadraticas

Trataremos a partir de agora sobre a funcdo quadratica, onde alguns conceitos e defini¢des

a seu respeito serdo apresentados e explorados por meio de exemplos e ilustragdes graficas.

Definicao 2.3.1. Chamamos de Func¢ao do 2° grau ou Func¢ao quadratica, roda funcdo f :
I — R do tipo f(x) = ax® + bx + ¢, com a,b,c € R, a # 0 e I um conjunto formado por

nimeros reais.

Exemplo 2.3.1. A funcdo f : R — R, onde f(z) = x* — 3z + 2 é uma fungdo quadrdtica.

Os zeros da funcdo quadrética, correspondem as raizes reais da equacao do 2° grau cor-

respondente.

Exemplo 2.3.2. Seja f : R — R, onde f(x) = 2* — 3x + 2, podemos dizer que os zeros desta
fungdo sdo os valores de x para os quais vale f(x) = 0. Usando a formula de Bhdskara, que

serd apresentada na sequéncia, encontramos: 1 = 2 e xo = 1. Estes sdo os zeros de f(x).

A seguir apresentaremos a forma candnica de uma fun¢do quadratica, e esta forma faci-
lita a determina¢do de maximos, minimos bem como também obter a tdo famosa Férmula de
Bhéskara.

Proposicao 2.3.1. Toda funcdo quadrdtica f(x) = ax® + bx + c pode ser escrita como

flz) = +b A de A =1V —4 2.1)
r)=a\|\x % 4a,0ne = ac. .

A formula dada (2.1) é chamada de forma candnica de f.

Demonstracdo. Demonstragdo baseada em Ferreira, p.22, 2018 [9]. Usando algumas manipu-
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lagdes algébricas e o método de completar quadrados obtemos o seguinte.

2b
f(x)=ar®* +bz+c = ( +2—Z;+C)

2 2bx N b? b2 c
= qal|lz*4+—4+———+—
2a 4q? 4a2 a

b2 b? 4ac
- <<x+2a)  4a? 4a2>
b\2 b? — dac
) -(25)
b\> A
= a(x—{—%) —@.

b 2
De onde segue que f pode ser escrita da forma f(z) = a (x + 2—) - —. |
a

Exemplo 2.3.3. Escrever a fungdo f(z) = 2* — 3z + 2 na sua forma candnica.

Solucdo. Aplicando o que foi deduzido como forma canodnica de uma fung@o quadratica, temos
que:

O

Como consequéncia da forma candnica da func¢io quadrética de f podemos obter a famosa
férmula de Bhaskara. De fato, se x € um zero de f entdo pela forma candnica temos

f(a:)za(:b’—i—i)Q—é:Oa

b 2 A
“\"T2%) T

Como a # 0, entdo podemos dividir ambos os lados da equacdo anterior obtendo

b A
v 2 )  4a?’

de onde segue que
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b [ A
passando a raiz na equagdo anterior obtemos x + 50 = + 12 De onde segue que
a a

Tr =

b VA —bE Vb —dac
B 2a

- . (Férmula de Bhaskara)
2a 2a

Uma outra consequéncia da forma canonica de f é que seu grafico € uma pardbola.

Geometricamente, define-se uma pardbola como o conjunto dos pontos do plano que sao

equidistantes de um ponto fixo, chamado foco, e de uma reta fixa, chamada diretriz.

Seja F' = (h, k) o foco e seja a reta y = d a diretriz. Desejamos encontrar o conjunto

de todos os pontos P = (z,y) tais que a distincia de P ao foco seja igual a distncia de P a
diretriz, ou seja,

dist(P, ') = dist(P, diretriz), (2.2)

onde dist(P, F) = /(z — h)? + (y — k)2 é adistancia do ponto P = (z,y) ao foco F = (h, k)
e dist( P, diretriz) = |y — d| a distancia do ponto P = (z,y) a reta horizontal y = d .

Assim, a equacao em (2.2) pode ser reescrita da forma

Vie—h2+(y—k)? =y —dl,
de onde segue que

(&= h)?+(y—k)* = (y - d)*.
Isolando y na tltima expressdo obtemos

A
y_2(k_d)(:€ h)* + 5(d+ k). (2.3)

Igualando os segundos membros equagdes (??) e (2.3) obtemos

b A+1 1-A
h——%,d—— 10 ek = 10

Assim, podemos concluir que o grafico da fun¢do quadrdtica f(z) = axz? + bx + ¢ é uma

parabola com:

b 1+ 4ac—1V?
e focoF =|——, ———— |.
oco ( 2a’ 4a )
o b’ — dac+ 1
e reta diretrizy = ————.
4a

Clique para ver a ilustragdo geométrica.

Na subsecdo € apresentado mais uma importante aplicacdo da forma candnica da fungao

quadratica.
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Capitulo 2. Uso do GeoGebra no ensino de funcdes

2.3.1 Maximos e Minimos da Funcao Quadratica

Primeiramente, definiremos os conceitos de maximo e de minimo de forma geral, ou seja:
para uma fun¢do qualquer, sem restri¢des especificas sobre seu comportamento. Esses concei-
tos sdo fundamentais para a compreensdo do comportamento das func¢des, pois nos permitem
identificar pontos de interesse em que a funcdo atinge seus valores mais altos ou mais baixos

em um determinado intervalo ou dominio.

Definicdo 2.3.2. O valor mdximo de uma funcdo f em um conjunto A C D(f) é o maior valor
que f(x) assume em A. O valor minimo é o menor valor que f(x) assume em A. O ponto onde
f assume valor mdximo é chamado de ponto de mdximo, e o ponto onde f assume valor minimo

€ chamado de ponto de minimo de f,

Exemplo 2.3.4. O ponto de minimo de f(x) = 2% é x = 0 e o valor minimo de f é 0, pois

f(x) =2* 2 0= f(0).

Podemos visualizar isso através do grafico apresentado na Figura 2.10. Note que o menor valor
que f(x) assume ocorre quando x = 0, e nesse ponto, temos f(0) = 0. Assim, dizemos que
x = 0 é o ponto de minimo da funcio, jd que nenhum valor de x no dominio da funcdo resulta

em um valor de f(z) menor do que f(0).

f y

A= (0, 0)

-8 —7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-1

-2

Figura 2.10: Grafico de f(z) = 22

Exemplo 2.3.5. O ponto de mdximo de f(x) =1 — 2? é x = 0 e 0 valor mdximo de f é 1, pois

flz)=1—-22<1= f(0).

Como descrito na Figura 2.11 abaixo, a fun¢do atinge seu valor mdximo em = = 0, que é o

ponto de méximo, pois é nesse ponto que a fungio alcanca o maior valor, ou seja, f(0) = 1.
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y

3

2

LA=0D)

X
-7 6 -5 4 3 -2 F1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1
-2
-3
-4
-5
-6
f

Figura 2.11: Graficode f(x) =1 — 2?

Na sequéncia iremos estudar o maximo e minimo da func@o quadratica usando apenas a

forma candnica e sem o uso de derivadas nem conhecimento avangado de cdlculo diferencial.

Teorema 2.3.2. Seja a funcdo quadrdtica f : R — R, f(x) = ax® + bx + ¢, coma # 0. O
b

ponto de mdximo ou de minimo de f é dado por x, = ~5g e seu valor mdximo ou minimo é
a
A
dado por y, = —— onde A = b* — 4ac.
4a
b A
Demonstracdo. Da Proposi¢ao 2.3.1 temos f(x 2— o Se a > 0, temos
da
b\? b\> A _ A
— ] > 0. Assi - > — = v R,
a (m—l— 2@) > 0. Assim, f(x) = (x+ 2@) 2 I = f(z,) paratodo z € R, ou
seja, Y, = ~Ta € o valor minimo de f e x, ponto de minimo.
a
b\ 2 b\° A -A
Sea < 0,t — ) <0. Assim, — 2) 2 <2
ea emos a (a:+ Qa) < ssim, f(z) =a (x+ 2@) =S 1. f(z,) para
todo x € R, ou seja, y, = o € o valor maximo de f e x, ponto de maximo.
a
Concluindo a prova do teorema. |

Observacao 2.3.1. Motivou -se usar a letra v subescrita, pois conforme as figuras abaixo, o
ponto e o valor seja de mdximo ou de minimo, correspondem as coordenadas do vértice do

grdfico (pardbola) de f.

Podemos visualizar graficamente conforme apresentado na Figura 2.12:
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Y a > ()

Figura 2.12: Ilustracao grafica do minimo de uma fun¢do quadratica

Na Figura 2.12, apresentamos a pardbola que representa o grafico da fungio quadrética f(z) =
ar + bx + ¢ com a > 0, cuja concavidade € voltada para cima e possui como vértice o ponto
V = (24, ¥s), as coordenadas de V' correspondem ao ponto de minimo e valor minimo de f,

respectivamente.

y a < (0

Figura 2.13: Ilustracdo grifica do mdximo de uma funcdo quadratica.

Na Figura 2.13, apresentamos a pardbola que representa a fun¢do quadritica f(x) = ax +

bxr + ¢ com a < 0, cuja concavidade € voltada para baixo e possui como vértice o ponto

b A )
V = (—2—, —4—), as coordenadas de V' neste caso, correspondem ao ponto de maximo e valor
a a
maximo de f, respectivamente.

21



Capitulo 2. Uso do GeoGebra no ensino de funcdes

A seguir, apresentamos alguns exemplos que podem ser resolvidos fazendo uso do Teo-
rema 2.3.2.

Exemplo 2.3.6. Um agricultor possui 16 metros de arame para cercar terrenos no formato
retangular, quais as dimensées - de comprimento e largura - mdximas de um terreno neste

formato para o qual a drea cercada seja mdaxima?

Solucdo. Sejam x e y as dimensdes do terreno no formato retangular. Podemos dizer que:
2 + 2y = 16 (2.4)

Seja A a area do terreno dada por:
A=uzxy (2.5)

De24,z+y =8 = y = 8 — x, substituindo em 2.5 encontramos A(z) = z.(8 — z) =
—x? + 8z representa a drea. Devemos buscar o ponto de maximo e o valor méximo da fungio
A(z) = —a* + 8.

b . .
De acordo com o Teorema 2.3.2, o ponto x, = —— € candidato a ponto de maximo ou
a
de minimo de A(z). Como em A(z) temos a = —1 e b = 8, entdo o candidato a ponto de
. . 8 Y
maximo ou de minimo € z, = 5, = R = 4. Além disso, como a = —1 < 0, podemos
a —

afirma que =, = 4 é ponto de maximo de A. Logo, as dimensdes do terreno para as quais a area

sejamaximasio: x =4dey=8—-4=4ouy =4

Analisando graficamente a seguir temos:

61y A= (4, 16)

B=(0,0) C=(80) X
16 —14 -12 -10 -8 6 4 =2 0 2 4 6 \ 10 12 14 16 18 20 22 24

Figura 2.14: Gréfico de A(z) = z.(8 — )

Note que, a fungdo atinge valor maximo igual a 16 para = = 4, isto é, o ponto de mdximo
de A(z) é x = 4, e o valor maximo é A(x) = 16, confirmando graficamente que as dimensdes

do terreno para as quais a area seja maxima sdo: r =4dey=8—-4=4ouy = 4.
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O

Exemplo 2.3.7. [17, Problema R5. Cap 7, p. 206] Sabe-se que, sob certo dngulo de lanc¢a-

mento, a altura h atingida por uma pedra, em metro, em funcdo do tempo t, em décimo de
2

—t
segundo, é dada por h(t) = 0 +t.

a) Em quanto tempo, apos o langcamento, a pedra atinge o solo, suposto no mesmo plano hori-

zontal de onde ela foi lancada?

b) Qual a altura mdxima atingida pela pedra em relacdo ao plano horizontal de onde foi lan-

cada? e em quanto tempo, apos o lancamento, a mesma atinge a altura mdxima?

Solucgao. a) Nesse caso podemos relacionar o tempo em que a pedra atinge o solo com o tempo
em que a altura € zero. Desse modo, podemos dizer que corresponde aos zeros da funcgdo.
2

—1
Fazendo h(t) = 0, temos: h(t) = —— +t = 0, ao resolvermos encontramos ¢ = 0 ou ¢t = 60
sdo as raizes ou zeros de h(t). A raiz positiva, isto é, ¢ = 60 indica o tempo em que a pedra
atinge o solo apds o langamento.
b) A altura méaxima atingida corresponde a ordenada do vértice V' da parabola que € o
A
grafico da funcdo: h(t), = 1 h(t), = 15.
a
Bem como, o tempo para que a pedra atinja a altura mdxima corresponde a abcissa do do vértice
V', dada por: t, = %4 = t, = 30.
a
Dessa forma, concluimos que a altura mdxima € 15 metros, e o tempo para que a pedra

atinja a altura méxima é de 30 décimos de segundos, em outras palavras temos o valor mdximo

e o ponto de méximo da funcdo.

O

Exemplo 2.3.8. [17, Problema R6. Cap 7, p. 207] Uma indistria produz diariamente x kL
(quilolitro) de oleo de milho, com 2 < x < 7. O custo y de produgdo didrio, em real por
quilolitro de dleo produzido, é dado pela funcdo y = 402> — 400z + 2600. Qual deve ser a

producdo didria para que o custo seja minimo? E qual é o custo didrio minimo?

Solucao. A producdo didria para que o custo seja minimo, corresponde a abcissa do do vértice

V', dada por: z, = o = 1, =0O.
a
Além disso, o custo minimo corresponde a ordenada do vértice V' da pardbola grafico da
A
fun¢ado: y, = —— =— y, = 1600.
4a

Dessa forma, concluimos que a custo minimo é de R$1600, 00, e a produgio didria para a
qual o custo é minimo € de 5 £ L, em outras palavras temos o valor minimo e o ponto de minimo

da funcdo. Veja na Figura 2.15 que o valor minimo correspondente € de fato 1600.

23



Capitulo 2. Uso do GeoGebra no ensino de funcdes

A

5, 1600)
=30 =20 -10 0 10 20 30 40

Figura 2.15: Grifico de y = 4022 — 400z + 2600

O

O ponto A em destaque no grifico de coordenadas (5,1600) indica o vértice da pardbola da
funcdo quadratica que modela o problema em destaque, onde seu valor minimo é 1600 e cujo

ponto de minimo € 5.

2.3.2 Estudo do comportamento do grafico da funcao quadratica através

de seus coeficientes

Os coeficientes de uma funcdo quadrética, conforme apresentado na Defini¢do 2.3.1, de-
sempenham um papel fundamental na determinagdo das caracteristicas do seu grafico. Cada
coeficiente influencia diferentes aspectos da pardbola associada a funcao: o coeficiente a define
a concavidade e a taxa de crescimento ou decrescimento da curva; o coeficiente b afeta a po-
sicdo do vértice e a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de intersec¢do com o
eixo y; e o coeficiente c representa a interse¢ao do grafico com o eixo y e a medida que c varia,
o grafico de f se movimenta verticalmente. Portanto, analisar esses coeficientes nos permite
compreender melhor o comportamento da funcdo e interpretar suas propriedades geométricas

de maneira mais clara e precisa.

Para visualizar o comportamento do grafico de uma funcdo quadrética, basta digitar ax " 2+bx+c

no GeoGebra, apertar a tecla ENTER e depois variar os coeficientes a, b e c.

A seguir, daremos mais detalhes sobre a funcdo de cada coeficiente sobre o coportamento

do gréfico da funcdo quadratica.

* O coeficiente a determina a concavidade da pardbola, como descrito anteriormente. A
Figura 2.16 abaixo ilustra claramente o comportamento da fun¢do quadrética f(x) =

ax? + 3z + 2 2 medida que o coeficiente a varia.
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678910\

Figura 2.16: Gréfico construido usando a ferramenta do controle deslizante no GeoGebra

Note que a concavidade muda a medida que o a varia assumindo valores positivos ou

negativos.

Além disso, podemos perceber que, & medida que |a| aumenta, a fungdo cresce ou de-
cresce mais rapidamente, tornando a concavidade da pardbola mais fechada. Por outro lado,
quando |a| diminui, a abertura da concavidade aumenta, fazendo com que o gréfico da fungéo
se aproxime de uma reta a medida que a tende a zero. Mas por que isso acontece? A observacao
da variagdo do coeficiente a a permite compreender como ele afeta a concavidade e a abertura

da parabola, sendo um elemento-chave para explorar diferentes configuragdes dessa fungdo.

Observe que, o coeficiente a sendo 0 a funcdo deixa de ser uma fun¢do quadrética pas-

sando a ser uma funcao afim cujo grafico é uma reta como mostra a Figura 2.17 a seguir.
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=

o

~

w

N

-3
f(x) 3 0 X2+ 3x + 2

Figura 2.17: Ilustracdo gréfica do caso a = 0

Veja que, no gréfico apresentado na Figura 2.18 abaixo, conseguimos visualizar melhor a

reta que representa o grafico de f quando a = 0.

f(x) =0 x2+ 3x+ 2
-4

Figura 2.18: Griéfico de f quando a = 0.

* O coeficiente b estd relacionado a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de

intersecdo com o eixo Y.

Antes de darmos continuidade a anélise do comportamento de f através de seus coefici-
entes, falaremos um pouco sobre coeficiente angular e reta tangente ao grafico de uma fungdo
quadratica.

Dizemos que uma reta r é tangente ao grafico de uma funcio quadratica f quando hd um
unico ponto de interse¢do entre r ¢ f e, além disso, o grafico da fungdo f fica inteiramente

contido em apenas um dos semiplanos determinados pela reta ». Ver Almeida [1], Defini¢ao
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3.3.3, p. 43. Em outras palavras, isso significa que a intersecdo entre r ¢ f possui um unico
ponto e que 7 ndo € paralela ao eixo Y.

Diante dessa defini¢do, surge a seguinte pergunta: como saber se uma reta r € tangente ao
grafico de uma funcao quadratica?

Para determinar se uma reta r é tangente ao grafico de uma fun¢do quadrética f(z) =
ax? + bx + ¢, verificamos se elas possuem exatamente um ponto em comum e se 7 nio é

paralela ao eixo Y. Isso pode ser feito da seguinte forma.

Para que a reta r ndo seja paralela ao eixo Y, sua equacdo pode ser escrita da seguinte

forma: y = mz + n.

Para encontrar os pontos de intersecio entre a reta e a pardbola, igualamos as equacoes:
az® 4+ bx + ¢ = mx + n.

Reorganizando os termos:
az® + (b —m)x + (c —n) = 0.

Essa € uma equacdo do segundo grau na varidvel x. Para que a reta seja tangente ao grafico da
funcdo quadriética, essa equagdo deve ter uma unica solucio real, ou seja, seu discriminante

deve ser igual a zero. O discriminante é dado por:
A = (b—m)* —4a(c—n).
Se A = 0, a equagdo tem uma unica solucdo, o que significa que a reta toca a pardbola em um

Unico ponto e, portanto, é tangente ao grafico da fung¢do quadratica.

O coeficiente angular de uma reta, também chamado de inclinacio da reta, indica a taxa
de variacdo de y em relacdo a z. Ele determina o qudo inclinada a reta estd e o sentido do seu

crescimento.

Matematicamente, dados dois pontos (z1,1) e (22, y2) pertencentes a reta, o coeficiente

angular m € calculado por:
Y2—U
o= —
To — X1

Se a equacdo da reta estiver na forma reduzida y = max + n, entdo m € justamente o coeficiente

angular.
Interpretacao geométrica:
- Se m > 0, areta € crescente (sobe da esquerda para a direita).
-Se m < 0, areta é decrescente (desce da esquerda para a direita).
- Se m = 0, areta é horizontal.

- Se areta for vertical, o coeficiente angular ndo esta definido, pois a variacdo de x € zero,
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tornando a fracdo indefinida.

Retomaremos agora a andlise do coeficiente b.

Quando b > 0 o gréfico de f corta o eixo Y no sentido crescente, ver Figura 2.19.

W

-8 -7 -6

Figura 2.19: Gréfico da func¢do quadratica quando b > 0

A reta h € a reta tangente ao gréfico de f e aponta no sentido positivo do eixo Y , como

ilustrado na Figura 2.19 . O valor de b € o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da

fun¢do quadrdtica no ponto (0, ¢).

Quando b < 0 o grafico de f corta o eixo Y no sentido decrescente, ver Figura2.20.

-8

Figura 2.20: Gréfico da funcdo quadritica g quando b < 0
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Quando b = 0 a reta tangente € paralela ao eixo X, isto €, seu coeficiente angular € 0, de
fato isso ocorre quando o vértice da pardbola possui coordenadas (0, ¢).

y
f(z) x4 34+ 2
ge\=1x2+0x+2
6
5

4

Figura 2.21: Grafico da funcdo quadrética g quando b = 0

Seja y = mx + n a equagdo da reta h tangente ao grafico de f no ponto (0, c). Assim,
temo que ¢ = m0 + n = n, lodo n = c e assim a reta h tem equagdo y = mx + c. Para que
h seja tangente ao grafico de f € necessdrio a reta e o grafico de f tenha um dnico ponto em
comum, ou seja, € necessério que a equagdo ax? + (b — m)x + (¢ —n) = 0 tenha uma tnica
solugdo, onde isso acontece de A = (b—m)* —4a(c—n), ou seja, se A = (b—m)? pois ¢ = n,
o que implica b = m. Portante b é o coeficiente angular da esta h tangente ao grafico de f no
ponto (0, c).

Para visualizar geometricamente por meio do GeoGebra, proceda da seguinte forma:

* Abra o GeoGebra Cléssico e digite ax~2 + bx + c, pressionando Enter em seguida.
* Em seguida, digite bx + c e pressione Enter novamente.

* Varie o coeficiente b e observe o que acontece com o grafico da pardbola em relagdo a
reta.

Essa exploracdo permite compreender melhor o papel do coeficiente b na posi¢do e orien-

tacdo do gréfico da funcdo quadratica.

* O coeficiente ¢ corresponde ao ponto de interse¢do do grafico de f com o eixo Y e, a
medida que c varia, o grifico de f se desloca verticalmente. E facil ver que o grafico de f
intersecta o eixo Y quando = = 0, ou seja, o ponto (0, ¢) pertence ao grafico de f. Como

ilustrado a seguir, a variagcdo de ¢ provoca um deslocamento vertical da parédbola.
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\\ Ik

ge\=1x2+3x+ 5,

——

1 2 3 4 5 6 7 8 9 to—@1 12 13 14

Figura 2.22: Variagio do Coeficiente ¢ da Func¢@o quadratica no intervalo [2, 5]

Note que, na Figura 2.22 o coeficiente ¢ cresce no intervalo [2,5] o que produziu no
grafico uma trajetdria no sentido positivo do eixo Y, trajetoria essa destacada no gréfico.

| g N
=1 x2+3x-14 °

8 -7 6 -5 -4 V/12345678910

c=-14
®

Figura 2.23: Variagio do Coeficiente ¢ da Funcdo quadritica no intervalo [—1.4, 2]

Do mesmo modo, a Figura 2.23 expressa a trajetoria do grafico a medida que o pardmetro
¢ decresce no intervalo [—1.4, 2], em que o grifico se desloca verticalmente no sentido
negativo do eixo Y.

A partir da andlise geométrica realizada anteriormente com base nos coeficientes da fun-

¢do quadrdtica f(x) = ax®+ bx +c, podemos observar que, ao manter o coeficiente a fixo
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e variar os coeficientes b e ¢, o grafico de f sofre apenas transformagdes por translaco.

Ou seja, o grafico muda de posi¢do no plano cartesiano, mas mantém sua forma original.
Esse comportamento pode ser comprovado através da forma canonica:
Sejam as fungdes

b

2
A 2
%) ~ 1 com A = b° — 4ac,

fl@)=a <x+

N
b A X 3 .
g(x)-a(x—i-%) ~ com A = b° — 4ac.

Seus respectivos graficos sdo dados por

Gf={<x,y>eR2:y:f<x>}={<x,y>eR2:y=a(x+i) A}7

2a  4a
e
N2 -
Go={(r,y) eR*:y=g(x)} = (r,y) eER*:y=a :1;—1—i _A
! 7 7 2a 4a

Nosso objetivo € mostrar que Gy e Gy t€ém a mesma forma geométrica, diferindo apenas

por uma translacao.

Definamos os parametros de translacao:

b—1b A=A
2a ' da

ag =

Observe que:

:a((x—i—ao)—l—%)g— (%—c())

Portanto, temos a relagﬁo:
g(x) = f(z + ao) + co.

Isso significa que o grafico de g é obtido a partir do grafico de f por uma translacdo. Em
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termos de conjuntos:
Gy =A{(z,y) = (u—ao, f(u) + co) : (u, f(u)) € Gy}

Como a translagdo € uma transformacgado que preserva a forma geométrica do grafico, con-
cluimos que os gréficos Gy e G, representam a mesma pardbola em posi¢des diferentes
no plano.

Para visualizar geometricamente por meio do GeoGebra, siga 0s passos abaixo:

— Abra o GeoGebra Classico e digite ax~2 + bx + c, pressionando Enter em se-

guida.

— Varie o coeficiente c e observe o que acontece com o gréifico da pardbola.

Essa exploragdo permite compreender melhor o papel do coeficiente ¢, que € responsavel
por deslocar a pardbola verticalmente no plano cartesiano, sem alterar sua concavidade
ou inclinacao.

O estudo do comportamento do grafico da fun¢do quadraitica por meio de seus coeficien-
tes € uma abordagem essencial no ensino da Matematica no Ensino Médio, pois permite que os
alunos desenvolvam uma compreensao mais intuitiva e visual das propriedades dessa fungdo.
Ao relacionar os coeficientes a forma e posi¢do do grafico, os estudantes conseguem perce-
ber padrodes e regularidades que facilitam a interpretacdo geométrica e algébrica das equagdes
quadraticas. Além disso, observa-se que o uso de ferramentas tecnoldgicas, como o GeoGebra,
pode contribuir para tornar o aprendizado mais dindmico e interativo, favorecendo a experimen-
tacdo e estimulando a andlise critica por parte dos estudantes. Dessa forma, essa abordagem ndo
apenas reforca conceitos matematicos fundamentais, mas também estimula o raciocinio 16gico
e a resolucdo de problemas, competéncias essenciais para o desenvolvimento académico dos

alunos.

2.4 Funcao Cuabica

Nesta se¢do, estudaremos o comportamento da funcdo cubica de forma semelhante ao
que foi feito com a func¢do quadratica. No entanto, devido a maior complexidade da fungdo
cubica - que pode apresentar mudancas de concavidade e pontos de inflexdo — utilizaremos o
conceito de derivadas, ainda que de maneira intuitiva e discreta, para analisar seus intervalos de

crescimento, decrescimento e outras caracteristicas relevantes do grafico.

Defini¢ao 2.4.1. Chamamos de Funcdo Cibica a funcéo f : R — R; f(x) = ax®+bx*+cx+d,
coma,b,c,d € R coma # 0.
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Algo curioso a respeito da funcdo cubica, é que seu grafico pode variar de forma, a depender
dos coeficientes a, b, ¢, d, podendo ficar mais alongado ou menos alongado, mais curvilineo ou
menos o0 que contrasta bastante ao compararmos com a fun¢do quadratica por exemplo em que
a mesma preserva a aparéncia do grafico mudando apenas o local do plano cartesiano e pontos
de interseccdo com os eixos coordenados a medida em que os seus coeficientes mudam. Para
podermos analisar o comportamento da func¢do ctibica geometricamente, € valido ressaltar como

por exemplo podemos encontrar os zeros dela.

Inicialmente realizamos o estudo acerca dos zeros de f, tomando f(x) = 0 obtendo uma equa-

cdo cubica cujas raizes sdo encontradas através da férmula de Cardano - Tartaglia.

Partindo da forma reduzida do polindmio cubico, dada por
g(t) =t +pt+q,

conforme demonstrado em [27, p.38], onde:

< b? e - 20° bc n d
P= 7 3 1= %13 32" @
os zeros da funcdo original f(x) podem ser obtidos a partir das raizes de g(t), por meio da
substitui¢ao:

r=1t— —.
3a

A seguir, utilizaremos um exemplo de func¢do cubica para explorar e determinar os zeros

de f(x).

Exemplo 2.4.1. Considerando a funcéo f(z) = 23 + 32> + x — 1, determine os zeros de f.

Solucdo. Note que, neste caso, os valores dos coeficientes sioa =1, b =3,c=1ed = —1.

Fazendo f(x) = 0, obtemos a seguinte equacdo ctbica:

24+ 322+2x—1=0.

Utilizaremos a formula apresentada anteriormente para encontrar as raizes. Para isso,
primeiramente calculamos os valores de p e ¢, os quais serdo utilizados para escrever a forma

reduzida da equacdo.

Calculando:

portanto, p = —2;

2 be d_2:8 31 -1,
1= 973 322 "4 27-13 3-12 1 =Y
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logo, ¢ = 0.

Dessa forma, a equacdo reduzida correspondente é:
th—2t=0 = t{t*—-2)=0,

cujas raizes sdo:

t=0, t=+2, t=-V2.
Agora, utilizamos a relacdo x =t — % para obter as raizes de f(x):

3
Parat=0=1,=0— — — —1-
ara T 51 ;

Parat =2 = 2o = V2 — 1~ 041;
Parat = —\/§:>353: —\/5—1%—2,41.

Observe agora como ficam essas raizes no grafico de f, ver Figura 2.24 a seguir:

5]Y
4
3

2

1
A= (-2.431,/0N3 =(L0) x

9 =8 -7 % 5 4 3[-=2 Ao/ 1 2 3 4 5 & 7 8 9

-2

-3

4

Jo=1x+3x%+1x-1

Figura 2.24: Representagdo Gréfica das raizes de f(z) = 23 + 322 + 2 — 1

Vale ressaltar, conforme a Figura 2.24, que as abscissas dos pontos A, B e C' correspondem aos

zeros da funcdo f, obtidos por meio da forma reduzida, conforme mostrado anteriormente.

Analisando uma equacgdo polinomial de grau 3, podemos dizer que ha algumas possibili-
dades para suas raizes:

1. Possuir uma raiz real com multiplicidade trés: Neste caso, o grafico de uma funcao ctbica
cujos zeros sdo obtidos a partir de uma equagao cubica com tal caracteristica interceptara

0 eixo z em um Unico ponto. Veja o exemplo a seguir:
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Exemplo 2.4.2. Determinar os zeros ou raizes de f : R — R; f(z) = 2® — 6%+ 122 -8,

Solu¢do. Encontrar os zeros de f € encontrar as raizes de 23 — 6% + 122 — 8 = 0.

Podemos utilizar a férmula de Cardano, ou podemos fatorar a expressdo do seguinte

modo:

Note que, a expressdo pode ser escrita como (a — b)3 = a3 — 3a®b + 3ab® — b?. De fato,
?— 6  + 122 -8 =2"-3.2°24+320.22 -2 = (-2 =(2-2).(z—2).(z—-2) =0

Isto é, suas raizes sdo: r1 = r9 = T3 = 2.

Possuindo como representacdo gréafica a Figura 2.25 a seguir:

6 4
f(x) =x3-6x2+12x -8
4 1
2 4
6 4 2 0 2 4 6 8 10 12
_2 g

Figura 2.25: Representac¢do Grafica das raizes de 2> — 62* + 122 — 8 =0

O fato de possuir raiz real com multiplicidade 3, significa que o grafico passa no eixo das

abscissas em um tnico ponto. U

2. Possuir trés raizes reais, sendo uma delas com multiplicidade dois: neste caso, o gra-
fico da funcdo cubica, cujos zeros sdo obtidos a partir de uma equacao ctibica com essa
caracteristica, interceptard o eixo X em dois pontos distintos.

Exemplo 2.4.3. Determinar os zeros da fungdo f(z) = 2% — 32% + 4.

Solucdo. Observe que x; = —1 zera f, usando o dispositivo pratico de Briot - Ruffini

conseguiremos determinar as demais raizes de 2® — 322 + 4 = 0.

23— 32244

=2° —dx +4
r+1

As raizes de
22 —dr+4=0
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sdo as demais raizes de f. Veja que
P —drtd=(2-27 = (r-2)’=0 = (v—-2)(z—-2) =0,

portanto x5 = x3 = 2. Desse modo, os zeros de f sdo x; = —1, 29 = 23 = 2.

Na Figura 2.26, a seguir, mostraremos o comportamento geométrico desse tipo de funcao.

Figura 2.26: Representagdo Gréfica das raizes de f(z) = 23 — 322 + 4

Na figura 2.26 o gréfico de f corta o eixo das abscissas em dois pontos distintos.

O

3. Possuir trés raizes reais distintas: Neste caso, o grafico de uma func¢do cibica cujos zeros
s@o obtidos a partir de uma equagao ctibica com essa caracteristica, interceptard o eixo X
em trés lugares distintos como visto no exemplo 2.4.1;

4. Uma raiz real e duas raizes complexas: Neste caso, o grafico de uma funcdo cubica cujos
zeros sdo obtidos a partir de uma equacao ctibica desse tipo, interceptard o eixo X em um
sO ponto.

Exemplo 2.4.4. Encontrar os zeros ou raizes da fungdo f : R — R; f(x) = 23 + 222 + 22 + 1.

Solucdo. Fazendo f(z) = 0, temos: 23 4+ 222 4+ 2x + 1 = 0, usando a férmula de Cardano,
encontramos o seguinte:
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portanto,
22 22
P=173127 3 P=73
2 be  d
9743 342  a
logo,
_220 22 1 16 4 16-36421 T 7
1=973 31271 927 377 97 o7 1= 57

Dessa forma, a equagdo reduzida correspondente é:

2 7
3 — —_— =
t° + 3t+ 57 0 (2.6)

De modo geral, as raizes da equagdo t> + pt + ¢ = 0 serdo encontradas a partir da dedugio a

seguir. Utilizaremos a ideia encontrada em [22]:

Em t3 + pt + ¢ = 0, considere t = v + v = (u + v)® + p(u + v) + ¢ = 0. Desenvolvendo a

expressao, temos:

u? +v° + (Buv +p)(u+v)+qg=0
A igualdade ocorre quando:

ud + 0P = —q ud + v = —q U’ +v° = —q
=
SUU:—p uU:;p UU_W

Note que podemos dizer que u® e v® sdo raizes de uma equacio do tipo w? — Sw + P = 0.

~ . 3 .
Neste caso, podemos escrever a equagio relacionada como sendo w? + qu — %= = 0. Aplicando

a férmula de Bhaskara, encontramos:

Desse modo:

=3 (@) G e m=F @) G

Em outras palavras, w; = u® = u = Jw; e wy = v> = v = Jw,. Oquenos di t = u + v.
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T
27°

AT T
w1_2+<2>+3 ¢ = ) T\3

Desenvolvendo os valores de w; e wy, encontramos:

Aplicando esse resultado na equagdo 2.6, onde p = % e q = 5=, temos:

Isto é, substituindoem = = ¢ — g (ver [22]), temos:

S N 1
r= —— == — rT = —
3 3
A raiz real da equacdo 2® +22% +22+1 = 0 é z; = —1. As outras raizes podemos encontra-las

a partir do dispositivo prético de Briot-Ruffini, onde escrevemos:

+227+ 241,
=x"+z+1
r+1

As raizes dessa equacdo 22 + x + 1 = 0 sdo as demais raizes ou zeros da fungao:

-1 V3 -1 V3,

To=—+—1 € T3=———1

2 2 2 2

Portanto, as raizes da fun¢do f(z) = 23 + 222 + 2x + 1 sdo:
-1 V3 -1 V3.

A seguir, temos o grafico de f:
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f(x) = x>+ 2x2|+ 2x + 1

Figura 2.27: Representacdo gréfica das raizes de f(x) = 23 + 222 + 2z + 1

Vejamos que o gréfico intercepta o eixo X em apenas um ponto, caracteristica observada em

decorréncia dos zeros da funcao.

U

Na subsecao a seguir, analisaremos a influéncia dos coeficientes de uma fungdo cubica em
seu comportamento. Para isso, utilizaremos o GeoGebra para ilustrar a importancia da repre-
sentacdo gréfica, facilitando a compreensdo das variacdes no grifico conforme os coeficientes
sdo ajustados.

2.4.1 Estudo das propriedades da funcao do 3° grau através de seus coe-

ficientes

Por meio do GeoGebra, podemos observar o comportamento do grafico da fungdo f a
medida que seus coeficientes variam. Para realizar essa andlise, consideramos f(z) = ax® +
ba? + cx + d.

As figuras 2.28 e 2.29 abaixo ilustram como o gréfico da fungio f(z) = ax®+bz*+cx+d
se modifica a medida que o coeficiente a varia, enquanto os demais coeficientes permanecem
fixos:b=3,c=1led=—1.
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y

/ 1 2 3 4 5 6

() =5x3+3x2+1x-1

Figura 2.28: Gréfico da fungdo f(z) = ax® + 32? + z — 1 para valores de a no intervalo [1, 5]

V2 + 1 x@ 1

-2

Figura 2.29: Grafico da fungio f(z) = az® + 32° + x — 1 quando a varia no intervalo [0, 1]

A Figura 2.28 ilustra o comportamento do gréfico da fungdo f(z) = ax® + 32> + 2 — 1
para valores de a no intervalo [1, 5]. J4 a Figura 2.29 mostra o grafico da mesma func¢ao quando
a varia no intervalo [0, 1].

A Figura 2.30 a seguir mostra o comportamento do gréfico da func¢éo f(z) = az®+3z% +
x — 1, agora com a variando no intervalo [—5, 0].
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Figura 2.30: Grafico da fun¢do f(z) = ax® + 3z% + x — 1 quando a varia no intervalo [—5, 0]

Observamos que ocorreu um comportamento semelhante ao das Figuras 2.28 e 2.29, com
a principal diferenca de que o comportamento do gréifico se deslocou para o lado oposto em

relacdo ao eixo Y.

Para analisar o comportamento do grafico da fun¢do f(z) = ax® + 32® + x — 1, basta
digitar ax~3 + 3x72 + x - 1, apertar a tecla Enter e variar o coeficiente a.

Uma pergunta que pode surgir é: quais propriedades da fun¢do ctbica f podem ser extrai-
das a partir da observacdao do comportamento de seus coeficientes e de seu grafico? Algumas

respostas serdo apresentadas ao longo desta subsecao.

Primeiramente, consideramos a fun¢o f(x) = ax® + bx? + cx + d e as seguintes fungdes

associadas:

¢ Derivada de primeira ordem de f: f': R — R onde f'(z) = 3az?* + 2bz + ¢;

* Derivada de segunda ordem de f: f” : R — R onde f”(z) = 6ax + 20.

Utilizaremos as fungdes apresentadas anteriormente para estudar o comportamento do

gréfico da fungdo cubica, bem como algumas de suas propriedades.

Neste topico, nao abordaremos os detalhes da teoria das derivadas, pois esse ndo € nosso
foco principal. Contudo, apresentaremos alguns resultados relacionados as derivadas adaptados
para a funcdo cuibica, com o objetivo de despertar a curiosidade. Para mais informagdes sobre a
teoria das derivadas, consulte o Apéndice B e as referéncias citadas.

A ideia de inserir derivadas surgiu com o objetivo de iniciar uma conexao entre os conteu-
dos abordados no ensino médio e aqueles desenvolvidos no ensino superior, promovendo uma

transicdo mais significativa e contextualizada para os estudantes.
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Seja zo € R um ponto de maximo local ou de minimo local da fun¢do f(z) = az® +
bz? + cx + d. Pelo Teorema B.2.1, temos:

f'(z0) = 3axy® + 2bzy + ¢ = 0. 2.7

Resolvendo essa equagdo do segundo grau em z, pela férmula de Bhaskara, obtemos:

=20+ \/(20)2 —4-3a-c  —2b=+/4b® — 12ac
B 2-3a B 6a '

Zo

Observe que para z, seja um nimero real é necessério que 4b*> — 12ac seja ndo negativo, ou

seja, que 4b> — 12ac > 0.

Assim, podemos concluir que, para que exista um ponto de maximo ou minimo local, ou

seja, para é necessdria que 4b* — 12ac > 0.
Exemplo 2.4.5. Considerando a fungdo f(x) = x*+2x?+x+1 analise a existéncia de mdximo

ou minimo local, a partir de f'(x).

Solugdo. Note que, f'(x) = 0 se 4b*> — 12ac > 0, desse modo temos:
40 — 12ac =422 —-121.1=16—-12=4 > 0.

Vejamos graficamente a conclusdo estabelecida ao analisarmos o grafico a seguir:

fi(x) =3x2+4x + 1

0.3, 0.9)

f(x) = x3+ 2x2 + x + 171

-15

Figura 2.31: Tlustragdo Gréfica dos extremos de f(z) = 2® + 222 +z + 1

Vale ressaltar que f'(x) = 0 quando z = —1 e x = 0, 3, além disso a fun¢do f assume
valor maximo local em x = —1 e minimo local em x = 0,3. Os pontos B e C' do gréfico

contém os pontos e valores de midximo e minimo locais de f.

O

Se 4b* — 12ac < 0, entdo f'(x) # 0 para todo = € R, de onde segue que f € estritamente

crescente ou estritamente decrescente em R.
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Exemplo 2.4.6. Analise a funcdo f(z) = 323 + 3z* + 2z + 1 quanto a existéncia de mdximo

ou minimo local a partir de f'(x).

Solugdo. Note que, f'(x) = 0 se 4b*> — 12ac > 0, desse modo temos:
4b* — 12ac = 4.3> — 12.3.2 = 36 — 72 = —36 < 0, portanto ndo existe x € R tal que

f'(x) = 0. Vejamos graficamente a conclusdo estabelecida ao analisarmos a Figura 2.32:

10 f'(X) = 9x2 + 6x + 2

8

f(x) =3x3+3x2+2x+ 1

—4

Figura 2.32: Tlustragdo Grafica dos extremos de f(x) = 32% + 322 + 2z + 1

Analisando o grifico de f’ (em azul) e de f (em preto), percebemos que o grafico de f’
estd totalmente acima do eixo das abscissas, o que indica que a fun¢do f € estritamente crescente

em todo o seu dominio. Esse fato serd comprovado nos resultados a seguir.

U

Para f(z) = az® + bx? + cx + d, o Teorema B.2.2 pode ser reescrito da seguinte forma:

Teorema 2.4.1. Seja a fungdo f(x) = ax®+ bx* + cx + d definida em R e I um intervalo de R.
a) Se 3ax?® + 2bx + ¢ > 0 para todo x € I entdo f é crescente em 1.

b) Se 3ax® + 2bx + ¢ < 0 para todo x € I entdo f é decrescente em I.

Exemplo 2.4.7. Analise a funcédo f(x) = 23+ 2x*+x+ 1 quanto aos intervalos de crescimento

e decrescimento a partir da fungdo f'(x).

Solu¢io. Considere a fungio f'(x) = 3x* + 4z + 1 cujo grafico encontra - se a seguir:
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fi(x)=3x2+4x + 1 T

25
2

15

Figura 2.33: Tlustragdo Grafica de f'(z) = 32% + 4z + 1

Podemos ver que f’(z) < 0 nointervalo [—1,0.3] e f’(z) > 0 fora deste. O que queremos

representar através desta andlise € o comportamento de f como descrito no grafico abaixo:

f(x) =3x2+4x + 1

25 fx)=x3+2x2+x+1

L0.3, 0.9)

Figura 2.34: Representagdo grafica da andlise da monotonicidade de f(z) = 23 + 222 + x + 1
a partir de f’

De fato, f decresce no intervalo [—1,0.3] em que f'(x) < 0 e cresce nos intervalos em
que f'(z) > 0.

O

Mostraremos a seguir que a andlise de crescimento e decrescimento da funcdo cubica
depende apenas de seus coeficientes a, b e c.

Separamos em dois casos:
* Caso 1: quando a > 0.

- Se A = 4b* — 12ac < 0, entdo a fungdo f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ tem uma tnica raiz

real ou ndo tem raiz real. Logo, seu grafico estd sempre acima ou sempre abaixo do
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eixo Ox. Como 3a > 0, temos que o grafico de f’ estd sempre acima do eixo Oz,
ou seja, f'(z) > 0 para todo x € R. Neste caso, pelo item (a) do Teorema 2.4.1,
f(z) = az® + bx* + cx + d é crescente em R.

- Se A = 4b*—12ac > 0, entdo f'(z) = 3ax®+2bx+c tem duas raizes reais distintas.
Como 3a > 0, temos que:

f'(z) >0 para z fora do intervalo (

—2b — \/4b? — 12ac —2b + V4b? — 12ac)
6a ’ 6a

6a 6a

Assim, pelo Teorema 2.4.1,se a > 0 e A > 0, entdo f é crescente fora do intervalo

(—21) — /4% — 12ac —2b + /4b?% — 12ac>
6a ’ 6a

e f'(z) < 0 para todo x no intervalo (

—2b — \/4b? — 12ac —2b + V4b? — 12ac>

e decrescente dentro dele.

* Caso 2: quando a < 0.

- Se A = 4b* — 12ac < 0, entdo a fungdo f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ tem uma tnica raiz
real ou ndo tem raiz real. Logo, seu grifico estd sempre acima ou sempre abaixo do
eixo Oz. Como 3a < 0, temos que o grifico de f’ estd sempre abaixo do eixo Oz,
ou seja, f'(x) < 0 para todo = € R. Neste caso, pelo item (b) do Teorema 2.4.1,
f(x) = az® + bx* + cx + d é decrescente em R.

- Se A = 40> —12ac > 0, entdo f'(x) = 3az®+2bxr+c tem duas raizes reais distintas.

Como 3a < 0, temos que:

f'(z) <0 paraz fora do intervalo (

—2b — V/4b? — 12ac —2b + +/4b? — 12ac)
6a ’ 6a

e f'(z) > 0 dentro do intervalo (

—2b — \/4b? — 12ac —2b + /4b? — 12&6)
6a ’ 6a ’

Assim, pelo Teorema 2.4.1, se a < 0 e A > 0, entdo f é decrescente fora do

intervalo
(—21) —V/4b%2 — 12ac —2b + 4b?% — 12@0)
6a ’ 6a

e crescente dentro dele.
Exemplo 2.4.8. Considere a funcdo f(x) = 23 + 32* — 22 — 2, analise os intervalos de

crescimento e decrescimento a partir de f'(x).

Solugdo. Observe que f possui a > 0, e sua derivada € f'(z) = 3z® + 6x — 2. Além disso,

A = 36+ 24 = 60 > 0, vejamos o comportamento de f’, temos f'(z) = 0 parax = —2,3 e
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x=0,3.

f(X) =3x2+ 6% -2

—54

Figura 2.35: Ilustragdo Gréfica de f'(z) = 322 + 62 — 2

Na Figura 2.36, apresentamos uma captura de tela do GeoGebra que mostra a representagao

grafica das fungdes f e f’. Essa visualizagdo torna evidente os intervalos em que a funcdo f é

crescente ou decrescente, destacando a utilidade da derivada na andlise do comportamento de

funcdes. O uso do GeoGebra, nesse contexto, é de grande importancia pedagdgica, pois per-

mite explorar conceitos mateméticos de forma visual, interativa e acessivel aos alunos. Figuras

semelhantes, geradas com o mesmo recurso, serdo apresentadas ao longo da sequéncia para

apoiar a compreensao de novos exemplos e propriedades.

SIFAE - I

@
o
J

0
@

+

fx) = x'+3% - 2x -2

f(x) = Derivada(f)

= 37 46x-2

Raiz(f")

= A=(23,0)
B=(03,0)

Raiz(f)

= C=(-34,0)
D = (-06,0)
E=(10)

Entrada...

N b

(RS 3=k -

f(x)=x3+3‘2-2x-2

Figura 2.36: Tlustragdo Grifica de f(z) = 2° + 322 — 22 — 2 e sua derivada

Relacionando com o Teorema 2.4.1 temos que f é crescente fora do intervalo [—2.3,0.3] e
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decrescente dentro deste intervalo.

O
Exemplo 2.4.9. Considere a funcdo f(x) = —x®+3x?—2, analise os intervalos de crescimento
e decrescimento a partir de f'(x).
Solucio. Observe que f possui a < 0, e sua derivada é f'(z) = —3x* + 6x. Além disso,

A = 36 > 0, vejamos o comportamento de f’, temos f'(z) = 0 parax =2e z = 0.

QO i=-F+3e-2 N
f(x) = 4 + 322
) f'(x) = Derivada(f) : :
= 3% 46x
Raiz(f") ¢ I B g
= A=(0,0) ) 0 3 ;
0 B=(20)
Raiz(f)
= (=(07,0)
® o-1y : -
0 E=(27,0)
() F -3¢+ 6x

Figura 2.37: llustragdo Gréfica de f(z) = —2® + 32% — 2 e de sua derivada

No grafico acima vemos os intervalos de crescimento e decrescimento de f. Relacionando com
o Teorema 2.4.1 temos que f é decrescente fora do intervalo [0,2] e crescente dentro deste

intervalo. O

De acordo com o que foi visto anteriormente, os candidatos a ponto de mdximo local e de

minimo local de f(x) = az® + bx? + cx + d sdo os pontos

—2b — V/4b? — 12ac . —2b + /4b? — 12ac
6a 6a ’

Para a funcdo cubica, o Teorema B.2.3 pode ser reescrito da seguinte forma:

Teorema 2.4.2. (Teste da primeira derivada) Seja f(z) = az® + ba? + cx + d definida em R

e seja xo € R uma raiz de f'(x) = 3az* + 2bx + ¢, ou seja,

—2b — V4b? — 12ac —2b + V/4b% — 12ac
= ou 5= )

10 = 6a 0 6a

(a) Se existem dois niimeros reais x e o com x1 < xy < xo tais que f'(x) > 0 para todo
x € (x1,20) e f'(x) < 0 para todo x € (g, 2), entdo xy é um ponto de mdximo local
de f.
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(b) Se existem dois niimeros reais x, e T3 com x1 < xy < Xs tais que f'(x) < 0 para todo
x € (x1,20) e f'(x) > 0 para todo x € (xy,x2), entdo xy é um ponto de minimo local
de f.

Veremos a seguir que as condicdes do Teorema 2.4.2 podem ser verificadas envolvendo
apenas os coeficientes a, b e c.

Dividimos em dois casos:

* Caso1l: Sea > 0e A = 4b? — 12ac > 0, entdo, pelo que vimos na analise do Teorema

2.4.1, temos que:

—2b — \/4b? — 12ac

- f'(z) = 3az? + 2bx + ¢ > 0 para todo z A esquerda de

6a ’
, . —2b — V4b? — 12ac —2b + V4b? — 12ac
- f'(z) < 0 no intervalo : ;
6a 6a
—2b 4+ V4b? — 12
— f'(z) > 0 para todo x a direita de i 5 a«,
a
. —2b—V4b? — 12ac L. —2b + v/4b% — 12ac |
Assim, ¢ um ponto de maximo local de f e 5 é
a

6a
um ponto de minimo local de f.

e Caso2: Sea < 0e A =4b* — 12ac > 0, entdo, pelo Teorema 2.4.1, temos que:

—2b — /4b? — 12ac

- f'(z) = 3az? + 2bx + ¢ < 0 para todo z 2 esquerda de

6a ’
, , —2b — /4b? — 12ac —2b + v4b? — 12ac
- f'(z) > 0 no intervalo : ;
6a 6a
—2b+ V4b? — 12
- f'(x) < 0 para todo x a direita de i 5 a@,
a
. —2b— /4% — 12ac L. —2b + V4b? — 12ac
Assim, ¢ um ponto de minimo local de f e 5 é
a

6a
um ponto de maximo local de f.

Assim, o Teorema 2.4.2 pode ser reescrito da seguinte forma:

Teorema 2.4.3. Seja f(x) = az® + bz* + cx + d definida em R e x1, x5 € R as raizes distintas
de f'(x) = 3az* + 2bx + ¢, ou seja,

B —2b — V/4b? — 12ac B —2b 4+ V4b? — 12ac

I = € I9

6a 6a

a) Se a > 0, entdo x| é um ponto de mdximo local de f e x5 é um ponto de minimo local
de f.
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b) Se a < 0, entdo x1 é um ponto de minimo local de f e x5 é um ponto de maximo local
de f.

Exemplo 2.4.10. Considere f(x) = x3+4x*—3x—4, analise a existéncia de pontos de mdximo

e/ou minimo local a partir do estudo de f'(x).

Solucgdo. Aplicaremos o resultado do Teorema 2.4.3. Note que a = 1 > 0 e seja f'(z) =

322 4+ 8x — 3 a derivada primeira de f. Veja que

1
fl(x) =32°+8r—-3=0 = x; = —3exy = - sdoraizes de f.

w

Logo como a > 0, pelo resultado do Teorema 2.4.3, temos que x; € ponto de mdximo local e

2o € ponto de minimo local.

Agora, vejamos o comportamento de f geometricamente, por meio de seu grafico.

® f'(x) = Derivada(f) v
=3xX+8x-3

® Raiz(f")
= A=(30)

@ B =(03,0)
Raiz(f)
=C=(-450)

o D = (-0.7, 0) 10 12 14 16 18
® E= (12 0)
Extremo(f)

=F=(3,14)

@ G = (0.3, -4.5)

Figura 2.38: Ilustragdo Gréfica de f(z) = 2 + 42? — 3z — 4 e de sua derivada

As abscissas dos pontos A e B representam os zeros da fungdo f'(x), cujas coordenadas
estdo indicadas no grafico apresentado na Figura 2.38 acima. Nesse caso, observe que a > 0
e que as raizes de [’ correspondem aos extremos locais de f. O méaximo local de f ocorre em
x = —3 e o minimo local em x = 0,3, que, no grafico, correspondem as ordenadas dos pontos

F e GG, respectivamente.

U

Exemplo 2.4.11. Analise a existéncia de pontos de mdximo e/minimo locais da fungdo f(x) =
—x3 + 42 — 3x — 1 a partir do estudo de f'(z).

Solucgao. Aplicando o resultado do Teorema 2.4.3, temos que, como

a=—1<0,
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buscaremos os valores de = para os quais f'(x) = 0, que serdo os pontos de maximo e minimo

locais.
Veja que f'(z) = —3x? + 8z — 3, cujas raizes sdo:
—8 — /28 —8+ V28
n=—— 05 e 1:2:+—6%2,2.

No gréfico a seguir, podemos explorar visualmente tais caracteristicas.

1P I A e rae-a-1 (L] ac@
® Raiz(f) i
= A=(-020)
(@} B = (14,0)
@] C=(280)
P (x) = Derivada(f)
= —3x+8x-3
® Raiz(f")
= D=(05,0)
@ E=(220)
® Extremo(f)
= F=(05,-16)
@ G=(221.1) o | i

Figura 2.39: Ilustragdo Gréfica de f(x) = —2® + 422 — 3z — 1 e de sua derivada

Veja que, pela aplicagdo do resultado do Teorema 2.4.3 para o caso a < 0, temos que 0s pontos
x1 = 0,5 e xo = 2,2 correspondem, respectivamente, a um ponto de minimo local e a um ponto
de méaximo local. Esses valores também sdo as abscissas dos zeros de f’, representados no
gréfico pelos pontos D e E.

O

A seguir reescrevemos os teoremas B.2.4 e B.2.5 para o caso em que f € uma fungdo
ctbica.

Teorema 2.4.4. (Teste da segunda derivada) Seja f(r) = ax® + bx? + cx + d definida em R
e 19 € R uma raiz de f'(x) = 3ax® + 2bx + ¢, ou seja,

 —2b— /42 — 12ac —2b + /4% — 12ac

To = ou xg=
6a 6a

a) Se f"(xg) = 6axy + 2b > 0, entdo xy é um ponto de minimo local de f.
b) Se f"(xy) = 6axy + 2b < 0, entdo xq é um ponto de mdximo local de f.

Exemplo 2.4.12. Seja f(x) = 2® + 32* — 42 — 2, use o teste da segunda derivada para

determinar o ponto de mdximo ou de minimo local de f.
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Solugdo. Note que: f'(x) = 3x? + 62 — 4, logo, usando a férmula de Bhaskara, obtemos que

f(z)=0 = x9=-25ex; =0,5.
Aplicando o Teorema 2.4.4 (Teste da Segunda Derivada), temos que:

f"(z) =6x+6

f(xo) = f"(—-25)=-9 = ["(-2,5)<0
Portanto, o = —2,5 é ponto de mdximo local de f.
De modo anélogo,
f"(x1) = f"(0,5) =9 = f"(0,5) >0
Portanto, x; = 0,5 € ponto de minimo local de f.

A seguir, Figura 2.40, podemos ver o esboco de seu gréfico.

Q ) =x+32—4dx-2 N
Extremo(f)
0
= A=(251L1)
@) B = (05 -31)
f'(x) = Derivada(f)
@
= 3% +6x—4
Raiz(f")
O D,
= C=(250)
i / 2 4 6 & M 12 14
(@) D=(050) 4
+ Entrada...

fx) = x° +3x° - 4x - 2

Figura 2.40: Tlustragdo Gréfica de f(x) = 23 + 32% — 4x — 2 e de sua derivada

Como descrito no grafico, as abscissas dos pontos A e B sdo os extremos locais de f, e corres-

pondem também os zeros de f’, que sdo as abscissas dos pontos C' e D.

U

Sobre a concavidade do gréifico de uma funcao cubica temos os seguinte resultado que é

uma adaptacao do Teorema B.2.5.

Teorema 2.4.5. Seja a funcdo f(x) = ax® + bx® + cx + d definida em R.
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a) Se existe um intervalo I tal que f"(x) = 6ax + 2b > 0 para todo x € 1, entdo o grdfico

de f tem concavidade para cima em I.

b) Se existe um intervalo I tal que f"(x) = 6ax + 2b < 0 para todo x € I, entdo o grdfico
de f tem concavidade para baixo em I.

Para que f seja uma fungdo ctbica, é necessdrio que a # 0. Assim, os itens a) e b) do

Teorema 2.4.5 podem ser reescritos da seguinte forma:

a) O grifico de f tem concavidade para cima:

— no intervalo [ = (6—, +oo), se a > 0;
a

— nointervalo [ = | —oo, ——
6a

),sea<0.

b) O grafico de f tem concavidade para baixo:

—2b
— no intervalo [ = (6—, +oo), se a < 0;
a

b
— no intervalo I = (—oo, —), sea > 0.
a
Exemplo 2.4.13. Analise a concavidade do grdfico de f(x) = 223 — 522, a partir do estudo do

sinal da segunda derivada de f.

Solucdo. A segunda derivada de f(x) é a fungdo f”(z) = 12z — 10. Note que, a > 0 e
f"(x) > 0 para

z € (0.8
3, +00) desse modo, pelo item a) do Teorema 2.4.5, temos que a concavidade de f seré voltada
para cima neste intervalo. Analogamente, temos que f”(x) < 0 para x € (—oo, 0.83) e

desse modo, pelo item b) do Teorema 2.4.5, a concavidade de f serd voltada para baixo nesse
intervalo.

Veja na Figura 2.41 a representacdo grifica para melhor compreensao:
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O f(x) = 2x° - 55 N N
f'(x) = Derivada(f)
O N
= 6% -10x
'(x) = Derivada(f') )
@
= 12x-10
D
a Intersegdo(f, ) : 4 2 2 4 5 8 10 1 1
A B
= A=(19, 332)
2_
@) B=(07,-17)
- -4
@] C=(37,349)
D = Raiz(f") : 51
@
= (08,0 f(X)[E 2xP L 512
_8_
+ Entrada... '(x) = 12x- 10

Figura 2.41: Andlise da concavidade de f(z) = 22® — 52? a partir de f”

O

Exemplo 2.4.14. Analise a concavidade do grdfico de f(x) = —2x% — 52, a partir do estudo

do sinal da segunda derivada de f.

Solucdo. A segunda derivada de f(z) é a funcdo f”(z) = —12z — 10.

Note que, a < 0 e f’(z) > 0 paraz € (—o0,—0.8) , desse modo a concavidade de f serd
voltada para cima neste intervalo. Analogamente, teremos que f”(z) < 0 parax € (—0.8, +00)

e desse modo a concavidade de f serd voltada para baixo nesse intervalo.

Veja a representagdo grafica para melhor compreensao:
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O fln=-20-35% W fx)F -2 x7- 5%

f(x) = Derivadalf i
0 (%) rivada(f) Fx)E-12x-10

= —6x*-10x 6
f'(x) = Derivada(f')
= -12x-10

Intersegio(f, ") : 2

= A=(37,:9)

B=(-07,-17)
C=(19,-132) : 2

D = Raiz(f")
@

= (08,0)

Figura 2.42: Andlise da concavidade de f(z) = —2x — 5z* a partir de f”

[l

—2b
Podemos observar que oo é o ponto onde o grafico de f(z) = ax® + bx* + cx + d muda
a
de concavidade.

Ao explorar a fungdo cubica com o apoio de ferramentas como o GeoGebra, é possivel
tornar o ensino da Matematica mais interessante e envolvente. A possibilidade de ver os gra-
ficos em tempo real e interagir com os coeficientes, nos fornece uma compreensdo de forma
mais intuitiva de como a fungdo ctuibica se comporta. Isso ndo s6 desperta o interesse, mas
também facilita a constru¢do do conhecimento, tornando o processo de ensino mais dinamico e
significativo.

2.5 Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Nessa se¢do, abordaremos as fungdes exponenciais e logaritmicas, que sao fundamentais
em diversos campos da matemadtica e suas aplicacdes. Ambas as funcdes t€ém propriedades que
as tornam indispensdveis para o estudo de fendmenos que envolvem taxas de variacdo e escalas
multiplicativas.

Ressaltamos que algumas propriedades das fun¢des exponencial e logaritmica serdo omi-
tidas, pois o foco principal aqui € o estudo do comportamento grafico por meio do GeoGebra.

2.5.1 Funcao Exponencial

A fungdo exponencial, definida por f(x) = a”, com base a > 0, descreve crescimento e

decrescimento de grandezas, sendo amplamente utilizada em modelos de crescimento popula-
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cional, fisica e financgas.

Por que a fungdo exponencial € crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1?
Seja f(z) = a*,coma > 0 e a # 1. Vamos mostrar que:

A seguir daremos uma resposta para a pergunta anterior.

Considere < y, logo existe r > 0 tal que y = x + 7. Assim,

Caso 1: Sea > 1,entdo a” > 1, e portanto a¥ = a”-a” > a”. Logo, a fungcdo exponencial
f(z) = a” é estritamente crescente se ¢ > 1.

Caso 2: Se 0 < a < 1,entdo a” < 1, e portanto a¥ = a” - a” < a”. Logo, a fun¢do
exponencial f(x) = a” é estritamente decrescente se 0 < a < 1.

Ao utilizarmos o GeoGebra como recurso para apresentar a fun¢do exponencial podemos ana-

lisar visualmente o que acontece com o grafico a partir da variagdo da base a.

* Para 0 < a < 1 temos a funcdo decrescente como descrita abaixo.

f(x) = 0.8

a=0.8

Figura 2.43: Grafico de uma func¢do exponencial com 0 < a < 1.

Ao utilizarmos a funcio do controle deslizante no GeoGebra podemos visualizar o com-

portamento do grafico quando a varia neste intervalo.
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0 ensino de funcdes

a=0.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2

-1 1.

Figura 2.44: Grifico de uma fungdo exponencial com a variando no intervalo (0, 1).

* Para a > 1 temos a fun¢do crescente.

-3 -2 -1 0

-1

Figura 2.45: Grafico de uma fung¢ao exponencial com a > 1.

A visualizagdo do grafico quando a > 1 utilizando o controle deslizante, apresenta - se a

seguir.
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f(x) = 5™

R

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-1 ®

Figura 2.46: Gréaficode f(z) =a"paral <a <5

Podemos observar, através da Figura A.20, que quanto maior for o valor de a, mais rdpido

a funcdo cresce. Fica como desafio mostrar essa observagao de forma genérica.
Observacao 2.5.1. Ressaltamos que estamos levando em consideracdo sempre a > 0;

Observacao 2.5.2. O grdfico de uma funcdo exponencial ndo toca o eixo X em nenhum ponto,

pois ndo existe valor para x que torne f(x) = 0;

Observacdo 2.5.3. O grdfico da fungdo exponencial f(x) = a® intercepta o eixo Y em tinico

ponto y = 1. Isso porque f(0) = a’ = 1.

A funcdo exponencial aparece naturalmente em diversos contextos da Matematica Apli-
cada e outras ci€ncias. Abaixo destacamos algumas aplica¢des importantes, acompanhadas de

exemplos numéricos.

1. Crescimento populacional

Modela situagdes em que a taxa de crescimento de uma populacao € proporcional a quan-

tidade existente no instante considerado:
P (t) = P oe”

onde Fj representa a populacdo inicial, r € a taxa de crescimento (constante) e ¢ € o tempo
decorrido, geralmente em anos. Para mais detalhes, o leitor pode consultar [18].

Exemplo 2.5.1. Uma populacdo de bactérias comeca com Py = 1000 e cresce a uma taxa de

r = 0,2 por dia Qual serd a populagdo apos 3 dias?

P(3) = 1000 - €”*3 ~ 1000 - ”°® ~ 1000 - 1,8221 ~ 1822.
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12000
P(t)
10000
8000
6000

4000

2000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Figura 2.47: Tlustragdo do grafico de P(t) = Pye'

Na Figura 2.47, ilustramos o comportamento da fun¢do P(t) = Pye™, onde Py = 1000 é
a populacdo inicial e r = 0,2. Podemos perceber que, conforme previsto pela teoria das fungdes

exponenciais, a populacdo de bactérias cresce a medida que o tempo aumenta.

2. Decaimento radioativo

Representa a diminui¢do da quantidade de uma substancia radioativa (ou de qualquer
material sujeito a um processo de decaimento natural) ao longo do tempo. O modelo é dado
por:

N(t) = Noe™

onde:
* N(t) é a quantidade de substincia que resta no tempo ¢;
* Ny é a quantidade inicial no tempo ¢ = 0;

* A > 0 ¢ a constante de decaimento (especifica do material), geralmente expressa em
unidades de tempo inversas como segundos (s~1), minutos (min~—'), horas (h~1) ou anos

(ano™1);
* t é o tempo decorrido (geralmente em segundos, horas, anos etc.).

Para mais detalhes, consulte [2].

Exemplo 2.5.2. Uma amostra tem Ny = 500 g de material radioativo e \ = 0,1 ano~'. Obte-

nha sua quantidade, ainda radiotiva, que resta apos 10 anos:

N(10) =500 - e %1% = 500 - e~! ~ 500 - 0,3679 ~ 183,95¢.
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Graficamente, temos:

N(t)
600

400

200

Figura 2.48: Ilustragdo do gréfico de N (t) = Noe ™

Na Figura 2.48, ilustramos o comportamento da fungdo N (t) = Nye™*, onde Ny = 500 e
A = 0,1. Podemos perceber que, como prevé a teoria sobre a funcdo exponencial, a quantidade

de uma substancia radioativa diminui a medida que o tempo aumenta.

3. Juros compostos continuos

Os juros compostos continuos sao um modelo matemético idealizado, onde a capitali-
zacdo de juros ocorre de forma continua, ou seja, infinitamente frequente. A férmula geral dos

juros compostos continuos é:

A(t) = Ag - et (2.8)
Onde:

* A(t) é o montante acumulado apés o tempo ¢,
* Ay € o capital inicial (principal),

* r € a taxa de juros (em decimal),

t € o tempo (geralmente em anos),

* ¢ € a constante de Euler (e ~ 2,71828).

A férmula dos juros compostos continuos € obtida a partir da férmula dos juros compostos

discretos, onde os juros sdo capitalizados n vezes por periodo:
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A(t) = Ay - (1 + f)”t (2.9)

Queremos agora encontrar o comportamento desta formula quando a frequéncia de capi-

talizacdo n tende ao infinito, ou seja, quando os juros sdo compostos continuamente.

. r\nt
A(t) = Tim Ay (1 + E> (2.10)
Agrupando os termos:
. rynit
A(t) = Ao - L}EEO (1 + E) } @2.11)

Sabemos da defini¢ao do nimero de Euler que:

lim (1 n f)” — ¢ 2.12)
n—oo n
Substituindo z = r, temos:
A(t) = Ag- (e") = Ay - e (2.13)

A férmula dos juros compostos continuos € obtida ao considerar o limite da férmula dos
juros compostos discretos quando a frequéncia de capitalizac@o tende ao infinito. O resultado é

uma fun¢do exponencial baseada na constante e:

A(t) = Ay - " (2.14)

Este modelo € ttil em diversas aplicacOes de matemdtica financeira, especialmente quando

se deseja modelar crescimento continuo de investimentos ou populagdes.

A férmula descreve o comportamento de um investimento onde os juros sdo compostos
de forma continua, ou seja, os juros sdo aplicados infinitamente pequenas vezes ao longo do

periodo. Isso resulta em um crescimento exponencial.

A diferenca entre a capitalizacdo continua e a capitalizacdo composta (onde os juros sao
aplicados em intervalos discretos) € que, na capitalizacdo continua, os juros sao calculados a

cada instante.

Referéncias adicionais sobre o regime de capitalizacdo continua podem ser encontradas
em [20].

Exemplo 2.5.3. Um investimento de Ay = R$1000 rende juros continuos a 5% ao ano (r =
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0,05). Obtenha seu montante apos 4 anos:

A(4) = 1000 - 2954 = 1000 - °? ~ 1000 - 1,2214 ~ R$1,221,40.

|A®)
100000 1

80000 1
60000 1
40000 1

20000 1

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

Figura 2.49: Tlustragdo do Griéfico de A(t) = Age™

Na Figura 2.49, ilustramos o comportamento da fung¢do A(t) = Age™, com Ay = R$1 000
e r = 0,05, que representa um investimento rendendo juros continuos de 5% ao ano. Podemos
observar que, conforme previsto pela teoria das fungdes exponenciais, o valor do investimento
cresce continuamente com o tempo. No exemplo considerado, apds 4 anos, o montante é dado
por:
A(4) = 1000 - 295 = 1000 - °? ~ 1000 - 1,2214 ~ R$1,221,40.

4. Carga de um capacitor (circuito RC)

Em um circuito elétrico formado por um resistor (12) e um capacitor (C') em série, a carga

do capacitor ao longo do tempo € dada pela férmula:

Q(t) = Qmax (1 — e75°)
onde:

* (Q(t) é a carga no capacitor no tempo t;

* (Qmix € a carga maxima que o capacitor pode atingir;
¢ R é aresisténcia do resistor;

» (' ¢ a capacitancia do capacitor;

* t é o tempo decorrido;
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* RC' é a constante de tempo do circuito (representa a quantidade de tempo necessdria para

o capacitor atingir aproximadamente 63% de sua carga maxima).

Essa equacgdo descreve o processo de carga do capacitor. Inicialmente, quando o circuito é
fechado, o capacitor comeca a acumular carga, e sua carga aumenta até atingir o valor maximo
Qmax. O fator exponencial e~*/7C descreve como a carga do capacitor aumenta ao longo do

tempo até atingir a carga maxima.

O tempo necessdrio para que o capacitor atinja 63% de sua carga maxima é o tempo
caracteristico do circuito, denominado constante de tempo = = R(C'. Mais detalhes sobre o

circuito RC podem ser consultados em [8].

Exemplo 2.5.4. Um capacitor com Qs = 10 C, R = 100 , C = 0,01 F. Qual a carga apos
t=1s?

Q(1) =10+ (1 — e M/1000D) =10 (1 —e™!) =~ 10 - (1 — 0,3679) ~ 6,32L.
A figura abaixo nos permite enxergar o comportamento do gréfico de Q(¢) = 10(1 — e 000,01 ).

Q(t)

10

Figura 2.50: Ilustragdo do Gréfico de Q(t) = Quma (1 — e~ /FC)

Na Figura 2.50, ilustramos o comportamento da fun¢do Q(t) = Qmax (1 —e Y RC), que
descreve a carga acumulada em um capacitor ao longo do tempo. Para os valores Qi = 10,
R =100e C = 0,01.

Como podemos observar no gréfico, a carga se aproxima gradualmente do valor maximo
a medida que o tempo avanca, conforme previsto pela teoria dos circuitos RC e das fungdes

exponenciais.

Através dos exemplos anteriores, podemos perceber que estudo das funcdes exponenci-
ais € essencial para modelar diversos fendmenos, como crescimento populacional, decaimento
radioativo, juros compostos e circuitos elétricos. O uso de ferramentas como o GeoGebra é

fundamental nesse processo, pois permite uma visualizagdo interativa dos gréaficos, facilitando
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a compreensdo do impacto das varidveis nas fungdes. Além de ajudar a entender conceitos abs-
tratos de forma mais pratica, o GeoGebra integra dlgebra e geometria, tornando o estudo dessas

fun¢des mais dinamico e acessivel.

2.5.2 Funcao Logaritmica

A fungio logaritmica, inversa da exponencial, é dada por f(z) = log,(z), e surge natu-
ralmente na resolucdo de equacdes exponenciais, além de ser essencial em diversas dreas, como
célculo, teoria da informacao, andlise de algoritmos, energia transportada por ondas - sonoras

(escala de decibéis) e sismicas (escala Richter).

Defini¢ao 2.5.1. Chamamos de Fungdo Logaritmica de base a, toda fungdo f : R} — R ;
f(x) =log,x, com 0 < a # 1.

Ao escrevermos log,x = b, lemos: logaritmo de x na base a € igual a b, queremos dizer que
a*=z,com0<a#lexeR:.

Definicao 2.5.2. Uma fungdo f : A — B é dita inversivel se existe uma funcdo g : B — A tal
que f(g(y)) = yparatodoy € Be g(f(x)) = x para todo x € A. Essa func¢do g é chamada

de funcdo inversa de f e é denotada por 1.

A fungdo f(x) = log, = é a inversa da fungdo exponencial g(x) = a”, pois f(g(x)) =
log,(a”) = x. De fato, pela defini¢do de logaritmo, temos que log,(a”) = x, ja que a® = a”.

Portanto, f(g(x)) = x, 0 que mostra que a fungdo logaritmica é a inversa da fung¢io exponencial.

Embora o conteddo de célculo diferencial ndo seja o foco desta dissertacdo, a seguir
usaremos derivadas para provar que a inversa de uma fung¢do crescente derivavel é também uma

funcdo crescente.

Seja f~! a inversa de uma fung@o crescente f que possui derivada. Como f é crescente,
sua derivada f'(x) é positiva para todo x no dominio de f. Assim, temos que a derivada de f~1,

(f Y (y) = m, também € positiva. Portanto, f ! é crescente.

Usando o resultado acima, sabendo que a fung¢do exponencial € crescente quando a > 1
e decrescente quando 0 < a < 1, e que a funcdo logaritmica é a inversa da exponencial,
concluimos que: A fungdo logaritmica € crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1.

Na sequéncia desta subsec¢do provaremos a afirmac¢ao acima sem o uso de derivadas. An-

1
tes veremos nos Exemplos 2.5.5 e 2.5.6 os casos em que € considerado [og com bases 2 e 5
Exemplo 2.5.5. Analise a fungdo f : R — R ; f(z) = logsx, quanto a sua monotonicidade.
Solucao. Tomando x,y € R* ; x < y, queremos analisar o que ocorre com as respectivas ima-

gens, quando pegamos de modo geral dois elementos quaisquer do dominio nessas condigdes,

para aplicarmos a defini¢do 2.1.5.
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Note que,
loggr =a = 2" =zelogy=b — 2" =y

Ora, como z < y = 2° < 2°. Dai e do fato da exponencial g(x) = 27 ser crescente,
temos que

2% < 2" — @ < b, de onde segue que, logox < logyy.

Assim, temos que = < y implica f(x) < f(y). Portanto, pela defini¢do 2.1.5 a fungdo f é
crescente.

O

Exemplo 2.5.6. Analise a fungdo g : R}, = R ; g(x) = log% x, quanto a sua monotonicidade.

Solucdo. Tomando z,y € R* ; x < y, queremos analisar 0 que ocorre com as respectivas ima-
gens, quando pegamos de modo geral dois elementos quaisquer do dominio nessas condigdes,
para aplicarmos a defini¢do 2.1.5.

Note que,
l = L a— { =b L b—
0g1r = a — 5 =welogiy = — 3 =y
Note que,
l = 1 a_ l =b 1 b—
091t =a = 5 =welogiy =0 = 3 =y

a b z
Ora,comoz <y — <%) < <%> . Daf e do fato da exponencial g(z) = <%> ser

decrescente, temos que

a b
1 1
(5) < (5) =—> a > b, de onde segue que, log%x > log%y.

Assim, temos que x < y implica f(z) > f(y). Portanto, pela defini¢do 2.1.5 a funcdo f é
decrescente.

[l

Podemos explorar esses resultados através do GeoGebra como segue abaixo:
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y

g(x) =log(1/ 2, x)

-2 0 14 16 18

-2

f(x) = log(2, x)

Figura 2.51: Tlustracdo Gréfica de f(x) = logox e g(x) = logx

Observacio 2.5.4. O ponto A de coordenadas (1,0) representa o ponto de interseccdo entre

as curvas que representam os grdficos de f e g. No caso especial de a = 2 e a = % temos que

g(x) = —f(x).

A seguir, sem usar derivadas, provaremos que a funcdo f(z) = log,x é crescente para

1
3

a > 1 e decrescente para 0 < a < 1, generalizando os exemplos anteriores a = 2 e a =
* Caso 1. Consideramos a > 1e 0 < z < y. Temos que:

logex =1 = d" =xelogy=s = a’ =y.

Vejaque z < y = a” < a°, daf e do fato de que a fungdo exponencia g(z) = a” é

crescente se a > 1, temos que: a” < a® implica em r < s. De onde segue que
r<y = log,x =1 <log,y =souseja,r <y — f(z) < f(y).

Portanto, pelo resultado 2.1.5 a fungdo f € crescente quando a > 1.

* Caso 2. Consideramos 0 < a < 1e 0 < z < y. Temos que:

logax=r = a" =xelogy=s = a’ =y.

Vejaque z < y = a” < a®, daf e do fato de que a fungdo exponencia g(z) = a” é

decrescente se 0 < a < 1, temos que: a” < a® implica em r > s. De onde segue que
r<y = log,x =1 >log,y =souseja,x <y — f(z)> f(y).

Portanto, pela defini¢do 2.1.5 a funcdo f é decrescente quando 0 < a < 1.
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O conhecimento de fun¢do logaritmica pode ser aplicado em diversos campos da ci€én-
cia como segue as aplicacdes adiante. Além disso, podemos dizer que este tipo de aplicagdo
e significado transmite ao aluno uma abordagem mais interessante e aliado com o uso do Ge-
oGebra contribui para tornar esse conhecimento um pouco mais palpavel, facilitando assim a

compreensdo do mesmo.

A seguir, apresentaremos algumas aplicagdes da funcao logaritmica, refor¢cando a impor-
tancia da resolucdo de problemas em aplica¢des do dia a dia no desenvolvimento do conheci-
mento.

1. Crescimento populacional

Como visto anteriormente, a taxa de crescimento de uma populagido € proporcional a

quantidade existente no instante considerado:
P(t) = Poert

onde Py representa a populacdo inicial, r € a taxa de crescimento (constante) e ¢ € o tempo
decorrido, geralmente em anos. Como veremos a seguir, a funcao logaritmica pode ser utilizada

para determinar o tempo ¢ necessario para que uma populagdo atinja um determinado valor.

Uma populacido de bactérias comeg¢a com F;, = 1000 individuos e cresce a uma taxa
de r = 0,2 ao ano. Deseja-se saber apds quanto tempo a populagdo atingird P(t) = 2000
individuos.

Sabemos que a fun¢do que modela o crescimento €:
P(t) = PoeTt

Substituindo os valores:
2000 = 1000 - %%

Dividindo ambos os lados por 1000:

Aplicando logaritmo natural:

In(2) = 0,2t = t = ~ 347

Portanto, a populacdo dobrard em aproximadamente 3,47 anos.
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2. Decaimento radioativo

Assim como no crescimento populacional, o decaimento radioativo pode ser modelado
por uma funcdo exponencial. Nesse caso, a taxa de variacdo da quantidade de material radi-
oativo € proporcional a quantidade presente no instante considerado, mas com sinal negativo,

indicando redugdo ao longo do tempo:
N(t) = Noei)\t

onde N, representa a quantidade inicial da substincia, A € a constante de decaimento (positiva)
e t é o tempo decorrido. Como veremos a seguir, a fung¢do logaritmica permite determinar o

tempo ¢ necessdrio para que reste uma quantidade especifica do material radioativo.

Uma amostra radioativa possui Ny = 500 gramas. Deseja-se saber quanto tempo levara

para que reste apenas N (¢) = 100 gramas, sabendo que a constante de decaimento é A\ = 0,1
1

ano~
A fung¢do que modela o decaimento é:
N(t) = Nye™
Substituindo:
100 = 500 - e "
Dividindo por 500:
0,2 =¢e "
Aplicando logaritmo:
—1n(0,2)

In(0,2) = —0,1¢t = t = ~ 16,09

0,1

Assim, levard cerca de 16,09 anos para que reste 100 g da substancia, ainda radiativo.

3. Juros compostos continuos

No contexto financeiro, a capitalizacdo continua de um investimento pode ser modelada
por uma fung¢do exponencial. Nesse modelo, os juros sdo aplicados de forma continua ao saldo
acumulado, fazendo com que o crescimento do montante ocorra de maneira exponencial ao

longo do tempo:
A(t) = Aoert,

onde Aq representa o valor inicial investido, r é a taxa de juros anual (em forma decimal)
e t € o tempo decorrido, geralmente em anos. Assim como nos casos anteriores, a fungdo

logaritmica pode ser usada para determinar o tempo ¢ necessario para que o investimento atinja
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um determinado valor, como veremos a seguir.

Um investimento inicial de R$1000 rende juros compostos continuos a uma taxa de 5%

ao ano. Em quanto tempo o capital dobrard?

Modelo matematico:
A(t) = Aoe”

Substituindo:
2000 = 1000 - %05

Dividindo:
9 — 0,05t

Aplicando logaritmo:
In(2)
0,05

Portanto, o valor dobrard em aproximadamente 13,86 anos.

In(2) = 0,05t = t = ~ 13,86

4. Carga de um capacitor

Em um circuito elétrico formado por um resistor (/2) e um capacitor (C') em série, a carga

do capacitor ao longo do tempo é dada pela férmula:

Q(t) = Qumax (1 — /)

onde ()4 representa a carga maxima que o capacitor pode atingir, 12 € a resisténcia do circuito,
C é a capacitancia e ¢ € o tempo decorrido. A funcdo logaritmica pode ser utilizada para
determinar o tempo necessdrio para que o capacitor atinja uma carga especifica, levando em

consideragdo os valores de R, C' e (t). Veja o exemplo a seguir.

Em um circuito elétrico, um capacitor de capacitancia C' = 0,01 F e resisténcia R = 100 (2

atinge uma carga de 90% da carga médxima. Determine o tempo necessario para que iSso ocorra.

Sabemos que a func¢do da carga é:
Qt) = Quax(1 — e7)
Deseja-se Q(t) = 0,9Qma. Substituindo:
09=1—¢t"
Isolando o exponencial:

0,l=e"'= —t=In(0,1) =t =—1n(0,1) ~ 2,30
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Logo, o capacitor atinge 90% da carga mdxima em cerca de 2,30 segundos.
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Capitulo 3
Consideracoes Finais

Este trabalho foi desenvolvido a partir da percepg¢do a respeito da necessidade que temos
de enquanto professores de matematica disseminar o conhecimento matematico de modo mais
claro e interessante possivel, tal percep¢do nos levou a pensar nas ferramentas digitais que te-
mos a nossa disposi¢do as quais podem ser utilizadas como aliadas nesse sentido. Desse modo,
enxerga - se o software GeoGebra como uma destas ferramentas, capaz de facilitar e tornar mais

interessante o ensino de matematica.

Para isso, o conteddo de fun¢do tido como um dos menos compreendidos de modo ge-
ral, foi alvo de nossa investigacdo e enfoque onde buscamos de modo satisfatério realizar uma
abordagem do mesmo utilizando o GeoGebra como ferramenta de apoio no ensino deste. Foi
apresentado o software de modo minucioso a partir de sua interface até a utilizacdo efetiva no
ensino das funcdes quadratica, cubica, exponencial e logaritmica. As funcionalidades do soft-
ware sio indmeras e abrangentes, neste trabalho expomos e utilizamos apenas algumas nesse
ambito de representacdo e andlise grafica das funcdes. Alguns conceitos e defini¢des foram
expostas e abordadas tendo como ferramenta facilitadora o GeoGebra. Além de abordar os con-
teudos citados, foi apresentado também o passo a passo de como utilizar o software para assim
contribuir com os colegas professores para que se assim julgarem vidvel poderem estar incre-

mentando sua pratica docente.

Conclui - se que através do uso do software GeoGebra como instrumento de apoio, pode-
mos enriquecer as aulas de matematica e levar aos alunos uma visao diferenciada e interessante
especialmente em relacio ao contetdo de Fungdes, contribuindo assim para um ensino mais di-
namico e interessante capaz de estimular e incentivar positivamente os estudantes promovendo

assim uma aprendizagem mais significativa.
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Apéndice A

Guia Pratico do GeoGebra no Ensino de
Funcoes

Este apéndice tem como objetivo oferecer um guia pratico para a utilizacdo do GeoGebra
no ensino das fun¢des quadraticas, ctbicas, exponenciais e logaritmicas. Apds a discussao ted-
rica desenvolvida nos capitulos anteriores - que trataram do uso do software no contexto dessas
fungdes -, este material busca fornecer instru¢des objetivas e acessiveis para sua construcio e
andlise grifica. A proposta € auxiliar professores e estudantes no uso didatico do GeoGebra,

promovendo uma aprendizagem mais visual, interativa e significativa.

A.1 Funcao Quadratica

Descrig¢do do passo a passo para o estudo da fungdo quadrética através do GeoGebra.

1° Passo: Digite no campo de "Entrada"a expressdo ax”2 + bx + c e pressione a tecla
Enter para que o grafico da funcio quadratica seja gerado, conforme ilustrado na Figura A.1.
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B]e 400 4N =4 5c Q=
o 7} =N &)
5 s s 5 (1)
0 b=1 :
-5 e— 5 @
O c=1 H
5 s s 5 (3)
® f(x) = ax+bx+c
= 1 +1x+1 »
6 5 4 -3 -2 -4 0 1 2 3 4 5 [
+ Entrada...
-1
-2
A
3
[c}
o Q
-5 i

Figura A.1: Funcdo quadrética com coeficientesa = b =c =1

2° Passo: Note que, ao variar os coeficientes genéricos a, b € ¢, é possivel observar como essas

alteracOes influenciam o comportamento do grafico da funcao quadrética.

Para isso, basta arrastar o controle do coeficiente desejado ao longo do intervalo indicado,

conforme ilustrado nas Figuras A.2, A.3 e A.4.

* Variagao do coeficiente a.

DRSSP Sc Q=
O a==5 : :_@
b e—— 5 G
O b=1 :
5 ———— 5 ()
O c=1 H
5 ———— 5 (D
f(x) = ax®+bx+c X
® ) 20 % 30 35
= 5xt41x+1
+ Entrada...
L
Q
qQ

Figura A.2: Coeficiente a variando no Intervalo de [-5, 5]
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* Variacdo do coeficiente b.

BRSNS IPARER: T
a:_._1 ; 1 [ =
O 5 5 \ \\\ \\\\ |
b=5 > f(x) =1 %3+ 5% 1 ‘I‘I"‘«. ‘
’ _5 _E|5 © | W J
0 -1 : | €
5 — e 5 (3) /

f(x) = ax*+bx+c

O 7 A
= 13 4+5x+1 /1L X,
4 — \_/ /| y f '
+ Entrada... * N ’ f “: ’ ’
SR\
-2
L3
-3
Q
- Q
-5
Figura A.3: Coeficiente b variando no Intervalo de [-5, 5]
* Variagao do coeficiente c.
[R] 4~ 4> 0O &N =2 @ SC Q=
O a=1 ;N :—
5 e 5 (3)
o bl
5 —— 5 (})
O c="5
5 e—— 5 @
f(x) = ax’+bx+c
O — 2 X
= Li41x43 10 15 20 D
+ | Entrada..
]
Q

Figura A.4: Coeficiente c variando no Intervalo de [-5, 5]

A seguir, temos a descri¢do do passo a passo, de como determinar os zeros e pontos de
maximo ou minimo de uma fun¢io quadratica .

1° Passo: Digite no campo de "Entrada"a expressdo correspondente a lei de formacao da funcao,
temos como exemplo a fungdo f(z) = 2% + 6z + 8. Digite x*2 + 6x + 8 e dé Enter.
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DB SOl IPANEIR
© f(x)=x+6x+8 A f

+ Entrada... 10

o 1l

Figura A.5: Griéfico da fungdo f(z) = 2 + 62 + 8

2° Passo: Nas opcdes de Ferramentas, selecione o icone relacionado a pontos da curva. Onde

aparecerd inimeras opg¢des, a op¢cao "Raizes"deverd ser selecionada.

r )OO 4LN 2

@ & Ponto N f

+ {,;‘\ Ponto em Objeto 10
‘/' Vincular / Desvincular Ponto
>( Intersecéo de Dois Objetos
. * Panto Médio ou Centro

o2 Ntimero Complexo

N Otimizacio 4
N Raizes

5 )\_/2 0

Figura A.6: Interface do GeoGebra com a barra de Ferramentas sendo acionada

3° Passo: Apos selecionar a op¢do "Raizes", basta clicar sobre o grifico da fungao.
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R~ L OO 4N = Q =
@ () =F+6x+8 N e y (e ¢ =&
® Raiz(f) H 10
= A=(40)
o B = (-2, 0) s
=+ Entrada...
4
2
A B i x
& J\/lz 0 2 4 6 3 i

Figura A.7: As abscissas dos pontos A e B sdo os zeros da fung¢do f(x) = 2% + 6z + 8

De modo andlogo, conseguimos o ponto de maximo ou minimo.
1° Passo: Refaca o que foi feito no 2° Passo A.l, e ao invés de selecionar "Raizes"selecione
"Otimizagao".

2° Passo: Em seguida clique sobre o grafico de f.

RNV~ L D> 0O &N =2 ¢ Q =
@ fx)=x+6x+8 W, f v (L w e ¢ =@
® Raiz(f) H 10
= A= (40
@ B=(20) : 8
C = Extremo(f)
= (3.1
=+ Entrada... 4
2
A B n,
s w 0 2 1 6 8 @\4)

Figura A.8: A abcissa do ponto C' é o ponto de minimo de f

Para determinarmos a interse¢ao com o eixo Y, basta refazer o 2° Passo A.1 e selecionar
a opcao "Intersecdo"de Dois Objetos, e apds isso clique sobre a curva de f e sobre o eixo Y, o

ponto aparecerd, como mostra o grafico abaixo.
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BN ENIPINEIE Q =
@ () =x+6x+8 0 f Y ol @
® Raiz(f) : 10
= A= (4,0
D
@ B = (-2, 0) £
® C = Extremo(f)
= (-3,-1)
® D = Intersecio(f, EixoY, 1) : 4
= (0.8)
2
+ Entrada...
A B fx,
& Wz 0 2 3 6 N

Figura A.9: A ordenada do ponto D € o ponto de interse¢do de f com o eixo Y

A.2 Funcao cibica

Descricdo do passo a passo, a ser seguido para este realizar o estudo dos intervalos de

crescimento e decrescimento da funcao definida em 2.1.5.

Inicialmente, exploraremos um caso particular da fungio cibica f(r) = az3+br?+cr+d.
Em seguida, analisaremos o caso geral.

1° Passo: Digite no campo de "Entrada"a expressdo x"3 + 2x"2, para que o grafico de f

apare¢a, como na figura A.10.

= GeoGebra Calculadora ( A/ Grifica ~ < 0
+ f(x) =+ 24 : ~ ey e
] 14
12
e :
- 0.8
m
06
E 0.4
02
X
2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 020 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
-02
04
-06
ke
-0.8
1
Q
12
ES] 14
| i | . dh DO RS e e R ||

Figura A.10: Interface do GeoGebra com o comando no campo "Entrada"
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2° Passo: Marcando os extremos e raizes de f. Na aba "Ferramentas"clique em "Raizes"e em

seguida sobre o grafico de f, depois volte na aba "Ferramentas”, clique em "Otimizacdo"e logo

apos sobre o gréfico de f, como na figura A.11.

GeaGebra Calculadora

Ferramentas Basicas

N A a2
- =
Mover Ponto Controle
Deslizante
Al A
X Y, iy 2

cio de
Dois Objetos

Otimizagio

Raizes

P Grafica ~

0.8

06

04

02

- KV

&

X

Reta de
Regressao
Editar
¥ & &
Selecionar  Mover Janela  Apagar
Objetos de
AL .
Exibir / Exibir /
Esconder  Esconder
Midia
ABC
Inserir Texto
magem
MedicOes °

2 18 -16 14 12 1 08 -06 04 020

-02

04

02 04 06 08

12 14 16 18 2

22 24

Jo)

Figura A.11: Interface do GeoGebra com o comando no campo "Ferramentas"

O gréfico ficard do seguinte modo, ver figura A.12 :

GeoGebra Calculadora
Q f(x) = 22

Raiz(f)
= A=(20)

B = (0,0)

Extremo(f)
= C = (133, 1.19)

D = (0, 0)

+  Entrada..

A - . v
'3 2y ol
15
1
05
A X.
2 -15 —1 -05 0B 0.5 15 2 25 3
-05
L
] Q
Q
-15
!

Figura A.12: Extremos e Zeros de f

3° Passo: Utilizaremos o recurso "controle deslizante"para que possamos movimentar a reta

tangente ao grafico e assim, ao analisar sua inclinacdo podermos tirar as devidas conclusdes

acerca dos intervalos de crescimento e decrescimento da fun¢ido em estudo.
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* Em primeiro momento, na aba "Ferramentas"clique no recurso "controle deslizante"como

mostra a figura abaixo:

= GeaGebra Calculadora ( A/ Gufica - ) Cll ATRIBUIR 0
2
Ferramentas Basicas [} Y o
. E A a-2
Aigetra . =
Mover Ponto Conirole 15
Deslizante
@ Py .
Ferramantas S N Iy
Intersecdo de  Otimizaco Raizes
— Dois Objetos 1
[1}
Tabela ;}.‘
Reta de
E Regresséo 05
IS Editar
e e A D X
Selecionar Mover Janela  Apagar 2 -15 -1 -05 0B 05 1 15 2 25 3
Objetos de
AA ®
Exibir / Exibir / 05
Esconder Esconder
e L
Midia -
-1
m AEC Q
Inserir Texio
Imagem ! Q
Medicoes -15 o Windo
e . f

Figura A.13: Interface do GeoGebra com o comando no campo "Controle deslizante"

* Em seguida, ao abrir a tela como na figura A.14, clique em "OK".

Controle Deslizante

Nome

a=1

@ Numero (O Anguo () Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

min max Incremento
-5 5

CANCELAR

Figura A.14: Interface do GeoGebra com o comando no campo "Controle deslizante"

* Agora, iremos configurar o "controle deslizante"definindo o inicio de onde vocé desejar
que ele inicie, basta editar os nimeros de inicio e fim do intervalo como demarcado na
figura A.15, coloque o valor de a sendo um valor que esteja no dominio de f, escolhemos
o valor do ponto de mdximo por ser um ponto explicito no gréfico.
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@
@
@
7@
| o
_ﬁ
0
_E
S
@
+
i

GeaGebra Calculadora

f(x) = 422

Raiz(f)
=A=(20)

B = (0,0)

Extremo(f)

= C= (133 119)

D = (0, 0)

Entrada...

N o - < V)

33 2y o]
15
1
05
AA D X
2 15 -1 05 0B 05 1 15 2 25 3
a=-133
L ] -05
*
1 Q
Q
-15
f

Figura A.15: Configurando o intervalo

4° Passo: Inserir o ponto P, pelo o qual a reta tangente percorrerd. No comando de "En-
trada"digite P= (a, £ (a) ), dé ’Enter’, ver figura A.16

@

o

GeaGebra Calculadora

f(x) = ¥ 23

Raiz(f)
=A=(20)

B = (0,0)

Extremo(f)
= C - (-133, 1.19)

D = (0, 0)

a=-133 H
5 e — 5 (3)

P = (a, f(a))
= (-1.33, 1.19)

N s - < V)

P 2y e
15
P
1
0.5
“A D X
2 -15 -1 05 0]B 05 1 15 2 25 3
a=-133
@ -05
L
1 @
Q
-15
f

Figura A.16: Inserindo o ponto P onde a reta tangente percorrerd

5° Passo: Inserindo a reta tangente ao grafico de f.

* Primeiramente, digite na "Entrada"g: Tan, ao fazer isso, aparecerd as op¢des como na fi-

gura A.17 abaixo, onde vocé clicard na seta que aparece no canto da categoria "Tangente",

onde esta sinalizado com o nimero 2.
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= GeoGebra Calculadora (| A/ Gréfica ~ < 0
- @] f(x)=x3+2x2 o~ 2y e
Algebra RaIZ f
o "D .
=A=(20
c. 0 P
@ B = (0, 0) 1
" E (f)
Tebsis xtremo
@)
= C = (-1.33, 1.19) 0s
@ D - (0, 0)
-- . AA D X
@ | Tangente > @ 2 15 -1 ~05 0B 05 1 15 2 25 3
Distancia 4 a=-133
) ETangente » ® 05
SomaRetangulos 4 “
A : . =
Q
15
E !

Figura A.17: Inserindo a reta tangente - parte 1

* Aparecera outra pequena Aba com opgdes, onde vocé clicard na op¢do assinalada como

na figura A.18 abaixo, em vermelho.

= GeoGebra Calculadora

@
8
e
@
e
7ﬁ
= | o
)
)
)
A
=

f(x) = x* + 2%

Raiz(f)
=A=(20)
B = (0,0)
Extremo(f)
= C=(-133119)
D = (0, 0)
Tangente 4
Distancia 4
ETangente v
SomaRetangulos 3
g: Tan

N ot - < (V7
2
) y e
15
P
1
05
: o x
-1 -05 0 05 1 15 2 25 3
Tangente (7] B
Tangente( Ponto, Cénica ) | a = -1.33
L 2 -05
Tangente( Ponto, Fungdo )
Tangente( Ponto da Curva, Curva ) L
Tangente( Valor de x, Fungéo ) -1 Q
Tangente( Reta, Conica )
. . Q
Tanasn tar CARica rAnics \
/ -15
f

Figura A.18: Inserindo a reta tangente - parte 2

Voce digitard (P, £ (x)) no campo que abrird ao clicar na op¢do acima. Ficard da se-

guinte forma, ver figura A.19 :
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GeaGebra Calculadora

@ Raiz(f)
=A=(20

@ B = (0. 0)

o Extremo(f)
= C = (-1.33, 1.19)

@ D = (0,0)
a = -1.33 H

© 5 e — 5 (5)

® P = (a, f(a))
= (-1.33, 1.19)

® g | Tangente(P, f())]
=y = -001x + 1.17

+

@

e - ’ 0
= 2|y *
15
P
g ’e
1
05
o x
2 15 1 05 0B 05 1 15 2 25 3
a=-133
® 05
L.
1 [}
a

f

Figura A.19: Inserindo a reta tangente - parte 3

6° Passo: Acionando a animacdo e analisando os intervalos de crescimento e decresci-

mento de f, a partir da inclinagdo da reta tangente ao grafico. Clicando em cima do ponto

a do controle deslizante, e arrastando ele no intervalo estabelecido fard com que a reta

tangente percorra o grafico, e veremos sua inclinagao. Veja a Figura abaixo A.20.

GeaGebra Calculadora | A/ Grafica ~ < 0
Raiz(f) o 2|¥ 0o
@
=A-(20)
@ B - (0,0) 8
Extremo(f)
o :
= C = (133 119)
© D-(00
(0,0) os
. a -1.7 :
5 e s 5 (3) A D X
o P = (a, f(a)) 2 15 -1 05 0[B 05 1 15 2 25 3
= (-1.7, 0.87) =-1.7
-05
® g : Tangente(P, f(x)) § g N
=y = 187x + 4.05 a
-1
+ | Entrada... a
15
=] f

Figura A.20: Inclinagdo da reta tangente ao grafico no intervalo de (—2; —1, 33)

Observe no grifico da Figura A.20 que no intervalo (—oo; —1, 33) a reta tangente aponta

para cima significando inclina¢@o positiva o que remete a conclusio de que f(z) = 2 + 222 é

crescente neste intervalo.
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Para o caso geral, basta digitar ax*3 + bx”2 + cx + d no GeoGebra, pressionar
Enter e, em seguida, movimentar os coeficientes a, b, ¢ € d para analisar o comportamento do
grafico da funcgdo f(z) = ax® + bx® + cx + d.

A.3 Funcao Exponencial

Anteriormente, discutimos a fun¢do a”, suas principais propriedades e como representa-
las no GeoGebra. Agora, faremos um guia pratico para o uso do GeoGebra na exploracdo da
fun¢do da forma f(z) = ¢ - a”.

Note que, no caso em que ¢ = 1, recuperamos a fun¢do tratada na Subsecdo 2.5.1, e todas
as propriedades abordadas anteriormente continuam vélidas.

1° Passo: No campo de "Entrada"digite £ (x) =c (a”x) e dé Enter.

AL P>OO LN = Q =
o °=1 N y L e clw) ¢ @

-5 ® 5 ®
10
a=1 :
O
5 ® 5 (®
8
f(x) = ca®
@
=1-1" 6
+ Entrada...
4
2
_f
LI
—
-5 —4 -2 0 2 4 6 8

Figura A.21: Interface do GeoGebra com a fun¢do exponencial em sua formula genérica

O intervalo pode ser alterado de modo a obedecer os critérios de existéncia da fungao ex-
ponencial, de modo bem simples ao clicarmos préximo ao extremo do intervalo que desejamos
editar.

2" Passo: Movimente os coeficientes sobre o intervalo e veja o que acontece, vocé poderd usar

o "Controle Deslizante", ou movimentar manualmente arrastando o mouse sobre o intervalo.

* Variagao do coeficiente a no intervalo (0, 1).
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(e 200 4N = Sc Q=
o et = (L ace ¢ e
B e e 5 ()
a =08 :
O 0.2 m——y 08 (D)
® f(x) = ca*
= 1-08"
=+ Entrada...

-2 Q

Figura A.22: Variag@o do coeficiente a da fungdo f(z) = c.a” no intervalo (0, 1)

* Variagdo do coeficiente a no intervalo (1, 5).

R]a AP OO &N =@ SC Q=
o <! N iy = = T
5 ——e 5 (})
a=038 i 12
® 0.8 @ u—— 5 (F)
f(x) = ca” 1
® =
= 1-0.8" s
+ Entrada ‘.“
. |
s 4
2 L
- ; e
-5 -4 -2 ] 2 4 [ 3 10 ‘@\

Figura A.23: Variacdo do coeficiente a da fungio f(z) = c.a” no intervalo (1, 5)

* Variagdo do coeficiente ¢ no intervalo (—5, 5).
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DB SOl IPANEIR Q=
o = : | T =
5 @ 5 ®
a=>5 :
© 0 ® 5
® f(x) = ca* :
= -5.5"
+ Entrada... - X

Figura A.24: Variagdo do coeficiente ¢ da fungdo f(z) = c.a” no intervalo [—5, 5]

A.4 Funcio logaritmica

De modo andlogo, realizamos a representagdo da funcdo logaritmica como descrito a

seguir:

1° Passo: No campo de "Entrada"do GeoGebra, digite f (x)=1og (a, x). Ao comegar a
digitar aparecerd a seguinte tela.

R~ L0044 N = Q =
A f(x) = log : P i alc)d ¢ e
log » log ro
log 4
log10 N |G

log2 3
DistribuicBoLogistica 4

DistribuicdoLogisticalnversa

DistribuicioLogNormal » —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

NictriknirSal anklarmallinusres

Figura A.25: Interface do GeoGebra ao digitar a Fun¢do Logaritmica

Siga a instruc@o acima e ao clicar na op¢ao em destaque aparecerd o campo para ser

digitado o (a, x) . Configure o intervalo de acordo com a condicao de existéncia do logaritmo.

2° Passo: Facga o a variar no intervalo através da ferramenta "Controle deslizante"ou manual-

mente ao deslizar com o mouse sobre o intervalo, produzindo assim a figura a seguir.
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DB S SO S AP NGRS SC Q=
o a=11 : y =Y
1] @ 5 (¥) 6
f(x) = logy(x)

= logi(x)

=+ Entrada...

Figura A.26: Variacdo da base a no intervalo (1.1, 5)

E essa é a representacdo grafica da fungfo logaritmica f(x) = log,x) para 1 < a < 5, através
do GeoGebra.
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Apéndice B

Derivadas

B.1 A Derivada

A derivada é um dos conceitos fundamentais do calculo diferencial. Intuitivamente, ela
representa a taxa de variacdo de uma fun¢do em relacdo a sua varidvel independente. No con-
texto geométrico, a derivada de uma fun¢do em um ponto corresponde a inclina¢do da reta
tangente ao grafico da fun¢do naquele ponto. Esse conceito permite analisar o comportamento
da funcdo, identificando intervalos de crescimento e decrescimento, além de pontos de maximo,

minimo e inflexao.

Definicao B.1.1. Dada uma funcdo f : I C R — R. Dizemos que f é derivdvel no ponto

xo € I se
L f@) ~ )

T—T0 xTr — "L’O

existe. Representamos a derivada de f no ponto a por f'(xy), isto é,

o) — tim T@) = F0)

T—T0 T — :CO

Fazendo a mudanca de varidvel h = x — xy, obtemos

lim f(z) — f(zo) — lim f(wg+h)— f(l"o)‘

T—T0 xr — X h—0 h

Proposi¢io B.1.1. Seja f(x) = az" comn € N. Prove que f'(x) = naz" .

Demonstragdo. Use indugdo sobre n e a propriedade da derivada do produto. [
Proposi¢io B.1.2. Seja f(z) = ae®®. Entdo f'(x) = abe®.

Proposicdo B.1.3. Seja f : R — R onde f(x) = a” e a € R — {1} uma constante. Entdo

f'(x) = a"lna.
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B.2 Maximos, Minimos, Crescimento e Decrescimento

Maximos e minimos locais e globais

Seja f uma fun¢do definida em um intervalo / C R. Dizemos que:

* f possui um maximo local em x = a € [ se existe um intervalo aberto J C [ contendo
a tal que, para todo = € J, temos f(z) < f(a).

* f possui um minimo local em x = a € [ se existe um intervalo aberto J C [ contendo
a tal que, para todo = € J, temos f(z) > f(a).

* f possui um maximo global (ou absoluto) em z = a € [ se, para todo z € I, temos
f(z) < fla).
e f possui um minimo global (ou absoluto) em x = a € [ se, para todo x € I, temos
f(z) = f(a).
Teorema B.2.1. Se uma f é derivdvel em (a,b) e xo € (a,b) é ponto de mdximo ou de minimo,
entdo f'(xq) = 0.
Teorema B.2.2. Seja uma funcdo f é derivdavel em um intervalo aberto 1.
a) Se f'(x) > 0 para todo = € I entdo f é crescente em 1.
b) Se f'(x) < 0 para todo x € I entdo f é decrescente em I.

c) Se f'(x) = 0 para todo x € I entdo [ é constante em I.

Definicido B.2.1. (Ponto Critico) Seja f : R — R e xy € Dy, dizemos que x, é um ponto
critico de f <f (xy) = 0.

Teorema B.2.3. (Teste da primeira derivada) Seja f derivdvel no intervalo aberto (a,b) com

derivada de primeira ordem continua e vy € (a,b) um ponto critico de f.

a) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,zy) e f'(x) < 0 para todo x € (x,b), entdo xy é um
ponto de mdximo local de f.

b) Se f'(x) < 0 para todo x € (a,xq) e f'(x) > 0 para todo x € (x¢,b), entdo xy é um
ponto de minimo local de f.

c) se ' ndo muda de sinal em I entdo xy ndo é ponto de mdximo nem de minimo em

(a,b).

Teorema B.2.4. (Teste da segunda derivada) Seja f : I — R com derivada de segunda ordem

no intervalo aberto I com derivada de primeira ordem continua e xy € I um ponto critico de
a) Se f"(xo) > 0, entdo xy € um ponto de minimo local de f.

b) Se f"(xq) < 0, entdo xq é um ponto de mdximo local de f.
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Teorema B.2.5. Seja I um intervalo de R e uma funcdo f : I — R possuindo derivadas de
segunda ordem.

a) Se para todo x € I, tem - se f"(x) > 0, entdo o grdfico de | tem concavidade para
cima em 1.

b) Se para todo x € I, tem - se f"(x) < 0, entdo o grdfico de f tem concavidade para
baixo em 1.
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