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RESUMO

Alguns problemas que aparecem no dia a dia em sala de aula podem passar despercebidos. Muitas
vezes, encaramos situagdes problemas no cotidiano com naturalidade e a curiosidade para gerar
uma demonstracao bem estruturada € deixada de lado pelo pragmatismo didrio. Neste trabalho
serd construida a demonstragdo de um dos teoremas propostos por Pierre de Fermat, onde a
area de um tridngulo pitagdrico nunca podera ser expressa como um quadrado perfeito. Para
fazer isso de maneira coesa e fluida, a dissertacdo foi dividida em quatro capitulos. O primeiro
tratard da construcdo histérica, o segundo analisard a construcao aritmética, o terceiro abordard a

constru¢do geométrica e, por fim, o quarto se dedicard a demonstracao do Teorema de Fermat.

Palavras-chave: teorema de Fermat; drea; triangulo pitagorico; aritmética; geometria.



ABSTRACT

Some problems that arise in the classroom on a daily basis can go unnoticed. Often, we face
everyday problem situations with nonchalance, and the curiosity to generate a well-structured
demonstration is set aside by daily pragmatism. In this work, the proof of one of the theorems
proposed by Pierre de Fermat will be constructed, where the area of a Pythagorean triangle can
never be expressed as a perfect square. To do this in a cohesive and fluid manner, the dissertation
has been divided into four chapters. The first will address the historical construction, the second
will analyze the arithmetic construction, the third will cover the geometric construction, and
finally, the fourth will be dedicated to the proof of Fermat’s Theorem.

Keywords: Fermat’s theorem; area; pythagorean triangle; arithmetic; geometry
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1 INTRODUCAO

E preciso parar e pensar: serd que os problemas matematicos que aparecem no dia a dia
sdo verdadeiramente levados a sério em todos os seus detalhes? Muitas vezes da-se atengdo a
problemas que requerem muita reflexdo e cuidado de um bom matemético. Todavia, todos os
problemas matemadticos possuem seu valor e, muitas vezes, aquilo que parece muito simples €,
na verdade, um ponto de riqueza matemaética que € desprezado.

Um dos problemas que muitas vezes parece 6bvio de definir, mas ndo tanto de provar,
foi enunciado e provado por Pierre de Fermat em uma carta de 1659, enderecada a Pierre de
Carcavi. Fermat enunciou que a drea de um triangulo pitagdrico ndo pode ser expressa como um
quadrado perfeito. Na pratica didria dos problemas que envolvem dreas de tridngulos pitagdricos,
triangulos retangulos de lados inteiros, muitas vezes deixamos passar detalhes que sdo deveras
importantes e que podem ser muito bem aproveitados no processo construtivo.

Além disso, vé-se uma clara relagdo estrutural entre a aritmética e a geometria, € iSS0O
se da de maneira muito perfeita no problema de Fermat discutido neste trabalho. Um tridngulo
pitagdrico estd associado a uma terna pitagdrica e isso € deveras significativo para 0 nosso
estudo. Assim, detalhar um problema, explicd-lo em riqueza de detalhes e analisar suas multiplas
colaboragdes para o processo de constru¢cao matematica € o que motiva a escrita deste trabalho.

Construir um problema vai muito além de prova-lo. Uma construgdo precisa de uma base
forte, para que se possa construir toda a casa de uma maneira segura. Assim, este trabalho sera
dividido em quatro capitulos e cada um dos quatro tem sua significancia na construcao final da
demonstracao.

No primeiro capitulo, analisaremos a construgdo historica do problema. Neste capitulo,
passearemos ao longo de povos e épocas que trataram dos tridngulos pitagoéricos. Iniciaremos
este passeio passando pela tabua Plimpton 322, uma tabua de 13 cm de comprimento, 9 cm de
largura e 2 cm de espessura, de origem babil6nica, mas com um cardter importantissimo para
os tridngulos pitagdricos. Apds isso, vamos até a Grécia Antiga para discutirmos os problemas
que envolvem Pitdgoras e a proposi¢cdo do Teorema de Pitdgoras, que caracterizam um triangulo
retangulo. Por fim, chegaremos a Franca e conheceremos Pierre de Fermat, suas contribui¢cdes
para a matemadtica e como ele propds e provou o problema que € a base deste trabalho.

Em nosso segundo capitulo, serdo feitas as construcdes aritméticas necessarias para que
possamos demonstrar as consequéncias aritméticas do problema de Fermat. Neste capitulo,

construiremos com maximo rigor as construgdes de MDC e os principios de divisibilidade. Neste
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capitulo, também temos uma construcdo feita por Diofanto, que d4 um excelente ponto de partida
na forma de representarmos parametricamente uma terna pitagdrica primitiva.

Assim como a construgao aritmética, a constru¢do geométrica € necessdria e fundamental
para a construcdo deste problema. Assim, no terceiro capitulo deste trabalho, ser4 feita a cons-
trucdo geométrica, onde trabalharemos a ideia de tridngulo retangulo e também a 4rea de um
triangulo retangulo.

O quarto e ultimo capitulo deste trabalho construird propriedades dos ternos pitagoricas e
dos tridngulos pitagéricos, que baseiam o ponto de partida do problema de Fermat. No ponto
central deste capitulo estdo duas demonstragdes do problema de Fermat que ddao o nome a esta
dissertacdo. Por fim, que este trabalho possa ser uma boa fonte de leitura e também de pesquisa

para aqueles que queiram conhecer mais sobre os tridngulos pitagéricos e o problema de Fermat.
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2 CONSTRUCAO HISTORICA DO PROBLEMA

Qual é a origem de um problema? Como se deu a evolugdo do problema ao longo da
historia? Quais foram os tedricos que discutiram esse tema? Essas perguntas sao cruciais e, ao
respondé-las, obtém-se uma compreensdo mais profunda da estruturacdo e demonstracdo do
problema. O presente trabalho analisard um teorema proposto por Pierre de Fermat, mas esse
problema requer algumas construcdes que antecedem Fermat e também sua demonstracdo, que
foi proposta em uma carta a Pierre de Carcavi.

Com isso, este capitulo tem como objetivo fornecer todo o aparato tedrico do problema
e como as construcdes realizadas ao longo da histéria geram uma uniformizacao do problema.
Para isso, serdo discutidas a origem dos tridngulos pitagdéricos, bem como os tedricos que
fundamentaram e otimizaram o estudo dos tridngulos pitagdricos até a proposicao do Teorema

por Fermat.

2.1 A Tébua de Plimpton 322

O ponto de partida para o estudo coerente dos tridngulos pitagéricos se dd no estudo da
tdbua conhecida como Plimpton 322 (seu nome indica a tdbua da colecdo G. A. Plimpton da
Universidade de Coltimbia, catalogada sob o nimero 322). Segundo Eves (2004), vé-se que essa
tabua foi escrita no periodo Babilonico Antigo (aproximadamente entre 1900 a.C. e 1600 a.C.), e

a primeira descri¢do do seu estudo foi feita em 1945.

Figura 1 — Tébua Plimpton 322

Fonte: Eves (2004)

A Figura 1 acima € um retrato da tdbua Plimpton 322. Eves (2004) relata que, infelizmente,
um pedago do seu lado esquerdo foi perdido, e sabe-se disso por uma rachadura na tdbua. Além

disso, a tdbua foi posteriormente danificada, perdendo uma lasca profunda do seu lado direito,
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a altura da metade, e também apresentando um descamamento no canto superior esquerdo. E
possivel que a parte que falta ainda exista, mas que esteja como uma agulha no palheiro, perdida
entre as colecdes dessas tdbuas antigas.

A tdbua contém trés colunas praticamente completas de caracteres, mas também existe
uma quarta coluna incompleta, que era uma coluna de caracteres ao longo do lado quebrado.

Eves (2004) propde uma tdbua em base decimal com as seguintes informagdes:

Figura 2 — TébuLa de Plimpton 322

e |
119 169 1
3367 4825 (115221) 2
4601 6649 3
12709 18541 4
65 97
319 481 Cljﬁk
2291 3541 7
799 1249 8
, 481 (541) 769 9
4961 8161 10
45 75 n
1679 2929 12
161 (25921) 289 13
1771 3229 1
56 106 (53)
\_ PESENCG Y S

Fonte: Eves (2004)

A coluna mais a direita serve para numerar as linhas, mas as duas mais a esquerda
parecem ser colunas de nimeros aleatérios. Todavia, com exce¢do de quatro casos, que estao
com 0s respectivos nimeros antigos entre parénteses e os corrigidos na lista, temos uma coluna
com hipotenusas e outra com um dos catetos de um tridngulo retangulo de lados inteiros, ou seja,
um tridngulo pitagdrico.

Com essa andlise foi possivel descobrir o outro cateto e formar assim os lados de um
tridngulo pitagdrico. Segundo Eves (2004) um terno de ndmeros inteiros, como (3, 45), cujos
termos sao lados de um triangulo retangulo, é chamado de terno pitagérico. Além disso,se o
unico fator inteiro positivo comum aos elementos de um terno pitagdrico for a unidade, ele € um
primitivo.

Eves (2004) pondera que um dos grandes feitos matematicos dos gregos, posterior muitos
séculos a tdbula de Plimpton 322, foi mostrar que todos os ternos pitagéricos primitivos (z, y, z)
sdo dados parametricamente por v = 2 - u - v, y = u> — v* e z = u? + v?, onde u € v s30 primos

entre si, com paridades diferentes e v > v. Podemos assim, determinar, por meio da Figura 2, o
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outro cateto juntamento com os nimero u € v. Considere que x serd o cateto descoberto e ja se

tem o cateto y e a hipotenusa z. Assim, na linha 1

u? —v® =119 [4]

u? + v* = 169 [x+]

somando [x] e [x*], tem-se que

=288 = u? =144 = u = 12

agora sabemos que u = 12 e vamos substituir esse valor em [x«| e daf

122 -0 =119 = 1> =119 — 144 =—= > =25 = v = 5.

Logo,u=12ev=5ecomozr =2-u-v,

10.

11.

x=2-12-5 = 120.

Seguindo o mesmo racicio para as quinze linhas da Figura 2, teremos

.2 =120,y =119e z =169, comu = 12e v = 5;

x = 3456,y = 3367 e z = 4825, comu = 64 e v = 2T;

. ¢ =4800,y = 4601 e z = 6649, comu = 75 e v = 32;

x = 13500, y = 12709 e z = 18541, com u = 125 e v = 54;

.x=T2,y=065ez=97,comu=9ev =4;

r =360,y =319e z =481, comu =20ev =9;

. x=2700,y = 2291 e z = 3541, com u = 54 e v = 25;
.2 =960,y =799e z = 1249, comu = 32 e v = 15;

. x=0600,y=481ez="769,comu =25ev =12;

xr = 6480,y = 4961 e z = 8161, com u = 81 e v = 40;

r =00,y =45ez="T5,comu = 2ev =1 (Esse terno ndo € primitivo e tem fator 15,

ou seja substitua u = 2 e v = 1 e apds descobrir o terno (x, y, z) multiplique por 15);
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12. x = 2400,y = 1679 e z = 2929, com u = 48 e v = 25;
13. x =240,y =161e z =289, comu = 15ev = §;
14. x =2700,y = 1771 e z = 3229, comu = 50 e v = 27;

15. x =56,y =90e z = 106, com u = 7 e v = 2. (Nesse tltimo caso vamos determinar o y

e o fator gerador € o fator 2).

Algumas coissa sdo importantes de notarmos, apenas os ternos das linhas 11 e 15 ndo
sdo primitivos. Eves (2004) nos diz que parece evidente que os babilonios desse remoto periodo
tinham ciéncia da representacdo paramétrica geral dos ternos pitagdricos primitivos como foi
dada acima. Vé-se isso quando notamos que u, v € x sao nimeros sexagesimais regulares, nimero
onde se seu inverso multiplicativo admite uma representacao sexagesimal finita.

A escolha de u e v deve ter sido motivada por algum processo subsequente envolvendo
divisdo, pois os numeros regulares aparecem em tdbuas de inversos multiplicativos e sao usados
para reduzir a divisdo a multiplicacdo. Uma andlise cuidadosa da tdbula Plimpton 322 nos permite
ver que a andlise de tridngulos pitagdricos ja era trabalhada muito tempo antes dos estudos mais

comuns sobre tridngulos pitagdricos.

2.2 Pitagoras

Falar sobre Pitdgoras € necessariamente entrar no campo das hipéteses. Eves (2004) diz
que, ao contrario do que ocorre com a matematica antiga do Egito e da Babilonia, quase ndo se
dispde de nenhuma fonte primdria para lancar luz sobre a primitiva matematica grega. A vida de
Pitagoras € envolta em certo misticismo, pois, como a maioria dos materiais de conhecimento
sobre a cultura antiga grega foram escritos muito depois dos acontecimentos, pouco se sabe
sobre ele com algum grau de certeza.

Ao que parece, Pitdgoras nasceu por volta de 572 a.C. na ilha grega de Samos. H4 uma
possibilidade, de certa forma até plausivel, de ele ter sido discipulo de Tales de Mileto. Isso se
da pelo fato de Pitdgoras ser cinquenta anos mais novo que Tales e também de residir préximo a
Mileto. Ao percorrermos os escritos sobre Pitdgoras, vé-se que, ao que parece, ele residiu um
tempo no Egito e pode até mesmo ter feito viagens mais extensas.

Quando esteve de volta a ilha de Samos, segundo Eves (2004), encontrou o poder nas

maos do tirano Policrates e a Jonia sob o dominio persa; decidiu entdo emigrar para o porto
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maritimo de Crotona, uma colonia grega situada no sul da Itdlia. Em Crotona, Pitdgoras fundou
sua famosa escola, a Escola Pitagérica, que, além de ser um centro de estudo de filosofia,
matemadtica e ciéncias naturais, era também uma irmandade profundamente unida por ritos
secretos e cerimoOnias (aparentemente havia uma escola com cardter de seita religiosa).

A filosofia pitagodrica estava baseada na suposi¢do de que a ultima causa das varias
caracteristicas do homem e da matéria sdo os nimeros inteiros. Essa definicdo é muito signi-
ficativa, pois a escola pitagdrica exaltava os nimeros inteiros e também o estudo profundo de
suas propriedades, junto a geometria, a muisica e a astronomia, que constituiam as artes liberais
basicas do programa de estudos pitagdricos, segundo Eves (2004). Os ensinamentos da escola
eram orais e era muito comum que a irmandade atribuisse todas as descobertas ao fundador da
escola. Assim, é bem dificil saber com exatidao aquilo que foi descoberto por Pitdgoras e aquilo
que foi descoberto por um dos seus discipulos.

Admite-se a Pitdgoras e a escola pitagdrica os primeiros passos no sentido do desenvol-
vimento da aritmética e da teoria dos nimeros, assim como o langamento das bases do futuro
misticismo numérico. Eves (2004) conta que Jamblico, um influente filésofo neoplatdnico que
viveu por volta de 320 d.C., atribui a Pitadgoras e seus seguidores a descoberta dos nimeros
amigaveis. Dois nimeros sdo chamados amigéveis quando cada um deles € igual a soma dos
divisores proprios (todos os divisores de um nimero, com exce¢do do préprio nimero) do outro.

O primeiro par de nimeros amigaveis descoberto foi 284 e 220. Se analisarmos 0s
divisores préprios de 284 teremos Dygy = {1,2,4,71,142} e ao somarmos esses nimeros
1+244+71+ 142 = 220. Analogamente, se analisarmos os divisores proprios de 220 teremos
Daso = {1,2,4,5,10,11, 20, 22,44, 55,110} e ao somarmos esses ndmeros 1 +2+4+ 5+ 10+
11 4 20 + 22 + 44 4 55 + 110 = 284. Eves (2004) comenta que esse par de nimeros alcangou
uma aura mistica, e rezava a surpesti¢ao posterior que dois talismads com esses nimeros selariam
uma amizade perfeita entre os que 0s usassem.

Os nimeros amigdveis sdo tdo brilhantes que ao que parece nenhum novo par de nimeros
amigaveis foi descoberto até que Pierre de Fermat, um dos grandes especialistas em Teoria
dos Numeros, em 1636 anunciou um novo par formado pelso nimeros 17296 e 18416. Dois
anos depois de Fermat, René Descartes, fildsofo e matemaético franc€s, deu um terceiro par. Um
estudo primoroso dos chamados nimeros amigaveis foi feito pelo brilhante matematico suico
Leonhard Euler que, em 1747, deu uma lista de trinta pares de nimeros amigaveis que logo mais

foi aumentada para sessenta pares de nimeros amigdveis.
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Eves (2004) declara que também se atribuem aos pitagéricos os nimeros perfeitos, defi-
cientes e abundantes, que apresentam ligacdes misticas essenciais a especulagdes numeroldgicas.
Um ndmero se diz perfeito se € igual a soma de seus divisores proprios; deficiente, se excede a
soma de seus divisores; e abundante, se € menor que a soma de seus divisores proprios. Essa
associacdo numeroldgica se manifestava na criacdo, como Deus criou o mundo em seis dias e
seis € um ndmero perfeito, ja que 6 = 1 + 2 4 3. Todos os nimeros perfeitos que encontramos
sdo pares; a existéncia ou ndo de nimeros perfeitos impares é uma das célebres questdes abertas
da teoria dos niimeros.

E também atribuido a Pitdgoras e 2 escola pitagérica a originalidade dos nimeros figura-
dos, que expressam os nimeros de pontos em certas configuragdes geométricas. Sdo exemplo de
nimeros figurados os nimeros triangulares, niimeros quadrados, nimeros pentagonais e assim
por diante. Uma dltima atribuicdo a Pitdgoras, antes do famoso teorema, se d4 na relacao entre
intervalos musicais e razdes numéricas. Esses resultados levaram os pitagéricos a iniciar o estudo
cientifico das escalas musicais.

A tradicao € unianime em atribuir a Pitdgoras a descoberta independente do teorema sobre
tridngulos retangulos hoje conhecido como Teorema de Pitdgoras, onde o quadrado sobre a
hipotenusa de um tridngulo retangulo € igual a soma dos quadrados sobre os catetos. A primeira
demonstracao foi proposta por Pitdgoras, mesmo que os babilonios ja tivessem conhecimento
dessa relacdo um milénio antes.

Eves (2004) defende que mesmo tendo sido feitas muitas conjecturas quanto a demonstra-
cdo que Pitdgoras poderia ter dado, mas ao que parece foi uma demonstragdo por decomposi¢ao.

Considere o tridngulo retangulo de catetos a, b e hipotenusa c.
Figura 3 — Teorema de Pitdgoras

b a

a
a a
b c
b b
a \
b a b
Fonte: Eves (2004)

b
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Eves (2004) propde que consideremos os dois quadrados da figura 3, cada um de lados
iguais a a + b. O primeiro quadrado serd decomposto em seis partes — a saber, os dois quadrados
sobre os catetos e quatro tridngulos retangulos congruentes ao tridngulo dado. O segundo
quadrado estd decomposto em cinco partes — a saber, o quadrado sobre a hipotenusa e quatro
triangulos retangulos congruentes ao tridngulo dado. Subtraindo-se iguais de iguais, conclui-se

que o quadrado sobre a hipotenusa € igual a soma dos quadrados sobre os catetos.

2.3 Pierre de Fermat

E necessario que discutamos a construgio do problema conhecendo também um pouco da
histéria de Pierre de Fermat. Eves (2004) comenta que Fermat nasceu em Beaumont-de-Lomagne,
perto de Toulouse, em 17 de agosto de 1601. Sabe-se que morreu em Castres ou Toulouse a
12 de janeiro de 1665. Todavia, ha uma divergéncia entre essas datas. Em sua laje tumular,
originalmente na igreja dos Agostinianos em Toulouse e depois transferida para o museu local,
consta a data precedente como a da morte de Fermat, com 57 anos de idade. Devido a esse
conflito de datas, costuma-se escrever (1601?-1665) para nascimento e morte de Fermat.

Em sua vida, havia grande probabilidade de ndo seguir uma carreira na matematica. Eves
(2004) nos diz que Fermat era filho de um comerciante de couro e recebeu sua educagdo inicial
em casa. Aos 30 anos, alcangou o posto de conselheiro do Parlamento de Toulouse, mas foi um
advogado humilde e discreto, e isso foi deveras importante para que um génio da matemaética
surgisse. Em seu tempo de lazer, dedicou-se a matemadtica.

Fermat foi um contemporaneo de René Descartes e contribuiu de maneira extremamente
significativa para a constru¢do da geometria analitica moderna. A atribuicdo da prioridade a
Fermat se apoia numa carta escrita a Roberval em setembro de 1636, na qual afirma que suas
ideias ja tinham entdo sete anos. Os detalhes a respeito apareceram no artigo Isogoge ad Locos
Planos et Solidos, publicado postumamente, segundo Eves (2004).

Esse artigo mostra algumas descobertas de Fermat e nele estdo a equacio geral da reta, a
equagdo geral da circunferéncia e uma discussao sobre hipérboles, elipses e pardbolas. Fermat
foi tao brilhante no estudo da geometria analitica que propos muito mais curvas que Descartes.
Eves (2004) relata que as curvas 2™ - y" = a, y" = a - 2™ e " = a - § sdo ainda conhecidas
como hipérboles, pardbolas e espirais de Fermat.

Embora publicasse muito pouco durante sua vida, Fermat manteve correspondéncia cienti-

fica com muitos dos principais matematicos de seu tempo e, dessa maneira, exerceu consideravel
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influéncia sobre seus contemporaneos. Fermat enriqueceu tantos ramos da matemadtica com
tantas contribuicdes importantes que € considerado o maior matemaético francés do século X VII,
como explica muito bem Eves (2004). O trabalho de Fermat foi brilhante diante da Geometria
Analitica, mas igualmente fantastico diante da Aritmética.

Eves (2004) é preciso ao dizer que a ateng¢do de Fermat para a teoria dos nimeros
provavelmente foi despertada pela traducao latina da Aritmética de Diofanto, feita por Bachet
de Méziriac em 1621. Muitas das contribui¢cdes de Fermat ao assunto se deram na forma de
enunciados e notas escritos nas margens do exemplar que ele possuia do trabalho de Bachet.

Dentre suas muitas contribui¢des na Teoria dos Niimeros, estd o famoso Pequeno Teorema
de Fermat, conferir Teorema 3.15, que € de fundamental importancia na aritmética dos restos e
no estudo dos nimeros primos. O interessante € que Fermat nunca provou este teorema, apenas o
enunciou em uma carta de 18 de outubro de 1640 a Frénicle de Bessy. A primeira demonstragao
publicada desse teorema data de 1736 e € devida a Euler.

Fermat também enunciou e provou que um nimero primo impar pode ser escrito como a
diferenca entre dois quadrados, e essa maneira € unica. Mas uma contribui¢do de Fermat chama
muito a aten¢do e € a base deste trabalho. Fermat propds um teorema muito importante, conferir
Teorema 5.5, onde a drea de um tridngulo retangulo de lados inteiros nao pode ser um quadrado
perfeito inteiro.

Fermat propds essa demonstracdo em uma carta que foi enderecada a Carcavi e datada de
1659. As datas das vdrias notas sobre Diofanto nao sdo conhecidas, mas € provavel que esta nota
tenha sido escrita em algum momento entre 1636 e 1641, ou pelo menos, em nimeros redondos,
vinte anos antes da carta. Este fato é importante, pois a nota e a carta nao concordam — pelo
menos na aparéncia, como cita Walsh (1927).

Walsh (1927) informa que o assunto comum da Nota e da passagem na Carta € o novo
método de prova por "descendéncia infinita ou indefinida", conforme aplicado a proposi¢ao de
que a drea de um triangulo retangulo em nimeros (inteiros) ndo pode ser um quadrado (perfeito) -
ou, em outras palavras, que em solugdes integrais de 2% + y? = 22, %¥ ndo pode ser um quadrado.

Walsh também nos propde como foi essa prova dada por Fermat, onde segue-se alguns passos.
Se a drea de um tridngulo [retangulo] fosse um quadrado, (1) seriam dados
dois biquadrados cuja diferenca seria um quadrado; de onde se segue que (2)
seriam dados dois quadrados tais que tanto sua soma quanto sua diferenca seriam
quadrados. Portanto, (3) um nimero igual a um quadrado [isto €, um nimero
quadrado] é dado que é composto de um quadrado e o dobro de um quadrado,
com a condicao de que os quadrados que o compdem [tomados isoladamente]

formem um quadrado. Mas (4) se um nimero quadrado é composto de um
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quadrado e o dobro de outro quadrado, seu lado [raiz] € similarmente composto
de um quadrado e o dobro de um quadrado, como podemos demonstrar muito
facilmente. Portanto, serd concluido que (5) esse lado é a soma dos lados sobre
o angulo reto em um [ou o] tridngulo retangulo, e que um dos quadrados que
compdem a soma forma a base e o outro lado que € perpendicular (isto &, os dois
catetos deste tridngulo sdo eles proprios, um um tnico quadrado, e outro o dobro
de um quadrado). (6) Esse tridngulo retangulo, portanto, serd composto de dois
quadrados cuja soma e diferenca serdo quadrados. Mas (7) esses dois quadrados
serdo provados menores do que os quadrados originais obtidos primeiro [em
(2)], cuja soma e diferenca € um quadrado. Assim, se dois quadrados sdo dados
cuja soma e diferenga sao quadrados, serd dado, em nimeros inteiros, uma soma
de dois quadrados da mesma natureza (isto é, tal que sua diferenca também é
um quadrado), menor do que a (soma) precedente. (8) Pelo mesmo raciocinio,
sera dada outra [soma] menor que esta, encontrada da [mesma] maneira [que] a
precedente [foi encontrada], e sempre em infinitum nimeros inteiros menores
serdo encontrados apresentando a mesma [propriedade]; (9) o que € impossivel,
porque quando qualquer nimero inteiro € dado, uma infinidade de nimeros
inteiros ndo pode ser dada menor que ele. A inser¢do da demonstracdo completa
e detalhada [da série de somas cada vez menores] é impedida pela estreiteza da
margem.(Walsh, 1927, p.412-413)

Uma das mentes mais brilhantes que o mundo ja viu fez uma prova extremamente
interessante em um cantinho da margem do papel e compartilhou com alguém com quem discutia
matematica. Esse problema, sua base aritmética, sua base geométrica e sua demonstracao seguem

nos capitulos subsequentes.
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3 CONSTRUCAO ARITMETICA DO PROBLEMA

Construir a parte historica deste trabalho € deveras importante para o entendimento correto
do problema, mas ainda mais importante € conter a fundamentagdo aritmética e geométrica do
problema. Neste capitulo dar-se-a importancia a construcdo aritmética, onde serd discutindo
todos os pontos que tracardo uma linha construtiva da demonstracdo do Teorema de Fermat. A
fundamentagao tedrica deste problema estd pautada em (Hefez, 2006), (Santos,1998), (Morgado,
2014), (Faria, 2015) e (Feiten, 2024).

3.1 Axiomas de Peano

Antes de iniciar uma constru¢cdo mais detalhada no problema sobre os tridngulos pita-
goricos e as relacoes aritméticas, € de fundamental importancia entender o conceito de niimero
natural. Os nimeros naturais constituem um modelo matemadtico que permite a operagao de

contagem. Podendo representa-los por:
N=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...}

Todavia, nem sempre foi tdo facil entender os nimeros naturais, e deve-se a Giuseppe Peano
(1858-1932) a constatacdo de que se pode elaborar toda a teoria dos nimeros naturais a partir de
quatro fatos basicos, conhecidos atualmente como os axiomas de Peano.

Assim, os nimeros naturais (N) possuem quatro propriedades fundamentais, das quais
resultam, como conseqiiéncias légicas, todas as afirmagdes verdadeiras que se podem fazer sobre

esses numeros.
Defini¢so 3.1. O conjuntos do nimeros naturais (N) é caracterizado pelas seguintes propriedades:

1. Existe uma funcad s : N — N que associa a cada n € N um elemento s(n) € N, chamado

sucessor de n;
2. A Fungdo s : N — N € injetiva;
3. Existe um dnico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) Vn € N;

4. Se um subconjunto X C Nétalque 1 € X e s(X) C X (istoé,sen € X = s(n) € X),
entdo X = N.

Com essa caracterizacio ve-se que o conjunto dos naturais possui um menor elemento, o

1, que nao € sucessor de nenhum outro e todo nimero que pertence aos naturais possui sucessor.



21

Além disso, por ser injetiva, cada sucessor € Unico e por isso cada ndmero possui apenas um

dnico sucessor.

Observacao 3.1. H4 uma outra forma de escrever os axiomas de Peano, com igual rigor e uma

linguagem mais objetiva,

1. Todo n € N possui um sucessor, que € representado pro n + 1;

2. Sem+1=n+1entdom = n;

3. Existe um tnico elemento 1 no conjunto N, talque 1 #n + 1V n € N;

4. Se um subconjunto X C Nétalquel e Nen+ 1 € X, paracadan € X, entdo X = N.
Observacao 3.2. O quarto axioma de Peano é chamado de axioma de indug¢do, esse axioma da

origem ao Principio da Indu¢do Finita, que serd tratado na secdo seguinte.

3.2 Principio da Indugdo Finita

O ponto de partida deste capitulo se dd no estudo do Principio da Indu¢do Finita (PIF). O
PIF é um dos métodos de prova mais utilizado na demonstracdo de propriedades. O Principio da

Inducao Finita € um dos axiomas que caracterizam o conjunto dos nimeros naturais.

Teorema 3.1. (Principio da Indugdo Finita) Seja P(n) uma proposi¢do acerca de um niimero

natural n maior ou igual a um nitmero natural n fixado. Se p possui as seguintes propriedades:

1. (Base de Inducdo) P(ng) € verdadeira.

2. (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para algum n > ny, entdo P(n + 1) também serd

verdadeira.

entdo P(n) é vdlida para todo n > ny,.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, considere ng = 1 e assimtome X = {n € N/P(n) verdadeira} C
N. Por hipétese, pela base de indugdo, P(1) é verdadeira, entdo 1 € X. Além disso, pelo passo
indutivo, P(n + 1) é verdadeira uma vez que P(n) verdade implica que P(n + 1) também ¢é
verdade. Logo, se P(n + 1) é verdadeira, n + 1 € X pela constru¢do do conjunto X . Assim,
pelo quarto axioma de Peano, o axioma da indugio, tem-se que X = N. Portanto, P(n) vale

vV n € N, como era desejado.
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Em segundo lugar, como € possivel que o processo indutivo nao inicie em ng = 1,

considere que X = {n € N/P(ng 4+ n — 1) verdadeira} e dai tem-se que:
1. 1 € X, pois P(ng+ 1 —1) = P(ng), que é vdlida por 1;
2.neX=n+1elX.

Suponha que n € X e, por defini¢do de X, P(ng + n — 1) é verdadeira. Perceba que:
n>1l=ny+n—1>14+ny—1=nyg (D

E por fim, como ng +n — 1 > ng e P(ng + n — 1) é verdadiera, pelo passo indutivo, segue que
P(ng + n) é verdadeira, ou seja, n + 1 € X. E pelo axioma de indu¢@o, o quarto axioma de

Peano, X = N = P(ny+n — 1) é verdadeiraVn € N. O

O processo do Principio da Inducgdo Finita € deveras coeso, onde na Base de Inducido é
provado se a propriedade € valida para n = n, que € um valor inicial. O passo indutivo consiste
em mostrar como utilizar a validade da propriedade para um dado n, a chamada hipétese de
inducio, para provar a validade da mesma propriedade para o inteiro seguinte n + 1. Ao verificar-
se a base de indugdo e o passo indutivo, tem-se uma série de implicacdes como consequéncia

onde,

P(ng) = P(no+1) = P(ng+2) = P(ng+3) = ... = P(n) (2)
Asssim, se P(ny) for verdadeira pelo passo indutivo P(ng+1) é verdadeira. Dai P(ny+2)
é verdadeira e por consequéncia tem-se P(n) verdadeiro ¥ natural n > ny,

Exemplo 3.1. Mostre que, dado = # 1, tem-se: 1 + x4+ 2 + 2% + .. + 2" = £=L Vn e N,

Sol. Utilizando o Principio da Inducdo Finita (PIF), t€ém-se:

:El—l_

P(1): =1

r—1

Com isso, vé-se que a base de inducdo € verdadeira. Apds o primeiro passo considere

7z

que P(n) é verdadeira para algum n > 1 eassim P(n) : 1 +x+2? + 23 + ...+ 2"t =2=1¢
verdadeira. E partindo disso ver-se-a a veracidade de P(n + 1):
:L,n+1 -1

Pn+1l):l+az+2+2°+.. +2" " +a2" = :
g_’/‘_
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Por hipétese de inducio, t€m-se:

m"—1+ Lot —1
= —
z—1 z—1

l’n—l—l-LCn—H—.Z'n xn+1_1

r—1 -1
$n+1_1 In+1—1
z—1 - z—1

Assim, P(n + 1) é verdadeira e dai conclui-se que P(n) é verdadeiraV n > 1.
H4 também uma outra caracterizagdo para o Principio da Inducao Finita, chamada de

Inducdo Forte.

Teorema 3.2. (Principio da Indugdo Forte) Seja P(n) um enunciado que descreve uma proprie-
dade sobre um niimero natural n maior ou igual aum niimero natural ng fixado. Se pudermos

definir duas condigoes:

1. (Base de Indugdo) P(ny) é verdadeira.

2. (Passo Indutivo) Se P(k) é verdadeira ¥ k € N tal que n > k > ng, entdo P(n + 1)

também serd verdadeira.

Se isso ocorrer pode-se afirmar que P(n) é vdlida para todo n > ny,.

Demonstra¢do. Em primeiro lugar, considere ny = 1. Assim, tome a sentenga aberta Q (k) :
P(k) verdadeira, V k < n. Pela base de inducdo, P(1) € verdadeira e assim ()(1) também.
Suponhamos agora que Q)(n) é verdadeira e isso tem como consequéncia que P(k) é vilida
V k < n, mas pelo passo indutivo, ve-se que P(n + 1) é verdadeiro. Isso implica que P(k) é
verdadeiro V k£ < n+1 e asssim Q(n+ 1) também é vélida. Portanto, pelo PIF, )(n) é verdadeira
¥V n € N, de onde decorre a validade de P(n) Vn € N. O

Exemplo 3.2. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo n € N com n > 1 € primo ou pode

ser escrito como um produto de nimeros primos.

Sol. Utilizando o Principio da Inducdo Forte, t€m-sé€ que a base de inducdo é facilmente
demonstrada pois estd sendo considerando um n > 2 e para n = 2 temos ja um niimero primo.
Assim, considere como hipétese de indugdo que P(k) é vélidaV 2 < k < n e dai é preciso
mostrar que P(k + 1) também é vilido. Se k + 1 for primo a solucéo é trivial, mas se k + 1 ndo

for primo t€m-se que k + 1 = a.b,coma < k+ 1e b < k + 1 e pela hiétese de inducdo a e



24

b podem ser decompostos em um produto de nimeros primos e assim £ + 1 também pode ser
decomposto em um produto de niimeros primos. Com isso conclui-se que todon € Ncomn > 1
€ primo ou pode ser escrito como um produto de ndmeros primos.

Alinhado ao Principio da Inducao Finita tem-se uma ultima caracterizacdo chamada de
Principio da Boa Ordenacdo, onde ha a garantia de que qualquer subconjunto ndo vazio X de N

possui um menor elemento.

Teorema 3.3. (Principio da Boa Ordenacdo) Todo Subconjunto ndo vazio X C N possui um

menor elemento.

Demonstracdo. Demonstrar o principio da boa ordenacdo é o equivalente a provar que todo
X C N que ndo possui menor elemento € vazio, ou seja, X“ = N. Assim, considere que X € um

o conjunto que ndo possui menor elemento. Considere que P(n) : n € X°. E da,
1. P(1) vale, pois 1 ¢ X,jaque 1 € X = 1é menor elemento de X;
2. P(k)vale,V1<k<n= Pn+1).

Suponha gie P(k) é verdade, para todo 1 < k < n. Todavia isso implica que n + 1 ¢ X, pois
se pertencesse seria 0 menor elemento de X, o que é um absurdo pois X ndo possui menor
elemento. Assim, n + 1 € X¢ = P(n + 1) ocorre. Pelo PIF, P(n) é vdlida V n € N. Logo
X¢=Neassim X = (). O

3.3 Recorréncias

Uma sequéncia é definida recursivamente se ela for dada por uma regra (recorréncia)
que permite calcular um termo qualquer por meio de um ou mais termos anteriores. Uma das
sequéncias recursivas mais famosas s@o as progressoes aritméticas e progressoes geométricas,
que sdo definidas de maneira muito simples por meio de uma recorréncia. Além disso, tem-se

também o fatorial, poténcias com nimeros naturais e a famosa sequéncia de Fibonacci.
Exemplo 3.3. Algumas sequéncias Recursivas:

1. Progressdes Aritméticas: a,, = a,_1 + 1;

2. Progressdes Geométrica: a,, = a,_1 - q;

3. Fatorial: a,, = n - a,_1;
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4. Poténcias com Expoente Natural: a” = a - ™!
5. Sequéncia de Fibonacci: Fj, o = F,,.1 + F,,,co F1 = F, =1

Uma recorréncia por si s6 ndo define uma sequéncia. Se parar um pouco € pensar a
recorréncia r, 1 = x, + 2 € satisfeita para a sequéncia dos nimeros impares, a sequéncia dos
nimeros pares e também para todas as progressoes aritméticas que possuem razao 2. Assim, para
que a sequéncia seja definida de maneira perfeita é necessario que se tenha o conhecimento do(s)
primeiro(s) termo(s). Este topico ater-se-a as recorréncias lineares de primeira ordem, buscando

sempre determinar uma férmula fechada em func¢ao de n.
Exemplo 3.4. Resolva a recorréncia z,, 1 = x, + 2", com x; = 1.

Sol. Para determinar uma férmula em fechada em fungao de n € preciso que se analise os
poximos termos da recorréncia. Sabe-se que z; = 1 e pela recorréncia vé-se que 1o = 1, + 2 =
142 =3, 23 =xy+ 2% = 3+ 4 = 7 e assim por diante. Todavia é preciso que se desenvolva

uma férmula fechada em fun¢do de n e para isso,

ZL’QZLL’1+21
.T3:$2—|—22
[E4:ZE3+23

$5:I4+24

Tp = Tp_1+ 2n—1

Dai, soma-se os dois lados das equacdes e ter-se-a:
To+ T3+ T+ ++Tp 1+ Tn=014+To+T54 .. +Tp 1 +2+224+23 4. 42771

T, =1 +2422 4254 4on!

T, =1+4+2+22 4284 . 42n!
1.(2" —1)
21

T, =2"—1

Tpn =
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Exemplo 3.5. Quantas sdo as sequéncias de 10 termos, pertencentes a {0, 1,2}, que ndo possuem

dois termos consecutivos iguais a 0?7

Sol. Chame x,, o nimero de sequéncias com n termos, o valor de x,,,» serd a soma das

seguintes quantidades:

1. O numero de sequéncias de n + 2 termos que comecam por 1 e ndo possuem dois zeros
consecutivos. Isso € precisamente igual a x,,, 1, pois se o primeiro termo € 1, para formar a
sequéncia basta determinar os termos a partir do promeiro, o que pode ser feito de x,,11

modos.

2. O ntimeros de sequéncias de n + 2 termos que comecgam por dois € ndo possuem dois zeros

consecutivos. Analogamente ao item 1, tem-se que isso pode ser feito de x,, 1 modos.

3. O numero de sequéncias de n + 2 termos que comega por zero € nao possuem dois zeros
consecutivos. Se o primeiro termo € zero, tem-se duas op¢des para a escolha do segundo
termo (1 ou 2) e, escolhido o segundo termo, tem-se x,, modos de escolher os demias. H4

assim 2x,, sequéncias comecadas em 0.

Assim, a recorréncia para determinar quantas sda as sequéncia de 10 termos pertencentes
a {0, 1,2}, que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a zero é x,, o = 2(, 1 +2,). Além
disso sabe-se que z; = 3 (0, 1,2) e x5 = 8 (01,02,10, 11, 12, 20, 21, 22). Com isso, teremos

que:

w3=2-(8+3) =211 =22
24 =2-(2248)=2-30=60
w5 =2- (60 +22) =282 =164
26 =2 (164 4 60) = 2 - 224 = 448
rr =2 (448 +164) = 2 612 = 1224
w5 =2+ (1224 4 448) = 2 - 1672 = 3344
zg =2 (3344 4 1224) = 2 - 4568 = 9136
210 = 2 - (9136 + 3344) = 2 - 12480 = 24960

Sendo assim, existem 24960 sequéncias de 10 termos, pertencentes a {0, 1,2}, que ndo

possuem dois termos consecutivos iguais a zero.
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3.4 Divisibilidade

O problema dos triangulos pitagéricos estd situado dentro dos nimeros naturais, assim a
secao de divisibilidade estard fundamentada dentro do mesmo conjunto. A divisdo de um nimero
natural por outro nimero natural nem sempre é possivel. Assim, expressa-se essa possibilidade
por meio da relagdo de divisibilidade.

Quando ndo existe uma relacdo de divisibilidade entre dois nimeros, ainda assim €
possivel efetuar uma "divisao de resto pequeno", chamada de divisao euclidiana. O estudo dos
restos € algo muito importante na Teoria dos Nimeros. O fato de poder realizar essa divisdo tem

como consequéncia muitas propriedades dos nimeros naturais.

Definic¢do 3.2. Dados a,b € N U {0}, com a # 0, diremos que «a divide b, escrevendo a | b
quando existir ¢ € NU {0} tal que b = a - c. Neste caso, diremos também que a € um divisor ou

um fator de b ou, ainda, que b ¢ um muiltiplo de a.

Observacio 3.3. E importante observar que a notacio a | b ndo representa nenhma operagio em

N U {0}, nem representa uma fragdo.

Observacao 3.4. A negagido de a | b é representada por a t b, significando que ndo existe

ceNU{0}talqueb=a-c.
Exemplo 3.6. 1| 0,2 |4,12]36,514,215.

Definicdo 3.3. Suponha que a | be seja c € Ntal que b = a - c. Assim, ¢ é chamado de quociente

de b por a e denotado pro ¢ = g (Lembre-se que por defini¢do a # 0).
Exemplo3.7. $=0,5=2,38 =3 12 =4
Proposicao 3.1. Sejam a,b € N e c € NU{0}. Tem-se que:

1.1

¢alaealO.

2. Sealbeb

¢, entdo a | ¢

Demonstracdo. Para o item 1, tem-se claramente consequéncias logicas que decorrem da defini-

cdo 3.2.,assimc = l.c, a = a.1 e 0 = «.0. Para o item 2, veja que pela Definigado 3.2.
a|b<=3IdeNU{0};b=a-d 3)

blc<= JeecNU{0};c=b-¢ 4)
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Ao olhar-se para (3) e substitui-lo em (4), tem-se
c=b-e<=c=(a-d)-e<=c=a-(d-e)
O que nos mostra que a | c. O

Observacao 3.5. O item 1 da proposicdo acima diz que todo nimero natural € divisivel por 1 e

por si mesmo.

Observacao 3.6. Nao € considerado neste trabalho que o 0 seja um ndmero natural. Se caso o
leitor considerar, a observagdo 3.5 ficaria definida como todo nimero natural € divisivel por um

e, se ndo nulo, por si mesmo.
Proposicdo 3.2. Se a,b,c,d € NU{0}, coma # 0 e ¢ # 0, entdo,
albec|d= (a.c)| (b.d)

Demonstragdo. Vai-se utilizar o mesmo raciocio do item 2, da Proposicdo 3.1. Assim, pela
Definicao 3.2.
alb<=JeeNU{0};b=a-e¢; )

cld<= 3 feNU{0};d=c-f (6)
Assim, fazendo o produto de (5) e (6), tem-se
b-d=(a-e)-(c-f)

b-d=(a-c)-(e-f)

Logo, (a-c) | (b-d). O
Observacio 3.7. Em particular, se a | b, entdo (a-¢) | (b-¢),Vc e N.
Proposicio 3.3. Sejam a,b,c € NU {0}, com a # 0, tais que a | (b+ c), entdo
a|lb<=a]c
Demonstragdo. Pela Definicdo 3.2. tem-se que
a|(b+c)<=3IdeNU{0};b+c=a-d (7)

Como é um se, somente se, € preciso fazer a ida e a volta



=) Pela defini¢do 3.2., tem-se
a|lb<=Jeec NU{0};b=a-e.
Assim, substituindo (8) em (7), tem-se
a-et+c=a-d

c=a-(d—e)

Sendo assim, tem-se que a | c.

<) Pela defini¢do 3.2., tem-se
a|lc<= I feNU{0};c=a-f
Assim, substituindo (9) em (7), tem-se
bt+a-f=a-d

b=a-(d- )

Sendo assim, tem-se que @ | b. Portanto, se a | (b+ ¢),entdoa | b <= a | c.
Proposicio 3.4. Se a,b,c,€ {NUO}, coma #0eb > ¢ tais que a | (b — ¢). Entdo:
alb<=alc
Demonstragdo. Pela Defini¢cdo 3.2. tem-se que
a|(b—c)<=3IJdeNU{0};b—c=a-d.

Como é um se, somente se, € preciso fazer a ida e a volta

=) Pela defini¢do 3.2., tem-se
a|lb<=Jeec NU{0};b=a-e.
Assim, substituindo (11) em (10), tem-se
a-e—c=a-d

—c=a-(d—e)

c=a-(e—d)

29
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Sendo assim, tem-se que a | c.

<) Pela defini¢do 3.2., tem-se
a|lc<=3JfeNU{0};c=a-f. (12)

Assim, substituindo (12) em (10), tem-se

b—a-f=a-d
b=a-(d+f)
Sendo assim, tem-se que a | b.
Portanto, se a | (b —c¢),entdoa | b <= a | c. H

Proposicdo 3.5. Se a,b,c € NU {0}, coma # 0 e x,y € NU{0} sdo tais que a | bea |

entdo a | (xb+ yc); e se xb > yc, entdo a | (xb — yc).
Demonstragdo. Pela definicdo 3.2, tem-se que:
a|b<=3FdeNU{0};b=0a-d; (13)

alc<=JecNU{0};c=a-e. (14)

Assim, Por (13) e (14)
zbtyc=zx(a-d)tyla-e)=alx-d)Laly-e)=alr-dLty-e).
Assim, a | (xb+ yc) e a | (xb — yc), ja que nas condi¢des dadas, xd + ye € NU {0}. O
Proposiciao 3.6. Dados a,b € N, temos que
alb=a<b.

Demonstragdo. Pela definicdo 3.2., tem-se

a|lb<=3JceN;b=a-¢ (15)
Sabe-se que como ¢ € N, ¢ > 1, e dai

a<a-c=a<b

Em particular, se a | 1, entdo a < 1 e, portanto, a = 1. OJ
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Observacao 3.8. Claramente a reciproca da proposi¢do 3.6 ndo é vdlida, pois, por exemplo,

3 > 2, no entanto 2 1 3.

Observacao 3.9. Uma observacao interesante é que a relacdo de divisibilidade em N é uma

relacdo de ordem, pois
1. Reflexiva: Va € N, a | a. (Proposi¢do 3.1., item 1);
2. Transitiva:sea |be b | ¢, entdo a | c. (Porposi¢do 3.1., item 2);
3. Anti-Simétrica: se a | be b | a, entdo a = b. (Segue-se claramente da Proposicdo 3.6.).

Um dos teoremas mais importantes da aritmética trata realmente sobre quando um nimero
natural @ ndo divide o nimero natural b. Da-se a Euclides, em seu livro os Elementos, a primeira

men¢do, mesmo que sem prova, de que € sempre possivel efetuar a divisdo de b por a, com resto.

Teorema 3.4. (Divisdo Euclidiana) Sejam a e b dois niimeros naturais com 0 < a < b. Existem

dois tinicos niimeros naturais q e r tais que
b=a-q+r,comr <a.
Demonstracdo. Suponha que b > a e considere, equanto fizer sentido, os nimeros
b,b—a,b—2a,....b—n-a,...

Pelo Teorema 3.3., o conjunto .S formado pelos termos acima tem um menor elemento
r = b— q - a.Dai, é preciso demonstrar que 7 < a. Se a | b, entdo = 0 e nada mais tem-se
a provar. Se por outro lado, a 1 b, entdo r # a, e portanto, basta mostrar que ndo pode ocorrer
r > a.Ser > a, existiria ¢ < r tal que » = a + ¢. Como foi definido que » = b — ¢ - a, tem-se
que,

c=b—(¢g+1)-a€ S, come<r,

o que é uma contradi¢do, ja que r é o menor elemento de S. Assim, tem-se que b =a - q+r
com r < a, 0 que prova a existénciade g e 7.

Agora que a existéncia foi provada, é preciso mostrar a unicidade. E importante notar
que dois elementos distintos de .5, a diferencga entre o maior e 0 menor desses elementos, sendo
um multiplo de a, € pelo menos a. Assim,se r =b—q-ae r>b— q' ca,comr <71 <a,
teriamos ' — r > a, 0 que acarretaria r>r+a>a,0 que é um absurdo. Portanto r = r’ e daf

q9=q. 0
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Observacao 3.10. Nas condi¢des do Teorema 3.4., os nimeros q e r sdo chamados, respectiva-

mente, de quociente e de resto da divisdo de b por a.
Observacio 3.11. E importante notar duas coisas:
1. O resto da divisao de b por a sé serd O se, e somente se, a divide b;

2. A demonstracdo do Teorema 3.4. fornece um algoritmo, um procedimento executavel.
para calcular o quociente e o resto da divisdo de um ndmero por outro, por subtracdes

sucessivas.
Exemplo 3.8. Determine o quociente e o resto da divisdo de 51 por 7.

Sol. Vai-se utilizar as subtracdes sucessivas em decorrEncia do Teorema 3.4. Assim,

01 —1-7=44
01 —2-7=37
51 —3-7=30
0l —4-7=23
91 —=5-7=16
91 —-6-7=9

01 —-7-T=2<T7

Assim, vé-se que ¢ = 7 e r = 2. Futuramente ver-se-ao outras formas de determinar,

principalmente, o resto da divisao entre dois nimeros.

Corolario 3.1. Dados dois niimeros
a,b e NU{0}
com 1 < a < b, existe um nimeron € NU {0}, tal que
na <b<(n+1)a.

Demonstragcdo. Pelo Teorema 3.4., tem-se que existem ¢, 7 € NU{0} com r < a, univocamente

determinados, tais que b = a - ¢ + r. Sabe-se que

0<r<a<=0<b—a-g<a<=a-q<b<at+a-qg<a-q<b<(q+1)b.
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Para demonstrar esse coroldrio basta tomar n = ¢. Assim,
a-n<b<(n+1)-a
O]

Observacao 3.12. A afirmacao contida no Coroldrio 3.1. foi feita por Euclides, no livro Ele-
mentos, mesmo que sem demonstragio. Essa afirmacgdo era o que permitia deduzir a divisao

euclidiana.

3.5 Maximo Divisor Comum

Definicéio 3.4. Dados dois nimeros a,b € {N U 0}, ndo simultdneamente nulos, diremos que o

nimero natural d € N é um divisor comumdeaebsed|aed | b.

Percebe-se com um olhar simples que os nimeros 1,2, 3 e 6 sdo os divisores comuns de
6 e 12, por exemplo. Todavia, nesta secao busca-se entender qual € o maior divisor entre dois
nimeros, ndo simultanemanete nulos, o que nesse caso € o 6. Euclides definiu, em seu livro

Elementos, da seguinte maneira.

Definicao 3.5. d € um maximo divisor comum (mdc) de a e b, ndo simultanemante nulos, se

possuir as seguintes propriedades:
1. d é um divisor comum de a e b;

2. d ¢ divisivel por todo divisro comum de a e b, ou seja, se ¢ € divisor comum de a e b, entdo

c|d.

Observacao 3.13. Deve-se observar que na Defini¢do 3.4. € exigido que os nimeros sejam
nao simultanemante nulos, pois caso contrdrio seria impossivel determinar seu maximo divisor

comum, pois qualquer ¢ € N seria um divisor comum de a e b.

Observacao 3.14. Se d € o mdc de a, b e ¢ € um divisor comum de a e b, entdo ¢ < d. Como o
mdc € o maior divisor comum a dois ndmeros, entdo no maximo tem-se ¢ = d, € na maioria dos

casos ¢ < d. Isso mostra que d € efetivamente o maior dentre todos os divisores comuns de a e b.

~ . / ~ . 2
Observacao 3.15. Isso quer dizer que se d e d sdo dois mdc de um mesmo par de ndmeros,

tem-se que d = d .
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Observacao 3.16. A partir deste momento considere que mdc de a e b serd deotado por (a, b),

assim:

d= (a,b)
Teorema 3.5. Seja d = (a,b), entdo 3x,y e NU{0}; d=z-a+y-b

Demonstragdo. Esse teorema € muito importante e facilmente demosntravel. Considere que

JeceN,talquec=x-a+ y-b. Assim,
d|la<= 3JkeNU{0};a=d-k; (16)
d|b<= 3l eNU{0};b=d-L (17)
Assim, substituindo (16) e (17)emc¢ =z -a +y - b, tem-se
c=dx-k+y-l)<=d|c
Sed | ctem-se que d < ce como d = (a, b) isso implica que d = c. Portanto, d = a-z+b-y. O

Observacao 3.17. Uma outra maneira, igualmente vélida e mais rdpida, de demonstrar esse
teorema consistem em ver que d | a e d | b por defini¢do e pela Proposi¢do 3.5.,d | (a-x+b-y).
Comod<a-x+b-yed=(a,b), e porisso precisa ser o maior divisor comum, tem-se que

d=a-xz+0b-y.
Proposicao 3.7. Para todo ¢ € N tem-se (ca, cb) = ¢ - (a,b).

Demonstrag¢do. Considere que d = (ca,cb) e di = (a,b). Pelo Teorema 3.5. tem-se que
Jx,y;d = cax + cby dai d = c(ax + by) e como d; = ax + by, tem-se que d = ¢ - d;.
Portanto, (ca, cb) = ¢ - (a,b). O

Proposicao 3.8. Se c € N e a e b sdo divisiveis por c, entdo:

()L

Demonstragdo. Como a e b sdo divisiveis por ¢, tem-se que ¢ e

1 1 1
Z.a.=b)==(ab
(Graz0)=1 (@

Corolario 3.2. Se (a,b) = d, tem-se que (%,%) = 1.

b

Cc

sdo naturais. Assim, utilizando

a Proposic¢do 3.7
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Demonstragdo. Pela Proposicao 3.8, tem-se

(372): (é.a%.b> :é-(a,b)

Como (a,b) = d, tem-se que:

Sendo assim, (%,%) =1

O

Proposicdo 3.9. Seja a,b € N U {0}, nao simultaneamente nulos, onde 3 d € N tal que

d = (a,b), entdo

1. (0,a) =a
2. (a,a) =a
3 (1,a) =1
4. (a,b) = (b,a)

Demonstragcdo. Para demonstrar a proposicao acima, considere a definicao de mdc, o Teorema
3.5. e a Proposicao 3.7. Assim,

[1] Considere (a,0) = d, dai tem-se que d | a e d | 0, como qualquer nimero n € N
divide 0 e quer-se o maior divisor comum entre a € 0, o proprio a exerce esse valor. Assim
(a,0) = a.

2] Considere (a,a) = a(1, 1), pela Proposi¢do 3.7, e perceba que (1,1) = 1 poisd | 1 e
como d é o mairo divisor comum de 1,tem-se que d = 1. Asssim, (a,a) = a -1 = a.

[3] Conside (a,1) = d,tem-se que d | ae d | 1 e por d | 1 o maior divisor comum de a e
1 é o préprio 1.

[4] Conside (a,b) = d isso implicaque d | ae d | be se (b,a) = d; isso implica que

dy | aed; | bcomo o mdc é tnico d = d;. E portanto, (a,b) = (b, a). O
Proposicao 3.10. Se a,b € NU {0} entdo:
a|b<= (a,b) =a

Demonstracdo. Como tem-se um se, € somente se, € preciso mostrar a ida e a volta. Assim
=) Considere que a | b. Se isso ocorrer, a é um divisor comum de a e b e como a é o

mairo divisor de a e consequentemente de b, entdo se a | b = (a,b) = a.
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<) Considere que (a,b) = a. Sendo assim, a | ae a | b.
Sendo assim, a | b <= (a,b) = a. O

Lema 3.1. (Lema de Euclides) Sejam a,b,n € NU{0} com a < na < b. Se 3 (a,b— na), entdo
d(a,b) e
(a,b) = (a,b — na)

Demonstracdo. Sejad = (a,b) e e = (a,b — na). Pelo Teorema 3.5, tem-se que:
dr,y e NU{0};d = az + by

d=ax+by+ ayn —ayn = a(x + ny) + (b — na)y

dai, ve-se que e | d, jd que 3 o, yp € {NUO0}; e = axo+ (b —na)yo. Jaque d | aed | b, pela
Preposig¢do 3.5, tem-se que d | (b — na) e como todo divisor comum de a e b — na é divisor de f,

assim d = f. E assim, (a,b) = (a,b — na) O
Teorema 3.6. Para a,b,n € NU {0} tem-se (a,b)=(a,b+na)

Demonstracdo. Para demonstrar este teorema € preciso usar os mesmos passos que foram usados
na demonstragdo do Lema de Euclides. Assim, seja d = (a,b) e e = (a, b + na). Pelo Teorema
3.5, tem-se que:

dr,y e NU{0};d = az + by
d=ax+ by + ayn —ayn = a(x —ny) + (b + na)y

dai, ve-se que e | d, ja que 3 zo,y0 € NU{0}; e = axo+ (b+ na)yo. Jaque d | ae d | b, pela
Preposic¢do 3.5, tem-se que d | (b + na) e como todo divisor comum de a e b + na é divisor de f,

assim d = f. E assim, (a,b) = (a,b+ na) O
Exemplo 3.9. Pelo Teorema 3.6, tem-se que (3,18) = (3,18 —4-3) = (3,18 + 2 - 3)
Teorema 3.7. Se a | bce (a,b) = 1, entdo a | c.
Demonstra¢do. Como (a,b) = 1, pelo Teorema 3.5, tem-se que
Jx,y e NU{0}; ax+by =1 (18)
Como a | be, tem-se que bec = a - k. Se multiplicar-se (18) por c, ter-se-a
¢ = (ac)r + (be)y = a(cz) + aley) = a(cx + ey)

E assim, conclui-se que a | c. L]
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Exemplo 3.10. Se 4 | (27 - 20), isso implica pelo Teorema 3.7, que 4 | 20, pois (4,27) = 1.
Teorema 3.8. Se a,b € NU {0} e b = qa + r, onde q,r € NU {0}, entads (a,b) = (a,r).

Demonstracdo. Sabe-se que b = aq + r e pela Proposi¢do 3.5, tem-se que todo divisorde a e r é
divisor de b. Ao mesmo tempo, pode-se escrever a mesma relacdo da seguinte formar = b — qa
e pela Proposi¢ao 3.5, tem-se que todo divisor de a e b € um divisor de r. Assim, 0 conjuntos
d e divisores comuns a a e b € idéntico ao conjunto de divisores comuns a a e r. Portanto,

(a,b) = (a,r) O

Observacao 3.18. Esse resultado é de grande importancia na demonstracdo do Algoritmo de

Euclides, que serd o préximo Teorema a ser apresentado.
Exemplo 3.11. Qual o (158, 48)?

Sol. Utilizando o Teorema 3.4, tem-se

158 =3-48 + 14

48 =3-1446
14=2-6+42
6=3-24+0

Assim, 0 (6,2) = 2 e pelo Teorema 3.8, (6,2) = (14,6) = (48, 14) = (158,48) = 2.

Teorema 3.9. (Algoritmo de Euclides) Sejam a,b € N U {0} com a # 0. Se o algoritmo da

divisdo for aplicado sucessivamente para se obter
b=ag+r, 0<r;<b

a="r1q+1ry, 019 <1y

r1=Toq3+ 13, 0 <1y <73

Thn—2 = Tn—1qn + Tn, 0 < rp < Tpo
T'n—1 = Tnqn+1

até algum r, dividir r,_1. Assim (a,b) = r,, ou seja, o (a,b) é o ultimo resto ndo-nulo no

processo de divisdo anterior.
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Demonstragdo. Esse teorema € muito importante e o ponto de partida para uma demonstra¢io
€ observar que a aplicagdo sucessiva do algoritmo da divisdo € finita e que cada novo resto é
sempre menor que o anterior, ou seja, r, > ro > r3 > ... > r,. Como esta-se trabalhando com
N U 0, apés um niimero finito de aplicagdes do algoritmo da divisdo tem-se resto 0. Analisando

as igualdades do Teorema 3.9 de baixo para cima e utilizando o Teorema 3.8, tem-se

(a,b) = (a,r1) = (r1,7m2) = .. = (Th, Tno1) = Tn

3.6 Numeros Primos

O conceito de nimero primo € um dos conceitos mais importantes da matematica. Eles
desemoenham um papel fundamental e muito signifcativo na matemética e em muitos problemas

associados a eles.

Definicao 3.6. Um nimero p € N maior que 1 e que s6 € divisivel por 1 e por si proprio €

chamado de ndmero primo.

Proposicao 3.11. Dados dois niimeros primos p,q e a € N U {0} decorrem os seguintes fatos:
1. Sep|q, entdop = q;
2. Sepfta, entdo (p,a) = 1.

Demonstracdo. [1] Para mostrar o item 1 tem-se que se p | ¢ isso quer dizer que 3¢ € N; ¢ = p-c.
Todavia, como ¢ é primo, tem-se que pela defini¢cdo 3.6 p = 1 ou p = ¢. Como p também ¢é
primo, obrigatériamente p > 1 (Defini¢ao 3.6), logo p = q.

[2] Para mostra o item 2 considere que (p,a) = d tem-se que d | p e d | a. Todavia como
p é primo, ou d = 1 ou d = p. Por defini¢do d # p, pois d | ae p t a, logo d = 1. Sendo asism,
(p,a) = 1. O

Proposicao 3.12. Sejam a,b,p € N, com p primo, p | (a - b), p primo, entdo p | a oup | b.

Demonstragdo. Se p | (a-b) entdo 3 ¢ € N;ab = p - c. Assim, tem-se trés casos que precisam

ser analisados:
1. Sep|aep]|b, éaopcio mais 6bvia e ja estd provado o que quer-se mostrar.

2. Se p1a, tem-se que (p,a) = 1 e pelo Teorema 3.7, p | b.
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3. Se p 1 b, o raciocinio € analogo ao item 2, e assim, p | a.
]

Teorema 3.10. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo niimero natural maior que 1 ou é
primo ou se escreve de modo tinico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de niimeros

primos

Observacao 3.19. O Teorema 3.10 foi provado no Exemplo 3.2 como exemplo de uma demons-

tracdo pelo Principio da Inducdo Finita (PIF).
Teorema 3.11. Existem infinitos niimeros primos.

Demonstragdo. Suponha que exista um numero finito de nimeros primos ps, po, . . . , p. E assim,
considere n = p1py ... p, + 1. Pelo Teorema 3.10, o nimero n possui um fator primo p que,
portanto, deve ser um dos py, po, . . ., p, €, consequentemente, divide o produto pips . .. p,. Se

isso, ocorre, entdo p | 1, o que é um absurdo. Portanto, existem infinitos nimeros primos. [

Lema 3.2. Se um niimero natural n > 1 ndo é divisivel por nenhum niimero primo p tal que

p? < n, entdo ele é primo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que n ndo seja divisivel por nenhum nimero primo
p tal que p?> < n e que ndo seja primo. Seja ¢ o menor nimero primo que divide n; entdo
dr € N;n=¢q-r,comq < r [1]. Ao multiplicar [1] por ¢, jd que ¢ € N, ter-se-a ¢> < q - r = n.
Logo, sabe-se que ¢ | n, onde ¢ < n, o que é um absurdo. Assim, sejan € N;n 1 ndo divisivel

por nenhum primo p tal que p? < n, entdo n é primo. [

Observacao 3.20. O Lema 3.2 também fornece um texte de primalidade, pois, para verificar se

um ntimero n é primo, basta verificar que ndo é divisivel por nenhum primo p < /n.
Exemplo 3.12. Determine todos os nimeros primos de 2 a 50.

Sol. Para isso vamos utilizar o Lema 3.2, e para saberr os niimeros primos de 2 a 50
deve-se exluir os miiltiplos de 2, 3, 5 € 7, pois p < v/50. (O préximo primo é 11, e 112 = 121, o

que passa do valor desejado). Assim, 0s numeros a seguir nao sao primos, pois:
M(2) =4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48, 50;

M(3) =9, 15,21, 27,33, 39, 45;
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M(5) = 25, 35;
M(7) = 49.
Assim, os nimeros primos entre 2 e 50 sdo os nimeros 2, 3,5, 7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47.

Observacao 3.21. Dados dois nimeros a,b € N. Os niimeros a e b sdo chamados primos entre

si, quando (a,b) = 1.

3.7 Congruéncia

Nesta secao serd trabalhada uma das nocdes mais importantes da aritmética, que foi
amplamente fundamentada por Carl Friedrich Gauss, em seu livro Disquisitiones Arithmeticae
de 1801. O estudo de congruéncia trata-se da realizacdo de uma aritmética com os restos da
divisdo euclidiana por um nimero fixado. O trabalho desenvolvido por Gauss foi tdo importante
que até a notacdo utilizada por ele, introduzida neste momento, € utilizada até hoje. Para iniciar
0 processo, ¢ importantissimo definir o conjunto dos nimeros inteiros e, logo apds, as definicdes

de congruéncia.

Definicao 3.7. O conjunto dos nimeros Inteiros, denotado por Z, € definido por
Z ={a,b,e (NUO);a — b}

Definicdo 3.8. Se a, b € 7 dizemos que a é congruemte a b médulo m, comm > 0,sem | (a—b).
Denotamos isso por a = b (mod m). Se m 1 (a — b) dizenos que a € incongruente a b médulo m

e denotamos por a Z b (mod m).

Exemplo 3.13. 11 = 3 (mod 2), pois 2 | (11 — 3) = 8. Da mesma forma 17 # 11 (mod 5), pois
51 (17 — 11) = 6.

Proposicdo 3.13. Se a,b € Z dizemos que a = b (mod m) se, e somente se, existir um

keZ,a=b+ km.

Demonstracdo. Como hd um se, e somente se, ¢ necessario mostrar a ida e a volta. Assim

=) Se a = b (mod m), tem-se que m | (a — b) e assim I k € Z;a — b = mk, e assim
a=0b+mk.

<) Se a = b+ mk, tem-se que a — b = mk e assim, m | (a — b). Pela Defini¢do 3.8,
a =b(modm).

Assim, a = b (mod m) se, e somente se, k € Z;a = b+ km. O
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Proposicao 3.14. Se a,b,m,d € Z, com m > 0, as seguintes sentencas sdo verdadeiras:
1. a =b(modm);
2. Se a =b (modm), entdo b = a (mod m);
3. Sea =b(modm)eb=d(modm), entdo a = d (mod m).

Demonstragdo. As trés proposicdes serdo demostradas abaixo:

[1] Sabe-se que m | 0 e assim m | (a — a). Pela Definigdo 3.8, a = a (mod m).

2] Se a = b (mod m), entdo pela Proposi¢do 3.13, a = b+ mk. Assim, b = a — mk —
b — a = m(—k). Por consequéncia m | (b — a) e pela Defini¢do 3.8, b = a (mod m).

3] Se @ = b (mod m), entdo m | (a — b). Analogamente, se b = d (mod m), entdo

m | (b — d). Pela preposi¢do 3.13, tem-se que 3 k € Z;a = b+ mke 31l € Z;b = d + ml. Dai,
a=b+mk=d+ml+mk=d+m(l+k)

a=d+m(k+1) <= a=d(modm).

Teorema 3.12. Se a,b,c,m € Z tais que a = b (mod m), entdo
. atc=b+c(modm)
2. ac = be (mod m).

Demonstragdo. Os dois itens serdo demostradas abaixo:
[1] Como a = b (mod m), pela Proposi¢do 3.13, a = b + km. Pode-se representar da

seguinta maneira a — b = mk e dai,
(atc)—(bxtc)=mk < atc=bxc(modm)

[2] Como a = b (mod m), pela Proposig¢do 3.13, a = b+ km. Multiplicando ¢ em ambos

os lados, teremos ac = bc + m(kc) e pela Proposi¢io 3.13, tem-se ac = be (mod m). O
Teorema 3.13. Se a,b,c,d,m € Z, tias que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo
1. a4+ c=b+d(modm);

2. a—c=b-—d(modm);
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3. ac = bd (mod m).

Demonstragdo. Os trés itens serdo demosntrados abaixo:
[1] Se a = b (mod m), entdo 3 k € Z;a—b = km (*). Analogamente, se ¢ = d (mod m)

tem-se [ € Z;c — d = Im (xx). Somando (x) e (), tem-se:
(a—=b)+ (c—d)=m(k+1)
(a+c¢)—(b+d) =m(k+1)

(a+c)=0b+d) +mk+1) <= a+c=b+d(modm).

2] Se a = b (mod m), entdo I k € Z;a—b = km (*). Analogamente, se ¢ = d (mod m)

tem-se [ € Z;c — d = Im (*x). Subtraindo (x) e (), tem-se:
(a—b)—(c—d)=m(k—1)
(a—c)—(b—d)=m(k—1)

(a—c)=(b—d)+m(k—1) <= a—c=b-—d(modm).

[3] Se a = b (mod m), entdo 3 k € Z;a—b = km (*). Analogamente, se ¢ = d (mod m)

tem-se [ € Z;c — d = Im (*x). Multiplicando (x) por c e (xx) por b,
ac — be = m(ke) []

be — bd = m(Ib) [*x]

Somando [#] e [xx], tem-se

ac — bd = m(kc — 1b)

ac = bd + m(kc — Ib) <= ac = bd (mod m)

Teorema 3.14. Se a,b,c,m € Z e ac = bc (mod m), entdo a = b (mod ) onde d = (c, m).

Demonstragdo. Sabe-se que ac = bc (mod m) e ddi 3 k € Z; ac—bc = mk. Dai ¢(a —b) = mk
e se dividirmos por d = (¢,m), teremos < - (a — b) = k - (2). Portanto, 2 | [< - (a — )], pelo
Coroldrio 3.2 0 (%, <) = 1 e pelo Teorema 3.7 2 | (a — b). E por fim, a — b = 2 - [ e assim

a="b(mod 7). O]

Proposi¢io 3.15. Se a,b,k,m € Z, comk > 0 e a = b (mod m), entdo a* = b* (mod m).
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Demonstracdo. Para mostrar essa identidade, € importante lembrar que

ak_bk: (a—b)~(ak’1+ak’2-b—i—-~—i—a«bk’2—|—bk’1)[*]
Como a = b (mod m) tem-se que 3| € Z; a — b = ml[+x|, assim substituindo [*x*] em [],
a* = =m- (1" 1" b A la - VT IR

Pela Proposicao 3.13, assim

O
Teorema 3.15. (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se p { a entdo a’~! = 1 (mod p).

Demonstracdo. Considere os ndmeros «a, 2a, 3a, . .., (p — 1)a. Como (p,a) = 1 nenhum dos
ndemros ka,1 < ¢ < (p — 1) é divisivel por p. Isso quer dizer que quaisquer dois deles
sdo incongruentes modulo p. Com isso, cada um dos ndimeors considerados € congruente a
exatamente um dentre os elementos 1,2, 3, ..., (p — 1). Multiplicando as congruéncias geradas

uma a uma ter-se-a:
a-(2a)-(3a)...(p—1)-a=1-2-3...(p—1) (mod p)

a' - (p—1)! = (p—1)! (mod p)

E como o (p, (p — 1)!) = 1, pode-se cancelar o fator (p — 1)!. Asim,

a’~' =1 (mod p)

3.8 Equagdes Diofantinas e o Método de Diofanto

Definicao 3.9. Uma Equacdo Diofantina é qualquer equagdo com uma ou mais incognitas que

assumem apenas valores inteiros.
Exemplo 3.14. Alguns Exemplos de equacgdes diofantinas
1. (Equagdes Diofantinas Lineares) ax + by = ¢

2. (Ternos Pitagéricos) 22 + y> = 22
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3. (Ultimo Teorema de Fermat) 2" + Yyt =z
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Observacao 3.22. O termo Diofantina se refere ao matematico grego do século III, Diofanto

de Alexandria. Ele estudou tais equacgdes e foi um dos primeiros a introduzir o uso de simbolos

matematicos na dlgebra.

Neste trabalho serd discutida a mais estudada das Equac¢des Diofantinas Quadraticas, os

Ternos Pitagéricos associados a construc¢do de Tridngulos Pitagdricos. Para iniciar as discussoes,

¢ importante salientar um problema respondido por Diofanto de Alexandria, o problema oito do

livro II de Aritmética. O problema consiste em decompor um quadrado em uma soma de dois

quadrados.

Suponha que quer-se decompor o nimero n? em dois quadrados. Considere que x? seja o

primeiro quadrado e que seja y* o seguundo quadrado. Assim, y? = n? — z%[*]. Diofanto propds

que o nimero y? = (mx — vn2)? comm € Q, comm > 1.

Observacao 3.23. Dado g € Z;q # 1 e q¢ # —1, o inverso de ¢ ndo existe em Z <% ¢ Z).

Assim, chama-se Q o conjunto do nimeors racionais tal que

Q:{%;a,bEZ, comb;«éO}.

Assim, continuando a ideia de Diofanto,
n? — 2% = (mx —n)?

n? — 22 = m?2% — 2mnx + n?

2?(m* + 1) — 2mna = 0 =z [z(m” + 1) — 2mn| =0

Como z > 0, entdo
2mn

m2+1

E dai, substituindo em [x]

8m 2 nQ(m2 — 1)2
2 2 2
= — ) e A,
y " <m2+1) 4 (m2+1)2

Comoy > 0em > 1, tem-se
_ n(m?—1)
YT T

2mn n(m2—1)
m2+1 9 (m2+1) 9

Com isso, sempre tem-se um terno pitagorica tal que (

comm > 1len € N. E assim:

5 omn \’ n(m? —1)
n? = R (e
m? +1 m? +1

n)/, comm € Q,

(19)



45

Observacao 3.24. Se m € Z, assim pode-se multiplicar (19) por ("1:—21)2 e assim,

) (m+1>2_( 2mn >2.(m+1)2+<n(m2—1)) (m+1)

n- - =
m?+1 n? m?2+1 n2

n2
(m+1)* = (2m)* + (m* — 1)? (20)

E assim, ter-se-a o terno pitagorico (2m, m? — 1,m? + 1)..

Observacao 3.25. No caso que m € Q, com m = ’5’, com g # 0. Assim, substuindo em (20),
2 2 2 2 2
(5) 1) = (%) +((5) -
q q q
p2+q2 2_ 9. 2 p2—q2 2
2 =\{— ) * 2
q q q

Multiplicando por ¢*, ter-se-a

P*+ %) = (2p9)* + (V* — ¢°)° (21)

Assim, tem-se o terno pitagérico (2pq, p* — ¢, p* + ¢?),comp,q € Zep > q.



46
4 CONSTRUCAO GEOMETRICA DO PROBLEMA

ApOs construirmos a base aritmética do problema, € deveras importante construir a
base geométrica. Aritmeticamente, analisaremos as triplas pitagéricas, mas geometricamente
associaremos as triplas a tridngulos pitagoéricos. Sendo assim, neste capitulo serd necessario
definir o conceito de tridngulo e suas consequéncias. Essa se¢do € fundamentada pelos autores
Dolce (2013) e Doria (2007).

Assim, vamos a alguns conceitos preliminares. Existem dois conceitos que sao basica-
mente intrinsecos ao estudo inicial da geometria: a ideia de ponto e reta. Esses conceitos serdo

trabalhados como nog¢des primitivas e nao serao definidos.

Definicao 4.1. O plano € visto como o conjunto onde os pontos s@o seus elementos e as retas,

seus subconjuntos.

Observacao 4.1. A notagdo de ponto, reta e plano € feita da seguinte maneira
1. Ponto - letras latinas maitsculas - A, B,C, D, . ..
2. Reta - letras latinas minusculas - a, b, ¢, d, . . .

3. Plano - letras gregas mintsculas - «, 3,7, 6, . ..

Figura 4 — Ponto, reta e plano

r

O ponto P. Aretar. 0 plano o.
Fonte: Dolce (2013)

Definicao 4.2. Dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto desses dois pontos com o

conjunto dos pontos que estdo entre eles € um segmento de reta.

Definiciio 4.3. Dado dois pontos distintos A e B, a reunifio do segmento de reta AB com o

conjunto dos pontos X tais que B estd entre A e X € a semirreta AB (INDICADA POR 1@).
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Definicao 4.4. Considere dois pontos A e B, assim
1. chamamos A e B de colineares se ambos estio contidos em uma mesma reta;
2. chamamos A e B de ndo colineares se ambos nao esdo contidos na mesma reta.

Definicdo 4.5. Duas retas sdo paralelas (//) se, e somente se, sdo coincidentes (iguais) ou sdo

coplanares (estdo no mesmo plano) e ndo t€m nenhum ponto comum.

Definicao 4.6. Feixe de retas paralelas ¢ um conjunto de retas coplanares (mesmo plano) paralelas

entre si.

Definicao 4.7. Transversal do feixe de retas paralelas € uma reta do plano do feixe que concorre

com todas as retas do feixe.

Definicao 4.8. Pontos correspondentes de duas transversais sdo pontos destas transversais que

estdo numa mesma reta do feixe.

Definicao 4.9. Segmentos correspondentes de duas transversais sao segmentos cujas extremida-

des s@o os respectivos pontos correspondentes.

Figura 5 — Feixe de Paralelas Cortada por duas Trasnversais

Transversais

B
_._,_.—d
feixe de paralelas

/
o/ \o
/ \

Fonte: Dolce (2013)

Observacao 4.2. Olhando a Figura 5 temos que

1. Ae A, Be B',Ce(’, De D’ sao pontos correspondentes;

2. ABe A'B’, CD e C'"D'’ sdo segmentos correspondentes.
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Definicao 4.10. Chama-se angulo a reunido de duas semirretas de mesma origem, ndo contidas

numa mesma reta (nao colineares).

. N ~ . . - .
Definicao 4.11. Considere o angulo AO B, a semirreta (ﬁ oposta a semirreta O A e a semirreta

O? determinam um angulo BOC que se chama angulo suplementar adjacente ou suplemento

adjacente de AOB.

Figura 6 — Suplemento Adjacente

Fonte: Dolce (2013)

Definicao 4.12. Podemos classificar os angulos da seguinte maneira:
1. Angulo Reto é todo angulo congruente a seu suplementar adjacente (Possui 90°);
2. Angulo agudo é um angulo menor que o angulo reto;

3. Angulo obtuso é um angulo maior que o angulo reto.

Figura 7 — Angulo Reto, Agudo e Obtuso

b

]
]
]
1
]
i
1
1
L]

1
1
1

A
1
1
L
T

ab é reto. cd é agudo. ef é obtuso.

Fonte: Dolce (2013)

Observacdo 4.3. Angulos com a mesma medida sdo chamados de congruentes.
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Observacao 4.4. Pode-se estender o conceito de Angulo para se ter o angulo nulo, cujos lados
sdo coincidentes, ou o angulo raso, cujos lados sdo semirretas opostas. Entdo, podemos dizer que

a medida o de um angulo € tal que

0° < a < 180°
Definicao 4.13. Dados dois angulos Ae B, tem-se que:

e B sio angulos complementares, quando A+ B =90°

)

1.

e B sio angulos suplementares, quando A+ B = 180°

)

2.

4.1 Triangulos

Definicfio 4.14. Dados trés pontos, A, B e C, nio colineares, a reunido dos segmentos AB, AC

e BC chama-se tridngulo ABC.

Figura 8 — Triangulo Qualquer

d

Fonte: Dolce (2013)

Observacao 4.5. Em um tridmgulo temos alguns elementos que sdo notdveis. Assim,
1. Vértice: Sdo os pontos A, B e C,
2. Lados: Os segmentos AB (de medida ¢), AC (de medida b) e BC' (de medida a);

3. Angulos: Os angulos BAC ou ﬁ, ABCouBe ACBouC (esses sdo os angulos internos).

Observacio 4.6. Os lados AB, AC' e BC' e os angulos 6 B , A sdo, respectivamente, opostos.

Um triangulo pode ser classificado quanto aos seus lados e quanto aos seus angulos. E
assim, temos as primeiras definicdes que sdo fundamentais ao nosso trabalho. A defini¢cdo quanto

aos angulos € deveras importante para o presente trabalho.
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Definicao 4.15. Quanto aos lados, os triangulos se classificam em:
1. Equilétero, quando possui trés lados dois a dois congruentes;

2. Isésceles, quando possui dois lados congruentes entre si (o terceiro lado é chamado de

base do tridngulo is6sceles e o dngulo oposoto a base € chamado de angulo do vértice);

3. Escaleno, aquele que em quaisquer dois de seus lados tem medidas diferentes.

Figura 9 — Tridngulo Equilétero, Isdsceles e Escaleno

MABC é equilatero. ARST é isosceles. AMNP € escaleno.

A R M

B ' c s T M P
Fonte: Dolce (2013)
Definicao 4.16. Quanto aos angulos, os tridngulos se classificam em:

1. Retangulo, quando possui um angulo reto, 90°. Neste caso, o lado oposto ao angulo reto é

chamado hipotenusa e os outros dois lados de catetos.
2. Acutangulo, quando possui os trés angulos agudos;

3. Obtusangulo, quando possui um angulo obtuso.

Figura 10 — Tridngulo Retangulo, Acutangulo e Obtusangulo

C D R

A B E F 5 T

MABC € retangulo em A, ADEF & acutangulo. ARST é obtusangulo em S.
Fonte: Dolce (2013)

Observacao 4.7. Temos também um tridngulo equidngulo, um caso particular do tridngulo

acutangulo, que € aquele que possui os seus angulos dois a dois congruentes.
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Definicao 4.17. Dois tridngulos s@o ditos semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos

ordenadamente congruentes e os lados homdlogos (mesmo lugar) porporcionais.

Figura 11 — Semelhanga de Triangulos

A
AABC ~ AA'B'C' < '@ =
C

Fonte: Dolce (2013)

Observacao 4.8. O simbolo ~ significa semelhante. Logo, AABC ~ AA’'B'C’ siginifica que
o AABC é semelhante ao AA'B'C".

Observacao 4.9. Chamamos de razdo de semelhanca um certo £ € N, tal que
=k (22)
Se k = 1, temos que os tridngulos sdo congruentes.

Proposicao 4.1. Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas distintas e um
segmento de uma delas é dividido em p partes congruentes entre si e pelos pontos de divisdo sdo

conduzidas retas do feixe, entdo o segmento correspondente da outra transversal:
1. também é dividido em p partes;
2. e essas partes também sdo congruentes entre si.

Demonstragdo. [1]. Considere a Figura 5, AB e A’B’ sdo segmentos correspondentes e por
hipétese, AB € dividido em p partes por retas do feixe. Se A’ B’ ficasse dividido em menos partes
(ou até mais partes), pelo menos duas retas do feixe encontra-se-iam em pontos de AB (ou de

A’B'), o que é absurdo, pois as retas do feixe sdo paralelas.
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Figura 12 — Proposicao 4.1 - Item 1

Fonte: Dolce (2013)

[2]. AB é dividio em partes congruentes a z. Pelos pontos de divisdo de A’B’, conduzindo
paralelas a AB, obtemos um tridngulo para cada divisdo. Todos os tridngulos sdo congruentes
pois possuem dois dngulos congrunetes e um lado entre os angulos que € congruente. Assim,

A’B’ é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisao.

Figura 13 — Proposicdo 4.1 - Item 2

Al \A Al \A
paralelo- r
H/ gramo * ':K .,
X p;:::';’ X .'i X !\ X }i\
_ :‘!'./ paralelo- Ix r}i\ H}[ Lx I,‘\ _
gramao | 2 &

Bf \B' B/ \B'

Fonte: Dolce (2013)

congruentes
congruentes

[

Teorema 4.1. (Teorema de Tales) Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas,
entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razdo entre os respectivos

segmentos correspondentes da outra.

Demonstragcdo. Temos como hipétese que AB e C'D sdo dois segmentos de uma transversal, e

[ = . AR B/
A'B’ e C"D' sdo os respectivos correspondentes da outra e queremos mostrar que gzg = g,g,.

Pela proposicio 4.1, temos que se AB estd dividio em p partes, A’B’ também esté dividio em p
partes. Se C'D for dividida em ¢ parte, C' D’ também ser4. (Conferir a Figura 14).

Existe um segmento = que é submiiltiplo de AB e de C'D. Asssim, AB = p-xz e
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CD = q - . Se dividirmos AB por CD,
AB :
aAb_pr_ b (23)
CD q-x ¢
Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisio de AB e C'D (vide Figura 14) e

aplicando a Proposi¢do 4.1, A’B’ = p-x e C'D’' = q - x. Se dividirmos A’ B’ por C'D’,

A'B
D q-z
Assim, comparando (23) e (24), temos que

i
8

u (24)
q

8

AL AD
cD C'D

E sendo assim, provamos que se duas retas sao trasnversias de uma feixe de retas paralelas,

entdo a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo entre os respectivos

segomentos correspondentes da outra. 0

Figura 14 — Teorema de Tales

A’ A/ A
____________ X o __.Xx]
____________ XX
X x' p
............. L X
““““““ B - i |-

Fonte: Dolce (2013)

Teorema 4.2. Se uma reta é paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os outros dois

em pontos distintos, entdo o triangulo que ela determina é semelhante ao primeiro.

Demonstragdo. Nosso teorema diz que daodo AABC' se DE // 1B — AADE ~ AABC.
Pel defini¢do 3.12, € preicos mostrar que AADFE e AABC possuem angulos ordenadamente
congruentes e lados homdlogos proporcionais.

[1] Para os angulos congruentes, perceba que se ﬁ // jﬁ entioD=BeFE=Ce
como A é comum aos dois, 0s angulos dos AADE e AABC' sdo ordenadamente congruentes.

2] Para os lados proporcionais, temos pelo Teorema de Tales que

AD AE

AB ~ AC 25
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Figura 15 — Teorema 4.2

Fonte: Dolce (2013)

Por E contruimos £F paralela a 1@, com F € BC, conferir Figura 18. Com isso
gerou-se o paralelogramo BD E'F' e pela defini¢do de paralelogramo, temos que lados opostos

possu€m 0 mesmo valor.

Logo DE = BF [x| e DB = E'F. Além diss, novamente pelo Teorema de Tales, tem-se

que:
AE  BF
AC ~ BC 20
Substituindo [*] em (24) , temos que
AE DFE
ac ~Be @D
por (25) e (27), temos que:
AD AE DFE
AB ~ AC ~ BC (28)
Portanto, por [1] e [2], AADE ~ ANABC. O

Observacao 4.10. Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo se, € somente se, possui
os lados opostos paralelos. Todo paralelogramo possui lados opostos congruentes e angulos

oposotos congruentes.

Proposicao 4.2. Dados dois tridngulos, NABC e ANA'B'CY, eles serdo semelhantes se se

encaixarem em um dos trés casos abaixo

1. Se dois triangulos possuem dois dngulos ordenadamente congruentes, entdo eles sdo

semelhantes;

2. Se dois lados de um tridngulo sdo proporcionais aos homologos de outro tridngulo e os

angulos compreendidos sdo congruentes, entdo os tridngulos sdo semelhantes;
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3. Se dois tridngulos tén os lados homologos proporcionais, entdo eles sdo semelhantes.

Demonstragdo. Vamos mostrar os trés casos de semelhanca.

[1]. O item 1 é também conhecido como caso AA (dngulo-angulo) e temos como hipdtese
que se dois triangulos, AABC' e ANA'B'C’, possuem dois dngulos congruentes, A= Ae
B =D, entdo AABC ~ AA'B'C’. Assim, suponha que os tridngulos ndo sdo congruentes e
que AB > A’B’ e seja D um ponto de AB tal que AD = A’B’eo AADE com D = Be E no
lado AC.

Como A= A, AD = AB e D = E\’, pelo caso de congruéncia ALA (angulo-
lado-angulo) AADE = AA'B'C’ (x). Pelo Teorema 4.2, temos que como DE // BC entdo
AABC ~ AADE (*x). Portanto, por () e (xx), concluimos que AABC ~ AA'B'C".

[2]. O item 2 é também conhecido como caso LAL (lado - 4ngulo - lado) e temos como
hiétese que sedois lados dos triAngulos AABC e AA'B'C' possuem lados proporcionais, e
o angulo entre os lados for congruente entdo os triangulos sdo semelhantes. Usando o mesmo
raciocinio do item 1, suponha que os tridingulos néio sio congruentes e que AB > A’B’ e seja D
um ponto de AB tal que AD = A’/B’e o AADE com AD = A/B', AE = A'C" e E no lado
AC.

Como A = 121\’, AD = A'B'e AE = A'C', pelo caso de congruéncia LAL (lado -
angulo - lado) AADE = AA'B'C’' (@). Pelo Teorema 4.2, temos que como DE // BC entdo
AABC ~ ANADFE (Q@). Portanto, por (@) e (@@), concluimos que AABC ~ AA'B'C".

[3]. O item 3 é também conhecido como caso LLL (lado - lado - lado) e temos como
hiétese que se dois tridngulos AABC' e AA’B’'C’ tém os lados homdlogos proporcionais, entaos
eles sdo semelhantes. Usando o mesmo racicinio dos itens 1 e 2, suponha que os tridngulos ndo
sdo congruentes e que AB > A’B’ e seja D um ponto de AB tal que AD = A’/B’e 0o AADE
com AD = A'B', AE = A'C'", DE = B'C" e F no lado AC.

Como AD = A'B', AE = A'/C" e DE = B'(", pelo caso de congruéncia LIL (lado
- lado - lado) AADE = AA'B'C’ (x). Pelo Teorema 4.2, temos que como DE // BC entdo
ANABC ~ AADE (xx). Portanto, por (x) e (xx), concluimos que AABC ~ AA'B'C".

]

Observacao 4.11. Nos trés itens acima foram utilizados casos de congruéncia de triéngulos.
O caso LAL é tomado como um postulado e diz que se dois tridngulos tem ordenadamente
congruentes dois lados e o angulo compreendido, entdo les sdo congruentes. Os dois casos sda

proposigdes e dizem que
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1. ALA - Se dois triangulos tem ordenadamente congruentes um lado e os dois angulos

adjacentes, entdo esses triAngulos sdo congruentes;

2. LLL - Se dois tridngulos t€ém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo esses

triangulos sdo congruentes.

Demonstragdo. [1]. Considere dois tridngulos, AABC E AA’B'C". Por hip6tese temos que um
lado e os Angulos adjacentes a ele sdo congruentes. Assim, considere BC' = B'(”, B=De
C= 6\’, e vamos mostrar que BA = B’A’. Dado um segmento B A e uma semirreta de origem
em ', existe sobre esta semirreta um tnico ponto A’ tal que B’A’ seja congruente a BA.

Assim, na semirreta 1@ temos um ponto X, tal que B’X = BA e pelo caso LAL,
AABC = AXB'C' e isso nos garante que BCA = B'C'X. Por definicio BCA = B'C' A’
e assim m e C”HX se interceptam em um tnico ponto X = A’. Com isso, mostramos que
BA = B'A’ e pelo caso LAL, NAABC = NA'B'C".

2]. Considere dois tridngulos, AABC' E AA'B’C". Por hipétese temos que se os trés
lados sdo ordenadamente congruntes entdo os triangulos sdo congruentes. Com um raciocinio
bem semelhante ao item anterior, pelo transporte de sgmento e de angulo, temos um ponto X tal

que X AB =CABeAX =AC = A'C". Seja D o ponto de intersccao entre C’X com a reta
A'B.

Figura 16 — Caso LLL
CI

Fonte: Dolce (2013)

Como XA'B' = CAB,AB = AB’ e A’X = AC, pelocaso LAL, AABC = NA'B'X
e isso implicaque X B’ = CB = C'"B’. Como X B’ = ("B’ 0 AB'C’' X é is6celes de base ' X
edaf BC'X = B'XC' (%) e analogamente AC'X = AXC (*x). Somando (x) e (xx) temos
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que AC'B'= A'XB'.Como AX = AC", XB'=C'B' e AC'B' = AXDB' pelo caso LAL,
NA'B'C'= NA'B'X = ANABC. O

4.2 Triangulo Retangulo

O primeiro tema de grande importancia desta secdo estd em definir as relagdes proemi-
nentes do tridngulo retangulo. Vimos na defini¢do 4.16 que um tridngulo retangulo € aquele que
possui um angulo reto. Dai, temos algumas relacdes que sdo fundamentais em nosso estudo
dos tridngulos retangulos. Considere o tridngulo abaixo como base para o estudo das relagdes

trigonométricas:

Figura 17 — Relacdes Métricas

Fonte: Dolce (2013)

Observacao 4.12. Ao olharmos a Figura 17, temos que a = m +n e

p—

. a - hipotenusa

2. b, c - catetos

3. h - altura relativa a hipotenusa

4. m - projecao do cateto c sobre a hipotenusa
5. n - projecdo do cateto b sobre a hipotenusa

Proposicao 4.3. Cada cateto é média geométrica entre sua projecdo sobre a hipotenusa e a

hipotenusa.

Demonstracdo. Temos dois catetos e precisamos mostrar essa proposicao para os dois. Considere

que ANABC ~ ADBA pelo caso AA e dai temos que

a c 9
—=—=c"=a-m
c m
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Analogamente, AABC ~ ADAC pelo caso AA e dai,

b
T S =an
b n

Sendo assim, mostramos a proposi¢do definida. [

Proposicao 4.4. A altura relativa a hipotenusa é média geométrica entre os segmentos que

determina sobre a hipotenusa.

Demonstragdo. Temos que ADBA ~ ADAC pelo caso AA e dai temos que,

h
—:%:>h2:m-n

Com isso, mostramos a proposicao. [

Proposicao 4.5. O produto dos catetos é igual ao produto da hipotenusa pela altura realativa a

ela.

Demonstragcdo. Temos que AABC ~ ADAC pelo caso AA e dai temos que,

—b-c=a-h

a_c
b h

Com isso, mostramos a proposicao [

Proposicao 4.6. O produto de um cateto pela altura relativa a hipotenusa é igual ao produto do

outro cateto pela projecdo dp primeiro sobre ahipotenusa.

Demonstracdo. Temos dois catetos e precisamos mostrar que essa relacio € valida para os dois.

Sabemos que AABC ~ ADAC pelo caso AA e dai temos que,

b
—:E:>b‘h:c~n
n h

Analogamente, como AABC ~ ADBA pelo caso AA e daf temos que,

b
oS h=b-m
h m

E assim, mostramos a proposic¢ao. 0
Teorema 4.3. (Teorema de Pitdgoras) A drea do quadrado cujo lado é a hipotenusa de um

tridngulo retdngulo é igual a soma das dreas dos quadrados que tém como lado cada um dos

catetos.
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Demonstracdo. Ao considerarmos o Tridngulo da Figura 17, vemos que a drea cujo lado é
hipotenusa vale A; = a? e as dreas cujos lados sdo catetos valem A, = b? e A3 = 2. Portanto,
precisamos mostrar que A; = Ay + A3, ou entdo que a? = b? + ¢. Para demostrarmos o Teorema

de Pitdgoras € s6 somarmos as duas relacdes que descobirmos na Proposi¢do 4.4, assim

V+cd=a-m+a-n=a-(m+n)
Como sabemos que a = m + n, entdo

P+ =a-a=ad

A+ A3 = Ay

Com isso, demosntramos o Teorema de Pitdgoras. O]

Teorema 4.4. (Reciproca do Teorema de Pitdgoras) Se num tridngulo o quadrado de um lado é

igual a soma dos quadrados dos outros dois, entdo o tridngulo é retangulo.

Demonstracdo. Aqui faremos exatamente o contrdrio do Teorema 4.3. Assim, sabemos que
temos um tridngulo de lados a, b e c e se a® = b* + ¢? entdo o tridngulo € retAngulo. Construindo
um outro tridngulo, ADEF, retingulo em D e cujos catetos DE e DF sejam respectivamnete
congruentes a AB e AC. Como ADEF é retangulo, entio EF’ = DE’ + DF’ e como
DE = AB e DF = AC, temos que EF = AB  + AC" = BC". Sendo assim, EF = BC.

Portanto, pelo caso de congruéncia LLL, AABC = ADEF e como ADFEF é retangulo, entao
o AABC também é. O

O Teorema de Pitdgoras € de extrema importincia no estudo dos tridngulos Pitagoricos.
As relacdes que faremos nesse trabalho estdo intimamente ligadas a triplas pitagoricas, que estao
conectadas a equacdo diofantina 2 + y? = 22, que conectam a tripla (z,y, z) a um tridngulo

retangulo de hipotenusa z e catetos x e y.

43 Area de um Tridngulo

A ultima constru¢do geométrica que precisamos fazer € termos o real entendimento de
area. O problema de Fermat discute a drea de uma tridangulo pitagérico e para podermos discuti-lo
de maneira perfeita no préximo capitulo, vamos definir o que € drea e como determinar a drea de

um triangulo.
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Definicao 4.18. Area de uma superficie limitada € um nimero real positivo associado a superficie

de forma tal que:

1. As superficies equivalentes estdo associadas dreas iguais (nimeros iguais) e reciproca-
mente.

A~ B <= (Areade A = Area de B)

2. A uma soma de superficies estd associada uma area (nimero) que € a soma das dreas das

superficies parcelas.

(C = A+ B) = (Areade C' = Areade A + Area de B)

3. Se uma superficie estd contida em outra, entdo sua drea € menor (ou igual) que a drea da
outra.

B C A= Areade B < Areade A

Teorema 4.5. Todo triangulo é equivalente a um paralelogramo de base congruente a do

triangulo e altura metade da altura do triangulo.

Figura 18 — Teorema 4.5

Fonte: Dolce (2013)

Demonstracdo. Tome o AABC e pelo o ponto médio E do lado AB conduzimos E D paralela
a BC e completamos o paralelogramo BCDE.

Sabemos que [ = I11 (x) e [I = II (%) e somando (%) e (xx), tem-se que (I + I]) ~
(II+1I1).Comisso, ABC ~ BCDE. O

Observacao 4.13. Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo se, e somente se, possui

os lados opostos paralelos.

Definicao 4.19. Um quadrildtero plano convexo é um retangulo se, € somente se, possui 0s

quatro angulos congruentes.
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Definicao 4.20. Um quadrildtero plano convexo € um quadrado se, e somente se, possui 0s

quatro angulos congruentes e os quatro lados congruentes.

Teorema 4.6. A razdo entre dois retangulos de bases congruentes (ou alturas congruentes) é

igual a razdo entre suas alturas (ou bases).

Demonstracdo. Temos dois retangulos que possuem a mesma base se dividrimos o primeiro
retangulo em p partes de altura = e dividirmos o segundo retdngulo em ¢ partes de altura x temos

que hy =p-xehy =q-x. Dal

h .

a_Pr_P (29)
ha q

q-z
Ao fazermos isso teremos p retingulos X (b, x) no primeiro retdngulo e ¢ retdngulos X (b, x) no

segundo retangulo. Com isso, Ry = p- X e Ry = ¢ - X. Dai

Ry p-X p
= _ £ 30
Ry q-X q G0
Por (29) e (30), -
1 1
A 31
R o (31)

O raciocinio € o mesmo para a base. Se dividrimos o primeiro retangulo em p partes de base x e

dividirmos o segundo retangulo em ¢ partes de base = temos que by =p - x e by = ¢ - x. Dai

(32)

Ry p-X p
e _ £ (33)
Ry ¢ q
Por (32) e (33), -
1 1
o 34
T (34)
]

Teorema 4.7. A razdo entre dois retangulos quaisquer é igual ao produto da razdo entre as

bases pela razdo entre as alturas.

Demonstracdo. Considere dois retingulos, Ry (by, hy) e Ra(ba, hs), € cosntrua também um

retangulo auxiliar R(by, hy). Aplicando o Teorema 4.6 em R; e R, teremos

Ry Iy
- 35
R D (33)
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Aplicando o Teorema 4.6 em R e R, teremos

R b
b 36
R by (36)
Multiplicando (35) por (36), teremos
R by My
2 37
Ry by he 7)
0

Proposicao 4.7. A drea de um retdngulo é Agr = b - h.

Demonstragdo. Considere um retangulo R(b, h) e um quadrado fixo (1, 1), como unitério.

Pelo Teorema 4.7, temos que

]

Observacio 4.14. Como o paralelogramo P(b, h) é equivalente a um retdngulo R(b, h), temos

queAp:AR:b~h.
Proposicao 4.8. A drea do tridngulo é Ar = %

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.5, sabemos que um tridngulo € equivalente a um paralelogramo

cuja base mede b e a altura % Assim

b-h

AT:Ap:b' _T

| =

]

Acabamos de concluir que a drea de um tridngulo qualquer € exatamente igual ao produto
de sua base por sua altura divido por 2. Em um tridngulo retangulo vemos que os lados que
exercem as funcdes de base e altura sdo os catetos e assim, a drea € dade pelo produto os catetos
dividido por 2. Logo,

b-c
AARETANGULO - 7 (38)

onde b, ¢ sdo os catetos do tridngulo retangulo de hipotenusa a. Com essa conclusdo, temos todo
o arcabougo necessdrio para discutirmos o probelam de Fermart, o que seré feito no préximo

capitulo.
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5 A AREA DE UM TRIANGULO PITAGORICO, O PROBLEMA DE FERMAT

O destino final dessa viagem passa seriamente por este capitulo. H4 uma grande signifi-
cancia em tudo o que foi feito até aqui. Falar sobre a proposicao historica do problema, assim
como falar sobre suas constru¢des aritméticas e geométricas, fortalece a construgdo de tudo o
que seréd desenvolvido neste capitulo.

Neste capitulo discutiremos os ternos pitagoricos, depois os associaremos aos triangulos
pitagéricos para assim chegarmos ao Problema de Fermat. O foco do presente trabalho é mostrar
que a area de um tridngulo pitagérico nunca € um quadrado perfeito e isso sera feito na parte
final deste capitulo. Este capitulo estd fortemente baseado na obra de Sierpinski (1962, 1988),
Bahier (2015) e Alencar Filho (1984). De formas mais esporddicas, também houve o uso de

Souza (2017) e Brochero (2018).

5.1 Ternos Pitagéricos

Para iniciarmos a constru¢io do problema, definiremos algumas caracteristicas impor-
tantes sobre os ternos pitagoricos e sua forte ligacdo com as equagdes diofantinas, assim como

também sua intima conexao com os tridngulos pitagdricos.
Definicao 5.1. Chama-se terno pitagdrico todo terno de inteiros positivos (a, b, c) tais que
a’ 4 b* =2

Observacao 5.1. Em outras palavras, terno pitagdrico é toda solu¢do inteira e positiva da equagao

diofantina:

Exemplo 5.1. Os ternos (3,4,5), (6,8,10), (5,12,13) e (12, 35, 37) sdo ternos pitagdricos, pois

324+42=90+16 =25 = 5>
62 4+ 8% =36+ 64 = 100 = 10
52 4+ 122 =254+ 144 = 169 = 132

122 + 352 = 144 + 1225 = 1369 = 37>

Proposicao 5.1. Se (x,y, z) é um terno pitagorico, entdo (kx, ky, kz), onde k > 1 com k € N,

também é um terno pitagorico.



64

Demonstra¢do. Sabemos que (z,y, z) é um terno pitagdrico, logo
2?4y =22 (39)
Se multiplicarmos (39) por k2, teremos que:
]{?21'2 + k2y2 — ]{?222

(kx)? + (ky)* = (kz)*

Como mostramos que (kz)? + (ky)? = (kz)?, entdo o terno (kx, ky, kz) € um terno pitagdrico.

]

Ao longo da histéria foram desenvolvidas algumas férmulas que geram ternos pitagdricos.
E importante lembrarmos de duas delas que sdo extremamente importantes para o estudo dos

ternos pitagoricos.

Proposicao 5.2. (Férmula de Pitdgoras) O terno (x,y, z) é um terno pitagdrico se x = 2k + 1,

y=2k-(k+1)ez=2k-(k+1)+1 comk € N.

Demonstragdo. Para mostramos que é um terno pitagérico vamos usar a defini¢do se 22412 = 22

Sabemos que x = 2k + 1 e y = 2k - (k + 1) assim,
2yt = 2k 1) 4 2k (k+1)]? = 4k + 4k + 14+ 42 (K> + 2k + 1)]
2?4yt =2k + 1)+ 2k (k+ 1)) = 4k" + 8k + 8k* + 4k + 1
P4yt =02k+ 1)+ 2k (k+ 1)) =2k +2k+1)> =27
Logo, a formulaz = 2k+ 1,y = 2k-(k+ 1) e 2 = 2k - (k + 1) + 1 gera ternos pitagéricos. [

Observacao 5.2. Essa formula, atribuida a Pitdgoras, determina todos os triangulos pitagéricos

que possuem 2z = y + 1. Ou seja, determina os ternos pitagoricos onde z € sucessor de .

Exemplo 5.2. Se k = 1, teremos x = 3, y = 4 e z = 5, logo o terno (3,4, 5) é pitagdrico. Se
k =2, teremos x = 5,y = 12 e z = 13, logo o terno (5, 12, 13) é pitagérico. Se k = 3, teremos

r="Ty=24ez=25logooterno (7,24,25) é um terno pitagérico.

Proposicao 5.3. (Férmula de Platdo) O terno (x,y,z) é um terno pitagdrico se © = 2pq,

y=p*—q¢*ez=1p*+q¢* ondep,q € Ncomp > q.
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Demonstragdo. Para mostramos que é um terno pitagérico vamos usar a defini¢do se 22412 = 22,

Sabemos que x = 2pqg e y = p*> — ¢* assim,
2yt = 2p0)° + (0° — ) = W +p' - 2% + ¢
2 +y’ = (2p0)* + (0 — ) =p" +20°¢ + ¢*
2yt =2p0)* + (0 - ) = 0° + 7)) =2
Logo, a férmula x = 2pq, y = p* — ¢*> € 2 = p? + ¢° gera ternos pitagoricos. O

Exemplo 5.3. Sep =2eq = 1,temosque x = 4,y = 3 e z = 5, logo o terno (3,4,5) é
pitagérico. Sep = 3e ¢ = 2,temos que x = 12, y = 5 e z = 13, logo o terno (12,5,13) é
pitagdrico. Se p = 4 e g = 2, temos que = = 16, y = 12 e z = 20, logo o terno (16, 12, 20) é

pitagorico.

Observacio 5.3. A partir deste momento considere que mdc de a e b serd deotado por mdc(a, b).

Essa mudanga sera feita para que ndo se confunda o terno (z, y, z) com o mdc(x, y, z).

Defini¢ao 5.2. Chama-se terno pitagérico primitivo todo terno pitagérico (z,y, z) tal que

mde(x,y, z) = 1.

Observacao 5.4. Essa defini¢do garante que todo terno pitagdrico primitivo € aquele que possui

Z,y € z primos entre si.

Proposicao 5.4. Seja (x,y, z) um terno pitagorico primitivo entdo mde(x,y) = mde(x, z) =

mdc(y, z) = 1.

Demonstragdo. Temos trés casos que sdo importantes para mostrarmos aqui. Em primeiro lugar
considere que d = mdc(z,y) e assimd | z e d | y, considere que Ja,b € N, talque x = a-de

y = b - d. Por defini¢do, se o terno € primitivo mdc(z, y,z) = 1 e 2% + y? = 2%, Assim,
(a-d)?+(b-d)?*=2*

a’ - d*+0*-d? =22
d* - (a® + V) = 2
Como a? + b> = m?, temos que

& mP=2"=d m=z=d|z
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Assim, d | z,d | ye d | z. Como mdc(z,y, z) = 1, mdc(z,y) = 1.

Em segundo lugar considere que d = mdc(x, z) e assim d | z e d | z, considere que
Ja,be N, talque x = a-de z=b-d.Por defini¢do, se o terno é primitivo mdc(x,y,z) = 1e
22 + y? = 22, Assim,

(a-d)*+y*=(b-d)?
y2:1)2~d2—a2~d2
y2 — d2 X (b2 —CL2)

2

Como b? — a* = m?, temos que

y2:d2-m2:>y:d-m:>d|y.

Assim, d | z,d | yed | z. Como mdc(z,y, z) = 1, mde(z, z) = 1.

Por fim, considere que d = mdc(y, z) e assimd | y e d | z, considere que 3 a,b € N, tal

quey = a-de z = b-d. Por defini¢do, se o terno € primitivo mdc(z,y, z) = 1 e 22 + y* = 22

Assim,

2?2+ (a-d)* = (b-d)?
22=0-d*—a® d*
2 =d*- (b —a?)
Como b? — a? = m?, temos que

=d*-m*=r=d m=d]|ux
Assim, d | z,d | yed | z. Como mdc(z,y, z) = 1, mdc(y, z) = 1. ]

Exemplo 5.4. Os ternos (3,4, 5) e (8, 15, 17) sdo ternos pitagdricos primitivos, pois mdc(3,4,5) =
1 emde(8,15,17) = 1.Ja os ternos (6, 8, 10) e (15, 20, 25) ndo sdo ternos pitagdricos primitivos,
pois mde(6,8,10) = 2 # 1 e mde(15,20,25) = 5 # 1.

Proposicao 5.5. Se (x,y, z) é um terno pitagdrico ndo primitivo entdo mdc(x,y) | z.

Demonstragdo. Sabemos que (x,y, z) é um terno pitagdrico e também que mdc(z,y) = d # 1.

Logoda,ntalque x =a-dey =10b-d e por definicdo
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a?-d* + 0 d* = 22
d*(a* + b*) = 2*
Como a? + b* = m?, temos que
& m?=2=d m=z=d|z= mde(z,y) | 2
Logo, se mdc(z,y, z) # 1, entdo mdc(z,y) | 2. O

Proposicao 5.6. Se o terno (x,y, z) é um terno pitagdrico ndo primitivo, entdo (%, g, §) éum

terno pitagorico primitivo.

~ . _ y z z .. ~ y
Demonstrag¢do. Considere d = mdc(z,y, z). Se (%, & fl) ¢ um terno potagdrico, entdo mdc (g, & 3)

levale que (z,y,2) =d- (4,4, 2). Por defini¢do,

(@) () === ()

v o2\ 4 . c
o E) € um terno pitagorico primitivo. O

Com isso, vemos que de qualquer terno pitagdrico ndo primitivo se pode obter um terno

Tz Y z

pitagérico primitivo onde (z,y,2) = d - (3, o1 3). Assim, todas as solucdes de 22 + y? = 22

resultam da solucéo de (5)2 + (%)2 = (2)2, onde mdc (%, e fl) =1.

Exemplo 5.5. Assim (15, 36, 39) e (25, 60, 65) resultam do terno pitagérico primitivo (5, 12, 13)

multiplicando-se os elementos deste respectivamente pelos inteis 3 € 5.

Observacao 5.5. Com todos os elementos menores que 1000 sdo conhecidos 158 ternos pitago-

ricos primitivos, e aquele que tem os maiores elementos é (372,924, 997).

Teorema 5.1. Para todo v € N, com x > 2 existem y,z € N tais que (x,y,z) é um terno

pitagorico.

Demonstracdo. Inicialmente, considere que x é par. Assim, x = 2 - k e sabemos que 2 | z e

22

—4 _ x%44 s
T €2 = = e pela defini¢do de

4 | x2. Dai, temos que por 4 | 2 existem dois inteiros y =

terno pitagorico

2 —4\?  , =822 +16 ' +82+16 [a2+4\>
- 16 16 - —

2 2 _ .2 —
Ay =y ( 4 4
Assim, o terno (z,y, z) € um terno pitagérico. Em segundo lugar, se = é impar, logo x = 2k + 1
e pela Porposicdo 5.2, temos que y = 2k - (k+ 1) ez =2k - (k+ 1) + 1, onde k € N e assim

tem-se sempre um terno pitagérico (x,y, z). 0
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Teorema 5.2. Um terno (x,y, z) é um terno pitagdrico se, e somente se, existem u e v inteiros

que verifiquem as seguintes condicoes:
1. u>wv >0
2. u=v (mod2);
3. u - v é um quadrado perfeito;

4. x=\u-v,y="145" 2 =42

Demonstragdo. Como temos um se, € somente, se € preciso que se mostre a ida e a volta. Assim
=) Suponha que (z,y, z) é um terno pitagérico e vamos buscar inteiros u e v tal que
todas as quatro condi¢des do Teorema 4.2 sejam satisfeitas. Sejamu = 2 +yev = z — y, € por
defini¢do z > y. Assim, u > v > 0, o que satisfaz [1]. Sabemos que u — v = 2y o que implica
que 2 | (u—v) edai u = v (mod 2), o que satisfaz [2].
Para mostrar a [3] condi¢@o é s6 mostrarmos que (2 + y) - (2 — y) € um quadrado perfeito.
Portanto,

u-v=(z+y) (z—y) =2 —y* =2?

E isso mostra a condi¢do [3], pois u - v = z?. E assim, a condig@o [4] também € satisfeita pois

U'U:IQ:[E:\/U'U

u—v 2y

2 2 7
u—i—v_Qz_
2 2

<) A volta é mais simples, pois consideramos todos os critérios como vélidos. Suponha
que u,v € N, por [1] e [4] temos que z,y e z sdo positivos. Por [3] e [4], z € N e por [2] e [4],

y, z € N. Finalmente, por [4],

2
= (U_ZH)) = 2°

Sendo assim, (z, y, z) é um terno pitagdrico.
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Exemplo 5.6. Mostrar que (360, 319,481) é um terno pitagérico.

Sol. Considere que u = 481+319 = 800 e v = 481 —319 = 162 e se as quatro condigdes

do Teorema 5.2, entdio é um tridngulo pitagérico. u > v > 0 e além disso 800 = 162 (mod 2)

e isso satisfaz [1] e [2]. E facil ver que 800 - 162 = 129600 = 360 e assim satifaz [3]. Por fim,
800—162 _ 638 8004162 _ 962

T = V3602 = 360, y = 5% = 58 =319 e z = 18 — 932 — 481. Logo, (360, 319,481)

¢ um terno pitagdrico. [
Teorema 5.3. Se (x,y, z) é um terno pitagdrico primitivo, entdo z é impar e x % y (mod 2).

Demonstracdo. Se (z,y, z) é um tridngulo pitagdrico primitivo, entdo mde(x, y) = mdc(y, z) =
mde(x, z) = mde(x,y, z) = 1. Assim, considere que z = y (mod 2) entdo ou x e y sdo pares
ou z e y sdo impares. Se x e y sdo pares temos que x = 2k e y = 2t e por isso 2 | mde(x, y).

Essa conclusdo é impossivel pois mdc(z,y) = 1 e 2 1 1. Se por acoso, x e y sejam impares,

entio r = 2k + ley = 2t + 1, como (z,y, z) € um terno pitagdrico

22 =2k +1)% + (2t + 1)
2= Ak Ak 1A A2 =2 (2K + 2K 4217 + 2t 4 1)

Logo, concluimos que 2% é par e se 2> = 2k, entdo z = 2s. Logo temos que

2?2 =0 (mod 4) (40)
2?2 =1 (mod 4) 41)
y* =1 (mod 4) (42)

Se somamros (41) e (42), teremos
2* +y* = 2 (mod 4)
Pelo fato de 2% = 2 + y* e por (40),
2% =2 (mod 4)

O que € uma contradicdo pois um quadrado perfeito dividido por 4 deixa resto O ou 1. Logo, a
premissa é falsa e = # y (mod 2) de modo que = e y possuem paridade diferente. Sendo assim,

suponhamos sem perda de generalidade que x = 2k e y = 2t + 1, logo

2 =2k + (2t + 1) =4+ 42 + 4t +1=2- (2K + 22 +2t) + 1
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s

0 que nos garante que 22 é impar e para que o quadrado de um ndmero seja {mpar, o préprio

nimero é impar, o que conclui nossa demonstragao. 0

Observacao 5.6. O que aprendemos com o Teorema 5.3 € que num tridngulo pitagérico primitivo
qualquer (x,y, z), hd exatamente um elemente que € par (ou x ou y) e dois elementos que sao

fmpares (ou z e z ou y e z), de modo que x + y + z = 2k.
Proposicdo 5.7. O terno pitagdrico primitivo (x,y, z) é da forma
r =m?—n?, Yy =2m-n, z=m?+n?
com mdc(m,n) =1em + n éimpar.
Demonstracdo. Para mostramos isso, utilizaremos a defini¢ao de terno pitagérico, onde:

x2+y2222:>y2222—$2:(Z+x)'(2_x) (43)

Pelo Lema 3.1, temos que mdc(z + z,z — x) = mdc(z + x,2z) = 2, pois como o tridngulo

pitagdrico é primitivo mdc(z, z) = 1 e mdc(z, z + x) = 1. Pelo Teorema 5.3, sabemos que z é

fmpar e portanto z + x € par. Com isso, mdc (z;””, z;“x) = 1 e Pelo Teorema 3.10

z+91::m27 . z—x:n2
2 2
E dai, teremos
2+ = 2m? (44)
2 —x=2n? 45)

Substituindo (44) e (45) em (43),

P =2m?* - 2n® =4-m? - n?

Relacionando (44) e (45),
z=m?+n’ (47)
r=m?—n? (48)

Por (46), (47) e (48) mostramos que todo terno pitagérico primitivo é da forma proposta com
mdc(m,n) = 1. A condi¢do de m + n ser impar garante que a tripla é primitiva, pois como

mdc(m,n) = 1, temos que (m?, m? +n?) = 1. Assim, mdc(x, z) = mde(m? —n? m?+n?) =
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mdc(2m?, m? + n?) = mdc(2, m? + n?) = 1, se, e somente se,m* + n? for impar (Se fosse

par mdc(z,z) = 2, 0 que € um absurdo). Logo m? + n?

m # n (mod 2). N

€ fmpar e isso sO é possivel se

Exemplo 5.7. Determinando ternos pitagdricos primitivos:

1. Sem=2en=1,teremosx =3, y=4ez=2>5;

2. Sem=3en=2,teremosx =5, y=12e 2z = 13;
3.Sem=4en=1,teremosz =15, y =8e 2 = 17;
4. Sem=4en=3,teremosx =7, y =24 e z = 25;
5. Sem=5en =2, teremos x = 21, y =20e 2z = 29;
6. Sem=5en=4,teremoszr =9, y=40e z = 41;
7. Sem =6en =1,teremos x = 35, y = 12 e 2z = 37;
8. Sem =06en =3, teremos z = 27, y = 36 e z = 45;
9. Sem=6en =>5,teremosx = 11, y =60 e z = 61;
10. Sem =Ten =2, teremos ¢ = 45, y = 28 e z = 53;

Observacao 5.7. Os demais ternos pitagdricos que ndo sio primitivos podem ser gerados

multiplicando os terno pitagdéricos primitvos por uma constante.
Proposicao 5.8. Se (z,y, z) é um terno pitagdrico, entdo x # .

Demonstragdo. Pela definicao de terno pitagérico, sabemos que para x, y, z € N. Suponha que
seja verdade e por defini¢ao:

22 =1+ 2% = 227
z=x-2
Isso é impossivel, pois z ¢ N. Logo, para que haja um terno pitagérico é preciso que = # y. [

Observacao 5.8. A proposi¢cdo 5.8 € de extrema importancia em uma conclusdo que pode-se ter

em relacdo ao Teorema de Fermat que discutiremos na ultima secao deste capitulo.
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5.2 Triangulos Pitagéricos

Ap6s concluirmos a se¢do sobre ternos pitagdricos € importante perceber que todo terno
pitagérico (z,y, z) estd associado a um tridngulo retdngulo que possui hipotenusa z e catetos x e

y. Esse tridngulo retangulo associado a um terno pitagoérico € chamado de tridngulo pitagérico.

Definicao 5.3. Um tridngulo retangulo XY 7, AXY Z, de catetos z, y e hipotenusa z € dito

pitagdrico se as medidas dos seus lados sdo nimeros inteiros.

Observacao 5.9. Para que o tridngulo retangulo seja pitagdrico precisamos que os lados sejam
nimeros naturais, os inteiros positivos, ja que nao podemos ter uma lado ndo-positivo. Além
disso como temos uma associacdo a um terno pitagérico e também todo tridngulo retangulo tem

como implicacdo a validade do Teorema de Pitdgoras.

Observacao 5.10. Quando usarmos os tridngulos pitagdricos de lados (z,y, z), estaremos

dizendo que o tridngulo possui os catetos z, y € a hipotenusa z.

Exemplo 5.8. O tridngulo de lado (3,4, 5) é um tridngulo pitagérico pois 32 + 42 = 5% e todos
os lados sdo ndmeros inteiros. O tridngulo de lados (2, 3, 4) ndo é pitagérico pois mesmo que
seus lados sejam inteiros, ndo € satisfeito o teorema de pitdgoras, pois 22 + 3% £ 42. O tridngulo
(1,1, \/2_) ndo € pitagdrico, pois mesmo qgeu satifaga o teorema de pitdgoras, ndo possui lados

inteiros (v/2 ¢ N).

Defini¢io 5.4. Um tridngulo pitagdrico de lados (z, y, z) é chamado de primitivo quando seus

lados sdo primos entre si, ou seja mdc(z,y) = mde(x, z) = mdc(y, z) = mde(z,y, z) = 1.
Proposicao 5.9. Dois triangulos pitagoricos primitivos distintos ndo sdo semelhantes.

Demonstrag¢do. Sejam os AXY Z e AABC primitivos, de lados (z,y, z) e (a, b, ¢). Sabemos
que mdc(z,y) = mdc(zx,z) = mdc(y,z) = mde(x,y,z) = 1 e mde(a,b) = mdc(a,c) =
mdc(b, ¢) = mdc(a,b,c) = 1. Suponha que os AXY Z e AABC sejam semelhantes. Assim

existe um k tal que,

comk > 1eassim, temosquez =a-k,y =b-kez= c-k.Dai temos que 0 AXY Z possui 0s
lados (z,y,2) = (k-a,k- b,k - c) e sabemos que mdc(k - a, k- b, k - ¢) = k 0 que é um absurdo
ja que por definicdo mdc(zx,y, z) = 1. O

Proposicao 5.10. Se um triangulo pitagorico é primitivo entdo:
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1. O cateto y é sempre um muiiltiplo de 4.
2. Um dos catetos, x ou vy, é sempre um miiltiplo de 3.

3. Um dos trés lados é miiltiplo de 5.

Demonstragd@o. Sabemos que se um tridngulo pitagérico é primitivo, entdo x = m? — n?,

y=2-m-nez=m?+n’

[1]. Por (46) sabemos que y = 2 - m - n e como mdc(m,n) = 1, temos que m e n
possuem paridade diferente e assim y = 4k.

[2]. Se m ou n forem mdltiplos de 3 entdo obrigatoriamente y = 3k. Se nem m nem n

sdo multiplos de 3, entdo eles possuem duas formas,
a=3k+1=a*>=Bk+1)> =9k +6k+1=33k*+2k) +1=3t+1

a=3k+2=0a*>=Bk+2)> =9k +12k+4=33k*+4k+1)+1=3b+1

logo, os dois casos sdo da forma 3k+1 e assim z = m? — n? = 3k.
[3]. Se m = 5k ou n = 5l teremos que y = 5k. Se nenhum deles é miiltiplo de 5 temos

quatro opgoes 5k + 1, bk + 2, 5k 4+ 3 ou bk + 4. E dai,
a=5k+1=a*= (5k +1)> = 25k* + 10k + 1 = 5(5k* + 2k) + 1 =5t + 1

a =5k +2=>a’= (5k +2)* = 25k* + 20k + 4 = 5(5k” + 4k) + 4 = 5t + 4
a=5k+3=a*= (5k+3)* =25k + 30k +9 =5(5k> + 6k + 1) +4 = 5t + 4
a =5k +4 = a*= (5k +4)* = 25k + 40k + 16 = 5(5k* + 8k +3) + 1 =5t + 1

Se m e n sdo da mesma forma, 5k + 1 ou 5k + 4, entdo x = m?> — n? = bk e se m e n sdo de

formas diferentes, um é 5k + 1 e o outro 5k + 4, entdo z = m? + n? = 5k. O

5.3 O Problema de Fermat

Um dos pontos que sdo mais importantes no estudo deste capitulo estd fundamentado na
area de um tridngulo pitagdrico. Vimos no capitulo 3, por (38) vemos que a drea de um tridngulo
retangulo de lados (7, y, z) é A = %¥. Nesta secdo vamos discutir algumas particularidades do
estudo das areas de tridngulos pitagéricos, que sdo tridngulos retangulos que possuem lados

inteiros.

Proposicao 5.11. A drea de um tridngulo pitagérico é sempre um miiltiplo de 6.
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Demonstragcdo. Vemos pela Proposi¢do 5.10 que em um tridngulo pitagoérico primitivo, temos
que o cateto y ¢ um multiplo de 4 e um dos dois cateto,  ou y, ¢ um multiplo de 3. Assim, temos
duas op¢des ou x = 3k e y = 4l ou y = 12k. Analisando as duas op¢des,

[1]. Sendo = = 3k e y = 41, teremos

v-y 3k-4  12-(k-1)

A= =6- (k-
5 5 5 6-(k-1)
logo, A = 6t.
2]. Sendo y = 12k, termos
. <12k 12-(x -k

2 2 2

logo, A = 6t. E com isso, provamos que a drea de um tridngulo pitagdrico primitivo é sempre
um multiplo de 6. Como um tridngulo pitagérico primitivo gera os tridngulos pitagdricos ndo

primitivos, todos os ndo primitivos sdo também multiplos de seis. 0
Exemplo 5.9. Observe os tridngulo pitagdricos primitivos abaixo
1. Sex =3, y=4ez=>5,entio A = 6;
2. Sex =5, y=12¢ z = 13, entdo A = 30;
3. Sex =15, y=8e z =17, entdo A = 60;
4. Sex =T, y=24ez=25,entdo A = 84;
5. Sex =21, y=20e z =29, entdao A = 210;
6. Sex =9, y=40e z = 41, entdo A = 180;
7. Sex =35, y=12e z = 37, entdo A = 210;
8. Sex =27, y=36¢e z =45, entdo A = 480;
9. Sex =11, y=60e z =61, entdao A = 330;
10. Se x =45, y = 28 e z = 53, entdo A = 630.
Exemplo 5.10. Observe os tridngulos pitagéricos nao primitivos abaixo,
1. Sex =9, y=12e z = 15, entdo A = 54;

2. Sex =15, y =36e z =39, entdo A = 270;
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3. Sex =30, y=16e z = 34, entdo A = 240;
4. Sex =21, y="72ez="75,entdo A = 756;
Observacao 5.11. Todas as areas do Exemplo 5.9 e do Exemplo 5.10 sao multiplos de 6.

Observacao 5.12. Nosso foco aqui serd voltado de maneira primdria aos triangulos pitagéricos

primitivos, pois 0s nao primitivos sdo gerados multiplicando os lados por um certo k£ € N.

Quando observamos as areas dos triangulos pitagoricos algumas coisas saltam aos olhos.
Se observarmos os tridngulos pitagéricos primitivos de lados (21, 20,29) e (35,12,37), no
Exemplo 5.9, veremos que suas dreas soOa iguais a 210. Assim, temos tridngulos pitagdricos que

possuem elementos completamente distintos, mas possuem a mesma drea.

Proposicao 5.12. Se dois tridngulos pitagoricos, AXY Z e NABC, de lados (z,vy, z) e (a, b, c)

possuem a mesma drea e a mesma hipotenusa, entdo esses tridngulos sdo congruentes.

Demonstragdo. Por hipétese os dois tridngulos possuem a mesma drea e assimz -y = a - b.
Além disso, sabemos, também por hidtese, que as hipotenusas sdo iguais (z = ¢). Como os

tridnglos sdo pitagoricos, temos que a® + b* = ¢? e x? + y* = 2% e por hipotese

a’+ b =a2° + 3 (49)
Por outro lado, (a4 b)? = a*+ 2ab+b* e (z +y)? = 2® + 22y + . Por (49) epora-b =z -y,
temos que (a+b)? = (x +y)? e assim, a + b = = +y. Analogamente, a — b = x — y € porntanto

x = aey = b. Logo, se dois tridngulos pitagdricos possuem a mesma drea e a mesma hipotenusa,

entdo eles sdo congruentes. [

Proposicdo 5.13. Se um terno pitagorico primitivo (z,y, z) € da forma

r =m?—n?, Yy =2m-n, 2z =m?+ n?

com mdc(m,n) = 1 em + n é impar. Assim sua drea pode ser expressa por
A=m-n-(m+n)-(m—n)

Demonstragdo. Sabemos que a drea de um tridngulo pitagérico € dada por A = =¥ e como

temos um triAngulo pitagérico primitivo entdo z = m? —n?ey = 2 - m - n, assim
4Ty 2-m-n-(m*—n?)

2 2

=m-n-(m+n)-(m-—n)
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Lema 5.1. Se mdc(m,n) = 1, sendo um dos dois par, entdo mdc(m,n) = mdc(m,m —n) =

mde(m, m + n) = mdc(n,m —n) = mdc(n,m +n) = mde(m —n,m+n) = 1.

Demonstracdo. Ja sabemos que mdc(m, n) = 1 por defini¢do. Pelo Lema de Euclides mdc(m, n)
mdc(m,m —n) = mde(m,m + n) = mdc(n,m —n) = mde(n,m + n) = 1. Por fim,
mdec(m 4+ n,m —n) = 1, pois se houvesse um divisor comum a m + n e m — n teriamos que
esse nimero também dividiria a soma 2m e a diferenca 2n, e como esse divisor seria impar,

dividiria x e v. O

Lema 5.2. Se mdc(m,n) = 1, sendo m impar, entdo mdc(m,2n) = mdec(m,m —n) =

mdc(m,m +n) = mde(2n, m — n) = mdc(2n, m +n) = mde(m —n,m +n) = 1.

Demonstra¢do. Como m é impar e mdc(m,n) = 1, entdo mdc(m,2n) = 1. Pelo Lema de
Euclides mdc(m,n) = mde(m,m —n) = mdc(m,m +n) = 1 e pelo Lema 5.1, mdc(m +
n,m —n) = 1. Por fim, basta mostrar qur mdc(2n, m + n) = mdc(2n, m —n) = 1. Sabemos
que m + n e m — n sdo impares e sendo assim ndo adimitem o fator 2. Além disso, pelo Lema
5.1, mde(n, m 4+ n) = mde(n, m — n) = 1. Portanto, mdc(2n, m +n) = mdc(2n,m —n) =1

]

Com isso estabelecido, progrediremos para o ponto final deste trabalho. Fermat propds
que a area de um tridngulo pitagérico ndo pode ser representada por um quadrado perfeito e,
com a fundamentacao necessdria para demonstrarmos esse problema, prosseguiremos para a

mais bela e importante etapa deste trabalho.

Teorema 5.4. Ndo existem dois niimeors naturias tal que a soma e a diferenca de seus quadrados

sejam quadrados.

Demonstragdo. Suponha que existam niimeros naturais e y tal que 22 +y? = 22 e 2% —3? = t2,
onde z,t € N, com z > t. De todos os pares z, y existe um onde z*+ 3 é minimo, onde devemos
ter mde(z,y) = 1. Poisse d | x e d > y, com d | 1, entdo, como 2% + 3> = 22 e 2% — 3? = 12,
terfamos que d? | 22, d* | t*, de onde d | z e d | t. Se isso ocorrer, implicaria que toda a equagio
poderia ser dividida por d?, contrariando a suposi¢do de z, y denotam a solucio de 2% + y? sendo
minima.

Por 22 + 1% = 2% e 22 — yy? = 2, temos que 222 = 22 + 12 Se a 22 + 2 € par, isso implica

que z,t sdo ou pares ou impares. O que nos garante que z + t € z — t sdo obrogatoriamente



77

nimeros pares e isso nos garnate que 5, =t e N. Se d | # ed | £t e d > 1, entdo

2 2
x2:(z;—t) +(z;t> (50)

e isso implica que d? | x? e consequentementa d | x. Logo, como z? + y* = 22, terfamos que

d | y e isso é impossivel pois mdc(z,y) = 1, logo

z+t z—1t
d —1 51
mc(2, 2) 51)

2+t z—1
T
2 27

formam os lados de um tridngulo pitagdrico primitivo e pela Proposicao 5.7, existem m,n € N,

de (50) e (51) temos que

com m > n, mde(m,n) = 1 e m e n com paridades diferentes. Tais que,

z+t 2 2 z—t

5 =m-—n° e 5 =2-m-n
ou

—t +t

22 =m?—n’ e Z2 =2-m-n

Se multiplicarmos os dois lados, nos dois casos possiveis, teremos a mesma solugdo
22— 12 =4-(m?—n?)-2-m-n[x]. Vemos por 22 + y? = 2% e z? — y? = 2, teremos que
2y? = 2% — t?[x*]. Por [] e [x#], teremos que 2y* = 4 - (m? — n?) - 2 - m - n e por conseguinte
y* = (m
y = 2k, com k € N, e dai

2—n?)-4-m - n. Vemos que y? é um miltiplo de quatro e daf y € um muiltiplo de 2,

K =(m?>—n*)-m-n (52)

Sabemos que mdc(m, n) = 1 e pelo Lema de Euclides mdc(m,n) = mdc(m +n,m) =
mdc(m? —n?,m) = mdc(m?—n? n) = 1. Por (52) e Pelo Teorema Fundamental da Aritmética,

temos que m, n € m? — n? sdo um quadrado de um nimero natural. Assim, considere que

2

m=a* n=0b, m*—n’=c® coma,b,ceN

e pelo Lema 5.1, temos que mdc(m+n, m—n) = 1. Assim, (m+n) - (m—n) = m* —n? = ¢,

pelo teorema fundamental da aritmética, m + n e m — n sdo qudrados perfeitos. Como m = a2,
n = b* os ndmeros a® + b> = m + n e a> — b* = m — n sdo quadrados. Mas,

z+t
a2+62:m+n<2-m§2-m~n§T<z§22:x2+y2
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e assim, a® 4+ b> < 22 + y? e isso contraria a ideia de que o par x,y é o minimo. Assim, a
suposicao de que existem nimeros naturais para os quais a soma e a diferenca de seus quadrados
sdo quadrados leva a uma contradicdo. Sendo assim, ndo existem dois nimeros naturais tal que a

soma e a diferenca de seus quadrados sejam quadrados. [

Defini¢iio 5.5. Sejan € N, n é um quadrado perfeito se, e somente se, 3 a € N tal que n = a.

Teorema 5.5. (Teorema de Fermat) Ndo existe um tridngulo pitagorico cuja a drea seja um

quadrado de um niimero natural.

Demonstragdo. Nossa demonstracdo focard em um tridngulo pitagdrico primitivo, pois garan-
tindo para os primitivos consequentemente garantimos para os nao primitivos. Sabemos que um

tridmgulo pitagdrico primitivo tem seus (z, y, z) gerados por m e n da seguinte maneira,

r=m?>—n? |, y=2-m-n e 2 =m? +n? (53)

sabemos que mdc(m,n) = 1 e também que ambos possuem paridade diferente. Sabemos
também que z € impar e y é par, pois como = # y (mod 2) e y = 4k = 2(2k), temos que isso

acontece. Sabemos também que a drea do tridngulo pitagdrico é dada por,
A:%:m-n-(m—l—n)-(m—n) (54)

Suponhamos que A = t2, que a 4rea seja um quadrado perfeito. Entdo, como x é
fmpar e § € par, temos que mdc(z, ¥) = 1. Pelo Lema 5.1, mdc(m,n) = mdc(m,m —n) =
mdc(m, m+n) = mdc(n, m—n) = mde(n, m+n) = mde(m—n,m+n) = 1. Pelo Teorema
Fundamental da Aritmética temos que os seis nimero devem ser um quadrado perfeito.

Assim, z = a® e por (53),

2

ad=m?—n*=da*+n’=m?

como mdec(m,n) = 1 e possuem paridades diferentes, temos que a e n sdo catetos de um
tridngulo primitivo de hipotenusa m. Evidentemente o tridngulo gerado é menor que o triangulo
primitivo original e se a drea do primeiro € um quadrado perfeito, entdo a ares deste triangulo
pitagérico primitivo de lados (a,n, m) € um quadrado perfeito.

Se o triangulo gerado € primitivo, temos que u € v sao nimeros geradores e assim,

a=u>—v* |, n=2-u-v, e m=u’+0 (55)
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sabemos que m e n sdo quadrados perfeitos e temos que m = b? e n = 4c¢?. Dai, teremos que
b = u® +v? e LY = ¢® Assim temos que o tridngulo pitagérico primitivo de lados (u, v, b)
com drea igula a 5% = c2. Ese novo tridngulo é menor do que o orignial e se aplicarmos esse
raciocinio de maneira sucessiva vamos encontrar infinitos triangulos pitagdricos primitivos cada
vez menores € os nimeros naturias, dos quais € necessario ter lados naturais para ser um tridngulo
pitagorico, sao limitados inferiormente pelo 1. Logo, temos um absurdo e ndo podemos ter que a

area de um triangulo pitagérico é um quadrado perfeito. U

Observacao 5.13. Para os queridos leitores que compreendem a demonstracdo acima muito
longa e de racicinio muito complexo ou até para aqueles que se incomodam com a demonstragao

ser apenas para os tridngulos pitagéricos pirmitivos, propomos uma outra demonstracao.

Demosntragdo Alternativa do Teorema 5.5. Suponha que exista um tridngulo pitagérico de la-
dos (z,y, z) e assim, teremos

oyt =20 (56)

e assim, pela férmula da drea de um tridngulo pitagdrico temos que,

A= % = x-y=2A
Se a drea de um tridngulo pitagérico é um quadrado perfeito, entdo A = n? e assim,
2-x-y=4-n?=(2n)* Sabemos que
(z+y)’=2+2-2-y+* =@+ + (2 -2-y) = 2+ (2n)? (57)
-y’ =a?=2-z-y+y* =" +9") - (2-2-y) = 2" - (2n)° (58)

Pelo Teorema 5.4, temos que ndo existem dois nimeros naturais tal que a soma e a
diferenca de seus quadrados sejam quadrados, mas por (57) e (58) temos que isso acontece na
suposicao. Logo, a suposi¢do € falsa e assim nao existe um tridngulo pitagérico cuja a area seja

um quadrado de um ndmero natural. [

Observacio 5.14. Se considerarmos o tridngulo retAngulo de lados (21/2,21/2, 4), veremos que
2v2:2v2 _ 44
2 2

a area desse triangulo retangulo é dada por A = = 4. E uma pergunta pode
surgir, o Teorema 5.5, proposto por Fermat, diz que ndo podemos ter um tirangulo pitagorico cuja
a drea seja um quadrado perfeito e esse caso nos dd uma area com valor 4, que € um quadrado

perfeito. Como isso € possivel?
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Para que um triadngulo seja pitagérico, temos que os seus lados precisam ser obrigatori-
amente inteiros positivos, x, ¥, 2 € N, na situacio porposta os catetos além de serem iguais, o
que € proibido pela porposi¢do 5.8, sdo nimeros irracionais que nao sao vélidos na defini¢do do

nosso problema.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi discutido e demonstrado o problema de Fermat, onde a drea de um
triangulo pitagdrico, tridngulo retdngulo de lados inteiros e positivos, nunca pode ser expressa por
meio de um quadrado perfeito. Para que isso fosse feito de maneira coesa e fluida, foi necessario
construir os aspectos histéricos que fundamentam o problema, assim como as bases aritméticas e
geométricas que constroem as definicdes dos tridngulos pitagéricos e de sua area.

Construimos os conceitos basicos que fundamentam a ideia dos tridngulos pitagdricos,
as condi¢des que permeiam a parametrizacdo dos lados do tridngulo retangulo e todas as
propriedades que envolvem os tridngulos pitagdricos primitivos. Apds isso, foi preparado o
Teorema de Fermat e demonstrado de duas maneiras, uma delas usando o descenso infinito de
Fermat, que € um método de prova por contradi¢do ou absurdo, e um outro método que esta
baseado no fato de que dois quadrados somados e subtraidos ndo podem gerar como resposta um
numero quadrado.

Com essas construgdes, fundamentamos tudo que era preciso para que possamos traba-
lhar o problema de Fermat, demonstramos o teorema e com isso foi mostrado que a drea de
um tridngulo pitagdérico nunca pode ser um quadrado perfeito, pois se iSso ocorrer, teremos
triangulos cada vez menores cuja drea seria um quadrado perfeito de um nimero natural e, como
essa construcao se tornaria infinita, chegaria um ponto onde teriamos um tridngulo que nao
corresponde as condi¢gdes de existéncia do problema.

A drea de um triangulo pitagdrico nunca pode ser um quadrado de um niimero natural e o
teorema de Fermat nos permite garantir que isso nao pode existir. Com isso, fundamentamos e
demonstramos um teorema que aparece de maneira constante na formacao bdsica de matematica
do ensino bésico e que traz um detalhe ndo muito explorado, mas significativo no processo

construtivo dos triangulos pitagéricos.
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