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RESUMO

Este trabalho discute a importincia das demonstracdes matematicas e sua aplicagdo no ensino,
destacando as demonstracdes e a fundamentacao Légica que as estrutura como um fator de
singularidade da Matemadtica enquanto ciéncia. Assim, € revisitado brevemente os fundamentos
da Légica Matemadtica necessdrios para a construcao de uma demonstracdo, bem como sao
apresentadas algumas técnicas utilizadas afim de contextualizar a temadtica e oferecer suporte a
professores, auxiliando-os a superar possiveis dificuldades relacionadas a construgdo e aplicacio
das demonstracdes em suas aulas. Entende-se que as demonstracdes nas aulas de Matematica,
além de promoverem o desenvolvimento do raciocinio l6gico e da capacidade de argumentagdo
dos alunos, podem ainda ser um fator de motivagdo e maior compreensao dos conceitos estudados
e até mesmo do que € fazer e pensar Matematica, para além de aplicacdes de féormulas e de

técnicas mecanizadas.

Palavras-chave: demonstracdes; 16gica matematica; ensino de matemaética.



ABSTRACT

This thesis discuesses the importance of mathematical demonstrations and their application in
teaching, highlighting the demonstrations and the logical foundation that structures them as
a factor of singularity in Mathematics as a science. Thus, the fundamentals of Mathematical
Logic necessary for constructing a demonstrations are briefly revisited, and some techniques are
presented to contextualize the topic and provide support to teachers, helping them overcome
potential challenges related to the construction and application of demonstrations in their classes.
It is understood that demonstrations in Mathematics classes, besides fostering the development
of students’ logical reasoning and argumentative skills, can also serve as a source of motivation
and a deeper understanding of the concepts studied, as well as the very nature of doing and

thinking Mathematics, beyond the application of formulas and mechanized techniques.

Keywords: demonstration; mathematical logic; mathematics education.
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1 INTRODUCAO

Diferente das demais areas do conhecimento, a Matemadtica tem um carater singular
por estar fundamentada em axiomas e por tudo que € produzido de novo ser deduzido através
da l6gica e ser provado por meio de demonstracdes. Uma vez provada a sua veracidade, os
resultados matemadticos nao se tornam mais passiveis de refutacdo. Um conceito na matematica
nunca € obsoleto, mas sim pode ser agregado ou generalizado, o que j4 a torna uma ciéncia muito
bela.

Nessa configuracdo, as demonstracdes ganham um papel ainda mais notério, pois sdo
através delas que se comprova a veracidade de um resultado. E claro que a importancia das
demonstracdes estd para além disso, devido ao seu modelo de desenvolvimento 16gico-formal,
ela pode contribuir para o aperfeicoamento do raciocinio, compreensdo dos conceitos estudados
e também para a visualizacdo da Matematica l6gica construtiva na qual os resultados nao surgem
como magica.

No campo do ensino de matemdtica, conforme Almouloud, Regnier e Fusco (2009)
a demonstracdo é importante também porque apresenta novos métodos e ferramentas para
resolugdo de problemas, bem como amplia 0 conhecimento mateméatico de quem a escreve.
Aliadas, a resolucdo de problemas e a demonstragdo podem ser uma alternativa para mostrar
ao aluno a aplicabilidade e a importancia dos contetidos matematicos nos diversos campos do
conhecimento. Como aponta Pietropaolo (2005), se o objetivo € que os estudantes experimentem
e interiorizem uma caracteristica essencial da Matematica, ndo se pode supor um ensino sem
prova, pois estes estdo intrinsecamente relacionados.

E muito comum nas escolas o ensino de Matemética se resumir praticamente 2 resolugio
de exercicios e memorizacdo de férmulas, o que pouco ajuda no desenvolvimento do raciocinio
l6gico dos estudantes e pouco estimula a sua criticidade e criatividade. Daf a relevancia de se
estudar formas de introduzir as provas e demonstragdes no ensino de modo que nao seja apenas
um excesso de formalismo, mas sim, auxiliem no aprendizado de Matematica por parte dos
estudantes da Educagdo Basica.

Em concordancia com isso, Silva e Marra Junior (2020) defendem o uso das demons-
tracdes como forma de romper a passividade que envolve os estudantes. Para além do con-

vencimento, esse uso pode ainda auxiliar a entender que a Matemadtica € construida sobre um
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encadeamento 16gico de ideias. Embora a intuic@o seja importante, ela é limitada, fazendo-se
necessario construir, comunicar, conjecturar, convencer e ser convencido.

Nesse sentido, o objetivo desta dissertacdo € mostrar, através dos resultados da pesquisa
desenvolvida com estudantes do ensino médio, como as demonstracdes podem enriquecer a aula
de Matematica, aumentando a interag¢@o entre aluno e professor, pois os alunos podem participar
ativamente do processo de argumentacdo de uma demonstracdo com a mediagdo do docente,
podendo também motivé-los e contribuir para a ndo mecanizacdo da aprendizagem.

A hipétese que norteia esta pesquisa € de que, ao ser expostos a esse tipo abordagem, os
alunos sao estimulados a explicar e justificar resultados e soluc¢des, apresentados em aula, com
énfase nos processos de argumentacao matematica, competéncias previstas na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) Brasil (2017). Além disso, apresentar demonstracdes durante as
aulas pode aproximar mais o estudante da verdadeira esséncia do que € a Matemdtica enquanto
ciéncia e como ela se diferencia das demais.

Entretanto, ndo € raro que o uso das demonstragdes fique restrito as salas das univer-
sidades, ou apenas como um recurso para obter a aprovagdo nas avaliacdes. Ainda segundo
Almouloud, Regnier e Fusco (2009) a dificuldade que muitos professores possuem com a trans-
posicdo dessas demonstracdes para ensino basico estd muito ligada também a prépria dificuldade
do professor em escrevé-las e compreende-las. Nao sabendo, por exemplo, identificar o que € a
hipdtese e o que € a tese, dados essenciais para a constru¢ao da demonstragao.

Assim, este trabalho também visa, por meio dos dois primeiros capitulos, fornecer um
suporte ao professor de matemadtica que possa ter dificuldade em utilizar essa ferramenta em suas
aulas. Nos cursos de licenciatura, os alunos se deparam com diversas demonstracdes, que sao
muito importantes para a formacao do professor, pois, além de desenvolver o pensamento critico
e o poder da argumentacdo, permitem que os futuros docentes compreendam profundamente os
conceitos matemadticos, o que € essencial para que eles também sejam capazes de explicar esses
conceitos com profundidade ao aluno e responder as dividas e questionamentos que possam
surgir em suas aulas.

De acordo com Pietropaolo (2005), os conhecimentos didaticos sobre provas estariam
dentre os muitos conhecimentos necessarios para o professor de Matemadtica exercer sua fungdo
docente. Entdo, faz sentido destinar uma parte dessa pesquisa para professores entusiastas e
futuros professores que desejam aprofundar-se mais sobre a esséncia das demonstragdes, como

se constréi uma demonstragdo e quais técnicas utilizar.
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2 NOCOES DE LOGICA

A légica € a ciéncia que preocupa-se com o estudo do raciocinio, em particular, a Légica
Matematica € o estudo do tipo de raciocinio feito pelos matematicos. Além de ser a base da
Matemadtica, uma vez que esta se configura como uma area em que qualquer conclusdo necessita
de argumentos e provas, a l6gica também pode se fazer presente em outras dreas que que exijam
raciocinios mais aprofundados e elaborados, assim como também pode ser ttil em situagdes
cotidianas.

Dado que o objetivo do trabalho é estudar a importancia do uso das demonstragdes nas
aulas de matemadtica da educacao bésica, o presente capitulo pretende fazer uma breve abordagem
dos conceitos bésicos de ldgica como proposi¢des, quantificadores, conectivos 16gicos, que sdo
de fundamental importancia no estudo das demonstracdes, pois s@o eles que formam a estrutura
das reda¢des de qualquer prova na Matematica. Para tanto, foram utilizados como referéncia

deste capitulo Morais Filho (2012) e Alencar Filho (2017).

2.1 Proposicoes

Definicao 2.1. Chama-se proposicao ou sentenga todo o conjunto de palavras ou simbolos que

exprimem um pensamento de sentido completo, tal que satisfaz a trés condigdes:

1. E estruturada como uma ora¢do afirmativa declarativa (ndo é interrogativa, nem exclama-

tiva);

2. Satifaz o PRINCIPIO DA NAO CONTRADICAO: Uma proposicdo ndo pode ser verdadeira

e falsa ao mesmo tempo;
3. Satisfaz o PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO: Toda a proposicdo ou é verdadeira
ou ¢é falsa, nunca uma terceira alternativa.
Da defini¢ao acima ja podemos concluir que a 16gica matematica € bivalente, isto €, s6

ha dois valores 16gicos para uma sentenca em Matemdtica: verdadeiro ou falso.

Exemplo 2.1. Alguns exemplos de sentencas matematicas:

1. A medida da diagonal de um quadrado de lado [ é [v/2.



12

2. Paratodox € R, x < |x|.

3. Todo numéro impar € primo.

2.2 Quantificadores

Observe a seguinte afirmacao:
S5x+4=10.

Ela satisfaz a condicao 1 da definicdo 2.1, no entanto, a frase é verdadeira para o caso em que
xX= g e € falsa para qualquer outro x # g. Portanto, ndo ha como determinar se a essa € verdadeira
ou € falsa, uma vez que nada foi dito sobre a varidvel x.

Frases abertas como esta, podem facilmente tornar-se em uma sentenca fazendo o uso

dos quantificadores. Por exemplo:
“Existe x € R tal que 5x+4 = 10".

Ou ainda:

“Paratodox € R, 5x+4 = 10".

Observe que a primeira é verdadeira, mas a segunda nao. Os termos utlizados “existe” e “para
todo” chamam-se, respectivamente, quantificador existencial e quantificador universal e sao

denotados usando-se os simbolos 3 e V, nessa ordem.

2.3 Conectivos e proposicoes compostas

Quando estudamos elementarmente sobre teoria dos conjuntos, vemos que € possivel
construir novos conjuntos a partir de conjuntos dados utilizando opera¢des como unido ou
intersecdo. Como no caso dos conjuntos, quando trabalhamos com proposi¢des matematicas,
também podemos construir outras proposi¢oes a partir de proposi¢des dadas, utilizando os
conectivos 16gicos. Nesse caso dizemos que trata-se de uma proposicao composta. Os conectivos

mais usados em Mtemadtica sdo: “e”’, “ou”, “Se,. .. entdo”, “Se, e somente se”’ e “Ndo” .

Abordaremos agora os conectivos “e”, “ou”, que sao comumente chamados de conectivos

de conjungdo e disjung¢do, respectivamente € denotamos por A e V.
Exemplo 2.2. Se temos as proposi¢des

P: “Existe x € R tal que x> > 2~
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Q: “Existex € Rtalque x+1 > 17

podemos construir as proposi¢des compostas

P A Q: “Existe x € R tal quex2 >2ex+1>1

PV Q: “Existe x € R tal que x> >2o0ux+1>1".

Quanto ao valor 16gico dessas novas proposi¢des, definimos que a proposi¢cdo conjuntiva
P A Q seré verdadeira, se, e somente se, ambas as proposi¢des sdo verdadeiras.

Por sua vez, definiremos que uma proposi¢ao disjuntiva PV Q € verdadeira, apenas
quando pelo menos uma das proposi¢des P ou Q for verdadeira; reciprocamente, apenas quando
pelo menos uma das duas proposic¢des for verdadeira, € que a proposi¢do PV Q sera verdadeira.

Principalmente quando se apresentam os conjuntos-solucao de equagdes ou inequagdes,
fica clara a relacdo entre a disjungdo e conjun¢do de sentengas e as operacdes entre conjuntos
unido e intersecdo. Perceber essa relacdo pode ser interessante para que se evite confusoes
entre a linguagem matemadtica quando se estd escrevendo uma proposicao ou demonstragdo e a
linguagem cotidiana, pois € comum na linguagem usual utilizar o “ou” como uma conjun¢ao
gramatical excludente, ou seja, é como se a unido de dois conjuntos fosse algo separado de sua
intersecao. Algo que na Matemdtica nao faz sentido, uma vez que dados dois conjuntos A e B,
tem-se ANB CAUB.

Como Almouloud, Regnier e Fusco (2009), trazem em seu artigo “Resolver problemas
envolvendo prova e demonstracdo: uma dificuldade para professores de ensino bdsico”, hd uma
dificuldade dos professores da Educagdo Basica em reconhecer os dados basicos que compde
um teorema, e isso por sua vez dificulta o processo de demonstragdo de tais resultados. Logo,
entender a estrutura légica que compde proposi¢des, teoremas e axiomas ¢ fundamental para o

processo de desmistificacao do uso de demonstragdes no ensino bésico.

2.4 Sentencas condicionais e implicativas

Na Légica Formal, a duas proposi¢des dadas, P e , associa-se uma outra proposi¢ao
“P — Q7 chamada sentenca condicional, que € lida como “Se P , entdo Q”. Neste contexto, a

proposicao P chama-se antecedente e a proposicdo Q consequente. A priori, a proposi¢ao Q
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nao é deduzida logicamente a partir de P, mas na Matemadtica estamos interessados em estudar
as sentencas condicionais de maneira que Q possa ser deduzida de P sempre que esta dltima

OCorrer.

Definicao 2.2. Sentencga condicional é uma sentenga composta
Se P,entdo Q

formada por duas sentengas P e Q, ligadas pelo conectivo “Se...entdo”, de maneira que a
sentenca Q pode ser deduzida da sentencga P, todas as vezes em que admitirmos a ocorréncia de

P.

7z

Para nossos objetivos, a maneira de checar que uma sentenca “Se P,entao Q” é condicio-
nal, serd por meio de uma demonstracao, com a qual se pode deduzir a sentenca Q, admitindo a
sentenca P. Esse procedimento € o que chamamos de método dedutivo.

Podemos denotar uma sentenga condicional, ou sentenca implicativa “Se P,entdo Q” por

P=0

que pode ser lida como P implica Q, que para um texto em Matematica tem 0 mesmo

significado. Quanto as sentencas condicionais ou implicativas, observamos:
Proposicao 2.1. (Transitividade) Sejam P,Q, R sentengas. Entdo P = Q e Q = R resulta P = R.

Outras duas formas de apresentar a sentenca implicativa P = Q muito comum na hora de
enunciar teoremas:

“P ¢é condigdo suficiente para Q”,

ou

“Q € condicdo necessdria para P”.

Resumidamente, para os propdsitos em Matematica, uma sentenca implicativa “Se P,

entdo Q” € vélida, quando todo elemento que satisfaz P, cumprir necessariamente a sentenca Q.
Exemplo 2.3. n é um nimero inteiro divisivel por 6 = n € um ndmero par.

Exemplo 2.4. Se em um quadrildtero convexo seus pares de lados opostos forem congruentes,

entdo o quadrildtero € um paralelogramo.
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2.5 Reciproca

A reciproca de uma sentenga implicativa P = Q ¢é definida como a sentenga Q = P.
Ou seja, Se P, entdo Q, sua reciproca serd a sentenca Se Q,entdo P. Observe que € possivel ter
uma sentenca verdadeira, cujo valor 16gico da sua reciproca seja falso; semelhantemente pode
ocorrer do valor da sentenca ser falso e reciproca ser verdadeira. Em resumo, o valor da reciproca
independe do valor da sentenca.

Quando a sentenca € valida e sua reciproca também, dizemos que hd uma equivaléncia,
isto é, as sentencas sio equivalentes.

Se tivermos duas proposicoes P e Q, tais que P = Q e, simultaneamente, sua reciproca

Q = P sejam ambas verdadeiras, dizemos que:

* P (vale) se, e somente se, Q (vale).
* P ¢ condicdo necessdria e suficiente para Q.

» P ¢ equivalente a Q.

E, neste caso, denotamos por “P < Q”. E muito comum que nas proposi¢des € teoremas, as

equivaléncias aparecam escritas como nos itens acima, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.5. Sejam a,b e m niimeros inteiros com m > 0, entdo a = b mod m < m|(a —b).
Nesse exemplo temos uma equivaléncia, o quer dizer que vale ambos os sentidos da afirmagdo, a

implicagdo e a sua reciproca.

No préximo exemplo, observe o caso cujo a implicacao € verdadeira, mas a reciproca

Exemplo 2.6. Seja a sentenca implicativa relativa a um triangulo 7':
* p=¢q:SeT éequilétero, entdo T € isOsceles.

A reciproca desta proposicao é:
* p<gq:SeT éisosceles, entdo T € equilatero.

Aqui, a implicac¢do p = ¢q € verdadeira(V), mas a sua reciproca p < q € falsa(F) .
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2.6 Negacao

Na Matemadtica tao importante quanto afirmar é aprender a negar. A nega¢cdo de uma
sentenca P € a sentenca “ndo P”, cuja notagdo é ~ P . Definimos o valor l6gico da sentenca ~ P
como o oposto do valor I6gico da sentenca P. Dessa forma, conforme o PRINCIPIO DA NAO
CONTRADICAO, temos:

P é verdadeiro =~ P é falso.

P é falso =~ P é verdadeiro.

Por consequéncia, ou P € verdadeira ou ~ P € verdadeiro, excludentemente. P é falso ou ~ P é
falso, excludentemente.

Diferentemente da linguagem cotidiana, negar uma afirma¢do matemadtica nio se resume
a reformular a sentenca usando o oposto ou os antdonimos das palavras que formam essa sentenca.
Por exemplo, no dia-a-dia negar a afirmacao “toda laranja € azeda”, poderia ser dizer que “nem
toda laranja € azeda”. Na Matemadtica, afirma¢do como essa seria negada de uma forma mais util
de acordo com o objetivo desejado. Para tanto, veremos como a negacao se relaciona com os
conceitos de quantificadores e conectivos 16gicos ja abordados em sec¢des anteriores.

Sejam P e Q proposi¢des. Para formular a negac¢do de sentencas conjuntivas e disjuntivas,

basta observar que sempre vale as equivaléncias!

~(PAQ) & (~ PV~ Q)

~(PVQ) & (~PA~Q).
Em resumo, a negacdo de uma disjuncdo P ou Q € a conjunc¢do “ ndo P e ndo Q”’; enquanto que a

negacdo de uma conjuncao “P e Q” € a disjuncd@o “nao P ou ndo Q.

Exemplo 2.7. A negacdo da disjunc¢do PV Q : A soma e+ T é irracional ou é maior do que 5,86

¢ a conjungdo ~ PA ~ Q : A soma e + T é racional e é menor do que ou igual a 5, 86.

Para os quantificadores universais e existenciais, a negacao funciona de maneira similar
aos casos dos conectivos. Para discutir como a nega¢do se comporta para tais quantificadores

serd usado um pouco da Linguagem de Conjuntos.

' Essas equivaléncias podem ser facilmente verificadas por meio de uma tabela verdade.
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Seja X subconjunto contido em um conjunto universo U, define-se o complementar de X
em relacdo a U o conjunto

A€ ={xe€ Uix ¢ A}

Se P(x) é uma sentenca aberta que depende de uma variavel x, onde x € U, denotamos o0s
seguintes conjuntos

P ={x € U;P(x) é vélida}.

PC = {x € U; P(x) ndo é vilida}.

Dizer que “Jx € U; P(x) é vélida” equivale a afirmar que P # 0, e, portanto, negar esta
sentenca significa afirmar que P = 0, ou seja, P¢ = U. Esta tltima igualdade equivale afirmar

que “Vx € U, P(x) ndo vale”. Diante do que foi discutido, tem-se a seguinte negacao
~ (dx € U;P(x) é valida) < (Vx € U; P(x) ndo é vilida. )
De maneira muito semelhante, verifica-se que

~ (Vx € U;P(x) é vdlida) < (3x € U; P(x) ndo é valida. )

7

Exemplo 2.8. Negar a sentenca “Todo ndmero da forma 22" + 1 é primo para n € N” é afirmar

que “Existe nimero composto da forma 22" + 1 para n natural”.

Exemplo 2.9. Existe x € R tal que x > 89 ou x? < 34. Negar esta afirmacio seria dizer que “

Para todo x € R, temos x < 89 e x2 > 34.”

Para finalizar esta secdo, vamos encontrar a negacdo de uma sentenga implicativa. Ante-
riormente foi visto que sentenca implicativa “Se H , entdo T € vélida, quando todo elemento
que satisfizer a hipdtese H cumprir necessariamente a tese 7 e, reciprocamente, quando todo
elemento que satisfizer a hipotese H cumprir a tese T , temos a validade da sentenga “Se H ,
entdo 7.

Portanto, negar sentenca “Se H , entdo 7" € dizer que “existe um elemento que satisfaz a
hipétese H e que ndo cumpre a tese T”, ou seja, para algum elemento, ndo se pode deduzir 7,
assumindo ocorréncia de H.

Na Légica Formal, este fato € afirmado da seguinte maneira:

~(H—=T)=HA~T).
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Por exemplo, uma das implicagdes do Teorema de Pitdgoras € que Se o tridngulo é retangulo,
entdo o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas de seus
catetos. Assim, a negacdo desse Teorema serd: Existe um tridngulo que é retdngulo, mas cujo
quadrado da medida da hipotenusa é diferente da soma dos quadrados das medidas de seus
catetos.

A negacdo de sentencas matematicas serd muito importante mais adiante quando forem
discutidas as técnicas de demonstra¢do no proximo capitulo. Dessa forma, serd possivel observar
que as vezes € bem mais facil ou conveniente provar certos resultados por procedimentos indiretos

de demonstracdo que usam fortemente a negacao de proposicdes vistas nesta se¢ao.
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3 TECNICAS DE DEMONSTRACAO

Segundo Morais Filho (2012), expor suas ideias e saber redigir uma demonstragdo tem
tanta relevancia quanto inventd-las; ndo basta apenas resolver exercicios ou entender teorias
matemadticas. O ato de escrever melhora o raciocinio, fortalece as convicgdes nos argumentos,
apura os pensamentos e deve se tornar uma pratica, principalmente quando o objetivo € ensinar
Matemadtica. Escrever um texto matematico, quer seja uma simples resolu¢do de um problema a
uma dissertacao € um excelente exercicio de Logica.

Nesse sentido, tendo em vista que uma das inten¢des desta pesquisa € justamente fornecer
um suporte ao professor de matematica para que ele introduza as demonstragdes em suas aulas,
este capitulo se dedica a exibir algumas técnicas recorrentes de demonstracdo matemdtica, que
devem ser familiares a todo professor de Matemdtica e que podem ser incorporadas as aulas de
Matemadtica no ensino médio ou fundamental. Assim, foram divididas quatro secdes de acordo
com o método de demonstragdo utilizado, em cada secdo ha exemplos e resultados demonstrados
pelo respectivo método, ilustrando assim como eles sdo utilizados na pratica.

Apesar de todos os exemplos apresentados serem préximos do ensino bésico, é importante
ressaltar que a atuagdo do professor ao demonstra-los € imprescindivel para a introducao das
provas e demonstragdes na aula de Matematica, visto que muitos termos técnicos e estruturas
légicas, fortemente utilizadas aqui, ndo fazem parte do cotidiano dos alunos. Entdo se faz
necessario que o professor separe algumas aulas, ou encontros para desenvolver esses conceitos

de l6gica que foram apresentados no capitulo anterior (com adaptagdes € claro).

3.1 Demonstracao direta

Um dos métodos de demonstracido mais simples é o da demonstracao direta, no qual
para provar que uma proposi¢do P = Q, admitimos a hipétese P como verdadeira e através de
um processo légico-dedutivo, se deduz diretamente a tese Q. Esse processo 16gico-dedutivo
usado em uma demonstra¢ao é composto por argumentos que podem ser axiomas, defini¢cdes
e outros resultados ja provados. E os recursos podem ser diversos: geométricos, aritméticos,

algébricos, analiticos, argumentos combinatoérios, dentre outros.

Exemplo 3.1. Se n é um niimero {mpar, entdo n”> também é um nimero fmpar.
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Aqui temos uma proposicao do tipo se P, entdo Q, onde a hipdtese é n ser impar e a tese

2

€ que n~ € impar.

Demonstragdo. Se n é impar, entdo n = 2k + 1 onde k é nimero inteiro. Logo
n? = (2k+1)> = 4k> + 4k + 1 =2(2k> +2k) +1 =2m+1,
onde m = 2k* 4 2k é um niimero inteiro. Portanto, n”> é também fmpar. |

Observe que nesse caso a deducio de que n? é impar decorreu diretamente da hipétese

que n € impar.

Exemplo 3.2. Prove que todo quadrado de um nimero inteiro deixa resto O ou 1 na divisdo por

4.

Observe que essa proposicao nao estd apresentada na forma P = Q. Mas ela poderia ser
entendida como “Se x é um niimero inteiro entdio x*> deixa resto 1 ou 0 na divisdo por 4”. Entio
para para demonstrar tal fato, partiremos da hipdtese que x € inteiro e deduziremos o que se quer

demonstrar.
Demonstracdo. Da hipétese de k ser um nimero inteiro, temos duas possibilidades para k :
1. ké par.
2. k é impar.
Se k for par, entdo 3 m, com m inteiro, tal que kK = 2m. Logo,
K = (2m)?* = 4m?,

que deixa resto 0 na divisdo por 4.

Por outro lado, se k for impar, entdo 3 p, com p inteiro, talque k =2p+1e
K= 2p+1)2=4p’ +4p+1=4(p*+p)+1,

que deixa resto 1 na divisao por 4.

Portanto, se k € um nimero inteiro, entao k* deixa resto 0 ou 1 na divisdo por 4. [ |

1
Exemplo 3.3 (ITA). Seja z = a+ bi um nimero complexo. Se z+ — € um nimero real, entdo
Z

mostre que b =0ou |z| = 1.
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Prova. Se z = a+ bi entao,

1 .
z+—-=a+bi+ -
Z a—+bi

Multiplicando pelo conjugado de z, 7 = a — bi, e com algumas manipulagdes convenientes,

obtém-se que

1 . a—bi
Z+E:a+bl+m

1 (a®+b*)a+ (a*> +b*)bi+ (a— bi)
to= 212

z a+b

N 1 a(@®+b*+1) (a*+b*—1)b.
T a2 a® + b?

. 1 o
Como por hipétese, z+ — € real, a parte imagindria desse nimero tem de ser zero, logo,
<

(a®>+Db*>—1)b

=0.
a’?+b?

Mas isso s6 ocorre se b = 0 ou (a4 b*> — 1) = 0, neste tltimo caso

PP —1=0sd+P=1c]=1.

3.2 Reducao ao absurdo

Para demonstrar uma proposi¢ao P = Q podemos, para efeito de demonstracao, supor
que a proposi¢do nao € vdlida, isto é, admitindo a hipdtese como verdadeira, a tese € falsa e usar
esse fato para chegar a uma contradicao. Essa técnica de demonstracdo chama-se demonstraciao
por contradicao ou reducao a um absurdo. Metodologicamente, dada uma sentenga P = Q,
para demonstri-la usando o método de reducao a um absurdo: Admitindo a hipétese, nega-se a
tese e supde que esta seja verdadeira, ou seja, ~ Q € vdlida, daf utilizando isso deduzimos uma
contradicdo, o que garantird que essa suposi¢cdo nao pode ocorrer e dai ~ Q ser falsa equivale a
O ser verdadeira. Logo, a proposicao € vélida.

O que garante esse método de demonstragdo € o seguinte fato:

Proposicao 3.1.
(H—>T)< [(HAN~T) — F]

onde F indica uma proposicdo falsa.
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Interpretando essa equivaléncia, vemos que para provar que H — T, supde-se a hipdtese
verdadeira, mas que a tese seja falsa, ou seja, que ocorre HA ~ T, dai deve se deduzir uma
sentenga contraditéria como QA ~ Q (que tem sempre valor l6gico falso). Mas sabemos que nao
podemos deduzir uma sentenga falsa partindo de uma que seja verdadeira. Logo, HA ~ T ndo
pode ocorrer e, como HA ~ T <~ (H — T), concluimos que ~ (H — T') ndo ocorre (¢ falsa) e,

portanto, H — T como desejadvamos.
Exemplo 3.4. Em um triangulo escaleno, nenhuma bissetriz interna pode ser altura.

Demonstracdo. Seja ABC um tridngulo escaleno qualquer, conforme a figura 1 abaixo.

Figura 1 — Tridngulo escaleno

Fonte:Autora (2024)

Sabe-se que ., 3 e 'y sdo todos distintos entre si e a # b # c.
Sem perda de generalidade, suponhamos por absurdo que a bissetriz de B seja a altura

relativa ao lado AC.

Figura 2 — Bissetriz e altura do tridngulo escaleno

B

Fonte:Autora (2024)

Assim, ABD e CBD sio congruentes pois BD é bissetriz de ABC. Além disso, BD é um
lado comum ao tridngulo ABD e CBD. Por fim, também € possivel ver que os dois angulos

ADB — CDB = 90°, pois D é o pé da altura relativa a AC. Portanto, conlui-se que os triAngulos
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ABD e CBD sio congruentes pelo caso de congruéncia Angulo Lado Angulo. Isso, por sua vez,

implica que AB = BC. Absurdo, pois o tridngulo é escaleno. |

Exemplo 3.5 (Olimpiada Russa). Sejam a, b, c numeros reais. Mostre que pelo menos uma das

equagdes a seguir tem uma raiz real.

K+ (@a—b)x+(b—c)=0
X+ (b—c)x+ (c—a)=0;
0

X+ (c—a)x+(a—b) =

Prova. Sejam a,b,c numeros reais (essa € a hipotese assumida). Suponha que nenhuma das
equacdes acima admita raiz real (observe que a tese acaba de ser negada). Como todas as
equacdes sdo quadraticas, para que elas ndo admitam raizes reais seus discriminantes devem ser

menores que zero. Logo devemos ter

(a—b)?>—4(b—c) < 0;
(b—c)*—4(c—a) <0;

(c—a)>—4(a—b) <0.
Somando membro a membro as desigualdades acima obtemos que
(a—b)?+(b—c)*+(c—a)*—4-[(b—c)+(c—a)+(a—b)] <0

& (a—b)?* 4+ (b—c)*+ (c—a)* <0.

O que contradiz a hipétese inicial, pois o quadrado de numeros reais € sempre ndo negativo. (Em
termos de 16gica formal, a contradicio que chegamos é a, b, ¢ sdo niimeros e (a — b)? + (b —

c)?+(c—a)*<0).

Exemplo 3.6 (Euclides). Mostre que existe um nimero infinito de nimeros primos.

Prova. Em outras palavras, o que se deseja provar € que sendo X o conjunto de todos os nimeros
primos, entdo X € um conjunto infinito. Suponhamos entdo, por absurdo, que X € o conjunto de

todos os nlimeros primos e que X seja finito, digamos

X ={p1,p2,-..,Pn}
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Considere o ndmero natural

N=pi-pr-...-pp+1.

N € maior do que 1 e do que qualquer p; € X, com 1 <i < n, entdo N ndo € primo,
isto é, N é miltiplo de um primo. Logo, deve existir um nimero primo p; € X tal que pi|N e

Pk|P1 “p2-..."Pi-...- pn. Mas entdo
pIN=pi-p2-...-pp=1.
Da ultima igualdade obtemos p; = 1, 0 que € um absurdo pois py € primo. [

Diferentemente da demonstracdo direta, aqui ndo se parte da hip6tese para deduzir a
tese. Ao demonstrar por absurdo uma sentengca H — T, a conclusdo de que T € verdadeira é
feita a partir da técnica de demonstragao utilizada, por esse motivo esse tipo de demonstracao é

chamada de indireta.

3.3 Contrapositiva

A contrapositiva é também uma técnica de demonstracdo indireta, em que pode ser vista
como um caso particular da reducdo ao absurdo, em que a a contradi¢do € chegar na negacao da

hipétese. Logo, retornando a Proposi¢do 3.1, teriamos
(H—>T)s (HAN~T)—~H, (1)

onde ~ H € uma proposic¢ao falsa, visto que supomos a hipétese verdadeira. Por essa mesma
razdo, da hipétese ser verdadeira, a proposi¢do (HA ~ T') absorve o valor proposicional de ~ T.
Em outras palavras, se ~ T é verdadeira, entdo (HA ~ T) é verdadeira. Mas se ~ T ¢ falsa,

entdo (HA ~ T') também o serd. Logo, nesse caso, podemos escrever a equivaléncia (1) como
(H—-T)< (~T —~H).

Assim, pode-se concluir que, em particular, provar uma proposi¢ao condicional P — Q é
equivalente a provar sua contrapositiva ~ Q —~ P.
Vejamos alguns exemplos, extraidos do Portal da Obmep! que podem ser facilmente

abordados em sala de aula.

I O Portal de Matemética da OBMEP oferece, gratuitamente, videoaulas, apostilas tedricas, cadernos de exercicios,

problemas resolvidos, aplicativos e testes que cobrem todo o curriculo de Matemadtica do 6° ano do Ensino
Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio, além de tépicos adicionais para complementar e aprofundar o
aprendizado.
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Exemplo 3.7. Suponha que x seja um ntiimero inteiro tal que Sx+ 11 é impar. Mostre que x € par.

Numa prova direta, seria usada hipotese que Sx+ 11 € impar para deduzir a tese que x €

um niimero par®. Vejamos agora como a prova procede utilizando o método da contrapositiva.

Prova por contrapositiva. (A contrapositiva da implicacdo Se 5x+ 11 é impar, entdo x é par
€ a proposicao Se x é impar, entdo 5Sx+ 11 é par. Vamos entdo provar diretamente esta dltima
sentenca ). Suponha que x ndo € par. Logo, x serd impar. Assim, 5Sx também sera impar, pois é
o produto de dois niimeros impares. Por fim, 5x + 11 sera par, pois € a soma de dois impares.
Portanto 5x+ 11 ndo € impar.

Exemplo 3.8. Considere 100 numeros naturais ndo nulos cuja soma é 5049. Mostre que existem

dois destes nimeros que sdo iguais.

Prova. Suponhamos que esses numeros naturais sejam todos distintos. Entdo podemos enumerd-
los de tal forma que

ag<ap<az<...<agy < aioo-

Note que o menor valor que a; pode assumir € 1, isto é, a; > 1, analogamente a; > 2, az >

3,...,a99 > 99, ajop > 100. Somando todas essas desigualdades obtemos:
ar+axy+...+agg+aj>1+2+... 4994 100.

Seja § =1-+2+...499+ 100, para calcular a soma S utilizamos o seguinte procedimento:

Primeiramente escrevemos a soma .S com as cem parcelas em ordem crescente:

S=1+2+...4+99+100. )

Em seguida, escrevemos a soma S com os cem termos em ordem decrescente:

S=100+99+...+2+1. 3)

2
3

Se 5x+ 11 é impar, entdo 5x é par. Logo, 2|5x, mas como 2 e 5 sdo primos entre si, segue que 2|x.
A técnica utilizada é corriqueiramente atribuida ao brilhante matematico alemao Carl Friedrich Gauss.



26

Somando as igualdades (2) e (3), temos que

S+S=(100+1)+(99+2)+...+(24+99) + (1 +100)

28 =101+101+...+101+101

100 parcelas

25 =100-101.

Portanto, obtemos 25 = 10.100. Logo, S = 5.050.

Isto nos permite concluir que a soma de 100 ndmeros naturais distintos € sempre pelo
menos 5.050, nunca podendo ser 5.049, o que contradiz assim a hipétese do problema.

No préximo exemplo tem-se um caso de propriedade para o mdc de nimeros inteiros,
em que vale a reciproca da afirmagdo. Nesse tipo de proposi¢cdo, a demonstracao em geral € feita

em duas partes para dar conta de provar os dois sentidos da implicagao.

Exemplo 3.9. Mostre que, dados a,b e ¢ nimeros inteiros, (a,bc) = 1, se , e somente se,

(a,b) = (a,c) =1.

Primeiro vamos mostrar que se (a,bc) = 1, entdo (a,b) = (a,c) = 1. Usando a contrapo-

sitiva dessa implicacdo vamos supor que (a,b) = d, onde d é diferente de 1 e entdo provar que

(a,bc) # 1.

Demonstra¢do. =) De fato, se (a,b) = d entdo d|a e d|b, consequentemente d|bc. Dai, sendo
(a,bc) = m, sabemos que m é o maior divisor comum de a,bc entdo d|m, e como d # 1, segue

que m # 1. Portanto, conlcui-se que
(a,bc) =1= (a,b) = (a,c) = 1.

Agora vamos mostrar a segunda parte da proposicéo: se (a,b) = (a,c) = 1, entdo (a,bc) = 1.
<) Supondo por absurdo que (a,bc) = d, onde d é diferente de 1, temos por defini¢do
que d|a e d|bc. Como por hipétese (a,b) =1 e d # 1, entdo d 1 b. Mas d|bc, logo, d|c. Isso

implica que (a,c¢) =d = 1. O que é um absurdo, pois supomos d # 1. Assim, mostramos que
(a,bc) =1« (a,b) = (a,c) = 1.

Portanto,
(a,bc) =1« (a,b) = (a,c) = 1.
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3.4 Método da inducao

O principio da indugdo serve de base para este método muito importante de demonstragao
de teoremas e outros resultados sobre o conjunto dos nimeros naturais, tendo aplicagdes em uma
série de problemas, como identidades, desigualdades, divisibilidade, recorréncias Lima (2018).

Admitiremos como fato, a seguinte propriedade dos nimeros naturais:

Axioma 3.1. Se um conjunto X C N é tal que 1 € X e toda vez que n € X implicaquen+1 € X,

entio X = N,

Esta propriedade fornece uma das mais poderosas técnicas de demonstracdo em Matem4-
tica: a demonstracao por indugao.

Para maior compreensdo do teorema apresentado a seguir, admita que P(n) seja uma
sentenca matematica que dependa de uma varidvel natural n, a qual se torna verdadeira ou
falsa quando n for substituido por um nimero natural dado qualquer. Tais sentencas serdo ditas

sentengas abertas definidas sobre o conjunto dos naturais.

Teorema 3.2 (Prova por Indu¢do Matemética). Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha

que
1. P(1) é verdadeira;
2. Qualquer que seja n € N, sempre que P(n)é verdadeira, segue que P(n+ 1) é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € N.

Exemplo 3.10. Seja S, = 1+2+3+ ...+ n a soma dos n primeiros nimeros naturais. Mostre

que
n(n+1
Sn = ( 2 ) ’
para todo niimero n natural escolhido.
Demonstragdo. Note que paran = 1
I(1+1)
S = 1 = —
1 2

¢ valida.
Agora, suponhamos que para algum n € N, tenhamos S, verdadeira, isto €

n(n—l—l).

1+2434+...+n= >
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Entao,

Spr1=1424+...4n+(n+1)

:”<”2+1>+(n+1>
_ nn+1)+2(n+1)
2

(n+2)(n+1)
2
(n+1)(n+2)
A S

o que estabelece a veracidade de S,+1. Logo, pelo principio da inducao, S, € vélida para todo

ndmero » natural. [ |

O préximo exemplo, mostra que uma determinada proposi¢do pode ser verdadeira apenas
a partir de um determinado a € N, mas ndo necessariamente para valores menores do que a.
Estes casos podem ser demonstrados utilizando uma generalizagao do Teorema (3.2) que pode

ser enunciada da seguinte maneira:
Teorema 3.3. Sejam P(n) uma sentenga aberta sobre N e a € N Suponha que
1. P(a) é verdadeira e

2. qualquer que sejan € N, com n > a, sempre que P(n)é verdadeira, segue-se que P(n+ 1)

é verdadeira.
Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € N.
Exemplo 3.11. P(n): 2" > n? é verdadeira, para todo nimero natural n > 5.
De fato, P(5) : 2° > 5% é vélida. Suponhamos que para n > 5, tenhamos
2" > pn?
verdadeira. Entao, multiplicando ambos os lados da desigualdade por 2 segue-se que
2t > o6,

Por outro lado, note que 2n*> — (n+1)> =n?> —2n—1 = (n— 1)? — 2, esta tltima igualdade é

positiva para n > 3. Como supomos n > 5, entdo vale que

27 S 20 > (n+ 1),
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isto prova que P(n+ 1) é vélida. Logo, pelo Teorema (3.3), 2" > n? para todo niimero natural
maior do que ou igual a 5.

Em sala de aula os casos iniciais poderiam ser exibidos para que fosse verificado, na
prética, o porqué de ser exigido que o caso base iniciasse no natural 5 e ndo no 1 como foi feito
em exemplos anteriores. Note que P(1) : 2! > 12 é verdadeira, no entanto, P(2) : 2> > 22 é falsa,

P(3):23 > 32 ¢éfalsae P(4) : 2* > 42 é falsa.

Exemplo 3.12. O nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é dado por

n(n—3)
dy="1"2)
2

Demonstragdo. Embora ndo dito explicitamente no enunciado, n > 3, uma vez que para valores
de n menores que 3 ndo ha poligono a ser formado.
Paran =3,
3(3-3)

dy==""2=0

¢ verdadeira, pois ndo hé diagonais em um tridngulo (poligono de 3 lados).

Suponha que para n > 3 tenhamos

~ n(n—3)
dp = >

como o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados e vértices Vi,V,,....V,_1,V,.

Entdo acrescentado 1 vértice, digamos V), 1, pode-se formar um poligono de n + 1 lados,
desse novo vértice partem n — 2 diagonais, que € o numero de vértices ndo consecutivos, observe
que e o antigo lado V1V, com acréscimo desse vértice torna-se uma diagonal. Entdo nessa nova

configuracdo, temos para um poligono de n+ 1 lados

dps1 :@Jr(n—zwrl
n(n—3)+2(n—2)+2
B 2
_nz—n—2

2

_nz—n—Z
2
(n+1)(n—2)
D E—

diagonais. De sorte que da dltima igualdade, obtemos o nimero de diagonais

(n+1)[(n+1)—3]
2 Y

dn+l =



30

. . ~ n(n—3) 5 . . . .
0 que conclui, por indugdo, que d, = = € nimero de diagonais de qualquer poligono convexo

de n lados.

Alguns esclarecimentos acerca do método e da demonstracdo apresentada no exemplo
anterior: poderia parecer que estamos usando o fato de P(n) ser verdadeira para deduzir que
P(n+ 1) é verdadeira para em seguida concluir que P(n) é verdadeira. Em outras, palavras usa-se
a tese para provar o teorema? Nao € bem assim, observe que dado um nimero natural n, temos
duas categorias mutuamente excludentes para uma certa proposi¢ao P, com base no que foi visto

no capitulo 2:
(i) ou P(n) é verdadeira
(ii) ou P(n) é falsa.

A hipétese 2 do Teorema 3.2 ndo exige em absoluto que assumamos P(n) verdadeira para todo
n € N, podendo eventualmente ser falsa para algum valor de n, ou mesmo para todos os valores
de n. O que a hipétese 2 exige € que toda vez que algum n pertenca a categoria (i) acima, entdao
n+ 1 também pertenca a essa mesma categoria; ndo exigindo nada quando n pertencer a categoria
(ii). Para exemplificar, observe que a sentenga aberta P(n): n = n+ 1 satisfaz (por vacuidade), a
hipétese 2 do Teorema 3.2. Mas o que falha para que o Teorema garanta que P(n) é verdadeira
para todo n é que a primeira hipétese do 3.2 néo € verificada, pois P(1): 1 =2 é uma sentenga
falsa.

Segundo Hefez (2009), € preciso ter clareza da natureza singular da Indu¢do Matematica
que diferente da indu¢@o empirica das ci€ncias naturais, em que ¢ comum, apds um certo nimero,
necessariamente finito, de experimentos, enunciar leis gerais que governam o fendmeno em
estudo. Na Matematica, como j4 foi discutido na introducao desta pesquisa, ndo se pode trabalhar
com afirmacdes que ndo se provem verdadeiras.

Isso por se s6 ja se pde como um tépico bastante rico para se abordar na sala de aula,
mostrando para os alunos o qudo especial e bela € a Matematica. Sempre fica claro qual a
natureza de disciplinas como biologia, fisica etc. Entdo por que ndo explorar a singularidade da

natureza da Matematica, como a ciéncia baseada nas demonstragdes?
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4 METODOLOGIA

A fim de analisar a importancia do uso das demonstracdes e exemplificar como seu uso
pode enriquecer uma aula de matematica, neste capitulo serd apresentada a descri¢@o das aulas de
duas turmas do Ensino Médio, em que o contetido abordado foi a lei dos senos e lei dos cossenos.
A escolha deste conteudo foi feita em razdo do tema trigonometria ja estar sendo abordado em
sala de aula, pois compde o curriculo das séries. O planejamento das aulas estdo presente no
Apéndice A.

Para fins de comparacdo, foram aplicados dois questiondrios, um para uma turma de 3*
série, em que o conteudo seria abordado sem as demonstragdes e o outro questiondrio seria para
uma turma de 2* série em que seriam feitas as devidas demonstracoes.

A pesquisa foi realizada com 46 estudantes do Ensino Médio de uma Escola Estadual
de tempo integral na cidade de Marechal Deodoro, em Alagoas. O questiondrio respondido
pela turma de 3? série continha trés questdes, onde duas eram objetivas e uma era aberta. Ja
o questiondrio 2 respondido pela 2* série continha seis questdes, dentre as quais cinco eram
objetivas e uma aberta. Os questiondrios permitiram observar como os estudantes se sentem

diante das demonstracdes utilizadas pela professora.

4.1 Descricao da aula da 2* série

Essa aula foi ministrada em uma turma de 2* série que ainda nao havia estudado trigono-
metria em um triangulo qualquer, apenas no tridngulo retangulo. No entanto, como ja haviam
estudado vetores na disciplina de Fisica, eles j4 tinham sido apresentados a lei dos cossenos, mas
ndo foi explicada a validade de tal resultado. Assim, o objetivo desta aula foi apresentar a eles as
leis e suas respectivas demonstracoes.

A aula foi iniciada com o seguinte questionamento para os alunos: seria possivel determi-

nar o valor do lado de medida x nos triangulos da figura abaixo?
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Figura 3 — Problema inicial: determinar a medida do lado desconhecido

A

(S
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100 m

60°

A 15cm

B BA c

Fonte: Autora (2024)

Alguns alunos sugeriram que, no primeiro tridngulo poderia calcular sen(60°) = .
Neste momento, oportunamente foi explicado que o tridngulo ndo era retangulo e que assim x
ndo seria medida do cateto e muito menos 15 seria a medida da hipotenusa. Deste modo, uma
aluna sugeriu baixar uma altura de extremidades no vértice C e no ponto Hpertencente ao lado
AB. Assim, apareceria um triangulo retdngulo e poderia ser usado os conhecimentos que ja
adquiridos com conteudo anterior. Utilizando essa ideia e foram calculadas as medidas de CH
e de AH por meio do seno e do cosseno de 60°. Consequentemente, foi possivel determinar a
medida de HB e finalizar a questao calculando o valor de x por meio do teorema de Pitdgoras
aplicado no triangulo retangulo CHB.

Embora essa resolucdo tenha sido eficiente e alcancado o resultado desejado, foi questio-
nado aos alunos se seria possivel tornar a conta mais simples, evitando tantos passos. Um deles
lembrou que tinha a lei dos cossenos, mas que nao lembrava mais como aplicar.

Seguindo a aula e, antes de abordar mais especificamente as leis dos senos e dos cossenos,
foi definido com eles os valores do seno e do cosseno de 90°, e do seno e do cosseno dos angulos
obtusos, em particular dos angulos de 120°, 135° e 150°, que sdo os suplementos dos angulos
notaveis de 60°, 45° e 30°. Eles ja sabiam alguns desses valores por conta das aulas de Fisica,
mas foi ressaltado que em breve, quando forem estudar a circunferéncia trigonométrica, estes
resultados ficariam mais compreensiveis.

Na sequéncia, foi enunciada a lei dos cossenos destacando que esta é valida para todo
tipo de tridngulo. Apds essa introdugdo, foi retomado o mesmo exemplo feito anteriormente € 0s
alunos perceberam que o resultado coincidiu, além disso destacaram que foi bem mais simples
de resolver deste modo.

Concluida a apresentagdo da lei, foi questionado aos alunos o porqué dessa férmula ser
valida. Pontuando que deu certo no exemplo anterior, mas o que garantiria que daria certo para
qualquer exemplo? Essa foi a deixa para demonstrar esse resultado. Também foi mencionado que

para realizar a demonstracdo podiamos seguir alguns passos da resolugdo proposta pela aluna
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para achar o valor de x no primeiro tridngulo, porém, seria feita com lados medindo a,b e ¢ a fim
de generalizar a situagdo.

A demonstragdo entdo foi iniciada baixando a altura relativa ao lado AB e dividindo
a figura em dois tridangulos retangulos, conforme a figura abaixo, assim foi possivel usar os

resultados que eles ja sabiam sobre estes tridngulos.

Figura 4 — Altura do tridngulo relativa ao lado AB

Fonte: Autora (2024)

No triangulo ADC foi calculado o valor do seno e do cosseno do angulo A, obtendo
~ m
A=—.
cos b
Ja no tridngulo BCD a ideia foi aplicar o teorema de Pitdgoras, obtendo:
(c—m)>+h> =d° 4)

Neste momento, uma aluna sugeriu que se aplicasse o teorema de Pitdgoras também no tridngulo
ADC, assim:

m* +h* = b (5)

Com essas duas igualdades obtidas por meio do teorema de Pitdgoras, um aluno comentou

que eles chegaram em um sistema. Neste momento, as sugestdes dos alunos se tornaram protago-

nistas e demonstragdo foi sendo realizada de um modo um pouco diferente do que havia sido

planejado. Eles observaram que se subtraissem as equacdes alguns elementos seriam anulados,

como por exemplo o % e o m*. Desta maneira, surgiu a seguinte igualdade:

- =c-2cmsa=b+c*-2cm (6)

Tal igualdade ja encontra-se bastante similar a lei dos cossenos, com a unica diferenga que

aparece o m. Logo, foi perguntado o que poderia ser feito, mas eles ndo tiveram ideias. Assim, a
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ideia foi que usassem o valor encontrado para o cos(A) e isolassem a varidvel m, ou seja,
N m A
COSA = 5 = coSA-b=m. (7)

Finalmente, substituindo o valor encontrado em (7) na igualdade (6) concluimos entdo a validade
da lei dos cossenos.

Essa discussao foi importante pois os alunos participaram de forma ativa dando sugestoes
do que poderia ser feito, essa postura pode possibilitar uma maior compreensao a respeito do
processo de demonstracao, uma vez que eles participaram da constru¢do e nao apenas ficaram
como meros “telespectadores” do processo.

Finalizada essa primeira etapa da lei dos cossenos, foi dada continuidade a argumentacgao
da lei dos senos. A primeira coisa discutida foi que no tridngulo da direita na figura 3, a lei dos
cossenos nao seria suficiente para achar o valor de x, visto que nio se sabe a medida do lado AB,
0 que acarretaria uma equacao com duas incognitas. Para resolver essa situagdo, eles também
sugeriram que uma altura AH fosse tracada relativa ao lado BC. Desta vez, eles se encontraram
em um empasse. Por um lado, concluiram que AH = HB, visto que o triAngulo AHB & is6sceles
de base AB, ja que possui dois angulos internos de 45°. Porém, no tridngulo AHC os angulos
internos encontrados foram de medidas 15° e 75°, os quais eles ndo conhecem os valores das
razdes trigonométricas, o que dificultou a resolugdo. Entao foi necessario explicar a eles que
haveria a possibilidade de usar o teorema de Pitdgoras, mas que ainda assim havia o problema de
duas incégnitas em uma dnica equacao.

Diante dessa dificuldade, surgiu o contexto ideal para enunciar a lei dos senos, mostrando
como ela seria aplicada nessa situacdo. Eles gostaram dessa lei, por ser mais simples do que a lei
dos cossenos. Em seguida, foi discutido o que seria necessério entendermos porque ela funciona.
Assim, construido um tridngulo qualquer de lados a,b e c, e seguindo a ideia da demonstracio

anterior!, foi sugerido tracar a altura relativa a AB, conforme a figura 5.

! Segundo o planejameno da aula, a demonstragio da lei dos senos seria seguindo uma argumentacio distinta

da adotada na aula, onde utilizaria o tridngulo inscrito na circunferéncia e por constru¢do geométrica. Essa
mudanca se deu apenas para favorecer um encadeamento didatico mais natural aos alunos, uma vez que estes
apresentaram desenvoltura na demonstracao anterior.
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Figura 5 — Altura do tridngulo relativa ao lado AB
c

A 5 L

Fonte: Autora (2024)

Como a lei dos senos relaciona os lados do tridngulo com os senos dos angulos desse

mesmo triangulo, foi sugerido que calcular os senos dos angulos. Assim, obtemos:

A h
A)=—
sen(A) 5
e
N h
B ="
sen(B) -

Comparando essas duas igualdades, foi possivel observar que o h aparecia nas duas, entdo foi
isolado seu valor, obtendo

h=sen(A)-beh=sen(B)-a.

Ao se depararem com essas equacdes eles mesmos perceberam que podiam igualar as igualdades

e, dai, obtiveram que
b a

A~ .

sen(B)  sen(A)
Ocorreu entdo uma pergunta interessante de uma aluna que havia entendido a validade do

resultado para os lados a e b, mas que queria entender sobre o lado ¢ presente na férmula e que
nao havia aparecido nessa igualdade. Essa pergunta foi aproveitada para seguir a argumentagao
e mostrar a igualdade para o lado de medida c. Inicialmente foi observado que o angulo € nio
aparecia nesses triangulos retangulos que anteriormente analisados, entdo seria necessario tragar
uma outra altura. E assim foi feito com a altura BH, relativa ao lado AC. Naquele momento foi
sugerido que se repetissem o0s passos anteriores para concluir que

a C

AL *

sen(A)  sen(C)
De posse dessas duas igualdades, foi possivel concluir parcialmente, nessa aula, a lei dos

SE€Nnos.
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Continuando a conclusdo do resultado em outro dia letivo, foi preciso considerar o
triangulo conforme a figura 5 e uma circunferéncia de raio r que passa pelos seus vértices, bem
como relembrar com os alunos que a medida do angulo inscrito numa circunferéncia € metade da
metade da medida do angulo central que ele subentende. Logo, foi possivel construir o tridangulo
retingulo ACD, cujo Angulo reto é o € e cuja hipotenusa seria o didmetro da circunferéncia, ou
seja, 2r. Como o objetivo era obter a lei dos senos, foi perguntado o que poderia ser feito em
seguida para que aparecesse o seno nessa parte. Nesse momento um dos alunos sugeriu que fosse

calculado o seno no tridngulo ACD, onde se obteve que

enD b
S = —,
2r

Diante dessa igualdade, surgiu a primeira duvida dos alunos, eles queriam saber como
essa igualdade ajudaria, uma vez que o angulo D construido ndo fazia parte da férmula que
havia sido deduzida na aula passada. Nesse momento foi interessante intervir para relembrar do
segundo fato importante para essa demonstracio: dois angulos que subtendem o mesmo arco sao

congruentes. Dessa forma, foi argumentado, com um auxilio do desenho no quadro, que D = B.

Assim
=2 csens="2
senD = — & senB=—.
2r 2r
Com essa igualdade, uma aluna sugeriu que isoldssemos o 2r ficando com
b
2r = ~.
senB

Juntando essa igualdade ao que j4 havia sido demonstrado na aula, foi possivel concluir a lei dos

SEenos.

4.2 Descricao da aula da 3" série

Essa aula foi uma revisao das leis dos senos e dos cossenos, pois os estudantes ja haviam
estudado esse conteddo no 2° ano, entretanto, desde aquele momento, o estudo foi realizado sem
as demonstragdes.

No inicio da aula foi recordado que em tridngulos que nao sdo retangulos nao podemos
utilizar as razdes trigonométricas do modo que foi definido, por exemplo,

medida do cateto oposto a o
sen(Q) =

medida da hipotenusa
pois nesse caso ndo existem nem catetos nem a hipotenusa. Sendo assim, surgiu a seguinte

questdo : o que se deve fazer nessas situagdes em que € dado um triangulo qualquer e € solicitado
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o valor de um angulo ou de um lado? Como eles ji haviam estudado o assunto, rapidamente um
aluno respondeu que € possivel usar a lei dos cossenos ou a lei dos senos.

Assim, surgiu o0 momento oportuno para relembrar as férmulas e diferenciar quando cada
uma deve ser usada. Esse momento foi muito pertinente pois foi perceptivel a importancia de se
existir as duas leis, pois uma s6 ndo seria suficiente para resolver todos os tipos de problemas.
Por exemplo, na figura 6, é possivel aplicar a lei dos cossenos, pois ficariamos com a seguinte
equacio de uma incégnita: x> = 10% + 15> —2-10- 15¢c0s(60°) e daf concluir que x = 5v/7 cm.

Figura 6 — Problema inicial: determinar a medida x do lado BC

C

10cm

60°
A 15¢m B

Fonte: Autora (2024)

Entretanto, no exercicio da figura 7, supondo que AB = y, ao ser aplicada a lei dos
cossenos surgiria a seguinte equacio de duas incégnitas: x> = y? + 100> —2-y- 100 - cos(120°),
o que impossibilitaria resolver o problema apenas com essa informacao, visto que a equacao
nao possui uma solucdo tnica. Deste modo, seriam necessarios outros recursos além da lei dos
cossenos. Neste caso, portanto, seria mais interessante usar a lei dos senos, obtendo a seguinte

x 100

equacgao Sen(120°) = sen(45°)° e assim concluindo que x = 50v/6 m.

Figura 7 — Tridngulo dado as medidas de dois angulos e um lado.

Fonte: Autora (2024)

Apés recordar as férmulas, foram aplicados alguns exercicios. Esse momento foi tranquilo
e eles foram percebendo que, em geral, dados um angulo e dois lados, para determinar a medida
do terceiro lado € possivel aplicar a lei dos cossenos. Por outro lado, se o enunciado da questdao
fornece dois angulos e um lado, solicitando a medida de um segundo lado, entdo € possivel

aplicar a lei dos senos.



38

Um momento de destaque ocorreu quando se discutia a lei dos senos. Nela aparece que
sen"w = 2R, sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo. Um aluno questionou
qual a origem do raio nessa férmula, querendo entender o seu porqué. A pergunta foi aproveitada
para questionar a turma sobre isso, com o objetivo de verificar se alguém saberia justificar, mas
ndo souberam.

Desta forma, foi demonstrado junto com eles o porqué da férmula. Como eles ja haviam
estudado recentemente a respeito de angulos inscritos em uma circunferéncia, a demonstracao
foi de tranquila compreensao. Foi inciada a argumentacgdo construindo a figura de um tridngulo
e uma circunferéncia circunscrita a ele. Na sequéncia foi feito um tridngulo retangulo inscrito
nesta mesma circunferéncia de modo que um de seus angulos subtendesse o mesmo arco de um
dos angulos do primeiro triangulo e, assim, foi observada a igualdade entre as medidas desses
angulos. Por fim, se obteve o seno desse angulo no tridngulo retangulo, concluindo a igualdade.
O aluno, entdo ficou muito satisfeito com a demonstra¢do, afirmando que fazia muito sentido e
que havia compreendido.

O objetivo nessa turma era ndo apresentar as demonstracdes das férmulas, no entanto, a
propria curiosidade dos alunos e desejo de entender o porqué daquilo que lhe foi apresentado ser
verdade culminou na realizagdo de uma parte da demonstragdo e, deste modo, a compreensao do
conteddo estudado se mostrou mais eficiente. Tal fato ilustra a importancia das demonstragdes
no processo de aprendizagem dos alunos.

No final da aula, os alunos receberam os questiondrios para que respondessem. Uma
aluna fez comentdrios interessantes, destacando que durante o ensino fundamental ela teve um
professor que fazia questdo de demonstrar varias formulas e que ela ndo entendia muitas coisas,
e que achava mais vantajoso apenas ser apresentada aos resultados e a forma de aplica-los sem
necessariamente ter que conhecer suas justificativas. Na aula seguinte, ocorreu um fato pertinente.
A aula era revisdo de cdlculo de dreas. Foi entregue aos alunos uma planilha com as formas
geométricas mais conhecidas e solicitado que eles fossem preenchendo as férmulas de drea que
eles se recordavam. Essa mesma aluna que havia questionado a importancia das demonstragdes
disse que estava arrependida do que havia falado, pois muitas férmulas ela ndo se recordava
de cabeca, a exemplo da férmula de drea do tridngulo equildtero, mas que foi usando seus
conhecimentos e deduziu a férmula por meio de uma demonstracdo. Deste modo, ela mesma
concluiu que de fato, em alguns casos, € extremamente importante saber certas demonstracoes.

Essa fala da aluna, contrastando com a sua postura diante do problema da dreas, mostra
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que embora as demonstracdes feitas em sala de aula e o rigor adotado pelo professor ndo seja o
mais atrativo para aluno, ele o auxilia na criagdo de estratégias de resolucao de problemas, na
capacidade de argumentacio processual e l6gica, fazendo com que o aprendizado de matematica

va além da memorizacdo de férmulas.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

5.1 Anadlise do questionario 1

A aplicacdo do questiondrio 1 foi fundamental para entender o que os alunos entendiam
por demonstragdes e quais as percepcoes deles sobre a aula de matemdtica com o uso das
demonstracdes. A primeira pegunta do questiondrio buscava saber se o estudante lembrava-
se de ja ter visto alguma demonstragdo na sua trajetdria escolar. Do publico respondente, 23
(95,83%) respondeu que ja se depararam com as provas e demonstracdes, enquanto apenas 1
estudante afirmou que nunca havia visto. O interessante com relacdo a essa pergunta, ¢ que
quando perguntados em uma questdo em que se poderia marcar mais de um item acerca do que

era uma demonstracao obteve-se o seguinte resultado, conforme a figura 8.
Figura 8 — Respostas dos alunos a pergunta 2 do questionario [

Na sua opinido, o que seria uma
demonstra¢ao? (Selecione todas as
alternativas que se aplicam)

25
20
15
10
5
0 —
Uma explicacio Uma prova que Uma Um método para Nio tenho
detalhada de  mostra por que apresentacio de resolver certeza
COmo um uma afirmacéo exemplos problemas
conceito matematica ¢  relacionadosa  matematicos.
funciona verdadeira um conceito.

Fonte: Autora (2024)

Esse resultado indica que, embora a maioria dos estudantes tenha afirmado que j4 viram
demonstracdes nas aulas, boa parte deles ndo sabe de fato o que € uma demonstracio. Isso mostra
que pode haver uma confusio para os alunos entre o que é uma demonstracdo de um resultado
com uma aplicacdo desse resultado, por exemplo um exercicio bem resolvido.

Seguindo adiante, a terceira pergunta buscava aferir se o aluno havia ou nio entendido os
processos das demonstracdes que foram realizadas. Se a resposta fosse ndo, era pedido que ele

explicasse o que nao ficou claro. Foram obtidos os seguintes resultados: 2 alunos deixaram a
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resposta em branco, 2 responderam que entenderam parcialmente, 2 alunos afirmaram que nao
entenderam, mas nao foi especificado o que nao foi compreendido e 18 alunos responderam que
sim.

Na pergunta seguinte o interesse era verificar se a partir da demonstrag@o das férmulas do
seno e do cosseno, o aluno se sentiu mais motivado a estudar e a justificativa de sua resposta. De
um modo geral, mais da metade dos alunos (66,6%) disseram que se sentiram mais motivados,
dentre essas respostas destaca-se: “Por mais que eu ndo seja tdo boa na matéria, € muito
interessante descobrir de onde surgiu uma férmula, por exemplo.”, “Sim, pois tornou mais
facil entender o que se deve fazer para realizar exercicios.”, “Sim, porque é uma forma mais
interessante, mostrando além do contetido”, “Sim, pois compreendi que a geometria € mais que
férmulas prontas, me fazendo apreciar o conteudo.”

Interessante observar que dos alunos que responderam que nao entenderam as demons-
tracdes ou que entenderam parcialmente, 2 apontaram que sentiram motivados pelas provas
vistas em aula, enquanto 3 alunos desse grupo afirmaram que nao houve motivag¢do por conta
das demonstracdes vistas. Ja os alunos que responderam positivamente acerca do entendimento
do processo das demonstracdes, 5 desses apontaram que nao sentiram-se motivados por elas ou
apontaram que se sentiram ‘“mais ou menos” quanto a motivacdo, o que sugere uma indiferenca
em relacdo a esse tipo de técnica. Um deles argumentou que “para mim € uma informagdo extra,
uma curiosidade”.

Na pergunta 5, foi questionado ao aluno se a demonstra¢ao o ajudou na compreensao
do contetdo e o porqué disso. De um modo geral, 14 alunos (58,3%) responderam que sim,
ajudou muito, 2 desses alunos responderam ndo a pergunta 3, isto é, nao entenderam todos os
passos da demonstragdo, 1 deixou em branco essa mesma questao . Interessante notar que dois
alunos desse grupo de 14 que responderam que as demonstragdes ajudaram na compreensao
do conteddo , também afirmaram que ndo se sentiram motivados por elas. Isso mostra que o
aluno pode reconhecer a importancia da argumentagdo matemética, mesmo que ele ndo se sinta
motivado ou entusiasmado com ela. Isso se acentua principalmente entre os alunos que ndo tem
afinidade com a disciplina.

Ainda sobre a pergunta ndmero 5, 11 alunos apontaram que a demonstracdo ajudou um
pouco. Dentre esses estudantes, 2 foram os que responderam que entenderam parcialmente as
demonstracdes, como aponta a questao 3 e o restante dos respondentes € composto de alunos

que afirmaram ter compreendido todo o processo das demonstrag¢des. E apenas 1 aluno ( que ndo
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se sentiu motivado e entendeu parcialmente a demonstragdo) respondeu ndo ter certeza sobre o
efeito da argumentagdo na sua compreensao do contetido.

Finalmente, na ultima questio, foi perguntado ao aluno se ele gostaria de aprender e
ver mais demonstra¢des nas aulas de matemadtica. E como aponta o grafico da figura 9 a seguir,
praticamente 80% da turma afirma que sim, eles gostariam de ver mais demonstracdes em aulas
de matematica, 4 alunos (16,7% aproximadamente) afirmaram nao ter certeza sobre e apenas |
aluno respondeu que ndo gostaria de ver mais demonstra¢des, nao surpreendentemente, foi o
mesmo que respondeu que a demonstracdo matemadtica € apenas uma informacao extra e por iSso

nao o motivou quando perguntado na questao 4.

Figura 9 — Respostas dos alunos a pergunta 6 do questionario I

Se houvessem mais demonstracdes como esta, voce se
interessaria em aprendé-las?

4

19

= Sim = Nio = N4jo tenho certeza

Fonte: Autora (2024)

Desses dados coletados, observa-se que apenas 3 dos alunos que entendem bem o
processo de demonstragdo, ndo se sentem motivadas por esse tipo de argumentacao e todos os
que entenderam afirmaram que as demonstra¢des ajudaram muito ou um pouco na compreensao
do contetddo o que ja era de se esperar.

Por outro lado, também hé alunos que ndo entenderam as demonstracdes ou que entende-
ram parcialmente, mas que se sentiram motivados pelas provas vistas em aula e que gostariam
de ver mais argumentacdes como as que foram mostradas nessa aula. E ha ainda uma pequena
parcela desses alunos (cerca de 12,5%) que ndo se sentiram motivados e ndo gostariam de ver
mais processos argumentativos como os que foram explorados na aula em questdo, para esses
alunos, ndo hé certeza sobre até que ponto essas demonstracdes ajudam na compreensao do
conteudo, ou que as demonstra¢des sao apenas informagdes extras/curiosidades e até mesmo que

esse processo de argumentacao exigiria mais estudo e gasto de tempo.



43

5.2 Anadlise do questionario 2

Nesta secdo € dedicada a analisar os resultados obtidos na turma de 3* série onde o
questiondrio 2 foi aplicado. Nessa aula também foram apresentados as lei dos senos e dos
cossenos, mas sem a demonstracdo de tais resultados. Os principais objetivos ao aplicar esse
questiondrio foram: Entender até que ponto os alunos tém a tendéncia de questionar, criticar ou
buscar justificativas 16gicas para os resultados apresentados, em vez de apenas aceitd-los, avaliar
a importancia que os alunos ddao as demonstracdes e ao processo de validacao dos conceitos
matemadticos, em vez de focarem apenas nos resultados finais ao passo que investigava como
eles se sentem quando recebem informacdes sem comprovacao, como confianga, desconforto,
inseguranca ou desinteresse.

No primeiro item foi questionado se o aluno havia se convencido do teoremas apre-
sentados em sala. Os resultados apontam que 12 alunos (66,6% da turma) responderam que
estavam muito convencidos, pois a professora disse que € verdade, 5 alunos respondem que estdo
convencidos, mas ndo sabem porque aquilo é verdade e apenas 1 responde que estd convencido,
pois o resultado estd no livro.

Quando perguntados sobre como justificariam as relacdes matematicas vistas em sala
de aula 10 alunos responderam basicamente que acreditam nos resultados apresentados em
sala porque acreditam na veracidade do que a professora e o livro apresentam. As respostas

apresentadas na figura 10 confirmam isso.

Figura 10 — Respostas dadas pelos alunos a pergunta 2 do questiondrio II

2. Como vocé justificaria a veracidade do que vocé aprendeu?
_—

2. Como vocé justificaria a veracidade do que vocé aprendeu?

~
. e s Yo onaA naon LA aJor ne ASICUN

Fonte: Autora (2024)

Essas respostas exemplificam exatamente o que Pietropaolo (2005) traz em sua tese,

onde ressalta que os processos sociais influentes no “convencimento” dos matematicos sobre
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a exatidao de novos teoremas se reproduziriam na relagdo entre professor e alunos. Para estes
pesquisadores, € necessario que a demonstracao na sala de aula nao sé valide, mas também
explique as etapas envolvidas no processo. Se o processo de validagdo confirma que o teorema €
verdadeiro, € a explicacdo que elucida para os alunos o porqué deste fato.

Além desses 10 alunos, apenas 1 respondeu que ndo justificaria. Os demais respondentes
responderam mais no sentido de que eles aplicariam os resultados e verificariam a funcionalidade.
Uma das respostas que se destacou foi a essa pergunta de como ele justificaria foi: “Testando
aplicabilidade da férmula e do conceito em algumas questdes, verificando a generalidade e
veracidade.” Essa resposta d4 um indicativo de que o aluno consegue distinguir um exemplo
de uma generalizacio, e mais, o processo que o aluno entende por demonstracdo se baseia
exatamente com a forma que o professor apresenta e justifica esses resultados. Isso ressalta mais
uma vez a importancia do professor sempre buscar se aprofundar nos conceitos matematicos,
pois de certa forma ele ¢ um dos maiores exemplos para o aluno do que € ser um estudioso.

Por fim, na pergunta 3 foi questionado se eles gostariam de entender o porqué das
féormulas vistas na aula serem verdadeiras. Esse questiondrio foi feito dessa maneira porque
o objetivo era observar a postura dos alunos diante de uma aula de matemdtica em que os
resultados sdo enunciados sem a presencga das demonstracdes. Mas o que ocorreu na realidade
€ que surgiram questionamentos que levaram a uma certa argumentacdo para justificar certos
elementos presentes nas leis enunciadas'. O que mostra que mesmo uma turma indicando apenas
estar interessada no produto final das férmulas ou estar convencida apenas pela palavra do
professor, a divida e a curiosidade faz parte da condi¢do do aluno e para esses momentos o

professor deve estar preparado.

1 Ver capitulo 4 secio 4.2.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa realizou, por meio de revisao bibliografica e de pesquisa de campo, uma
andlise sobre a importancia do uso das demonstracdes na aula de matematica do ensino basico e
os ganhos que decorrem desse uso de maneira consciente.

Dessa forma, no primeiro capitulo foram revisitados alguns conceitos sobre logica e
técnicas de demonstracao necessdrias ao entendimento das demonstragcdes matemdticas, uma
vez que parte do processo de adogdo desse tipo de argumentagdo parte do pressuposto que o
professor conheca bem o tema e se sinta confortdvel em usé-la. O objetivo era o familiarizar e
relembrar conceitos como proposicdes, quantificadores, conectivos 16gicos, ja que eles formam a
base estrutural de qualquer tipo de argumentagdo formal na matematica.

No segundo capitulo, foram discutidas as técnicas de demonstracao mais frequentes:
a demonstragdo direta, a redu¢do ao absurdo, contra-positiva e o principio da inducao finita.
Essas abordagens sdo essenciais para se validar formalmente os teoremas e propriedades da
matematica.

No capitulo 3, foram apresentadas as aulas praticas, ministradas para duas turmas do
ensino médio, cujos contetidos seriam a lei dos senos e a lei dos cossenos. Essas aulas permitiram
que se fizesse uma andlise comparativa entre o ensino sem e com o uso de demonstragdes. Na
segunda foi possivel observar na pratica como a demonstracao pode ser trabalhada em sala de
aula e como ela pode ser apresentada de forma acessivel aos alunos. A partir de um exemplo
particular, no qual eles eram capazes de responder e seguindo para um caso genérico, onde
a solucao dada anteriormente ndo era suficiente, surge a necessidade de uma outra forma de
validacdo, isso na pratica mostra ao aluno a necessidade das demonstracdes na matemética. Além
disso, eles puderam opinar sobre os passos da demonstra¢ao, puderam questionar e conjecturar.
Isso € extremamente interessante pois tira o aluno da posi¢ao de mero espectador do processo, €
o torna um sujeito atuante nele. Isso se reflete nos dados obtidos em que a maioria dos alunos se
sentiram motivados e perceberam a importancia da demonstracao.

Por outro lado, percebe-se que na aula em que ndo houveram demonstra¢des, mais da
metade da turma acredita naquilo que € exposto na aula de matemadtica por conta da crenga na
figura do professor ou porque o resultado estd posto no livro ou na internet. Além disso, foi

possivel analisar que mesmo nao sendo a proposta da aula, surgem de maneira natural os questio-
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namentos acerca dos porqués sobre os resultados apresentados. Cada aplicacdo de questiondrio
serviu para se avaliar a receptividade dos alunos e a maneira com que as demonstracdes afetaram
a motivagdo deles para aprender o conteido. Na aula em que contava-se com a demonstragao,
o intuito fundamentalmente era baseado no “principio da necessidade” proposto por Harel e
Sowder (1998), favorecer a constru¢ao de uma argumentacao e a partir dai mostrar ao aluno a
importancia e a necessidade de uma demonstracao.

O quarto capitulo apresentou a analise dos resultados. Os dados obtidos nos questionarios
indicaram que a maior parte dos alunos se sentem mais confiantes € motivados quando sabem
a légica por tras de uma férmula. Nesse capitulo, foi reforcada a hipétese de que a utilizacao
das demonstragdes pode tornar o ensino da matematica mais significativo € menos mecanico.
Esses resultados se aproximam do que afirma Pietropaolo (2005), isto €, os motivos pelos quais
as provas, rigorosas ou nao, devem estar presentes nos curriculos de Matemética da Educacao
Basica ndo se resumem apenas ao fato de que demonstragdo € a esséncia da Matemadtica. O
resultados obtidos mostram que aprender matemadtica vai além da simples utilizacio das técnicas;
¢ aprender a interpretar, construir ferramentas conceituais, criar significados, perceber problemas
e resolvé-los, € desenvolver o raciocinio 16gico e muito mais.

Por fim, conclui-se que o uso das demonstracdes no ensino da matemdtica, especialmente
na Educacao Bésica, trata-se de uma ferramenta valiosa que valida os teoremas, mas também
promove o raciocinio 16gico, a curiosidade e a criticidade dos estudantes. Os professores, como
0 questiondrio 2 comprovou, sdo pecas chave no processo e € necessario que sejam formados
para que utilizem essa estratégia em sala de aula. A credibilidade que os alunos depositam no
professor de matemadtica pode ser utilizada no sentido de promover uma maior proximidade
com a cultura de demonstracdes. O professor pode e deve utilizar essa influéncia para que o
aprendizado possa ser mais ativo e colaborativo, fazendo com que os alunos criem o hébito de
analisar com criticidade um resultado, uma propriedade e possam pensar sobre eles de modo a
desenvolver um encadeamento de ideias Iégicas. E claro que a tarefa ndo é facil, mas negar as
demonstragdes e provas no ensino de matemdtica € negar a propria natureza da disciplina. Além
disso, essa auséncia pode limitar os nossos alunos, impedindo-os de uma formac¢ao mais ampla
em todas as dreas, porque o estimulo do raciocinio l6gico e argumentacgdo sélida defendida varias
vezes aqui e, pela maioria dos autores sobre o tema, ndo se restringe a matematica, isso permeia

todas as areas do conhecimento, dentro e fora da escola.
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APENDICE A - PLANEJAMENTO DA AULA

Dados da aula
Conteudo: Lei dos Cossenos e Lei dos Senos.
Turma: 22 Série
Tempo estimado: | 2 aulas de 50 minutos.

Pré requisitos:

Relacdes métricas e trigonométricas no tridngulo retangulo e cosseno e seno de angulos
obtusos.

Metodologia da aula:

1° Momento: Iniciarei a aula com uma breve problematizacido: Dado um tridngulo ndo retangulo
e sabendo a medida de dois de seus lados e seus angulos, como se poderia calcular a medida
do terceiro lado desse tridngulo? Aqui € colocar os estudantes em uma situagdo problema
em que as relacdes métricas e trigonométricas aprendidas até entdo ndo serdo convenientes.

2° Momento: Apds esse momento inicial, apresentarei a Lei dos Cossenos como uma solug¢ao
para situac@o problema apresentada anteriormente e como uma generaliza¢do do Teorema
de Pitdgoras para tridngulos quaisquer. Assim, irei defini-la apresentando sua férmula e
definindo os elementos que a compde.

3° Momento: Neste momento da aula, irei questionar se os estudantes acreditam na veracidade
da férmula. Como uma forma de instigd-los eu comegarei com um exemplo particular
usando um tridngulo retangulo cujos catetos medem 3 cm e 4 cm. Aplicando Lei dos
Cossenos em um tridngulo retangulo, ela se reduz ao Teorema de Pitdgoras, uma vez que
c0s(90°) = 0. Como os alunos ja viram o Teorema de Pitdgoras em aulas anteriores, esse
caso verificard a validade da lei dos cossenos para esse especifico tridngulo. A pergunta
que lancgarei ao final desta explicagdo é: como fazer mostrar a validade do resultado para
triangulos mais gerais?

4° Momento: Naturalmente, a partir do momento anterior serei levada, junto aos alunos, a fazer
a demonstracdo da lei dos cossenos. Como desejamos uma demonstrag¢do para tridngulos
quaisquer, perguntarei a eles quais os possiveis tipos de tridngulos que nds podemos ter em
relacdo aos seus dngulos. Nesse momento espera-se que os alunos respondam: acutangulo,
retangulo e obtusangulo.

5° Momento: Aqui farei, com ajuda dos estudantes, a demonstragdo da lei dos cossenos. A
seguir destrincho como serd feito a sequéncia légica da demonstracgao.

Teorema A.1 ( Lei dos cossenos ). Em qualquer tridngulo, o quadrado de um lado é igual
a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados
pelo cosseno do dngulo formado por eles.
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Demonstragdo. Seja ABC um tridangulo qualquer. Entdo hé trés casos possiveis: o triangulo
pode ser acutangulo, ou obtusangulo ou retangulo.

1. Caso I (triangulo acutangulo)

Figura 11 — Triangulo acutangulo ABC

Fonte:Autora (2024)

Seja ABC um tridngulo acutangulo conforme a figura 11. Vamos mostrar que ¢ =

a* + b* —2abcos B. Para isso considere a altura relativa ao lado BC, de modo que D
seja o pé dessa altura confoerme a figura a 12.

Figura 12 — Altura do tridngulo ABC relativa ao lado BC

Fonte: Autora (2024)

Denotando por m a projecao de AC sobre BC, tem-se cos 3 = 77, multiplicando ambos
esta equacgdo por b, obtem-se
bcosP =m. (8)

Ainda no tridngulo CDA, aplicando o Teorema de Pitdgora, surge
m* +h* = b 9)
Por outro lado, aplicando o teorema de Pitdgoras em BDA obtem-se que
(a—m)*+h*=¢? (10)
substituindo (9) em (10)

(a—m)*+h* =2

a* —2am+m?> +h* = c?

a*+b*>—2am = 62,
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agora basta substituir m pela igualdade (8), para obter o que queriamos
a® +b* —2abcosP = 2.
De forma andloga pode-se mostrar que

a?+c* — 2accosy = b*

b* 4+ c? —2bccoso = a.

2. Caso II (triangulo obtusangulo)

Figura 13 — Triangulo obtusangulo ABC

Fonte:Autora (2024)

Seja ABC um tridngulo obtusangulo conforme a figura 13. Vamos mostrar que
b? = a® + ¢* — 2accosY. Para isso considere a altura relativa a reta suporte de BC, de
modo que D seja o pé dessa altura.

Figura 14 — Altura do tridngulo ABC relativa a reta suporte do lado BC

D m — e
B . C
Fonte:Autora (2024)
No triangulo CDA
R+ (m+a)? = b (11)
Ja no triangulo BDA

m? +h* = c? (12)
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cos (180° —vy) =

o3

c-cos(180° —vy) =m
c-(—cosy)=m (13)
Assim, substituindo (12) e (13) em h? + (m+a)? = b?, temos que
W 4 (m+a)* =b*
h? +m? + 2am + a* =b*
& +a®+ 2am =b*
c2+a2—2ac-cosy:b2. (14)
Anélogo ao que foi feito no Caso I, podemos mostrar que b* + ¢> — 2bccosy = a’ e
a*>+b* —2abcosa = ¢2.

3. Caso III triangulo retangulo

Figura 15 — Triangulo retangulo ABC

B ; ‘ c
Fonte: Autora (2024)
Pelo Teorema de Pitdgoras temos que b” + ¢ = a” e nesse caso COmMo COSO =
cos(90°) =0

b2+c2:a2<:>b2+c2—2bc-cosoc:a2.

Portanto, € vélida a Lei dos cossenos para triangulos retangulos. Andlogo ao que foi
feito no Caso I, podemos mostrar que a + c? — 2accosy = b? e a*> +b*> —2abcos o =

2.

6° Momento: Antes de prosseguirmos em direcdo a demonstracdo da Lei dos Senos, farei um
momento pratico para a utiliza¢ao do resultado que acabamos de mostrar, isso ajudard os
alunos a fixarem o conteido recém aprendido.

7° Momento: Irei prosseguir de maneira bem anéloga aos 5 primeiros momentos das aulas.
Com a particularidade que no caso da motivacao inicial para a Lei dos Senos, serd com
relacdo aos problema de que envolvem dois angulos e um lado conhecidos. Aqui também
farei uma pequena revisitacao a fatos que os alunos devem estar familiarizados antes de
prosseguirmos que com a demonstracao. S3o esses:



53

* A medida do angulo inscrito numa circunférencia € metade da metade da medida do
angulo central que ele subentende.

Teorema A.2 (Lei dos Senos).

a b c
— = —— = ——=12r
sinA sinB  sinC

Demonstracdo. Considere um tridngulo ABC de lados a,b e ¢. Como todo triangulo é
incritivel, podemos considerar a circunférencia de raio r que passa pelos pontos A,B e C
do tridngulo, como na figura 16.

Figura 16 — Circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC

Fonte: Autora (2024)

Tragando os diamentros por A, B e C formamos trés novos tridngulos ABE, DCB e

FAC, que sao todos retangulos, pois entdo inscritos numa semicircunferéncia. Logo,
ABE = DCB = FAC = 90°.

Figura 17 — Circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC

Fonte: Autora (2024)

Assim, temos que

. c c
senk = — = 2r= ~. 15
2r senE (15)
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a

L a
senD = — = 2r = ~. 16
2r senD (16)

. b b
senf = — = 2r= ~. 17
2r sen F (17

Por fim, observe que como angulos inscritos que subtendem o mesmo arco sao congruentes,
temos que £ = C,D = A e F = B, e consequentemente os valores de seus senos serdo
iguais. Logo sen£ = senC, senD = senA e sen F’ = senB. Assim concluimos, com base
nessas igualdades e nas equacdes (15), (16) e (17) que

b
= = =

senA senB senC
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APENDICE B - QUESTIONARIOS

Questionario I

1. Na sua experiéncia escolar vocé se recorda de ja ter visto demonstracdes na aula de
matematica?

( ) Sim.
() Nao.
2. Na sua opinido, o que seria uma demonstracdo? (Selecione todas as alternativas que se
aplicam)
L] Uma explicacdo detalhada de como um conceito matemaético funciona.
[J Uma prova que mostra por que uma afirmacdo matematica € verdadeira.
[J Uma apresentacdo de exemplos relacionados a um conceito.
[J Um método para resolver problemas matemaéticos.
L1 Nao tenho certeza.
3. Voce entendeu todos os processos das demonstracdes que foram realizadas? Se ndo, o que
vocé ndo entendeu?
) Sim, entendi todos os processos.
) Entendi a maioria dos processos.
) Entendi alguns processos.

Ve N N N N

) Nao entendi nenhum processo.

4. A partir da demonstrag@o das férmulas, vocé se sentiu mais motivado a estudar o contetido?
Por qué?

() Sim,

() Nao,

5. Na sua opinido, a demonstracdo ajudou na compreensao do conteido?
() Sim, ajudou muito.
() Sim, ajudou pouco.
() Nao, ndo ajudou.
() Naio tenho certeza.

6. Se houvessem mais demonstracdes como esta, vocé se interessaria em aprendé-las?

( ) Sim.
( ) Nio.



Questionario 11

1. Vocé se convenceu do resultado apresentado na aula de hoje?

(
(
(
(
(

) Sim, estou muito convencido pois o professor disse que € verdade.

) Sim, estou muito convencido pois estd no livro de matematica.
) Sim, estou convencido, mas ndo sei porque € verdade.
) Nao estou convencido, pois ndo sei porque isso € verdade.

) Nao tenho certeza.

2. Como voce justificaria a veracidade das férmulas que vocé aprendeu?

56

3. Voce teria interesse de saber porque essa formula € valida?

(
(
(

) Sim.
) Nao.

) Nao tenho certeza.
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