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RESUMO

As olimpiadas de matemadtica assumem um papel marcante no ano letivo das escolas brasilei-
ras. Existem diversas olimpiadas de matemdtica, desde internacionais, nacionais e regionais.
Em Alagoas, a mais importante é a Olimpiada Alagoana de Matematica (OAM). Este traba-
lho apresenta um breve histérico do surgimento das olimpiadas de matemética no mundo e no
Brasil e relata as origens da OAM. E apresentado como as olimpiadas de matemética sdo uma
ferramenta para a utilizacdo da metodologia de Resolucdo de Problemas, e € feita uma reflexao
sobre possiveis fatores que impedem o uso de olimpiadas de matematica por parte de escolas e
professores. Um estudo de caso da Olimpiada Cearense de Matemética relata o impacto posi-
tivo no ensino de matematica no estado do Ceara. Além disso, s@o discutidos alguns nimeros
estatisticos sobre as tltimas edi¢des da OAM e os desafios que eles evidenciam para suas futu-
ras edicoes. Em seguida, sdo embasados alguns conceitos matematicos basicos que sao usados
na solucdo de 25 problemas olimpicos nos campos da dlgebra e aritmética de que ja fizeram
parte da OAM. Por fim, conclui-se a importancia que uma competicdo como a OAM possui

para a melhoria do ensino e aprendizagem de matematica no estado de Alagoas.

Palavras-chave: dlgebra; aritmética; olimpiadas de matematica; olimpiada alagoana de mate-

matica; resolucao de problemas.



ABSTRACT

Mathematics Olympiads play a significant role in the school year of Brazilian schools. There
are several mathematics olympiads, from international, national and regional. In Alagoas, the
most important is the Olympics Alagoana of Mathematics (OAM). This work presents a brief
history of the emergence of mathematics olympiads in the world and in Brazil and reports the
the origins of OAM. It is presented how mathematics olympiads are a tool for using the Pro-
blem Solving methodology, and is a reflection was made on possible factors that prevent the use
of Olympics mathematics by schools and teachers. A case study of the Olympics Cearense de
Matemaética reports the positive impact on mathematics teaching in state of Ceard. Furthermore,
some statistical figures about the latest editions of OAM and the challenges they highlight for
its future editions. Next, some basic mathematical concepts are based on are used to solve 25
Olympic problems in the fields of algebra and arithmetic idea that they have already passed th-
rough the OAM. Finally, the importance of a competition like the OAM has to improve teaching

and learning mathematics gem in the state of Alagoas.

Keywords: algebra; arithmetic; mathematics olympiads; Alagoas mathematics olympiad; pro-

blem solving.
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1 INTRODUCAO

Como professor atuante na rede basica de ensino com alunos do Ensino Fundamental e
do Ensino Médio, observo que apesar de que os atuais livros didéticos sejam contextualizados
em situagdes praticas, como norteia a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), as aulas
propostas ainda sdo um amontoado de sequéncias diddticas e exercicios engessados que em
geral ndo despertam a curiosidade dos estudantes. Da mesma forma, desenvolver um trabalho
baseado em definicdes objetivas e aplicacdes em problemas simples e diretos pouco me engaja
a desenvolver um trabalho envolvente em sala de aula.

Poucos sdo os momentos em que os materiais didaticos com que ja trabalhei apresenta-
ram uma passagem mais desafiadora, que fugisse da simples aplicagdo de férmula num exercicio
tradicional mas que exigisse um pouco mais, tanto para mim quanto para os meus estudantes,
despertando curiosidade e interesse e assim promovendo um maior desenvolvimento de racio-
cinio, gerando um debate significativo na sala de aula em busca de uma solugao.

Entretanto, percebi nas semanas que antecedem a aplicagdo da OBMEP, quando era dado
uma pausa no material didatico para focar em resolucdes de problemas de provas anteriores,
o planejamento de aula se mostrava mais animador pois exigia um maior grau de atencdo e o
andamento da aula em si era mais acalorado pois os enunciados e situacdes problemas propostas
era formatadas de uma forma criativa que despertava a curiosidade dos estudantes. Sem duvida,
nesses periodos as aulas sdo mais motivadoras e interessantes ao ensino da matematica.

Com a finalidade de aumentar esses momentos durante todo o ano letivo, busquei outras
Olimpiadas de Matemadtica além da OBMEP e me surpreendi com a quantidade e diversidade
de Olimpiadas da drea: Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), Concurso Canguru de
Matematica, Olimpiada Mandacaru de Matemadtica, olimpiadas Internacionais, dentre outras.

Mas, a minha maior surpresa foi ver que a Olimpiada Brasileira de Mateméatica (OBM)
apoia diretamente olimpiadas regionais de Matemadtica e no meu contexto, a Olimpiada Alago-
ana de Matematica (OAM). Essa diversidade de possibilidades e saber que existe uma competi-
cdo de nivel regional do qual eu tinha pouco conhecimento me levou a mergulhar mais a fundo
neste universo das olimpiadas.

Porém, ao iniciar o trabalho voltado para as olimpiadas de forma mais incisiva nas esco-
las onde trabalho, me deparei com vdérios desafios como a resisténcia de alunos, que ndo viam
sentido em participar das provas e com a resisténcia de colegas professores em aderir ao calen-
dario olimpico.

Este trabalho tem como principal objetivo entdo apresentar as razdes pelas quais o en-
sino em sala de aula com problemas olimpicos é importante, além de evidenciar a matemaética
produzida no estado de Alagoas na figura da OAM.

Assim, no primeiro capitulo € feito um breve relato sobre o surgimento das olimpiadas
de matemadtica, pontuando as competicdes atuais mais importantes e também € contextualizado

como surgiu e qual a abrangéncia da OAM em toda a sua existéncia.
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No segundo capitulo € feita uma fundamentagdo tedrica sobre a metodologia pedagégica
por tras das Olimpiadas de Matematica: A Resolucao de Problemas. Além disso, € feita uma
reflexdo sobre as dificuldades da implementaciao dos problemas olimpicos em sala de aula. Em
seguida, € exposto como modelo a ser seguido os impactos positivos que a Olimpiada Cearense
de Matematica proporcionou no ensino de matemaética do Estado do Ceard e também pontuamos
barreiras a serem derrubadas pela OAM no estado de Alagoas.

No terceiro capitulo é exposta uma série de conceitos matemdticos fundamentais que
serdo abordados nos problemas olimpicos propostos pela OAM e aqui debatidos.

No quarto capitulo, sdo apresentados em ordem cronolégica os enunciados e solugcdes
de diversos problemas da OAM que podem ser introduzidos nas aulas do ensino bdsico para
todos os alunos e em especial aqueles que t€m afinidade pela matematica.

Por fim, nas consideragdes finais, enfatizamos os impactos positivos de se adotar a re-
solucdo de problemas olimpicos em sala de aula, além de evidenciar a qualidade e as oportu-
nidades que a OAM proporciona aos alunos que tém interesse pela matemadtica no estado de
Alagoas.
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2 AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA NO BRASIL

2.1 O Surgimento das Olimpiadas de Matematica

As olimpiadas do conhecimento s@o uma ferramenta pedagdgica que vem crescendo
bastante nos ultimos anos. Com problemas contextualizados e elaborados de maneira criativa
e desafiadora, as olimpiadas despertam o interesse e estimulam estudantes a se aprofundarem
nos conhecimentos adquiridos em sala de aula. As olimpiadas de matemdtica certamente sdo os
maiores expoentes difusores desta metodologia.

Segundo Rodrigues (2023), ha registros datados de 1894 de competi¢des matematicas
ocorridas na Hungria, mas o primeiro registro de olimpiada de matemaética formatada nos mol-
des atuais datam de 1959, com a I Olimpiada Internacional de Matematica (IMO), sediada na
Roménia. Desde entdo elas vém promovendo debates engajados na comunidade de estudantes
da rede bdsica, professores de matematica e na drea académica em geral.

No Brasil, a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) surgiu em 1979, idealizada
pela Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) e de acordo com o site da competicio OBM
(2024), com os objetivos de estimular o estudo de matematica dos alunos, desenvolver e aperfei-
coar a capacitacao de professores, influenciar na melhoria do ensino e descobrir novos talentos.
As provas s@o destinadas a alunos da educagdo bésica dos niveis fundamental e médio como
também de alunos da graduacao.

Neste milénio, houve uma profusiao de olimpiadas de matemadtica do Brasil com a cria-
cdo da Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Publicas e Privadas (OBMEP), uma das
mais conceituadas na América Latina, como também outras competi¢des internacionais como
o Concurso Canguru de Matematica, a Olimpiadas Mandacaru de Matematica, a Olimpiada de
Matemadtica da Unicamp (OMU), esta ultima com o diferencial de ser realizada em equipes, e

as diversas olimpiadas regionais que sdo diretamente apoiadas pela OBM.

2.2 Olimpiada Alagoana de Matematica - OAM

Em Alagoas, a Olimpiada Alagoana de Matematica (OAM) surgiu em 2003, idealizada
pelo professor Krerley Oliveira, professor titular do Instituto de Matemaética da UFAL - Campus
A. C. Simdes. Segundo o site oficial da OAM (2022), a competicao vem estimulando estudantes
de todo o estado que seguiram por diversos ramos do conhecimento, do Direito a Matematica,
passando pelas diversas engenharias, além de diversos empreendedores.

A motivagdo para sua criacdo se deu pela inexisténcia de uma competi¢do de matemética
regional na educagio bdsica do estado. A inspiracdo veio do professor Edmilson Pontes, que
desenvolvia com seus alunos trabalhos voltados para a OBM na década de 90. Com o intuito
de promover a aderéncia das escolas a participacdo nas olimpiadas de matematica e também
de evidenciar uma forma diferente e até mesma divertida de se estudar matematica, o professor

Krerley, juntamente a outros professores do Instituto de Matematica da UFAL, fundou e coor-
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denou as primeiras edi¢cdes da OAM, voltada para estudantes do Ensino Fundamental e Médio
das escolas de Alagoas.

Segundo o site do Instituto de Matematica da UFAL, IM (2005), o principal objetivo da
realizacdo de olimpiadas de matemdtica em Alagoas € servir como instrumento de estimulo ao
estudo da matematica aos alunos do nivel médio e fundamental, bem como descobrir talentos
latentes nesta drea do conhecimento em ambito estadual. Além disso, trabalhar com olimpiadas
em sala de aula é um instrumento de aperfeicoamento de professores através da participacdo
direta deles no processo de preparagdo de seus alunos.

Desde entdo, foram vinte e uma edi¢des realizadas em todos os anos (exceto 2020,
por conta da pandemia) com participacdo de instituicdes da rede publica e privada de ensino de
mais da metade dos municipios do estado e com impactos bastante positivos na educagdo bésica

alagoana. A prova é dividida em quatro niveis:
 Nivel 1: Para alunos matriculados no 6° e 7° ano do Ensino Fundamental
* Nivel 2: Para alunos matriculados no 8° ¢ 9° ano do Ensino Fundamental
* Nivel 3: Para alunos matriculados no Ensino Médio
* Nivel U: Para alunos de cursos de graduacdo em Matemadtica.

A configuragdo da prova variou ao longo dos anos de aplicacdo. Durante muitos anos, a fase
classificatdria para a prova dissertativa era o desempenho dos alunos na primeira fase da OBM,
que era composta de questdes objetivas. Em outros anos, a olimpiada tinha uma fase tnica
dissertativa.

Segundo o atual coordenador da OAM, Davi Lima, entre 2015 e 2019, haviam poucas
pessoas para ajudar na logistica de elaboragdo, aplicac@o e correcao de provas e como solugao
para isso, a OAM premiou os alunos alagoanos que se destacaram na segunda fase da OBMEP
do ano corrente. Mas a partir de 2021, a coordenacdo da OAM criou comissdes que elaboram
questdes e as reinem em um banco de questdes. Perto da data de aplicacdo das provas, os
coordenadores se dividem e selecionam as questdes que estardo presentes na prova.

No ano de 2023, a prova foi aplicada pela primeira vez em duas fases com provas total-
mente elaboradas pela comissao da OAM: a primeira fase foi aplicada de forma online, com-
posta de 20 questdes objetivas com cinco alternativas cada; a segunda fase € composta por uma
prova com seis questdes onde as quatro delas os alunos devem fornecer uma resposta numérica
inteira entre 1 e 9999, e outras duas questdes discursivas.

Somente em 2023, mais de 9000 alunos da rede de ensino bésica de Alagoas foram
inscritos e fizeram as provas de primeira e segunda fase que renderam uma distribui¢ao de 15
medalhas de ouro, 40 medalhas de prata, 45 medalhas de bronze e 170 meng¢des honrosas. A
cerimOnia de premiacdo para entrega de medalhas foi realizada durante o MatFest 2023, em
Macei6.

Além do reconhecimento a nivel regional, a OAM é uma das poucas portas de acessos

atual para que estudantes alagoanos participem da OBM.
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3 AS OLIMPIADAS COMO PLATAFORMA PARA A METODOLOGIA
DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS

3.1 A Resoluc¢ao de Problemas

As olimpiadas de matemadtica estdo formatadas em uma série de problemas propostos
para os estudantes resolverem. Portanto, como afirmam Oliveira Junior, Pinheiro e Barreto
(2022), a metodologia por trds das questdes de olimpiadas de matemadtica é a Resolucdo de
Problemas, que estimula os alunos a pensarem de forma organizada para tentar encontrar uma
resposta para os problemas.

De forma geral, Lima (2021) define que um problema é tudo aquilo que se configura
como uma situacdo que apresenta dificuldade para as quais ndo hé solu¢do imediata. Na drea
da matematica, podemos definir que a resolucdo de um problema consiste num sequenciamento
de raciocinios 16gicos que levam a uma solucao.

Lima (2021) aponta que o principal autor precursor do uso da resolucao de problemas foi
George Polya, que em sua obra “How to Solve it: A new aspect of a mathematical method” (no
Brasil, traduzido como “A Arte de Resolver Problemas”) apresenta quatro etapas essenciais no
processo de solucionar um problema: compreender o problema, elaborar um plano de resolugdo,
executar o plano e examinar e validar a solucdo.

Para Landgraf e Justulin (2023) essas quatro etapas consistem em: ler e compreender
bem o problema, com bastante aten¢do a todas as informac¢des do enunciado; estabelecer um
plano a partir do que o resolvedor conhece (problemas correlatos, problemas auxiliares, refor-
mulacio do problema); executar o plano estabelecido, verificando se ele estd correto; verificar
a solugdo obtida, avaliando o resultado e refletindo se é possivel alcang¢a-lo por um caminho
diferente.

Muitos professores de matematica partem deste conjunto de fases para resoluciao de
problemas estabelecidos por Polya e o aplicam por meio de trés vertentes, segundo Landgraf
e Justulin (2023): (1) ensinar sobre a resolucdo de problemas, teorizando-a; (2) ensinar para
a resolucdo de problemas, onde se foca no uso de conhecimentos ja concebidos anteriormente
para resolver problemas e; (3) ensinar através da resolu¢do de problemas, onde o problema é o
ponto de partida gerador da aprendizagem de objetos matematicos.

Lima (2021) distingue ensinar sobre resolu¢do de problemas e ensinar para resolucao
de problemas. Segundo o autor, ensinar sobre resolucio de problemas significa trabalhar esse
assunto como um novo conteido matemaético, ou seja, como uma teoria. Por outro lado, ensinar
para a resolucdo de problemas, se utilizam os problemas para apresentar aplicacdes dos conteu-
dos matematicos, isto €, se apresenta a teoria e depois se propdem problemas com uma certa
contextualizacdo e, em seguida, uma lista de problemas semelhantes.

Para Lima (2021) tais usos da resolu¢cdo de problemas evidenciam e perpetuam o tra-
dicional ato de ensino da matemdtica onde o ciclo que o professor inicia o conteiido, expde

alguns exercicios, em seguida propde que os alunos pratiquem exercicios semelhantes por um
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tempo. Deste modo, € mais provadvel que a maioria dos estudantes sejam meros reprodutores de
técnicas sem concluir de fato a aprendizagem matematica.

Entretanto, Landgraf e Justulin (2023) enfatizam que ensinar através da resolugdo de
problemas pode ser estendida como uma metodologia de ensino de matemadtica pois nesta pers-
pectiva, os problemas sdo pontos de partidas onde o aluno gera sua prépria aprendizagem ma-
temadtica a partir de elaboragdes e execugdes de planos e verificacdes de seus resultados. Deste
modo, o aluno € protagonista do processo de aprendizagem e o professor atua como mediador.

Lima (2021) afirma que o ensino da matemadtica através da resolucao de problemas € um
caminho adequado, pois tragca-se um roteiro que permite ao aluno pensar ndo s6 em encontrar
uma resposta, mas sim, em construir, significativamente, conceitos e processos de resolugao.

Desta forma, Oliveira Junior, Pinheiro e Barreto (2022) afirmam que as questdes de
olimpiadas, em grande parte dos casos, necessitam de uma sequéncia logica para serem resolvi-
das e desta forma, trazer questdes provindas de olimpiadas dentro de um plano de aula calcado
na resolucdo de problemas certamente possibilitard que os alunos aprendam de forma mais sig-
nificativa, ndo somente decorando e replicando férmulas e conceitos.

Rodrigues (2023) afirma que uma aula especifica para olimpiadas apresenta diversas
vantagens em relacdo a uma aula usual: para o professor, proporciona mais liberdade pois ndo
€ necessdrio seguir um programa predefinido e para o aluno, permite que desenvolva autonomia
no processo de fazer matematica, levando-o a descobrir resultados por si préprio e a enxergar o

fascinio da matematica.

3.2 Fatores Impeditivos do Uso de Problemas Olimpicos em Sala de Aula

Em muitas realidades de sala de aula do nosso pais, encontram-se diversos fatos que
brecam o uso de problemas olimpicos nas aulas de matemética. De acordo com Viana e Caldas
(2013), a falta de tempo que muitos educadores alegam, os levam a certos impedimentos, 0s
quais ndo permitem que modifiquem sua pratica pedagdgica, tendo como referencial um plano
que sane as dificuldades didrias. Essas dificuldades geralmente sdo vinculadas a defasagem
conteudista relacionada a anos anteriores fazendo assim que os professores foquem na recom-
posicdo de aprendizagem se utilizando de aulas de revisdo e exercicios de fixacdo de ordem
repetitiva.

Souza (2018) diz que no geral que o planejamento de aulas focados em resolugdo de
problemas de olimpiadas ainda é realizado de forma reduzida visto que esses professores nao
encontram maior disponibilidade para se aprofundar nesse processo de preparacao de seus alu-
nos.

Por outro lado, muitos alunos ndo veem importancia em participar de olimpiadas do co-
nhecimento, o que evidencia a falta de interesse e ci€ncia por parte dos alunos nos beneficios de
aprendizagem e possibilidades académicas proporcionadas por bons resultados em olimpiadas
do conhecimento, como vagas em grupos de estudo avancados e bolsas de iniciacdo cientifica,
por exemplo. Uma das principais razdes para tal comportamento por parte do aluno € a falta de

incentivo e instrucdo por parte dos professores.
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Apesar da abrangéncia da OBMEP, que vem conseguindo ser aplicada em mais de 99%
dos municipios brasileiros em suas dltimas edi¢cdes, muitos alunos fazem a prova por mera
formalidade, sem ter uma preparacdo adequada para a participagdo na prova. Souza (2018)
relata que a grande parte dos professores de matematica da educacdo bésica veem pouca ou
nenhuma contribuicio da OBMEP na aprendizagem efetiva de seus alunos, deixando assim de
incluir a olimpiada dentro de seu planejamento de aula corrente.

Ribeiro (2023) coloca que muitas gestdes escolares propde que os professores incorpo-
rem as olimpiadas do conhecimento em todas as dreas no calenddrio escolar estimuladas pela
perspectiva de reconhecimento e elogios provindos de vindouras premiagdes. Desta forma, é
visivel que a iniciativa pela participacdo dos estudantes nas olimpiadas € mais uma questao de
obedecer a uma hierarquia escolar do que por iniciativa propria. Contudo, em contextos esco-
lares que as olimpiadas sdo realizadas por motivos similares a este, geralmente sem preparagao
alguma proporcionada aos estudantes, as provas ndo tem poder de aprendizagem algum.

Infelizmente, a grande parte dos professores de matematica nem mesmo conhecem o0s
programas de formacao continuada que a propria OBMEP proporciona como o projeto OBMEP
na Escola e materiais mais aprofundados voltados para estudos olimpicos como as apostilas do
PIC e POTI que estdo disponibilizados gratuitamente no site da OBMEP. Souza (2018) relata
que € inquietante que ainda hé professores que ndo conhecam ou reconhe¢cam a importancia
que programas como este tém para a sua preparacdo e formagdo. Programas como este, com-
plementa o autor, sdo ferramentas de incentivo a qualificacdo, devendo ser bem aproveitado
pelos que buscam ampliar seu nivel de conhecimento na érea.

Competicdoes como a OBMEP, segundoViana e Caldas (2013), vai de encontro com as
velhas técnicas tradicionais, onde o professor deixa de ser o detentor do saber e passa a ser o
coordenador deste conhecimento, adaptando sua prética pedagdgica aos novos tempos.

Souza (2018) coloca que a dedicacdo e responsabilidade do professor de matematica
precisam contribuir para uma aprendizagem melhor e mais significativa dos alunos enquanto
agentes do saber e da transformacao social, e ter essa funcdo como tarefa na pratica em sala de

aula é de suma importancia.

3.3 Um Caso de Sucesso: Olimpiadas Cearenses de Matematica - OCM

Na apresentacdo do livro Olimpiadas Cearenses de Matematica, o professor Jodao Lucas
Marques Barbosa relata que um grupo de professores em 1980 transformaram entusiasmo com
a aplicacdo da OBM em grande frustragdo com o desempenho dos alunos, muito abaixo do
esperado gerando desmotivacdo por parte dos gestores escolares em continuar participando da
OBM em anos posteriores.

Com tal resultado, um grupo de professores se reuniu € se propuseram em criar uma
Olimpiada de Matematica local com o objetivo de que os alunos tivessem maior contato com
problemas olimpicos. Foi criada entdo em 1981 a Olimpiada Cearense de Matemédtica (OCM)
com edi¢des anuais ininterruptas e desde entao, de acordo com Gomes (2019), revelando alunos,

professores e escolas que t€ém bom desempenho na absor¢do e transmissdao do conhecimento
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matematico.

Entretanto, como relata Gomes (2019), o inicio da elaboragao e da aplicacao das provas
era dificil pois o grande problema das olimpiadas em geral era que o que € cobrado nas provas
ndo era o assunto comum visto pelos estudantes na escola. Pelo mesmo motivo, os professores
ndo tinham formacao adequada para preparar os estudantes para as realizacdes das olimpiadas
de matematica.

Contudo, a partir deste ponto, ex-alunos olimpicos se interessaram em treinar os alunos
com bom nivel de conhecimento. Por sua vez, as escolas comecaram a colocar aulas diferencia-
das com um curso preparatdrio no contra turno pagando o professor com uma aula diferenciada,
e com isso o professor comecou ir em busca de material diferenciado. Comeca, entdo, uma re-
acdo em cadeia benéfica para todo o processo de ensino-aprendizagem matemdtica no Ceara.

Uma das possibilidades de formacdo continuada fomentada no Ceard a partir da imple-
mentacao da OCM, segundo Viana e Caldas (2013) sdo os projetos de cursos ofertados pelo
Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica do Ceard (CEFET/CE) aos educadores para aperfei-
coar a capacitacdo dos mesmos e melhorar a qualidade do ensino.

Outro movimento curioso desencadeado pela OCM foi A Coluna Olimpica de Mate-
madtica publicada semanalmente a partir de 1987 até 1996 no Jornal O Povo. De acordo com
Nogueira Filho (2016), a coluna que inicialmente apenas vincularia noticias sobre as diversas
Olimpiadas de Matematica passou a ser um grande divulgador da matematica passando a fa-
zer parte de sua composicdo semanal recreacoes matemdticas, matérias pedagogicas dirigidas
a leitores alunos e professores, notas historicas sobre o surgimento de conceitos, teoremas e
conjecturas relevantes, noticias sobre avangos cientificos recentes, em Matemdtica e em outros
campos do saber humano que teriam se utilizado de conhecimentos matematicos para tal fim,
e uma secdo interativa de problemas propostos desde os mais simples, intitulados "problemi-
nhas", até problemas de olimpiadas de matematica.

Nogueira Filho (2016) coloca que apresentar, discutir e resolver questdes de olimpiadas
através da coluna era uma forma de garimpar talentos, de realizar salvamentos de dons, de
contribuir para a formacao de uma geracdo futura de matemadticos brilhantes que propiciassem
a inclusdo do Brasil no clube de paises com tradi¢cdo em matematica.

E notério, entdo, como esse conjunto de iniciativas que floresceram a partir da criagio
da OCM contribuiu com o bom desempenho do Ceard nas olimpiadas de matemdtica e em
outras avaliagdes em geral. Como exemplificacdo, podemos observar o aumento significativo
de medalhas do estado do Cearda na OBMEP, de acordo com o IMPA (2023): Na primeira
edicao, em 2005, o estado obteve 44 medalhas ao total e na edi¢do mais recente, em 2023,
obteve 579 medalhas. De acordo com Macédo e Cardoso (2024), o estado do Ceara possui um
crescente destaque em ambito nacional na OBMEP, ao alcancar cerca de 6,5% das medalhas, 4°
em posicao geral e 1° lugar na regido Nordeste.

Gomes (2019) pontua que a iniciativa desses professores pioneiros que criaram a OCM
e a manuten¢do deste trabalho pelas geracdes seguintes fez com que o Estado do Ceard seja

tradicionalmente conhecido pelos excelentes resultados nas olimpiadas de matemaética nacionais
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e em diversas olimpiadas internacionais.

3.4 Os Desafios da Olimpiada Alagoana de Matematica (OAM)

Apesar da longa trajetéria de vinte e uma edi¢des, a OAM ainda ndo atinge todas as
cidades do estado de Alagoas. De acordo com o site da competicdo OAM (2023), na edi¢cao
de 2023, de um universo de 102 municipios alagoanos, houveram alunos inscritos de 42 mu-
nicipios para o Nivel 1, 34 municipios para o Nivel 2 e 64 municipios para o Nivel 3. O nivel
de participacdo, portanto, € de cerca de 60% dos municipios alagoanos, que € bem razodvel,
levando em conta as mais de duas décadas de existéncia do projeto.

O professor Davi Lima, atual coordenador da OAM, pontua que diferente da OBMEP -
que conta com recursos do Estado para financiar a elaboragdo, divulgacao e aplicagcao da prova e
assim essencialmente intima as escolas a participarem da primeira fase - a OAM tem um perfil
de colaboradores e participantes voluntdrios. A OBMEP tem grande difusdo pelos canais de
comunicacao internos de gestores escolares e diversas propagandas veiculadas nas redes sociais
e até mesmo na televisdo, o que certamente mobiliza mais as escolas e os pais dos alunos a
colaborarem nesse processo e incentivarem seus filhos a participarem dessas competi¢coes.

Por outro lado, em uma competicao regional como a OAM os recursos financeiros sao
limitados e assim o alcance da divulgacdo € naturalmente menor. Mesmo assim, os coordena-
dores notificam por e-mail todas as escolas do estado, por meio da Secretaria de Educagdo do
Estado de Alagoas (SEDUC-AL) e fazem divulgacdo na programacao televisiva local.

Ainda assim, o esfor¢o dos ultimos anos resultou em 9 mil alunos inscritos na edi¢do
de 2023, um numero quatro vezes maior que na edi¢do de 2022, segundo o coordenador da
Olimpiada, Davi Lima.

Como afirmam Bezerra, Sousa e Medeiros (2020) é necessdrio ver as olimpiadas de
conhecimento ndo como meras provas externas, mas como parte de uma politica piblica educa-
cional que contribui para mudancas nas estratégias de ensino de matematica nas escolas brasi-
leiras. Dessa forma, € importante oportunizar a realizacao das olimpiadas de forma igualitdria
para todo o alunado.

Outro fato que chama atencao ao analisar a lista de inscritos da edi¢do de 2023 da OAM
€ ver que alguns municipios possuem apenas um ou dois alunos inscritos. Isso mostra que
os gestores escolares e os professores de matemdtica ndo fazem um trabalho de motivacdo
uniforme de forma que todos os alunos da escola tenham a oportunidade de participar de uma
prova tdo importante. Dessa forma, alunos de escolas onde isso ocorre que se interessem em
participar precisam se inscrever e participar por conta propria sem contar com nenhum apoio de
seu professor ou da escola onde estuda.

Infelizmente, observa-se que a maior parte dos inscritos sao oriundos da rede privada ou
quando sdo da rede publica de ensino, a maior parte dos alunos sdo do Colégio Militar Estadual
ou dos Institutos Federais, ou seja, escolas publicas seletivas, o que demonstra a pouca adesdo
da maioria das escolas publicas estaduais e municipais. Além disso, as premiacdes somente sao

realizadas em Maceid. Tais caracteristicas sdo fatores impeditivos de estreitamento de relacdes
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de professores e escolas de cidades mais periféricas em relacdo ao ber¢co da OAM, em Maceio.

Em 2021, a organizacao da OAM publicou a Revista da Olimpiada Alagoana de Mate-
matica (ROAM) que surgiu como uma forma de ajudar os estudantes interessados em participar
de olimpiadas de matemadtica a se prepararem para estas competicoes. Nela, a proposta era de
publica¢des de problemas e solucdes de OAM de anos anteriores, visto que os gabaritos das
provas ndo sdo disponibilizados, e artigos direcionados para treinamento olimpico em geral.
Infelizmente, a ROAM teve apenas a edi¢ao inaugural.

A falta de continuidade de projetos como este em conjunto como a inexisténcia de estu-
dos académicos sobre a OAM até o presente momento evidenciam a falta de empenho entre os
professores e institui¢des de ensino em contribuir com uma cultura benéfica que eleve a mate-
madtica alagoana a melhores niveis.

Um dos objetivos desta monografia € disponibilizar as solu¢des de alguns problemas de
algebra e aritmética da prova de nivel 3 na esperanca de que o proprio trabalho se torne uma
fonte de estudos e treinamentos para as vindouras edigdes da OAM.
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4 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo apresentaremos os fatos matemaéticos que serdo utilizados para a resolu-
¢do dos problemas dos proximos capitulos. Quando um resultado enunciado ndo for demons-

trado, a verificacdo de sua demonstragao podera ser encontrada na referéncia indicada.

4.1 Principio da Inducio Finita

A formulagao do axioma da indugao abaixo foi retirada de Lima (2023).

Proposicao 4.1. Principio da Inducdo Finita

Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero natural n. Suponhamos que
i) P(1) é vdlida;

ii) Para todon € N, P(n) = P(n+1).

Entdo P(n) é vdlida qualquer que seja o niimero natural n.

Uma aplica¢do do principio da inducio finita € para estabelecer o termo geral de uma
sequéncia numérica, como no exemplo abaixo.
n(n—1)
2

Demonstraciao: Usaremos o principio da indugao finita, verifique que para n = 1 temos que

Exemplo 4.1. A sequéncia (0,1,3,6,10,...) tem termo geral a, =

1(1—1)_1-0_0_0
2 2 2

a) =

e assim o passo (i) estd provado.

Agora, suponha que para n € N é vélido que a, = . Definindo a sequéncia por

nn—1)
2

recorréncia vemos que ay = a;_1+ (k—1). Parak=n+1:

ani1 =api1-1+(n+1—-1)=a,1 =a,+n

Utilizando a hipétese de indugdo a, = n(nT—l) temos:
nn—1) nn—1)+2n n>—n+2n
Il =~ *n= 2 -T2
_n2+n
2
_ (n+1D)n
2
(n+1)((n+1)—1)

2

Assim, a,1 € vélida e portanto o passo (i) estd provado. Logo, pelo principio da indugéo
nn—1)

finita, a, = ¢ vélida para todo n € N.
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4.2 Critérios de Divisibilidade

As ideias para as demonstracdes desta se¢cao foram retiradas de Steffenon e Guarniere
(2024). Nas proposicdes a seguir a = ana,_1 ---azajag € a representacdo decimal do ndmero

natural a, ou seja,
a=ay10"+a,_110" "+ + 410> + a; 10+ ag

Proposicao 4.2. Para o niimero a ser divisivel por 2, é necessdrio e suficiente que a seja par,

ou seja, que o seu tltimo digito seja 0,2,4,6 ou 8.

Demonstracao: Note que a pode ser reescrito como:
a=10-(a,10" ' +a, 110" 2 +... +a10" +a;) +ag
Como 10 € divisivel por 2, basta que ag seja par.

Proposicao 4.3. Para o niimero a ser divisivel por 4, é necessdrio e suficiente que os dois

ultimos digitos de a formem um niimero divisivel por 4.

Demonstraciao: Note que a pode ser reescrito como:
a=10%(a,10" 2 +a,_110" 3+ +a5) + 10a; + ag

Como 10% = 100 é divisivel por 4, basta que 10a; + ag seja divisivel por 4, ou seja, o nimero

aaop seja divisivel por 4.

Proposicao 4.4. Para o niimero a ser divisivel por 5, é necessdrio e suficiente que o iiltimo

algarismo do niimero a seja 0 ou 5.
Demonstracao: Podemos reescrever a como:
a=10-(a,10" ' +a, 110" 2+ +a10" +a;) +ag

Como 10 € divisivel por 5, basta que ag seja divisivel por 5. Como ay € digito, basta que ag seja
Oous.

Proposicao 4.5. Para o niimero a ser divisivel por 8, é necessdrio e suficiente que os trés

ultimos digitos de a formem um niimero divisivel por 8.

Demonstracao: Note que a pode ser reescrito como:
a=10%(a,10" > +a, 110" * + ...+ a4104a3) +a210* + a; 10+ ag

Agora, como 10° = 1000 ¢é divisivel por 8, basta que 100a, + 10a; + ag seja divisivel por 8, ou

seja, o nimero azaag seja divisivel por 8.

O resultado a seguir serd utilizado para formalizar o critério de divisibilidade por 9 e

consequentemente, por 3.
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Lema 4.1. 10" — 1 ¢ divisivel por 9, para todo n > 1.

Demonstracao: Usando o principio da indugdo finita, tem-se que para n = 1 temos 100 -1=9
que é divisivel por 9. Entdo o passo (i) é verdadeiro. Suponha que 10" — 1 = 9%, com k € N.
Multiplicando esta expressao por 10:

10(10"—1) = 10-9%k = 10" —10=10- 9%
— 10" =10-9k+ 10
— 10" =10-9k+9+1
— 10" — 1 =9(10k+1)

Como k € N, entdo (10k+ 1) € N e assim o resultado estd provado pelo principio da indugio

finita.

Proposicao 4.6. Uma condigdo necessdria e suficiente para que a seja divisivel por 3 (resp. 9)

é que a,+a,_1+---+ay +ag seja divisivel por 3 (resp. 9)
Demonstracdo: Podemos reescrever a — (a, + a,—1 + -+ -+ a; +ap) como:
- 10"+ a,_1 - 10"+ 4ay - 10 +ag— (an+an_ 1 +--+a; +ag) =
an- (10" =D 4ay_1- (10" = 1)+ +a; - (10 = 1).
Usando o fato que 10k—1¢ multiplo de 9, para todo k € N, temos que
a=(ap+ay—1+---+ai+ag)+9gq.

Dessa igualdade, seguem os critérios de divisibilidade por 3 e por 9.

Os resultados a seguir serdo usados para formalizar um critério de divisibilidade por 11.
Lema 4.2. 10°" — 1 ¢ divisivel por 11, para todon > 1

Demonstracao: Usando o principio da inducdo finita, note que para n = 1 temos que
1021 =1 =99 = 11-9. Supondo que 10** — 1 = 11k,k € Z, e multiplicando ambos os la-
dos por 10%:
10%- (10" — 1) = 10%- 11k = 10*"*2 — 10 = 10% - 1 1k

— 102+ = 102 11k + 10

— 102D = 102 11k + 100 — 1 + 1

— 107D 1 =102 11k+99

— 10D — 1 =11-(10%-k49)

Como k € Z, seque que (102 -k+9) € Z e assim o resultado estd provado.
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Lema4.3. 107" ' +1¢ divisivel por 11, para todo n > 1

Demonstracao: Usando o principio da inducdo finita, note que para n = 1 temos que
101"+ 1 =10+1 = 11. Supondo que 10*"~! +1 = 11k,k € Z, e multiplicando ambos
os lados por 10%:
102- (10" 1 +1) = 10? - 11k = 10> "2 £ 10> = 10? - 1 1k
— 102D = 102 11k — 107
— 102D = 107 11k~ 100+ 11
— 102D 1 =107 11k - 99
— 102D ) = 11 (10% -k —9)
Como k € Z, seque que (102 -k—9) € Z e assim o resultado estd provado.
Os dois dltimos resultados nos mostram que dado C € Z, o nimero 10F por ser reescrito

como:
11C+1, seképar
10¢ P

11C—1, sekéimpar

Proposicao 4.7. O resto da divisdo de um niimero natural por 11 é o mesmo resto da divisdo,
por 11, da diferenca entre as somas dos algarismos das ordens impares e das ordens pares desse
niimero. Em particular, um niimero natural é divisivel por 11 se, e somente se, a diferenga entre

as somas dos algarismos das ordens impares e das ordens pares desse niimero for divisivel por

11.
Demonstracao: Podemos escrever a como
ap+ay-10+az-10*+a3-10° +a4-10*...a, - 10",
Assim, temos que analisar dois casos: n par ou n impar. Assuma que n = 2m par, m € N. Entdo,

a = ap+a;-10+ar-10>+az-10° +as-10*. ..+ ayy, - 102"
= ao+a1-(11k1—1)+a2-(11k2—|—1)—|—a3-(11k3—1)+...+a2m-(11k2m—1—1)
= (aota+as+...+ay,) — (a1 +az+as...+ayy—1)+11(ki +ka+ks+ ...+ ko)

Desta forma, para a ser divisivel por 11, basta que
(a0+a2 +aq+... +a2m) — (a1 +az+as... +a2m_1)

seja divisivel por 11, o que demonstra a proposi¢do no caso n = 2m par. De modo andlogo,
prova-se no caso n impar. Deixamos este caso a cargo do leitor.

Os resultados a seguir serdo utilizados para formalizar critérios de divisibilidade por 7,
11e13.
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Lema 4.4. 1000%" — 1 ¢ divisivel por 1001, para todo n > 1.

Demonstracao: Usando o principio da inducdo finita, para n = 1 temos
1000*! — 1 = 999999 = 1001 -999. Logo, o passo (i) é vilido. Supondo que 1000*" — 1 =
1001k, k € Z. Multiplicando esta equagdo por 1000
(1000?" — 1) - 1000? = 1001k - 10007
1000%"+2 — 1000 = 1001k - 1000?
1000+ = 1001k - 1000% + 10007
1000°"+Y) = 1001k - 1000% +1000° — 1 + 1
100021 — 1 = 1001k - 1000% + 1001 - 999
100021 — 1 = 1001(1000%k + 999)

el il

Como k € Z, segue que ( 10002k + 999) € Z e assim o resultado esta provado pelo principio da
indugao finita.

Lema 4.5. 1000*"~! + 1 ¢ divisivel por 1001, para todo n > 1.

Demonstracao: Usando o principio da indug¢do finita, para n = 1 tem-se
1000*'~1 41 = 1001, que é divisivel por 1001. Assim, o passo (i) é valido. Suponha que
1000*"~! +1 = 1001k, k € Z. Multiplicando a equagdo por 1000°:
1000%(1000*"~! 1) = 10007 - 1001k
1000***! 4+ 1000? = 1000% - 1001k
10002111 = 10002 - 1001k — 10002
10002 +1)=1 = 10007 - 1001k — 1000% + 1 — 1
10002**D=1 4 1 = 10002 - 1001k — (1000> — 1)
100020~ 4 1 = 10002 - 1001k — 1001 - 999
10002 D=1 4 1 = 1001(1000% — 999)

Frieid

Como k € Z, segue que (10002k —999) € Z e assim o resultado esta provado pelo principio da
inducio finita.

Proposicao 4.8. Uma condicdo necessdria e suficiente para que um niimero a seja divisivel por
7 (resp. 11, 13) é que

axajap — asasaz +agajdae — a1apdag + - -
seja divisivel por 7 (resp. 11, 13).

Demonstracao: Pelas proposi¢des anteriores, temos que se k € impar, entao 10% + 1 ¢ divisivel
por 1001 =7-11-13; por outro lado, se k € par, entdo 10 — 1 é divisivel por 1001 =7-11-13.
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Assim, segue que

a—laxaiap — asasaz + agarag — ayajpag + -+ |

= (ap+a;-10"+ay-10° +a3- 10> +--.)

— l@ayag — asasas + asazag — anjaipag + - -+

= (a2 10° 4+ a1 - 10+ ag — arayag)+

+ (as-10° +a4 - 10* + a3 - 10° + asagaz)+

+ (ag- 108 +a7- 10" +ag - 10° — agazag)+

+ (a1 - 10" +ajo- 10"+ a9 - 10° +ayjajoas) + - -

= 0+asazaz (10> + 1)+ agazas(10° — 1) +ay1a10ag(10° +1) + - --
— 1001¢

Portanto, podemos escrever a como
a = laxaiag — asasaz + agazag — ajjajpag + - - - | +1001q,q € Z,

0 que demonstra a proposicao.

4.3 Progressoes Aritméticas

Os fatos matematicos enunciados a seguir foram retirados de Morgado e Carvalho (2023).

Definicao 4.1. Uma progressdo aritmética (PA) é uma sequéncia na qual a diferenca entre
cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada de razdo da

progressdo e ¢é representada pela letra r.

Proposicao 4.9. Termo geral de uma Progressdo Aritmética
Em uma progressdo aritmética (ay,az,a3...) de razdo r, podemos calcular o n-ésimo termo

desta sequéncia por a, =a;+(n—1)-r.
Demonstracao: Usando o principio da inducgdo finita, veja que para n = 2 temos que a; =

ai+(2—1)-r=aj +r, portanto o passo (i) é verdadeiro. Agora, suponha que n = k, a; =
a;+ (k—1)-ré vilido para k € N. Entdo paran = k+ 1:

arr1=ar+r=a1+k—1)-r+r=ay+kr—r+r=a+kr=a1+((k+1)—1)-r

Assim, o passo (ii) estd provado e, portanto, a, = a; + (n — 1) - r pelo principio da indugdo

finita.

Teorema 4.1. Soma dos termos de uma progressao aritmética

A soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética (ay,az,as,...,a,) é

(a1 +ay)-n
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Demonstracao: Temos S, =a; +ay+a3+---+a,—1 +ay €, escrevendo a soma de trds para
frente, S, = a, +a,—1+---+as+ap+ap. Dai,

28, = (a1 +an) + (a2 +an—1) + (a3 +ap—2)+ -+ (ap—1 + a2) + (an +ay).

Observe que cada paréntese da expressdo acima ¢ da forma a; +a,_(;_). Utilizando a férmula

j—1
do termo geral nesta forma, temos
ar+(j=1)r+a+n—(j=1)=1)r = ay+jr—r+a+nr—jr
= ay+a+@n—-1)-r

= aj+ay,

Portanto, todos os parénteses sdo iguais a aj + a,. Como s@o n parénteses, temos

(a1 +ay)-n

28, = (a1 +an) -n=S, = 5

4.4 Propriedades dos Logaritmos

As defini¢des e propriedades aqui enunciadas foram retiradas de Silva (2013). Neste
trabalho, os logaritmos foram usados apenas para a demonstracao de um resultado e por este
motivo ndo terd as demonstracdes das proposi¢des desenvolvidas mas elas podem ser verificadas

na referéncia citada.

Definicao 4.2. Para a >0, a# 1 e b > 0, o logaritmo de b na base a é o expoente y que
devemos colocar na poténcia de base a para que o resultado seja b, ou seja, é a solucdo da
equagdo exponencial

@ =b

Usaremos a notagdo y = log, b.

Proposicao 4.10. Propriedades dos Logaritmos

a)log,1=0
b)log,a=1
¢) d°%b —p

d) log,(bc) =log,b+1log,b
b
e) log, (—) = log,b—log,b
C
f)log, b* = k-log, b onde k € R

Observacao 1: Para a funcio exponencial, utilizamos a base e = 2,7182818..., onde e é o
nimero de Euler, do qual muitas vezes € conveniente seu uso para resolver problemas matema-
ticos. Podemos denotar o logaritmo de base e como log.x = Inx, sendo este denominado como
logaritmo natural.

Observacao 2: Verifica-se todas as propriedades dos logaritmos para /nx.

Exemplo: Se [nx =5, qual o valor de x?
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Solucdo: Pela defini¢do
Inx=5<=x=e

4.5 Teoria dos Nameros

As proposi¢des sobre paridade foram extraidas de Parente e Caminha (2022).

Definicao 4.3. A paridade de n € N ¢é par se n deixa resto 0 na divisdo por 2. Se n deixa resto

1 na divisdo por 2, a paridade de n é impar.

Proposicao 4.11. Paridade da Soma e do Produto

(i) A soma de dois niimeros naturais é par se, e somente se, 0s numeros tiverem a mesma
paridade.

(ii) A soma de uma quantidade qualquer de niimeros pares é par.

(iii) A soma de uma certa quantidade de niimeros impares é impar se, e somente se, essa quan-
tidade for impar.

(iv) O produto de uma quantidade qualquer de niimeros naturais é par se, e somente se, um dos
niimeros for par.

(v) O produto de uma quantidade qualquer de niimeros naturais impares é impar.

Demonstracao:
(i) Sejam m,n € N. Se m e n sdo ambos pares, entdo existem p,q € N tais que m =2p e n = 2q.
Dai,

m+n=2p+2q=2(p+q) é par.

Se m e n sdo ambos impares, entdo m =2p+1 e n=2g+ 1. Logo,
m+n=2p+1+4+2qg+1=2p+2q+2=2(p+qg+1) é par.

Reciprocamente, se m e n t€ém paridades distintas, entdiom =2pen=2g+loum=2p+1le

n = 2q. Em qualquer caso, temos que
m+n=2p+2q+1=2(p+q)+1éimpar.

(ii) Sejam ny,ny, . .., n; nimeros pares. Entdo, existem q1,¢>, . ..,qx € N tais que n| = 2q,n; =
26]2, N 2qk. LOgO,

nitnyte e =2q1+ 2+ +2qe =2(q1 + g2+ + q)

0 que mostra que a soma de uma quantidade qualquer de nimeros pares € par.
(iii) J4 sabemos que a soma de dois nimeros impares é par e que a soma de um nimero par
com um numero impar € impar.

Se a quantidade de nimeros impares que desejamos somar for par, podemos agrupar
esses nimeros em pares € somar os nimeros de cada par. Fazendo isso, obteremos uma soma

de nimeros pares, cujo resultado serd par.
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Se a quantidade de niimeros impares que desejamos somar for impar, retiramos um des-
ses nimeros e somamos os demais. Como estamos somando uma quantidade par de nimeros
impares, o argumento do pardgrafo anterior garante que a soma serd par. Adicionando nova-
mente o ndmero (impar) retirado, obtemos uma soma fmpar.

(iv) e (v) De fato, se m =2p+1en=2q+1, entdo

m-n=2p+1)2q+1)=2pg+2p+2q+1=2(pg+p+q)+1éimpar.
Se um dos numeros € par, digamos m = 2p e n = 2q + 1, entdo
m-n=2p(2q+1)=2[p(2g+1)] é par.

Desse modo, concluimos que o produto de uma quantidade qualquer de nimeros impares €
impar e o produto de uma quantidade qualquer de nimeros naturais € par se um desses nimeros
for par.

Exemplo: Prove que a equacao

1 1
I
a+b

nao admite solucdes se a e b sdo nimeros impares.

Solucdo: Note que

1+1_1:a+b
a b ab

Como visto em (iv) e (v) da proposi¢do 3.16, a soma de dois nimeros impares € par enquanto o

=1=—=a+b=ab

produto de dois nimeros impares é impar. Logo, a,b ndo podem ser ambos impares.

A definic¢do abaixo foi retirada de Oliveira e Fernandez (2012).

Definicao 4.4. Niimeros Primos e Compostos
Um inteiro positivo n > 2 é dito primo se os unicos divisores positivos que ele possui

sdo 1 e ele proprio; caso contrdrio, é dito composto.

O teorema a seguir foi retirado de Hefez (2022). A demonstracdo pode ser encontrada
na referéncia.

Teorema 4.2. Teorema Fundamental da Aritmética
Todo niimero natural maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tinico (a menos

da ordem dos fatores) como um produto de niimeros primos.

O teorema a seguir foi retirado de Moreira, Martinez e Saldanha (2021). Lembremos

que se x € R entdo |x| denota o maior inteiro positivo menor que x.

Teorema 4.3. Teorema de Legendre Seja p um niimero primo. Entdo a maior poténcia de p

Ean = | 2]+ [ 5]+ | & ]+

que divide n! é p"™) onde

BS]
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~ . . . n ~
Observacao: Observe que a soma € finita, pois os termos L—i sdo eventualmente zero quando
p

p' > n a partir de alguma poténcia de p'.
Demonstracao: No produto n! =1-2---n, apenas os multiplos p contribuem com um fator de

n . 1. ~ ,1ys .
p. Ha {— tais multiplos entre 1 e n. Desses, os que sdo multiplos de p? contribuem com um
n . Lo . .
fator p extrae ha {—2J tais fatores. Dentre esses tltimos, os que s@o multiplos de p3 contribuem
p

. .| n . . . .
com mais um fator p e ha | — | destes fatores e assim por diante, resultando na férmula acima.
p
A proposicao a seguir foi retirada de Figueira (2017). A demonstra¢do da proposi¢ao

pode ser encontrada na referéncia.

Proposicao 4.12. Formula de Stirling A aproximagcdo assintotica do fatorial de um niimero n

é dada por

n!'~+\2nn- (E>n
e

Proposicao 4.13. Para n suficientemente grande, o logaritmo natural do fatorial de n é dado
por

Inn!=n-Inn—n.

Demonstracao: Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros da Formula de Stirling,

temos

Inn! = ln\/27tn-<ﬁ>n

e

Il
—_
=}
—~
\°]
a
S
~—
|
+
—
=}
R
IS
N—
3

-(In2x+1Inn)+n-(Inn—Ine)

1
-1n27r+§-lnn+n~lnn—n

N — N =N =

1
-In27mw + (§+n> ‘Inn—n.
De modo que para n suficientemente grande, sem percas significativas, podemos definir que

Inn! =Inn—n.

4.6 Numeros Binomiais

Os fatos a seguir foram inspirados em Morgado, Carvalho, Carvalho e Fernandez (2020).

Definicao 4.5. O niimero de combinacoes simples de classe k de n objetos é representado por

(+)
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Teorema 4.4. Se x e a sdo niimeros reais e n é um inteiro positivo, entao

no_ 0.n n\ 1 n-1 n\ 2 n-2 n\ n0
(x+a)* = <O)ax +(1>ax +(2)ax" —l—...—l—<n)ax
(1 koak
= a*x" k.
()

Demonstracao: Temos que
(x+a)"=(x+a)(x+a) - (x+a).

Cada termo do produto € obtido escolhendo-se em cada paréntese um x ou um a e multiplicando-

se os escolhidos. Para cada valor de k, 0 < k < n, se escolhermos a em k dos parénteses, x serd

: A . - - . n
escolhido em n — k dos parénteses e o produto serd igual a afx" k. TIsso pode ser feito de ( k)

modos. Entdo (x+a)" € uma soma onde hd, para cada k € {0,1,...,n}, (Z) parcelas iguais a

a7k isto &,

(x+a)" i()knk

Lema 4.6. Para n € N, vale que:

Demonstracao: Fazendo x = a = 1 na expressao do teorema 3.4:
i n k k i n
1+1)"= """ =2"= .
1) 5 ()

Lema 4.7. Para n,k € N vale que:

1 n\ 1 n+1
k+1\k) n+1\k+1/)"

1
Demonstracao: Desenvolvendo a partir da defini¢do e multiplicando a expressao por n;l—_ 1 :
n
1 /n\ 1 n! _n+l n! | (n+1)!
k+1\k)  k+1 Kn—k! n+l (k+D)!n—k! n+l Gkt n—Fk!

Fazendo (n—k)! = (n+1—(k+1))!, temos:

1 (n\y 1 (n4+1)! 1 [(n+1
k+1\k)  n+l (k+Dln+1—(k+ D) n+l\k+1)
Assim, o lema estd provado.
4.7 Congruéncias Modulares

As defini¢des de Divisibilidade e Congruéncia Modular juntamente com as suas propri-

edades e demonstracdes foram retiradas de Moreira, Martinez e Saldanha (2021).
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Definicao 4.6. Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a ou que d é um divisor de a ou
ainda que a é miiltiplo de d e escrevemos d | a se existir q € 7 tal que a = qd. Caso contrdrio,

escrevemos d 1 a

Definicao 4.7. Sejam a,b,n € 7. Dizemos que a é congruente a b modulo n, e escrevemos
a=b modn

se n|a—b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n.
Abaixo, enunciaremos algumas propriedades de congruéncias modulares.

Proposicao 4.14. Para quaisquer a,b,c,d,n € Z temos:

a)a=a modn;
b)Sea=b modn, entdo b=a mod n;
c)Sea=b modneb=c modn, entdoa=c mod n;
d) Podemos somar e subtrair "membro a membro": Se a = b modn e
¢ =d mod n, entdo valema+c=b+d modnea—c=b—d modn.

Em particular, se a=b mod n, entdo ka = kb mod n para todo k € Z;
e) Podemos multiplicar "membro a membro": Se a =b modn e c =d modn, entdo vale
ac = bd mod n.
k = bk

Em particular, se a=b mod n, entdo a mod n, para todo k € N;

f) Se mdc(c,n) = 1, entdo ac =bc modn <= a=>b modn.

Demonstracao:

a) Basta observar que n |a—a =0.

b)Sen|a—bention| —(a—D>b). Assim, n|b—a.
c)Sen|a—ben|b—c,entdon|(a—b)+ (b—c). Assim,n|a—-c.
dSen|a—ben|c—d,entdon|(a—b)+ (c—d). Assim, n | (a+c)— (b+d). Da mesma
forma,sen|a—ben|c—d,entdion| (a—b)— (c—d). Logo,n | (a—c)— (b—d).
e)Sen|a—ben|c—d,entdion| (a—b)c+ (c—d)b. Assim, n | ac — bd.

f) Como mdc(c,n) = 1 temos que n | ac —bc <= n | (a—b)c. Logo, n | a—b.

4.8 Produtos Notaveis

As ideias para os resultados dos produtos notdveis a seguir foram inspirados em Parente
e Caminha (2015).

Proposicao 4.15. O quadrado da soma de dois niimeros reais x e y é
(x+)* =+ 2y +y°

Demonstracao: Utilizando as propriedades comutativa e associativa da adicao e multiplicacio

de numeros reais, além da propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adi¢do, obte-
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mos:
(x+3)? = (c+3) (x+y) = x(x +y) +y(x+y) =27 +ayFyx+yt =27+ 2y +y°
o que demonstra o resultado.
Proposicao 4.16. O quadrado da diferenca de niimeros reais x e y é
(x=y)* =2 =2y +y°

Demonstracao: Utilizando as propriedades comutativa e associativa da adi¢do e multiplicagdo
de nimeros reais, além da propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicdo, obte-

mos:
(=)= (x=y)(x—y) =x(x=y) =y(x—y) =x —xy —yx+y* =x" = 2y +’
0 que demonstra o resultado.
Proposicao 4.17. O produto da soma pela diferenca de niimeros reais x e y é
(x+y)x—y) =2 =y

Demonstracao: Utilizando as propriedades aritméticas usadas anteriormente de nimeros reais,

obtemos:
() —y) =x(x—y) +y(r—y) = —xy+yx—y* =" =y’
o que demonstra o resultado.
Proposicao 4.18. O quadrado da soma de trés niimeros reais x, y e 7 é
(x+y+2) =22 +y* + 22 +2(xy+xz+y2)

Demonstracio: Reescrevendo a expressio (x+y+z)* = ((x+y) 4z)* e utilizando duas vezes

o quadrado da soma de dois termos, temos:

(x+3)+2° = (+y)°+2(x+y)z+7
= X+ 2xy+y* 4 2xz 4 297+ 2
= X4y +2+2(xy+xz+y2)

0 que prova o resultado.

Proposicao 4.19. O cubo da soma de dois niimeros reais x e y é
(x+y)? = + 3%y + 30 +°

Demonstracao: Utilizando as propriedades da adi¢cao e multiplicacdo de nimeros reais, além
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da férmula para o quadrado da soma de dois termos, temos

(x4 = (c+y)(x+y)? = ())& + 29 +)7)
= x( 4+ 20+ + 307 + 20 +y7)
— P2y 4202 497
= X 4+3°%y 4307 +y°
O que prova o resultado.
Observacao: Também podemos representar o cubo da soma de dois termos por

(x4y)> =2+ +3xy(x +y)
Proposicao 4.20. O cubo da diferenca de dois niimeros reais x e y é

(x=y)’ =2 =3y + 35" =
Demonstracao: De forma semelhante a prova da proposi¢ao anterior:

=y =@=nE=y)? = =y —2x+))
= x( = 2xy+y") —y(¥* =20y +)?)
= X©— 2x2y —I—xy2 —x2y+2xy2 —y3
= x3—3x2y+3xy2—y3

0 que prova o resultado.
Observacio: Visto que (x —y)® = (x+ (—y))>, segue da proposicio 3.24 que
(x4 (=))> =2 4+ 36 (=) +3x(=0)* + (=)’ =» =3y + 307 -y,
Proposicao 4.21. O cubo da soma de trés niimeros reais x, y e 7 é
x+y+2? =+ +2 3 +y)(x+ ) +2)

Demonstracao: Aplicando a férmula para o cubo da soma de dois termos duas vezes e utili-

zando as propriedades usuais das operacdes aritméticas, obtemos:

x+y+2)° = (x+y)+2)°
= (x+y)’+2+30x+y)z((x+y) +2)
= Oy 3y +y) + 23 +Hy) (x+y)z+2P)
= X+y +20 +3(x+y) (xy+xz+yz+7%)
= O 4y 42 +3x+y)(x(y+2) +2(y+2))
= O 4y +243@+y)(x+2)(y+2)

0 que prova o resultado.
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Proposicao 4.22. A soma de dois cubos de niimeros reais x e 'y é

3

4y = (x+y) (o —xy+y7)

Demonstracao: Fazendo uso das propriedades que as operagdes aritméticas com nimeros reais
satisfazem, obtemos
N =y +y?) = 2@ —xy+37) ¥ —xy+)P)
— Pyt —0P )
x4 y3
0 que prova o resultado.

Proposicao 4.23. A diferenca de dois cubos de niimeros reais x e y é

=y = (x—y) (P +xy+y?)

Demonstracao: Fazendo uso das propriedades que as operagdes aritméticas com nimeros reais
satisfazem, obtemos
=0 Fxy+y?) = 2@ xy+y?) =y Fay+)?)
— Pyt g —xn?—y
— By
0 que prova o resultado.
Observacao: Como X =y =x 4+ (—y)3 , segue da proposicao 4.22 que
24 (=) = (o (=) (@ = x(—y) + (=) = (x =) (@ +xy+ 7).
4.9 Médias e Desigualdades

As definigdes abaixo foram retiradas de Morgado e Carvalho (2023).

Definicao 4.8. A média aritmética da lista de n niimeros reais x1,x3,...,x, €
X1 +x2+---+x
MA = =
n
Definicao 4.9. A média geométrica dos n niimeros reais positivos x1,xa,...,x, €
MG = Vx1x2-+ Xy .
Definicao 4.10. A média harmoénica dos n niimeros reais positivos X1,x3,...,X, é
MH .
1 1 1
—+ =4+
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Definicao 4.11. A média quadrdtica dos niimeros reais x1,X2,...,X, €
MO — \/x%+x§+---+x,%
n

Os Teoremas abaixo foram retirados de Oliveira e Fernandez (2012). As demonstragdes
destas desigualdades sdo mais técnicas e trabalhosas e ndo serdo expostas aqui mas podem ser

encontradas na referéncia.

Teorema 4.5 (A Desigualdade das Médias). Para toda colecdo de niimeros reais positivos

X1,X2,...,X, se verificam as seguintes desigualdades:

MH <MG <MA<MQ.

E a igualdade em cada caso so ocorre se, e somente se, x| =Xy = ... = Xp.
Teorema 4.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se n ¢ inteiro, n > 2, e aj,as,...,ay, €
bi,by,...,b, sdo niimeros reais, entdo

(é akbk) 2 < (; a,%> : (é b,%) :

Nos problemas em que usaremos esta desigualdade no préximos capitulo tomaremos

n = 3, e dai a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por:

(a1b1 + azxb; +a3b3)2 < (a% +a% +a§) . (b% +b% —l—b%).

4.10 Polinomios

Lima (2023) d4 a seguinte definicao sobre polindmios:

Definicao 4.12. Um polinomio é uma expressdo formal do tipo
p(X) = a X" +a, 1 X" '+ +a1X +ag

onde (ay,ai,...,a,) é uma lista ordenada de niimero reais e X é um simbolo (chamado uma

indeterminada), sendo X' uma abreviatura paraX -X ...-X (i fatores, sei>0)e L =1

Benevides e Caminha (2021) define equagdo polinomial e raiz de uma equacao polino-

mial como:

Definicao 4.13. Uma equagdo polinomial ou algébrica no universo dos niimeros reais é toda
equacdo que pode ser reduzida (ou seja, que é equivalente) a uma equagdo da forma p(x) =0,
em que p(x) é um polindbmio com coeficientes reais.

Um niimero real r é solugcdo desta equagcdo quando satisfaz p(r) = 0. Uma solugcdo

também é chamada de raiz da equagdo (ou do polinémio p(x)).

De acordo com Hefez e Villela (2022):
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Definicao 4.14. Uma equacdo do segundo grau é do tipo ax*> +bx—+c =0 com coeficiente em
Cea#0.

Proposicao 4.24. As raizes o de uma equagdo do segundo grau sdo dadas por
o —b++Vb?—4dac
N 2a

Demonstracao: Iremos deduzir a relagdo completando quadrados.

b
ax* +bx+c = a<x2+—x) +c

a
= a x2+2bx—|— b +c—b2
B 2a°  4a? 4a
b\’ b?
= a(x%—%) —|—C—E

Portanto, o € raiz da equacdo se, e somente se,

Logo, segue que

. ot 2_b2—4ac
2a)  4a
ot b _ 4 b —4dac
2a 4a?
b b? —4ac
- d0=——*>—
2a 2a
—b++b?—4ac
f— o=

2a

Observacio: /b2 — 4ac é uma das raizes quadradas do niimero A = b? — 4ac, chamado usual-
mente de discriminante da equacao de segundo grau.
Saber manipular equagdes de segundo grau € muito Util para se trabalhar com func¢des

quadréticas, que segundo Lima (2023) tem a seguinte defini¢do:

Definicao 4.15. Uma fungdo f : R — R chama-se quadrdtica quando existem a,b,c € R, com
a # 0, tais que f(x) = ax* + bx+ ¢ para todo x € R.

Proposicao 4.25. O valor mdximo (minimo) de uma funcdo de segundo grau se dd no ponto

b
X0 = —=, quando a < 0 (a > 0). Além disso, o valor mdximo (minimo) é dado por f(xy) =
a

da
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Demonstracao: Considere o trindmio:

b
ax* +bx+c = a(x2+—x—|—£>
a a
2 b2

= a )cz—i—Zﬁx—l————qLE
N 2a°  4a> 4a’  a

N b \? N dac — b
= x — —
4 2a 4a?

Note que esta ultima relacdo exibe a soma de duas parcelas no interior dos parénteses onde

apenas a primeira depende de x com a segunda parcela sendo sempre constante. Quando a > 0,

essa soma atinge o menor valor possivel para xo = o Analogamente, quando a < 0, esta
a

: : b :
soma atinge maior valor para xo = o Além disso, como A = b —4ac, segue que:
a

A A
flxo) =axi +bxo+c=a <_4_a2) ==

A
Portanto, o valor de mdximo ou minimo da fun¢do de segundo grau se da por f(xp) = e
a
Hefez e Villela (2022) apresenta relagdes entre os coeficientes e as raizes de uma equa-
cdo algébrica dada. Essas igualdades sao conhecidas como Relagdes de Girard. A demonstracao

desta proposicao pode ser encontrada na referéncia citada.

Proposicao 4.26. Se x1,x3,...,x, sdo raizes do polinomio

p(x)=ap+aix+---+ax"

entdo
idn—j .
sj(xl,xg,...,xn)z(—l)] ,]Zl,...,ﬂ
an
onde os polindomios sj(x1,x2,...,X,) seguem os seguintes padroes:

ST(X1, X2, X)) = Y Xj = X1+ + X,
J

$2(X1, X0,y Xp) = Z XjXjy, = X1X2 +X1X3 + -+ 4+ X1 X,

J1<j2
s3(x1,x2,. .., X)) = Z XjXjpXj3 = X1X2X3 +X1X2X4 * =+ + Xp—2Xn—1Xn,
N1<j2<J3
sn_l(xl,xz,...,xn) = Z XjyXjy o Xj,_ g =X1X2 " Xp—1 + -+ X0X3 0 Xy,
jl<'“<jn—l

Sn(X1,X2, -+« 3 Xp) = X1X0 Xy
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5 PROBLEMAS DA SEGUNDA FASE DA OAM

Apresentaremos aqui uma diversidade de problemas da segunda fase da OAM que po-
dem ser comentados com alunos da educagdo bésica interessados em matematica e que desejem
melhorar suas habilidades em resolver tais problemas, seja por considera-los atraentes, pela
criatividade dos enunciados ou das ideias auxiliares que sdo necessdrias para a resolugcdo. Os

problemas serdo expostos em ordem cronoldgica.

5.1 OAM 2004

Problema 1. Para n positivo inteiro encontrar qual dos dois numeros

a(n) =221 _omHl 1 e b(n) =221 4271 1 6 divisivel por 5.

Solucdo: Comecaremos por lembrar do seguinte fato:

Fato: ’ Um ndmero m € Z € divisivel por 5 se o seu ultimo algarismo for O ou 5. ‘

Por verificagdo, paran > 1 € Z temos:

a(n)
22 2241=8-4+1=5
2-2341=32-8+1=25

b(n)
2 4+2241=8+4+1=13
423 4+1=32+8+1=41

27 24+ 1=128—16+1=113

27424 +1=1284+16+1=145

29 _2541=512-32+1=48]

2242 4+1=512+432+1=545

2112641 =2048 —64+1 = 1985

240641 =2048 +64+1=2113

213 2741 1=8192—128+1 = 8065

213 427 41 =8192+128+1 = 8321

215 28 11 =32768 — 256+ 1 = 32513

215 428 1 1 =32768 +256+ 1 = 33025

N[N N WIN|=]S

217 29 11 =524288 — 512+ 1 = 523777

217 129 41 =524288 +512 + 1 = 524805

Observe que as entradas em vermelho na tabela ndo sao nimeros cujo ultimo algarismo
€ 0 ou 5 e portanto ndo sdo divisiveis por 5. Mas note hd um curioso padrao de divisibilidade
por 5 para a(n) e b(n).

Note que paran =4g+r,com g € Z e r ={0,1,2,3}, os nimeros a(n),b(n) podem ser

escritos como:

22(4q+r)+1 + 24q+r+1 +1= 28q+2r+1 j:24q+r+1 +1= 28q . 22r+1 :l:24q . 2r+1 +1

Usaremos os seguintes fatos:

Fato (1):

Sejam a,b,n € Z. Entioa=b modnsen |a—b.

Fato (2):|Se a = b mod n, entdo ¢ = b* mod n, para todo k € Z..
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Veja que como 2* =1 mod 5, entio

2=1 mod5= (2%?=28=12=1 mod5;
2*=1 mod5= (2)9=2%=19=1 mod5;
22=1 mod5= (2%)9=19=1 mod5

Desta forma,
28q.22r+1i24q'2r+1+1522r+1:|:2r+1+1 m0d5

Agora, vamos analisar os casos com 0s possiveis valores de r:
Ser=0:
220 00 1 =21 421 4 1 =242+ 1 mod 5
Entdo b(n) =5 =0 mod 5, ou seja, b(n) é divisivel por 5 mas, por outro lado, a(n) = 1 mod 5,
logo, a(n) nao é divisivel por 5.
Ser=1:
22l Lot 4 1 =27 422+ 1 =844+ 1mod 5

Entdo b(n) = 13 =3 mod 5, ou seja, b(n) ndo é divisivel por 5 mas, por outro lado, a(n) =5

0 mod 5, logo, a(n) é divisivel por 5.
Ser=2:

222+l 4 o2+l L 1 =25423 1 1=324+84+1mod5

Entdo b(n) =41 =1 mod 53, ou seja, b(n) ndo é divisivel por 5 mas, por outro lado, a(n) =25 =
0 mod 5, logo, a(n) é divisivel por 5.
Ser=3:

223+ 423+l 4 1 =27 424 1 1=128+16+1mod 5

Entdo b(n) = 145 = 0 mod 5, ou seja, b(n) é divisivel por 5 mas, por outro lado, a(n) = 113 =
3 mod 5, logo, a(n) ndo é divisivel por 5.

Desta forma, conclui-se que quando n é da forma 4q ou 4q + 3, b(n) é divisivel por 5 enquanto
a(n) ndo é; Por outro lado, quando n é da forma 4¢g + 1 ou 4¢q + 2, a(n) é divisivel por 5 e b(n)

ndo é.

Problema 2. Um nimero n é dobrado se ao escrever seus digitos ao contrdrio, obtemos exata-
mente o dobro de n. Por exemplo, 2004 ndo é dobrado pois 4002 # 2(2004). Mostre que nido
existe nimeros dobrados menores que 1000.
Soluc¢ao: Claramente n = 0 € um nimero que € menor que 1000, em que € um nimero dobrado,
pois 0 = 2-0. Logo, existe pelo menos um nimero dobrado menor que 1000.Vamos assumir
entdo que n € N tal que n > 1.

Usaremos o seguinte fato para mostrar que nao existe nimero dobrado para nimeros de

1, 2 ou 3 algarismos.
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A representagdo  decimal  do ndimero  natural a, escrito

z

Fato: [como  aua,_1---apajao, onde cada g € um algarismo ¢é
a=a,-10"+a,_1-10"" '+ .. +a,- 10> +a; - 10+ ao.

Numeros de 1 algarismo: Considerando que a escrita dos digitos na ordem inversa de um
nimero de 1 algarismo € o proprio nimero, tais nimeros nao sao dobrados pois nenhum nimero
positivo € igual ao seu dobro.

Numeros de 2 algarismos: Seja ab um niimero de dois algarismos. Logo, a # 0. Ao o escrever

ao contrario temos ba. Para ab ser dobrado devemos ter
ba =2ab = 10b+a =2(10a+b) = 10b+a = 20a+2b —> 8b = 19a

Como a,b # 0, ndo existem algarismos a, b que satisfacam a relagdo acima visto que 19 € primo
e 8b = 19a implica que 19 divide b.
Nuameros de 3 algarismos: Seja abc um nimero de trés algarismos. Ao o escrever ao contrario

teremos o namero cha. Para abc ser dobrado devemos ter cha = 2abc. Assim:

100c¢ + 10b +a = 2(100a 4+ 10b + ¢) = 100c¢ + 10b + a = 200a + 20b + 2¢
= 98¢ = 199a + 10b

Note que o valor maximo de 98¢ é quando ¢ = 9, ou seja, 98 -9 = 882. Portanto, a < 5, pois
199-5 =995 > 882. Além disso,

98¢ = 199a + 10b = 199a = 98¢ — 10b.

Note que no segundo membro da implicagdo acima temos uma subtracdo de ndmeros pares que
resulta em um ndmero par. Logo, 199a deve ser par, ou seja, a € par. Logo, resta analisar os
casosonde a =2 oua =4:

(i) a =2: Devemos ter ¢ = 1 ou ¢ = 6. Assim, se ¢ = 1:
199-2=98-1—-10b =398 =98 —10b == 10b = —300 = b = —30
O que ndo € possivel, pois b > 0. Mas se ¢ = 6:
199-2=98-6—10b =398 =588 —10b =—= 10b =190 = b =19

O que nio € possivel, pois b < 10.

(ii) a = 4: Devemos ter ¢ =2 ou ¢ = 7. Assim, se ¢ = 2:
1994 =98-2—10b = 796 = 196 — 10b — 10b = —600 — b = —60
O que ndo € possivel, pois b > 0. Agora, se c =7:
199-4=98-7—10b =796 =686 —10b — 10b=—-110= b= —11

O que ndo € possivel. Logo, ndo existe n > 1 nimero dobrado menor que 1000.



5.2 OAM 2006

Problema 3. Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos tais que:

4

ab+ac—+bc = %
ab(a+b)=c
acla+c)=">b
| be(b+c)=a
Ache o valor de w.
abc

Solucao: Utilizaremos as seguintes identidades:

Fato (1): | Dados m,n,p € R, entdo (m+n) = (m+n+p—p)

Fato (2): | Dados m,n, p € R, entdo p(m —n) = pm— pn

Podemos manipular as trés tltimas equagdes do sistema usando os fatos acima:

ab(a+b)=c ab(a+b+c—c)=c ab(a+b+c)—abc =c,
1 2
acla+c)=">b EUN acla+b+c—b)=> 2 ac(a+b+c)—abc =b,

be(b+c)=a be(a+b+c—a)=a bec(a+b+c)—abc = a.
Somando as trés equagoes:

(ab+ac+bc)(a+b+c)—3abc=a+b+c =
(ab+ac+bc)(a+b+c)—(a+b+c) =3abc =
(ab+ac+bc—1)(a+b+c) =3abc

3
Como ab+ac+ bc = o temos:

a+b+c_

6.
abc

1
(%—1) (a+b+c) =3abc = 5-(a—|—b+c) = 3abc =

Problema 4. Encontre a maior poténcia de 3 que divide o nimero

(3-2006)!
2006!

Lembre-sede quen! =1-2-3---(n—1)-n.

40

Solucao: Esta questdao é uma 6tima oportunidade de se abordar no ensino bdsico o Teorema de

Legendre, que permite encontrar a fatoragdo de um fatorial.
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Teorema de Legendre: Denotamos de E), a quantidade de fatores primos p que
dividem n!, n € Z, onde E,, € dado por

a3 [

" lel L] L
Utilizando o Teorema de Legendre para encontrar o expoente da poténcia de 3 que aparece na
decomposi¢do de (3-2006)! = 6018! e 2006!:

6018 6018 6018 6018 6018 6018 6018
meow) = |4 |5 || [ ) [
_|6018 N 6018 N 6018 N 6018 N 6018 N 6018 N 6018
a 3 9 27 81 243 729 2187
= 2006+668+222+74+24+8+2
= 3004

Fato (1):

E3(2006!) — {2006J n {2006J n {%;&J n {2006J n {2006J n {2006J

3 32 34 35 36
2006 [2006] |2006]| |2006| [2006] |2006
- 5[5+ ] [
= 668+222+74+24+8+2
= 998

3004

_ 32006

Assim, N tem como fator ——= e, portanto, esta ¢ a maior poténcia de 3 que o divide.

3998

5.3 OAM 2007

Problema 5. Ache a soma de todos os valores de n (inteiro positivo), tais que N = 28 + 211 -2
¢ um quadrado perfeito.

Solucao: Usaremos os seguintes fatos:

Fato (1): | Dados, a,m € Z tais que a = m*. Dizemos que a é um quadrado perfeito.

Fato (2): | Dados x,y € R entdo (x+y)? = x* + 2xy +y*

Podemos reescrever a expressdo como N = (24)2 +2.24.20 407, Logo, para N ser um quadrado
perfeito, por (2), basta fazermos 2" = (26)2, ou seja, 2" = 212, Logo, n = 12 é um valor inteiro
positivo que satisfaz a relagdo. Porém, precisamos verificar se existe outros valores de n que
também satisfazem a relagdo.

Para isso, note que podemos reescrever N como

N=2% (1+2%)+2"=28.942"=28.32 10" = (2%.3)2 2"
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Seja N um quadrado perfeito, entdo por (1), N = m?,m € Z. Assim,
(2% 32 42" =m? = 2"=m? — (2*-3)> = 2" = (m+2*-3)(m—2*.3)

Note que o produto (m+2%-3)(m —2*-3) deve resultar em uma poténcia de 2. Facamos ento,
29 =m+2*.3e20 =m—2* 3. Subtraindo estas igualdades,

2020 = (m+42*.3)—(m—2*3)=2.2.3=2.3
Colocando 2° em evidéncia no membro da esquerda, temos
2b(207t —1)=2%.3
Comparando os membros da igualdade, verifica-se que b = 5 e desta forma
270 1 =3=2""=4=2""=2=qa=7

Como 2" = 2%.2" gubstituindo os resultados encontrados para a,b temos
2 =127.25 =212, Logo, n = 12. Portanto, o tnico valor de n para que N seja um quadrado
perfeito € 12.

Problema 6. Sejam a, b, ¢, x, y e z nimeros reais tais que
bt =y Rt =1

Prove que ax+by+cz < V3.
Solucdo:

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Dados ay,a»,a3,b1,bs,b3 € R tem-se:
Fato (1):

(a1b1 + arby + azb3)* < (ai +aj +a3) - (b} + b3 + b3)

Desigualdade das Médias Quadratica e Aritmética:

Fato (2): [a? + b2+ ¢? b
Dados a,b,c € R, tem-se: ¢ +3 te Za+3+c

Utilizando Fato (1) para os de nlimeros reais positivos a2, b2, cz,xz7 y2,z2 temos que:
((@x)*+ (by)* +(c2)*)* < (@) + (B + (PN + (D) + () =
((ax)* + (by)* + (c2)*)?* < (a* +b* + (P +y* + %) =
((ax)® + (by)* +(c2)?)* < 1-1 —
((ax)* + (by)* +(c2)*)* < 1 =

(ax)*+ (by)* + (c2)* <1 -
2 2 2
(ax)*+ (b;/) + (¢2) < % O
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Agora, aplicando Fato (2) para os nimeros reais positivos ax, by e cz, obtemos:

\/(ax)2 + (by)? + (c2)? S @t by +cz

3 - 3
2 2 2 2
(ax)=+ (b;)) + (cz) > (ax+ b;) +cz) a

Pelo resultado obtido em (I) e (II), por transitividade, temos que:

2 2 2 2 2

5 (@) +(by) + (cz) > (ax+bytez)” 1 > (ax+by+cz)
3 9 3 9

—3 > (ax+by+cz)2

— V3 > (ax+by+cz).

W[ =

O que prova a relacao pedida.

54 OAM 2008

Problema 7. Um aluno digita o nimero "1000!"numa calculadora e aperta a tecla raiz quadrada,
30 vezes. Qual a parte inteira do nimero encontrado?

Solucao:

Fato (1): |Dados a € Q e m,n,p € Ncomn-p > 2. Entdo "V/amP = /am

A expressao que representa o que queremos calcular é

\/\/ \/---v/1000! = *V/1000!

Note que 1000! = 1000-999-...-3-2-1 < 1000-1000-...-1000 = 1000'". Entdo segue as
100()‘;ezes

desigualdades obtidas através do Fato (1):

3 20510
/10001 < V1000190 < *V/10001024 — 2 2/10002° = 2/1000.

Da mesma forma,
19.
22\/0 1000 < 22\0/102 — 302 — 2\/_< 2\/— 2l \2/— \/_

Por fim,

18 17

Vo< Vo=V = N5 Vacvi=2,
Por outro lado, V/1000! > 23\O/T =1. Logo, 1 < #V/1000! < 2. Portanto, a parte inteira de
230 L.

v 1000! € igual a 1.
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Solucio Alternativa:

Teorema de Legendre: Denotamos de E), a quantidade de fatores primos p que
dividem n!, n € Z, onde E), € dado por

S RENE

A expressdo que representa o que queremos calcular é 23\0/ 1000!. Para isso, vamos determinar
o expoente do fator 2 em 1000! através do Fato (1). Veja que E»(1000!) é dado por

1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
2 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27 + 28 + 29
desenvolvendo as poténcias,
1000 n 1000 n 1000 n 1000 n 1000 n 1000 n 1000 n 1000 n 1000
2 4 8 16 32 64 128 256 512
ou seja, E»(1000!) = 50042504 125462+ 314 15+7+3+ 1 = 994. Portanto, 2°°* é um
dos fatores de 1000! e € o fator de maior expoente. Porém, 994 < 1024 = 210 < 230, € assim,

Fato (1):

nenhum fator 2 serd extraido da raiz. Logo, ndo havera nenhuma extracao da raiz. Note também
230 230 . . , .

que “v1000! > Vi=1le portanto, a parte inteira do nimero encontrado serd 1.

Comentario: Nesta questdo, pode-se trabalhar nog¢des de infinito intuitivamente com os alunos

da educacgdo basica. O resultado que a questdo busca € um nimero que multiplicado por ele

230 vezes resulta em 1000!. Generalizando o problema, definindo-se a funcdo f (x) =

mesmo
v/x, note que o que a questdo pede é que seja realizado a composi¢ido da funcdo f com ela

mesma uma quantidade n de vezes, ou seja,

= ¥

(fofof-of)x)=

n vezes

Usaremos o seguinte fato: Dado a sequéncia xo» = 3/a = a217, se a > 1, temos que a sequéncia
xn € decrescente e limitada. Logo, se fizermos 2" se tornar muito grande a sequéncia xp» ficard
muito proximo de 1.

Solucao Alternativa: Computacionalmente, podemos utilizar a férmula de Stirling da seguinte
maneira: Calcular a raiz de indice k de um ndmero N é a mesma coisa de verificar quantas
k vezes devemos multiplicar um nimero x por ele mesmo até resultar em N. Equacionando,

temos x* = N. Seja entdo N = n!. Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros:
Inx* =Inn!.
Dado n grande, a férmula de Stirling nos d4 uma aproximacao para Inn! como

Inn!=n-Inn—n.
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Assim, podemos reescrever a equagao anterior como
k _
Inx"=n-lnn—n.

Desenvolvendo a equagdo anterior aplicando as devidas propriedades de logaritmos, obtemos

n- lnn —n Inx nlnn—n nlnn—n
k~lnx:n~lnn—n:>1nx:T:>e —e kF —x=—e &

Aplicando para ao problema aqui trabalhado, temos n = 1000 e k = 230
1000-In 1000—1000
x—=e 230
Utilizando uma calculadora, facilmente obtemos

x = 1.00000550204099279185174292131558406906144 . ..

que € a aproximacdo decimal para a raiz pedida. Desta forma, a parte inteira € igual a 1.

5.5 OAM 2009

Problema 8. Sejam a e b digitos. Quantos nimeros da forma 30a0b03 sdo divisiveis por 13?

Solucao:

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que O numero
a=apa,_1 ...araag seja divisivel por 13 € que

Fato (1):
m aajap — asaqas + agarde — aj1ajpdg + - -

seja divisivel por 13, onde a; representam os digitos do nimero a.

Para o nimero ser divisivel por 13, basta que 03 — a0 + 3 seja divisivel por 13. Note que

b03 —a0+3 = 100h+3—10a+3
= 100b—10a+6
= 91b—13a+9b+3a+6
= 13(7b+a)+3(3b+a+2)
Sabendo que a e b sdo digitos, o maior valor que a,b podem assumir € 9. Assim, o maior valor

que 3b+ a+ 2 pode assumir € 38. Portanto, precisamos encontrar os valores de a e b para

termos 3b+a+ 2 igual a 13 ou 26. Isso ocorre nos casos:

b=1lea=8 |b=2ea=5|b=3ea=2
b=5ea=9 |b=6ea=6 |b=T7ea=3
b=8ea=0

Portanto, ha 7 numeros na forma 30a0b03 que sdo divisiveis por 13.



46

= 2009 4 a2007x2007 + a2006x2006 + ...+ apx tem 2009 raizes

oy, 0,...,00009, as quais estdo em progressdo aritmética de razdo 1. Calcule o valor de

Problema 9. O Polindmio p(x)

N 70 e - et o
1004

Solucao:

Seja p(x) = ax" + a1 X - ay X2+ .+ apx® + ajx+ap um polindmio de
grau n. A soma S de todas as raizes deste polindmio € dada por

Fato (1): g “dn-1

ap

onde a, e a,_1 sdo os coeficientes dos termos de grau n e n — 1, respectivamente.

A soma § dos termos de uma progressao aritmética é¢ dada por

Fato (2): (a1 +an)-n

S =
2

Podemos reescrever o polindmio como

2006

px)=1 2999 10 %2998 1 450075297 4 G206 x "% + ... +arx
Pelo Fato (1), a soma S de todas as raizes deste polindmio é
S = =—=0= 0o+ 0 +...+ 009 =0
a, 1
Seja a1 a menor das raizes e Ohog9 a maior das raizes. Como as raizes «,
0, ..., 09, €stdo em progressao aritmética de razdo 1, entdo segue que og9 = 0 + 2008.

Como a soma destas raizes € 0, entao:

(04 + o +2008) - 2009
2

Desta forma, as raizes do polindmio sao —1004, —1003,...,0,...,1003,1004.
Portanto,

=0= 201 +2008 = 0= 201 = —2008 = o = —1004.

| —1004 | + | —1003 | +...+ | 1003 | 4| 1004 |

1004
~2(1004+ 1003 + 1002+ ...+ 1)
- 1004
) 1005 - 1004
_ 2
1004
_ 1005-1004
- 1004
= 1005

Logo, o valor de m é 1005.
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5.6 OAM 2010

Problema 10. Considere o polindmio p(x) = x(1 +x)" = ajx+ayx* + ... + a,.1x" 1. Sendo

aj a ~az Ap+1
Sin=—+=+-+...
T T
1023
Qual o valor de n € N que satisfaz S, = 1 ?
n

Solucao: Vamos separar em casos para tentar verificar algum padrdo na sequéncia S,. Para

n =0, temos que p(x) é

x(1 —|—x)0 :a1x+a2x2+...+an+1x"+] :>x:a1x+a2x2+...+an+1xn+l.

Comparando os coeficientes, temos que a; =1 e ap = a3z = ... = a,4+1 = 0. Portanto,
1 0 O 0
So=— = = N — =1
T R S

Paran =1, temos

x(1+x) = a1x+a2x2+...+an+1x"+1 — x X = a1x+a2x2+...+an+1xn+l.

Comparando os coeficientes, a; =a, =1 eaz =a4 = ... = ay+1 = 0. Portanto,
S = ! + ! + 0 4.+ 0 _3
R T T T

Para n = 2, temos

x(1+x)2:a1x+a2x2+...+an+1x”+l —
x(1+2x+x2):a1x+a2x2+...+an+1xn+l —

X422 +x° = a1x+a2x2+...+an+1x"+l.

Assim, a; = 1,ap =2,a3 =1ea4 = ... = ay4+1 = 0. Portanto,
S—1+2+1+0+ + 0 —1-1—1-1—1—7
123 e T 33

Para n = 3, temos

X(1+x)3 :a1x+a2x2+...+an+1xn+1 -
x(1—|—3x+3x2—|—x3):a1x+a2x2—|—...—|—an+1x"+l —

x4+32 43+ =axtax + ... +an+1x"+1.

Comparando os coeficientes, temos que a; = l,ap = a3 = 3,a4 = le
as =...=ay+1 = 0. Portanto,
1 3 3 1 0 0 3 1 0 15
S3 = - 4+=-4+=-4+-4+-+..+—=14+-+F+14+-4+-=—.

1 2 3 4 5 n+1 2 4 5 4
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Para n = 4, temos

x(1+x)4:a1x+a2x2+...—|—an+1x"+l —
x(1+4x—|—6x2—|—43+x4):a1x+a2x2—|—...—|—an+1x"+1 —

x+42 680 + 4t + X =aix+ax® + ... +an+1x"+1.

Comparando os coeficientes, a = a5 = 1, a = a4 = 4, az = 6e
ag = ... =ay+1 = 0. Portanto,
1 4 6 4 1 0 0 1 31
Sqg=-4+-+-+-4+-+-4+.. +—=14+24+2+14+ == —.
4 1+2—|—3+4+5+6+ +n+1 +24+2+ +5 5

1371531
1 Y 27 3 9 4 9 5 )
cias de 2 subtraidas de 1 unidade enquanto os denominadores formam a sequéncia dos nimeros

Note que na sequéncia das somas obtidas ( ) , 0s numeradores sdo as potén-

naturais. Entdo estas somas sdo dadas por

2n+1 -1

S, = > 0.
n nt 1 n_-

Y

Desta forma,
27l —1 1023
n+1  n+1
Portanto,n+1=10=—n=09.

— 2121023 = 2" =1024 = 2" =210,

Comentario: A expressio fechada de S,, foi obtida por observagiao mas ndo foi de fato provada.

Vamos fazer isso. Desenvolvendo p(x) através do bindmio de Newton, temos que

x(1+x)" = x Kg) 1"x0 4 (T) 171yl (Z) 122 4.+ (Z) loxnl
_ (g)xl i (Y)x%r <Z)x3+...+ (Z)x”“.

n P
1) . Dessa forma, a soma S,, é:

si= PG = (O +3() -+ () = e ()
Utilizando o Lema 3.7:
ZL(n)_ 1 Z”:L(nJrl)_ 1 ”“L(ﬂ—i—l)
= k+1\k) n+l/=mk+1\k+1) n+1Zk+1\ k )
Este dltimo somatdrio € equivalente a:

1 'il 1 (n+1\ 1
n+l&=k+1\ k ) n+l

Note que a, = (
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1
Por fim, utilizando o lema 3.6 e o fato de que <n—(§ > = 1, conclui-se que

1

2n+l_1
Tatl T a1l

[2n+1 . 1] _
n+1

n

5.7 OAM 2015

Problema 11. Sabendo que x e y sdo niimeros reais tal que x> +4y? = 102, calcule o maior

natural mais proximo do maior valor possivel de xy2.

Solucao:
Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica:
Fato (1): b
(1) Dados a,b,c € R, tem-se: a—|—3——|—c >va-b-c

Utilizando (1) para os niimeros reais positivos X%, 2y% e 2y%, temos:

2 2 2 2 2
%Z 3 x2-2y2~2y2:>x —24)) 2«3/x2'4y4

Utilizando a relacdo dada no enunciado e elevando ambos os membros ao cubo:
3
102
(T) > 324yt = 343 > 2 4yt = 347 .34 > % 4y*
Extraindo-se a raiz quadrada em ambos os lados:

34+/34 > 2x -y = 1734 > x-y?

Como /34 ~ 5,83 segue que 99,12 > x-y?.

Portanto, o maior natural mais préximo do maior valor possivel de xy2 € 99.

Problema 12. Sabe-se que p, ¢ sdo dois dos menores nimeros primos tais que pqg + y?=x8
tem solug@o natural. Qual é o valor de y*?

Solucao:

Fato (1)| Dados x,y € R entdo x> —y* = (x+y)(x —y)

Fato (2) ’Dados P,q € Z nimeros de mesma paridade entdo p + g € par. ‘

A equagdo € equivalente a
pg=x"—y' = () =y = (¥ +))( -y
Fazendo p = X+ yeqg= X — v, podemos formar o seguinte sistema:
P y=p
¥ -y=¢q

Somando as equagdes obtemos 20 = p+q (x). Portanto, como p, g sdo nimeros primos distin-

tos, para que p + g ser par, p,q devem ser impares. Testando os menores pares de primos (p,q)
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distintos ((5,3), (7,3), (7,5), (11,5),...) vemos que os primeiros pares que sao solucdo natural de
(¥)sdo (13,3)e (11,5).
Separando os dois casos, comeg¢ando pelo par (13, 3), temos p = 13 e ¢ = 3. Assim,

2 =1343=x=2edai, 2’ +y=13=—=y=5

Desta forma, y* = 52 =25,
Analisando o segundo par (11, 5) temos, p =11 e g =5 e assim:

20 =114+5=x=2edai, 2’ +y=11=y=3

Desta forma, y* = 3% = 9.

Problema: Como identificar qual é o menor par de primos entre elas? E o par que possui o
menor nimero? Se sim, este par tem também um ndmero que € maior que os nimeros do outro
par. Se o critério para determinar o menor par € a soma dos nimeros, ambos 0s pares possui
soma 16. Assim, ndo ha como saber quais entre (13,3) e (11,5) sdo os dois menores ndmeros
primos que satisfazem o enunciado e portanto o problema possui duas solu¢des diferentes para

X

y.

5.8 OAM 2019

Problema 13. Denotamos por n! o produto dos inteiros positivos de 1 a n. Por exemplo 1! =1,
e 3! =1x2x3=6. Sabendo que 20! = 2432902008176ab0000, determine a X b.
Solucao: Nesta solugdo, usaremos o seguinte:

Teorema de Legendre: Denotamos de E,(n!) a quantidade de fatores primos p
que dividem n!, n € Z, onde E,(n!) é dado por
Fato (1):
E,(n!) = {EJ + \‘iJ + \‘lJ N
! rl Ll LP
Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a se existir um g € Z tal que
Fato (2):
a=qd.
Fato (3) Para um nimero ser divisivel por 9 basta que a soma de seus algarismos seja um
ato (3):
nimero multiplo de 9.
Fato (4) Para um numero ser divisivel por 8 basta que os trés ultimos digitos deste nimero
ato (4):
formem um ndmero multiplo de 8.

Vamos decompor 20! em fatores primos. Utilizando o Fato (1), temos

200 |20] |20] |20
E»(20!) = LTJ + {?J + L2—3J + L2—4J =10+5+2+1=18;

20| [20
E3(20!) = {?J + L?J —6+2=28;
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E5(201) = @J — 4 B5(201) = ﬁ—OJ 2 By (201) = L@J _ 1

Eps(201) = %J —1; B (201) = %J 1 Epo(201) = L@J _ 1.

Assim,
200 =218 %38 5% x 72 x 11 x 13 x 17 x 19

Como 2% x 5% = 10000 sdo fatores de 20!, por (2) temos que

20! 20!
000 = g = 214 538 w72 % 11 x 13 x 17 x 19 = 2432902008176ab

Este ndmero tem 2° = 8 e 3% = 9 como fatores € assim, sdo divisiveis por 8 e por 9. Por (3),
nota-se que a soma dos algarismos do nimero a + b + 44 deve ser divisivel por 9. Desta forma,
para a + b + 44 ser multiplo de 9, devemos ter a+b =1 (e como a e b sdo digitos, as unicas
possibilidades para ab sdo 01 ou 10) ou a+ b = 10. Por outro lado, por (4), devemos ter o
nimero 6ab divisivel por 8. Como nimeros terminados em 01 ou 10 ndo sado divisiveis por 8,
resta analisar o caso a + b = 10. De todos os pares possiveis, o inico nimero que se adequa as

duas condi¢des é 64. Conclui-se entdo que a =6 e b =4 e assim a X b = 24.

Solucio Alternativa:

Uma  condicdo  necessdria e  suficiente para que o  ndmero
a=aya,_ ...azaag seja divisivel por 7 (resp. 11, 13) € que

Fato:
aajap — asaqas + agarae — aj ajpdg + - -

seja divisivel por 7 (resp. 11. 13), onde a; representam os digitos do nimero a.

Consideremos o nimero 2432902008176ab encontrado na solugdo anterior. Nota-se
que este nimero tem como fatores 7, 11 e 13. Portanto, ele € divisivel por 7 x 11 x 13 = 1001.

Utilizando o critério de divisibilidade dos trés nimeros, devemos ter para algum k € Z
6ab — 817 +200—290+ 243 = 1001k = 6ab — 664 = 1001k

Como a e b sdo digitos a unica possibilidade € que 6ab = 664 e desta forma, a =6 ¢ b = 4.
Portanto, a x b = 6 x 4 = 24.

Problema 14. Ache o menor valor de E(x) = x> (x> + 1) (x> +2) (x> 4 3) 42020, onde x varia

no conjunto dos nimeros reais.

Solucdo: Usaremos os seguintes fatos:

Fato (1) |Dados m,n,p € R, entdo (m+n) = (m+n+p—p)

Fato (2) | Dados x,y € R entdo x> —y* = (x+y)(x— )

Fato (3)| Dados x,y € R entio (x —y)* = x> — 2xy +y*

Fato (4)| Dados x,y € R entdo (x +y)* = x> + 2xy + y*
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Seja P(x) = x> (x> + 1) (x* +2) (x> + 3). Fazendo a substituicio y = x> e somando e subtraindo

1 de cada termo do produto temos entdo que:

Oy)=y(+1+2)y+3) = +1-)+2-D+1+1)(+2+1)
= (G+1)*=1)((r+2>-1).

1 3 1
> e2= 5 + 5 Substituindo essas igualdades no produto acima, temos

o= (be32) ) (6302 )

o 3 .
Fazendo uma nova substituicdo z =y + 3 e desenvolvendo os produtos internos, obtemos

O R (e R e R (s

3
Not ==
ote que 7

2
— Z2_i> —Z2
_ 4_%2 2_2
= z 2z +16 Z
_ 4. 5,9
= z 2Z+16
25 16
Reescrevendo 616 16 temos
5, 25 16 5\°
4__2 “~ Y 2__
$T35 16 16 (Z 4) :
2

. 5 .
Veja que como — 1 > 0, o menor valor que P(x) pode assumir é —1. Portanto, o menor

valor que E (x) = P(x) 42020 pode assumir é —1 +2020 = 2019.
Solucio Alternativa:

A média aritmética entre quatro numeros reais a,b,c,d ¢ dada por
Fato (1): a+b+c+d

4

Fato (2): | Dados x,y € R entdo x> —y* = (x+y)(x —y)

Seja A a média aritmética entre os nimeros x°, (x+1)%, (x+2)% e (x+3)3, ou seja,

CHE+HD+E+2)+ P +3) a3 +6 0 5 3

Podemos reescrever a relacao acima como

3
3

—A->
o 2
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Substituindo esta relacio em P(x) = x° (x> 4+ 1)(x* +2) (x> + 3) obtemos o polinémio R(A) tal

que ra = (a-3) (a-5+1) (4-3+2) (-3 +3)
= (4-3) (a-2) (a+3) (a+2)
(1) (2-2)

) .. ) 1 9 )
Seja entdo B a média aritmética entre (A2 — 4_1) e (A2 — 4_1) , Ou seja,

1 9 10
I ) B
B= 4 _ 422

2 2 4

5
Podemos reescrever a equagdo acima como A’=B+ T Usando a igualdade a acima em R(A)

temos o polindmio Q(B) tal que
(51 5 9\ o
Q(B)_(B+Z Z) <B+Z Z)—(BJrl)(B =81

Note que como B> > 0, o menor valor que Q(B) pode assumir é —1. Portanto, o menor valor
possivel para E(x) = Q(B) + 2020 é 2019.

Problema 15. Um numero € dito rafoso se ele é miltiplo de 3 e é formado por dois nimeros
consecutivos em ordem decrescente. Por exemplo: 2019 € rafoso pois 2019 =3 x 673 e €

formado pelos nimeros consecutivos 20 e 19. Determine a quantidade de nimeros rafosos de 4

digitos.
Solucao:
Fato (1) Para um niimero #n inteiro positivo ser multiplo de 3 basta que a soma de seus
ato (1):
algarismos seja um ntimero multiplo de 3.
O termo geral de uma progressdo aritmética € dado por
Fato (2):
apn=a1+n—1)-r

Note que o menor nimero de 4 digitos formado por dois nimeros consecutivos em ordem de-
crescente € 1110 e 0 maior é 9998. Assim, os ntimeros rafosos sdo (1110,1413,1716,...,9897).
Veja que essa sequéncia forma uma P.A. de razdo 303. Assim, para determinar a quantidade de

niimeros rafosos de 4 digitos basta calcular o nimero de termos desta P.A.. Portanto, por (2):
9897 =1110+(n—1)-303 = (n—1)-303=9897 - 1110 = (n— 1) - 303 = 8787.

Assim,

8787
303

Portanto, existem 30 ndmeros rafosos de 4 digitos.

n—1 =—=n—1=29=—n=30
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Problema 16. Chamamos de resenheiro todo nimero que possui um mdltiplo cuja as 4 primei-
ras casas decimais sdo 2019. Por exemplo, 3 € resenheiro, pois 20193 = 6731 x 3. Mostre que
todo inteiro positivo € resenheiro.
Solucido: Um nimero resenheiro é da forma 2019a;_1ay_5 ... axajag. Podemos reescreve-lo na
forma
201900+ 0+ap1ax—2. .. azarap =2019- 10+ ax_jay_2...axarag
k zeros

Fazendo ¢t = ay_jayr_»...a2a1ap, tomando N = 2019 - 10 + ¢, com 10F > n,
n € Z4. Seja r o resto da divisdo de 2019 - 10F por n. Desta forma temos que 0 <r <n-—1
e portanto, somando —n a desigualdade temos —n < r —n < —1. Invertendo a desigualdade,
temos 1 <n—r<n. Comon< 10", entdo valeque 1 <n—r<n< 10%, Assim, o numero
201910 + (n—r) tem sua representacao decimal iniciada por 2019.

Como 2019-10F=n-c+r para ¢ € Z, entdo adicionando n — r em ambos 0s membros,
segue que

2019- 10 +(n—r)=n-c+r+(n—r)=n-(c+1)

¢ multiplo de n, e assim, n € resenheiro.

5.9 OAM 2021

Problema 17. Para quantos valores inteiros de 1 < a < 10 temos que a equagao X +ax+l=a

tem pelo menos uma solugdo inteira?

Solucao: Usaremos os seguintes fatos:

z

O discriminante da equacdo de segundo grau ax> +bx +c¢c =0 ¢

Fato (1):
(1) A = b* — 4ac.

As solucdes de equacdo de segundo grau ax® + bx + ¢ = 0 sdo dados por x =
Fato (2):| —p++/A
2a

Veja que a equagdo que queremos resolver € equivalente a X4ax+1—a=0 que pelo Fato

(1) possui discriminante
A=a*—4-1-(1—a)=d*+4a—4=a(a+4)—4

Assim, por (2):
—a++/a(a+4)—4

x= - (+)

Analisando +/a(a+4) — 4 para os valores 1 <a < 10 um a um, verificamos que sé teremos raiz

inteira para a = 1 e assim, as raizes serdo x = 0 e x = —1. Portanto, a equagao s0 terd solucao
inteira para a = 1.

Comentario: Como o problema restringe os valores de a entre 1 e 10, a verificagdo um a um €
razodvel. Mas, e se ndo houvesse restri¢ao para os valores de a? Nesse caso, podemos resolver

o problema usando os seguintes fatos:
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Fato (1) | Dados m,n,p € Z, entdo (m+n) = (m+n+p—p)

Fato (2)|Dados m,n € Z , entdo m* —n*> = (m+n)(m —n)

Primeiramente, note que o discriminante A de (x) pode ser reescrito como

1 2
A +dq—4L 2 vagra_aq_42 (a+2)>—38
e assim, para que a equagdo tenha solucdo inteira, ele deve ser um quadrado perfeito, isto &,
a+2)?—8=p?paraaleum b € Z . Assim, obtemos:
p g

(a+2)?—8=0 = (a+2)*—b*=8 = (a+2+b)(a+2—-b)=8

Para se obter 8 como o produto de dois nimeros inteiros € necessario que os nimeros envolvidos

sejam 1 e 8 ou 2 e 4. Desta forma, da ultima implica¢do, podemos construir os sistemas

N Jat2+b=4  Jat+t2+b=2 . Jat2+b=8 _\Jar2+p=1
i) 7)) , 1) ou iv)
a+2—-bh=2 at2—b=4 at+2—b= a+2-b=38
Porém os sistemas iii) e iv) ndo admitem solucdo inteira para a. Somando as equagdes de

qualquer caso i) ou ii) obtemos 2a +4 = 6 = 2a =2 = a = 1. Portanto, este € o tnico valor

inteiro de a para que a equacao tenha pelo menos uma solucao inteira.

1 5
Problema 18. Seja ¢ = V5

encontre A — B.

1 1
. Sabendo que x+ — = ¢ ex16+? =A+B¢,comA,Bc Z,
x X

Solucdo: Usaremos o seguinte fato:

Dados x,y € Z entdo (x+y)? = x> +2xy+y*

1 1445

Aplicando o fato acima em x4 — = 5 , temos:
X
2
N2 [1++5 1 1+2v5+5
x+ - — +\/_ :>x2+_+2:i
X 2 x2 4
1 6-+2v5
LA + \/__2
X 4
1 —1 5
2yl +\/_‘
X 2

Novamente, aplicando o fato matemético na relagdo obtida acima:

2
1\? —14+/5 1 1—-2V5+5
<x2_|__) :(i> :>x4_|_ +2:¢

X2 2 x4 4
1 6-+5
4
s p— _2
x+x4 4
1 —1—+/5
S B S )

F 2
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Aplicando mais uma vez o fato na tltima relagdo obtida:

2
1\? —1-4/5 1 14+2V5+5
<X4+F) :(—\/_> :>x8_|_ +2:i

2 X8 4
1 6+2v5
:X8+—8:—+ \/_—2
X 4
1 —1 5
X 2

Finalmente, usando o fato uma ultima vez na relagdo acima:

2
1\? (=145 1 1-2v5+5
BRI R (o V2 R T P O A B
x8 2 x16 4

1 6-5

16

1 —1-5

16 _
Tt T T

1
Como ¢ = +2 , temos que
1 —1—-+/5 1 5
R V5o +\/_:_¢

Do enunciado, devemos ter —¢ = A + B¢. Comparando as relacdes vemos que A =0 e
B=—1.PortantoA—B=0—(—1)=1.

5.10 OAM 2022

Problema 19. Encontre um nimero de 4 digitos abcd tal que se o multiplicarmos por 4 o
nimero obtido tem os mesmos digitos em ordem contraria, isto é, 4 - abcd = dcba.

Solucao: Note que se a > 3, dbca terd mais que 4 digitos. Portanto, a =1 ou a = 2. Porém
como todos os multiplos de 4 sdo pares, a # 1 e assim, a = 2. Por consequéncia, d = 8.
Analogamente, se b > 3, dcba terd mais que 4 digitos. Assim, b < 3. Aplicando o algoritmo
usual da multiplicagdo, obtemos que 4c + 3 deve ser igual a um nimero cujo o algarismo das
unidades seja b. Isso s6 € possivel se c =2 ou ¢ = 7. Dai se ¢ =2, devemos ter b = 1 e assim
4b = 4 o que ndo € coerente pois 4b + ¢ deve resultar em um ndmero cujo o algarismos das
unidades seja c. Agora, se ¢ =7, devemos ter b =1 e 4b+3 =7, o que € vdlido. Portanto, o
numero abced € igual a 2178.

Problema 20. Encontre o menor valor de x” + y2 sabendo que x e y s@o inteiros que sao solucdes
da equagdo x*> —2y* = 1, onde x > 3.

Solucio: Vamos considerar os seguintes fatos:

Fato (1) Dados p,q € Z ntimeros pares (impares), o produto pg também € um nimero par
ato

(impar).
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Fato (2) ‘ Se p € Z & par entdo existe um m € Z tal que p = 2m. ‘

Fato (3) | Dados, a,m € 7 tais que a = m?. Dizemos que a € um quadrado perfeito.

Fato (4)| Dados x,y € R entdo x> —y* = (x+y)(x —y)

Veja que x> — 2y2 = 1 implica em 2y2 = x> — 1. Como X,y € Z, entdo y2 € 7 e assim, 2y2 ¢ um
numero par. Portanto, x> —16 par.

Como x> — 1 = (x+1)(x— 1), segue que os nimeros x+ 1 e x — 1 sdo pares e portanto,

z 7 2z M x
x é impar. Além disso, y* =

¢ um quadrado perfeito. Como pelo enunciado x > 3 vamos

verificar os valores de y* para os demais valores impares de x maiores que 3:

. y2:x22—1 y

s y2:522—1:252—1:12 V2¢7
: y2:722—1:492—1:24 ooy
9 y2:922—1:812—1:40 Vi0¢T
" y2:1122—1:1212—1:60 Je0¢z
3 y2:1322—1:1692—1:84 VRi¢Z
5 y2:1522—1:2252—1:112 V247
17 | y* = 1722_1 = 2892_1 =144 | V144 =12

Verifica-se entdo que o menor valor de x de modo que y € inteiro € x = 17, e dai, y = 12.
Portanto, o menor valor de x* +y2 =177+ 12> = 289 + 144 = 433.
Problema 21. Quantos nimeros ab de dois algarismos sdo tais que ao multiplicar ab por qual-
quer ndmero entre 1 e 9 resulta em um ndmero cuja soma dos seus algarismos € a+ b?
Solucdo: Seja cde um nimero de trés algarismos tal que n - (ab) = cde, com n € Z tal que
1 <n<9. Fazendo ab = 10a+b e cde = 100c + 10d + e, temos,

n-(10a+b) =100c+10d +e=n-(9a+a+b) =99c+c+9d+d+e
= n-9a+(a+b))=9(1lc+d)+c+d+e
= 9a-n+n-(a+b)=9(1lc+d)+c+d+e
=9a-n—9(1lc+d)=c+d+e—n-(a+b)
=9-(a-n—1lc—d)=c+d+e—n-(a+Db).

Como queremos que a + b = ¢+ d + e, chamemos essas somas de k. Assim,
9a-n—1lc—d)=k—n-k=k(1—n) =9(llc+d—a-n) =k(n—1).

Como 1 <n<9entio 0 < (n—1) <8. Assim, k é miltiplo de 9. Como k = a+ b, entdo
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k=9 ou k = 18. Logo, os nlimeros ab elegiveis sdo multiplos de 9. A tabela a seguir mostra os

produtos 9 - n:

x |1 2 3 4 5 6 7 8 9
18 [ 18 | 36 | 54 | 72 | 90 | 108 | 126 | 144 | 162
27 | 27 | 54 | 81 | 108 | 135 | 162 | 189 | 216 | 243
36 | 36 | 72 | 108 | 144 | 180 | 216 | 252 | 288 | 324
45 | 45 | 90 | 135 | 180 | 225 | 270 | 315 | 360 | 405
54 | 54 | 108 | 162 | 216 | 270 | 324 | 378 | 432 | 486
63 | 63 | 126 | 189 | 252 | 315 | 378 | 441 | 504 | 567
72 | 72 | 144 | 216 | 288 | 360 | 432 | 504 | 576 | 648
81 | 81 | 162 | 243 | 324 | 405 | 486 | 567 | 648 | 729
90 | 90 | 180 | 270 | 360 | 450 | 540 | 630 | 720 | 810
99 | 99 | 198 | 297 | 396 | 495 | 594 | 693 | 792 | 891

Os produtos em vermelho possuem a soma dos algarismos diferente da soma dos algarismos
do nimero multiplicado. Assim, os nimeros cujo os produtos por qualquer nimero entre 1 e
9 resultam em numeros cujo a soma dos algarismos € igual a soma do nimero original sdo 18,
45,90 e 99.

5.11 OAM 2023

4
Problema 22. Sejam x, y e a nimeros reais tais que x+ — =a e —+y = —. Determine o valor
y X a
do produto x - y.
Solucao: Multiplicando ambas as equacdes dadas membro a membro obtemos:

1
=2.

1 1 4 1
<x—|——) : (——i—y) =a-—=l+xy+—+1=4=xy+—
y x a xy Xy

Multiplicando toda a expressao por xy:

(xy)?+1=2xy = (xy)* —2xy+1=0
— (xy—1)>=0
—xy—1=0
—xy=1.
Portanto, o produto x -y é igual 1.
Problema 23. Quantos sdo os pares de ndmeros primos p e ¢ tal que PP+ q2 ¢ um primo menor
que 20237 Lembre-se: um numero natural € primo se ele € maior que 1 e tem exatamente dois

divisores positivos.
Solucao:

Fato (1): | Dado p € Z, p > 3 um niimero primo, entio p2 ¢ um numero impar.

Fato (2): ’Dados r,s € Z nimeros impares, a soma r + s € um nimero par.
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Fato (3): ’Todo ndimero primo p > 5 é da forma 6k+ 1 ou 6k +5, k € Z.

Note entdo que para qualquer nimero primo p,q # 2, p?.q% serd impar e que a soma
p2 + q2 serd um ndmero par maior que 2 e portanto, ndo primo. Assim, a soma do quadrado de
dois nimeros primos sé serd impar se algum desses nimeros for 2. Seja entdo p = 2 e assim
p? = 4. Entido ¢* < 2023 —4 = 2019. Além disso, ¢> deve ser um ndmero primo cujo ultimo
algarismo ndo seja 1 ou 9, pois caso contrdrio ¢> também terd como dltimo algarismo 1 ou 9 e
dessa forma p° + q2 terd como ultimo algarismo 5 e dessa forma ndo serd primo.

Note agora que g < 47 pois 47% = 2209 > 2019. Portanto o maior valor que g pode
assumir é 43 ja que 43% = 1849 < 2019. Os primos k tais que 2 < k < 43 e ndo tem como
tltimo algarismo 1 ou 9 sdo 3,7,13,17,23,37 e 43. Analisando cada caso:

g | 3|57 1317 | 23| 37 | 43
PP+q® | 13129 | 53 | 173 | 293 | 533 | 1373 | 1853

Logo, s6 ha 8 possibilidades para g. Considerando as permutagdes possiveis entre p e
g, ha 16 pares de solucdes possiveis.
Solucao Alternativa:

Como visto na solucdo anterior, um dos nimeros p, g, digamos que p, deve ser 2. Note que se
q = 3, entdo PP+ q2 =22432=13¢ primo. Portanto o par (2,3) é solu¢do. Da mesma forma,
se ¢ = 5, entdo p* +¢*> = 22 4+ 5% =29 é primo. Logo, o par (2,5) é solugio.

Agora suponha que g > 5 € primo. Entdo ele serd da forma g = 6k+ 1 ou g = 6k + 5.
Desta forma teremos dois casos:
Caso 1: Se g = 6k+ 1 entdo

PP 4¢P <2023 =22+ (6k+1)2 <2023 = 4+36k>+12k+1-2023<0
— 36k>+12k—2018 <0
— 18k + 6k — 1009 < 0.

O lado esquerdo da inequag@o acima tem discriminante
A=6%—4-18-(—1009) = 72684.

E as solucdes sdao dadas por

—6++1/72684 —6+269,6
2-18 36
Como k > 0, vamos considerar apenas
< —6+269,6  263,6
36 36

Comok € Z,entdo k € {1,2,3,4,5,6,7}. Substituindo estes valores de k em g = 6k+ 1, obtemos
que ¢ ={7,13,19,25,31,37,43}. Como 25 ndo é primo e como visto na solu¢do anterior, ¢ nao

~7,32.

pode terminar em 1 ou 9, temos 4 solugdes possiveis.



Caso 2: Se ¢ = 6k+ 5 entdo

PP g <2023 = 22+ (6k+5)2 <2023 = 44 36k*+60k+25—-2023 <0
—  36k>+ 60k — 1994 < 0
— 18k +30k —997 < 0.

O lado esquerdo da inequagdo acima tem discriminante
A=30>—4-18. (997) = 72684.

E as solucdes sdao dadas por

—30£+/72684 _ —304269,6
2-18 - 36 '

Como k > 0, vamos considerar apenas

~30+269,6 2396

k<—34 36

~6,65.
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Como k € Z, entdo k € {1,2,3,4,5,6}. Substituindo estes valores de k em ¢ = 6k + 5, obtemos
que ¢ = {11,17,23,29,35,41}. Como 35 ndo é primo, e como visto na soluc¢do anterior, ¢ nao

pode terminar em 1 ou 9, temos 2 solugdes possiveis.

Portanto, além dos pares (2,3) e (2,5) hd mais 4 solug¢des do caso 1 e outras 2 solu¢des

do caso 2 totalizando 8 solugdes ao total. Considerando as permutagdes dos pares ordenados,

existem 16 solugdes ao total.

5.12 OAM 2024

Problema 24. Seja m a quantidade de pares de inteiros positivos (k,n) tal que >t ¢ n nao
tenham o mesmo algarismo das unidades. Qual o valor de 5™?

Solucao:

Fato (1): |Sejam a,b,n € Z.Entdioa=b modnsen|a—b.

Fato (2): [Se a = b mod n, entdo a = b* mod n, paratodo k € Z..

Fato (3): ’Se a=b modnec=d modn,entdo ac = bd mod n.

Note que Ot = . (n4)k. Para verificar o algarismo da unidades de um nimero qualquer

basta analisar os restos na divis@o por 10. Desta forma:
Sen=0 mod10=>rn"=0°=0 mod 10

Sen=1 mod10=rn"=1>=1 mod 10

Sen=2 mod10=rn>=2>=32=2 mod 10
Sen=3 mod10=n’=3>=243=3 mod 10
Sen=4 mod10=n’=4>=1024=4 mod 10
Sen=5 mod10 =1’ =5"=3125=5 mod 10
Sen=6 mod10=n>=6>=7776 =6 mod 10
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Sen=7 mod10=rn>=7>=16087=7 mod 10
Sen=8 mod10=n’ =8> =32768 =8 mod 10
Sen=9 mod10=1rn>=9=59049=9 mod 10
Além disso,

Sen=0 mod 10 = n*=0*=0 mod 10
Sen=1 mod10=n*=1*=1 mod 10
Sen=2 mod10=n*=2*=16=6 mod 10
Sen=3 mod10=n*=3*=81=1 mod 10
Sen=4 mod 10 = n*=4*=256=6 mod 10
Sen=5 mod10=n*=5*=625=5 mod 10
Sen=6 mod 10 = n*=6*=1296=6 mod 10
Sen=7 mod10 = n*=7*=2401=1 mod 10
Sen=8 mod10=—n*=8*=4096=6 mod 10
Sen=9 mod10=n*=9*=6561=1 mod 10
Agora, vamos verificar os restos de (n4)k = n* por indugdo. Para isso, note que para k = 1 os
resultados acima se mantém. Suponha entdo que para k = g € N seja vélido que:
Sen=0 mod 10 = n*=0 mod 10

Sen=1 mod10 = n*"=1 mod 10

Sen=2 mod 10 = n*"=6 mod 10

Sen=3 mod10=n*=1 mod 10

Sen=4 mod10=n**=6 mod 10

Sen=5 mod 10 = n* =35 mod 10

Sen=6 mod 10 = n*=6 mod 10

Sen=7 mod10 = n*"=1 mod 10

Sen=8 mod 10 = n* =6 mod 10

Sen=9 mod10=n*=1 mod 10

Dai, segue que:

Sen=0 mod 10 = n* - n* =n*¢*t) =0.0=0 mod 10
Sen=1 mod10 = n* n* =p*@*D=1.1=1 mod 10
Sen=2 mod 10 = n* n*=n*4*t) =6.6=36=6 mod 10
Sen=3 mod 10 =n* n* =p**t)=1.1=1 mod 10
Sen=4 mod 10 =n* n*=p*4t) =4.4=16=6 mod 10
Sen=5 mod 10 =>n* n* =n*t) =5.5=25=5 mod 10
Sen=6 mod10=>n* n* =n*t") =6.6=36=6 mod 10
Sen=7 mod10 = n* n*=n*UV =1.1=1 mod 10
Sen=8 mod10=n*-n*=p*t) =6.6=36=6 mod 10
Sen=9 mod 10 =n* n*=p**t)=1.1=1 mod 10

Desta forma, por indugdo, estd verificado os restos da divisdo de n* por 10. Por fim, verifica-se
que
Sen=0 mod10=n"-n*=0-0=0 mod 10



Sen=1 mod10=n"-n*=1-1=1 mod 10
Sen=2 mod10=1n"-n*=2.6=12=2 mod 10
Sen=3 mod10=n’-n*=3.1=3 mod 10
Sen=4 mod10=n-n*=4.6=24=4 mod 10
Sen=5 mod10 =" -n*=5.5=25=5 mod 10
Sen=6 modl10=n"-n*=6-6=36=6 mod 10
Sen=7 mod10 =’ -n*=7-1=7 mod 10
Sen=8 mod10 =" -n*=8.6=48=8 mod 10
Sen=9 mod10=—=7n"-n*=9.1=9 mod 10

Logo, os nimeros n> 4
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e n sempre possuem o mesmo algarismo das unidades. Desta

forma, ndo ha pares de inteiros positivos (k,n) que satisfazem a relacdo pedida e assim m = 0.

Portanto, 5" = 50 = 1.

Problema 25. Sabendo que x e y s3o nlimero reais positivos tais que xy = 1, determine qual € o

menor valor para a expressio
x4 y4
.X,'2 + yZ +2

Solucao:

Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica:

Fato (1): b
(1) Dados a,b € R, tem-se: a—; >+a-b

Note que
Ayt B A . y
Ry 42 243242 x24y2 42

4 ¥

€
X24y2 42 x24y2+2

Aplicando o fato (1) para os nimeros reais positivos temos

A ¥

x2+y2+2+x2+y2+2> LA
2 “ V243242 A24y242

1 x4yt S (xy)4
2 x2+y2+2— (x2+y2+2)2
1 x*4y* (xy)2
2. >
2 x24+y24+2 T a2 4y242
4 4
X' +y >
;2

(xy)*.
Como xy =1,

Xy
2

> 12 :>x4+y4 > 2.
Note que o valor minimo sé ocorre no caso da igualdade x = y. Logo,

x4+x4:2:2x4:2:x4:1:x:1.
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4 4
Portanto, a expressao % terd o valor minimo quando x =y = 1, ou seja,
xX=+y-+2
1t 2 1
1241242 4 2

1 o ~
Comentario: Isolando y na equac@o dada xy = 1 obtemos y = —. Substituindo y na expressiao
by
estudada, temos:

I 8
B x_+1
Ayt x A B4
x2+y2_|_2 - 1 2 - (x2_|_1)2 _xz(szrl)z‘
x2+(—) +2 —a

Plotando o grafico desta ultima expressdo no geogebra, verifica-se que o resultado esta

correto.

Figura 1: Gréfico da expressdo em fungao de x.

2

(-1, 0.5) (1,0.5)

-1

Fonte: Préprio autor (2024).
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6 CONSIDERACOE FINAIS

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018), na area de Matematica
do Ensino Médio determina que os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos pro-
cessos de investigacdo, de construcdo de modelos e de resolucdo de problemas. As Olimpiadas
de Matemética, entdo, sdo ferramentas fundamentais para o desenvolvimento destes processos.

Assim como recomenda a BNCC (BRASIL, 2018), a inventividade dos problemas olim-
picos estimula os estudantes a mobilizarem seu modo de raciocinar, representar, comunicar e
argumentar e, com base em discussodes e validacdes conjuntas, aprender conceitos, desenvolver
representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados.

Portanto, as olimpiadas de matemadtica sdo uma ferramenta pedagégica importante para
o desenvolvimento destas habilidades. Além disso, as premiacdes que as Olimpiadas proporcio-
nam aos estudantes sdo fontes de estimulo que despertam interesse e curiosidade dos estudantes
para o aprofundamento no estudo da matematica. Assim, € nitido que as Olimpiadas de Mate-
matica sdo plataformas para evidenciar e potencializar estudantes talentosos.

E evidente entdo que a OAM deve ganhar maior importincia no cendrio educacional do
Estado de Alagoas. Com sua formatacao de alta qualidade inspirada na OBM, o bom desempe-
nho dos alunos na OAM naturalmente estimularad o aprimoramento pedagdgico dos professores
que a adotarem em seus planos de aula, assim como dos alunos que deverao se dedicar mais nos
estudos.

Assim, com planejamento e execucdo adequada, a OAM em ambito regional poderd
impactar o crescimento de indicadores educacionais como o IDEB e o PISA, além de destacar
nacionalmente os estudantes e o ensino de matemadtica no Estado de Alagoas. Para isso, é
fundamental que a abrangéncia da OAM cresca: E necessdria a maior adesdo das escolas e
professores de matemadtica em adotar a Olimpiada no calenddrio letivo e integrar os problemas

olimpicos no planejamento de aula.
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