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1. Artigo

Problemas com Digitos e
Divisibilidade
Weverton de Barros Vieira & Eben Alves Silva

UFAL - Departamento de Matemaética
Campus Arapiraca
Arapiraca-AL - Brasil

Introducao

Este artigo tem o intuito de apresentar alguns
problemas olimpicos interessantes que envolvem a
nocao e a habilidade de se manipular digitos. Os
problemas foram retirados da Olimpiada Alagoana
de Matematica e despertam interesse e curiosidade
por sua criatividade e que, apesar de possuirem
enunciados simples, se mostram bastante desafia-

dores quanto as suas solugoes.

Inicialmente, precisamos definir alguns concei-
tos matematicos que serao tteis para as solucoes

propostas.

Conceitos Basicos

Os conceitos matemaéticos enunciados a seguir

foram retirados de [1].

Definigao 1.1. Uma progressao aritmética (PA) é
uma sequéncia na qual a diferenca entre cada termo
e o termo anterior é constante. Essa diferenga cons-
tante é chamada de razao da progressao e é repre-

sentada pela letra r.

Proposicao 1.1. Termo geral de uma Progres-
sao Aritmética

Em uma progressao aritmética (a,as,as...) de ra-
zao r, podemos calcular o n-éstmo termo desta

sequéncia por a, = a; + (n — 1)r.

As ideias para as demonstragoes dos critérios de
divisibilidade a seguir foram retiradas de [2].
Observacao: Nas proposi¢oes a seguir usaremos
a4 = Updy_1 - - - A20109 cCOMO a representagao decimal

do nimero natural a, ou seja,
a=a,10" + ap,_110" 1 + - - + a310% 4+ 110 + aq.

O resultado a seguir sera utilizado para formali-
zar o critério de divisibilidade por 9 e consequente-
mente, por 3. Para sua demonstracao, iremos uti-
lizar o principio da indugao finita. Recomendamos
que o leitor veja o artigo “O Principio da Indugao

Finita” [1| na edi¢ao 28 da revista.

Proposicao 1.2. 10" —1 ¢ divisivel por 9, para todo
n > 1.

Demonstragao: Por inducao, tem-se que para
n = 1 temos 10! — 1 = 9 que ¢é divisivel por 9.
Suponha que 10" — 1 = 9k, com k € Z. Multi-

plicando esta expressao por 10 em ambos os lados
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temos

10(10™ — 1) = 10 - 9%
10" — 10 =10 - 9%
10" =10 - 9%k + 10
10" =10-9k +9+1
10" — 1 =9(10k + 1).

—
—
—
—

Como k € Z, entao (10k+1) € Z e assim o resultado

esta provado.

Proposicao 1.3. Uma condi¢ao necessdria e sufi-
ciente para que a seja divisivel por 3 (resp. 9) é que
ap + an_1+ -+ + a1 + ag seja divisivel por 3 (resp.

9).

Demonstracao: Veja que a — (a, + ap—1 + -+ +

a; + ag) pode ser desenvolvido como

+ay - 10" + ag —

(@n + ap_y + -+ a1 +ay) =
ap - (10" = 1) + @, g - (10" = 1) +
c4ap - (100 = 1).

ap - 10" 4 a@p_q - 10" 4 - -

Usando o fato que 10¥ —1 & multiplo de 9, para todo
k € N, temos que

a=(ap+ ap_1 + -+ a1 +ag) + 9q.

Dessa igualdade, seguem os critérios de divisibili-
dade por 3 e por 9.

Os resultados a seguir serao utilizados para for-

malizar critérios de divisibilidade por 7, 11 e 13.

Proposicao 1.4. 1000*® — 1 ¢ divisivel por 1001,
para todo n > 1.

Demonstragao: 1 te-
mos 1000*! — 1 = 999999 = 1001 - 999. Logo,
0 passo base esta verificado. Agora suponha que
1000*® — 1 = 1001k, k € Z. Multiplicando esta

Por inducao, para n =

tltima relaciao por 1000?:

(1000* — 1) - 1000* = 1001k - 1000”
1000%"2? — 1000? = 1001k - 1000?
100021 = 1001k - 10002 + 1000?
1000%+Y) = 1001k - 1000% 4 1000% — 1 + 1
10002+ — 1 = 1001k - 1000% + 1001 - 999
10002+ — 1 = 1001(1000%k + 999).

Como k € Z, segue que (1000%k + 999) € Z e assim

o resultado esté provado.

Proposicao 1.5. 1000>"~! +1 ¢ divisivel por 1001,
para todo n > 1.

Demonstragao: Por indugao, para n = 1 tem-
se 1000t + 1 = 1001, que é divisivel por 1001.
Agora suponha que 1000>"~! 4+ 1 = 1001k, k € Z.

Multiplicando ambos os membros por 10002

1000%(1000*" + 1) = 1000% - 1001k

1000%" + 1000 = 1000% - 1001k
1000*"1+1=1 = 10002 - 1001k — 10007
10002V~ = 10002 - 1001k — 10002 + 1 — 1
10002™+D=1 4 1 = 10002 - 1001k — (1000 — 1)
10002*+V=1 41 = 1000% - 1001k — 1001 - 999
10002 +D=1 4 1 = 1001(1000%k — 999).

Como k € Z, segue que (1000%k — 999) € Z e assim

o resultado esta provado.

Proposicao 1.6. Uma condi¢ao necessdria e sufi-

ciente para que um numero a seja divisivel por 7
(resp. 11, 13) € que

Q20100 — A504G3 + AgQrGg — G11A1009 + * -

seja divistvel por 7 (resp. 11, 13).

Demonstragao: Pelas proposi¢oes anteriores te-
mos que se k é fmpar, entdo 10¥ + 1 é divisivel por
1001 = 7 - 11 - 13; por outro lado, se k é par, entao
10¥ — 1 ¢ divisivel por 1001 = 7 - 11 - 13. Assim,
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segue que

a — [agayag — asagaz + agarag — aj1aoag + - - |
=(ag+a;-10" +ay-10* +az- 10> +---)

— lazayag — asasas + agazas — ayiaioag + - - |
= (ay - 10> + a1 - 10 + ag — asaia)+

+ (a5 - 10° + ag - 10* + a3 - 10® + asagas)+

+ (ag - 108 4+ a7 - 107 + ag - 10° — agayag)+
+

ai Oll + aqg 10 + ag - 10 -+ allaloag)

_|_

=0+ a5a4a3(103 + 1) + agarag(10° — 1)+
a11a10a9(109 + 1) + -
= 1001gq.

Portanto, podemos escrever a como

a = [agayag — asasaz + agarag — aj1aay + - - |

+1001q, q € Z.

O que demonstra a proposicao.

Problemas Olimpicos

Os problemas apresentados a seguir foram reti-
rados do acervo de provas anteriores da Olimpiada
Alagoana de Matematica, que podem ser consulta-

das em [3].

(OAM - 2006) Problema 1. Quantos nimeros
de trés digitos, divisiveis por 3, podem ser formados

com os algarismos 1, 3, 5, 7 ou 97

Solugao: Vamos dividir nossa analise nos seguintes

Cas0os:

e numeros com algarismos iguais: a soma dos
algarismos dos nimeros 111, 333, 555, 777 e
999 resultam em ntimeros multiplos de 3 e por-
tanto todos sao divisiveis por 3. Portanto, hé

5 ntimeros deste tipo.

e nimeros com algarismos diferentes: Os ter-
(3,5,7), (5,7,9) e

(1,5,9) quando somados resultam em ntime-

nos de algarismos (1,3,5),

ros multiplos de 3. Para cada terno de alga-
rismos é possivel formar 3! = 6 nimeros dife-
rentes. Como ha quatro ternos de algarismos,

ha 4 x 3! = 24 nimeros deste tipo.

e numeros com dois algarismos iguais: os ternos
de algarismos (1,1,7), (3,3,9), (7,7,1) e (9,9,3)
quando somados resultam em ntmeros mul-
tiplos de 3. Tomando como exemplo o terno
(1,1,7), é possivel obter os ntimeros 117,171 e
711, ou seja, trés nameros. De modo analogo,
com raciocinio similar para os outros ternos de
algarismos, é possivel formar 3 ntimeros dis-
tintos para cada trio. Como hé quatro ternos
de algarismos, ha 4 x 3 = 12 nimeros deste

tipo.

Assim, o total nameros divisiveis por 3 que po-
dem ser formados pelos algarismos 1,3,5,7 e 9 sao
5+ 24 4+ 12 = 41 ntimeros.

(OAM 2019) Problema 2. Um numero ¢ dito
rafoso se ele é miltiplo de 3 e formado por dois
nimeros consecutivos em ordem decrescente. Por
exemplo: 2019 é rafoso pois 2019 = 3 x 673 e ¢ for-
mado pelos niimeros consecutivos 20 e 19. Deter-

mine a quantidade de niimeros rafosos de 4 digitos.

Solugao: Note que os numeros de 4 digitos forma-
dos por dois numeros consecutivos em ordem de-

crescente sao 0s nimeros

(1009, 1110, 1211, 1312, 1413, . . ., 9897, 9998).

Note que 1110, 1413 e 1716 sao nimeros rafosos,
pois sao os primeiros nimeros da sequéncia acima

que sao multiplos de 3, de modo que
1413 — 1110 = 1716 — 1413 = 303,

portanto, formam uma P.A. de razao 303. Veja que

o termo geral dessa P.A. é dado por
a, = 1110 + (n — 1)303.

Uma forma de analisar este problema ¢é que
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estamos estudando uma sequéncia de ntmeros de
quatro algarismos formado por dois ntmeros con-
secutivos em ordem decrescente. Considere o nu-
mero abcd rafoso, ou seja, ab é o sucessor de cd e
a+b+c+d=3kk € Z. Para obter o préximo
numero da sequéncia devemos acrescentar uma uni-
dade nos numeros ab e cd e assim ter o nimero
a(b+ 1)e(d + 1). Note que a soma dos algarismos
deste nimero é a+b+c+d+2 = 3k+2, ou seja, nao
¢ um multiplo de 3. O proximo niimero da sequén-
cia é a(b+2)c(d+2) que tem a soma dos algarismos
a+b+c+d+4 = 3k+ 4, novamente, nao multiplo
de 3.

Analogamente, o préximo ntumero da sequéncia
¢ a(b+ 3)c(d + 3) que possui a soma dos algaris-
mos a + b+ c+ d+ 6 = 3k + 6, este sim, multiplo
de 3. Entao dado um nimero rafoso, para obter o
proximo numero rafoso basta acrescentar 3 no alga-
rismo das centenas e 3 no algarismo das unidades,
ou seja, acrescentar 303. Ou seja, como 1110 é ra-
foso, para se obter o proximo nimero rafoso basta
somar 3 aos numeros 11 e 10 e temos 1413, valendo
para todos a seguir.

Assim, para determinar a quantidade de ntume-
ros rafosos de 4 digitos basta calcular o nimero de
termos desta progressao aritmética. Utilizando a
formula do termo geral de uma progressao aritmé-

tica, temos:

ap=a1+n—1)r =
9897 = 1110+ (n—1) - 303 —
(n—1)-303 =9897 — 1110 =
(n—1)-303 =8787 —
] 8787 N

n — = —

303
n—1=29 —

n = 30.

Portanto, existem 30 ntimeros rafosos de 4 digi-

tos.

(OAM - 2015) Problema 3. Quantos nimeros
existem de 2015 algarismos cuja soma dos algaris-

mos é igual a 3 e nao existem trés algarismos uns?

Solugao: Excetuando os casos onde nao existem
trés algarismos uns, para a soma dos algarismos ser
igual a 3 80 restam dois casos (1) : Um algarismo é
3 e todos os outros sao zeros ou (2): Um algarismo
¢ 1, outro é 2 e todos os restantes sao zeros. Assim,
considerando que o algarismo inicial do niimero nao

pode ser o zero:

e O tunico nimero de 2015 algarismos possi-
veis com um unico algarismo 3 é o niimero
3000...000, com 2014 algarismos zeros.

2014—zeros

e Se o numero iniciar com o algarismo 1, res-
tam 2014 maneiras distintas de se posicionar
o algarismo 2. Logo existem 2014 numeros

distintos.

e Se o nimero iniciar com o algarismo 2, res-
tam 2014 maneiras distintas de se posicionar
o algarismo 1. Logo existem 2014 nimeros

distintos.

Assim, o total de nimeros de 2015 algarismos cuja
soma dos algarismos ¢ igual a 3 ¢ 142014 +2014 =
4029.

(OAM - 2009) Problema 4. Sejam a e b digitos.
Quantos numeros da forma 30a0b03 sao divisiveis
por 137

Solugao: Para o nimero ser divisivel por 13, basta
que b03 — a0 + 3 seja divisivel por 13. Note que

b03 —a0+3 = 1006+ 3 — 10a + 3
= 100b — 10a + 6
= 91— 13a+9b+3a+6
= 13(7b—a)+3(3b+a+2).

Para isso, como a e b sao digitos, o maior valor que
a,b pode assumir é 9. Assim, o maior valor que
3b+ a+ 2 pode assumir é 38. Portanto, precisamos
encontrar os valores de a e b para termos 3b+ a + 2

igual a 13 ou 26. Isso ocorre
e quandob=1ea =38

e quandob=2ec¢a=5

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651



quando b=3 e a =2

quandob=5ea =9

quandob=6ea =6

quando b=T7ea =3
e quando b=8 e a = 0.

Portanto, ha 7 nimeros na forma 30a0b03 que sao

divisiveis por 13.

(OAM - 2006 - Adaptado) Problema 5. Um
numero natural positivo n é dito dobrado se ao es-
crevermos seus digitos na ordem inversa, obtemos
exatamente o dobro de n. Por exemplo, 2004 nao
¢ dobrado pois 4002 # 2(2004). Mostre que nao

existe nimeros dobrados menores que 1000.

Solugao: Para fazermos a prova pedida, basta ve-
rificarmos que nao existe numero dobrado para nu-
meros de 1, 2 ou 3 algarismos.

Numeros de 1 algarismo: Considerando que a
escrita dos digitos na ordem inversa de um niimero
de 1 algarismo é o préoprio niimero temos:

- 1 ndo é dobrado, pois 1 # 2(1)

- 2 ndo é dobrado, pois 2 # 2(2)

- 3 nado ¢é dobrado, pois 3 # 2(3)

- 4 ndo é dobrado, pois 4 # 2(4)

- 5 néo é dobrado, pois 5 # 2(5)

- 6 nao é dobrado, pois 6 # 2(6)

- 7 nao & dobrado, pois 7 # 2(7)

- 8 ndo ¢é dobrado, pois 8 # 2(8)

- 9 ndo é dobrado, pois 9 # 2(9).

Niimeros de 2 algarismos: Seja ab um niimero
de dois algarismos. Ao escrevermos seus digitos em
ordem inversa teremos o nimero ba. Para ab ser

dobrado devemos ter

ba = 2ab ==
10b+a=2(10a+b) =
106 + a = 20a + 2b
8b = 19a.

—

Como a,b # 0 e mdc(8,19) = 1, ndo existem alga-
rismos a, b que satisfacam a relagao acima.

Numeros de 3 algarismos: Seja abc um niimero
de trés algarismos. Ao escrevermos seus digitos em
ordem inversa teremos o numero cba. Para abc ser

dobrado devemos ter

cba = 2abce —

100c + 10b + a = 2(100a + 10b + ¢) =
100¢ + 10b + a = 200a + 20b + 2c.

Note que devemos necessariamente ter a < 5, pois
se nao, cha > 1000, ou seja, serd um numero de
4 algarismos. Agora, vamos verificar os seguintes
casos:

(1) a = 1: Nao é possivel pois assim cba é impar e
nao pode ser escrito como 2(abc).

(2) a = 2: Devemos ter ¢ = 1 ou ¢ = 6. Assim, se

c=1:

100-1+1004+2=200-2420b+4+2 —

100 + 10b 4 2 = 400 + 200 4 2 -
10b = —300 —
b= —30.

O que nao é possivel, pois b > 0.

Mas se ¢ = 6:

100-64+1004+2=200-242004+2-6 =

600 + 10b + 2 = 400 + 20b + 12 -
10b = 190 —
b= 19.

O que nao é possivel, pois b < 10.

(3) a = 3: Nao é possivel pois 2(abc) resulta em
um numero par, logo, nao ha como resultar em um
nimero terminado no algarismo 3.

4) a = 4: Devemos ter ¢ = 2 ou ¢ = 7. Assim, se
c=2:

100-24+1004+4=200-44200+2 -2 =
10b = —600
b= —60.

—

O que nao é possivel, pois b > 0.
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Massec=T7:

100-74+1004+4=200-44200+2-7 =

700 + 100 + 4 = 800 + 20b + 14 -
10b = —110 =
b= —

O que nao é possivel. Logo, nao existe ntiimero do-

brado menor que 1000.

(OAM - 2022) Problema 6. Encontre um ni-
mero de 4 digitos abcd tal que se multiplicarmos 4
o nimero obtido tem os mesmos digitos em ordem

contraria, isto é, 4 - abed = dcba.

Solugao: Note que se a > 3, dbca terda mais que
4 digitos. Portanto, a = 1 ou a = 2. Porém como
todos os miuiltiplos de 4 sao pares, a # 1 e assim,
a = 2. Por consequéncia, d = 8. Analogamente, se
b > 3, dcba terda mais que 4 digitos. Assim, b < 3.
Aplicando o algoritmo usual da multiplicacao, ob-
temos que 4c+ 3 deve ser igual a um nimero cujo o
algarismo das unidades seja b. Isso s6 é possivel se
c=2ouc=7. Daisec=2, devemos ter b =1 e
assim 4b = 4 o que nao é coerente pois 4b + 1 deve
resultar em um namero cujo algarismo das unida-
des seja ¢. Agora, se ¢ = 7, devemos ter b = 1 e
4b+ 3 =7, o que é valido. Portanto o nimero abcd
¢ igual a 2178.

(OAM - 2022) Problema 7. Quantos nimeros
ab de dois algarismos sao tais que ao multiplicar
ab por qualquer nimero entre 1 e 9 resulta em um

ntmero cuja soma dos seus algarismos é a + b7

Solugao: Seja cde um namero de trés algarismos
tal que n - (ab) = (cde), com n € Z tal que 1 <n <
9. Representando ab = 10a+0b e cde = 100c+10d+e

temos,

n - (10a + b) = 100c + 10d + e
n-(9a+a+b)=99+c+9d+d+e
n-(9a+ (a+0b) =91lc+d)+c+d+e
)
)

I

9a-n+n-(a+b)=9(llc+d)+c+d+e
9a-n—9(llc+d)=c+d+e—n-(a+b).

Como queremos que a + b = ¢ + d + e, chamemos

essas somas de k. Assim,
Ya-n—1lc—d)=k—n-

k
9a-n—1lc—d) =k(1l —n)
9(1lc+d—a-n)=k(n—1).

—
—

1) <8.
Desta forma, para a igualdade ser verdadeira, k
a+ b,
k =9 ou k = 18. Portanto, os nimeros ab elegiveis
sao os multiplos de 9, ou seja, 18, 27, 36, 45, 54, 63,
72, 81, 90 e 99.

Fazendo algumas checagens, vemos que os se-

Perceba que como 1 <n < 9entdo 0 < (n—

deve ser multiplo de 9. Como k = entao

guintes produtos de nimeros cuja soma dos algaris-

mos é 9 tem resultados cuja soma dos algarismos é
18:

e 27 x 7 =189
e 36 x 8 = 288
e 54 x 7=2378
e 63 x6 =378
e 72 x 8=2576
e 81 x9 =729

Portanto, os tinicos multiplos de 9 cujos produtos
por qualquer nimero entre 1 e 9 resultam em nu-
meros cuja soma dos algarismos é igual ao niimero
original sao 18, 45, 90 e 99.

(OAM - 2019) Problema 8. Chamamos de rese-
nheiro todo niimero que possui um multiplo cujas
4 primeiras casas decimais sao 2019. Por exemplo,
3 é resenheiro, pois 20193 = 6731 x 3. Mostre que

todo inteiro positivo é resenheiro.

Solugao: Um numero resenheiro é da forma
2019ak_1ak_2 ..

forma

.asa1a9. Podemos reescreve-lo na

201900 ---0+4ag_1ak—2 . ..

k zeros

2019 - 10* + ay_1ap_» . . .

asa10p —

Ao2a10ag.
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Fazendo t = ap_1ap_o...asa1a9, tomando
N = 2019 10 + ¢, com 10 > n,
n € Z,. Sejar o resto da divisao de 2019-10* por n.
Desta forma temos que 0 < r < n—1 e portanto, so-
mando —n a desigualdade temos —n < r—n < —1.
Invertendo a desigualdade, temos 1 < n —r < n.
Como n < 10*, entao vale que 1 < n—r < n < 10*.
Assim, o ntmero 2019 - 10¥ 4 (n — r) tem sua repre-
sentacao decimal iniciada por 2019.

Como 2019 - 10* = n - ¢ + r para ¢ € Z, entdo

adicionando n —r em ambos os membros, segue que
2019-10"+(n—r)=n-c+r+n—r)=n-(c+1)

é multiplo de n, e assim, n é resenheiro.

Problema Propostos

(OAM-2024) Problema 1. Considere o nimero
N = 2024202420242024 que tem 16 digitos. Joao
brinca de apagar 5 digitos desse nimero para formar
outro niimero. Por exemplo, certa vez ele apagou
todos os zeros e o ultimo quatro, obtendo o ntimero
22422422422, Com essa brincadeira, qual o maior

numero que Joao pode obter?

(OAM-2024) Problema 2. O ano 2024 ¢ espe-
cial, pois 2024 ¢é igual ao produto de dois ntmeros
pares consecutivos, ou seja, 2024 = 44 - 46. Qual
o ultimo ano do milénio em que estamos (ou seja,

menor que 3000), que tem essa propriedade?

(OAM-2022) Problema 3. Quantos nimeros ab
de dois algarismos sao tais que ao multiplicar ab por
qualquer ntimero entre 1 e 9 resulta em um numero

cuja soma dos seus algarismos é a + b7

(OAM-2021) Problema 4. Dizemos que um ni-
mero com 2n algarismos é elaino quando a soma
dos seus primeiros n algarismos, da esquerda para a
direita, ¢ maior que ou igual a soma dos n dltimos
algarismos. Por exemplo, o ntimero 9721 ¢ elaino,
pois 9+7 = 16; 2+1=3 e 16 > 3. Encontre a quan-

!Egressa da Licenciatura em Matematica da UFRPE

tidade de ntumeros elainos de quatro algarismos.
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2. Curiosidades

A bola quadrada do Quico

Heloisa Cardoso Barbosa Gomes!

Figura 2.1: Quico

Fonte: Ego - Globo.

A “bola quadrada do Quico” é uma expressao

humoristica da série mexicana “Chaves”, criada por
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