IT Encontro Mineiro do Profmat

Usando Médias e suas Desigualdades para a Resolucao de
Problemas Olimpicos

Weverton de Barros Vieira! Eben Alves da Silva?
PROFMAT UFAL, Arapiraca, AL

Resumo. Com a proliferagdo de olimpiadas de matemaética no ano letivo escolar brasileiro, com
problemas desafiadores, é necessario que os professores de matematica aprimorem e aprofundem
seus conhecimentos para além do que é comumente visto em sala de aula. Um dos temas classicos
de problemas olimpicos sao as médias e suas desigualdades. Este trabalho consiste numa revisdo das
provas anteriores da Olimpiada Alagoana de Matematica (OAM) e na delimita¢do no estudo dos
problemas que envolvem médias e suas desigualdades. Desta forma, este trabalho faz uma profunda
revisdo bibliografica sobre os conceitos mateméticos sobre o tema. Em seguida, sdo apresentados
alguns problemas da OAM assim como suas solug¢oes. Ao fim, é destacado a importancia do estudo
aprofundado das diferentes médias no ensino basico.

Palavras-chave. Médias, Desigualdade das Médias, Desigualdade de Cauchy-Schwarz, Olimpiada
Alagoana de Matematica.

1 Introducao

As olimpiadas de matemaética ocupam um grande enfoque do ensino em alto nivel de matemaética
na educacao basica. Com problemas criativos e desafiadores, essas competigoes exigem que 0s
alunos tenham conhecimento profundo e diversificado e que em muitos casos deve ultrapassar a
matematica limitada dos atuais materiais didaticos dos sistemas de ensino do pais.

Um dos contetidos mais prolificos nas olimpiadas de mateméatica sao problemas que envolvem
célculo de médias ou as relagoes de desigualdades entre diferentes médias. Tal contetido na educagao
basica é quase sempre restrito a simples média aritmética e ponderada, e dessa forma nao sao
abordados outros tipos de média, como a geométrica, harménica e quadratica, e muito menos as
relagoes de desigualdades entre elas.

Assim, um dos objetivos deste trabalho é apresentar uma revisdo bibliografica dos conceitos
de cada uma das médias e algumas desigualdades entre as mesmas. Além disso, sdo apresentados
alguns problemas da Olimpiada Alagoana de Mateméatica (OAM) em que nas solugbes foram usados
o0s conceitos previamente expostos. Por fim, concluimos a importéncia de se apresentar os conceitos
de médias que extrapolem a simples apresentacao da média aritmética simples e ponderada que
comumente é a Unica apresentada no ensino basico.

2 Metodologia

O trabalho foi fundamentado em uma revisdo de todas as provas de nivel 3 da Olimpiada
Alagoana de Mateméatica (OAM) em que se identificou os contetidos mais recorrentes que sao temas
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de problemas da prova. Posteriormente, delimitou-se que o foco do trabalho seria os problemas
que envolvem médias.

Assim, foi necessaria uma revisao bibliografica dos conceitos bésicos sobre médias e suas desi-
gualdades para a resolugao e discussao dos problemas.

2.1 Conceitos Basicos
As defini¢oes abaixo foram retiradas de Morgado ¢ Carvalho [1].

Definigcao 2.1. A média aritmética dos n nimeros x1,xs,...,%, € definida por

T1+ Ty + -+ T
n

MA =

Definigao 2.2. A média geométrica dos n nimeros positivos xi,xsa, ..., T, € definida por

MG = Yri29 - 2y

Definigao 2.3. A média harmoénica dos n nimeros positivos xi, s, ..., T, € definida por
n

1 1 1
L+Ll4+.+2L1

Tn

MH =

Definigao 2.4. A média quadrdtica dos n nimeros positivos xy,Ts,...,T, € definida por

x2+x2+-~-—|—xi
MQ:\/I Qn

isto é, a medida quadrdtica € a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos nimeros.

Os Teoremas abaixo foram retirados de Oliveira e Fernandez [3]. As demonstragoes destas
desigualdades sao mais técnicas e trabalhosas e nao serao expostas aqui, mas podem ser encontradas
na referéncia.

Teorema 2.1 (A Desigualdade das Médias). Para toda colecao de nimeros reais positivos
T1,%2,...,Ty Se verificam as sequintes desigualdades:

MH < MG < MA< MQ

E a igualdade em cada caso sé ocorre se, e somente se, x1 = To = ... = Typ.
Teorema 2.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se n € inteiro, n > 2, € aj,aa,...,an, €
b1,ba, ..., b, sao numeros reais, entao

(&) <(E) (24

Consideraremos n = 3 nos problemas em que usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ou
seja,
(a1by + asbs + aszbs)? < (a3 + a3 +a3) - (b + b3 + b3)

3 Resultados e Discussao

Todos os problemas discutidos a seguir foram retirados de OAM [2]. Antes da apresentacao de
cada solugao, sao expostos os fatos matematicos que serao utilizados em cada resolugao.



Problemas Olimpicos

(OAM - 2007) Problema 1. Sejam a, b, ¢, x, y e z nimeros reais tais que a* +b* + ¢t =1 =
z* 4+ y* + z*. Prove que

ar +by +cz < V3

Solugao:

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
Dados a1, as,as, by, ba, bs € R tem-se:

Fato (1):
(a1b1 + asba + azbs)® < (af + a3 +a3) - (b + b3 + b3)

Desigualdade das Médias Quadratica e Aritmética:
Dados a,b,c € R}, tem-se:

Fato (2): a2—|—b2—|—02>a—|—b+c
V 3 - 3

Utilizando o fato (1) para as sequéncias de ntimeros reais positivos (a2, b?,c?) e (22,92, 22)
temos que:

((az)? + (by)® + (c2)*)” < ((@®)* + (07)* + (*)*)((¢?)* + (¥*)* + (:°)) =

((az)? + (by)* + (2)*)* < (a* +b" + ) (a* +y* +27) =

((a2)” + (by)* + (c2)*)* < 1-1 =

((ax)* + (by)® + (c2)?)? <1 =
(az)? + (by)? + (c2)* <1 =
(ax)? + (bé/)2 + (c2)? < % %)

Agora, aplicando o fato (2) para os nimeros reais positivos ax, by e ¢z, obtemos:

2 2 2 2 2 2 2
\/(am) + (bg) + (e2) > ar + l;)y + ez . (az)® + (b;g) + (c2) > (ax + bgg +cz)

Pelo resultado obtido em (x), por transitividade, temos que:

(az)® + (by)* + (c2)? _ (ax + by + c2)?
3 9

(ax + by + cz)?
9

> (ax + by + cz)?

1

3

3
\/§2ax—|—by+cz

I

1
- >
3=

>
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O que prova a relagao pedida.



(OAM - 2015) Problema 2. Sabendo que x e y sdo ntimeros reais que satisfazem 2 +4y? = 102,
calcule o maior natural mais préximo do maior valor possivel de zy?.

Solugao:
Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica:
Fato: (1) Dados a,b,c € RY, tem-se:
ato: : b
% >Ya b

Utilizando o fato (1) para os niimeros reais positivos x2, 2y% e 2y?, temos:

2 2 2 2 2
- +2y:s;% > /a2 2P = 243/ > /2?4yt

Utilizando a relacao dada no enunciado e elevando ambos os membros ao cubo termos:
102\°
(3) >a? Ayt =343 > 2% 4yt = 173 2% > 2 4yt

Extraindo-se a raiz quadrada em ambos os lados:
34v34 > 20y = 17V34 > o -y
Como v/34 ~ 5, 83 segue que:
17-5,83 > 2 -y> = 99,12 >z -y

Portanto, o maior natural mais préximo do maior valor possivel de zy? & 99.

(OAM - 2019) Problema 3. Ache o menor valor de
E(x) = 23(23 + 1)(23 + 2) (23 + 3) + 2020
em que x varia no conjuntos dos niimeros reais.

Solugao:

A média aritmética entre quatro nimeros reais a, b, ¢, d € dada por

Fato (1): a+b+c+d
4

Fato (2): ’ Dados x,y € Z entdao 22 —y% = (z + y)(x — y) ‘

Seja A a média aritmética entre os ntimeros 23, (z +1)3, (z + 2)3 e (x + 3)3, ou seja,

3 3 1 3 2 3 3 43
PR G H(Z L) el e ) x4+6:>A:x3+g

Podemos reescrever a relagao acima como

3
3:14—*
o 2



Substituindo esta relacio em P(x) = x3(23 + 1)(2 + 2)(23 + 3) obtemos o polinémio R(A) tal que
R(A) = (A—i) (A—gﬂ) (A—Z—i—Q) (A—;+3> —
-GN -
- ()

1 9
Seja B a média aritmética entre <A2 — 4) e (A2 — 4), ou seja,
9
(e-g)(e-f) el ;
4 2
B = — B — B=A*-"
2 2 4
Podemos reescrever a equagao acima como
5
A*=B+ -
+ 4

Usando a igualdade acima em R(A) temos o polinomio Q(B) tal que

Q(B)=<B+Z—i> (B+i—j)=>Q<B>=<B+1><B—1>:»Q(B>=BQ—1

Note que como B? > 0, o menor valor que Q(B) pode assumir ¢ —1. Portanto, o menor valor
possivel para E(z) = P(x) + 2020 = Q(B) + 2020 > —1 + 2020 = 2019.

(OAM - 2024) Problema 4. Sabendo que z e y sdo ntumero reais positivos tais que zy = 1,
determine qual é o menor valor para a expressao

xt 4+ y4
22 +y?+2
Solugao:
Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica:
- ) Dados a,b € RY, tem-se:
ato: : b
a4 ;_ >Va-b
Note que
Pyt 24 . y
2249242 2249242 2249242
ot Y
Aplicando o fato (1) para os ntimeros reais positivos e temos
2 +y?+2 22 +y?+2
ot . Y
S I e oy 1 at4y! (zy)*
2 w24y 42 22+ y?+2 2 22492 +2 7\ (22 4+ 9?2 +2)?
4,4 2
L a4y o (wy)
2 224 y2+2 7 224 y>+2
4, 4
— T > (ayp?




Como zy =1,

x4+y4
2

>12 =22t 4yt >2
Note que o valor minimo s6 ocorre no caso da igualdade x = y. Logo,
ttrt=2=ul=2=—t=1=2=1

x4+y4

Portanto, a expressao —————

tera o valor minimo quando x = y = 1, ou seja,

11 +14 2 1

Z+12+2 4 2
4 Consideracgoes Finais

Na solugao dos problemas apresentados, é notavel como o conhecimento aprofundado sobre as
diferentes médias e as desigualdades entre elas sdo fundamentais para a resolugdo de problemas
mais elaborados. Assim, é de grande importancia que os professores de matematica da educagao
basica trabalhem as mais variadas médias e suas relagoes e nao s6 a média aritmética e média
ponderada que a grande parte dos materiais didaticos brasileiros se limitam.

Com a grande difusao de olimpiadas de matemaética, é interessante que os professores de mate-
matica as usem como ferramenta para apresentar uma matematica mais atrativa e desafiadora aos
alunos.
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