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RESUMO

A teoria de grupos ocupa posicao de destaque na matematica contemporanea por ex-
plicitar relacoes entre estruturas algébricas abstratas e situacoes concretas. Nesse quadro,
ideias como permutagoes, ciclos, invariantes e subgrupos tornam-se particularmente ni-
tidas quando examinadas em problemas cléssicos de simetria e em jogos matematicos.
Nesta dissertagao, essa articulacao é conduzida a partir de dois focos: a analise do jogo
do 15 e o estudo das simetrias dos sélidos platonicos, com énfase em como o formalismo
algébrico descreve e organiza regularidades observaveis.

No desenvolvimento do trabalho, sdo apresentados topicos basilares da teoria de gru-
pos, tais como classes de equivaléncia, homomorfismos e decomposicoes em classes late-
rais, sempre acompanhados de exemplos que sustentam a intuigao e o rigor conceitual. Na
sequéncia, expoe-se uma analise minuciosa do jogo do 15, na qual propriedades algébricas
e combinatérias sao empregadas para fundamentar critérios de alcangabilidade e procedi-
mentos de transformagao. Em paralelo, investigam-se as simetrias dos sélidos platonicos,
destacando a estrutura de seus grupos de rotagoes e o modo como essas a¢oes podem ser
interpretadas como permutagoes de elementos associados ao sélido.

Como desdobramento aplicado, propoe-se uma abordagem pedagodgica direcionada a
estudantes dos anos finais do ensino fundamental, estruturada em sequéncias didaticas que
introduzem nocoes de algebra por meio de atividades com o jogo do 15 e com modelos dos
sOlidos platonicos. Pretende-se, com isso, favorecer o raciocinio légico e a argumentacao
matematica, convertendo conceitos abstratos em experiéncias manipulaveis, passiveis de
discussao e verificaveis no ambiente escolar.

O eixo central da pesquisa é a articulacao entre teoria e pratica, oferecendo ao docente
um percurso para tratar conteidos avancados com rigor, sem prescindir de contextos
ludicos e acessiveis. Ao vincular resultados formais a situagdes concretas, busca-se con-
tribuir para um ensino de algebra mais significativo, em que a estrutura conceitual seja

compreendida como instrumento de interpretagdo e ndo apenas como técnica operacional.

Palavras-chave: 1. Teoria de Grupos. 2. Permutacoes. 3. Jogo do 15. 4. Sélidos

platonicos. 5. Sequéncia didatica.
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ABSTRACT

Group theory holds a prominent place in contemporary mathematics because it makes
explicit the relationships between abstract algebraic structures and concrete situations.
In this context, ideas such as permutations, cycles, invariants, and subgroups become par-
ticularly clear when examined through classical problems of symmetry and mathematical
games. In this dissertation, this articulation is developed through two main focuses: the
analysis of the 15-puzzle and the study of the symmetries of the Platonic solids, with
emphasis on how algebraic formalism describes and organizes observable regularities.

Throughout the development of this work, foundational topics in group theory are
presented, such as equivalence classes, homomorphisms, and decompositions into cosets,
always accompanied by examples that support both intuition and conceptual rigor. Next,
a thorough analysis of the 15-puzzle is provided, in which algebraic and combinatorial
properties are employed to establish criteria of reachability and transformation proce-
dures. In parallel, the symmetries of the Platonic solids are investigated, highlighting
the structure of their rotation groups and the way these actions may be interpreted as
permutations of elements associated with the solid.

As an applied development, a pedagogical approach aimed at students in the final
years of elementary school is proposed, structured through didactic sequences that intro-
duce notions of algebra by means of activities involving the 15-puzzle and models of the
Platonic solids. The intention is therefore to foster logical reasoning and mathematical
argumentation, transforming abstract concepts into manipulable experiences that can be
discussed and verified in the school environment.

The central axis of this research is the articulation between theory and practice, offe-
ring teachers a pathway for addressing advanced content with rigor, without dispensing
with playful and accessible contexts. By linking formal results to concrete situations, the
study seeks to contribute to a more meaningful teaching of algebra, in which concep-
tual structure is understood as an instrument of interpretation rather than merely as an

operational technique.

Keywords: 1. Group Theory. 2. Permutations. 3. 15 puzzle. 4. Platonic solids. 5.

Instructional sequence.
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INTRODUCAO

A teoria de grupos constitui um dos pilares da algebra moderna, oferecendo uma lin-
guagem para descrever estruturas que aparecem em diferentes dreas da matematica. Ao
formalizar a nogao de simetria e de transformacéao, é possivel identificar padroes, invarian-
tes e regularidades em sistemas variados, conectando aspectos abstratos a representagoes
concretas.

Este trabalho toma como fio condutor duas situagoes matematicas com forte apelo
intuitivo: o jogo do 15 e as simetrias dos sélidos platonicos. Em ambos os casos, a intencao
é evidenciar como conceitos como permutagoes, ciclos e subgrupos surgem naturalmente
quando se descrevem movimentos, composicoes e a¢oes sobre conjuntos finitos.

A exposicao inicia-se com a revisao de noc¢oes fundamentais, incluindo a definicao de
grupo e propriedades basicas, além de construgoes e resultados usuais como classes laterais,
subgrupos normais e isomorfismos. Esses elementos fornecem o vocabulario necessario
para a modelagem algébrica adotada nas andlises posteriores.

No jogo do 15, considera-se um tabuleiro com quinze pegas numeradas e uma casa
vazia, no qual movimentos validos correspondem ao deslizamento de uma pega adjacente
para a posicao livre. A passagem de uma configuracdo a outra pode ser descrita por
permutagoes induzidas por sequéncias de movimentos, de modo que a composicao dessas
transformacoes organiza um quadro algébrico adequado para discutir alcancgabilidade e
estrutura das configuracoes.

No estudo dos sélidos platonicos, investigam-se as rotagoes que preservam o solido e
a acao dessas rotagoes sobre elementos associados, como faces, arestas ou vértices. Essa
perspectiva conduz naturalmente a grupos finitos de simetria e a interpretacao dessas a¢oes
como permutagoes, permitindo comparar, classificar e relacionar as estruturas obtidas.

Além da anélise tedrica, o trabalho propoe sequéncias didaticas voltadas ao ensino
médio, articuladas em atividades com o jogo do 15 e com modelos dos sélidos platonicos.
Busca-se favorecer o desenvolvimento do raciocinio légico e da argumentacao matematica,
aproximando a linguagem algébrica de situagoes manipulaveis e discutiveis em sala de
aula.

Ao final, espera-se que a articulacao entre teoria e aplicagoes contribua para um ensino
de algebra mais significativo, no qual a formalizagao seja percebida como instrumento de
compreensao. A proposta é oferecer ao professor um percurso didatico que preserve o rigor,
ao mesmo tempo em que explora contextos acessiveis para introduzir ideias de simetria,

permutacao e estrutura algébrica.



GRUPOS

Neste capitulo, apresentamos os fundamentos da teoria de grupos: grupos, subgrupos,
classes laterais, subgrupos normais, grupos quociente, morfismos e isomorfismos de grupos.
O texto é desenvolvido de forma autossuficiente, com a inclusao de diversos exemplos e
das principais demonstragoes, de modo a torna-lo acessivel mesmo a leitores sem contato

prévio com o tema. As principais referéncias utilizadas sao [8, 5] [7, 6, [1].

1.1 CLASSE DE EQUIVALENCIA

Antes de introduzirmos o conceito de grupos, é essencial possuir a compreensao de um
conceito fundamental e intrinseco da matematica: o de classes de equivaléncias. Tal
conceito trata de uma forma de agrupar elementos de um conjunto segundo uma relagao
que associa de forma significativa os seus elementos. Nesse sentido, um exemplar classico
é a relacao de congruéncia entre os nimeros inteiros, que permite classificar os nimeros
em subconjuntos formados por aqueles que possuem o mesmo resto em uma divisao. Essa
forma de perceber os elementos é uma ferramenta poderosa para simplificar estruturas e

analisar problemas com maior clareza e objetividade.

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto e seja R uma relagio bindria em X. Dizemos
que R é uma relagdo de equivaléncia em X se satisfaz as sequintes propriedades, para

quaisquer r,y,z € X:
1. Reflexiva: v Rx.
2. Sitmétrica: se x Ry, entao y Rx.
3. Transitiva: se xt Ry ey Rz, entao x R z.

Definicao 1.1.2. Seja R uma relacao de equivaléncia em X e seja a € X. A classe de
equivaléncia de a (com respeito a R), denotada por [a], é o subconjunto de X definido
por

l[a]| ={z € X |zRa}.

Ou seja, [a] é o conjunto de todos os elementos de X que estao relacionados com a pela

relacao R.

As classes de equivaléncia assim definidas apresentam propriedades fundamentais que

descrevemos a seguir.



1.1 CLASSE DE EQUIVALENCIA

Em primeiro lugar, as classes de equivaléncia induzidas por R formam uma particao
de X. Isto significa que cada elemento x € X pertence a exatamente uma dessas classes,

de modo que nao ha sobreposicao entre classes distintas. Mais precisamente:

1. Cada elemento x € X pertence a sua prépria classe [z], de modo que nenhuma

classe é vazia.

2. A uniado de todas as classes de equivaléncia é o conjunto X, isto é,

U [d] = X.

aeX

3. As classes sao mutuamente disjuntas: se [a] N [b] # 0, entdo necessariamente [a] =

[b].
Proposicao 1.1.3. Seja R uma relagio de equivalencia em A e seja a € A. Entdo a € [a].

Demonstracdo. Seja R uma relacao de equivaléncia em A e a € A. Queremos demonstrar
que a € [a], onde a classe de equivaléncia de a é definida por [a] = {z € A |z R a}. Pela
definicao de relagao de equivaléncia, R é reflexiva, simétrica e transitiva. Em particular,
a reflexividade garante que, para qualquer a € A, temos a R a. Isso significa que a estd
relacionado a si mesmo pela relacdo R. Agora, pela definicdo de classe de equivaléncia,
um elemento x pertence a classe de equivaléncia [a] se, e somente se, x R a. Como a

reflexividade de R nos assegura que a R a, segue que a € [a. O

Proposicao 1.1.4. Seja R uma relacao de equivaléncia em A, e sejam a,b € A. Entao

aR b se, e somente se, [a] = [b].

Demonstragdo. Seja R uma relagdo de equivaléncia em A e sejam a,b € A. Queremos
demonstrar que a R b se, e somente se, [a] = [b], onde as classes de equivaléncia sdo
definidas como [a] ={x € A|z Ra} e [b] ={x € A|x Rb}.

Suponha que a R b. Se a R b, pela transitividade e simetria da relacao R, qualquer
elemento = € [a] também estard em [b], e vice-versa. De fato, seja z € [a]. Por defini¢ao
de classe de equivaléncia, z R a. Como a R b e R é transitiva, segue que x R b. Assim,
x € [b]. Reciprocamente, seja y € [b]. Por defini¢do, y R b. Como b R a (pela simetria
de R) e R é transitiva, segue que y R a. Assim, y € [a]. Logo, [a] C [b] e [0] C [a], 0 que

implica [a] = [b].
Suponha que [a] = [b]. Se [a] = [b], entdo, em particular, b € [a], pois b € [b]. Pela
definigao de [a], isso implica que b R a. Como R é simétrica, segue que a R b. O]

Proposigao 1.1.5. Se R ¢ uma relagdo de equivaléncia em A, e a,x,y € A sao tais que

x € la] ey € [a], entdo x R y.

Demonstragcdo. Seja R uma relagdo de equivaléncia em A, e sejam a,x,y € A tais que

z € [a] ey € [a]. Pela defini¢do de classe de equivaléncia, temos que [a] = {z € A | z R a}.



1.2 GRUPOS

Assim, x € [a] implica que R a, e y € [a] implica que y R a. Como R é uma relagao
de equivaléncia, ela é transitiva. Dessa forma, z R a e y R a implicam, pela simetria, que
a R y e, pela transitividade, que R y. Portanto, demonstramos que, se z,y € [a], entao
r Ry. O

Proposigao 1.1.6. Seja R relagio de equivaléncia em A, e suponha que [a] N [b] # 0.
Entao, [a] = [b].

Demonstragio. Seja R uma relagao de equivaléncia definida em um conjunto A. Sabemos
que R é reflexiva, simétrica e transitiva, e que, para qualquer elemento a € A, a classe
de equivaléncia de a, denotada por [a], é o conjunto dado por [a] = {x € A | z Ra}.
Suponha agora que [a] N [b] # 0, ou seja, as classes de equivaléncia de a e b possuem pelo
menos um elemento em comum. Seja x € [a] N [b]. Por definigao de classe de equivaléncia,
isso implica que x Ra e x Rb. Como R ¢ simétrica, de = Ra, temos que a Rx. Usando
a transitividade de R, como a Rx e x Rb, concluimos que a Rb. Isso significa que a e b
estao relacionados por R. Para mostrar que [a] = [b], devemos provar que todo elemento
de [a] pertence a [b] e vice-versa. Seja y € [a]. Por defini¢do, isso significa que y Ra.
Como a Rb e y Ra, pela transitividade de R, temos que y Rb, o que implica y € [b].
Portanto, [a] C [b]. De maneira anéloga, seja z € [b]. Entao, z Rb. Como bRa e z Rb,
pela transitividade de R, temos z Ra, o que implica z € [a]. Assim, [b] C [a]. Concluimos
que [a] = [b]. O

1.2 GRUPOS

As classes de equivaléncia permitem reunir elementos que sdo considerados “iguais” se-
gundo um determinado critério. Essa ideia estd ligada ao conceito de simetria, que aparece
em figuras geométricas, em padroes da natureza e até em leis da Fisica. Ao estudar as
transformacbes que preservam essas simetrias, chegamos naturalmente ao conceito de
grupo.

De forma geral, um grupo é uma estrutura mateméatica que expressa o comportamento
das simetrias e das transformagoes. Rigorosamente, definimos um grupo como um con-
junto munido de uma operacao que satisfaz trés propriedades: associatividade, existéncia
de um elemento neutro e existéncia de elementos inversos. Apesar da abstracdo, a teoria
de grupos tem aplicagoes bastante concretas e efetivas, como na resolugdo de equacoes
algébricas, desenvolvimento de sistemas de criptografia e até na analise de jogos e quebra-
cabecas, como o sudoku, o cubo méagico e o jogo do 15.

O estudo de grupos assume um papel central na matematica, pois oferece uma lingua-
gem universal e unifica em termos de descri¢ao simétricas e suas transformagoes nos mais
diversificados contextos. Nesse viés, a estrutura permite que diversas areas do conheci-
mento sejam analisadas sob uma otica comum, o que promove uma generalizacao maior

nos seus resultados. Dessa forma, técnicas e ideias desenvolvidas em uma esfera especifica



1.2 GRUPOS

de conhecimento podem ser transferidas e compreendidas para outros campos de estudo,

0 que permite um escopo de aplicacao maior.

Definicao 1.2.1. Seja G um conjunto nao vazio. Uma fungio x : G x G — G é chamada
de uma operagao bindria sobre G. A imagem de (x,y) pela operagio bindria * € escrita

como  xy, em vez de x(x,y).

Observacao 1.2.2. Uma operacao bindria em S associa a cada par ordenado de elementos
de S exatamente um elemento de S. Como uma operacao é uma funcao, deve-se garantir
que ela esteja bem definida. Isso significa que, se (a,b) = (¢,d) em S x S (ou seja, a = ¢

eb=4d), entdo axb = cxd. Em outras palavras, * estd bem definida se:

Ya,b,c,de S,a=c e b=d = axb=cxd.

Exemplo 1.2.3. A adicio em Z e a multiplicacdo em R:
+:ZxZ —7Z, -:RxR-—=IR,

sao operacoes bindrias.

Definigao 1.2.4. Seja X um conjunto. Denotamos por P(X) o conjunto das partes de
X, definido por
P(X)={A|AC X}

Em outras palavras, P(X) € o conjunto formado por todos os subconjuntos de X , incluindo

o subconjunto vazio @ e o proprio X.

Exemplo 1.2.5. Sejam A, B C X. Entio AUB, ANB e A— B sao subconjuntos de X .

Assim, unido, intersegio e diferenga sio operagoes bindrias em P(X).

Exemplo 1.2.6. Seja X um conjunto qualquer. O conjunto de todas as bijecoes de X em
X ¢é denotado por Bij(X), isto é,

Bi(X)={f|f:X — X é uma fungio bijetora}.

Dadas duas fungoes f,g € Bij(X), a sua composi¢io fog: X — X, definida por (f o
g9)(z) = f(g(x)) para todo x € X, é também uma fungio bijetora de X em X (pois a
composicao de bijecoes € uma bije¢io). Portanto, a composi¢io € uma operagio interna
em Bij(X), ou seja, fog € Bij(X).

Definicao 1.2.7. Um grupo é uma estrutura algébrica formada por um conjunto G jun-

tamente com uma operacao bindria

x:GxGE—G
(a,b) — ax*b

satisfazendo as sequintes condigoes:
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1. Associatividade: Para todos os elementos a, b, c € G, vale que (a*b) xc = ax* (bx*c).

2. Elemento neutro: Existe um elemento e € G tal que, para todo a € G, axe =

exa = a.

3. Elemento inverso: Para cada elemento a € (G, existe um elemento b € G tal que

a*xb="bxa = e, onde e é o elemento neutro.

Observagao 1.2.8. Se, adicionalmente, a operacao * for comutativa, ou seja, axb = bxa

para todos os a,b € G, o grupo é denominado abeliano ou comutativo.

Observagao 1.2.9. Seja (G, ) um grupo.
1. A cardinalidade do conjunto G é chamada de ordem do grupo e é denotada por |G|.
2. Se |G| < o0, o grupo é chamado de finito. Caso contrario, é dito infinito.

3. Quando nao houver possibilidade de confusao, podemos omitir o simbolo da operacao,

escrevendo ab em vez de a - b.
4. Por outro lado, quando utilizamos a notagao aditiva (+), sempre escrevemos a + b.
Proposicao 1.2.10. O elemento neutro em G € inico.

Demonstragdo. Considere dois elementos neutros e e ea em (. Por definicao, e; satisfaz
e1-a=aea-e =a para todo a € G, e eg satisfaz es-a = a e a-e3 = a para todo
a€q.

Tomando a = es na definicdo de e, temos e - e = e3. De forma similar, tomando

a = e1 na definicdo de eo, temos e - e2 = e1. Logo, e = es. O

Proposicao 1.2.11. Para cada a € G, existe um unico inverso de a em G, denotado por

ail.

Demonstragdo. A existéncia decorre diretamente da definicdo de grupo, que garante que,

para todo a € G, existe a=' € G tal que a-a~! 1

=eea ' -a=e, onde e é o elemento
neutro.

Para demonstrar a unicidade, suponha que b e ¢ sejam dois inversos de a. Entao,
a-b=eea-c=e. Multiplicando a esquerda a equacao a-b = e pelo elemento ¢, temos
c-(a-b)=c-e.

Usando a associatividade, (¢-a)-b = ¢, e como c-a = e, segue e-b = ¢. Como

e-b=>b, temos b = ¢, provando que o inverso de a é tnico. O

Proposigao 1.2.12. Seja (G, ) um grupo. Para quaisquer a,b,c € G, se c-a = b, entao:

c=b-a %
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Demonstracio. Sejam a,b, ¢ € G tais que ¢-a = b. Mostraremos que ¢ = b-a™ L.
A partir da igualdade c¢-a = b, multiplicamos ambos os lados da equacao a direita
pelo inverso de a, a~!, obtendo (c-a)-a™! =b-a" 1.

I'—= ¢, de modo que ¢-

Pela associatividade, c¢- (a-a™') = b-a~!. Sabemos que a-a~
e=">b-a"t. Como c-e = ¢, segue que ¢ = b-a~'. Assim, a proposicao é demonstrada. [J

Proposic¢ao 1.2.13. Seja (G, -) um grupo. Para quaisquer a,b € G, entdo (ab)f1 =

b—1lq L,

Demonstragdo. Sejam a,b € G. Queremos mostrar que (ab)~' = b~'a=!. Para isso,

1 ¢ o inverso de ab, ou seja, que (ab) - (b"1a™!) = e, assim como

basta verificar que b~ ta~
(b='a=1) - (ab) = e, onde ¢ é o elemento neutro de G. Como o inverso de um elemento é
Unico, basta verificar essas igualdades.

Calculamos (ab) - (b~ta™!). Usando a associatividade da operagao do grupo, temos
(ab)-(bla ) =a-(b-b71)-a™t

Comob-b~! =e, issosereduzaa-e-a' =a-a"'. E, comoa-a~

(ab)- (b7 la™t) =e.

Agora, calculamos (b='a~!) - (ab). Novamente, usando a associatividade, temos

I = ¢, concluimos que

(bt (ab) =b"t- (a7t -a)-b.
Comoa'-a=e, issosereduza bt -e-b=>0"1-b. E, como b~!-b=e, concluimos que
(b~ta=1) - (ab) = e.

Portanto, b= ta™! é o inverso de ab. Assim, segue que (ab)~™! = b~ta~!, como querfa-

mos demonstrar. ]

Proposicao 1.2.14 (Lei do Cancelamento). Seja (G,-) um grupo. Para todos a,b,c € G,

valem as implicacoes:
a-b=a-¢c = b=c e b-a=ca = b=c.

Demonstragcdo. Suponha que a-b = a-c. Como G é um grupo, o elemento a possui um
inverso a~! € G. Multiplicando ambos os membros da igualdade & esquerda por a7,

obtemos:
at(a-d)=at (a-c).

Pela propriedade associativa da operagao do grupo, podemos reescrever ambos os lados

CO1mo:

1

Por definicao de inverso, temos a~ " -a = e, onde e é o elemento neutro de GG. Logo, a

igualdade torna-se:
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Uma vez que e é o elemento neutro, segue que e-b =>be e-c = c, o que implica:

b=c.

Isso estabelece a lei do cancelamento a esquerda.

A demonstracdo do cancelamento a direita é similar. Suponha agora que b-a = c¢-a.

Multiplicando ambos os lados & direita por a~!, temos:
(b-a)-a~t=(c-a)-a .
Novamente, pela associatividade, obtemos:

b-(a-a')=c-(a-at).

Como a-a~! = e, segue que:
b-e=c-e.

Dado que e é o elemento neutro, b-e = b e ¢-e = ¢, donde concluimos:
b=c,

completando a demonstracao da lei do cancelamento a direita. O]

1.2.1  FEzemplos de grupo

1. (Zn,®) é um grupo abeliano finito com n elementos.

Seja n € IN, com n > 2. Define-se em Z a relagao de congruéncia médulo n por:
a=b (modn) se, esomentese, n|(a—0>),

para quaisquer a,b € Z. Esta relagdo é uma relagao de equivaléncia. O conjunto de
todas as classes de equivaléncia é denotado por Z/nZ. ou simplesmente Z.,,, e seus

elementos sao:

Z,=1{0,12,.. . 7-1)

ondea ={beZ|b=a (modn)} éa classe de equivaléncia de a. Os elementos
de Z,, sao chamados de classes residuais médulo n. Além disso, se p é um nimero

primo, o conjunto das classes nao nulas em Z,, com a operagao de multiplicacao

médulo p, forma um grupo abeliano, frequentemente denotado por ((Z,) \ {0}, ®).

Em Z,,, definem-se as operacoes de adicao & e multiplicacdo ® pondo:

a®db=a+b e a®b=a-b,

10
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para quaisquer @, b € Z.,,. Pode-se verificar que estas operacoes estdo bem definidas,

isto é, nao dependem dos representantes escolhidos para as classes.

O conjunto Z,, é um exemplo importante de estrutura com duas operagoes. Por

504=5+4=9=3, pois9=3 (mod6).

304=3-4=12=0, pois12=0 (mod 6).

Note que, neste caso, o resultado da multiplicagdo de duas classes nao nulas (3 e 4)
¢ a classe nula (0). O elemento neutro de ® é 1 e nao existe inverso de 3 em relagao

a @, portanto (Z§, ®) nao é um grupo.

. Os conjuntos (Q,+), (R,+) e (C,+) formam grupos abelianos sob a adigdo. Da
mesma forma, (Q\ {0},-), (R\ {0},-) e (C\ {0},) constituem grupos abelianos

quando munidos da multiplicagao.

Exemplo 1.2.15. Se K =R e n = 2, entao:

b
GL(2,R) = {(a d) | a,b,c,d € R, ad—bc;«éo}.

Cc

Aqui, ad — bc é o determinante da matriz, e a condicao ad — bc # 0 garante que a

matriz é invertivel.

. Seja Z) o conjunto dos elementos inversiveis de Z,, com respeito a multiplicagao,
isto é, das classes T para as quais existe s € Z,, tal que 7-5 = 1. Entao, (Z),-)
forma um grupo de ordem ¢(n), em que ¢ : IN — IN denota a fungao de Euler,
definida por p(n) = #{r € {1,...,n} : mde(r,n) = 1}.

Demonstrag¢io. A operacao é associativa e tem 1 como elemento neutro. Considere
um elemento x € ZX. Ele é invertivel se existe y € Z,, tal que -y =1 (mod n).
Isso significa que existe um inteiro k tal que x -y — kn = 1. Esse é o enunciado de
uma combinacao linear entre x e n que resulta em 1. Assim, x sera invertivel em

Z., se, e somente se, essa equacao puder ser satisfeita.
e Se mdc(z,n) =1, entdao z é invertivel:

Pelo Teorema de Bézout, se mde(z,n) = 1, existem inteiros a e b tais que a-x +b-
n = 1. Reduzindo essa equagao médulo n, obtemos a -z =1 (mod n), ou seja, a é

o inverso multiplicativo de x em Z,,. Logo, = é invertivel em Z,,.

o Se x é invertivel, entdo mde(z,n) = 1:

11
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Suponha que x seja invertivel em Z,,, ou seja, existe um y € Z,, tal que x -y = 1
(mod n), o que implica x -y — kn = 1. Essa é uma combinagao linear de x e n que
resulta em 1. Como mdc(z,n) divide qualquer combinagédo linear de x e n, segue

que mdc(x,n) divide 1. O tnico divisor positivo de 1 é 1, portanto, mde(z,n) = 1.

]

. Seja X um conjunto qualquer. O conjunto Bij(X) = {f : X — X | f é uma bijegao}
é definido como o conjunto de todas as fungoes bijetoras de X em X. (Bij(X),0)
¢ um grupo, nao abeliano em geral, onde a operagdo o é a composicao de fungoes.
Observe que o grupo Bij(X) serd abeliano se o conjunto X tiver um ou dois ele-

mentos.

Caso o conjunto C' tenha um ntmero finito n de elementos, Bij(C') serd denotado
por S, e sera chamado grupo simétrico ou grupo das permutacoes de n letras. Temos

que |Sy,| = nl.

Demonstragio. Seja X um conjunto nao-vazio. Considere

o: Bij(X) x Bij(X) — Bij(X)

(o,7) = Too

Primeiro, vamos mostrar que a operacao de composicao esta bem definida. Sejam
0,7 € Bij(X). Precisamos mostrar que 7o o € Bij(X). Para isso, verificamos que
T o0 é injetora e sobrejetora. A funcdo 7o o é injetora pois, se T oo (z) = T oo (y),
entao 7(o(z)) = 7(o(y)). Como 7 é injetora, temos o(z) = o(y), e como o é
injetora, concluimos que x = y. Além disso, 7 o o é sobrejetora pois, para qualquer
z € X, como 7 é sobrejetora, existe y € X tal que 7(y) = z, e como o é sobrejetora,
existe x € X tal que o(z) = y. Portanto, Too(z) = 7(0(z)) = 7(y) = 2, 0 que
mostra que 7o o é sobrejetora. Assim, 7o o € Bij(X), e a operagdo de composigao

estéd bem definida.

Agora, vamos verificar a associatividade. A composicdo de fungdes é sempre asso-
ciativa. Para o,7,p € Bij(X), temos (po7)oco = po(7o0c). Isso ocorre porque,
para qualquer z € X, vale (poT1)oo(x) = p(r(c(z))) = po(ro0c)(x). Portanto,

a operacao o é associativa.

O elemento neutro de Bij(X) é a fungdo identidade idy : X — X, definida por
idy(z) = x para todo z € X. Para qualquer o € Bij(X), temos coidxy = o e
idxy oo = 0. Isso mostra que idx ¢é o elemento neutro da operagao de composicao.

Por fim, todo elemento de Bij(X) tem um inverso. Dada uma bijecao o € Bij(X),

12 X — X também é uma bijecdo e satisfaz c oo™t = idy e

1

sua inversa o~

—1

0~ oo =idyx. Portanto, 7" é o inverso de o.

]

12
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5. O grupo Ss:

g _ 123 123 123 123 123 123
P71 \123) " \213) " \321) " V132 ) " \231) " \312) [

123
onde a notacao representa a fungdo definida da seguinte maneira: f(1) = a,

abe

F2)=be f(3)=c.

. 123 123
Sejam a = e = ; temos
231 213

123
a? = . P =id, p?=id,
312

(123 (123 5. (123
ba = (132)’ af = (321)’ o’f = (132)'

Observe que foi verificado acima que « e 8 geram o grupo S3, ou seja, todos os
elementos do grupo sao produtos finitos de fatores iguais a « ou f; foi também
verificado que a® = id, % = id e que fa = o # af.

. O grupo Sa das simetrias espaciais de um tridngulo equilatero:

Seja Py P, P3s um triangulo equilatero. Coloque o centro de gravidade do triangulo
na origem 0 do espago e chame de D1, Ds, D3 as retas do espago determinadas pelas

medianas do tridangulo. As transformacoes espaciais que preservam o tridngulo sao:

e id, Rax, Rar: as rotacgoes planas centradas em 0, no sentido anti-horario, de
3 3

angulos zero, %ﬂ e %ﬂ, respectivamente.

e Ry, Ro, R3: as rotagoes espaciais de angulo 7 com eixos Dy, Dy, D3, respectiva-

mente.

I
1 P

/

1
|
|
|
%

: ~
-~ * N

|

|

|

|

\

Figura 1: Os eixos de reflexdo de um triangulo equilatero.
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O conjunto definido pelas rotacoes planas e espaciais
Sp = {id, R%w, R%ﬁ, Ry, R2, Rs}

com a composicao de fung¢oes é um grupo.

O grupo nao é abeliano, pois temos:

RloRQZR%ﬂ [§] RQORlzR%ﬁ.

Os elementos Ra2x e R; geram o grupo Sy, isto é, todo elemento de Sp pode ser
3

expresso como uma composicao finita de R2x e Rj.
3

o id R%w R4?;n' Ry Ry Rj

id | id R%ﬂ R%w Ry Rs Rj
R%w R%ﬂ R%ﬂ id Rs3 Ri R
R%ﬂ R%ﬂ id R%ﬂ Ry Ry R

Ry | Rt Ry R3 id R%ﬂ R%r
Ry | Re Rs Ry R%ﬂ id R%ﬂ
R3 | R3 Ri1 Ro R%ﬂ R%n id

7. Produto Direto de Grupos:

Sejam (G1,-) e (Ga,-) dois grupos. No conjunto G1 x G defina a operagao

(91,92) - (h1,h2) = (g1 h1, 92 - h2).

(G1 x Go,-) é um grupo (chamado produto direto de G1 com G3); o elemento neutro
de G1 x G é (e1,e2), onde e; é o elemento neutro de G;, i = 1,2; o elemento inverso
de (g1,92) é (971, 951). Além disso, (G x Ga,-) é um grupo abeliano se e somente
se (G1,-) e (Ge,-) sao grupos abelianos.

Mais geralmente, dados grupos (G1,-),...,(Gp,"), definimos a nogao de produto

direto G1 X Gg x - -+ x G,.

Proposicao 1.2.16. Seja {G;}icr uma colegio arbitrdria de grupos, com I C IN. Defini-

mos o conjunto produto por

[1Gi = {(aics | ai € Gi, Vi€ I}.
el

Considere a fungdao

.:(HGZ.)X(HGZ.)HHGZ-

iel el i€l

14
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dada por
((ai)ielu (bi)iel) — (aibi)ier-

Para cada (a;)icr, (bi)icr € I1 Gi, definimos a operagao ponto a ponto dada por:
el

(ai)ier - (bi)ier = (a; - bi)ier,

onde a operagdo a; - b; € aquela definida em G;. Entdo, <H Gi, ) ¢ um grupo, chamado
el
de produto direto da familia {G;}icr. Além disso, se cada G; for abeliano para todo i € I,

entao [l;cr Gi também é um grupo abeliano.

Demonstragio. Para demonstrar que ([I;c; Gi, -) é um grupo, seguimos uma estrutura se-
melhante & da imagem, utilizando a = (a;)ier, b = (b;)icr, € ¢ = (¢;)ier cOMo sequéncias
em [[;e; Gi.

(1) Associatividade: Queremos mostrar que a- (b-¢) = (a-b)-c. Pela definigdo da

operacao ponto a ponto, temos:

a-(b-c) = (ai)icr - (bi - ci)icr = (ai- (bi - ci) )ier-
Por outro lado:
(a ) b) C= (ai : bi)iel : (Ci)iel = ((ai : bi) 'Ci)ief-

Como cada G; é um grupo, a operagao em G; é associativa, ou seja, a; - (b -¢;) = (a;-b;) - ¢
para todo ¢ € I. Portanto:
a-(b-c)=1(a-b)-c.

(2) Elemento neutro: Definimos o elemento neutro e = (e;);cs, onde e; é o elemento

neutro de G; para cada i € I. Para qualquer a = (a;)ies € [ic; Gi, temos:

a-€= (ai : ei)iel = (ai)iel =a,

€-a= (ei : @i)iel = (ai)iel = a.

Logo, e é o elemento neutro de [];c; G;.
(3) Inverso: Para cada a = (a;)ie; € [ljes Gy, definimos o inverso como a~! =
(a;l)ie[, onde ai_l ¢ o inverso de a; em G;. Entao:

a-a = (ai - afl)ief = (ei)ier = ¢,

a -a= (ai b ai)ier = (€i)ier = e.

Portanto, todo elemento de [];c; G; possui um inverso.
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(4) Comutatividade (se cada G; for abeliano): Suponha que cada G; seja abeliano.
Sejam a = (a;)iecr € b = (b;i)ier € [ler Gi- Entéo:

a-b= (ai'bi)ief = (bi'ai)ie] =b-a,

onde a igualdade central segue da comutatividade de cada GG;. Portanto, [[;c; G; é abeli-
ano.
Concluimos que ([[;c; Gs,-) é um grupo, e se cada G; for abeliano, entdo [[;c; G;

também é abeliano. O

Exemplo 1.2.17. Seja I = {1,2} e considere os grupos G1 = Zy com adi¢ao mddulo 2 e
Go = Z3 =1{0,1,2} com adigio médulo 3. O produto direto [1;c; Gi = G1 X Gy consiste

em todos os pares ordenados (a1,az), onde a1 € Za € ag € Zs, cujos elementos sdo:

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1), (1,2)}.

A operagao é definida coordenada a coordenada, ou seja, dados (a1, az) e (b1,bs), temos
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1 + b1 mod 2,a2 + by mod 3). Por exemplo, para a = (1,2) e
b = (0,1), a operagao resulta em a-b = (1,0). O elemento neutro é (0,0), e o inverso

de (a1,a2) é (—a1 mod 2, —ay mod 3), como no caso de (1,2), cujo inverso é (1,1).

1.3 SUBGRUPOS

Nesta secao, apresentaremos o conceito de subgrupo. De maneira geral, podemos imaginar
um grupo como um sistema matematico no qual os elementos interagem segundo regras
que estao bem definidas. Um subgrupo, constitui um subconjunto desse sistema que,
apesar de conter menos elementos, preserva integralmente as propriedades da estrutura
original.

A ideia para o estudo dos subgrupos estd em analisar a estrutura interna de um grupo.
Assim, desejamos identificar subconjuntos que preservam as mesmas propriedades de um
conjunto maior. Por exemplo, o conjunto dos nimeros pares formam um subgrupo do
grupo dos inteiros com a operacao de adigao, pois é fechado sob essa operacao, contém o
elemento neutro e é fechado sob o inverso aditivo.

Além de sua importancia na estrutura interna dos grupos, os subgrupos estao intrin-
sicamente relacionados a conceitos mais sofisticados, como homomorfismos e grupos quo-
cientes. O subgrupo, como ferramenta para o ensino de algebra abstrata, ¢ indispenséavel

para analisar simetrias e classificar estruturas algébricas.

Definigao 1.3.1. Seja (G, ) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo
de G (denotamos H < G) quando, com a operacio de G, o conjunto H é um grupo, ou

seja, quando as sequintes condicoes sao satisfeitas:

1. hl-hQEH, Vhl,hQEH.
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2. hl-(hz-hg):(hl-hg)-hg, Vhl,hg,h?,EH.
3. Existe ey € Htalqueeyg-h=h-eg =h, Vhe H.
4. Para cada h € H, existe k € H tal que h-k=k-h =eg.

Observagao 1.3.2. A condigio 2 é sempre satisfeita, pois a igualdade g1 - (g2 - g3) =
(91 92) - g3 € vdlida para todos os elementos de G. O elemento neutro ey de H é ne-
cessariamente igual ao elemento neutro e de G. Dado h € H, o inverso de h em H é
necessariamente igual ao inverso de h em G. Veremos a sequir a demonstragcio dessas

afirmagoes.

Proposicao 1.3.3. Seja H um subgrupo de G. Se ey € H € o elemento neutro de H e

eq € o elemento neutro de G, entao e = eq.

Demonstragao. Para demonstrar que ey = eq, considere que H é um subgrupo de G,
e portanto, H herda a operacao de grupo de G. Como e é o elemento neutro de H,
temos que para qualquer h € H, ey -h = h-eyg = h. Em particular, tomando h = ey,
obtemos ep - eg = eg. Por outro lado, como e é o elemento neutro de GG, temos que
eq e = ep. Comparando as duas igualdades, ey - ey = ey e e - eg = ey, concluimos
que e -eg = eq -ep. Pelalei do cancelamento em grupos, podemos cancelar ey dos dois
lados, obtendo eg = en. Portanto, o elemento neutro de H é igual ao elemento neutro
de G. O

Proposigao 1.3.4. Seja H um subgrupo de G. Seja h € H. Se h' € H é o inverso de h

em H e g€ G € o inverso de h em G, entio h' = g.

Demonstracio. Para demonstrar que h' = g, observe que H é um subgrupo de G, e
portanto, a operacao de inverso em H é a mesma que em G. Como i’ é o inverso de h em
H,temos h-h' = h'-h = ey, onde ey é o elemento neutro de H. Pelo resultado anterior,
sabemos que ey = eq, onde e é o elemento neutro de G. Assim, h-h' = eg. Por outro
lado, g é o inverso de h em G, logo h-g = g-h = eq. Comparando as duas igualdades,
h-h =eqgeh-g=eq, concluimos que h-h' = h-g. Pela lei do cancelamento em grupos,
podemos cancelar h dos dois lados, obtendo A/ = ¢g. Portanto, o inverso de h em H é

igual ao inverso de h em G. O

Proposicao 1.3.5. Se G ¢ um grupo abeliano e H é um subgrupo de G, entdo H é um

grupo abeliano.

Demonstragio. Se G é abeliano e H é um subgrupo de G, entao para quaisquer hy, hy € H,
temos hi-hg = ho - hy, pois H C GG e a comutatividade vale em G. Como H herda a
operacao de (G, é fechado sob a operagao, contém o elemento neutro e os inversos, e a

associatividade é mantida, concluimos que H ¢é abeliano. ]

Proposicao 1.3.6. Seja H um subconjunto nao vazio do grupo G. Entao H é um sub-

grupo de G se e somente se as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:
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1. Para quaisquer elementos hi, he € H, o produto hj - ho pertence a H.

2. Para todo h € H, o elemento inverso h~' também pertence a H.

Demonstrag¢io. Suponha que H seja um subgrupo de GG. A primeira propriedade decorre
diretamente do fato de que a operacao do grupo G é fechada em H. Além disso, dado
h € H, como H é um grupo, o inverso de h, que denotamos por h~!, também pertence a
H. De acordo com a observacao esse inverso coincide com o inverso de h em G, ou seja,
h~' € H, o que confirma a validade da segunda propriedade.

Para o reciproco, suponha que H satisfaca as condigoes 1) e 2). Como a Defini¢ao
V.2.1 exige que um subgrupo seja um subconjunto nao vazio fechado para a operacao
e inversao, verifica-se que e € H, pois tomando qualquer h € H, temos h™' € H pela
condigdo 2) e, assim, e = hh~! € H pela condicio 1). Consequentemente, H contém
a identidade de G e é fechado para a operacao e inversao, o que implica que H é um

subgrupo de G. O]

Observacao 1.3.7. Na prdtica, para verificar se um subconjunto H de G € um subgrupo, é
suficiente confirmar as propriedades 1) e 2) acima, conforme estabelecido pela Proposigio

anterior.

Proposicao 1.3.8. Se {Hu}aer € uma familia de subgrupos de G, entio (| He € um
acl
subgrupo de G.

Demonstragao. Para demonstrar que ﬂ H,, é um subgrupo de G, observe que, como cada

acl
H, é um subgrupo de G, o elemento neutro e pertence a todos os Hy, logo e € Nper Ha-

Além disso, se © € Nyer Ha, entao x € H, para todo « € I, e como cada H, ¢é fechado
sob inversos, = € H, para todo a € I, implicando 27! € Nyes Hy. Finalmente, se
2,y € Naer Ha, entao z,y € H, para todo o € I, e como H, é fechado sob a operacao
de grupo, x-y € H, para todo o € I, logo = -y € Nper Ho. Portanto, Nper Hy é um
subgrupo de G. [

1.3.1  Exemplos de subgrupos
1. Para qualquer grupo G, os conjuntos {e} e G sdo subgrupos triviais de G.

Demonstragio. Para demonstrar que {e} e G sdo subgrupos triviais de G, comega-
mos com {e}: o elemento neutro e pertence a {e}, e como e-e = e, o conjunto é
fechado sob a operacao de grupo, além de conter o inverso de e, que é o proprio e.
Portanto, {e} satisfaz as condigbes de subgrupo. Ja G é, por defini¢do, um grupo,
o que implica que ele é fechado sob a operacao de grupo, contém o elemento neutro
e, e todo elemento de GG possui um inverso em G, tornando G um subgrupo de si

mesmo. Assim, tanto {e} quanto G sdao subgrupos triviais de G. O]
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1.3 SUBGRUPOS 19

2. O conjunto dos multiplos de 2, 2Z, constitui um subgrupo do grupo aditivo dos
inteiros (Z,+). De maneira mais geral, para qualquer inteiro n, o conjunto nZ

forma um subgrupo de (Z, +).

Demonstragio. Para demonstrar que nZ é um subgrupo do grupo aditivo (Z,+),
observe que nZ = {nk | k € Z}. Primeiro, o elemento neutro da adigao, 0, pertence
a nZ., pois 0 = n-0. Em segundo lugar, para quaisquer a,b € nZ, existem inteiros
ki, ko € Z tais que a = nky e b = nko; assim, a +b = nky + nky = n(k; + k2), o
que mostra que a + b € nZ, garantindo o fechamento sob a adi¢do. Por fim, para
qualquer a = nk € nZ, o inverso aditivo de a é —a = n(—k), que também pertence

a nZ. Portanto, nZ satisfaz as condigoes de subgrupo de (Z, +). O

3. Seja G um grupo. Definimos Z(G) := {g € G | gh = hg,Vh € G}, chamado de
centro do grupo . Ele consiste em todos os elementos de G que comutam com

todos os outros elementos do grupo. Z(G) é um subgrupo de G.

4. No grupo de simetrias Sy de um tridngulo equildtero, os subconjuntos {id, R} e

{id, R2x , Rax } constituem subgrupos.
3 3

5. No grupo Dpj das simetrias do quadrado, os subconjuntos {id, R} e {id, Rz, Ry, R:%T}
sao subgrupos.

. 2w 4w 2(n—1)mi NRT . ; ;.
6. Seja U, ={1l,en ,en ,...,e” »n } o grupo multiplicativo das raizes n-ésimas da

unidade. Temos a seguinte cadeia de subgrupos de C — {0}, com a multiplicagao:

U, C |J Un = {raizes da unidade} c S* ¢ C — {0},
nelN
onde S! é o grupo dos nimeros complexos de norma 1, ou seja, S' é o circulo

unitario no plano complexo.

Demonstragido. Mostraremos agora apenas que S = {z € C | |z| = 1} é um
subgrupo dos nimeros complexos sem o zero (C \ {0}), pois as demonstragoes dos
demais casos sdo andlogas. Primeiro, observe que 1 € S', pois |1| = 1, e portanto
St contém o elemento neutro. Agora, sejam z,w € S. Como |z| = 1 e |w| = 1,
temos |z-w| = |z| - |w| = 1-1 = 1, o que mostra que z-w € S', garantindo o
71| — 1

m:]_,o

que implica que 2z~ € S!. Portanto, S' é fechado sob a operacido de multiplicacéo,

fechamento sob a multiplicacio. Além disso, se z € S!, entdo |z

contém o elemento neutro e os inversos, sendo assim um subgrupo de C\ {0}.

]
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Im (parte imaginaria)

eiﬂ'/4

e = cosf +isiné

Re (parte real)

1

EL considere um numero com-

Observacao 1.3.9. Para demonstrar que |z~ !| =
1_ =

plexo z # 0. O inverso de z € dado por z—+ = Lk onde Z é o conjugado de z. O
mddulo de =1 € entdo calculado como:
_ z
27 = |-
2|

Como o modulo de um quociente € o quociente dos maodulos, temos:

-
SRS
Sabemos que |Z| = |z|, pois 0 mddulo de um nimero complexo € igual ao mddulo do
seu conjugado. Portanto:
_ || 1
==
2 Il

1

Assim, concluimos que |z~ = EE

. Seja Dy o seguinte subconjunto de Sy:
Do — 1234 1234 1234 1234
Y7 ) \1234) ' \2341) " \3412) " \4123)
1234 1234 1234 1234
4321/ "\ 2143/ "\ 1432/ "\ 3214/ [

D4 é um subgrupo de Sy.
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1.4 SUBGRUPO GERADO POR UM SUBCONJUNTO

Observagao 1.3.10. Um grupo G € abeliano se, e somente se, Z(G) = G. Isso ocorre
porque, por definicao, G € abeliano quando todos os seus elementos comutam entre si, ou
seja, g-h = h-g para quaisquer g,h € G. O centro Z(G) é o conjunto de elementos
que comutam com todos os outros elementos de G. Se G € abeliano, todos os elementos
pertencem a Z(G), logo Z(G) = G. Reciprocamente, se Z(G) = G, todos os elementos

comutam entre si, o que implica que G € abeliano. Portanto, G € abeliano se, e somente

se, Z(G) = G.

1.3.2  Classificagio dos Subgrupos de (Z.,+)

E sabido que os conjuntos nZ, para n € IN, constituem subgrupos do grupo aditivo dos

inteiros (Z,+). Vamos demonstrar que esses sdo os Unicos subgrupos possiveis.

Demonstragio. Seja H um subgrupo qualquer de Z. Se H = {0}, entdo claramente
H = 0Z. Suponha agora que H # {0} e seja n o menor elemento positivo de H, isto é,
n=min{z € H | z > 0}. Como n € H e H é fechado para a adigdo e para a inversao,
temos que nZ C H.

Para a inclusao reciproca, seja h € H. Pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem
q,v € Z tais que h = gn+r, com 0 < r < n. Como h,n € H e H é fechado para
operacoes internas, segue que r = h —qn € H. Pela escolha minima de n, a tnica
possibilidade é r = 0, ou seja, h € nZ. De fato se r > 0, terfamos r um elemento maior
ou igual a n, pois n é o minimo dos elementos positivos de H, um absurdo. Assim, temos

que h = gn € nZ, ou seja, H C nZ. Logo H = nZ, o que conclui a demonstracao. [

1.4 SUBGRUPO GERADO POR UM SUBCONJUNTO

Definig¢ao 1.4.1. Sejam G um grupo e S C G. Definimos (S) como o conjunto de todos
os elementos g € G para os quais existemn € N e ay,...,a, € G tais que g = ay ...an

e para todo i € {1,...,n}, a; € S ou a{l € S. Assim, temos
<S>:{a1a2...an|n€lN,a¢€Souai€S_1}.

Observagao 1.4.2. Definimos (S) como o conjunto de todos os elementos que podem ser

escritos como produtos finitos de elementos de S e de seus inversos.

Observagao 1.4.3. Se S for um conjunto finito, digamos S = {aq, e, ...,a,}, utiliza-

mos a notagao (a1, qz,...,q.) para representar (S).

Exemplo 1.4.4. No grupo aditivo Z¢ = {0,1,2,3,4,5}, o subgrupo gerado pelo elemento
2, denotado por (2), consiste em todas as somas finitas de 2 e seu inverso 4 (jd que —2 = 4

mod 6), resultando em (2) = {0,2,4}. Esse conjunto forma um subgrupo de ordem 3, pois
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1.4 SUBGRUPO GERADO POR UM SUBCONJUNTO

¢ fechado sob a operacao de adicao, contém o elemento neutro 0 e os inversos de cada

elemento (o inverso de 2 € 4).
Lema 1.4.5. Se H ¢ um subgrupo de G e ay,...,a, € H entioay---a, € H

Demonstrag¢iao. Vamos comegar com o caso base r = 1, que é trivial, pois podemos obser-
var que a; € H. Supoha, por hipotese de indugao, que o resultado é verdadeiro para r = k,
ou seja, aj - - -ap € H, entdo, para r = k + 1, temos (ay - --ax) - ar11, que é o produto de
dois elementos de H (pois aj - --ax € H pela hipdtese de indugao e agy1 € H por defini-

¢ao). Como H é fechado sob a operagao do grupo, concluimos que ay ---apy; € H. [

Proposigao 1.4.6. Sejam G um grupo e S C G, S # (). Entao (S) € um subgrupo de G.

Além disso,

(Sy= () H, ondeV(S)={H|H ¢ subgrupo de G ¢ S C H}.
HeV(8S)

Em particular, (S) é o menor subgrupo de G que contém S. Mais precisamente, se H é
um subgrupo de G tal que S C H entao (S) C H.

Demonstragio. (S) é um subgrupo de G. O elemento e € (S). De fato, como S # 0,
entdo existe a € S. Por definicio, aa=! € (S) implica que e € (S).

Vamos mostrar que (S) é fechado para a operagdo de G. Sejam z,y € (S). Dai
existem r,s € N e ay,...,a,,b1,...,bs € G taisque x =ay...a, com a; €S ou a;l €
S,Vie{l,....,r} ey = by...bs com b; € S ou bj_1 € S,Vj ed{l,...,s}. Logo, xzy =
aj ...apby ...bs, onde por defini¢do, xy € (S).

Vamos mostrar a existéncia do elemento inverso. Seja x € (S). Daf existem r € IN
eag,...,ar € G tais que r = aj...ar, com a; € S ou ai_l €S, Vie{l,---,r}. Assim:
el =qa - a7 onde aj_l € S ou (aj_l)*1 =a; € S,Vje{l,---,r} Logo, x7! € (S)
por definigdo. Portanto, (S) é subgrupo de G.

Agora mostraremos que (S) = (| H,VH e V(S).
HeV(8S)
Primeiramente demonstraremos a primeira inclusao, isto é, (S) C H,VH € V(S5).

Seja H € V(S). Seja x € (S) qualquer. Daf existem ay,--- ,a, € G tais que z = ay - - - a,
e(a;€Soua;leS), Vie{l, - r}
Devemos mostrar que a; € H,V € {1,--- ,r}. De fato, sejai € {1,--- ,r}. Se a; € S,

como S C H, entdao a; € H. Suponha que ai_l € S. Como S C H entao ai_l € H. Como
H é um subgrupo de G entao (ai_l)_l € H, ou seja, a; € H. Assim, uma vez que H é
subgrupo de G, entdo ay ---a, € H, isto é, x € H. Logo, (S) C H, VH € V(S) .
Reciprocamente, seja z € N H. Como (S) é um subgrupo de G que contém S, entao
(S) € V(S). Em particular, z € (S). Portanto, (] H C(S) O
HeV(S)
Observagao 1.4.7. O subgrupo (S) pode ser obtido como a interse¢io de todos os subgru-

pos de G que contém S. Isso confirma que (S) é a menor estrutura com as propriedades
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desejadas, garantindo que qualquer outra construgdo que contenha S seja necessariamente

mais ampla ou igual a (S).

Definicao 1.4.8. Seja G um grupo. Dizemos que G é um grupo finitamente gerado se
existe S C G finito tal que G = (S)

Definicao 1.4.9. Um grupo G ¢é ciclico se pode ser gerado por um tunico elemento, ou

seja, se G = (g) para algum g € G.
Proposigdo 1.4.10. Sejam G um grupo e g € G. Entdo {g) = {¢' |t € Z}.

Demonstragio. Seja L = {g* | t € Z}. E imediato que L C (g), pois cada elemento

g' pode ser expresso como: ¢g' = eset =0,¢g' =g---gset>0,eg" = (g71)7" se
—

t vezes
t < 0, sendo que todas essas formas pertencem ao subgrupo gerado por g, uma vez que

1 e todas as poténcias inteiras deles.

V' = g, Vi € {1,...,n} entdo

(g) contém g, seu inverso g~
Afirmacao: Se aq,...,a, sao tais que a; = g ou a;
ai,...,an € L.

Vamos demonstrar a afirmagdo por inducao sobre n. Para n = 1, se a; = g entao

ar=g' € L,eseaf1 =gentdoa; = g~ ' € L. Suponhaquen > lequeay,...,an—1 € L.

Daf existe t € Z tal que ay -+ an—1 = g*. Se ap = gentdo ay---a, = (a1 - ap_1) - ap =

l'e dai temos que a1 ---a, = (a1 -an_1) -

gt-g=g"" € L. Sea;! = gentio a, = g~
an=g"-g*

por indugao. Assim, (g) C L. Portanto (¢) = L = {¢' / t € Z}. O]

= ¢'~! € L. Portanto, o resultado segue para n, concluindo a demonstracio

Exemplo 1.4.11. O grupo (Z,+) ¢ ciclico infinito gerado pelo elemento 1, isto é, Z =
(1). Devemos adaptar a nogao de poténcia para a adi¢do, as poténcias de 1 correspondem
a maltiplos inteiros: para todot € Z, temos 1t :=1t-1, onde 1° =id =0, 1! =1+---+1

—_——

t vezes

set>0, el =(=1)+---+(=1) set <0. Assim, (1) = {1! |t € Z} = Z, conforme a

[t] vezes
estrutura geral de grupos ciclicos.

Exemplo 1.4.12. Considere o grupo Z, = {0,1,2,...,n—1} com a opera¢io & (soma
mddulo n), onde a®b = (a+b) mod n. Este grupo € ciclico e gerado pelo elemento 1,

pois todo elemento k € Z,, pode ser escrito como:

k=1®01®---D1.
—_— ——

k wvezes

A estrutura (Zy,®) € o protétipo de grupo ciclico finito de ordem n, essencial para

classificar grupos abelianos finitos.

Exemplo 1.4.13. O conjunto U, = {z € C | 2™ = 1}, formado pelas raizes n-ésimas da
unidade, € um subconjunto notdvel do grupo multiplicativo C*. Para demonstrar que U,

¢ um grupo ciclico, considere o numero complezxo:
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Iy

i 27 o 27
E=en =cos|— ) +isin|{—].
n n
Observe que £" =1, logo & € Uy,. Além disso, as poténcias ¥, parak =0,1,... ,n—1,
sdo todas distintas e satisfazem (€)* =1, o que implica U,, = {1,€,€2, ..., &1}
Como £ gera todos os elementos de Uy, por exponenciagdio, temos U, C (£). Por outro
lado, como & € U, e U, é fechado sob multiplicagio e inversos, seque que () C U,.

Portanto, concluimos que:

Up = <€>7
o que mostra que U, € um grupo ciclico de ordem n, gerado por &.
Proposigao 1.4.14. Se G é um grupo ciclico entdo G é um grupo abeliano.

Demonstragio. Como G é ciclico, existe g € G tal que G = (g). Sejam z,y € G. Entao
existem, n,m € Z tais que v = ¢" e y = ¢g™. Logo, vy = g"-¢g" = "™ = gt =

g -9

m n

= y - x. Portanto, G é um grupo abeliano O

Exemplo 1.4.15. O grupo Zo x Zo = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} com adigio mdédulo 2

nao ¢ ciclico, como mostra a andlise de seus subgrupos geradores a sequir:

Definicao 1.4.16. Dado um grupo G e dois elementos quaisquer x,y € G, define-se o

comutador de x e y como o elemento

[z, y] = zya~ 'y~

Esta medida quantifica o grau de nao comutatividade entre os elementos x e y, sendo
trivial [w, y] — e se e somente se x e y comutarem.
Proposicao 1.4.17. Dois elementos x,y € G comutam se, e somente se, [x,y] = e.

Demonstragcao. Vamos mostrar que dois elementos comutam se, e somente se, o comutador

entre eles é a identidade. Em outras palavras, x -y = y -z se, e somente se, [z,y] = e.

Sejam x,y € G tal que x -y = y-x. Assim, multiplicando a direita ambos os lados por

' = 4. Além disso, multiplicando & direita ambos os lados por

y~1 chegamos que z -y -1~ -y~! = ¢, ou seja, [r,y] = e. Reciprocamente, suponha que

[z,y] = e. Entao z-y- 1.y~ = e. Multiplicando & direita ambos os lados por ,

1

2~ temos que -y -x~

obtemos x -y -2~ = y. Multiplicando novamente a direita ambos os lados por z, segue

que x -y = y - x. Portanto, z e y comutam se, e somente se, [z,y| = e. ]
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Definicao 1.4.18. Seja G um grupo. O subgrupo dos comutadores de G € definido como
G = {lz,y]lz,y € G}).
Proposigao 1.4.19. Sejam G um grupo. Entio G € abeliano se, e somente se, G' = {e}.

Demonstracio. Para mostrar a primeira inclusdo, suponha que G ¢é abeliano. FEntao
[z,y] = e, para todo x,y € G. Logo G' = (e) = {e}. Reciprocamente, supondo que
G' = {e}, escolha arbitrariamente z,y € G. Por defini¢do, temos que [z,y] € G’ e
G’ = {e}, onde concluimos que o comutador entre x e y é a identidade, isto é, [x,y] = e.

Assim, obtemos z -y = y - x, completando que G é um grupo abeliano. O

Proposicao 1.4.20. Sejan € N, n > 2, e m € N. Entdo, m gera o grupo (Zy,®), se

e somente se, mdc(m,n) = 1.

Demonstragcao. Suponha primeiro que m gera Z,. Nesse caso, toda classe de Z,, pode
ser escrita como combinacao inteira de m, em particular a classe 1. Assim, existe k € Z
tal que T = k®m = km. Em termos de congruéncia, isso significa que km = 1 (mod n).
Pela definicdo de congruéncia médulo n, existem ¢ € Z tal que km — 1 = ¢n, isto é,
km —qn = 1. Essa igualdade mostra que 1 é uma combinacao linear inteira de m e n.
Pelo teorema de Bézout, o maximo divisor comum entre m e n é precisamente 1, isto é,
mdc(m,n) = 1.

Reciprocamente, suponha que mdc(m,n) = 1. Pelo teorema de Bézout, existem
inteiros u,v € Z tais que um + vn = 1. Passando a igualdade para o contexto de
congruéncia médulo n, obtém-se um +wvn =1 (mod n). Como vn =0 (mod n), conclui-
se que um = 1 (mod n), ou seja, wm = 1. Por outro lado, wm = u ® m, de modo que
1 € (m). Como se sabe que 1 gera todo o grupo Z,, tem-se Z, = (I) C (m). Por
defini¢do, (M) é um subgrupo de Z,, logo (m) C Z,. Dessa forma, as duas inclusoes
conduzem & igualdade (m) = Z,,. Conclui-se, portanto, que m gera o grupo (Z,,®) se,

e somente se, mdc(m,n) = 1, o que completa a demonstragao. O

1.4.1  Ordem de grupos e elementos

Definigao 1.4.21. Sejam G um grupo. A ordem de um elemento a € G € definida como

a cardinalidade do subgrupo ciclico gerado por a. Formalmente:

O(a) := [{a)|.
Observagao 1.4.22. Caso (a) seja infinito, dizemos que a possui ordem infinita. FEsta

no¢cao quantifica o menor numero de vezes que o elemento deve ser operado consigo mesmo

para retornar ao elemento neutro do grupo.

Proposicao 1.4.23. O subgrupo ciclico {(a) ¢ finito se, e somente se, existe t € IN*
tal que a® = e. Além disso, se a ordem O(a) = n para algum n € N*, entdo n é o
menor inteiro positivo satisfazendo a™ = e, ou seja, n = min{t € N | a' = e}, onde

(a) = {e,a,...,a" 1}, com |{a)| = n.
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Demonstragio. Considere a fungao

o: Z — (a)

t — d.
(=) Uma vez que Z ¢é infinito e por hip6tese (a) é finito, entdo ¢ nao é injetiva. Nesse
viés, existem t',s € Z, com t' < s tais que p(t') = ¢(s). Logo, a! = a*. Operando a~"
! ! !
a direita chegamos em a’ a7t = a®-a~"!

t=s—t €N eentdo a’ = e.

/
= e, 0 que nos fornece a*~! = e. Escolha

(<) Vamos mostrar a reciproca da proposicao e a sentenga adicional. Para isso,
suponha que exista t € N tal que a’ = e. Tome n := min{t € N|a' = e}. Por hipétese
temos que n # 0. Em particular, a® = e. Mostraremos que (a) = {e,a,...,a"'}. Para
a primeira inclusao seja m € Z qualquer. Pelo algoritmo da divisao existem ¢, r € Z tais

que m = gn +r onde 0 < r < n. Assim,
a" = a®""" = (a")1-a" =e-d" € {e,a,---,a"}.

A segunda inclusdo é imediata, pois as poténcias de a estdo em (a). Portanto, (a) é

finito.

Suponha por absurdo que O(a) < n. Daf existem t,s € {0,1,--- ,n— 1} com t < s
tais que a® = a®. Multiplicando pelo inverso a’ a direita chegamos em a*~! = e. Como
s,t €{0,--- ,n—1}, entdo s —t < n. Por outro lado, como s —t € N e a*~! = ¢, donde

concluimos que s —t > n, absurdo. Agora como (a) tem no maximo n elementos, a tnica
possibilidade é que O(a) tenha exatamente n elementos.

]

Observacao 1.4.24. Esta proposicao estabelece uma relagcao fundamental entre a finitude
do subgrupo gerado por um elemento a e a existéncia de uma poténcia positiva que retorna
ao elemento neutro e. Quando tal poténcia t existe, a ordem O(a) corresponde exatamente
ao menor expoente natural n para o qual a™ = e, determinando completamente a estrutura
do subgrupo ciclico (a) como o conjunto {e,a,...,a" '} com evatamente n elementos

distintos.

Proposicao 1.4.25. Sejam G um grupo e a € G, o # e. Entao:
1. O(a) =2 se, e somente se, « = o~ L.

2. Se O(a) = mn, entio O(a™) = n.

3. O(a™!) = O(a).

4. Se O(«a) = 2 para todo a # e, entio G é abeliano.
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Demonstragao. 1. (=) Suponha que « tem ordem 2, ou seja, «

1.4 SUBGRUPO GERADO POR UM SUBCONJUNTO

2 = ¢. Multiplicando

ambos os lados por a~!, obtemos:

Como a # e, 2 = min{t € N/ ol = e}. Portanto, O(a) = 2.

. Suponha que O(«) = mn. Queremos mostrar que O(a™) = n. Tome L := {r €
IN|(a™)" = e}. Temos que, O(a™) = min L. Observe que:

Perceba que o elemento n estd em L. Suponha, por absurdo, que n # min L. Isso
significa que existe I € IN com [ < n tal que (a™)! = e. Assim, a™ = e, e como
O(a) = mn, entdo, devido & minimalidade da ordem, temos mn < ml, isto é, n <.

Logo, | > n, o que é um absurdo. Portanto, n = min L = O(a™).

. Defina

Mostraremos que ¢ estd bem definida, ou seja, que nao ha ambiguidade na cons-

trucdo da funcdo. De fato, se z € (a) entdo x = af, para algum t € Z. Assim,
L= (ah)"1 = (@)t € (a7 V).

Ainda é necessario verificar que diferentes representagoes de um mesmo elemento
no dominio levam ao mesmo resultado no contradominio. Como todo x € (a) pode

ser expresso como x = a' para algum inteiro ¢, surge a questdo: se x admitir duas

t = @, a funcdo ainda produzird a mesma imagem?

t—s

representacoes distintas z = a

t S

Observe que a* = a® implica a'~* = e ao multiplicarmos por a*. Calculando as

inversas, temos (a’)™! = a7t e (a®*)7! = a7*. A igualdade a=! = a~* decorre

-t _

dea™? =a°

% onde usamos a'~® = e. Consequentemente,

P =a%e=a
¢(a’) = ¢(a®), demonstrando que a fungio esté corretamente definida, pois associa
a cada elemento uma tnica inversa, independentemente de sua representagao como
poténcia de a.

1'¢ uma bijecdo. Para verificar

a injetividade, suponha que ¢(x1) = @(x3), ou seja, x7° = 5. Tomando a

A funcio ¢ : {a) — (a~!) definida por ¢(v) = x~

inversa de ambos os lados, obtemos x; = x3, 0 que prova que @ é injetora. Quanto

& sobrejetividade, dado qualquer elemento y € (a~!), existe t € Z tal que y =
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(a1 = (a')~! = ¢(a?), mostrando que todo elemento do contradominio ¢ imagem

de algum elemento do dominio.

Logo |[{(a)] = [{a=1)|, o que implica em O(a) = O(a™1)

4. Suponha que O(«) = 2 para todo o # e. Queremos mostrar que G é abeliano.
Dados a, 8 € G, temos:
(aB)? =e.
Expandindo, obtemos:
afaf = e.

Multiplicando ambos os lados por 7 ta~! & direita, temos:
af =B tat
Como O(a) =2e O(B) =2, temos a~! = a e 3~ = 3. Portanto:

af = Pa.

Assim, G é abeliano.
]

Exemplo 1.4.26. Seja G um grupo abeliano e defina T(G) := {a € G | O(a) < oo},
onde O(a) representa a ordem do elemento a. Entio, T(G) é um subgrupo (chamado de
tor¢ao) de G.

Demonstragio. Como (e) = {e} entao O(e) = 1, que implica em e € T(G). Sejam
a,b € T(G). Assim, O(a) < 00 e O(b) < 00 e existem, ¢, s € N tais que a’ = e e b* = e.
Logo (ab)® = a' - b = (al)®- (b%)! = €'+ e® = e e segue que O(ab) < oo, implicando
que ab € T(G). Para finalizar, seja a € T(G). Assim, chegamos que O(a) < 0o e como
O(a™!) = O(a) entdao O(a™1) < 00, ou seja, a=t € T(G). O
Observagao 1.4.27. Se G = C\ {0}, entao T(C\{0}) = {a € C\ {0} | O(a) < o0} =

{raizes da unidade}, com a operagio de multiplicagao.

1.5 CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE

Definicao 1.5.1. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Defina a relacao de equiva-

lencia ~ em G da sequinte forma:

Yy <= dh € H tal que y = xh.
Definicao 1.5.2. A relagdo ~ € de fato uma relagio de equivaléncia.

Demonstracao. Para mostrar que ~ ¢ uma relagdo de equivaléncia, verificamos as trés

propriedades necessarias: reflexividade, simetria e transitividade.
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1.5 CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE

o Reflexividade: Para todo x € GG, temos © = x - e, onde e € H é o elemento neutro,

logo z ~ .
& H

e Simetria: Se x =Y existe h € H tal que z = yh. Como H é subgrupo, h~' € H,

logo y = zh~ !, o que implica y =T

o Transitividade: Se x Tyey~z, existem hi, he € H tais que x = yhy e y = zho.
Substituindo, obtemos 2 = z(h2h1), e como hohy € H, concluimos x ~ z. Portanto,

~ ¢ uma relagao de equivaléncia em G.

]

Defini¢ao 1.5.3. Para cada x € G, denotamos vH = {y € G|y ~ x}, que é chamado
G

G
classe lateral a esquerda de H pelo representante x, e denotamos T = — ={zH|x €

~Y

G}chamado conjunto das classes laterais a esquerda de x ou conjunto quociente de G por
H.

Observacao 1.5.4. Para todo x € G, tH = {xh | h € H}. Note que y € xH se, e

somente se, y ~p x, se, e somente se, existe h € H tal que y = xh.

A classe de equivaléncia que contém um elemento x de um grupo GG em relagao a um
subgrupo H é definida como o conjunto tH = {y € G | y ~ x}, onde a relacdo y ~ x
significa que existe algum h € H tal que y = xh. Esse conjunto, chamado de classe lateral
a esquerda de H em G que contém x, pode ser interpretado como todas as combinacoes
de x com os elementos de H multiplicados a direita.

De forma simples, quando nao ha ambiguidade, nos referimos a ele apenas como a
classe lateral de x a esquerda. Um caso particular importante é quando x é o elemento
neutro e, pois a classe lateral correspondente é o préprio subgrupo H.

Vale notar que y pertence a v H se, e somente se, as classes laterais de y e x coincidirem,
ou seja, yH = xH. De maneira andloga, podemos definir uma relagdo de equivaléncia a
direita, onde y ~ x se existe h € H tal que y = hx, gerando as classes laterais a direita
Hx = {hx | h € H}, que representam as multiplica¢oes dos elementos de H por z &

esquerda.

Definicao 1.5.5. A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda é chamada

de indice de H em G e é denotada por (G : H) = ¢

7l

Definicao 1.5.6. (Projecio Candnica) Seja H um subgrupo de um grupo G. A projecio

candnica (ou fung¢io quociente) é a aplicag¢do:

m: G — G/H
T —~ xH

’

onde G/ H denota o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G.
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1.5 CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE

Observacao 1.5.7. A funcio w é sempre sobrejetora, pois toda classe lateral em G/ H
é da forma xH para algum x € G. Isso decorre diretamente da construcao do conjunto
quociente, garantindo que cada elemento de G/ H seja imagem de pelo menos um elemento
de G.

Proposicao 1.5.8. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
I. H = {e}, onde e é o elemento neutro de G;

II. A projegcdo canonica
7:G—G/H, =(x)=xH,

¢ uma bijecao;

Além disso, se H = {e}, o indice de H em G, denotado por (G : H), coincide com a
ordem de G, ou seja:

(G :{e}) = 1G],

Demonstra¢io. Suponha que H = {e}. Resta mostrar que 7 é injetiva. Sejam z,y € G
tais que 7(z) = m(y). Assim, xH = yH, ou seja, x € yH implicando na existéncia de
h € H tal que x = yh. Como H = {e} entdo h = e. Consequentemente z = yh = ye = y.
Logo 7 é um bijecao.

Reciprocamente, suponha que 7 seja uma bijecao. Claro que {e} C H. Reciproca-
mente, se x € H entdo x € eH. Consequentemente xH = eH, ou seja, m(x) = 7(e) e

como 7 é injetiva entdo = = e. Portanto, H = {e}. O
Observagao 1.5.9. Se G é um grupo abeliano e H é um subgrupo de G entao tH = Hzx.
Demonstragio. De fato, tH = {zh|h € H} = {hz|h € H} = Hx O

Proposicao 1.5.10. (Principio Multiplicativo) Sejam G um grupo, H subgrupo de G e
K subgrupo de H. Entio (G : K)= (G:H)-(H:K).

Demonstragdo. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G com K C H C G. Queremos
demonstrar que o indice (G : K) é igual ao produto dos indices (G : H) e (H : K). Para
isso, utilizamos o Axioma da Escolha para construir representantes de classes laterais e
uma bijecao explicita entre os conjuntos envolvidos.

Pelo Axioma da Escolha, existe uma funcao

G

QG%

tal que, para cada classe lateral o € %, temos ¢(a) € a. Definimos z, := ¢() € G para

cada a € %, de modo que zoH = a.
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Analogamente, aplicando o Axioma da Escolha ao quociente %, obtemos uma func¢ao

5:£—> UBQH

K

tal que §(8) € 3 para todo (3 € % Denotamos yg := () € H, e assim ygK = 3.

Definimos agora a funcgao

G HE G
TH 'K K
por n(a, B) := (zqys) K. Mostraremos que essa fungéo é injetiva e sobrejetiva, portanto

uma bijecao.

Injetividade. Suponha que n(a1, 51) = n(ag, B2). Isso significa que

(:Ual Y )K = (xazyﬁz)K>

ou seja, existe z € K tal que zq,y5, = Tayys,2-

Como K C H, podemos reescrever:

Ty = Ta, (yﬁ2zyﬂ_11).

Note que o termo yQQZygll € H, pois yp,,yp, € Heze K C H. Assim, temos que 4, €

Zq, Pertencem a mesma classe lateral a esquerda de H, ou seja,
Ty H = 20y H = a1 = an.
Com isso, voltamos a equagao inicial e aplicamos a igualdade z,, = x4,, obtendo:

Y81 = Ypa*-

Portanto, yg, K = ys, K, ou seja, f1 = fa. Concluimos que (a1, 51) = (ag, f2), 0 que

mostra que 7 € injetiva.

Sobrejetividade. Seja u € % Entao existe © € G tal que p = xK. Tomamos

a:=zxzH € % Como z, € o = xH, segue que = € z,H, ou seja, existe h € H tal que
T = zoh.

Tomamos § := hK € % Como yg € f = hK, entdo h € ygK, o que implica que
existe z € K tal que h = ygz. Substituindo, temos:

T = xoh = xayp2.
Logo, K = (zayp) K, isto &,

p=2K = (zay8) K = n(a, B).
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Portanto, n é sobrejetiva.

Concluimos que 7 é uma bije¢ao entre g X % % Assim, temos:

(G : K) _‘K’_‘H == (G 1) (1K),

]

Observacao 1.5.11. O indice de H em G também ¢€ igual a cardinalidade do conjunto
das classes laterais a direita de H em G, pois a aplicagdo ¢ abaizo é uma bijecio bem
definida.

¢ : {classes laterais d esquerda} — {classes laterais d direita}, xH — Hx ™!

Definicao 1.5.12. Dada uma particio de um conjunto, um sistema de representantes
¢ um conjunto {xq}aer que contém exatamente um elemento de cada subconjunto da
particao. Em particular, a cardinalidade de qualquer sistema de representantes das classes

laterais a esquerda de H em G € igual a (G : H).

Proposicao 1.5.13. Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade,

iqual a cardinalidade de H.

Demonstracio. Seja H < G um subgrupo de um grupo GG. Para cada =z € GG, define-se a

classe lateral a esquerda de H por x como

xH ={zh|h e H}.

Afirma-se que, para todo x € G, vale [tH| = |H|. Essa igualdade decorre da existéncia

de uma bijecao natural entre H e xH, dada por:

oo H—xH, ¢z(h)=zh.

A aplicacao ¢, é bem definida e:

Injetiva: Suponha que ¢, (h1) = @, (ha), ou seja, xhy = xhy. Multiplicando ambos os
lados & esquerda por 71, temos h1 = he, logo ¢, é injetiva.

Sobrejetiva: Para todo y € xH, existe h € H tal que y = xh, isto é, y = ¢, (h), logo
Yy € sobrejetiva.

Portanto, ¢, é uma bijecao entre H e xH, o que garante que |tH| = |H]|. O

Teorema 1.5.14. (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de
G. Entio |G| = (G : H) -|H|. Em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem
de G.

Demonstra¢io. Tome K = {e}. Pelo principio multiplicativo temos que

Gl = (G {e}) = (G: H)- (H:{e}) = (G: H)-|H]
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[]

Corolério 1.5.15. Se G é um grupo finito e a € G entao O(«) divide |G|. Em particular,

alGl = ¢.

Demonstragio. Como () é um subgrupo de G e G é finito entdo a igualdade |G| = (G :
(a)) - |{«)| implica que |[{«})| divide |G, isto é, O()||G|.
Assim, existe r € N tal que |G| = - O(a). Logo, al®l = (a

r

O(a)yr = ¢ = e. ]

Corolario 1.5.16. (Pequeno Teorema de Fermat). Sejap € IN um nimero primo. Entdo
a?' =1 (mod p), Va € Z com pt a.

Demonstrag¢io. Sabemos que ((;ZZ)* , ) ¢ um grupo multiplicativo de ordem p — 1 ele-

mentos. Se a € Z com p { a entdo @ # 0 médulo p. Assim, @ € (7%2)* e pelo corolério

anterior segue que @?~! =T, isto é, a?~! = T e portanto a1 = 1 (mod p). O

Corolario 1.5.17. Se p é um numero primo, entdo, para cada a € Z., temos al =

a mod p.

Corolario 1.5.18. (Euler). Sejam x e n dois inteiros relativamente primos. Entdo

D(n)

x = 1 mod n, onde ® € a funcio de Euler.

Demonstragio. Ja sabemos que

(nzz)*’ = ®(n). Como = € N tal que mde(z,n) =1

entdo T € (%)* = 7% =1 = 2% =1 (mod n). O

Corolario 1.5.19. Seja G um grupo de ordem prima. Entao G € ciclico.

Demonstragio. Seja G um grupo finito cuja ordem |G| é um nimero primo p. Vamos
mostrar que G ¢é necessariamente ciclico. Como p é primo, temos p > 2, e portanto G
contém pelo menos um elemento diferente da identidade. Seja o € G tal que a # e, onde
e denota o elemento neutro de G.

Considere o subgrupo gerado por «, denotado por («). Pelo Teorema de Lagrange, a
ordem de (a) deve dividir a ordem de G, ou seja, |(a)| divide p. Como p é primo, seus
unicos divisores positivos sao 1 e p. Mas a # e, logo a ordem de « é maior que 1. Portanto,
|{(a)| nao pode ser 1, restando apenas |[(a)| = p. Isso implica que («) é um subgrupo de
G com exatamente p elementos. Como G € finito e tem a mesma cardinalidade, segue que

(a) = G. Concluimos assim, que G é gerado por «, ou seja, G é um grupo ciclico. ]

Proposicao 1.5.20. Seja G um grupo e « € G um elemento de ordem finita. Se n € Z

¢ tal que o™ = e, entdo a ordem de o divide n.

Demonstragio. Seja O(a) = r (a ordem de «). Por definigao,  é o menor inteiro positivo

tal que " = e.
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Pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem inteiros ¢ e s tais que:
n=q-r+s com 0<s<r.
Substituindo n na equacgao o = e, temos:
Q" =l = (o). 0 =el-af =af =e.

Assim, o®* = e, com 0 < s < 7.

Como 7 é o menor inteiro positivo que satisfaz a” = e, a Unica possibilidade é s = 0.
Caso contrario, se s > 0, terfamos um inteiro positivo menor que r satisfazendo o® = e,
uma contradi¢ao para a minimalidade de r.

Portanto, s = 0, e a equacao da divisdo torna-se n = ¢ - r, o que implica r | n. O

Proposicao 1.5.21. Seja G um grupo abeliano. Se a,b € G sao dois elementos de ordem
finita tais que mde(O(a), O(b)) =1, entao O(ab) = O(a) - O(b).

Demonstragio. Sejam O(a) =n e O(b) = m. Mostraremos que O(ab) = n - m.

Como ab = ba, temos:
(ab)n-m — gvm . pvm — (an)m . (bm)n — M. e = e

Logo, O(ab) | n-m.
Seja O(ab) = s. Entao:

(ab)’ =a® -V’ =e¢ = o’ =0b"".

Como a® € (a) e b=* € (b), segue que a® = b~* € (a) N (b).
Pelo Teorema de Lagrange, [(a) N (b)| divide [(a)| e |{a) N (b)| divide |(b)|, o que
implica |(a) N (b)| é um divisor comum de n e m. Assim, |[(a) N (b)| divide mdc(n,m) = 1.

Portanto, (a) N (b) = {e}, o que implica:
a>=e = Oa)|s, e V¥V=e = O()|s.

Como mdc(n,m) = 1, temos O(a) - O(b) | s.
J& que s | n-men-m|s, concluimos que s = n-m, isto é, O(ab) = O(a) - O(b).
0

Proposicao 1.5.22. Sejam G um grupo abeliano e a,b € G elementos de ordem finita.
Entio, existe ¢ € G tal que O(c) = mmc(O(a), O(b)).

Demonstragio. Sejam O(a) = n e O(b) = m. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética,

podemos escrever:

=P B =,
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onde p1,...,px sdo primos distintos e «;, 5; > 0 para todo .

As expressoes para o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum sao:

mdc(n, m) _ prlnin(oqﬁl) _p;nin(az,ﬁz) N 'pzﬂn(ak’ﬁk),
mme(n, m) = prlnax(ahﬂl) _pglax(azyﬂz) N .pznax(ak,ﬁk)'

Reordenando os primos, podemos assumir que existe ¢ tal que:
o < Biparal <i</l, «;>p;paral+1<i<k.

Definimos os seguintes produtos:

Be+1 Bk / s

S = p?l"'p?£7 t:= p@—l—l pk , s = p£+1 ,'pgk’ t/ 51 Be

::pl n..pe_

Note que:

e s’ é o menor inteiro positivo com essa propriedade. Logo,
O(d) =+
De forma analoga, como O(b) =t -/, temos:
B =) =" =" == OV) =1

Como G ¢é abeliano e mde(s',t') = 1, segue do resultado sobre ordens de produtos de

elementos com ordens coprimas que:
11/ / /
O(a't') = ¢ -t = mme(n, m).

Logo, tomando ¢ := a'V/, temos O(¢) = mmc(O(a),O(b)), como desejado. O

Proposic¢ao 1.5.23. Seja G um grupo abeliano. Se r := sup{O(g) | g € G} ¢ finito,
entio O(x) divide r para cada x € G.

Demonstragio. Suponha que r := sup{O(g) | g € G} seja finito e tome y € G tal que
O(y) = r. Se existisse x € G com O(z) nao dividindo r, entao s := MMC(O(x), O(y)) >
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r, e pela afirmacao anterior, existiria ¢ € G com O(¢) = s > r, contradizendo a defini¢ao
de r. Portanto, O(x) divide r. O

1.6 SUBGRUPOS NORMAIS E GRUPOS QUOCIENTES

Sejam G um grupo e H < G um subgrupo. Podemos considerar o conjunto das classes

laterais a esquerda de H em G, denotado por
G/H ={zH | z € G}.

Uma ideia natural da algebra é investigar a possibilidade em definir uma estrutura algé-
brica sobre G/ H, mais precisamente uma estrutura de grupo, de forma que a operacao
em G/ H esteja relacionada a operagao original em G.

A tentativa mais direta e logica de definirmos um produto entre duas classes tH e yH

em GG/ H é por meio da seguinte regra:
cH-yH = (zy)H.

Essa definicao ¢ motivada pela no¢ao de que, como G ja possui uma operagao -, a forma
mais razoavel de desenvolver um produto entre classes laterais é através da multiplicacao
dos representantes correspondentes.

Toda via, essa definicio tem uma dependéncia da escolha dos representantes x e y.
Para que a operacao acima seja bem definida, é necessério assegurar que, se tH = 2'H e
yH = y'H, entao (zy)H = (2'y)H. Isto é, a defini¢do deve ser independente da escolha,

dos representantes de classe. Em outras palavras, queremos verificar se a operacao
(zH,yH) — xyH

é bem definida.

Sejam 1, x2,y1,y2 € G tais que (x1H,y1 H) = (x2H,y2H), ou seja,
v H=x0H e y1H=1yH.
Entao, existem hy, ho € H tais que
g =x1h1 e y2 = yrhe.

Desejamos garantir que:

r1y1H = xoya H.

Substituindo as expressoes de x2 e y2, temos:

zay2 = (x1h1) (y1ha) = z1(hiy1)he.
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Logo, a igualdade desejada se traduz em:
r1y1H = x1(h1y1)he H.
Multiplicando ambos os lados a esquerda por {El_l, obtemos:
yiH = (hay1)heH.
Multiplicando ambos os lados a esquerda por y; 1 temos:
H = yflhlylth.
Observe que hy € H e entdao eH = hoH, ou seja, H = hoH. Assim:

H=eH =y 'hiy1 H.

Portanto, para que a igualdade das classes seja garantida independentemente dos

representantes escolhidos, é necessario que
y'hye H paratodoye Gehe H.

Isto equivale a exigir que
gHg ' C H, VgedG.

Como essa inclusdo vale para todo ¢ € G, ela também vale para ¢g—'. Assim,
g 'Hg C H.

1

Multiplicando essa inclusao a esquerda por g e a direita por g~ *, obtemos

H=gg 'Hgg ' CgHg "

Logo,
H C gHg™ .

Juntando com a inclusdo anterior gHg~! C H, concluimos que
gHg ' = H, Vgea.

Definicao 1.6.1. Dizemos que um subgrupo H < G € normal em G, e escrevemos H < G,
se
ghg™' e H, Vged.

Observacgao 1.6.2. Para reforcar a diferenca entre subgrupos normais e subgrupos ar-

bitrdrios, utiliza-se a notagio H < G, graficamente semelhante ao simbolo de inclusdo,
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mas com um triangulo a esquerda que indica a normalidade. FEssa notacao é particular-
mente util para enfatizar propriedades de invariancia, principalmente em contextos onde

hda maltiplos subgrupos envolvidos.

Proposigao 1.6.3. Sejam G um grupo e H < G um subgrupo. As sequintes afirmagcoes

sao equivalentes:
(i) gHg=' C H para todo g € G;
(ii) gHg~' = H para todo g € G;
(i) gH = Hg para todo g € G.

Demonstracdo. Por definicao, se H < (G, entao para todo g € G e todo h € H, tem-se
ghg™' € H. Como h € H foi arbitrério, isso implica gHg¢g~* C H.

(i) = (ii): Se gHg™! C H para todo g € G, entdo tomando g~*

também ¢ 'Hg C H. Seja h € H e Tome [ := g 'hg € g 'Hg C H, o que implical € H.

no lugar de g, temos

Note que gl = g(g~'hg) = hg. Assim:

1 1

glg " = (hg)g ' =h=h=glg~' € gHg~

Logo, gHg ' C H e H C gHg™', 0 que implica
gHg_1 =H.

(ii) = (iii): Assuma que gHg~' = H para todo g € G.
Primeira inclusao (¢gH C Hg): Seja x € gH. Entao, existe h € H tal que x = gh.

1

Multiplicando a direita por g~ ", obtemos:

vg~' =ghg~' e gHg™".
Pela hipétese (iii), gHg™' = H, logo zg~! € H. Assim, existe b’ € H tal que g~ = /.
Portanto,
r="hge Hyg.

Isso mostra que gH C Hg.
Segunda inclusdo (Hg C gH). Seja y € Hg. Entao, existe h € H tal que y = hg.
Reescrevendo, temos:
9 'y=g 'hgeg 'Hy.
Pela hipétese (iii), g~'Hg = H, logo g~ 'y € H. Assim, existe b € H tal que g~y = h".
Portanto,

y = gh" € gH.

Isso mostra que Hg C gH.

Como ambas as inclusoes estao verificadas, concluimos que gH = Hg para todo g € G.
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(iii) = (i) Suponha que gH = Hg, para todo g € G. Queremos mostrar que gHg~! C H.
Seja g € G fixado e considere um elemento arbitrario y € gHg . Entdo, existe h € H
tal que

y=ghg™".
Seja ¢ := gh € gH. Como, por hipétese, gH = Hg, entao existe | € H tal que
c=1lg.

Substituindo, temos:

y=(gh)g ' =cg = (lg)g " =1llgg ") =1l-e=1L

Portanto, y € H, e como y € gH g ! foi arbitrario, concluimos que

gHg ' C H.
Exemplos de Subgrupos Normais

A definigdo de subgrupo normal nos permite identificar dois exemplos que sempre

ocorrem em qualquer grupo, e que por isso sao chamados de exemplos triviais.

e O proprio grupo G é um subgrupo normal de si mesmo. De fato, para todo g € G e
todo h € G, tem-se ghg™!' € G, pois G é fechado sob a operacdo do grupo. Assim,
G 4G.

« O subgrupo trivial {e}, onde e é o elemento neutro de G, também é um subgrupo

normal. De fato, para todo g € GG, temos:

gleyg™ = {geg™"} = {gg7'} = {e},
portanto g{e}g~! = {e} C {e}, o que mostra que {e} < G.

Estes dois exemplos evidenciam que, em qualquer grupo G, sempre existem pelo menos

dois subgrupos normais: o préprio grupo G e o subgrupo trivial {e}.

Corolario 1.6.4. O centro de um grupo G é um subgrupo normal de G, ou seja, Z(G) <
G.

Demonstragio. Basta aplicar a proposi¢ao anterior ao subgrupo H = Z(G), observando
que Z(G) C Z(G) trivialmente. O

Nosso objetivo é demonstrar que o subgrupo dos comutadores G’ < G.

Para isso, faremos uso do seguinte lema auxiliar:
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Lema 1.6.5. Seja G um grupo e S C G. Suponha que, para todo s € S e g € G, tanto
gsg~ ' € (S) quanto gs~lg=1 € (S). Entdo o subgrupo (S) gerado por S é normal em G.

Demonstragao. Seja h € (S). Por definigdo de subgrupo gerado, existe uma expressao:
h=s{'s5? 557, com s; €S, g = +1.

Seja g € G. Queremos mostrar que ghg~' € (S). Utilizando a associatividade e

inserindo identidades estrategicamente, temos:
ghg™ ' = (959 )(gs52g™ ") - (95797 1).

Cada fator gs5’g~! € (S) por hipétese. Como (S) é subgrupo, e portanto fechado sob o
produto, conclui-se que ghg™' € (S). Assim, (S) < G. O

Proposigao 1.6.6. Se G ¢ um grupo entdo G’ é um subgrupo normal de G.

Demonstragdo. Agora, aplicamos o lema anterior ao conjunto dos comutadores. Seja:
-1, -1
S={lr,y] =ayz"y " |2,y € G}.

Queremos mostrar que (S) = G’ é um subgrupo normal de G.

Seja s = [x,y] € S e g € G. Temos:

1

gsg ' = g(ayzty H)g!

= (gzg ") (gyg ) gzg™") " (gyg™") " = [gzg~ ", gyg~ ']

Como grg~t,gyg~! € G, entdo gsg~' € S C (S).

De modo anélogo, seja s~ = [z,y] ™! = yay~to~! = [y, 2]. Assim,

gs tgt =gly,2lg7! = [gygt, gzg7t] € S C(S).

Portanto, ambos os requisitos do lema estao satisfeitos, e concluimos que:

]

Proposicao 1.6.7. Seja G um grupo abeliano. Entdo, todo subgrupo H C G é normal

em G.

Demonstracio. Como G é abeliano, todo elemento de G comuta com qualquer outro

elemento de GG. Logo, o centro de G coincide com o proprio grupo, isto €,

Z(G) = G.
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Seja agora H < GG. Da igualdade acima, obtemos H < Z(G). Pela proposicao que afirma

que todo subgrupo contido no centro é normal, isto é,
H<Z(G) = HJG,

segue que H < G. Portanto, todo subgrupo de G é normal em G. O

Proposicao 1.6.8. Se G é um grupo e H é um subgrupo de G com (G : H) = 2 entao
H«@G.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que gH = Hg, Vg € G.

1. Se g € H: Neste caso, gH = H (pois g é um elemento de H e H é fechado sob a
operagao do grupo) e Hg = H (pela mesma razao). Logo, gH = H = Hg.

2. Se g ¢ H: Como (G : H) = 2, existem exatamente dois conjuntos laterais a es-
querda e dois conjuntos laterais a direita distintos. Podemos escrever os conjuntos
laterais a esquerda como G/H = {eH,xH} para algum = € G\ H. Equivalente-
mente, G = eH JoH = H\JxzH, onde |J denota unido disjunta.

Observamos que tH = G\ H.
(C) Suponha, por contradi¢ao, que zH ¢ G\ H. Entao, existe h € H tal que
xh € H, pois H é subgrupo. Se vh € H, entdo z = (zh)h~! € H. Como

h=' € H, temos € H, o que é um absurdo, pois escolhemos x ¢ H. Portanto,
tHCG\H.

(D) Sege G\ H, como G =HUxH, e g¢ H, necessariamente g € vH.

Assim, H = G\ H.

Analogamente, podemos escrever os conjuntos laterais a direita como H/G =
{He, Hz}. Novamente, G = He|JHx = H\J Hx. Similarmente, Hx = G \ H.

Portanto, como *H = G\ H ¢ Hx = G\ H, temos *H = Hux.

Finalmente, dado g € G:

e Se g€ H, javimos que gH = H = Hg.

e Se g ¢ H, entdo, como G = HJxH = H\JHzx, necessariamente g € zH e
g € Hx. Se g € xH, entdao gH = xH. Se g € Hx, entao Hg = Hx. Como
demonstramos que xtH = Hzx, segue que gH = Hg.

Em ambos os casos (g € H e g ¢ H), temos gH = Hg. Portanto, H < G. O

Definicao 1.6.9. Seja G um grupo e seja H <G um subgrupo normal. Podemos considerar
o conjunto das classes laterais de G médulo H, denotado por G/ H, onde cada classe lateral

a esquerda tem a forma gH = {gh:h € H}.
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Definimos a operagao bindria em G/ H da sequinte maneira:

(9H)(g'H) = (99)H,

para quaisquer g,g € G.

Observacao 1.6.10. Esta operacao é chamada de operacio quociente e é bem definida

justamente porque H é normal em G.
o Associatividade: Como a operagdo em G ¢é associativa, temos para quaisquer

xH,yH,zH € G/ H:

(zH)(yH)(zH) = ((zy)H)(zH) = (xy2)H = (zH)((y2)H) = («H)((yH)(2H)).

Assim, a operacao em G/ H é associativa.

o Elemento neutro: A classe lateral eH = H, onde e é o elemento neutro de G,

atua como identidade em G/ H, pois para todo = € G:

(eH)(zH) = (ex)H = zH, (xH)(eH)= (ze)H = zH.

« Inverso: Para todo z € G, temos que (zH)(z 1H) = (vx~')H = eH = H. Logo,

o inverso da classe xH é a classe 1 H.

Portanto, G/ H com essa operacao é um grupo, chamado grupo quociente de G por
H.

Observacao 1.6.11. Se G ¢ abeliano, entio G/H também € abeliano. De fato, para
quaisquer x,y € G:

(xH)(yH) = (zy)H = (yz)H = (yH)(<H).

Assim, a comutatividade de G se transmite ao quociente.

Proposic¢ao 1.6.12. Seja G um grupo qualquer. O subgrupo comutador G' = ([x,y| =

e

v~y ey | my € G) € o menor subgrupo normal de G tal que o quociente G/G' ¢é

abeliano.

Demonstracio. Primeiramente, mostramos que G'/G’ é um grupo abeliano. Como j4
provamos que G’ é normal em G, a construcao do grupo quociente G /G’ é vélida.

Sejam zG’, yG' € G /G’ quaisquer. Temos:
(G (yG') = 2yG’, e (yG')(2G') = yaG'.
Queremos mostrar que xyG’ = yxG’. Para isso, notamos que:

yG' = yzG' = (yz) (zy) € G
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De fato,
(yo) M (ay) =27y oy = [v,y) € G,
por definicao de G’. Logo, xyG’' = yzG’, e portanto G /G’ é abeliano.
Agora mostramos que G’ é o menor subgrupo normal de G com essa propriedade. Seja
H <G tal que G/H é abeliano. Vamos provar que G’ C H.
Basta verificar que todos os geradores de G’ estao contidos em H. Como G’ é gerado

pelos comutadores [z, y] com z,y € G, mostramos que [z,y] € H.

Como G/ H é abeliano, temos xH - yH = yH - xH, ou seja,
wyH = yrH <= (yz) lzye H < [z,y] € H.

Logo, todo comutador [x,y] pertence a H, e como G’ é gerado por esses elementos, segue
que G' C H.
Portanto, G’ ¢ o menor subgrupo normal de G tal que G/G’ é abeliano, o que conclui

a demonstracao. O]

Proposicao 1.6.13. Seja G um grupo. Se o grupo quociente G/ Z(G) é ciclico, entao G
¢ abeliano. Em particular, se G € finito, entdo o indice (G : Z(G)) nunca é um nimero

pPrImo.

Demonstragio. Como o centro Z(G) é um subgrupo normal de G, o quociente G/ Z(G)
é um grupo. Suponha que G/Z(G) seja ciclico. Entao, existe um elemento y € G tal que
G/Z(G) é gerado pela classe y de y em G/ Z(G), ou seja,

G/Z(G) = (7).

Dado g1, 92 € G, como g1,92 € G/ Z(G), existem inteiros r1, o tais que:

7771 7772

=y, 2=y
Ou seja, existem z1, 29 € Z(G) tais que:
g =y"z, g2=y" .

Entao:

g192 = (Y 21) (Y2 22) = Yy 22120 = Y 22 20,

pois os elementos do centro comutam com todos os elementos de GG. Analogamente:

9291 = (Y"%22) (Y 21) = Y2 2oz = Y 22 20,

pois z129 = z921. Portanto, g1g2 = ¢g291, € como g1, go foram arbitrarios, segue que G é

abeliano.
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Agora, suponha por absurdo que (G : Z(G)) = p, com p primo. Como Z(G) é normal
em G, G/Z(G) é um grupo de ordem p. Pelo coroldrio , qualquer grupo de ordem
prima ¢é ciclico. Logo, G/ Z(G) é ciclico. Pelo que jé foi demonstrado, isso implica que G
é abeliano.

Se G é abeliano, entdao Z(G) = G, pois o centro de um grupo abeliano é o préprio

grupo. Portanto,

(G 2(G) = (G:G) =1,

o que contradiz a suposigdao de que (G : Z(G)) = p com p primo. Logo, (G : Z(G)) nao
pode ser primo.
]

1.7 INTRODUQAO AOS MORFISMOS DE GRUPOS

Em vérias dreas da matematica, quando tratamos de estruturas algébricas, ¢ imprescindi-
vel compreender a forma que diferentes objetos dessa natureza podem ser ou estar relacio-
nados entre si. Tal entendimento nao esta limitado a analise dos conjuntos implicitos, mas
requer em esséncia, o estudo das estruturas internas que caracterizam a identidade a esses
objetos. Nesse viés, surgem o que chamamos de morfismos, que sdo fungoes algébricas
que mantém, de forma adequada, as operagoes que definem essas estruturas.

No contexto de algebra linear, as transformagoes lineares sdo fungoes entre espagos
vetoriais que preservam a operagao de adicao de vetores e a multiplicacao por escala-
res. Para entender e comparar estruturas semelhantes, é conveniente dispor de funcoes
que, além de operar nos conjuntos subjacentes, respeitem as operagoes definidas nessas
estruturas.

Trazendo essa ideia para o contexto de Grupos, almejamos estudar e entender fun-
¢Oes que preservem a operacao, assim como propriedades norteadoras que fundamentarao
o conteido. Considerando que um grupo é uma estrutura algébrica formada por um
conjunto munido de uma operagao bindria associativa, que admite elemento neutro e in-
versos, ¢ natural pensarmos que as fungoes de interesse sejam aquelas que respeitam essa

operacao.

Definigao 1.7.1. Sejam G e H grupos. Uma fun¢io f : G — H é chamada de morfismo

de grupos (ou homomorfismo de grupos) se, para todos os elementos z,y € G, tem-se:

flzy) = f(2)f (),

onde a multiplicacio xy no dominio é realizada com a operagio do grupo G, e o produto

f(z)f(y) no contradominio ocorre com a operag¢io do grupo H.

A condigao anterior assegura que f preserva a estrutura algébrica de G, no entendi-

mento que a imagem do produto de dois elementos coincide com o produto das imagens.
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Embora toda funcao estabeleca uma correspondéncia entre conjuntos, apenas aquelas que
respeitam as operagoes internas dos grupos envolvidos sao consideradas morfismos de
grupos.

Podemos notar que nem toda funcao entre dois grupos satisfaz essa propriedade. Por

exemplo, considere a funcdo f : Z — Z definida por f(n) = n?. Embora bem definida

sobre Z., essa funcao nao é um morfismo de grupos com respeito a adicao, pois, em geral:

f(m+n) = (m+n)* #m?+n® = f(m)+ f(n).

Exemplo 1.7.2. Seja G um grupo qualquer. A funcdo identidade idg : G — G, definida
por idg(x) = z para todo x € G, é um morfismo de grupos.

De fato, para quaisquer x,y € G, temos:

idg(zy) = 2y = idg(z) -idg(y),

onde a operagdo - € a operacao do grupo G. Uma vez que a funcao identidade simplesmente
devolve o proprio elemento, obviamente temos a operacao do grupo preservada. FEste é um
exemplo trivial de morfismo, mas necessdria, pois toda estrutura algébrica admite sua

propria identidade como um automorfismo.

Exemplo 1.7.3. Sejam G e H grupos. Seja eg o elemento neutro de H. A funcao
constante f : G — H, definida por f(x) = ey para todo x € G, é chamada de morfismo
trivial.

Para quaisquer x,y € G, temos:

f(zy) = ey =en-en = f(x)- f(y).

Ou seja, mesmo sendo constante, a funcao preserva a operagdo, pois o elemento neutro
multiplicado por si mesmo continua sendo o neutro. O morfismo trivial é um exemplo
onde nenhuma informagdao estrutural de G ¢é transportada para H, mas ainda assim a

definicao € realizada.

Exemplo 1.7.4. Seja G um grupo abeliano e n € Z um nimero fixado. Define-se a

fungdo @, : G — G por:

n

@n(ﬁ) =2z", para todo x € G,

onde z™ denota a operacio iterada de x com ele mesmo n vezes (utilizando inversos, se
n<0).

Como G € abeliano, temos, para quaisquer x,y € G,

n

pn(zy) = (zy)" = 2"y" = @n(x) - on(y),
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onde a igualdade (zy)" = 2"™y" decorre do fato de G ser abeliano. Assim, pp é um

morfismo de grupos.

Exemplo 1.7.5. No caso particular em que G = (Z,+), o grupo aditivo dos inteiros, e
n € Z., a funcdo
on:Z —7Z, on(m)=nm,

define um morfismo de grupos. Neste contexto, como a operacdo do grupo € a adigcdo, a

potenciacao se traduz em multiplicagcdo escalar. De fato, para quaisquer mi,mo € Z.,
en(m1 +ma) = n(mi +mz) = nmy +nma = pu(m1) + @n(ms).

Portanto, ¢, preserva a operacdo aditiva e € um morfismo de grupos.

Exemplo 1.7.6. Seja H um subgrupo de um grupo G. A aplicagdo natural
gt H—>G, x—zx,

chamada de fungao inclusao, € um morfismo de grupos. Como H C G e a operagcio de H

¢ a restricao da operacio de G, temos que, para quaisquer x,y € H,

v (zy) = vy = tg(v) g (y),

onde a operagdo a esquerda ¢ tomada em H e, a direita, em G. No entanto, como H é
subgrupo de G, ambas as operacoes coincidem. Portanto, vi preserva a operacao do grupo

e é, por definicao, um morfismo de grupos.

Exemplo 1.7.7 (Morfismo quociente). Seja H < G um subgrupo normal. A aplicagao
7THZG—>G/H> .I'—}ZEH,

que associa a cada elemento sua classe lateral a esquerda, é chamada de projecao candnica
ou morfismo quociente.

De fato, para quaisquer x,y € G, pela defini¢io da operacao no grupo quociente G/ H,
tem-se:

mg(xy) = (xy)H = zH -yH = 7y (x)7g(y),

onde o produto d direita é tomado em G/H. Assim, mg preserva a estrutura algébrica e,

portanto, € um morfismo de grupos.

Observagao 1.7.8. A projecio canonica wg também pode ser referida como funcao quo-

ciente ou morfismo de projecao.

Proposicao 1.7.9. Seja p : G — H um homomorfismo de grupos. Entao:

1. pleq) = epy;
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2. Para todo x € G, tem-se p(x1) = p(z)~1.

Demonstragio. (a) Como ¢ é um homomorfismo de grupos, temos:

plea) = vleg -eq) = plea) - v(ea).

Multiplicando ambos os lados a direita por gp(eg)_l € H, obtemos:

vlec) plec) pleq) ™ = pleq) - en.

Utilizando a associatividade da operacdo em H e a definicao de elemento inverso,

temos:

(plec) - pleq)) plec) ™ = vleq) pleq) ™ = en.

Portanto, p(eq) = ep, como querfamos demonstrar.

(b) Seja z € G. Como ¢ preserva a operacao, temos:

p(x) o) =¢(x-27") = p(eq) = en,

pela parte (a). Assim, go(x_l) é um elemento de H tal que, multiplicado a direita por
¢(z), resulta no elemento neutro de H. Isso mostra que p(2~1) é o inverso de ¢(z) em

H, ou seja,

A demonstragao esta concluida. m

Definicao 1.7.10. Sejam G e H dois grupos e p : G — H um morfismo de grupos.
O nicleo de ¢, denotado por ker ¢, é o subconjunto de G formado pelos elementos cuja

imagem € o elemento neutro de H:

kero ={g € G|p(9) =en},

onde e representa o elemento neutro do grupo H.

Definig¢ao 1.7.11. A imagem de um morfismo de grupos p : G — H é o subconjunto de

H constituido pelos elementos que sao imagem de algum elemento de G via p, ou seja:

Im(p) = {p(g) € H | g € G}.

Proposigao 1.7.12. Seja 7 : G — G/H o morfismo quociente definido por w(g) = gH,
com H <G. Entao:

1. w € sobrejetivo;
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2. kerm = H.

Demonstragio. A sobrejetividade de m decorre do fato de que, para qualquer classe lateral
gH € G/H, existe g € G tal que 7(g) = gH, ou seja, todo elemento do quociente esta
na imagem de 7.

Quanto ao nucleo, note que:
geEkerm < 7(9)=H < gH=H < g€ H.

Logo, kerm = H. [

Proposig¢ao 1.7.13. Seja ¢ : G — H um morfismo de grupos. Entdo o nicleo de ¢,

denotado por ker ¢, é um subgrupo normal de G.

Demonstragcio. Comecemos por mostrar que ker ¢ C G é um subgrupo.

« Elemento neutro: Como ¢ ¢ um homomorfismo de grupos, temos ¢(eq) = ey.

Logo, eg € ker ¢, e o ntcleo nao ¢é vazio.

e Fechamento para o produto: Sejam x,y € kerp. Por definicao, isso significa

que p(z) =eg e p(y) = eg. Como ¢ preserva a operacao do grupo, segue que:

p(zy) = p(x) - ¢(y) = en -en = em,
o que implica xy € ker ¢.

« Fechamento para o inverso: Seja z € ker ¢. Temos () = ey, e como p(z7!) =

¢(z)~! (proposicdo anterior), entdo:

p(a™h) = (o(2))™" = (en) ™ = en.
Portanto, =1 € ker .

Assim, ker ¢ é de fato um subgrupo de G.

Agora, vamos provar que ker ¢ é um subgrupo normal de G. Seja g € G arbitrario e
x € ker . Devemos mostrar que o conjugado grg~! € ker . Como ¢ é um homomorfismo,

temos:
plgr97") = w(9) - o(z) - 9(g7).
Como x € ker g, entdo ¢(z) = epy, e sabemos que p(g~ ') = p(g)~!. Assim,

o(grg™") = o(g) -en-v(9) " = 0(g) - ¢(9) " =en.

Logo, grg~! € ker p. Como g € G e z € ker o foram arbitrarios, isso prova que ker ¢

é normal em G. OJ
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Proposicao 1.7.14. Sejam G e H grupos e seja f : G — H um homomorfismo de grupos.

Entao, [ € injetivo se, e somente se, ker f = {eg}, onde eq é o elemento neutro de G.

Demonstragcdo. Suponha inicialmente que f seja injetivo. Como ker f C G, temos que
eq € ker f, pois f(eq) = ex, sendo ey o elemento neutro de H. Portanto, {eg} C ker f.

Queremos agora mostrar a inclusdo inversa, isto é, que se x € ker f, entdao necessa-
riamente = eg. De fato, se x € ker f, entdo f(x) = ey. Como f(eg) = ey, temos
f(z) = f(eq). Pela hipGtese de que f é injetivo, segue-se que x = eg, como querfamos
demonstrar.

Assim, ker f = {eq}.

Para a reciproca, suponha que ker f = {eg}, e provemos que f é injetivo. Sejam
z,y € G tais que f(z) = f(y). Entao,

F@) )™ =en.

Utilizando que f(y~') = f(y)~! (pois f é um homomorfismo), podemos reescrever a

equacao acima como:

flzy™) = eq.

Ou seja, xy~! € ker f. Pela hipétese, ker f = {eq}, logo zy~!

= eq. Multiplicando

ambos os lados a direita por y, obtemos:

xyily =eqy =T =1y.

Portanto, f é injetivo.
O

Proposigao 1.7.15. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entdo, a imagem de
f, denotada por Im(f) = f(G), é um subgrupo de H.

Demonstragio. Como f ¢ homomorfismo, temos f(eq) = ey. Logo, ey € Im(f), e
portanto a imagem de f é nao vazia.

Sejam x,y € Im(f). Entdo, existem a,b € G tais que z = f(a) e y = f(b). Assim,

zy = fa)f(0) 7 = fla)f(b7") = flabTh).

Como ab~! € G, segue que zy~! € Im(f).
Portanto, pelo critério de subgrupo, Im(f) ¢ um subgrupo de H. O

Proposigao 1.7.16. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos, e seja K < G um
subgrupo normal de G. Entdo, f(K) <Im(f).

Demonstragio. J4 vimos anteriormente (Proposigao|1.7.15)) que, se K < G, entao f(K) <
H, e, em particular, f(K) < Im(f), pois f(K) C f(G). Assim, f(K) é de fato um
subgrupo de Tm(f).
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Resta verificar que f(K) é normal em Im(f). Para isso, seja g € Im(f) e x € f(K).
Queremos mostrar que grg~! € f(K).

Como g € Im(f), existe gy € G tal que f(gg) = g. Da mesma forma, como x € f(K),
existe g € K tal que f(zg) = x.

Como K < @, temos que goToggy !¢ K. Aplicando o homomorfismo f a esse elemento,

obtemos:

929~ = f(g0) f(z0) f(g0) " = f(gozogy ™)

Como gorogy ! € K, entdo f(gozogy ') € f(K). Portanto, grg~" € f(K), o que mostra
que f(K) é fechado sob conjugacao por elementos da imagem de f.

Assim, f(K) < Im(f), como querfamos demonstrar. O

Proposicao 1.7.17. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos e seja L < H um
subgrupo de H. Entao:

(i) 71 (L) <G
(ii) ker f C f71(L);
(iii) f(f~1(L)) = LOTm(f);
(iv) Se L < TIm(f), entio f~1(L) < G.

Demonstragdo. (i) Mostremos que f~!(L) < G.
Como L < H, o elemento neutro ey € L. Como f(eq) = eg, segue que eq € f~H(L),
de modo que o conjunto nao é vazio.
Sejam z,y € f~1(L). Entao f(z), f(y)
Como f é um homomorfismo, f(xy) = f(z)f(y) € L, logo zy € f~*(L), provando o
fechamento sob o produto.
Para o inverso, seja x € f~1(L). Como f(z) € L e L < H, entdo f(z)~ € L. Como

f(a=h) = f(x)71, segue que x=1 € f~1(L). Assim, f~1(L) é um subgrupo de G.

(ii) Como ker f = f~1({ex}), e {eg} C L, segue da preservacao de inclusdes pela
imagem inversa que:

ker f = f~'({en}) € fH(L).
(iii) Mostremos que:
F(f7H(L)) = Lnm(f).

(Inclusio C): Seja x € f(f_l(L)). Entéo existe g € G tal que f(g) =z e f(g) € L
ou seja, x € L e z € Im(f). Logo, x € LNIm(f).

(Inclusao 2): Sejay € LNIm(f). Entdo existe g € G tal que f(g) =y. Comoy € L,

temos f(g) € L, ou seja, g € f~1(L), e portanto y = f(g) € f(f~1(L)).

€ L, e como L é um subgrupo, f(z)f(y) € L.
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Assim, temos a igualdade:

F(FHE)) = LnTm(f).

(iv) Suponha agora que L < Im(f), e provemos que f~1(L) < G.

Sejam g € G e v € f~1(L). Queremos mostrar que grg~' € f~1(L), ou seja, que
flgzg™) € L.

Note que f(gzg~1) = f(g)f(z)f(g)~'. Como f(z) € L (por definicao de f~1(L)) e
f(g) € Im(f), e como L < Im(f), segue que:

fl9)f(x)f(g) " € L.

Portanto, f(grg~') € L, e assim grg~! € f~1(L), provando que f~!(L) é fechado
sob conjugacao por elementos de G.

Consequentemente, f~'(L) < G, como queriamos demonstrar. O

Proposicao 1.7.18. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos e seja x € G um

elemento de ordem finita. Entao f(x) € H também tem ordem finita, e mais precisamente,

O(f(x)) | O(x).

Demonstragio. Sejan = O(x), ou seja, ™ = e, e n é 0 menor inteiro positivo com essa
propriedade.

Como f é um homomorfismo de grupos, temos:

f(@") = f(2)" = flec) = en-

Portanto, f(xz)™ = ey, o que mostra que f(z) é um elemento de ordem finita.

Além disso, como f(x)™ = ep, segue que a ordem de f(z), denotada por m = O(f(x)),
é o menor inteiro positivo tal que f(z)™ = eg. Como f(z)" = ey, segue que m | n.

Ou seja,

O(f(x)) | O(x),

conforme queriamos demonstrar. O

Lema 1.7.19. Se f : G — H ¢é um homomorfismo de grupos, entao para todo x € G e
todo r € Z, vale:

Demonstragdo. Para r = 0, temos 2¥ = eg, entdao f(2°) = f(eq) = ey = f(x)°. Para

r = 1, a igualdade é trivial. Suponha por indugdo que f(z") = f(z)" para algum r > 1.

Entao:

fF@) = f@"x) = (") f(2) = f(2)" f(x) = f(x)*
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Para r < 0, escrevemos 2" = (271)7" e usamos que f(z71') = f(2)~! (j4 que f é

homomorfismo). Entéo:

Assim, o lema estd demonstrado. O

Proposicao 1.7.20. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Suponha que f é

injetivo. Entdo, para todo x € G, vale

independentemente de O(x) ser finita ou infinita.

Demonstragio. Fixemos x € G. Considere os subgrupos (z) C G e (f(z)) C H, gerados
por x e f (x), respectivamente.

Definimos a aplicacao

Queremos mostrar que ¢ é uma bijecdo de grupos, o que nos permitird concluir que
O(f(xz)) = O(x), pois a ordem de um elemento é, por defini¢io, a cardinalidade do
subgrupo que ele gera.

Note que todo elemento g € {(x) pode ser escrito como g = 2! para algum t € Z.

Como f é um homomorfismo, segue do lema abaixo que:

Portanto, f(g) = f(z!) = f(z)! € (f(x)), o que mostra que p(g) € (f(x)), e assim ¢
estd bem definida.

Injetividade de ¢: Suponha ¢(g1) = ¢(g2), ou seja, f(g1) = f(g2). Como f é
injetiva, segue que g1 = g2. Logo, ¢ ¢ injetiva.

Sobrejetividade de ¢: Seja y € (f(x)). Entdo, existe t € Z tal que y = f(x)! =
f(zt) = f(a?) = p(a?), e 2t € (x). Assim, y € Im(y), e portanto o é sobrejetiva.

Conclusao: Como ¢ : () — (f(x)) é bijetiva, os subgrupos tém a mesma cardinali-

dade. Assim,

como queriamos demonstrar. O

1.8 ISOMORFISMOS DE GRUPOS

A esséncia do conceito de isomorfismo entre grupos tem como elemento principal a no¢ao

de que dois grupos sao a mesma estrutura quando se pode estabelecer entre eles uma cor-
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respondéncia que preserve integralmente a operacao de grupo. Essa ideia é amplamente
utilizada em diversas areas da algebra, como na teoria de anéis e espagos vetoriais, permi-
tindo uma comparagao entre estruturas aparentemente diferentes mas que essencialmente

sao indissociaveis quanto a operacao.

Definicao 1.8.1. Sejam G e H dois grupos. Um isomorfismo de grupos entre G e H é
um morfismo de grupos f : G — H tal que existe um morfismo de grupos g : H — G
satisfazendo:

gof=idg e fog=1idp,

onde idg e idg sao os morfismos identidade dos grupos G e H, respectivamente. Nesse

caso, dizemos que GG e H sao isomorfos e escrevemos G = H.

Naturalmente, a existéncia de um isomorfismo entre dois grupos nos mostra que nao
existe distingao significativa entre eles no que se refere a estrutura de grupo. Ainda que
os conjuntos subjacentes ou a origem dos elementos possam ser diferentes, a forma como

esses elementos se comportam é perfeitamente conservada.

Proposicao 1.8.2. Um morfismo de grupos f : G — H € um isomorfismo se, e somente

se, [ € bijetora.

Demonstrag¢io. (=) Suponha que f: G — H seja um isomorfismo. Entéo, por definigdo,
existe um morfismo de grupos g : H — G tal que go f = idg e fog = idy. Essas duas
equagdes mostram que f € inversivel com inversa g, ou seja, f é bijetora.

(<) Suponha agora que f : G — H seja um morfismo de grupos bijetor. Entao, a
funcio f admite uma inversa de conjuntos f~! : H — G. Devemos mostrar que essa
inversa g := f~! é também um morfismo de grupos.

Sejam x,y € H. Como f é uma bijegdo, existem a,b € G tais que f(a) =z e f(b) = y.

Entao,

glzy) = [~ (ay) = FTH(f(@)f(0) = fTH(flab)) = ab= f~(2) f(y) = g(x)g(y).

onde utilizamos o fato de que f preserva a operacdo do grupo e que f~! reverte essa
operacao. Portanto, g também preserva a operacao de grupo, o que implica que g ¢ um
morfismo de grupos.

Assim, f possui uma inversa que é também um morfismo de grupos, e portanto, f é

um isomorfismo. O

Teorema 1.8.3. Sejam G e H grupos, f : G — H uwm homomorfismo de grupos, e L I G
um subgrupo normal contido no nicleo de f, ou seja, L C ker(f). Entao, existe um tinico

homomorfismo de grupos
f:G/L—H

tal que o diagrama abaizo comuta:
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G—H

//1
WLJ L
- f

G/L
Mais precisamente, fory = f, onde wp, : G — G/ L € a projecio candnica que envia
um elemento x € G para a sua classe xtL € G/ L.

Demonstracio. Definimos f : G/L — H da seguinte forma: para cada classe zL € G/ L,

tomamos
f(zL) = f(z).

E necesséario verificar que f estd bem definida, ou seja, que a definicdo acima nao
depende do representante z da classe. Suponha que L = yL, ou seja, 2~y € L. Como

L C ker(f), entdo f(z~'y) = ep, e como f é um homomorfismo, isso implica

Fla N f(y) =en = f(z) = f(y).

Logo, f(zL) = f(z) = f(y) = f(yL), e portanto f estd bem definida.

Agora, mostramos que f ¢ um homomorfismo. Sejam xzL,yL € G/ L, entdo:

F@L-yL) = f((xy)L) = f(zy) = f(a)f(y) = F(=zL) F(yL).

Assim, f preserva a operacao de grupo e é, portanto, um homomorfismo.

Verifiquemos que o diagrama comuta:
(formp)(z) = f(zL) = f(z), Vred.

Logo, form, = f.
Por fim, mostramos a unicidade. Suponha que exista outro homomorfismo g : G/L —

H tal que gom;, = f. Entao, para todo z € G, temos:

g(xL) = (gom)(x) = f(z) = f(aL).

Portanto, ¢ = f, e a unicidade estd demonstrada. O

Teorema 1.8.4 (Teorema do Isomorfismo para Grupos). Sejam G e H grupos e seja
¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entdio, o nicleo de p, denotado por ker(p),
¢ um subgrupo normal de G, e o grupo quociente G/ ker(p) € isomorfo d imagem de .

Majis precisamente, existe um isomorfismo de grupos
p: G/ ker(p) = o(GQ)

tal que, para todo x € G, tem-se
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onde [x] denota a classe lateral de x mddulo ker(yp).

Demonstragcao. Como o nucleo de qualquer homomorfismo de grupos é um subgrupo nor-
mal, temos ker(p) < G, o que garante que o quociente G/ ker(p) estd bem definido como
grupo.

Consideremos o mapeamento @ : G/ ker(¢) — ¢(G) definido por

Devemos verificar que essa aplicacdo é bem definida. De fato, se [z] = [y], entdo 271y €
ker(¢), o que implica que p(x~y) = ep, ou seja, o(x) " to(y) = ex, logo ¢(z) = ¢(y).
Portanto, @ é bem definida.

E imediato que % é um homomorfismo de grupos, pois

2([=][y]) = B([zy]) = w(2y) = o(@)e(y) = 2([=])P([y])-

Mostremos que @ é sobrejetora. Como ¢(G) é, por defini¢ao, a imagem de ¢, para
todo h € ¢(G), existe x € G tal que p(z) = h, ou seja, h = p([z]), o que prova a
sobrejetividade.

Por fim, resta mostrar que @ é injetora. Seja [x] € ker(®), ou seja,

?([2]) = ¢(z) = e

Entao x € ker(y), o que implica que [z] = [eg]. Assim, o nicleo de @ é trivial, e p é
injetora.

Portanto, @ é um isomorfismo de grupos entre G/ ker(p) e p(G). O
Exemplo 1.8.5. Seja S = {z € C : |z| = 1} o circulo unitdrio no plano complexo,

munido da multiplicaciao usual de nimeros complexos. Trata-se de um subgrupo de C*, o

grupo multiplicativo dos complexos nao nulos. Nosso objetivo é demonstrar que

R/Z = S,

Para isso, consideremos o grupo aditivo dos nimeros reais, (R, +), e o homomorfismo
de grupos
0: R — St o(t) =¥,

Essa aplicacio estd bem definida, pois para todo t € R, o nimero complezo e*™ tem
mddulo 1, e portanto pertence a S'.

Verifiguemos que ¢ é um homomorfismo: dados t,s € R,
90(t+ S) _ e2m’(t+s) — 2mit | 2mis _ go(t) 'QO(S),

mostrando que p preserva a operagao de grupo, isto é, é um homomorfismo de grupos de

(R, +) em (S%,).
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Além disso, ¢ é sobrejetora: dado z € S, podemos escrever z = cos() + isin(f) =

e, para algum @ € R. Assim, basta tomar t = 0/(27), de modo que (t) = > =

e = z. Logo, ¢ € sobrejetiva.

Vamos agora determinar o nicleo de p. Observamos que:

teker(p) <= o) =1 <= ™ =1,

2mit

Como e =1 se e somente se 2mit € 2miZ., seque que t € Z.. Portanto, temos:

ker(p) = Z.

Concluimos que @ é um homomorfismo sobrejetivo com nicleo Z.. Pelo Primeiro

Teorema de Isomorfismo, temos entao um isomorfismo de grupos:

R/Z = S
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GRUPO DE PERMUTACAO

Neste capitulo trabalharemos com o grupo simétrico .S, isto é, o conjunto de todas as per-
mutagoes do conjunto {1,2,...,n} munido da operagdo de composicao (ver Se¢ao [1.2.1)).

As principais referéncias utilizadas sao [} 5l [7], 6] [1].

2.1 A NOTACAO DE CICLOS

Definicao 2.1.1. Sejam n > 2 er > 2. Uma permutagdo o € Sy, é chamada de r-ciclo

se existem elementos ay,az,...,ar € {1,2,...,n} dois a dois distintos tais que
ala;)) =aip1 (i=1,2,...,r—1), alay) = ay,
e, além disso, a(j) = j para todo j € {1,2,...,n}\{a1,az,...,a,}. Nesse caso, escreve-
mos
a=(aray - ay).

Quando r = 2, o ciclo (aj ag) € chamado de transposigio (ou 2-ciclo).

Exemplo 2.1.2. O 2-ciclo (transposi¢io) em Sy: Considere o = (12). Aqui, a(1) = 2,
a(2) =1, ea(3) =3, a(4) = 4. Isso significa que o troca os elementos 1 e 2, enquanto
deixa 3 e 4 fixos.

Exemplo 2.1.3. O 3-ciclo em Ss: Considere § = (245). Aqui, 5(2) = 4, f(4) = 5,
B(5) =2, eB(1) =1, 5(3) = 3. Isso significa que [ cicla os elementos 2, 4 e 5, enquanto

deiza 1 e 3 fizos.

Esses exemplos ilustram como os ciclos funcionam, movendo alguns elementos e dei-

xando outros inalterados.

Lema 2.1.4. Seja o = (ay ...a,) € Sy, um r-ciclo. Entdo o(a1) = a1, Vi € {1,...,r —
1}.

Demonstragio. Sejaa = (ajas ... a,) um r-ciclo em S,,. Queremos mostrar que o(a;) =
aij+1 para todo i € {1,...,r — 1}. Vamos provar isso por indugdo em 1.

Base da indugdo (i = 1): Para i = 1, temos a'(a;) = a(a;). Pela definicao de a
como um 7-ciclo, sabemos que a(a1) = ag. Portanto, a'(a1) = as, o que verifica a base
da indugao.

Hipétese de indugao: Suponha que, para algum k € {1,...,r — 2}, a afirmacao seja

valida, ou seja, o (a1) = ajpy1.
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Passo indutivo (i = k + 1): Agora, vamos mostrar que a afirmacao também é vélida

para ¢ = k + 1. Temos:
o (ay) = a(af(ay)).

Pela hipétese de inducao, a*(a1) = ag, ;. Portanto:

o ay) = aagyr).
Pela definigdo de o como um r-ciclo, sabemos que a(ag41) = agr2, desde que k41 <
r—1. Assim:

"t (ar) = ajo.

Isso completa o passo indutivo.
Pelo principio da inducdo matematica, concluimos que a‘(a1) = a;4+1 para todo i €

{1,...,r—1}.
[l

Proposicao 2.1.5. Se a € S, € um r-ciclo entio O(a) = r.

Demonstragio. Seja a = (aj ag ... ay) um r-ciclo em S,. Queremos mostrar que a ordem
de «, denotada por O(«), é igual a r, ou seja, O(a) = r. A ordem de « é 0 menor inteiro
positivo & tal que o = id, onde id é a permutacéo identidade.

Primeiro, considere a a¢ao de « sobre os elementos aq, as, ..., a,. Pela definicao de «
como um 7-ciclo, temos «(a;) = aj+1 parai € {1,...,r —1} e a(a,) = a1. Além disso,
a(j) = j para todo j € {1,...,n}\ {a1,...,a,}. Vamos aplicar « repetidamente a um
elemento a;. Pela proposicao anterior, temos ai(al) = aj+1 parai € {1,...,r—1}. Em
particular, a"~1(
Para os outros elementos as, . . ., a,, Utilizando indugao finita, obtemos a”(a;) = a;, Vi €
{1,2,--- ,n}. Portanto, o" = id.

Agora, vamos mostrar que o # id para k € {1,...,7 —1}. Suponha, por contradicio,
que exista k € {1,...,r — 1} tal que o = id. Entdo, o*(a;) = a1. No entanto, pela
proposicao anterior, Ozk(al) = ag41. Como k+1 < r, temos axy; 7# a1, & Menos
que k+1 = r+1, o que nio é possivel pois k¥ < r —1. Portanto, af # id para
ke{l,...,r—1}.

Concluimos que O(a) = 7, pois o’ =id e of # id para k € {1,...,7 —1}.

O

Definicao 2.1.6. Sejam «, B € S, ciclos. Dizemos que o e [ sdo ciclos disjuntos se para

todo j € {1,...,n} tem-se que a(j) = j ou B(j) = J.
Proposicao 2.1.7. Sejam «, 3 € S, ciclos disjuntos. Entdo aff = Pa.

Demonstragio. Sejam « e [ ciclos disjuntos em S,,. Isso significa que os conjuntos de

elementos movidos por a e 3 sdo disjuntos. Vamos mostrar que aff = Sa.

a1) = ar. Aplicando « mais uma vez, obtemos o' (a1) = a(a,) = ay.
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Considere um elemento = € {1,2,...,n}. Se  ndo é movido por @ nem por /3. Neste

caso, a(x) = z e f(x) = z. Portanto, aff(z) = a(x) = z e pa(z) = B(z) = z. Logo,

af(x) = Ba(x). Se x é movido por o mas nao por 3. Neste caso, a(z) # x e f(z) = .

Como « e f3 sao disjuntos, a(x) nao é movido por 3, ou seja, S(a(z)) = a(x). Portanto,

af(xz) = a(z) e fa(z) = fla(z)) = a(z). Logo, af(x) = fa(x). Se x é movido

por 8 mas nao por a. Este caso é andlogo ao Caso 2. Temos f(x) # z e a(z) = .

Como « e 8 sdao disjuntos, 3(x) nao é movido por «, ou seja, a(3(z)) = B(x). Portanto,
af(z) = a(B(x)) = B(x) e fa(z) = B(z). Logo, af(x) = fa(x).

Como af(z) = fa(z) para todo = € {1,2,...,n}, concluimos que aff = fa.
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Proposicao 2.1.8. Sejam ay,...,ap € Sy, ciclos dois a dois disjuntos de comprimentos
1, ..., 7, respectivamente. Entio O(aq - --ay) = mme(ry,...,r) = mme(O(aq),...,O0(a)).
Demonstracdo. Sejam oy, ..., a; € Sy, ciclos dois a dois disjuntos de comprimentos 7y, . . . , 1y,

respectivamente. Queremos mostrar que a ordem do produto aj - - - a4 é igual ao minimo

miltiplo comum (mmc) dos comprimentos r1, . .., r¢, ouseja, O(aq - - - o) = mme(ry, ..., 7).
Como a ordem de cada ciclo a; é O(a;) = 74, isso também pode ser escrito como
O(ag ) =mme(O(a1),...,0(a)).

Primeiro, observe que, como os ciclos aq, ..., a; sdo disjuntos, eles comutam entre si,
ou seja, wjoj = aja; para quaisquer 4,5 € {1,...,t}. Isso implica que, para qualquer
inteiro k > 1, temos (a1 ---oy)¥ = af - - af.

Agora, seja m = mme(ry,...,r;). Queremos mostrar que m é a ordem de aj - - oy.

Para isso, precisamos mostrar que (aj---ay)™ = id e que m é o menor inteiro positivo
com essa propriedade.

Vamos mostrar que (aq ---ap)™ = id. Como m é o mmc de rq, ..., 7, temos que m é
miltiplo de cada r;. Portanto, ! = id para cada i € {1,...,t}, pois O(«;) = r;. Assim,
(a1 o)™ =al"---a]* =id---id = id.

Vamos mostrar que m é o menor inteiro positivo com essa propriedade. Suponha que

exista um inteiro positivo k < m tal que (aj---ay)¥ = id. Entao, o} ---af = id. Como

os ciclos sdo disjuntos, isso implica que af = id para cada i € {1,...,t}. Portanto, k
deve ser multiplo de cada r;, ou seja, k é um miultiplo comum de r1,...,7r;. No entanto,
como k <mem éommcdery,...,r, isso é uma contradicdo. Logo, m é o menor inteiro

positivo tal que (g -+ ay)™ = id.

Concluimos que O(a; - -+ o) = mme(ry, ..., 1) = mme(O(aq),...,0(ay)). O O

2.2 DECOMPOSICAO DE UMA PERMUTACAO EM CICLOS DISJUNTOS

Considere a permutacao 7 € Sy dada, na notacgao de ciclos disjuntos, por

7=(135)(24)(678). (1)
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Essa escrita ja explicita a dindmica da agao de 7: no ciclo (1 3 5), por exemplo, tem-se
13,3 5eb5+— 1. De modo anélogo, (2 4) determina a transposi¢do 2 + 4 e 4 +— 2,
enquanto (6 7 8) descreve o deslocamento ciclico 6 +— 7, 7+ 8 e 8 — 6.

Uma forma equivalente de codificar essas imagens é a notacao matricial

1 23 45 6 7 8
T = ) (2)
345 217 86

De fato, ao ler a segunda linha como a lista das imagens dos elementos da primeira,
recupera-se imediatamente o comportamento imposto pelos ciclos: 1 é enviado em 3, 3
em 5, 5 em 1; do mesmo modo, 2 e 4 permutam-se, e o bloco {6,7,8} gira segundo
6 — 7 +— 8 — 6. Evidencia-se, portanto, que as duas representacoes sao consistentes e

descrevem a mesma permutacao.

Vale notar que os ciclos sao disjuntos no sentido estrito: ndao ha sobreposicao de suportes.

Essa independéncia permite articular a decomposicao como um produto de componentes
que atuam em subconjuntos distintos, de modo que a ordem dos fatores nao altera a
transformacao global. E precisamente esse tipo de decomposicio que serd formalizado a
seguir, quando se estabelece a unicidade da escrita em ciclos disjuntos, salvo reordenacoes
e a escolha do ponto de partida em cada ciclo. Omitiremos a demonstragao que pode ser

encontrada em [0

Teorema 2.2.1. Toda permutacao o € S, admite uma decomposi¢cio como produto de
ciclos dois a dois disjuntos. Além disso, essa decomposicio € unica, a menos da ordem

dos ciclos e de rotacoes dentro de cada ciclo.

Lema 2.2.2. Dados n,r € IN, com r > 2, e elementos ay,...,a, € {1,...,n} distintos
dois a dois, o ciclo (a1 ay ... ay) pode ser expresso como um produto de transposigoes da

forma:

(a1 ag ... ay) = (a1 ar)(a1 ar—1) -+ (a1 a2).

Demonstracio. Vamos analisar a acdo de ambos os lados da igualdade sobre um elemento
xz € {1,...,n}. Consideraremos dois casos: x ¢ {a1,...,a,} e x € {ay,...,a,}. Suponha
que z ¢ {a1,...,a,}. Se x ndo pertence ao conjunto {ay,...,a,}, entdo x é um ponto
fixo tanto do ciclo (aj ag ... ar) quanto de cada transposicao (a1 a;). Portanto, a acao

do ciclo e do produto de transposigoes sobre x é a identidade:

(a1 az ... ap)(z) =2 e (a1 ar)(ar ar—1) - (a1 az)(x) = z.

Assim, ambos os lados da igualdade coincidem para x ¢ {ai,...,a,}. Suponhamos

que x € {ay,...,a;}. Agora, analisaremos a acao sobre os elementos ay,...,a,. Para
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isso, consideremos cada elemento a; separadamente. Comecemos com x = a;. Aplicando

o ciclo (a1 ay --- a,) sobre aj, temos:

(a1 ag -+ ay)(a1) = as.

Agora, aplicando o produto de transposigoes (a1 ar)(a1 ar—1)--- (a1 ag) sobre aj: A
primeira transposi¢do (a; a2) leva a; para ag, as transposigoes subsequentes
(a1 as)...(a1 a,) ndo afetam ag, pois ag # aj. Portanto, o produto de transposicoes

também leva a; para as:

(a1 ar)(a1 ar—1)--- (a1 a2)(a1) = as.

Suponhamos que x = ay. Aplicando o ciclo (aj ay ... a,) sobre ay, temos:

(a1 az ... ar)(a2) = as.

Agora, aplicando o produto de transposigoes sobre ag: A primeira transposicao (a; a2)
leva ag para aj, a segunda transposicao (a1 as) leva a; para as, as transposigoes subse-
quentes (aj ayq) ... (a1 ar) ndo afetam as. Portanto, o produto de transposicoes leva ag

para as:

(a1 ar)(al ar,l) cee (a1 ag)(ag) = as.

Suponha que x = a; para 3 <t <r—1. Parax = a; com 3 <i < r— 1, aplicando o

ciclo (ay as ... a,), temos:

(a1 az ... ar)(a;) = aj+1.

Agora, aplicando o produto de transposi¢oes sobre a;: As transposicoes
(a1 a2) ... (a1 a;—1) ndo afetam a;, pois a; # a1, a transposi¢ao (a1 a;) leva a; para ap, a
transposicao (a1 a;+1) leva ap para a;11, as transposigoes subsequentes (a1 a;42) . .. (a1 a;)

nao afetam a;4+1. Portanto, o produto de transposicoes leva a; para a;4+1:

(a1 ar)(ar ar—1) -+~ (a1 az)(a;) = ait1.

Considere 2 = a,. Finalmente, para x = a,, aplicando o ciclo (a1 ay ... a,), temos:

(a1 a2 ... ar)(ay) = a1.

Agora, aplicando o produto de transposicoes sobre a,: As transposicoes
(a1 a2) ... (a1 ay—1) ndo afetam a,, a Gltima transposi¢ao (a; a,) leva a, para aj. Por-

tanto, o produto de transposicoes leva a, para a;:

(a1 ar)(a1 ar—1)--- (a1 a2)(ay) = ay.
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Assim, em todos os casos, a agao do ciclo (a1 ay ... a,) coincide com a acao do

produto de transposicoes (a1 ar)(a1 ar—1) -+ - (a1 az). Portanto, concluimos que:

(a1 az ... ap) = (a1 ay)(a1 ar—1) -+ (a1 a2)
como afirmado no lema. O
Proposicao 2.2.3. Sen € N entio S, = ({transposicoes}).

Demonstragio. Para demonstrar que S, = ({transposi¢oes}), ou seja, que o grupo simé-
trico S, é gerado por transposigoes, usemos o lema anterior. Sabemos que toda permu-
tagdo em S, pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos (pela decomposigao
em ciclos). Pelo lema, cada ciclo (ay,as,...,a,) pode ser expresso como um produto de
transposigoes: (a1, as,...,a,) = (a1,a,)(a1,ar—1) -+ (a1,a2). Como toda permutagao é
um produto de ciclos e cada ciclo é um produto de transposigoes, segue que toda permu-
tagdo em 5, pode ser escrita como um produto de transposi¢oes. Portanto, S,, é gerado

por transposigoes, ou seja, S, = ({transposicoes}). ]
Lema 2.2.4. Sejamn € N ea,b € {1,2,...,n}, a #b. Entio (a b) = (1 a)(1 b)(1 a).

Demonstragio. Para demonstrar que (a b) = (1 a)(1 b)(1 a), onde a,b € {1,2,...,n}
com a # b, verificamos a acao de ambos os lados da igualdade em cada elemento de
{1,2,...,n}. Primeiro, a transposicdao (a b) troca a e b e deixa os demais elementos fixos.
Agora, aplicamos (1 a)(1 b)(1 a): se z = 1, (1 a) leva 1 para a, (1 b) deixa a fixo, e
(1 a) leva a de volta para 1. Se x = a, (1 a) leva a para 1, (1 b) leva 1 para b, e (1 a)
deixa b fixo. Se x = b, (1 a) deixa b fixo, (1 b) leva b para 1, e (1 a) leva 1 para a. Para
x # 1,a,b, ambos os lados deixam z fixo. Portanto, (a b) = (1 a)(1 b)(1 a).

[
Proposicao 2.2.5. Sen € N, entio S, = ((1 2),...,(1 n)).
Demonstragio. J& sabemos que S, = (2-ciclos). Para mostrar que S, = ((12),...,(1n)),
basta provar que (2-ciclos) C ((1 2),...,(1 n)). Seja 7 € S, um 2-ciclo, escrito como

7= (ab),coma,be{l,....,n}ea#b. Sea=1entdor = (1b) € ((12),...,(1n)). Se
b=1,entdoT = (al) =(la)€((12),...,(1n)). Sea#1eb# 1, pelo lema anterior,
7=(ab)=(1a)(10)(1a)e{(12),...,(1n)). Portanto, (2-ciclos) C ((12),...,(1n)),
e como S, = (2-ciclos), segue que S, = ((12),...,(1 n)). O

Lema 2.2.6. SeneN eae{l,...,n—1}, entio (1 a+1) = (1 a)(a a+1)(1 a).

Demonstragio. Seja x ¢ {1,a,a+ 1}. Temos que
(Lat+1)@) =2 = (1 a)(aa+1)(1a)(a),
pois todas as transposi¢oes deixam z fixo. Para x = 1, temos

(la)(aa+1)(1a)(l)=(1a)(aa+1)(a)=(1a)la+1)=a+1=(1La+1)(1).
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Para x = a, temos
(ITa)laa+1)(1Ta)(a)=(1a)laa+1)(1)=(1a)(l)=a=(1a+1)(a).

Portanto,
(la+1l)=(1a)(aa+1)(1a)

para todos os casos. O
Proposigao 2.2.7. Sen € N, entio S, = ((12),(23),...,(n—1n)).

Demonstragio. Sabemos que S, = ((1 2),...,(1 n)), ou seja, o grupo simétrico S, é ge-
rado pelas transposigoes (12), (13),...,(1n). Para mostrar que S,, = ((12),(23),...,(n—
1 n)), basta provar que todas as transposigoes (1 j) (para j € {2,...,n}) podem ser ge-
radas pelo conjunto X = {(1 2),(2 3),...,(n—1 n)}. Faremos isso por indugio sobre
.

Caso base (j = 2): Para j = 2, a transposigdo (1 2) j4 pertence ao conjunto X.
Portanto, (1 2) € (X).

Hipétese indutiva: Suponha que, para algum j tal que 2 < j < n, a transposicao
(1j—1) pertenga a (X), ouseja, (1 j—1) pode ser escrita como um produto de elementos

de X.

Passo indutivo (7): Queremos mostrar que (1 j) € (X). Para isso, observe que:

1j)=Q0j-1)-(G-1j4)-(1j-1).
Pela hipétese indutiva, (1 j—1) € (X).
Além disso, (j —1 j) € X, pois X contém todas as transposi¢oes da forma (k k + 1)
para k € {1,...,n—1}.
Portanto, (1 j) é um produto de elementos de (X), o que implica (1 j) € (X).
Pelo principio da indugdo, (1 j) € (X) para todo j € {2,...,n}. Como S, =
((12),...,(1 n)), segue que:

((12),...,(1n)) C(X).

Por outro lado, como X C S,,, temos:

(X) C Sh.

Portanto, concluimos que:

Lema 2.2.8. Se 0 € S,, é um n-ciclo entio o(x) # z,Vx € {1,...,n}.
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Demonstragio. Por hipétese, seja o = (aj ag ... ap) um n-ciclo em S,,. Entdo, para cada
a; € {1,...,n}, temos o(a;) = a;+1 (com ap+1 = a1). Como os elementos {ay,...,an}
sdo todos distintos e o é um ciclo de comprimento n, segue que o(a;) # a; para todo
i € {1,...,n}. Portanto, o(z) # x para todo = € {1,...,n}.

O
Proposicao 2.2.9. Set € N e 01,09,...,0¢4 € Sy, sdo n-ciclos dois a dois disjuntos,
entao t = 1.
Demonstragio. Suponha por absurdo que ¢ > 2. Como 1 € {1,2,...,n} e 01 e g2 s@o

ciclos disjuntos, entdo o1(1) = 1 ou o2(1) = 1. Por outro lado, como 01,02 € S, sdo

n-ciclos entao pelo lema anterior 1(1) # 1 e o2(1) # 1, absurdo. Portanto, ¢ = 1. ]

Exemplo 2.2.10. Sejam p € N um nimero primo e n € IN.
a) Se o €Sy e O(o) = p, entio o é um p-ciclo;
b) Se T €Sy, entio O(1) # kp,Vk € Z,k > 2.
c¢) Sejat € N. Entdo: S, admite um elemento de ordem p' <= pt <n.

Demonstragio. (a) Seja p € IN um nimero primo e considere o € S, tal que O(o) = p.

Entao, o é necessariamente um p-ciclo.

Pelo Teorema da Decomposi¢cao em ciclos disjuntos [2.2.1, podemos escrever
g 20'10'2...0't7

onde cada ¢; é um ciclo de comprimento r; > 2 e os ciclos sao dois a dois disjuntos. Além

disso, a ordem de o ¢é dada por
O(o) = mme(ry, 72, ..., 7).

Como O(o) = p e p é primo, segue que cada r; divide p, de modo que r; € {1,p}. No
entanto, pela construcao da decomposicao, cada r; > 2, logo r; = p para todo i.

Assim, todos os ciclos o1, ...,0¢ sdo p-ciclos dois a dois disjuntos. Ora, dois p-ciclos
disjuntos em S), exigiriam pelo menos 2p elementos distintos, o que é impossivel, pois S,
atua apenas sobre p elementos. Portanto, deve-se ter t = 1.

Concluimos que o é exatamente um p-ciclo, como queriamos demonstrar.

(b) Sejam p € IN um ndmero primo e 7 € S),. Entao,
O(r) #kp, VkeZ,k>2.

Suponha, por contradi¢do, que O(7) = kp para algum k > 2. Pelo Teorema da

Decomposicao em ciclos disjuntos, escrevemos

T=TIT2 T
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onde cada 7; é um ciclo de comprimento r; > 2 e os 7; sao dois a dois disjuntos. Assim,
O(7) = mme(ry, 7o, ..., 7).

Logo, cada r; divide kp.
Por hipdtese, O(7) = kp, de modo que
O(7) kp

O") = o = &

k

Portanto, 7% € Sp tem ordem p. Pelo Item A, isso implica que 7% é um p-ciclo.

k¥ ndo fixa nenhum elemento do conjunto {1,2,...,p}, pois um p-ciclo

Em particular, 7
atua ciclicamente em todos os p elementos.

Agora, suponha que exista algum j tal que r; < p. Como r; > 2 e r; | kp, segue que
mdc(r;,p) = 1, ji que p é primo. Consequentemente, 7; | k.

Isso implica que 7']]-" = id, isto é, Tf fixa todo elemento do suporte de ;.

Contudo, os demais ciclos 7y (¢ # j) sdo disjuntos de 7; e, portanto, fixam cada ponto
do suporte de 7;. Assim, 7% fixaria os pontos de 7j, 0 que contradiz o fato de que 7k ¢
um p-ciclo.

Portanto, nao ¢ possivel que exista r; < p. Concluimos que r; = p para todo ¢ =
1,...,t

Assim, 7 é produto de p-ciclos dois a dois disjuntos. No entanto, em S, nao podem
existir dois p-ciclos disjuntos, pois isso exigiria ao menos 2p elementos distintos. Portanto,

t =1, e 7 é um tnico p-ciclo, de ordem p.

Logo, O(7) = p, e a suposigao inicial de que O(7) = kp com k > 2 leva a contradigao.

(c) Sejam p € IN um nimero primo, n € N e ¢t € N. Entao,
S, admite um elemento de ordem p! <<= p' <n.

(=) Suponha que exista 7 € S, tal que O(7) = p'. Pelo Teorema da Decomposigao

em ciclos disjuntos [2.2.1] podemos escrever
T=TITy Ts,

onde cada 7; ¢ um ciclo de comprimento r; > 2, dois a dois disjuntos. Nesse caso, a ordem
de 7 ¢
O(7) = mme(ry, re, ..., rs).

Como O(71) = pt, segue que cada r; é um divisor de pt. Portanto, necessariamente r; = p

para algum t; € IN com t; > 1.

Além disso,

p' = mme(p",p™2,... . pf*) =p

max{t1,...,ts }
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. 4 . . o . o t
Logo, existe algum indice j tal que ¢t = t; e, portanto, r; = p*.
Como r; € o comprimento do ciclo 7, e todo ciclo em Sj, tem comprimento no maximo

n, obtemos

Este é um pf-ciclo, e portanto sua ordem é exatamente p’. Assim, S,, contém um elemento
de ordem p'.

Concluimos que S, admite um elemento de ordem p’ se, e somente se, p! < n. O

2.3 PERMUTACOES PARES E IMPARES

Um aspecto fundamental no estudo das permutagoes é a nocao de paridade, isto é, a
classificacdo de uma permutacao como par ou impar. Essa disting¢ao sera feita a partir
da acao das permutacodes sobre um polindmio especial, conhecido como polinomio de

Vandermonde.

Definigao 2.3.1. Seja n € IN e considere o polinomio em n varidveis

V(X1 Xo,. . X)) =[] (X;—X)).

1<i<j<n
Chamamos V de polindbmio de Vandermonde.

Note que V' ¢ produto de todas as diferencas possiveis X; — X;, com j > i, de modo
que cada fator sempre tem o indice maior a esquerda.
Dada uma permutagao o € Sy, definimos a sua acao em V' substituindo cada variavel

Xi por X, (;), ou seja:

O'-V(Xl, ce ,Xn) = H (Xg(j) _Xa(i))'

1<i<i<n

Observacao 2.3.2. Fizen € N e

Se o € Sy, entao

satisfaz
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Demonstracio. Seja o € Sy,. Por definigao,

1<i<j<n

Observe que cada termo X alj) ~ X a(i) corresponde a um unico fator de g, possivelmente
com a ordem invertida. Se a(j) > a(i), entdao X, ;) — Xo() = Xg — Xj com k > [, que é

um termo de g. Caso contrério, se a(j) < a(i), entdo

e Xo() — Xa(j) ¢ um termo de g (pois a(i) > a(j)). Assim, cada fator de a(g) é igual a
um fator de g ou a seu simétrico.
O ntmero de inversoes de ordem é exatamente o niimero de pares (i,7) com i < j e

a(j) < a(i), denotado por 1(«). Cada inversao contribui com um fator —1. Portanto,

a(g) = (-1)" I (X5-X) = (-1)""g.

1<i<j<n

Como (—1)¥(@) e {1, -1}, segue que

conforme () seja par ou {mpar, respectivamente. ]

Exemplo 2.3.3. Considere a transposicio o = (1 2) € Ss, que em notag¢io de matriz € :
1 2 3
o= :
21 3
Aplicando 0 g = (X3 — X1)(X2 — X1)(X3 — X2), obtemos:

6(g) = (X5 — X2)(X1 — X2) (X5 — X1).

Observe que:

6(g) = (X3 — X2) (X1 — Xp) (X3 — X1).

Comparando com g, notemos que:

6(g) = (1) (X2 — X3) (X2 — X1) (X3 — X1),

mas, rearranjando os fatores para coincidir com a ordem de g:

6(g) = (X3 = X1) (X2 — X1) (X3 — X2) - (=1) = —g.
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Portanto, diremos que o é uma permutagcdo impar pois o rearranjo nos forneceu a

mesma ordem de g com o sinal negativo.

Definicao 2.3.4. Dizemos que o € Sy, € uma permutagdo par se

alg) = JI Koy —Xaw)= II (X;-Xi)

1<i<i<n 1<i<j<n

Definicao 2.3.5. Dizemos que o € S,, € impar se

alg) = ]I Xag)—Xew) =D I (X -X).

1<i<j<n 1<i<j<n

Defina ¢ : S, — {—1,1} dada por

1, se « é par,
U(a) =

—1, se « é impar.

2.4 O GRUPO ALTERNADO
Proposicao 2.4.1. A funcgao v : S, — {—1,1} definida por

1 se a € par,

Pla) =14

-1, se«a € impar,
¢ um homomorfismo de grupos. Em particular, o conjunto
Api=kerp ={a €S, |v(a) =1} ={a € S, | a € par}

¢ um subgrupo normal de S,,.

Demonstragdao. Seja g = H1§i<j§n(Xi — X;) o polinémio de Vandermonde. Para qual-

quer a € Sy, a agado de « sobre g é dada por:

1<i<j<n

Agora, considere «, 5 € S,,. Queremos mostrar que ¥ (af) = () -1 (5). Observe que:

Blo)= TI (X —Xpw) =vB)- II (X;—X)

1<i<j<n 1<i<j<n

Além disso:

aBlg)= TI (Xawsi) — Xagsuy) =6 (W) - IT (X —Xi))

1<i<i<n 1<j<n
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2.4 O GRUPO ALTERNADO

Assim:

aB(g) = v(aB)-g.
Por outro lado, temos:
aB(g) = a(B(g)) = a(¥(B) - 9).

Como & fixa os inteiros, em particular ¢ (), segue que

Portanto, comparando as duas expressoes para &B( g), obtemos:

v(aB)-g=14(B) d(a)-g

Como g # 0 e estamos trabalhando em Z, segue da igualdade acima que

P(apf) = y(a) - P(B).
o que conclui a demonstracao de que 1) é um homomorfismo de grupos. O

Lema 2.4.2. Seja k € {1,2,...,n—1}. Entdo, a transposicio 7 = (k k+ 1) tem sinal
—1, ou seja,

Y(r) = 1.

Demonstragdo. Seja g = [l1<j<j<n(Xi — Xj) o polinémio discriminante. Queremos cal-
cular a agao de 7 sobre g, isto é, 7(g). Note que 7 apenas troca k e k + 1, deixando os
outros indices fixos. Podemos decompor o produto g em fatores que envolvem ou nao os

indices k e k + 1:

9= I[I =X | II X—Xe)(XG—Xpsr) |- (Xg = Xpr)-
1<i<i<n 1<i<n
i,j¢{kk+1} i¢{k,k+1}

A acdo de 7 nos fatores que nao envolvem k ou k + 1 é trivial. Nos fatores que envolvem

um indice fora de {k, k + 1} e um dentro, temos:
(X = Xp) = Xi — X1, (X — Xpy1) = X — X

Portanto, o produto
[I  (X—Xi)(Xi = Xps)

1<i<n
i¢ {k,k+1}

é invariante sob 7, pois os fatores sdo apenas permutados.
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2.4 O GRUPO ALTERNADO

Resta analisar o fator (Xj — Xj11). Temos:
F(Xp = Xir1) = Xpy1 — Xp = = (X — Xpp1)-

Assim, a acdo de 7 sobre g é:

t(g) = I &xi-Xx5|- T (Xi—Xp)(Xi — Xpq1) | - (= (X — Xpg1)) = —9-
1<i<j<n 1<i<n
i@ {kkt1) i {kk+1)
Logo, (1) = —1. O

Proposicao 2.4.3. Seja t € S,, uma transposigio. Entao, (t) = —1.

Demonstragdo. Primeiro, note que ja demonstramos no lema anterior que transposicoes de
elementos consecutivos, ou seja, da forma (k k+ 1) para k € {1,2,...,n— 1}, satisfazem
P((kk+1))=-1.

Agora, seja t = (a b) uma transposigdao arbitraria, com a,b € {1,2,...,n} e a <
b. Queremos mostrar que 1(t) = —1. Para isso, expressamos ¢ como um produto de

transposicoes consecutivas. De fato, pode-se verificar que:

(ab)=(aa+1)(a+1a+2)---(b—=2b—-1)(b—10)(b—2b—1)---(a+1a+2)(aa+1).

Essa decomposicao é conhecida e pode ser verificada diretamente pela acdo nos elementos
a,a+1,...,b. Note que o niimero de transposi¢oes consecutivas neste produto é 2(b —
a) — 1, que é impar.

Como cada transposi¢ao consecutiva tem sinal —1 e ¢ é um homomorfismo, temos:
v(t) =v((aat+1))-y((a+1a+2)--v((b-10b))-¢((aa+1))
— (_1)2(b—a)71

= -1

)

pois o expoente é impar. Alternativamente, podemos usar uma decomposi¢cao mais

eficiente:
(ab)=(aa+1)(a+1la+2)---(b=10)(b—2b—1)---(a+1a+2)(aa+1),

que também consiste em um numero impar de transposicoes consecutivas. Em qualquer
caso, o sinal é —1.

Portanto, toda transposicao tem sinal —1. O

Proposicao 2.4.4. Seja o« € S,,. FEntao existem transposicoes duas a duas disjuntas

a1,...,04 €Sy tais que « = aq -+ oy se, e somente se, O(a) = 2.

Demonstragio. Sabemos que O(«) = mme{O(a1),...,0(ay)} = mme{2,...,2} = 2.
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2.4 O GRUPO ALTERNADO

Podemos escrever o = ag -+ - oy, onde aq, ..., as sdo ciclos dois a dois disjuntos onde
ri =0(a;) >2,Vie{l,... t}

Como 2 = O(a) = mme{ry,...,r} entdo r;|2, Vi € {1,...,t}. Como r; > 2,
Vie{l,...,t} entdo r; =2, Vi € {1,...,t}, entdo o é um 2-ciclo, Vi € {1,...,t}. ]

Teorema 2.4.5. Seja a € Sy, e sejam 11, ...,7 € Sy transposicoes tais que o = 1« -+ Ty.
Entao:
1. 4p(a) = (=1)".

2. Se i, ..., uy € Sy sao transposigoes tais que o = py - -y, entio r =t (mod 2).

Demonstragio. (a) Como ¢ é um homomorfismo e ¢ (7) = —1 para toda transposigao 7

(conforme demonstrado anteriormente), temos:

Y(a) =v(n-m) =v(n) y(n) = (-1)"

Portanto, (—1)" = (—=1)", o que implica ¢t =7 (mod 2). O

Uma permutagao o € S, ¢ dita par quando pode ser escrita como produto de uma
quantidade par de transposicoes, isto é, existe k € IN tal que 0 = 779 - - - 791, onde cada

7; € uma transposicao.

Corolario 2.4.6. Se n € N, entio A, é um subgrupo de S, com indice [Sy, : A,] = 2.
Em particular, A, < S,.

Demonstragio. Considere o homomorfismo sobrejetor

1, se o é par,
S, = {-1,1}, (o) =

—1, se o € impar,

definido usando o polindomio de Vondermonde ou a decomposi¢ao em transposi¢oes. Como
Y é sobrejetor (pois ¢(id) = 1 e ¥((1 2)) = —1), e keryy = A,, pelo Teorema do

Isomorfismo para Grupos [1.8.4]
Sn/Ap = {-1,1}.

Logo, [Sn : An] = |Sn/An] = |[{-1,1}] = 2. Além disso, como A, é o nicleo de um

homomorfismo, segue que A, < 5,. O

Proposicao 2.4.7. Seja H um subgrupo de S,. FEntio H € um subgrupo de A, ou
[H:HNA, =2.
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Demonstragio. Considere a restricao do homomorfismo ¢ : S,, — {—1,1} a H, denotada

por | : H— {—1,1}. Temos duas possibilidades:

CASO 1: 4|y é trivial, isto é, )(h) = 1 para todo h € H. Entao H C kery) = A,
logo H é um subgrupo de A,,.

CASO 2: 1|y nao é trivial. Entdo existe hy € H tal que ¢ (hy) = —1. Como ¥|g é um

homomorfismo nao trivial, sua imagem é {—1, 1}. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,
H/ker(y]p) = {-1,1}.
Note que ker(¢|) = H Nkery = H N A,. Portanto,
[H/(HNAn)| = {-1,1}[ =2,

ou seja, [H : HNA,] = 2. O

Exemplo 2.4.8. Seja H = {id, (1 2)} C S3. Entao HN As = {id}, e
[H:HﬂAg] = |H|/|HﬂA3| =2/1=2,

0 que corresponde ao sequndo caso.

Exemplo 2.4.9. Seja H = S,,. Entdo HNA, = A,, e
[Sp: Ap] =2,

como ja conhecido.
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JOGO DO 15

Este capitulo se fundamenta no artigo de Dutenhefner [4], do qual se aproveitam a moti-
vacao e parte da abordagem didatica, com adaptacgoes quando necessario.

O jogo do 15 é um quebra-cabega deslizante disposto em um tabuleiro 4 x 4, com
quinze pecas numeradas e uma casa vazia. Um movimento valido consiste em deslocar,
horizontal ou verticalmente, uma peca adjacente para o espago livre. O objetivo classico
é alcancar a posicao normal, na qual as pecas aparecem em ordem crescente, da esquerda
para a direita e de cima para baixo, com o vazio situado no canto inferior direito.

Esse problema recreativo possui uma estrutura combinatoria bastante rica e pode ser
analisado por meio de nocdes elementares da Teoria de Grupos, em particular das permu-
tagoes e de sua paridade. Em termos historicos, o quebra-cabeca atualmente conhecido
como jogo do 15 é atribuido a Noyes Chapman, por volta de 1874, embora tenha se tor-
nado amplamente popular também por causa da configuracao divulgada por Sam Loyd,
obtida pela troca das pecas 14 e 15 na posi¢cao normal.

De maneira geral, interpretamos cada configuracao do tabuleiro como uma permutacgao
de 16 simbolos, representando a casa vazia pelo nimero 16. Com essa convencao, a
posicdo normal corresponde a identidade, enquanto a configuracao atribuida a Sam Loyd
difere dela pela transposicao das pecas 14 e 15. Assim, torna-se natural investigar quais
configuragoes podem ser obtidas a partir de sequéncias de movimentos validos e quais nao
podem.

A ideia central sera associar a cada movimento uma transformacdo da permutacao
correspondente e estudar uma quantidade que permanece invariante ao longo do processo.
Isso permitira explicar, de forma precisa, por que certas configuragoes sao alcancaveis
e por que outras se mostram impossiveis sem violar as regras do jogo. Em particular,
veremos que o espago de estados se divide em duas componentes disjuntas, determinadas
por critérios de paridade.

Nesse sentido, adotamos uma abordagem tedrica que privilegia a formulacao algébrica
do problema. A partir de defini¢des e propriedades basicas do grupo simétrico, estabele-
ceremos critérios necessarios e suficientes para a equivaléncia de tabuleiros, relacionando
a decomposicao em transposicoes, a paridade e o nimero de cruzamentos de uma permu-
tagdo. Com isso, mostraremos que toda configuracao pode ser reduzida, por movimentos
validos, a uma forma candnica pertencente a uma de duas classes: a da posi¢cao normal

ou a da posigao atribuida a Sam Loyd.
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3.1 CONFIGURACOES, REVERSIBILIDADE E A QUESTAO CENTRAL

Para fixar ideias, considere o tabuleiro 4 x 4 com quinze pecas numeradas e uma casa
vazia. A Figura[2]ilustra, a esquerda, uma configuragao inicial tipica; a direita, apresenta-
se a posicio normal, objetivo classico do jogo. Observa-se que um movimento valido
consiste em deslizar uma pega adjacente (horizontal ou verticalmente) para o espago
vazio, invertendo as posi¢oes da peca e do vazio. Mutatis mutandis, a sequéncia inversa
de movimentos reverte qualquer transformacao realizada, de modo que, partindo de uma
configuracdo A e chegando a B, pode-se retornar de B a A percorrendo a sequéncia
inversa. Essa reversibilidade simples, mas fundamental, sugere que o problema relevante

nao ¢é a direcao “inicial — final”, e sim a conectividade entre configuragdes sob movimentos

validos.

Configuracao inicial Posicao normal
7118 1121314
111103114 516 |78
6 | 4|5 2 9 (10| 11|12
15112 19|13 13|14 | 15

Figura 2: Uma configuracao inicial e a posi¢ao usual do jogo do 15.

Nesse sentido, formula-se a pergunta essencial que orienta a anélise dessa dissertacao:
dada duas configuracoes arbitrarias do tabuleiro, é possivel transformar uma na outra por
meio de uma sequéncia de movimentos vdlidos? A Figura[3exibe um par de configuragoes
ilustrativas. Nas préximas segoes, apresentaremos critérios necessarios que respondem a

essa pergunta central.

Configuragao A Configuracao B
13111 3 3115 5 | 8

141 219 |11 119 2|12
5| 81| 416 7 14 | 13
10 7 |12 | 15 1114 |10 6

Figura 3: Duas configuragoes de referéncia para a questao de conectividade.

3.2 POPULARIDADE

Ainda que a criacao do quebra-cabeca seja comumente atribuida a Noyes Chapman, foi
Sam Loyd quem desempenhou o papel decisivo na sua propagacao internacional. De
maneira geral, os relatos indicam que Loyd ofereceu um prémio de mil ddlares, um valor
substancial para o ano de 1870, a pessoa que apresentasse uma sequéncia de movimentos
validos capaz de apenas trocar as pecas 14 e 15 a partir da posicdo usual. A proposta,

formulada de forma simples e sedutora, alcancou grande repercussao publica, promovendo
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tentativas em larga escala, o que resultou na popularizagao do jogo em ambos os lados
do Atlantico. Esse percurso historico, como se verd, esta intrinsicamente ligado a solugao

matematica que demonstra a impossibilidade desse feito dentro das regras do jogo.

3.3 O DESAFIO DE SAM LOYD E SUA IMPOSSIBILIDADE

A divulgacdo em massa do jogo do 15 esteve fortemente vinculadas as agoes publicita-
rias de Sam Loyd, que popularizou uma expressao particularmente sedutora: partindo
da posicao normal, realizar exclusivamente a troca das pegas 14 e 15 através de movi-
mentos validos. Relatos histéricos nos mostram que o problema rapidamente se espalhou
pela Europa e pelas Américas, com ampla repercussao em jornais e circulos recreativos,
impulsionado pela promessa de uma recompensa financeira para a primeira solucao apre-
sentada.

Sob a perspectiva matematica, observa-se que o desafio disseminado é insoluvel quando
se respeitam integralmente as regras do tabuleiro. Em outras palavras, nao existe uma
sequéncia de deslizamentos legais que produza a troca de posi¢ao apenas das pecas 14 e
15; para tal propdsito, seria necessario violar as regras do jogo (por exemplo, retirando
pegas e recolocando-as no tabuleiro), o que descaracteriza o problema original.

E razodvel supor que Loyd conhecesse a natureza insoliivel do quebra-cabeca; ainda
que nao haja documentacao histérica definitiva que comprove tal fato, a hipotese contribui
em compreender o impacto social do enunciado e a admiragao constante que o acompanha

desde entao.

3.4 CONTAGEM DE CONFIGURACOES

O tabuleiro 4 x 4 contém 16 casas. Considerando as quinze pegas numeradas e a casa

vazia como um décimo sexto simbolo, o niimero total de arranjos possiveis é
16! = 20.922.789.888.000,

consequéncia direta do principio multiplicativo. Para dimensionar essa grandeza, podemos
comparar com o jogo da loteria, a Mega-Sena. Ao escolher 6 niimeros dentre 60, obtém-se
50.063.860 resultados diferentes, isto é, uma quantidade insignificante quando equiparada
com o total de configuracoes do jogo do 15.

Nesse viés, anuncia-se um dos fatos que centralizam a andlise dessa dissertacao: exa-
tamente metade das configuracoes iniciais sao soltiveis sob as regras do jogo, enquanto
a outra metade nao pode ser conectada a posicao normal por movimentos validos. De
forma estimada, temos a ordem de dez trilhoes de estados soluveis e dez trilhdes de es-
tados insoluveis. A posicao divulgada por Loyd, com a troca isolada das pecas 14 e 15,

ilustra um caso sem solucao.
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3.5 ENUMERAGAO DAS CASAS E CODIFICAGCAO DO ESTADO

Inicialmente, vamos enumerar as casas do tabuleiro de 1 a 16, em ordem da esquerda
para a direita e de cima para baixo, como é habitual em representacoes matriciais. Essa
conven¢ao nos ajuda a fixar o referencial do tabuleiro, uma vez que as casas nao se
deslocam, sao as pecas que deslizam entre elas. De forma geral, podemos considerar que
as quinze pecgas numeradas recebem a identificacao 1,2, ..., 15, enquanto a casa vazia serd
representada pelo simbolo 16.

Assim, cada configuracao do tabuleiro é codificada por uma permutagao matricial que

chamaremos pela letra o de {1,...,16} na notacao de duas linhas

B 1 2 .- 16
7 ( o(1) o(2) --- o(16) ) ’

onde o(i) indica qual pega ocupa a posicao i. Observa-se que a primeira linha perma-
nece sempre organizada, pois referencia as posicoes fixas do tabuleiro, ou seja, ndo haverd
alteragdes na primeira linha da matriz; a segunda linha registra o arranjo das pegas no
tabuleiro (incluindo o vazio). Nota-se, portanto, que a posi¢ado normal corresponde a iden-
tidade id (o elemento neutro), enquanto outras configuragoes sdo obtidas por permutagoes
aleatérias desses simbolos.

A fim de ilustar um exemplar considere um arranjo em que o vazio ocupa a casa 11 e

as demais pecas se distribuem conforme a figura abaixo. A codificacdo por permutagao

assume a forma

1 2 3 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16
12 3 15 71 14 10 6 8 5 16 13 4 11 2 9 |

Nessa analise, por exemplo, a casa 1 contém a peca 12, a casa 2 contém a peca 3 e assim
sucessivamente. Veja que a casa 11 contém o vazio, representado pelo 16. Essa exposicao
resume, em notacao compacta, toda a informagcao do tabuleiro.

Sabemos que cada deslizamento legal troca a posicao do vazio com a de uma peca
adjacente. Em termos de permutacoes, se a matriz o representa o estado atual e a peca

movida possui o rétulo n, entao o novo estado é designado por
/
o' = (n16)oo0,

isto é, compoe-se a esquerda com a transposicdo que permuta o elemento n e 16. Em
particular, cada movimento modifica a paridade da permutacao associada ao arranjo.
Para tornar a ideia mais intuitiva e concreta, vamos retomar o exemplo anterior e

deslizar a peca 5 para a casa vazia. A permutacao resultante é

1 2 3 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16
12 3 15 71 14 10 6 8 16 5 13 4 11 2 9
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obtida, pela transposi¢ao (5 16) aplicada ao estado anterior (as posi¢des 10 e 11 trocam
os valores 5 e 16). Note que a natureza do movimento no tabuleiro aparece, como uma
transposicao que compreende necessariamente o simbolo 16. Tal fato sera fundamental nas
secoes seguintes, quando a paridade for utilizada como invariante para decidir a relagdo
entre as configuragoes.

Relembrando que, conforme visto no Capitulo 2, denominamos transposi¢ao a permu-
tacao que inverte a posicao de exatamente dois elementos, atuando como identidade sobre

todos os demais. Por exemplo, a aplicagao
=(312)

T = (312)

troca as posigoes associadas aos elementos 3 e 12 e deixa inalterados os demais elementos.
As transposigoes serao os blocos fundamentais na descricao dos movimentos véalidos do
tabuleiro, uma vez que cada deslizamento valido pode ser compreendido precisamente

como a composi¢do com uma transposicao que envolve o simbolo do vazio.

3.6 COMPOSICAO DE PERMUTACOES E PARIDADE
3.6.1 Ordem de composicdo e nao comutatividade

Adota-se, neste trabalho, a convencao funcional para composi¢oes: dado o, € S, a
aplicagao af significa “primeiro agir por [, depois por a”. Em particular, a avaliacao
ponto a ponto é feita da direita para a esquerda, a semelhanca do que ocorre na composicao
de fungoes. Para tornar essa convengao explicita, considere-se as transposigoes 71 = (4 13)
e 7o = (1013). Entéo:

(mm2)(4) =11 (ra(4)) = m(4) =
(r172)(10) = 71(72(10)) = 7 (13) =
(r172)(13) = 71(2(13)) = 71(10)

de modo que, restringindo-nos a {4, 10, 13}, tem-se

4 10 13
T1T2 = , e a identidade nos demais simbolos.
13 4 10

Se, por outro lado, invertemos a ordem,

(ram1)(4) = m2(m1(4)) = m2(13) = 10,
(r2m1)(10) = 75(m1(10)) = m2(10) = 13,
(1) (13) = 7o(n(13)) = m(4) = 4,
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4 10 13
271 = )
10 13 4

o que evidencia a ndo comutatividade em S,: em geral, 7179 # To7.

obtemos

3.6.2 Algoritmo de decomposicao: ideia geral e exemplo

Para efeitos praticos, convém explicitar um procedimento sistematico para escrever uma
permutacao como produto de transposi¢oes. De modo geral, corrige-se a configuragao “da
esquerda para a direita”: a cada passo, escolhe-se uma transposicao que coloca, na coluna

atualmente analisada, o simbolo correto, de modo que o resultado va se aproximando da

identidade. Prossegue-se da primeira para a tltima coluna até que todas estejam corretas.

Ao final, como a inversa de cada transposicao coincide com ela propria, basta reverter a

sequéncia de transposi¢oes aplicada para obter a fatoracao desejada.

123 456
o = :
6 1 5 4 2 3
Passo 1. Ajuste da primeira coluna: tomar 71 = (1 6) e compor d esquerda:
1 23 456
o = :
16 54 2 3
Passo 2. Ajuste da sequnda coluna: tomar 12 = (2 6):
123 45 6
TTIo = :
1 25 46 3
Passo 3. Ajuste da terceira coluna: tomar 13 = (3 5):

(1 23 4 5 6)
T3ToTIO = .

Exemplo 3.6.1.

1 2346 5

Passo 4. A quarta coluna jd estd correta; ajusta-se a quinta com 74 = (5 6):

123456 .
TAT3TOTIO = = id.
Al 123456

Logo,
o=mmrss = (16)(26)(35)(56),

o que evidencia que o é uma permutagao par (produto de quatro transposigoes).
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Exemplo 3.6.2. Agora, considere
1 23 456
o= :
6 4 51 2 3
Passo 1. Corrigir a primeira coluna com 11 = (1 6):
1 2 3456
o = .
1456 2 3
Passo 2. Corrigir a sequnda coluna com 19 = (2 4):
1 2 3 456
™70 = :
1 25 6 43
Passo 3. Corrigir a terceira coluna com 13 = (3 5):

123456
T§ToTIO = :
212 123645

Passo 4. Corrigir a quarta coluna com 74 = (4 6):

1 23456
1 2346 5]

TAT3TRTIO = (

Passo 5. Ajustar a quinta coluna com 15 = (5 6):

123456 ’
T5TAT3T2TIO = = id.
bl 123456

Conclui-se, portanto, que
o=(16)(24)(35)(46)(56),

decomposicao que envolve cinco transposicoes; logo, o é impar.

3.7 MOVIMENTOS VALIDOS E TRANSPOSICOES

Nesta etapa, conecta-se a dinamica do jogo dos 15 a estrutura algébrica previamente
introduzida. A correspondéncia é direta: cada deslizamento legal realiza a troca entre
a peca movimentada e o vazio; em notacao de permutacoes, esse efeito ¢ modelado pela
composi¢ao, a esquerda, com uma transposicao que envolve necessariamente o simbolo
16. Como consequéncia imediata, todo movimento altera a paridade da permutagao que

codifica o tabuleiro, invertendo-a de par para impar ou de impar para par. Essa observacao
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servird de base para os critérios de equivaléncia e de solubilidade a serem apresentados

mais adiante.

3.7.1  Ezemplo: atualizacao de estado e inversao de paridade

Considere a configuracao A exibida na Figura , na qual o vazio ocupa a casa 11 (nume-
ragao por linhas). Sua codificagdo por permutagiao, tomando o vazio como simbolo 16,

é

1 2 345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
o= .
4 41329112 7 15 10 6 16 5 14 3 11 8

Deslizando a peca 11 para cima, isto é, trocando-a com o vazio, obtém-se a configuracao
B (Figura[4)), cuja codificacéo é

1 2 345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
oB = :
b 4 13 2 9 1 12 7 15 10 6 11 5 14 3 16 8

Comparando as duas expressoes, verifica-se que a tnica alteracao é a inversao dos simbolos
11 e 16. Em termos algébricos, op = 7004 com 7 = (11 16). Em particular, a paridade

passa a ser a oposta: se o4 era par, op torna-se impar, e vice-versa.

4 1131219 — (mover 11 para cima) 4 1131219
1 (12| 7 |15 11127 |15
10| 6 ) 100 6 |11] 5
141 3 | 11| 8 14| 3 8

Figura 4: Configuracdo A com o vazio na casa 11.

Observacao 3.7.1. Note que cada movimento corresponde a transposi¢io entre a pega e

0 Vazi0

3.7.2  Sequéncias de movimentos e efeito cumulativo

Generalizando o caso anterior, suponha que a partir de A se executem k movimentos

validos, invertendo sucessivamente as pecas ni,ns,...,n; com o vazio. Denotando
7=(n; 16) (i=1,...,k),
o estado final B é descrito por
o = T --"T2T10A.

Como cada 7; é uma transposicao, conclui-se que:

e se k é par, o4 e o tém a mesma paridade;

80



3.8 CONFIGURAQ@ES EQUIVALENTES E O PAPEL DA COR DA CASA DO VAZIO

e se k é impar, o4 e op tém paridades opostas.

Esse controle fino do efeito cumulativo dos movimentos, isto €, a alternincia inevitavel
da paridade a cada deslizamento, sera decisivo para a classificagdo das configuracdes em
classes de equivaléncia e, em particular, para a prova de que o espago de estados se biparte

em dois conjuntos que nao se comunicam por movimentos legais.

3.8 CONFIGURACOES EQUIVALENTES E O PAPEL DA COR DA CASA DO VA-
Z10

Defini¢ao 3.8.1 (Equivaléncia de configuragoes). Duas configuragoes do jogo dos 15
dizem-se equivalentes quando existe uma sequéncia finita de movimentos vdlidos que trans-
forma uma na outra. Trata-se, portanto, de uma relacio reflexiva, simétrica e transitiva,

a qual particiona o conjunto de todos os tabuleiros em classes de equivaléncia.

A pergunta natural que se manifesta, nessa otica, é a seguinte: como caracterizar,
quando duas configuracoes pertencem da mesma classe? Para avancarmos nessa direcao, é
vantajoso fixar uma colora¢ao xadrez no tabuleiro, alternando casa a casa, preservando a
numeracao por linhas de 1 a 16. Essa convenc¢ao permite um acompanhamento, de forma
controlada, para com a posi¢ao do vazio e uma associagao mais direta com a paridade da

permutacao através da configuracao do tabuleiro.

1123 ]| 4
5 | 6 |7 |8
9 |10 | 11 | 12
13 114 115 | 16

Figura 5: Coloragao e numeragao das casas do tabuleiro do jogo dos 15.

Considere uma configuracao A, obtida por uma permutagdo o4 de {1,...,16}, e uma
configuracao B tomada a partir de A por £ movimentos validos. Cada deslizamento legal
realiza a transposicao entre o simbolo 16 e a peca movimentada. Note que a paridade da

permutacao é invertida a cada passo e a cor da casa do vazio alterna entre preto e branco.

3.9 CRITERIO DE EQUIVALENCIA: CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIEN-
TES

Teorema 3.9.1. Sejam A e B duas configuracoes do tabuleiro do jogo dos 15, represen-
tadas por permutacoes o4,08 € Sig. FEntdo, A e B sao equivalentes, isto é, hd uma
sequéncia finita de movimentos vdlidos transformando A em B se, e somente se, verifica-

se uma das alternativas:
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3.9 CRITERIO DE EQUIVALENCIA: CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES

1. 04 e op possuem a mesma paridade e, simultaneamente, os vazios estao em casas

de mesma, cor; ou

2. o4 e op possuem paridades distintas e, simultaneamente, os vazios estao em casas

de cores diferentes.

Em particular, quando as duas afirmacgoes acima sao falsas, conclui-se que as configuracoes
nao sao equivalentes, o que implica a impossibilidade de obter uma a partir da outra por
deslizamentos legais.

Com essa ideia, compreende-se a razao pela qual o enunciado classico de Sam Loyd é
insoluvel sob as regras do jogo. A configuracao obtida pela troca isolada dos simbolos 14
e 15 é descrita por uma transposicao, que é uma permutacao impar, mantendo o vazio na
mesma cor. Como, nesse caso, a paridade difere e a cor do vazio ndo muda (a configuragao
inicial corresponde a identidade - que é par), nenhuma sequéncia de movimentos validos

pode conectar as duas posigoes.

Exemplo 3.9.2. Considere as trés configuracoes apresentadas a sequir. Adota-se a nume-

ra¢do por linhas e a coloracdo xadrez previamente fixadas, de modo a controlar a posi¢do

do vazio.
A B C
7 11 |10 | 4 11 8 12 1 9 12 | 10
12 | 14 | 8 2 6 | 14 5111 7 | 15
2 9 |3 10 | 5 3 6| 3
13 5) 15 | 6 13 1 15 8 | 14 | 13 2

Figura 6: Configuracoes A, B e C' do tabuleiro.

Codificacao por permutagoes e paridades

Comparando com a coloragao da Figura [3.8] verifica-se que, na configuragdo A, o vazio

ocupa uma casa preta. A permutacao correspondente é

12 3 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16
op = :
A 711 10 4 1 12 14 8 2 16 9 3 13 5 15 6

Uma decomposicao de o4 em transposicoes é dada por
o4 =(310)(10 12)(6 10)(10 16)(1 5)(1 14)(1 7)(2 9)(2 11),

que contém nove fatores; logo, o4 € impar.
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3.9 CRITERIO DE EQUIVALENCIA: CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES

Na configuracao B, o vazio encontra-se em uma casa branca e a codificagao é

12 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
oB = .
b 711 8 12 2 6 14 16 9 10 5 3 13 1 15 4

Na configuracao C, procede-se de modo andalogo:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
oc = .
¢ 1912 10 5 11 7 15 6 3 16 4 8 14 13 2

A partir do Teorema [3.9.1] a combinagao entre paridade e cor do vazio decidira a
equivaléncia das trés posicoes consideradas, como serd detalhado adiante com base em
decomposigoes adequadas.

Retomando as trés configuragoes anteriormente, aplica-se o Teorema |3.9.1| para decidir

o elo entre elas. Observe que para a configuracao B, escrevemos a permutacao como:
op=(38)(812)(48)(816)(1 14)(1 7)(25)(2 11),

decomposi¢ao com oito fatores. Concluimos que op ¢é par. Como o4 e op possuem
paridades diferentes e, simultaneamente, os vazios estdo em casas de cores diferentes,
segue do Teorema que A e B sao equivalentes. Em outras palavras, existe uma
sequéncia de movimentos validos que transforma uma das configuragoes na outra.
Agora, considere a configuracao C'. Comparando sua posi¢ao do vazio com a coloragao
xadrez, nota-se que o espago vazio estd na casa branca. A permutacdo associada admite

a decomposi¢ao:
oo =(611)(9 11)(2 11)(11 16)(3 10)(3 4)(3 12)(8 13)(8 15),

a qual contém nove transposicoes; logo, a permutacao o¢ é impar. Pelo Teorema|3.9.1], os
tabuleiros A e C' nao sao equivalentes (paridades iguais, porém cores do vazio distintas),
e B e C também nao sdo equivalentes, pois possuem paridades distintas, e mesma cor
para o vazio para as configuragoes consideradas.

Em sintese, observa-se que o par (paridade da permutacio, cor da casa do vazio)
funciona como um invariante completo para o problema de conectividade: quando ambos
se alinham conforme as alternativas do Teorema [3.9.1} as configuragoes sao equivalentes;

caso contrario, nao o sao.

Teorema 3.9.3. Seja o € Si6 a permutacao que codifica uma configuragdo inicial do jogo
dos 15, tomando o vazio como simbolo 16. O problema admite solucao, isto é, a posi¢do
normal pode ser alcancada por movimentos vdlidos se, e somente se, uma das condicoes

abaizro se verifica:

1. 0 vazio ocupa uma casa branca e o é par;

2. 0 vazio ocupa uma casa preta e o € impar.



3.9 CRITERIO DE EQUIVALENCIA: CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES

Na posicao normal, a permutacao é a identidade (par) e o vazio encontra-se em casa
branca; o enunciado acima generaliza esse caso e caracteriza completamente as configura-

¢oOes soluveis.

Corolario 3.9.4. Dada qualquer configuracao do tabuleiro, por meio de movimentos vd-
lidos, pode-se levar o vazio até a casa 16. Feito isso, a equivaléncia entre duas configura-
coes passa a depender apenas da paridade das permutagoes associadas. Mais precisamente,
duas configuracoes com o vazio na casa 16 sao equivalentes se, e somente se, as permuta-
coes correspondentes tém a mesma paridade. Consequentemente, o conjunto dos estados
do problema se divide em exatamente duas classes de equivaléncia: a classe das configura-
coes associadas a permutagoes pares e a classe das configuracoes associadas a permutacoes
impares. Como metade das permutacoes de S1g € par e a outra metade € impar, seque que

metade das configuragoes iniciais do tabuleiro é soluvel e a outra metade € insoluvel.

84



O JOGO DO 15 NA SALA DE AULA: POR QUE E PARA QUE?

Como pratica cultural estruturada por regras, o jogo oferece metas claras, feedback imedi-
ato e um contexto significativo de resolugao de problemas. Em ambiente escolar, seu po-
tencial se realiza quando hé intencionalidade pedagogica: o professor cria tarefas, orienta
registros, promove comparagoes entre estratégias e convida os estudantes a explicarem
“por que funcionou”. Nesta proposta, o jogo do 15 cumpre esse papel ao tornar visivel
um invariante (a ideia de que certas posi¢oes nao se resolvem) e ao demandar explicagoes
baseadas em como os movimentos transformam a posicao.

Considerando os anos finais do Ensino Fundamental, esta proposta encontra respaldo
em habilidades da BNCC que envolvem a construcao de procedimentos, a observacao de
regularidades e a analise de transformacgoes. Nesse sentido, aproxima-se da habilidade
EF06MA23, ao requerer que os estudantes organizem, testem e comuniquem sequéncias
de passos para atingir um objetivo; das habilidades EFOSMA10 e EFOSMA11, ao estimular
a percepcao de padroes e recorréncias nas jogadas, bem como a elaboracao de estratégias
de continuidade e resolucao; e da habilidade EFO8SMA18, uma vez que os movimentos
das pecas podem ser compreendidos como composi¢oes de transformagoes no tabuleiro.
Assim, o trabalho com o jogo do 15 ultrapassa a dimensao lidica e passa a constituir uma
situacao pedagogica em que os estudantes sao levados a analisar procedimentos, justificar
escolhas, comparar estratégias e compreender que diferentes sequéncias de a¢oes produzem

efeitos especificos sobre a configuragao final [2].

PROCESSO DE ENSINO

O trabalho organiza-se em trés momentos encadeados: lancamento do problema investiga-
¢ao orientada e sistematizacao compartilhada. Primeiro, apresenta-se um desafio concreto
j - ipé e v ver? 27, i
do jogo do 15 e pedem-se hipdteses: “é possivel resolver? como saber?”. Em seguida, os
grupos jogam com regras de registro (anotar sequéncias de movimentos e tentativas de
“trocar apenas duas pecas”), enquanto o professor circula, observa e intervém com per-
guntas que ampliam a andlise (“o que mudou?”; “o que nunca muda?”). Por fim, a turma
discute padroes percebidos e constréi um vocabulario comum para descrever transfor-
macoes da posicao, preparando o terreno para, na aula seguinte, consolidar a ideia de
permutacao e de composicao de movimentos em linguagem acessivel. O fio condutor é a

mediacao: transformar a experiéncia lidica em compreensao conceitual progressiva.
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4.1 VISAO GERAL DA SEQUENCIA

APRENDIZAGEM

O foco é aprender com o jogo, e nao medir o desempenho. Adotam-se praticas de acom-
panhamento leve: registros de grupo, breves discussoes de metacognigio (“que ideia aju-
dou?”) e devolutivas orais do professor. O jogo sustenta aprendizagem porque envolve
regras, tomada de decisao e explicacao de estratégias; com intervencao adequada, converte-
se em contexto para construir conceitos, comparar raciocinios e estabilizar significados

compartilhados.

4.1 VISAO GERAL DA SEQUENCIA

1. Desafio inicial: apresentar uma configuragao do jogo do 15; solicitar previsoes de cami-

nhos de solucao e de situagoes “impossiveis”.

2. Exploragao orientada: em duplas/grupos, jogar e registrar cada movimento realizado
por meio da notacao de ciclos e de sua composi¢ao, de modo a organizar a tentativa

de solucdo e permitir a analise das transformagoes envolvidas.

3. Conjecturas sobre invariantes: incentivar tentativas de “trocar s6 duas pegas” e discutir
por que certas trocas nao aparecem nos registros, introduzindo a ideia de que ha algo

que nao muda ao longo dos movimentos.

4. Sistematizacao acessivel: nomear dois modos de representar uma transformacao de
posicao: (i) um arranjo organizado de posi¢oes descrito em texto e (ii) a apresentacao
por ciclos; explicitar que compor movimentos significa “fazer um depois do outro” e
descrever, ainda em linguagem comum, o efeito final sobre as pecas usando ambos os

modos de registro.

5. Preparagao para a aula seguinte: combinar que, na proxima etapa, essas descrigoes se-
rao conectadas a ideia geral de permutacoes e suas composigoes, mantendo a linguagem

simples e sem formalismo.

Objetivo central declarado aos estudantes: conseguir resolver configura¢oes do jogo
do 15, representar cada sequéncia de movimentos nas duas formas de registro acima e
compor sequéncias (aplicar uma transformacao depois da outra) verificando o efeito final

sobre as pecas.

4.2 FUNDAMENTACAO PEDAGOGICA

Esta proposta entende o jogo como contexto estruturado por regras e metas que favorece
a formulacao de estratégias, a explicitacao de raciocinios e a construcao de significados

compartilhados. A centralidade recai sobre a mediacao docente, que articula objetivos,
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4.2 FUNDAMENTAGAO PEDAGOGICA

contetdos, tarefas e formas de acompanhamento da aprendizagem. Nesse sentido, a dida-
tica organiza o ensino como pratica intencional, convertendo finalidades educacionais em
acoes de sala de aula: “A didatica cabe converter objetivos sociopoliticos e pedagdgicos
em objetivos de ensino, selecionar conteidos e métodos em funcao desses objetivos e es-
tabelecer os vinculos entre ensino e aprendizagem, tendo em vista o desenvolvimento das
capacidades mentais dos alunos.” [9]

O jogo do 15 oferece um problema auténtico e investigavel, no qual os estudantes
podem observar padroes de transformacao das posicoes, levantar hipoteses sobre o que
muda e o que permanece e, gradualmente, nomear essas transformagoes com uma lingua-
gem comum a turma. A sequéncia evita formalismo excessivo e foca na descricdo em
palavras do que cada movimento faz, preparando posteriormente a ligacdo com registros

convencionais de transformacoes.

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

1. Resolver configuracoes selecionadas do jogo do 15, explicando o raciocinio empre-

gado.

2. Descrever, em linguagem comum, o que cada movimento faz com as pecas, identifi-

cando padroes de mudanca e aspectos que permanecem inalterados.

3. Representar uma transformacao de posicao em dois modos de registro textual: um

arranjo organizado de posigoes e a forma por ciclos, sempre sem notacao simbolica.

4. Compor transformacoes, isto é, aplicar uma depois da outra e descrever o efeito

resultante nas pecas, ainda em linguagem comum.

RECURSOS E ORGANIZACAO

Tabuleiros impressos ou fisicos do jogo do 15; projecao de uma configuragao inicial; folhas
de registro para cada grupo; cartoes com exemplos de descrigoes por ciclos escritos em
palavras; quadro para sinteses coletivas. Recomenda-se trabalho em duplas ou trios, com

rodizio de papéis: quem movimenta, quem observa e narra, quem registra.

METODOLOGIA E PAPEIS

A condugao assume trés momentos encadeados: lancamento do problema, investigacao ori-
entada e sistematizacao. O professor provoca a explicitagao de estratégias e justificativas,
incentiva a comparacao entre abordagens dos grupos e organiza o vocabulario comum
da turma. O acompanhamento da aprendizagem ocorre por meio de registros escritos,

sinteses orais e perguntas de sondagem, sem atribuicao de nota.
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4.3 ROTEIRO DA AULA 1

1. Abertura: apresentar uma configuracao inicial e perguntar se ela parece resolvivel,

recolher hipodteses iniciais e combinados de registro.

2. Exploracdo em grupos: jogar e registrar as transformacoes de duas maneiras em

texto.

3. lista organizada de posigoes, indicando, em palavras, de onde para onde cada peca

foi levada ao longo da tentativa;

4. forma por ciclos, descrevendo, em palavras, as voltas que as pecas dao entre si ao

longo de uma transformacao.

5. Observagao de invariantes: propor tentativas de trocar apenas duas pecas e discutir
por que certas trocas nao aparecem nos registros; levantar a ideia de algo que nao

muda.

6. Sistematizacao parcial: construir coletivamente um pequeno glossario de termos de
sala (posi¢do, movimento, transformagdo, composigdo como fazer uma depois da

outra) e registrar um exemplo curto nos dois modos de descrigao textual.

NOTA PRATICA SOBRE O REGISTRO. Em configuracoes muito dificeis, o registro
de todos os movimentos pode se tornar impraticavel. Ajuste a exigéncia de acordo com a

complexidade:

e em posicoes acessiveis, solicitar registro sequencial completo;

 em posigoes desafiadoras, solicitar marcos (inicio, dois ou trés intermedidrios relevantes
e final), um registro amostral a cada certo nimero de movimentos, ou a descri¢ao
apenas das mudangas estruturais, como quando um bloco de pecas entra na ordem

correta.

Em qualquer caso, prioriza-se a clareza da explicacao sobre a exaustividade.

ENCAMINHAMENTOS PARA O PROFESSOR

Selecionar previamente ao menos duas configuragdes: uma de baixa complexidade para
treino de registro e outra moderada para discussao de marcos e de impossibilidades apa-
rentes. Preparar cartoes de apoio com modelos de frases para as descrigoes por ciclos em
palavras. Planejar perguntas de sondagem que ajudem os estudantes a explicitar por que

uma sequéncia de movimentos foi escolhida e o que ela altera na posigao final.
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4.4 ROTEIRO DA AULA 2
1 - Retomada (5-10 min)

Recuperar termos de sala construidos na aula anterior: posi¢do, movimento, transforma-
¢a0, composi¢ao como fazer uma depois da outra. Revisitar rapidamente exemplos curtos

descritos nos dois modos de registro em texto.

Consolidagdo guiada (15-20 min)

1. Propor uma pequena sequéncia de movimentos ja conhecida e pedir duas tarefas:

(a) reescrever a descri¢ao em lista organizada de posigoes (em palavras, sem simbolos);

(b) reescrever a mesma transformagao por ciclos, também em palavras, mostrando a

“volta” que as pegas dao entre si.

2. Discutir como a mesma transformacgao pode aparecer de modos diferentes nos registros
e por que ambos sdo tteis: a lista ajuda a enxergar a ordem em que as pegas foram
deslocadas; a forma por ciclos mostra o conjunto de trocas encadeadas que acontecem

ao final.

3. Introduzir a ideia de compor transformacoes: tomar duas transformagoes curtas e des-
crever, em texto, o que ocorre quando uma acontece depois da outra. Evitar qualquer

notagao simbélica; manter a linguagem comum, indicando claramente comeco e fim.

Prdtica em grupos (15-20 min)

1. Cada grupo recebe uma posigao-alvo e dois desafios:
(a) produzir um caminho de solugdo e descrevé-lo nos dois modos de registro em
texto;
(b) compor duas pequenas transformagoes escolhidas pelo grupo e explicar o efeito
resultante nas pegas.

2. Orientacoes de registro:

o Em posigoes acessiveis, registrar a sequéncia completa.

o Em posicoes longas ou complexas, registrar marcos: inicio, dois ou trés momentos
intermediérios relevantes e final; opcionalmente, usar amostragem (por exemplo, a
cada cinco movimentos) ou descrever apenas mudangas estruturais, como quando

um bloco de pecas entra na ordem correta.



4.4 ROTEIRO DA AULA 2

Socializagdo e sintese

Cada grupo apresenta um exemplo curto de composicao de transformacoes, explicitando:

» 0 que cada transformacao fazia isoladamente;
e 0 que mudou quando uma foi feita depois da outra;

e como isso apareceu nos dois modos de registro em texto.

Produzir, no quadro, uma sintese com trés colunas: situacao de partida; descricao por
lista organizada; descricdo por ciclos em palavras; e uma linha final explicando o efeito

combinado.

NOTA PRATICA  Quando a complexidade for alta, priorizar clareza e justificativa em
vez de exaustividade. O objetivo é que os estudantes compreendam e comuniquem o que

a transformacao faz e por que determinadas tentativas nao produzem o efeito desejado.

ESTRATEGIAS DE MEDIAGAO (PERGUNTAS-GUIA)

e O que mudou nesta jogada e o que permaneceu no mesmo lugar?
» Se voceé fizesse esta sequéncia em ordem diferente, qual seria o efeito final?
o H& uma maneira mais curta de alcancar o mesmo resultado? Como vocé sabe?

o Em que momento um bloco de pecas ficou estavel e deixou de ser alterado pelas suas

jogadas?

e O que sua descricao por ciclos em palavras revela que a lista organizada nao mostra

tao claramente, e vice-versa?

DIFERENCIAQAO E ACESSIBILIDADE

« Materiais em alto contraste e pecas tateis para estudantes com necessidades especificas.

o Tempos estendidos para registro ou permissao de gravagao de audio como rascunho

oral antes da versdo escrita.

« Desafios graduados: do microcaso (poucas pegas fora de lugar) ao caso moderado

(varios blocos a organizar), mantendo sempre a possibilidade de registro por marcos.

Folha de registro do grupo

1. Descrigao por lista organizada de posigoes (em palavras).

90



4.5 MATERIAIS DE APLICAGAO E ANEXOS DIDATICOS

2. Descricao por ciclos em palavras (explicitar a “volta” das pegas).

3. Composigao de duas transformacgoes curtas (o que cada uma faz e o que acontece

quando sao feitas em sequéncia).

4. Observagoes: o que nao mudou ao longo das jogadas.

Cartoes-modelo de frases

o “A peca que estava no lugar X foi para o lugar Y, enquanto a que estava em Y passou

para Z...”

« “Ao final desta sequéncia, o conjunto de pegas (X, Y, Z) trocou de posigdo em forma

de volta.”

e “Depois que a primeira transformagao foi aplicada, a segunda apenas reorganizou o

grupo de pecas ja aproximado do lugar correto.”

Roteiro do(a) professor(a) para composicao

o Indicar com clareza onde termina a primeira transformacao e onde comeca a segunda.

« Solicitar que os estudantes expliquem o efeito combinado usando as duas formas de

registro em texto.

o Incentivar a comparacgao entre caminhos que levam ao mesmo resultado, valorizando

descrigoes claras e justificadas.

4.5 MATERIAIS DE APLICACAO E ANEXOS DIDATICOS
1 Folha de atividade para estudantes (modelo imprimivel)

PARTE A — EXPLORAGCAO DO JOGO DO 15

1. Descreva, em palavras, a posicao inicial que o grupo recebeu.

2. Escreva um plano de tentativa: qual peca pretende mover primeiro e por qué?

3. Execute uma pequena sequéncia de movimentos e registre de dois modos em texto:

a) lista organizada de posicoes (dizer, em palavras, de onde para onde as pegas foram

levadas);

b) descri¢ao por ciclos em palavras (indicar as “voltas” entre pecas).

4. Pare e discuta: o que mudou na posi¢do? o que permaneceu igual?
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4.5 MATERIAIS DE APLICAGAO E ANEXOS DIDATICOS

PARTE B — COMPOSIQAO DE TRANSFORMAQ@ES

1. Escolha duas transformacgoes curtas ja realizadas pelo grupo. Descreva cada uma

separadamente nos dois modos de registro em texto.

2. Agora descreva o que acontece quando a segunda é feita depois da primeira. Indique

claramente o estado inicial, o intermediario e o final.

3. Explique, em palavras, por que o efeito combinado nao é necessariamente a soma 6bvia

dos efeitos isolados.

PARTE C — IMPOSSIBILIDADES

1. Tente realizar uma troca de apenas duas pecas. O que aconteceu?

2. Dé uma justificativa em palavras para o resultado observado, usando a ideia de que

certas caracteristicas da posicao nao mudam ao longo dos movimentos.

ORIENTACAO SOBRE REGISTROS LONGOS Em posi¢oes longas, registre marcos
(inicio, dois ou trés intermedidrios relevantes e final) ou use amostragem (por exemplo, a

cada cinco movimentos). Em qualquer caso, priorize a clareza da explicacao.

Roteiro de mediag¢io para o(a) professor(a)

ANTES DA AULA  Selecionar duas posi¢oes: uma acessivel para treino de registro e ou-
tra moderada para composicao de transformagoes. Preparar cartdes com frases-modelo de

descricao por ciclos em palavras. Planejar perguntas de sondagem alinhadas aos objetivos.

DURANTE A EXPLORAQAO

« Solicitar previsoes e critérios: “como saberemos que estamos mais perto da solucao?”
o Circular entre os grupos, pedindo que narrem o que a jogada faz com a posicao.
o Incentivar a comparacao entre caminhos distintos que levam ao mesmo resultado.

o Em casos complexos, autorizar registros por marcos e reforgar a justificativa do porqué

das escolhas.

NA SISTEMATIZAGAO  Construir no quadro dois modelos de registro em texto para
a mesma transformacao: lista organizada de posi¢oes e descricao por ciclos. Em seguida,
conduzir um exemplo curto de composi¢ao, marcando claramente onde termina a primeira

transformacao e onde comeca a segunda.
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4.6 CONCLUSAO

3 Indicadores de aprendizagem observdveis

o Explica, em palavras, o efeito de uma transformacao sobre a posicao.
o Registra a mesma transformagao em dois modos textuais com consisténcia.
o Compoe duas transformacoes e descreve o efeito combinado com comeco e fim claros.

 Identifica algo que nao muda ao longo de uma sequéncia de movimentos e usa isso para

argumentar sobre uma impossibilidade.

4.6 CONCLUSAO

A proposta desenvolvida ao longo deste material toma o jogo do 15 como contexto didéatico
para construir, em linguagem acessivel, a compreensao de transformacoes de posicoes, a
ideia de algo que nao muda ao longo das jogadas e a descricao de composigoes de transfor-
macoes. O percurso privilegia a mediacao docente e a organizagao intencional do ensino,
em que objetivos, tarefas e registros textuais se articulam para promover participagao
ativa e explicacoes fundamentadas. Ao reduzir o formalismo e insistir na clareza das
descri¢coes em palavras, cria-se uma ponte entre a experiéncia lidica e conceitos que, em
momentos posteriores do curso, podem ser formalizados de modo gradual.

A énfase na comunicagao do que cada movimento “faz” a posi¢ao contribui para que
os estudantes comparem caminhos, avaliem decisoes e justifiquem por que determinadas
tentativas nao alcancam o efeito desejado. Com isso, o jogo deixa de ser mera ocupacao
para converter-se em pratica de estudo: observar, registrar, argumentar e revisar. Essa
orientacao estd em consonancia com a compreensao de que a didatica organiza a passagem
de finalidades pedagogicas a agoes concretas de sala, papel que envolve, entre outros

aspectos, a selecao de contetiddos e métodos e a vinculagao entre ensino e aprendizagem
(LIBANEO, 2013).

4.7 RECOMENDAGOES FINAIS AO(A) PROFESSOR(A)

Selecionar posigoes iniciais compativeis com o tempo disponivel; explicitar, no inicio de
cada aula, o que sera considerado um bom registro textual; manter perguntas de sondagem
que obriguem a explicitar razoes e ndo apenas procedimentos; ajustar a exigéncia de
registro a complexidade da posicao; promover socializagoes breves e frequentes, nas quais

diferentes grupos exponham como descreveram e compuseram transformagoes.
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NOTAS INTRODUTORIAS AO ESTUDO DOS SOLIDOS
PLATONICOS

Neste capitulo propoe-se apresentar, através de alguns exemplos, a estrutura de grupos
de forma visual e geométrica. Salienta-se, que nao se propde o conceito formal de grupo
na educacao basica; considera-se suficiente, que o professor domine a estrutura, uma
vez que ela organiza com precisao as simetrias de poligonos e poliedros, favorecendo um
tratamento conceitual consistente e uma comunicagao mais clara em sala de aula.

Este capitulo baseia-se principalmente no artigo [3], no qual sdo apresentados exemplos
de grupos finitos por meio das simetrias de poligonos regulares e das rotagoes dos soélidos
platonicos. A partir dessa referéncia, retomamos e adaptamos as ideias centrais para

sustentar a abordagem geométrica das estruturas de grupo discutidas aqui.

Grupos ciclicos em poligonos requlares

Seja n € IN. Considere um n-agono regular no plano e as rotagoes em torno de seu centro.
Denotamos por C, o conjunto formado por todas as rotagdes de angulo 27k /n, com k €
{0,...,n—1}. Nesse conjunto, faremos a inclusao da rotacao de dngulo 0 (a transformagao
que deixa o poligono na mesma posi¢ao), denominada rotagao trivial. A rotacdo de
angulo 27 /n funciona como um gerador de C),, pois composicoes sucessivas dessa rotacao
produzem todas as demais. Se denotarmos a rotacao 27 /n por a, e utilizaremos a notagao

multiplicativa para a composi¢ao, podemos escrever:

Cp={d"|ke{0,...,n—1}}.

O caso diedral: rotagoes e reflexoes

Incorporando também as reflexdes em relagao a retas adequadas, obtém-se o grupo diedral.
Para tornar a descrigao concreta, considere uma figura quadrada. Com base na Figura [7]
é possivel identificar quatro eixos de reflexao, Zé , %, ﬁ e ﬁ, de onde percebemos
a existéncia de quatro tipos de reflexdes. Acrescentando as quatro rotagdes possiveis (de
angulos 0°, 90°, 180° e 270°), obtemos o conjunto dos oito movimentos que compoem as
simetrias do quadrado.

Observe que a rotagao de 90° e uma tunica reflexao, em relagdo ao eixo R, geram
todo o conjunto de simetrias. Denotando por a a rotagao de 90°, no sentido anti-horério,

e por b a reflexdo em relagao a ﬁ, qualquer outra rotagao ou reflexdo do quadrado pode
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5.1 sOLIDOS PLATONICOS

ser obtida por composi¢oes apropriadas de a e b. A reflexdo em relacao a A(% coincide
com a composicao ab: efetuar primeiro b e, em seguida, a produz o mesmo efeito sobre
os vértices que refletir diretamente em A(é Perceba que as posi¢oes de A e C' continuam

fixadas, enquanto as de B e D sao trocadas.

\ 1 /
\ Y
\ 1 7’
\ I Vs
\ I Y
N E 7
A é ¥ B
\ 1 /

N 7
\ | Vs
N 1 /

N 7
\ 1 /

N 1 ’

AR R4
\N /7
——— e @ = — — — _*_ _____ ¢ — = = —
H 71N F
’ N
Vs I \

’ I \

7 N
/ 1 \

/ 1 \

// | N

\
2 ¢ 5
D G N
’ 1 N
/ 1 \
Y \
7, | N

Figura 7: Os eixos de reflexdo de um quadrado.

O grupo diedral no quadrado e o caso geral

No caso do quadrado, a reflexao em relacao a diagonal j@ pode ser obtida pela composigao
de uma reflexdo b com a rotagao a (no sentido anti-horario), o que denotamos por ab. De

maneira analoga conseguimos obter as demais simetrias:
Dy ={1,a,a% a3, b, ab, a®b, a’b},

o qual recebe o nome de grupo diedral. O termo 4 indica o nimero de lados do poligono
em questao, e o simbolo 1 representa a rotacao trivial.

Para um n-agono regular, o raciocinio se generaliza e resulta em
_ 2 n—1 2 n—1
D, ={1,a,a%,...,a"" ", b, ab, a°b,...,a"" b},

em que a denota a rotacao de angulo 2w /n e b representa uma reflexao em relagdo a um

eixo fixo, que aqui tomamos como o eixo vertical.

51 SOLIDOS PLATONICOS

Agora passamos a objetos tridimensionais com alto grau de simetria. Os exemplos emble-

maticos sao os cinco solidos platonicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.
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5.1 sOLIDOS PLATONICOS

Esses poliedros serao a base para discutir grupos além dos ciclicos e dos diedrais, mons-

trando como as rotagoes em trés dimensoes organizam-se em estruturas ricas.

5.1.1 Definicoes e caracteriza¢ao dos solidos platonicos

Defineremos com certo grau de precisao o que se entende por solidos platonicos e seré

apresentado algumas ideias para sua classificacao.

Nesse momento pressupomos que o leitor ja esteja familiarizado com o conceito de
poliedro. E vélido salientar que os termos sélido e poliedro serdao empregados sem distingao,
pois as ideias permanecem as mesmas quer consideremos o objeto como oco (apenas
a casca) quer como maci¢o. Utilizaremos alguns exemplos cldssicos, como o cubo, a

pirdmide, o prisma ou o icosaedro.

Um poliedro possui faces, arestas representadas por segmentos de reta e vértices, po-
dendo ser caracterizado, em certa forma, pela quantidade e pelo tipo desses elementos.
Assim, ao descrever um icosaedro, é convencional mencionar que ele é formado por 20
faces triangulares regulares. Com vistas a construgao de objetos com alto grau de sime-
tria, denomina-se solido platonico todo poliedro convexo cujas faces sao formadas por
poligonos regulares congruentes e o nimero de faces que se encontram em cada vértice é

constante.

Se as faces sao poligonos de n lados e m faces concorrem em cada vértice, analisam-
se os possiveis valores do par ordenado (m,n). Como estamos lidando com um sélido
convexo, essa condigdo impoe restrigoes aos pares (m,n), a partir das quais se obtém a

classificacao almejada.

A desigualdade no vértice e a forma (m —2)(n—2) < 4

Seja oy, o angulo interno de um n-agono regular:

(n—2)-180°
e

an:

Considere um poliedro regular convexo cujas faces sao n-gonos regulares e suponha que
em cada vértice concorrem exatamente m faces. A condigao de convexidade implica que

a soma dos angulos planos incidentes em torno de um vértice é estritamente menor que
360°, isto é,

o

m o, < 360°.

Substituindo a expressao de ay,:

—2)-180°
m.(n ) - 180
n

< 360°.
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Dividindo ambos os lados por 180° e reorganiza:

n —
m.

2
<2=m(n—-2)<2n=mn—2m < 2n

=mn—2m —2n < 0.

Uma forma conveniente é escrever isso como
(m—2)(n—-2) <4.

De fato,
(m—2)(n—2) =mn—2m —2n+4,

logo mn — 2m — 2n < 0 é equivalente a (m —2)(n —2) < 4.
Observa-se que, se n = 2, a condicao ¢é satisfeita para qualquer m > 0; e, simetrica-
mente, se m = 2, qualquer n > 0 verifica a desigualdade. Excluidos os casos degenerados

m = 1 oun = 1, os pares que satisfazem com m,n > 2 sao:
(m,2), (2.n), (3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (5,3).

Embora nao existam poligonos de dois lados no plano euclidiano, admite-se, para fins
de visualizagao sobre a esfera, um “2-agono regular” como a figura determinada por dois
arcos geodésicos congruentes ligando os mesmos dois pontos (os “vértices”), de modo a

formar uma faixa esférica. Nessa convencao:

e O caso (m,2) d& origem ao hosoedro: pode-se concebé-lo como a colagem de m
dessas faixas esféricas, cujas bordas unem dois polos; os dois polos funcionam como

vértices e cada faixa corresponde a uma “face” com duas “arestas”.

e O caso (2,n) produz o diedro: Apenas duas faces se encontram em cada vértice;
uma realizacdo simples é formada por duas semiesferas (as faces), enquanto os n

vértices se distribuem uniformemente no equador.

Ainda que hosoedros e diedros nao sejam considerados poliedros convexos no sentido
adotado nesta dissertacao, eles se mostram tuteis para organizar intuicoes e, adiante, ofe-
recer uma visualizagdo alternativa para os grupos do tipo diedral.

Pelos argumentos anteriores, concluimos que existem exatamente cinco possibilidades
nao degeneradas para o par (m,n), e pode-se demonstrar que cada uma delas determina,
um unico poliedro convexo regular. Dessa forma, obtém-se os cinco sélidos platonicos.
Para fins de sintese, retine-se abaixo a contagem de faces, arestas e vértices tanto desses
casos quanto dos dois limites esféricos discutidos anteriormente.

A partir da Tabela [T}, observam-se relagoes de dualidade: hosoedro e diedro sdo duais
entre si; o cubo é dual do octaedro; o dodecaedro é dual do icosaedro. Em termos
geométricos, dadas as faces de um poliedro, tomam-se os seus centros como novos vértices

e conectam-se centros de faces adjacentes para formar o poliedro dual. Nao é casual,
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5.1 sOLIDOS PLATONICOS 98

Figura 8: Hosoedro com oito faces.

Tabela 1: Contagem de faces, arestas e vértices em poliedros regulares (incluindo casos-
limite).

(m,n)  Poliedro  Faces Arestas Vértices
(2,n) diedro 2 n n
(m,2)  hosoedro m m 2
(3,3)  tetraedro 4 6 4
(3,4) cubo 6 12 8
(4,3)  octaedro 8 12 6
(3,5) dodecaedro 12 30 20
(5,3)  icosaedro 20 30 12

portanto, que o numero de vértices do cubo coincida com o niimero de faces do octaedro,

e que fenomeno analogo ocorra para o par dodecaedro—icosaedro.

5.1.2 O grupo de rotagoes do tetraedro

Agora, denotemos por T" o grupo de rotacoes do tetraedro regular. Identificando os vértices
por 1,2.3,4, cada rotagao determina uma permutacao desses rétulos; assim, podemos
enxergar 1" como subgrupo de Sy. Vale ressaltar que A4 C T, onde A4 C Sy é o subgrupo

das permutacgoes pares; seus elementos sao de dois tipos:

e 3-ciclos. Podem ser realizados por rotagoes de 120° em torno do eixo que une um
vértice ao centro da face oposta. Por exemplo, tomando a face {1,2,3} apoiada
sobre um plano horizontal, uma rotacao de 120° em torno do eixo vertical produz a

permutacao (123); uma segunda rotacdo de 120° produz (132).

e Produtos de dois 2-ciclos independentes. Sao obtidos por rotacoes de 180°
em torno do eixo que une os pontos médios de arestas opostas. A transformacao

ilustrada por (12)(34) é um exemplo tipico desse tipo.
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3

Figura 9: Tetraedros: a rotacao (12)(34) € T. Painel da direita com menor inclinagao e
topo alinhado.

Para concluir, note-se que uma permutagao fmpar, como (12), ndo pode ser realizada
por qualquer rotagao do tetraedro: fixando 3 e 4, a tnica isometria que preserva o sélido
e 0 envia a si mesmo seria uma rotacao em torno do eixo que passa por esses vértices;
todavia, essa rotagao troca simultaneamente 1 e 2 (quando o angulo é 180°) ou produz
um 3-ciclo envolvendo 1,2 e um dos vértices fixados (quando o dngulo é 120°), nunca
ocorrendo a transposi¢ao isolada (12). Em particular, todas as rotagoes sao pares, de
modo que T' C Ay. Combinando as inclusoes A4 C T e T C Ay, obtém-se T = A4. Além
disso, A4 C Sy, uma vez que |Sy|/|A4] = 2.

Para explicitar a operagao interna, pode-se organizar a tabua de multiplicagdio de
Ay (tabela [2): as linhas e colunas representam as permutacoes do grupo (ou, de modo
equivalente, as rotagoes do tetraedro), e cada entrada registra a composi¢ao entre os
elementos da linha e da coluna. Essa tabela ilustra como os 12 elementos - a identidade, os

trés produtos de dois 2-ciclos independentes e os oito 3-ciclos - interagem sob composi¢ao.

Ay 01| 02|03|04|05|06| 07| 08|09 | 010|011 | 012
(1) = o 112345 71819101112
(12)34) =0y | 2 [ 1 |43 ]6 58] 7]10]912]11
(13)(24) =03 | 3 |4 | 1|2 7|85 ]6|11]12] 910
(14)(23) =04 | a4 | 3|21 [ 8|76 |5 |12/11]10] 9
(123) = o3 508 le6|7]9f12lwf1]1]4]2]3
(243) = o 6|75 |s8f1wof1nlof12f2]3]1]14
(142) = o7 7168 |5 1nfw0]12]9]3]2]4]1
(134) = o3 8|5 7]l6f12]9f11|10[a] 1] 3 ]2
(132) = o9 g 1112l 1[3]4a]2][5]7]8]G6
(143) =0y 10121092 [4a[3[1]6]| 8| 7|5
(234) =0y |11 9101231 ]2]4a]l7|5]6]38
(124)=0pp |12]10| 911|421 [3][8]6 |5 |7

Tabela 2: Tabela de Cayley do grupo A4 com a enumeragao oy, ... ,012.
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5.1.3 O grupo de rotagoes do cubo

Denotemos por O o grupo de rotagoes do cubo (em referéncia ao seu dual, o octaedro).
Embora seja possivel vé-lo como subgrupo de Sg ao rotular os oito vértices, a analise torna-
se mais transparente quando se acompanha a ac¢ao sobre as diagonais (isto é, os pares de
vértices opostos). Para fixar uma convengao, considere o cubo apoiado sobre uma mesa e
rotule os vértices da face superior, em sentido anti-horario, por 1,2, 3,4. Cada um desses
vértices determina de modo tnico uma diagonal; A seguir, descrevem-se os trés tipos de

rotagoes relevantes e como eles permutam tais diagonais.

« Eixo que liga os centros de duas faces opostas. Em torno desse eixo, o cubo
permite rotagoes de 90° (e seus multiplos). Observando a agao sobre as quatro dia-
gonais do corpo, esses giros aparecem como ciclos de comprimento 4. Por exemplo,
escolhendo o eixo vertical, uma rotacao de 90° no sentido anti-horario pode ser re-
gistrada pela permutacdo (1423); ao aplicar mais 90°, obtém-se (12)(34); e, com
mais 90°, resulta (1324).

Py P3
Py = g
]
P 4
/”& Py
Py e
Ps

Figura 10: Cubo com os oito vértices e reta passando pelos centros de duas faces opostas.

» Eixo que passa por dois vértices opostos. Para esse eixo, rotagoes de 120° (ou
de 240°) geram ciclos de comprimento 3 na acao sobre as diagonais do corpo. A
ideia é que o eixo coincide com uma das diagonais, que permanece fixa, enquanto
as outras trés sao permutadas ciclicamente. Assim, em um sentido, um giro de
120° pode produzir, por exemplo, (234); e no sentido contrario (equivalente a 240°),
obtém-se (243).

« Eixo que une os pontos médios de duas arestas opostas. Nesse caso, a
rotacao relevante é a de 180°, que mantém duas diagonais invariantes e troca as
outras duas. No registro por permutagoes, isso aparece como uma transposicao, por

exemplo (14) (com as demais diagonais fixas).

Com as trés familias de eixos descritas (centros de faces opostas, vértices opostos

e pontos médios de arestas opostas), verifica-se que toda rotacdo do cubo induz uma
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Figura 11: Cubo com a diagonal espacial determinada por dois vértices opostos.

P, P

/ P P7

Ps Ps

Figura 12: Reta determinada pelos pontos médios de duas arestas opostas do cubo.

permutacao das quatro diagonais do corpo. Reciprocamente, cada permutacao dessas
diagonais é realizada por uma tinica rotacao do sélido; caso duas rotacoes distintas agissem
de modo igual nas diagonais, também coincidiriam na permutacao dos vértices, o que nao
ocorre.

Dessa forma, por meio da agao natural sobre as diagonais do corpo, estabelece-se uma

identificagdo entre o grupo de rotagoes do cubo O e o grupo simétrico em quatro letras:

em particular, mediante um rotulamento fixo das diagonais, pode-se considerar O = Sy

(e, nessa identificacao, escrever O = Sy).

Rotacao de 180° e ag¢do nas diagonais

No cenario em que o eixo de rotacao une os pontos médios de duas arestas opostas do
cubo, a rotagdo de 180° induz a transposicao de duas diagonais do corpo e mantém as
demais fixas. Em termos de rotulamento, se designarmos por V1Vs e V3V as diagonais
trocadas, obtém-se a permutagao (13) nas quatro diagonais, ao passo que as outras duas

permanecem inalteradas.
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TETRAEDROS INSCRITOS E INCLUSOES DE GRUPOS

Uma visualizacao alternativa decorre do fato de que é possivel inscrever dois tetraedros
regulares no cubo de modo que seus vértices coincidam com vértices do cubo. Como toda

rotacao de um tetraedro é, ao mesmo tempo, rotacao do cubo, segue a inclusao
Ay =T C O,

onde T denota o grupo de rotagoes do tetraedro e O o do cubo. Além disso, ao permutar-
se os dois tetraedros inscritos, obtém-se uma permutacao impar no conjunto das diagonais

do corpo; dessa forma, conclui-se que A4 C O C Sy.

5.1.4 O grupo de rotacoes do dodecaedro

Por referéncia ao dual (o icosaedro), denotaremos o grupo de rotagoes do dodecaedro por
1. Assim como nos casos anteriores, as rotagoes possiveis organizam-se em torno de trés

familias de eixos:

« Eixo pelos centros de faces opostas. Como cada face é um pentagono regular,
as rotagoes em torno desse eixo sdo de ordem 5 (dngulos 72°, 144°, 216° e 288°).
Existem 6 pares de faces opostas, o que perfaz 4 -6 = 24 rotagoes nao triviais desse

tipo.

« Eixo que une vértices opostos. Nesse caso, as rotagoes sao de ordem 3 (angulos
120° e 240°). Como o dodecaedro possui 10 pares de vértices opostos, contam-se

2-10 = 20 rotagoes nao triviais desta familia.

H4, ainda, a familia de eixos que unem os centros de duas arestas opostas do dodeca-
edro. As rotagoes correspondentes tém angulo 180° e, portanto, ordem 2. Como existem
15 pares de arestas opostas, contam-se 15 rotacoes nao triviais desse tipo.

Somando-se as demais familias e a rotacao trivial, obtém-se:
1+ 24 + 20 + 15 = 60,

isto é,
1] = 60,
onde I denota o grupo de rotagoes do dodecaedro.
Para caracterizar I por meio de uma ac¢ao de permutacgao, considera-se a decomposi¢ao
interna do dodecaedro em cinco tetraedros regulares mutuamente posicionados. Cada
rotagao do dodecaedro induz, de modo univoco, uma permutacao desse conjunto de cinco

tetraedros; segue, entao, a inclusao
1CSs.
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Por outro lado, as rotagoes de um tetraedro inscrito também sao rotacoes do dodecaedro;
a luz do que foi estabelecido para o tetraedro, tem-se 7' = A4 C I, onde T é o grupo
de rotagoes do tetraedro. Além disso, uma rotacdo de ordem 5 no dodecaedro atua

ciclicamente sobre os cinco tetraedros, de modo que o subgrupo ciclico
Cs = ((12345))

esta contido em [.
Dessas observagoes, conclui-se que o produto de grupos Ay - C5 encontra-se contido

em /. Como
|Ay - C5| = 60,

segue imediatamente que
I =Ay Cs.

Note-se, ainda, que Ay, C5 C As e |As| = 60; portanto,
As =Ay-C5 = 1.

Assim, o grupo de rotagoes do dodecaedro (e, por dualidade, do icosaedro) é isomorfo a
As.

5.2 CONSIDERACOES FINAIS

Para sintetizar a andlise desenvolvida, registra-se, na Tabela [3] as ordens das rotagoes de

cada grupo. Adota-se a seguinte convencao de notagao:
e n1: ordem da rotacao cujo eixo passa por dois vértices opostos;
e ngo: ordem da rotacao cujo eixo passa pelos pontos médios de duas arestas opostas.

Adota-se a seguinte notagao: nj é a ordem da rotacdo cujo eixo passa por vértices
opostos; no corresponde ao eixo que une os pontos médios de arestas opostas; e ng refere-
se ao eixo que liga os centros de faces opostas. Entretanto, essa convencao precisa ser

ajustada em trés situacoes especificas:

o Tetraedro: como nao ha pares de vértices ou faces opostas, toma-se n; como a
ordem da rotagdo em torno do eixo que passa por um vértice e pelo centro da face

oposta. Mantém-se ns inalterado e define-se ng = ny.

e Diedro, com n impar: nao existem pares de vértices ou arestas opostos. Define-se
n1 usando o eixo que passa por um vértice e pelo ponto médio da aresta oposta;

nessa configuracao, ng = ny e ng permanece como anteriormente.
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5.2 CONSIDERAGOES FINAIS

e Hosoedro, com m impar: nao hé pares de arestas ou faces opostas. Mantém-se
n1; toma-se ny como a ordem da rotagao cujo eixo passa pelo ponto médio de uma

aresta e pelo centro da “face” oposta; por simetria, ng = ns.

Registre-se, ademais, que as ordens de rotagao do hosoedro, do octaedro e do icosaedro

podem ser deduzidas por dualidade, conforme discutido anteriormente.

Tabela 3: Grupos de rotagoes dos sélidos considerados. Aqui, |G| denota a ordem do
grupo G.

G |G| n1 na2 ns
Diedro D,, 2n 2 2 n
Hosoedro D,, 2m m 2 2
Tetraedro Ay 12 3 2 3
Cubo Sy 24 3 2 4
Octaedro Sy 24 4 2 3
Dodecaedro A, 60 3 2 5
Icosaedro As 60 5 2 3
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0S SOLIDOS PLATONICOS NA SALA DE AULA: POR QUE E
PARA QUE?

Como pratica de investigacao estruturada por regras e metas, a exploragao de simetrias
de solidos oferece um contexto significativo de resolugdo de problemas, no qual hipdte-
ses podem ser testadas, comparadas e justificadas. Em ambiente escolar, seu potencial
se realiza quando hé intencionalidade pedagodgica: o professor seleciona tarefas, orienta
registros, promove comparagoes entre estratégias e convida os estudantes a explicarem
“por que funcionou”. Nesta proposta, os solidos platonicos cumprem esse papel ao tornar
visivel a ideia de grupo de simetrias: as movimentagoes que preservam o sélido (rotagoes
e, quando conveniente, reflexdes, conforme o recorte didatico) podem ser descritas como
transformacoes que se compoem, possuem identidade e admitem inversos. O percurso
articula observacao, registro e composicao de movimentos, conectando a¢oes concretas a
uma linguagem bésica de permutacoes.

Considerando os anos finais do Ensino Fundamental, essa proposta também pode ser
relacionada a habilidades da BNCC que envolvem a observagao e a descricao de propri-
edades dos solidos, a analise de transformacoes e a organizacao de procedimentos. Em
particular, aproxima-se de EFO6MA17 e EFO6MA18, ao mobilizar a identificacao e a com-
paracao de faces, vértices e arestas dos poliedros explorados; de EFO6MA23, ao exigir
que os estudantes organizem e registrem sequéncias de agoes para realizar e descrever
movimentos; de EFO7TMA21, ao favorecer o estudo de rotagoes e outras simetrias como
transformacoes que preservam a forma do sélido; e de EFOSMA18, ao permitir que com-
posicoes de movimentos sejam interpretadas e analisadas como composi¢oes de transfor-
macoes. Desse modo, a exploracao dos solidos platonicos em sala de aula nao se limita
a manipulacdo concreta de objetos, mas constitui uma situagao pedagogica em que os es-
tudantes observam regularidades, comparam estratégias, justificam resultados e atribuem

sentido matematico as agoes realizadas [2].

PROCESSO DE ENSINO

O trabalho organiza-se em trés momentos encadeados: lancamento do problema, investiga-
¢ao orientada e sistematizacao compartilhada. Primeiro, apresenta-se um desafio concreto:
“quais movimentos deixam o sélido com a mesma aparéncia? como registrar essas mudan-
cas de modo que outra pessoa consiga repetir?”. Em seguida, os grupos investigam com
regras de registro: escolhem um sélido, definem uma numeragao para suas faces (ou vér-

tices) e descrevem o efeito de rotagdes sobre esses rétulos. O professor circula, observa e
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6.1 VISAO GERAL DA SEQUENCIA

intervém com perguntas que ampliam a andlise (“o que ficou no lugar? o que trocou?”,
“qual movimento desfaz este?”, “se eu fizer um depois do outro, qual é o efeito final?”).
Por fim, a turma discute padroes percebidos e constréi um vocabulario comum para des-
crever transformacoes: identidade, inverso, composicao e a noc¢ao de que cada movimento

pode ser registrado como uma permutacao dos rotulos.

OBSERVACAO PRATICA SOBRE ESCOLHA DE SOLIDOS. Embora a sequéncia
seja desenhada para ser usada com qualquer solido platonico, o cubo e o tetraedro sao
particularmente indicados no inicio por permitirem perceber e registrar rotacdes com
mais facilidade, além de produzirem descri¢oes curtas e visualmente controlaveis. Apos
estabilizar a notagao com esses casos, a turma pode generalizar o procedimento para

octaedro, dodecaedro e icosaedro.

APRENDIZAGEM

O foco é aprender com a investigagao e com a comunicacao de ideias, e ndo medir desempe-
nho. Adotam-se praticas de acompanhamento leve: registros de grupo, breves discussoes
de metacognicao (“que representacao ajudou?”) e devolutivas orais do professor. A ex-
ploracao sustenta aprendizagem porque envolve regras de registro, tomada de decisao e
explicacdo de estratégias; com mediacao adequada, converte-se em contexto para cons-
truir a ideia de grupo como “cole¢ado de movimentos que se combinam” e para desenvolver

o basico de notagao por permutacoes.

6.1 VISAO GERAL DA SEQUENCIA

1. Desafio inicial: apresentar um sélido e perguntar quais movimentos preservam sua
forma e sua aparéncia global; solicitar previsoes sobre como registrar essas mudancas

sem desenhar cada etapa.

2. Exploragao orientada: em duplas/grupos, escolher um sélido (preferencialmente
cubo ou tetraedro no inicio), fixar uma numeracao nas faces (ou nos vértices) e realizar

rotacgoes controladas, registrando:
(a) o movimento executado (por exemplo, “rotacionar em torno do eixo que passa
pelo centro de uma face”; ou “girar em torno de um vértice”);
(b) o efeito do movimento nos rétulos: “para onde foi cada face” (ou cada vértice),

em forma de lista organizada.

3. Conjecturas sobre fechamento e inversos: incentivar a busca do movimento que desfaz

outro (“qual rotacdo reverte esta?”) e discutir por que certos movimentos, quando
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6.2 FUNDAMENTAGAO PEDAGOGICA

repetidos, retornam ao ponto inicial, introduzindo a ideia de identidade e de ordem do

elemento.

4. Sistematizacdo acessivel: nomear dois modos de representar uma transformagao: (i)
uma tabela de envio “rétulo original — rétulo final” e (ii) a escrita por ciclos; explicitar
que compor movimentos significa “fazer um depois do outro” e descrever o efeito final

aplicando primeiro a segunda ac¢ao e depois a primeira, de modo consistente.

5. Preparagdo para a aula seguinte: combinar que, na préxima etapa, essas descrigdes
serao conectadas explicitamente ao grupo de permutagoes: cada rotagao vira uma
permutacao dos rétulos e o conjunto dessas permutacoes forma um grupo pelo critério

de fechamento, identidade, inverso e associatividade.

Objetivo central declarado aos estudantes: construir um conjunto de movimentos do
solido que preservam sua forma, registrar cada movimento como uma permutagao de faces
(ou vértices), e compor movimentos verificando o efeito final, desenvolvendo o bésico de

notacao e de leitura de transformacoes.

6.2 FUNDAMENTACAO PEDAGOGICA

Esta proposta entende a geometria espacial como campo fértil para investigagdo: mani-
pular, registrar, comparar e justificar. A centralidade recai sobre a mediacdo docente,
que articula objetivos, contetdos, tarefas e formas de acompanhamento da aprendizagem,
convertendo finalidades educacionais em acoes de sala de aula. O recorte conceitual é
o desenvolvimento inicial da linguagem de grupo por meio de permutacoes: em vez de
comecar por definicbes abstratas, parte-se de movimentos concretos e de seus registros,
estabilizando progressivamente um vocabuldrio comum.

Os sélidos platonicos oferecem um problema auténtico e investigavel, no qual os estu-
dantes podem observar que as rotagoes preservam o objeto, mas reorganizam a posicao
de faces e vértices. Ao numerar esses elementos e acompanhar seu deslocamento, a turma
passa a representar movimentos como permutacoes e a compreender composi¢do como “fa-
zer uma transformagao depois da outra”. A sequéncia evita formalismo excessivo no inicio
e foca na descricao em palavras e em registros organizados, preparando posteriormente a

formalizacao em notacao simbolica.

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

1. Identificar faces, arestas e vértices em um soélido platonico e estabelecer uma nume-

racao consistente para faces ou vértices.

2. Reconhecer rotagoes como movimentos que preservam o sélido e descrever, em lin-

guagem comum, o que cada rotagao faz com os rétulos escolhidos.
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6.3 ROTEIRO DA AULA 1

3. Representar uma rotacao em dois modos de registro: uma lista organizada “original

— final” e a forma por ciclos, desenvolvendo o basico da notacao.

4. Compor rotacoes, isto é, aplicar uma depois da outra e descrever o efeito resultante

nos réotulos, mantendo a convencao de leitura da direita para a esquerda.

5. Identificar, em exemplos, a identidade e o inverso de um movimento, relacionando-os

ao retorno ao estado inicial e ao “desfazer” uma rotacgao.

RECURSOS E ORGANIZAGCAO

Modelos fisicos de sélidos platonicos (preferencialmente cubo e tetraedro para inicio);
etiquetas removiveis ou canetas para marcar faces/vértices; fichas de registro; cartdes
com exemplos de escrita “original — final” e por ciclos; quadro para sinteses. Recomenda-
se trabalho em duplas ou trios, com rodizio de papéis: quem executa a rotagdo, quem

observa e narra, quem registra.

METODOLOGIA E PAPEIS

A conducao assume trés momentos encadeados: lancamento do problema, investigacao
orientada e sistematizacao. O professor provoca a explicitacao de estratégias e justificati-
vas, incentiva a comparacao entre registros dos grupos e organiza o vocabuldrio comum.
O acompanhamento ocorre por meio de registros escritos, sinteses orais e perguntas de

sondagem, sem atribuicao de nota.

6.3 ROTEIRO DA AULA 1

1. Abertura: apresentar um cubo ou um tetraedro e perguntar quais movimentos dei-
xam o sOlido “o mesmo”; recolher hipdteses sobre que informacoes precisam ser

registradas para descrever uma rotagao.

2. Exploragdo em grupos: numerar faces (ou vértices) e executar rotagdes curtas e

controladas, escolhidas pelo grupo.

3. Registro guiado: para cada rotagao, anotar o movimento em palavras e registrar o

envio dos rétulos (“a face 1 foi para o lugar da 37, etc.) em lista organizada.

4. Discussao de composigao: escolher duas rotacoes realizadas e investigar o que acon-
tece quando uma ¢é feita depois da outra; comparar o resultado com a ordem inver-
tida.
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6.4 ROTEIRO DA AULA 2 109

5. Sistematizagao parcial: construir coletivamente um glossario de termos de sala (rota-
¢ao, transformagao, composigao, identidade como nao mexer, inverso como desfazer)

e registrar um exemplo curto nos dois modos de escrita (lista organizada e ciclos).

NOTA PRATICA SOBRE O REGISTRO. Em sélidos com muitas faces, o registro

completo pode se tornar impraticavel no inicio. Ajuste a exigéncia:
e no cubo e no tetraedro, solicitar registro completo dos rotulos;

« em sé6lidos mais complexos, permitir registro por subconjuntos (por exemplo, apenas
faces afetadas) e depois ampliar para o registro completo quando a notagao estiver

estabilizada.

Em qualquer caso, prioriza-se a clareza e a consisténcia da conveng¢ao escolhida.

ENCAMINHAMENTOS PARA O PROFESSOR

Selecionar previamente o sélido inicial (cubo ou tetraedro) e preparar uma numeracao
padrao para facilitar comparagoes entre grupos. Preparar cartoes de apoio com frases-
modelo de descrigao (“girei em torno deste eixo”, “estas faces formaram um ciclo”) e com
exemplos de composicao. Planejar perguntas de sondagem que ajudem os estudantes a

explicitar por que a ordem importa e como identificar o inverso.

6.4 ROTEIRO DA AULA 2
1 - Retomada (5-10 min)

Recuperar termos de sala construidos na aula anterior: rotagao, transformacgao, composi-
¢ao, identidade, inverso. Revisitar rapidamente um registro do cubo ou do tetraedro em

lista organizada e por ciclos.

Consolidagao guiada (15-20 min)

1. Tomar uma rotacao padrao do solido escolhido e reconstruir coletivamente seu registro

como permutacao dos rotulos.

2. Discutir como encontrar o inverso: “o que desfaz este movimento?” e verificar por

composi¢ao que o resultado ¢é a identidade.

3. Introduzir explicitamente a ideia de que o conjunto das rotacoes registradas pode ser

visto como um conjunto de permutacoes, no qual a operacao é a composicao.

4. Destacar a convengao de leitura: ao compor duas rotagoes, aplica-se primeiro a segunda

e depois a primeira, verificando o efeito final nos rétulos.



6.4 ROTEIRO DA AULA 2
Pratica em grupos (15-20 min)

1. Cada grupo escolhe trés rotacoes do seu sélido e registra:

(a) a lista organizada “original — final”;
(b) a mesma rotagao em forma por ciclos;

(c) o inverso de pelo menos uma delas e a verificagdo de que a composi¢ao resulta na
identidade.

2. Orientacoes de registro:

« Indicar claramente a convencao de numeragao (faces ou vértices) e manté-la fixa.

o Registrar o movimento em palavras antes da notacao, garantindo que a descricao

seja reprodutivel.

Socializacdo e sintese

Cada grupo apresenta um exemplo curto de composicao de rotagoes, explicitando:
» 0 que cada rotacao fazia isoladamente;
« 0 que mudou quando uma foi feita depois da outra;

e como isso apareceu na lista organizada e na forma por ciclos.

Produzir, no quadro, uma sintese com trés colunas: movimento em palavras; registro em

lista organizada; registro por ciclos; e uma linha final indicando a composigao.

NOTA PRATICA  Quando a complexidade for alta, priorizar clareza e justificativa em
vez de exaustividade. O objetivo é que os estudantes compreendam e comuniquem o que

cada rotacao faz com os rétulos e como a composicdo determina o efeito final.

ESTRATEGIAS DE MEDIAGAO (PERGUNTAS-GUIA)

O que permanece no lugar nesta rotacao e o que muda?

Como vocé descreveria este movimento para alguém que nao estd vendo o sélido?

Qual rotacao desfaz esta? Como verificar pela composigao?

Se vocé fizer as duas rotagoes em ordem invertida, o efeito final muda? Onde isso

aparece no registro?

Como transformar sua lista organizada em uma escrita por ciclos mais compacta?
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6.4 ROTEIRO DA AULA 2 111

DIFERENCIAQRO E ACESSIBILIDADE

« Modelos em alto contraste, marcacgoes tateis e possibilidade de manipulagao lenta para

estudantes com necessidades especificas.

« Tempos estendidos para registro, ou permissao de gravacao de dudio como rascunho

oral antes da versdo escrita.

 Desafios graduados: do cubo e tetraedro (registro completo) aos demais sélidos (registro

por partes e posterior ampliacao).

Folha de registro do grupo

1. Numeragao adotada (faces ou vértices) e desenho simples indicando os rétulos.

2. Trés rotagoes descritas em palavras e registradas como lista organizada “original —
final”.

3. As mesmas rotagoes escritas por ciclos.
4. Um exemplo de inverso e a verificacdo de que a composicao produz a identidade.

5. Observagoes: o que a composi¢ao mostrou sobre a importancia da ordem.

Cartoes-modelo de frases

» “Depois da rotacao, a face que estava no lugar X foi para o lugar Y.”

« “O efeito final pode ser descrito como uma volta entre as faces (X, Y, Z).”

o “O inverso é o movimento que desfaz a rotacao, retornando todos os rétulos ao lugar
inicial.”

Roteiro do(a) professor(a) para sistematizacao

o Indicar com clareza a passagem do movimento concreto para o registro organizado.

« Solicitar descrigdo em palavras antes da nota¢ao por permutagao, estabilizando signi-
ficado.

o Reforcar a convencao de composicao e comparar ordens diferentes com exemplos curtos.



6.5 MATERIAIS DE APLICAGAO E ANEXOS DIDATICOS

6.5 MATERIAIS DE APLICAGAO E ANEXOS DIDATICOS
1 Folha de atividade para estudantes (modelo imprimivel)

PARTE A — EXPLORACAO DE ROTACOES

1. Numere as faces (ou os vértices) do sélido escolhido e registre essa numeragao.

2. Execute uma rotagao simples e descreva-a em palavras.

w

. Registre o efeito do movimento como lista organizada “original — final”.

4. Reescreva o mesmo efeito em forma por ciclos, indicando as “voltas” entre os rétulos.

PARTE B — COMPOSICAO

1. Escolha duas rotacoes ja realizadas. Descreva cada uma em palavras e registre sua

permutacao.
2. Agora faga a segunda depois da primeira e registre o efeito final.

3. Explique, em palavras, por que a ordem das rotacoes pode alterar o resultado.

PARTE C — IDENTIDADE E INVERSO

1. Identifique um movimento que ndo muda o sélido (identidade) e registre-o.

2. Escolha uma rotacdo e encontre seu inverso. Verifique pela composicao que o resultado

¢ a identidade.

2. ROTEIRO DE MEDIAGAO PARA O(A) PROFESSOR(A)

ANTES DA AULA  Selecionar cubo ou tetraedro como ponto de partida, preparar nu-
meracao padrao e exemplos de rotacoes. Planejar perguntas de sondagem alinhadas aos

objetivos.

DURANTE A EXPLORAGAO

 Solicitar previsdes: “qual face vai para onde?”

o Pedir que o grupo justifique o registro: “como vocé sabe que esta face foi para aquele
g J g

lugar?”
o Incentivar comparacao entre grupos e correcao de inconsisténcias de numeracao.

o Em casos complexos, permitir registro por faces afetadas e depois ampliar.
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6.6 CONCLUSAO 113

NA SISTEMATIZAGAO  Construir no quadro um exemplo completo: rotagdo em pa-
lavras, lista organizada, ciclos e composi¢ao com outra rotacao, destacando identidade e

inverso.

3 Indicadores de aprendizagem observdveis

» Estabelece uma numeracao consistente e a mantém ao longo dos registros.

» Descreve rotagoes em palavras e registra corretamente o efeito nos rotulos.

« Converte lista organizada em ciclos e interpreta ciclos em termos de movimento.
« Compoe duas rotagoes e prevé o efeito final com base na convengao adotada.

o Identifica identidade e inverso e verifica o resultado por composicao.

Consideragoes didaticas

A organizacao intencional do ensino orienta a escolha de objetivos, contetidos e tarefas,
bem como os modos de acompanhamento da aprendizagem. Nessa perspectiva, a sequén-
cia busca articular finalidades pedagbgicas e agoes concretas de sala, de modo que os
estudantes avancem na compreensao conceitual por meio de experiéncias planejadas e

devidamente mediadas.

6.6 CONCLUSAO

A proposta desenvolvida ao longo deste material toma as simetrias dos s6lidos platonicos
como contexto didatico para construir, em linguagem acessivel, a compreensao de transfor-
macoes que se compoem, a importancia da ordem, e o desenvolvimento inicial da notacao
por permutagoes. O percurso privilegia a mediagao docente e a organizagao intencional
do ensino, em que objetivos, tarefas e registros se articulam para promover participacao
ativa e explicagoes fundamentadas. Ao reduzir o formalismo no inicio e insistir na clareza
das descrigoes em palavras, cria-se uma ponte entre a experiéncia concreta de rotagoes e

a ideia de grupo como estrutura de movimentos.

6.7 RECOMENDAGOES FINAIS AO(A) PROFESSOR(A)

Selecionar cubo e tetraedro como casos iniciais para estabilizar a notacao; explicitar, no
inicio de cada aula, o que sera considerado um bom registro; manter perguntas de sonda-
gem que obriguem a explicitar razdes e nao apenas procedimentos; ajustar a exigéncia de
registro a complexidade do sélido escolhido; promover socializagoes breves e frequentes,

nas quais diferentes grupos exponham como registraram e compuseram rotacgoes.
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