UNIVERSIDADE FEDERAL DO RECONCAVO DA BAHIA

CenTRrO DE CI1fiNncias Exatas E TEcNoOLOGICAS A
A
u F B PrROGRAMA DE MESTRADO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL AAAAAA
Universidade Federal do
- PROFMAT
Reconcavo da Bahia Disserta¢A0 DE MESTRADO OFMA

EsTrATEGIAS NUMERICAS PARA A LocALizACAO DE RA1ZES DE

PoLinOMIOS

DanNiLo DE Jesus Ramos

Cruz das Almas - Bahia

Julho de 2025



EsTrATEGIAS NUMERICAS PARA A LocALIzACAO DE RA1ZES DE

PoLinOMIOS

DanN1Lo DE JEsus Ramos

ORIENTADOR : PrOF. DR. DANILO DE JESUS FERREIRA

Dissertagdo apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional da
Universidade Federal do Reconcavo da Bahia como
requisito parcial para obtencdo do titulo de Mestre em

Matematica.

Cruz das Almas - Bahia

Julho de 2025



FICHA CATALOGRAFICA

R175e

Ramos, Danilo de Jesus.

Estratégias numéricas para a localizagao de raizes de
polinémios / Danilo de Jesus Ramos._ Cruz das Almas,
BA, 2025.

46f.

(Dissertacao) — Universidade Federal do Recdncavo da
Bahia, Centro de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas.
Mestrado Profissional em Matematica — PROFMAT.

Orientador: Prof. Dr. Danilo de Jesus Ferreira.
1.Matematica — Estudo e ensino. 2.Matematica —
Polinébmios. 3.Problemas, exercicios, etc — Analise.

|.Universidade Federal do Recdncavo da Bahia, Centro de
Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas. Il.Titulo.

CDD: 510.7

Ficha elaborada pela Biblioteca Central de Cruz das Almas - UFRB. Responsavel

pela Elaboracdo Antonio Marcos Sarmento das Chagas (Bibliotecario - CRBS / 1615).




EsTrATEGIAS NUMERICAS PARA A LOCALIZACAO DE RA{ZES DE

PoLINOMIOS

DaNiLo DE JEsus Ramos

ORIENTADOR : PROF. DR. DANILO DE JESus FERREIRA

Dissertagdo apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional da
Universidade Federal do Reconcavo da Bahia como
requisito parcial para obtengdo do titulo de Mestre em

Matematica.

BANCA EXAMINADORA:

Documento assinado digitalmente

ub DANILO DE JESUS FERREIRA
g Data: 18/07/2025 11:56:20-0300
Verifique em https:/fvalidar.iti.gov.br

Prof. Dr. Danilo de Jesus Ferreira (Orientador)
UFRB Documento assinado digitalmente

ub NAYANE CARVALHO FREITAS
g Data: 18/07/2025 11:44:02-0300

Verifique em https://fvalidar.iti.gov.br

Prof. Dra. Nayane Carvalho Freitas

UFRB

Documento assinado digitalmente
“b OSMAR DO NASCIMENTO SOUZA
g Data: 18/07/2025 11:34:32-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dr. Osmar do Nascimento Souza

UEFMS

Cruz das Almas - Bahia

Julho de 2025



A Deus, fonte de toda sabedoria, por me sustentar nos momentos de diivida, renovar minhas
forgas diante dos desafios e me guiar com graga e propésito ao longo desta jornada.

A minha mae, meu maior exemplo de amor, coragem e perseveranga. Seu apoio
incondicional, suas oragoes silenciosas e sua presenga continua foram fundamentais para

que eu chegasse até aqui. Esta conquista também é sua.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por ter sido minha for¢a em todos os momentos dessa caminhada.
Sua presencga foi essencial nos dias de dificuldade e nos momentos de conquista.

Expresso minha sincera gratiddo a todos os professores do PROFMAT, que contribuiram imensamente
para minha formagdo académica e profissional. Cada aula, orientacdo e incentivo deixaram marcas
importantes em minha trajetoria.

De maneira especial, agrade¢o ao meu orientador, Prof. Dr. Danilo de Jesus Ferreira, pela dedicagéo,
paciéncia e valiosas contribui¢des ao longo do desenvolvimento deste trabalho. Sua orientacdo foi
fundamental para que este projeto se concretizasse com qualidade e profundidade.

Aos meus colegas do PROFMAT, deixo meu carinho e reconhecimento. Compartilhar essa jornada
com vocés tornou o caminho mais leve, enriquecedor e inesquecivel. A troca de experiéncias e o apoio

miutuo foram parte essencial desta conquista.



Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar algumas estratégias numeéricas para a localizacdo de raizes
de polindmios, fornecendo uma andlise detalhada de métodos classicos e modernos. A pesquisa apre-
senta uma abordagem tedrica aprofundada dos polinémios, revisitando resultados fundamentais como
o Teorema Fundamental da Algebra, as Relag¢des de Girard e o Teorema de Abel-Ruffini. Além disso,
sdo investigados alguns métodos numéricos, incluindo o Teorema dos Sinais de Descartes e o Teorema

de Budan-Fourier.

Palavras-chave: Polindmios; Métodos Numéricos; Teorema Fundamental da Algebra; Localizagao de

Raizes.



Abstract

This work aims to explore some numerical strategies for localization the roots of polynomials, provi-
ding a detailed analysis of classical and modern methods. The research presents an in-depth theoretical
approach to polynomials, revisiting fundamental results such as the Fundamental Theorem of Algebra,
Girard’s Relations and the Abel-Ruffini Theorem. In addition, some numerical methods are investigated,

including Descartes” Sign Theorem and the Budan-Fourier Theorem.

Keywords: Polynomials; Numerical Methods; Fundamental Theorem of Algebra; Root Localization.
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Introducao

A matemdtica, ao longo da histéria, consolidou-se como uma das dreas do conhecimento humano
de maior importancia para o desenvolvimento cientifico e tecnolégico. Desde as civiliza¢des antigas até
0s avangos contemporaneos, a matematica tem desempenhado um papel fundamental na modelagem
de fendmenos naturais, na resolugdo de problemas complexos e na criagdo de teorias que sustentam
diversas ciéncias. Dentre os temas matemaéticos que receberam grande atenc¢do ao longo dos séculos, o
estudo dos polindmios e suas raizes destaca-se como um campo de pesquisa de interesse tanto tedrico
quanto aplicado.

Nesse cendrio, os polindmios configuram-se como expressdes algébricas fundamentais que surgem
em diversas dreas da matemaética e de outras ciéncias, como Engenharia, Fisica, Computacdo e Estatistica.
Sua presenga é notdvel na formulagdo de modelos matemadticos, na andlise de sistemas dindmicos e na
resolugdo de equacgdes diferenciais. Desde os tempos de Cardano e Ferro, passando pelas contribuicdes
de Lagrange e Galois, os polindmios foram objeto de profundas investigacdes matematicas. A busca por
solugdes algébricas para equagdes polinomiais conduziu ao desenvolvimento de importantes teorias,
como o Teorema Fundamental da Algebra, que estabelece que toda equagdo polinomial de grau 1 possui
exatamente n raizes complexas.

Além do aspecto tedrico, a necessidade de calcular com precisao as raizes dos polinémios impulsio-
nou o surgimento de métodos numéricos, como o método de Newton, a Regra de Sinais de Descartes,
entre outros voltados a aproximagdo de raizes. Tais métodos tém papel central na matemédtica com-
putacional, sendo amplamente empregados em simulagdes cientificas e na andlise de sistemas fisicos e
estatisticos. Nesse contexto, este estudo se insere no campo da matematica pura e aplicada, ao analisar
as propriedades dos polindmios e suas raizes, investigando métodos numéricos voltados a resolugdo de
equagdes polinomiais e explorando suas aplicagdes no problema da localizagdo das raizes reais.

Do exposto, o presente trabalho tem como objetivo principal apresentar e aplicar métodos ma-
tematicos para a localizagdo de raizes de equagdes polinomiais. Para tal, serd desenvolvida uma revisao
aprofundada sobre a estrutura algébrica dos polindmios e suas propriedades fundamentais, analisando
também as relagdes entre coeficientes e raizes por meio das Relagdes de Girard e de outros teoremas
relevantes. Pretende-se ainda expor e demonstrar férmulas ja conhecidas para determinacdo de raizes de
polindmios, bem como apresentar técnicas de localizagdo de raizes reais em polindmios de grau superior
a quatro, com énfase em ferramentas como a Regra de Sinais de Descartes e o Teorema de Budan-Fourier.

Ao final, almeja-se aplicar esses métodos no contexto do ensino, por meio de uma sequéncia didética,
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contribuindo para a construcdo de abordagens didaticas mais eficazes e contextualizadas.

A escolha desse tema se justifica tanto pela relevancia teérica dos polindmios no campo da Algebra e
da Anélise Matematica, quanto por sua ampla aplicabilidade prética. Do ponto de vista teérico, o estudo
dos poliné6mios tem papel essencial na Matematica pura, servindo de base para avancos em Teoria dos
Ntimeros, Algebra Abstrata e Geometria Algébrica. A busca por solucdes para equacgdes polinomiais
também impulsionou o desenvolvimento de dreas como Andlise Complexa e Topologia Algébrica. J4
na perspectiva prética, os polindmios estdo presentes em multiplas aplicacdes cientificas e tecnoldgicas.
Em Engenharia Elétrica, por exemplo, sdo utilizados no projeto de circuitos e sistemas de controle; na
Fisica, descrevem movimentos oscilatérios e interagdes quanticas; na Ciéncia da Computagdo, sustentam
algoritmos de aprendizado de maquina e criptografia.

Dessa maneira, a necessidade de resolver equacdes polinomiais com eficiéncia motiva a continua
investigagdo de métodos numéricos cada vez mais avangados, especialmente diante do progresso das
tecnologias computacionais. Assim, este estudo contribui tanto para o aprofundamento da compreensao
matemadtica sobre os polindmios quanto para a implementacao eficiente de algoritmos que permitam
sua aplicacdo pratica nos mais diversos contextos.

Para alcangar os objetivos propostos, a pesquisa adotard uma abordagem que articula a investigagdo
tedrica com uma aplicagdo voltada ao ensino médio. Inicialmente, foi realizado uma revisao bibliografica
com andlise de obras cldssicas e contemporaneas sobre polindmios, equagdes algébricas e métodos
numéricos, utilizando referéncias renomadas como Elon Lages Lima, Demidovich, Carl Boyer e Abramo
Hefez. Em seguida, desenvolvemos um esquema teérico, apresentando as principais propriedades dos
polinémios, suas relagdes fundamentais e demonstra¢des matematicas relevantes. Paralelamente, foram
métodos numéricos com detalhamento dos algoritmos utilizados para encontrar raizes de polinémios,
acompanhados de exemplos que ilustrem seu funcionamento.

Como parte integrante deste trabalho também propomos uma sequéncia didatica direcionada ao
Ensino Médio, com o objetivo de investigar o potencial de aprendizagem dos alunos em relagdo aos
contetidos abordados. A proposta serd fundamentada nos métodos numéricos discutidos e terd como
foco a formacdo de competéncias matematicas associadas a resolucdo de equagdes polinomiais e a
compreensdo das estratégias para localizagdo de raizes. Essa sequéncia busca, na prética, avaliar a
efetividade dos conceitos estudados e sua aplicabilidade em sala de aula, promovendo uma conexao

entre teoria e pratica pedagégica no ensino da Matematica.



Capitulo 1

Polinémios e Equacoes Algébricas

Neste capitulo apresentaremos os fundamentos tedricos essenciais para a compreensdo dos po-
lindmios estabelecendo a base conceitual sobre a qual serdo desenvolvidas as estratégias numéricas
discutidas nos capitulos seguintes. Abordaremos também a resolucdo de equacdes algébricas, desta-
cando os métodos cléssicos para polindmios de segundo, terceiro e quarto graus e uma breve discussao
do Teorema de Abel-Ruffini, que estabelece a impossibilidade da existéncia de uma férmula geral por

radicais para equagdes polinomiais superior a quatro.

1.1 Polin6mios

Formalmente, um polinémio é uma expressdo algébrica finita composta por varidveis, coeficientes e
operagoes de soma, subtracdo e multiplicagdo, sem a presenca de divisdes por varidveis. Essa defini¢do
permite uma ampla flexibilidade na anélise de propriedades e aplicagdes dos polindmios em diferentes

dreas do conhecimento.

Definic¢do 1.1. Uma fung¢do p : C — C é uma fungdo polinomial complexa quando existem ntimeros
complexos ag,ay,...,a, tais que p(x) = a,x" + Ay X+ o+ ax +ag para todo x € C. Os ntmeros
ao, a1, ... ,a, sdo chamados coeficientes da fun¢do polinomial. Se a, # 0 dizemos que o polinémio p tem

grau n. Se um ntimero r € C é tal que p(r) = 0, entdo dizemos que r é raiz de p.

Definic¢do 1.2. O polindmio p(x) = a,x" + A1 X" 1+ ...+ apx + a9 é dito nulo ou identicamente nulo

quando p(x) = 0 para todo x € C, e indicamos:
p(x) =0V¥xeCoup(x)=0

Definic¢do 1.3. Dois polindmios p(x) e g(x) sdo ditos iguais ou idénticos quando p(x) = q(x) para todo

aeC.

O conceito de polindmio envolve basicamente a lista de seus coeficientes e a forma como realizamos
operagdes de soma e multiplicacdo entres eles. Quando falamos de fun¢do polinomial, passamos a
considerar a relacdo entre ntimeros complexos estabelecida pelo valor que a funcdo assume para cada

ponto do dominio. Todo polinémio corresponde a uma tinica fungdo polinomial e por outro lado, vimos
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que duas fung¢des polinomiais serdo idénticas somente se tiverem a mesma lista de coeficientes em outras
palavras quando os polindmios que lhes ddo origem forem iguais. Assim, cada fungdo polinomoial estd
associada a um tnico polinémio, e vice-versa. Essa relagdo é biunivuca, o que nos permite, sem medo
de confusdo, mencionarmos indiferentemente ao polinomio p ou & func¢do polinomial p.

A importancia dos polindmios reside no fato de que eles generalizam fungdes algébricas elementares,
permitindo a construgdo de modelos matematicos aplicaveis a resolucdo de problemas praticos. Além
disso, os polindmios sdo fundamentais na definicdo de equagdes algébricas, na interpolagdo de dados e
no estudo das séries de Taylor, que aproximam fungées analiticas por polindmios.

Os polindmios podem ser classificados segundo diferentes critérios, sendo os mais relevantes:

Pelo grau:
+ Polindmio linear: (n = 1): p(x) = a1x + ap, coma; # 0
+ Polindmio Quadrético: (1 = 2): p(x) = ax* + a1x + ap, com a, # 0
+ Polindmio Cabico: (1 = 3): p(x) = a3x> + axx? + a1x + ap, com az # 0

+ Polindmios de grau maior: para n > 4 o polindmio recebe apenas a denominacédo de acordo com

seu grau.
Pelo nimero de termos:

+ Mondmio: polindmio com um tnico termo (exemplo: 5x°)

+ Binomio: polindmio com dois termos (exemplo: x> — 4)

+ Trindmio: polindmio com trés termos (exemplo: x> — 2x + 1)

Além dessas classificagdes, os polindmios podem ser homogéneos, quando todos os seus termos
possuem o mesmo grau, e heterogéneos, quando apresentam termos de diferentes graus.
Os polindmios formam um anel algébrico, pois admitem opera¢oes bem definidas de soma, subtracao

e multiplicagdo. As operagdes basicas entre polindmios serdo descritas na préxima secao.

1.2 Operacdes Fundamentais com Polinémios

As operagoes com polindmios sdo fundamentais na algebra e no calculo, sendo amplamente aplicadas
em diversas dreas da matemadtica e suas aplicacdes. As operac¢des bésicas incluem adicdo, subtragdo,
multiplicagdo e divisdo, além de técnicas avangadas como fatoracdo e aplicagdo de produtos notéveis.
A compreensdo e a correta aplicacdo dessas operagdes sdo essenciais para a resolucdo de equagdes

algébricas e problemas matemadticos em diferentes contextos.

Definicido 1.4. Considere os polinémios p(x) e g(x) dados por

n-1

p(x) =ax" +x" + - +mx+ay, a,#0
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1

gx) = by x" + by X + -+ bix+ by, b, #0.

Definimos a soma de p com g como sendo a soma de seus coeficientes correspondentes aos mesmos
graus. Logo,

(0 + q)(x) = (@n + bp)X" + (@n-1 + by_1)X" ™1 + -+ + (a1 + by)x + (ao + bp).
Defini¢ao 1.5. Considere os polindmios p(x) e g(x) dados por

1

px) = apx" + ap X"+ +mx+ag, a, #0

1

g(x) = byx" + by X"+ -+ bix+ by, b, #0.

Definimos o produto de p com g como a multiplicacdo de cada termo de p por cada termo de g e

somando os resultados, ou seja,

(p - 9)(x) = apbo + (aob1 + a1bo)x + (axbp + a1b1 + aobz)x2 + -4 a, bt

O coeficiente de x' no produto p(x) - g(x) é o nimero
i
llobi + lllbi_l + e+ Cli_lbl + aibo = Z Cl]‘bi_j
j=0
Definicdo 1.6. A divisdo de polindmios consiste em determinar dois polinémios, o quociente e o resto,

quando um polinémio p(x) (o dividendo) é divido por outro polinémio g(x) (o divisor), com g(x) # 0.

Essa divisdo segue o principio andlogo ao da divisdo de ntimeros inteiros e pode ser expressa como
px) = d(x) - g(x) + R(x)
onde d(x) é quociente e R(x) o resto, sendo o grau de r menor que o grau de 4.

A divisdo de polindmios pode ser realizada por dois métodos principais: a divisdo direta e a divisdo
sintética. A divisdo algébrica tradicional segue um processo similar a divisdo longa, onde dividimos o
termo de maior grau do dividendo pelo termo de maior grau do divisor e multiplicamos esse quociente
pelo divisor.

Exemplo 1.1. Consideremos a divisdo de p(x) = 2x> + 3x> — x + 4 por d(x) = x — 1.

+ Dividimos o termo de maior grau do dividendo pelo termo de maior grau do divisor: % =222,
+ Multiplicagdo pelo divisor: 2x?(x — 1) = 2x> — 2x%.

+ O resultado da Multiplicacdo subtraimos do dividendo obtendo o resto da divisdo: (2x> +3x? — x +

4) — (2x® —2x%) = 5x% —x + 4.

O processo seré repetido dividindo o resto pelo divisor até que o grau do resto seja menor que o grau

do divisor, obtendo neste caso um resto igual a 8. Logo concluimos que

23 +3x% —x+4=(x—1).2x> + 5x + 4) + 8.
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A divisdo sintética é uma técnica alternativa que simplifica o processo quando o divisor é um binémio
na forma x — r. Essa abordagem é frequentemente utilizada em algebra computacional para calculos
eficientes (Demidovich e Maron, 2023).

Umas das técnicas de divisdo sintética é o método de Briot-Ruffini que é uma técnica pratica para
a divisdo de um polinémio por um bindmio da forma x — 7, reduzindo os célculos de multiplicagéo e
subtracdo para um formato mais organizado. Ele é especialmente ttil para encontrar raizes racionais de

polindmios.

Exemplo 1.2. Vamos dividir o polinémio p(x) = x* — 5x° + 2x? + 4x + 3 por g(x) = x — 2, utilizando o
dispositivo de Briot-Ruffini.

Para isso, escrevemos no lado direito do bloco ilustrado abaixo os coeficientes do polinémio p(x), que
sdo: 1,-5,2,4,3. Do lado esquerdo, colocamos o ntimero que zera o divisor x — 2, ou seja, 0 nimero 2.

Em seguida, aplicamos o procedimento do método de Ruffini, conforme mostrado abaixo:

2|1 -5 2 4 3
2 -6 -8 -8
1 -3 -4 -4 -5

Comegamos baixando o primeiro ntimero da linha de cima (que é 1) e o colocamos na linha de baixo.
Depois, multiplicamos esse nimero por 2 e colocamos o resultado (2) abaixo do segundo ntimero da
linha de cima (que é -5). Fazemos a soma -5 + 2 = —3 e escrevemos o resultado na linha de baixo.
Repetimos esse processo: multiplicamos o novo ntmero da linha de baixo (=3) por 2 e colocamos o
resultado (-6) abaixo do nimero seguinte (2). A soma 2 + (—6) = —4 é escrita na linha de baixo, e assim
continuamos até o fim.

A tltima linha mostra os coeficientes do polindmio quociente e o resto da divisdo. Como o polinémio

original era de grau 4, o quociente serd de grau 3. Portanto, temos:

gx)=x>-3x>-4x-4 e R=-5

Isso significa que

xt—5x% + 207 + 4w+ 3 = (x° — 3x% — 4x — 4).(x = 2) + (-5)

A divisdo de polindmios é uma ferramenta fundamental no estudo das raizes de equagdes algébricas.
Esse processo permite fatorar um polindmio de grau superior como o produto polindmios de grau menor

facilitando assim a andlise e a localizac¢do das raizes como veremos no capitulo 2.

1.3 Equacdes Algébricas

1.3.1 Contexto Histérico das Equacoes Algébricas

A histéria das equagdes algébricas remonta as primeiras civilizagdes que desenvolveram a matematica

para solucionar problemas praticos. Desde a Antiguidade, matemadticos de diversas culturas criaram
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métodos para resolver equagdes, expandindo gradualmente o conhecimento sobre a Algebra.

Os primeiros registros matematicos datam do Egito Antigo e da Babilonia, onde equagées simples
eram resolvidas por métodos aritméticos e geométricos. Os babilonios utilizavam tabelas numéricas
e a técnica da “completacdo do quadrado” para resolver equacdes quadréticas, antecipando métodos
formais desenvolvidos posteriormente. Segundo Boyer (1974), os babilénios trabalhavam com equagdes
quadréticas sem o uso de um formalismo algébrico, manipulando quantidades concretas para encontrar
solugdes, evidenciando uma forma primitiva, mas eficaz, de pensamento algébrico. Essa abordagem
pratica e empirica, centrada na resolugdo de problemas cotidianos, como a divisao de terras ou transagoes
comerciais, estabeleceu as bases para o desenvolvimento posterior da dlgebra simbdlica.

No Egito, os escribas registraram técnicas de resolugdo em papiros como o de Rhind, datado de cerca
de 1650 a.C., que contém problemas resolvidos por regras praticas, incluindo métodos rudimentares
para resolver equagdes lineares e quadraticas.

Na Grécia Antiga, mateméticos como Euclides e Diofanto desenvolveram abordagens mais formais
para a resolucdo de equagdes. Diofanto, muitas vezes chamado de ”pai da dlgebra”, introduziu notacdes
simbolicas para incognitas e coeficientes em seu livro Aritmética, embora suas equagdes ainda fossem
apresentadas em forma retérica.

Segundo Eves (2004), Al-Khwarizmi categorizou as equagdes quadréticas em seis formas diferen-
tes e apresentou métodos geométricos para sua resolugdo. Seu trabalho foi traduzido para o latim no
século XII e teve um impacto duradouro no pensamento matematico europeu. Durante o Renasci-
mento, matemadticos italianos fizeram descobertas importantes sobre a resolucdo de equagdes cibicas
e qudrticas. Scipione del Ferro (1465-1526) encontrou um método para resolver equagdes ctibicas sem
termos quadraticos, que posteriormente foi aperfeicoado por Niccold Tartaglia e publicado por Girolamo
Cardano no Ars Magna (1545).

Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano, desenvolveu um método para resolver equagdes de quarto
grau, demonstrando que tais equa¢des podiam ser reduzidas a ctbicas j4 solucionadas. Ao longo dos
séculos XVI e XVII, René Descartes e Albert Girard fizeram contribuigdes significativas para a teoria das
equagdes. Descartes estabeleceu a Geometria Analitica, permitindo a interpretagdo gréfica das equacdes
algébricas, enquanto Girard formulou relagdes entre coeficientes e raizes de polinémios.

No século XIX, matematicos como Niels Abel e Evariste Galois revolucionaram o estudo das equagdes
algébricas. Abel demonstrou que equagdes polinomiais de grau cinco ou superior ndo podem, em geral,
ser resolvidas por radicais, quebrando uma busca que durava séculos. Galois, por sua vez, desenvolveu
a Teoria dos Grupos para analisar a estrutura das equacdes algébricas e determinar quais equagdes

poderiam ser resolvidas por radicais.

1.3.2 Resolucao de Equacdes Algébricas

Definic¢do 1.7. Uma equagdo algébrica é uma igualdade matemadtica na forma p(x) = 0 onde p(x) é um

polindmio com coeficientes reais ou complexos. O grau da equagdo € igual ao grau do polinémio p(x).

A solugdo de equagdes algébricas tem sido um desafio matematico ao longo da histéria, levando ao
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desenvolvimento de métodos que permitem encontrar suas raizes exatas ou aproximadas. Para equagdes

do primeiro e segundo grau, as solugdes sdo bem conhecidas:

Teorema 1.1. Seja p(x) = ax + b, com a # 0, um polindmio do primeiro grau. A raiz de p(x), ou seja, o valor de x

para o qual p(x) = 0, é dado por x = =t

ar

Demonstragio. Considerando o polinémio p(x) = ax + b, para encontrar a raiz devemos fazer p(x) = 0 e

daf obtemos a equacgéo algébrica ax + b = 0, agora adicionando o simétrico de b em ambos os lados e
b

multiplicando ambos os lados pelo inverso de a obtemos que x = —7 como queriamos demonstrar. O

Teorema 1.2 (Férmula de Bhaskara). Seja p(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0, um polindmio do segundo grau. As
raizes da equagdo polinomial ax* + bx + ¢ = 0 sdo dadas por

_ =b+ Vb2 —4ac .

-b— Vb? —4ac
2a ’

2a

X1 X2 =

Demonstragio. Considerando a equagdo

ax* +bx+c=0, (1.1)

como a # 0 podemos dividir todos os termos da equacéo (1.1) por a e obtemos

2 b 0 b
T ) (1.2)
a a a a a a

Agora vamos completar o quadrado para transformar o lado esquerdo da equagdo (1.2) em uma
expressdo que possa ser resolvida facilmente.

b
Somando e subtraindo (Z)Z dentro da equagdo (1.2) obtemos as seguintes equagdes equivalentes

2+l (L (L 2+£—0<:>x2+9x+b—z—£+5—
a 2a 2a a_ a 402 4g2 g~

o (s b 2 —dac
2a 4q?
UL b? — 4ac
20 402
-b+ Vb2 —4ac
o x=
2a
—b+ Vb? —4dac —-b— Vb2 —4ac _ ) . )
Portanto x; = —,  © X, = —,,  sdo as raizes da equacdo como queriamos
demonstrar. O

Equagoes de graus superior a dois exigem técnicas mais sofisticadas, como as férmulas de Cardano
para equacdes ctibicas e o método de Ferrari para equacdes qudrticas apresentadas nas se¢des seguintes.
No século XIX, Abel e Galois demonstraram que néo existe uma solugéo geral por radicais para equagdes

de grau cinco ou superior, marcando um divisor de 4guas no estudo das equagdes algébricas.



1.3 Equacdes Algébricas 20

1.3.3 A Fo6rmula de Cardano

As equagdes ctibicas da forma ax> +bx?+cx+d =0, coma # 0, foram um desafio para matemdticos do
século XVI. A solugdo foi encontrada por Scipione del Ferro, mas foi divulgada por Gerolamo Cardano
em sua obra Ars Magna (1545). O método baseia-se em uma substitui¢do que elimina o termo quadratico.

Sem perda generalidade vamos considerar a equacdo ctibica
X4y’ +ex+d=0, (1.3)

com a = 1 (se for a # 0, basta dividir a expressdo por a).
Agora substituindo x por y + h na equacdo (1.3) obtemos
(y+h)P+by+h?+cly+h)+d=0e v +3y°h+3yh® + B* + b(y* + 2yh + K*)cy + ch+d = 0
& v +3y°h + 3yh® + 1® + by + 2byh + bh* + cy +ch+d =0
& 1P+ (Bh+b)y* + (Bh* + 2bh + o)y + (I + h?b + he + d) = 0.

Pondo h = —%, na expressdo acima, temos que

P’ +ex+d=1yP +py+q=0 (1.4)
nde x = _E —C_b72e —zibs_%_’_d
Ea A A A

Portanto para achar as raizes de (1.3) basta achar as raizes da equagdo
Y +py+q=0, (1.5)
e delas subtrair g
Considerando u e v duas novas varidveis, e fazendo em (1.5) y = u + v obtemos
0= (u+v)3+p(u+v)+q
=1’ + 30?0+ 3uv® + 0 + pu+po +q
=W+ + q) + u(Buv + p) + v(3uv + p)

=W+ + q) + (u+v)(Buv + p). (1.6)
Segue entdo que cada solugdo (u,v) do sistema
{ w+0d=—g
u-v= —g
também é uma solucdo da equagdo (1.6) e dai uma solugdo da forma y = u+v de (1.5). Note que elevando

a segunda equagdo do sistema anterior ao cubo, (1, v) continua sendo solugédo, logo obtemos

b +0v3=—q

3
3..3__P
ud v >

3

Por outro lado, perceba que u® e v* sdo solugdes da equagdo quadratica

3

2 _r _
z-+qz > 0 (1.7)

Resolvendo a equacao (1.7) obtemos que as solugdes sao
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2 3 2 3
__ 9 9 P __1_ /9 P
s R T A A VA

Podemos supor que 13 = z; e ¥°® = z,, denotando a raiz ctbica de z; e z; respectivamente por /z1 e
lucoes de u® = a
Z; as solugdes de u® = z; sdo

Nz, wRz e w iz,

-1+iV3 . )
onde w = ———— é umas das raizes ctubica da unidade.

Analogamente as solugdes para ® =2, sdo

Nz2, wRza e Wiz,

logo o sistema admite as seguintes solu¢des
U = Nz, v = Nz
Uy = WANZ1, U2 = WZo

uz = w*z1, v3 = Wza.

Temos, entdo que a equagao y° + py + g = 0 tem solugdo

_ B I SN 1 A I
yl—l/l1+"01—¢ 2+ 4+27+¢

_ S TR BV AN B D D
yz—u2+vz—w\J 2+ 4+27+w\l > 4+27 (1.9)

2 3 2 3
_ _.2°_19 .p I A
y3_u3+03_w\l 2+ 1 +27+wJ > 1 +27. (1.10)

Essas sdo as férmulas de Cardano. Podemos entdo enunciar o seguinte

N =
|
+

4 27 (18)

Teorema 1.3. As raizes do polindmio ciibico p(x) = x> + bx? + cx +d = 0, sdo dadas por (1.8), (1.9) e (1.10) sendo
-1+iV3
w=——F—

Exemplo 1.3. Resolvamos a equagdo ctbica x° — 6x? + 11x — 6 = 0.

Vamos eliminar o termo do segundo grau do polinémio fazendo x = y + 2.
(y+2)°-6(y+2)°+11(y+2) =0 P +62 + 12y +8—6y> —24y —24+11y+22-6 =06 3’ —y =0

onde p = —1 eq = 0. Logo usando as férmulas de Cardano temos
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Dai y; = 0.
Sabendo que w = _1%“/§ew2 = %ﬂ/gobtemos
e R A A e T e S A AR B |
A R 3 2 3
€ como ?z?ztemosz
_(F1#iV3) iV3  (-1-iV3) [ iV3) V3437 iV3+32 6 _,
R 3 2 3 )77 6 6 6
Portanto y, = -1
Analogamente,
(—1—1'«/5) i3 (—1+i\/§> (1\5) —iV3-32 iV3-32 62
]/3= _ - — 4+ _ . E— = + = = —1 :1

2 3 2 3 6 6 6

Logoys = 1.

Fazendo a substitui¢do x = y + 2 temos

X1=y1+220+2:2
x2:y2+2:—1+2:1

X3=y3+2=1+2=3

Portanto as raizessdo 1,2 e 3.

1.3.4 Equacgdes do 4° Grau

Para equagdes de quarto grau da forma ax* + bx® + cx? +dx +e = 0, Lodovico Ferrari, aluno de Cardano,
desenvolveu um método baseado na redugdo a uma equacéo ctbica auxiliar.

Novamente sem perda de generalidade vamos supor que a equacao algébrica esteja na forma
px) =x*+bx° + cx® +dx +e. (1.11)

Para encontrar as rafzes fazemos p (x) = 0, isto &,

b+ +dxte=00xt +bx’ = — (X’ +dx +e)
, 2,2 P ~
somando e subtraindo &= no lado esquerdo da tltima equacéo temos que
b bPx? b?x?

2
x4+bx3+T—T=—(cx2+dx+e) & (x4+bzx) =—(cx2+dx+e)+T (1.12)
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Agora somando y2 + 2y (x2 + %) em ambos os lados da equagdo (1.12) temos

b\’ bx & bx
2 2 2 - _ 2 _ oy — 2 2
<x+2) +y +2y(x+2> <4 c)x dx—e+y +2y(x+2>

que equivale a

b ? b
[(x2+ 2x> +y] = (2y+ T —c) P+ (yb—d)x+ (y* —e). (1.13)
Para que o lado direito da equagdo (1.13) seja um quadrado perfeito devemos determinar os valores
de y que fardo essa transformacao.
Para isso ocorrer o discriminante do segundo membro da equacdo (1.13) deve ser nulo, ou seja,

(yo—d)’ —4- (2y+%2—c> - (y* —e) =0. Assim,

b —2ybd +d* — 8y +b* —4c)- (P —e) =0 &
y2b* — 2ybd + d* — 8y° + 8ye — y*b* + bPe + dyPc —dce = 0 &
—8y° +4cy* — (2bd - 8e)y — (dec —eb?* —-d*) =0 &

8y> — 4cy* + (2bd — 8e) y + (4ec — eb® — d*) = 0. (1.14)

Escolhendo y como sendo uma das raizes de (1.14), a equagado (1.13) nos fornece, tomando « e f8

convenientes, a seguinte igualdade

{<x2+ b;) +y}2 = (ax+p)’, (1.15)
e resolvendo essa equagdo, obtemos
<x2+b2x> +y=(ax+p) ou (x2+l129c> +y=—(ax+p).
Segue que a equagdo (1.11) é equivalente a equagao (1.15) e portanto reduzimos a resolu¢do de uma

equagdo de grau 4 na resolugdo de equagdes de graus dois e trés. A partir deste ponto, basta proceder

como feito nas se¢des anteriores.

Exemplo 1.4. Resolvamos a equacdo x* — 10x® + 35x% — 50x + 24 = 0.
Determinaremos y satisfazendo a equacao (1.14) anterior. Temos que b = =10, ¢ = 35,d = =50, ¢ = 24,

logo a equacdo (1.14) tem a forma

817 —4-(35) y? + (2 (~10) - (~50) — 8 - 24) y + (4 .24.35-24 - (~10)? - (—50)2) —0e

8y° — 140y + 808y — 1540 = 0 & 2y° — 354> + 202y — 385 = 0.

Utilizando as férmulas de Cardano vistas anteriormente, verificamos facilmente que y = 7 é solucdo

desta equacdo. Para este valor de y a equagdo (1.15) tem o seguinte formato
[( - 5x) + 7] = 4% — 20x + 25 = (2x — 5)°.
Obtemos assim as seguintes equagdes quadraticas
¥ -5x+7=2x-5 ¢ x¥>-5x+7=—(-2x—5)

cujas raizes nos fornece as raizes da equagdo proposta. Assim usando a Férmula de Bhaskara encontra-

mos as raizes, 1, 2, 3 e 4, da equagdo inicial.
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1.4 Teorema de Abel-Ruffini e a Impossibilidade de Solucdes Gerais

para Polinémios de Grau > 5

O estudo das equacdes algébricas foi um dos desafios centrais da matematica desde a antiguidade,
levando ao desenvolvimento de métodos para encontrar solugbes exatas para equagdes polinomiais.
Durante séculos, matemdticos buscaram generalizar as férmulas de resolugdo para equagdes de graus
superiores a quatro, o que culminou na demonstracdo de que, de modo geral, ndo existe uma solugdo
algébrica para equagdes de grau maior ou igual a cinco. Esse resultado é conhecido como o Teorema
de Abel-Ruffini, estabelecido por Niels Henrik Abel no inicio do século XIX, apés tentativas parciais
de demonstragdo feitas por Paolo Ruffini no final do século XVIII (Biglia, 2019). Esse teorema afirma
que ndo hd uma férmula geral que expresse as raizes de um polinémio de grau cinco ou superior, em
termos de radicais, diferentemente do que ocorre com polind6mios de grau menor, para os quais existem
férmulas fechadas , ja4 demonstrados no nosso texto.

Desde a antiguidade, matematicos babilonios e gregos ja resolviam equagdes quadréticas utilizando
métodos geométricos. No século XVI, o avango mais significativo ocorreu com Girolamo Cardano, que
publicou no Ars Magna, um método para resolver equagdes ctibicas e qudrticas, a partir de trabalhos
anteriores de Scipione del Ferro e Niccolo Tartaglia. Seu discipulo, Ludovico Ferrari, expandiu essas
ideias para equagdes de quarto grau, dando um grande salto na teoria das equagdes algébricas (Costa,
2020). No entanto, apesar dessas conquistas, a busca por uma férmula geral para equacdes de quinto
grau ou superior se mostrou infrutifera, levando a conjectura de que tais equagdes ndo seriam resolviveis
por radicais. Esse problema motivou diversos matematicos a investigar as propriedades estruturais dos
polindmios e suas raizes, preparando o terreno para o trabalho de Abel e Galois (Xavier, 2022).

A primeira tentativa formal de demonstrar a impossibilidade de resolugdo por radicais foi feita
por Paolo Ruffini em 1799. Em seu trabalho, ele apresentou uma argumentagdo baseada na teoria das
permutagdes das raizes dos polindmios, mostrando que para equagdes de grau cinco ou superior néo é
possivel encontrar uma solucdo fechada expressa por radicais. No entanto, sua demonstragdo continha
lacunas, sendo considerada incompleta pela comunidade matemaética da época (Biglia, 2019). Apenas
em 1824, Abel forneceu uma demonstragdo rigorosa, no que ficou conhecido como o Teorema de Abel-
Ruffini. Ele mostrou que qualquer tentativa de expressar as raizes de um polindmio de grau cinco ou
superior em termos de operacdes algébricas e radicais, falha devido a estrutura das permutagoes das
raizes dessas equagdes (Zambrano, 2017).

A teoria desenvolvida por Abel abriu caminho para uma abordagem mais profunda, posteriormente
refinada pelo jovem matemético francés Evariste Galois. Em 1830, Galois revolucionou o estudo das
equagdes algébricas ao introduzir a Teoria dos Grupos, fornecendo um critério rigoroso para determinar
se uma equagdo polinomial pode ser resolvida por radicais. Ele mostrou que as propriedades algébricas
das equagdes polinomiais podem ser analisadas por meio das simetrias das suas raizes, organizadas em
estruturas conhecidas como grupos de Galois (Xavier, 2022). Se o grupo associado a um polindmio for
soltvel, entdo suas raizes podem ser expressas por radicais; caso contrdrio, ndo ha solugdo algébrica

geral para o polindmio. Essa descoberta marcou o inicio da 4lgebra abstrata moderna e consolidou a
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compreensdo estrutural das equagdes polinomiais (Costa, 2020).

Uma consequéncia direta do Teorema de Abel-Ruffini é que, embora existam equagdes de quinto
grau que possam ser resolvidas por radicais, ndo hd um método universal que funcione para todas
as equagdes desse grau. Algumas equagdes especificas podem ser solucionadas por meio de técnicas
alternativas, como a decomposicdo em fatores menores ou substitui¢des algébricas especificas. Um
exemplo é o método da transformacdo de Martinelli, que permite reescrever certas equagdes de quinto
grau em formas que podem ser resolvidas por meio de radicais, desde que apresentem uma estrutura
favoravel para tal abordagem (Biglia, 2019). Contudo, a inexisténcia de uma férmula geral implica que,
na maioria dos casos, as raizes dessas equagdes precisam ser encontradas por métodos numéricos ou
fungdes especiais, como fungoes elipticas (Zambrano, 2017).

A impossibilidade de resolver equagdes polinomiais de grau superior a quatro por radicais teve
um impacto profundo na matemadtica. Primeiramente, levou ao desenvolvimento da Teoria Algébrica
dos Numeros, que investiga propriedades estruturais das solu¢des de equagdes polinomiais dentro de
extensdes algébricas. Além disso, teve implica¢cdes fundamentais na fisica e na engenharia, onde a
necessidade de encontrar solu¢des aproximadas para equagdes diferenciais complexas motivou o desen-
volvimento de métodos numéricos sofisticados, como o método de Newton e técnicas de interpolagdo e
aproximacao polinomial (Costa, 2020).

No contexto matemadtico contemporaneo, os estudos sobre equagdes polinomiais continuam sendo
fundamentais para a criptografia, onde a seguranca de sistemas baseia-se na dificuldade de resolver
certos tipos de equagdes polinomiais em corpos finitos. Além disso, na mecanica quantica, a resolucao
de equagoes diferenciais que modelam o comportamento de particulas subatdémicas frequentemente
envolve a andlise de polindmios de alto grau, refor¢cando a relevancia dos resultados obtidos por Abel,
Ruffini e Galois (Xavier, 2022).

Diante do exposto, o Teorema de Abel-Ruffini representa um marco no desenvolvimento da ma-
temdtica, pois estabeleceu limites precisos para a resolucdo de equagdes polinomiais e abriu caminho
para novas areas de pesquisa, como a Teoria de Galois, a Algebra Moderna e a Teoria Algébrica dos
Ntmeros. Seu impacto transcende a matematica pura, influenciando a computagéo, a fisica e a en-
genharia. Assim, a busca por solugdes algébricas de equagdes polinomiais ndo apenas impulsionou
o desenvolvimento da teoria dos grupos, mas também levou a uma compreensdo mais profunda da
estrutura matematica subjacente a diversos fendmenos naturais e tecnoldgicos (Biglia, 2019; Zambrano,

2017; Costa, 2020; Xavier, 2022).



Capitulo 2

Teorema Fundamental da Algebra e

suas Principais Consequéncias

Neste capitulo, serd apresentado o Teorema Fundamental da Algebra, resultado central no estudo
das equagdes polinomiais, cuja importancia principal estd no fato de garantir a existéncia de raizes
complexas para todo polindmio ndo constante. A partir desse teorema, serdo exploradas algumas de
suas principais consequéncias, como as propriedades das raizes dos polindmios e as Rela¢des de Girard.
Tais conceitos fornecerao as bases teéricas necessdrias para o desenvolvimento dos métodos numéricos

abordados no préximo capitulo.

2.1 O Teorema Fundamental da Algebra
Comegaremos esta secdo enunciando o famoso Teorema Fundamental da Algebra, apresentado pela
primeira vez por Gauss em sua tese de doutorado.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio nio constante com coeficientes complexos

possui pelo menos uma raiz complexa.

A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada na referéncia [14]. Uma consequéncia imediata

deste Teorema é o Teorema 2.2.

Teorema 2.2 (Teorema do Resto). Dado um polinémio p(x) e um niimero a € C, o resto da divisio de p(x) por

(x =) éigual a p(r).
Demonstragdo. De fato, dividindo o polinémio p(x) por (x — r) obtemos
p(x) = (x =7) - q(x) + R(x) 21)

onde ¢(x) é o quociente e R(x) é resto. Como o grau de R(x) deve ser menor que o grau de (x —r), que
tem grau 1, temos que R(x) deve ser uma constante, ou seja, R(x) = R.

Agora, substituindo x = r na equagdo (2.1) obtemos:

p(r)=(r—1)q(r)+R=0+R=R



2.1 O Teorema Fundamental da Algebra 27

Portanto, o resto da divisdo de p(x) por (x — 1) é p(r), o que conclui a demonstragao. O

Uma consequéncia direta do Teorema do Resto é que um polindmio p(x) é divisivel por x —r se, e
somente se, ¥ for uma raiz de p(x) , ou seja, se p(r) = 0. Este resultado permite fatorar polinémios ao

encontrar suas raizes, um processo fundamental para a resolugdo de equagdes algébricas.

Coroldrio 2.1. Um niimero r € C é raiz de um polindmio p(x) se, e somente se, (x — r) é um fator de p(x), ou seja,

p(x) pode ser escrito como p(x) = (x — r)q(x).

Demonstragio. Se a é uma raiz de p(x), entdo p(r) = 0. Pelo Teorema do Resto, sabemos que o resto da
divisdo de p(x) por (x —r) é p(r). Logo, se p(r) = 0 concluimos que R(x) = 0, o que implica que p(x) é

divisivel por (x — r), isto é, existe um polindmio g(x) tal que

p(x) = (x = )g(x).

Assim, (x —a) é um fator de p(x).
Reciprocamente, se (x — ) é um fator de p(x), entdo existe um polindmio g(x) tal que p(x) = (x —r)g(x),

substituindo x = r na equagdo, temos

p(r) = (r=1)q(r) = 0.
Logo r é uma raiz de p(x), o que conclui a demonstragéo. m]

Teorema 2.3. Todo polindmio p(x) de grau n pode ser fatorado na forma p(x) = a(x — x1)(x — x2)(x — x3) ... (x = xy,),
sendo a o coeficiente do termo de maior grau de p(x) coma € C e x1, X, X3, -+, X, raizes complexas de p(x).

Além disso, esta fatoragdo é tinica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstragio. De fato, pelo Teorema Fundamental da Algebra o polinémio p(x) possui pelo menos uma
raiz x; € C; por outro lado se x; é raiz de p(x) pelo Coroldrio 2.1 podemos escrever p(x) = (x — x1)q(x),
onde g(x) é um polinémio de grau n — 1. Aplicando novamente o Teorema Fundamental da Algebra
para o polindmio g(x) ele nos garante que g(x) possui pelo menos uma raiz x, € C e pelo Corolario 2.1
podemos escrever g(x) = (x — x)s(x) onde s(x) é um polindmio de grau n — 2. Repetindo este processo
recursivamente, chegaremos a um polindémio de grau zero, ou seja, a um poliné6mio constante. Tal
polinémio na realidade é o coeficinente lider do polinémio p(x). Assim, fazendo todas as substitui¢des,

vemos que o polindmio p(x) pode ser expresso na forma
px) =a(x — x1)(x — X)X — x3)--- (X — x).

Para demonstrar a unicidade dessa decomposi¢do, suponhamos que p(x) possui duas decomposicdes

distintas

p(x) =alx — x1)(x — x)(x — x3)---(x — xy)

7 ’ ’ ’ /
) =a'(x — X - Bx — x5) -+ (x = x).
Comparando em ambas as expressdes os termos de maior grau concluimos que a = a’. Logo, temos:

(= x)(x = ) = x3)---(x = x) = (0 - K1) - x2)(x = x5)---(x - x). 22
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Fazendo x = x; dos dois lados da igualdade acima obtemos
0=(x1 — 1)1 — 221 = X'3) - (x1 — x'n).

Assim, pelo menos um dos x'1, x'5, x'3, ---, x’, deve ser igual a x;, podemos supor sem perda de

generalidade que x’; = x;. Segue entdo de (2.2) que
(x = x)(x = 2)(x — x3) - (x — x) =(x — x)(x = K)(x — K3)c(x = xy)

Como o fator (x — x1) é comum aos dois lados, a igualdade é verificada se, somente se, os polindmios

obtidos cancelando (x — x1) em ambos os lados sdo iguais. Logo, teremos
(= x)(x = x3)--(x = x) = (¥ = X)(x = ¥'3)e- (¥ = X).

Aplicando repetidamente o mesmo argumento, podemos eliminar, em cada passo, um par de termos
iguais em cada lado da igualdade. Desta forma fica estabelecida uma correspondéncia entre os termos

das duas fatoragdes e daf concluimos que ela é tinica a menos da ordem dos termos. m]

Uma consequéncia imediata desse teorema é que um polindmio de grau n possui exatamente n
raizes complexas, porém nada nos garante que elas sejam todas distintas. Por exemplo, o polindmio
p(x) = x> —2x +1 = (x — 1)? possui 0 1 como sua tnica raiz, neste caso chamada de raiz dupla. Isto nos

leva a seguinte definigdo.

Defini¢do 2.1. Sejam p um polindmio ndo consante e » uma raiz de p. Dizemos que r é uma raiz de

multiplicidade k se p puder ser escrito da forma

p(x) = (x = ()
com g(a) # 0.

Assim, se p for um polindmio de grau n e x1, X2, ..., %, (m < n) forem todas as raizes distintas de p,

entdo ele podera ser fatorado como
p() = a(c = x1)" (v = x2) - (= 2) "

sendo a o coeficiente lider de p e 1 < k; < n a multiplicidade da raiz x;.

Em geral, a multiplicidade de uma raiz afeta o comportamento do grafico do polindmio. Se uma
raiz possui multiplicidade fmpar, o grafico da fun¢do cruza o eixo x nesse ponto. Se a multiplicidade
for par, o gréfico toca o eixo x e retorna sem atravessa-lo. Essa caracteristica é crucial na andlise do
comportamento de fung¢des polinomiais e na determinagdo da natureza de suas solugoes.

Finalizaremos esta se¢do com alguns resultados interessantes sobre as raizes de um polinémio. O
primeiro deles nos dird que as raizes complexas de um polindmio com coeficientes reais aparecem aos

pares.

Exemplo 2.1. O polinémio x> — 5x* + 8x — 4 pode ser fatorado como (x — 1)(x — 2)*.
Primeiramente note que x = 1 é raiz do polindmio pois p(1) = 0 daf o polindmio é divisivel por x — 1.
Fazendo essa divisdo encontramos como quociente o polindmio x? — 4x + 4 que é um quadrado perfeito

da forma (x — 2)%, logo x° — 5x% + 8x — 4 = (x — 1)(x — 2).
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Teorema 2.4. Se p(x) é um polindmio com coeficientes reais e r € C é uma raiz de p(x), entdo o conjugado complexo

de r, denotado por ¥, também é uma raiz de p(x).

Demonstragio. Sejap (x) = a,x" +a, X" V4. +ajx+ayum polindmio de grau n com coeficientes reais, ou
seja,a; € Rparai =0, 1, ...,n e suponha que r € C seja uma raiz de p(x), ou seja, p(r) = 0. Observando

que o conjugado de uma soma ou produto é a soma ou produto dos conjugados segue-se que

p(r) = ayr™ + ay "L+ -+ gy + 4y

=@+ ap " v mr+ 0y

=0 P 4+ B P+ T T+

Sabemos por hipétese que os coeficientes ag, a1, -- ,a, sdo reais logo a; = a; para cadai = 0,1,--- ,n.

Portanto, resulta da expressdo acima que

p(r) = p().
Mas como r é raiz de p(x), temos que p(r) = 0 e consequentemente p(7) = 0. Isto mostra que o conjugado

7 é também raiz do polindmio p(x). m]
Uma consequéncia imediata deste resultado é dada pelo corolério a seguir.
Coroldrio 2.2. Todo polindmio de grau impar, com coeficientes reais, possui pelo menos uma raiz real.

Quando um polindmio tem coeficientes inteiros, suas raizes racionais obedecem a uma propriedade

. . . . . a . s oA .
chamada Teorema da Raiz Racional, que afirma que se um ndmero racional — for uma raiz do polinémio
p(x) = a,x" + Ay X"+ -+ a1x + ap, entdo p deve ser um divisor do termo independente 4y e g deve ser

um divisor do coeficiente lider a, (Cardoso, 2022).

Teorema 2.5 (Teorema das Raizes Racionais). Considere um polindmio p (x) = ayx" +a,_1xX" 1 +. .. +a1x+ao,
.. . . a . .

onde os coeficientes ay, ay, . . .,a, sdo inteiros (a; € Z) e a, # 0. Se r = — é uma raiz racional de p(x), com a e 8

inteiros primos entre si (mdc (o, ) = 1) e B # 0, entdlo 0 numerador a da raiz r é divisor de ay, e o denominador

B ¢é divisor de ay,.
Demonstragio. De fato, fazendo x = r obtemos
n n-1
p<a)—a (a) +a 1(04) +---+a1<a>+a0—0
= Up n— = U
p p p p
Multiplicando ambos os lados da equagédo acima por " para eliminarmos os denominadores obtemos
A" + a, 10" B+ L+ aap + " = 0. (2.3)

Note que todos os termos da equagdo (2.3) sdo inteiros pois 1,4z, ,a, € Z e a,f € Z. Agora

rearranjando, temos
a- (a2 '+ a2 B+ -+ ) = —app”
Denote S = a,_1a" 2 + -+ - + a1 f""!. Assim a equagdo acima se torna

a-S= —uoﬁ”.
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Como a divide o lado esquerdo da equagéo (« - S), ele também deve dividir o lado direito (—aof"). Como
a e f sdo primos entre si segue que a divide a9 0 que conclui uma parte da demonstragdo. De maneira

analoga, reescrevendo a equagdo (2.3) como
B+ (an1a™ + a0 2B+ +agf"t) = —aua”
Denote por T = a,_1a"! + a,.0a"2q + ... + apf"~!, assim a equagéo se torna
B-T=—-a,a".

Logo p divide —a,a" e novamente pelo fato de a e f serem primos entre si segue que  divide a, concluindo

assim a demonstragéo. O

O estudo das propriedades das raizes de um polindémio possui aplica¢des em diversas dreas . No
contexto da Algebra Linear, as raizes de um polindmio caracteristico determinam os autovalores de uma
matriz. Em Andlise Complexa, a distribuic¢do das raizes de polindmios é um tema central para o estudo

da teoria dos Sistemas Dindmicos (Camargo, 2024).

2.2 Relag¢des de Girard

As relagoes de Girard constituem um conjunto bastante interessante de equagdes que relacionam as
raizes de um polindmio com seus coeficientes. Introduzidas pelo matematico francés Albert Girard no
século XVII, essas relagdes sdo amplamente utilizadas em teoria algébrica, servindo como ferramenta
essencial na determinacédo de propriedades dos polindmios sem a necessidade de resolver suas equacdes

explicitamente (Rosenthal, 1990).

Proposicdo 2.1. (Relagdes de Girard) Considere o polindmio p(x) = a,x" + A1 X"V + -+ ag, com coeficientes

ay,...,0n € R, a, #0en > 1. Sexy,...,x, sdo as raizes de p(x), entdo valem as seguintes relagdes:

An-1

X1+xp+--+Xx, = — ,
an
ap-2
X1X2 + X1X3 + -+ + X1 Xy = ,
an
ap-3
X1X2X3 + X1X2X4 + ¢+ + Xp2Xp1Xn = — ,
an

a0
X1+ Xy = (=1)"—.
"

Demonstragio. Pelo Teorema 2.3, podemos escrever o polindmio p(x) na forma fatorada como

p(x) = an(x — x1)(x — x2) ... (x — xp).

Aplicando a propriedade distributiva, reduzindo os termos semelhantes e reordenando os termos do

polinémio, temos que
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n n
p(x) = a(x" — x" Z x; +x"2 Z XiXj — X3 Z XiXjxg + -+ (=1)" H Xi). (2.4)
i=1 i=1

i<j i<j<k
Agora dividindo ambos os lados da equagéo (2.4) por a, obtemos

n

n
Ap—1 4 Ap-2 ,_ ap _ _ _
x"+"—x”1+"—x”2+-~~+—:x”—x”1E xi+x”22 xixj—x"3 E xz-x]-xk+~--+(—1)“Hx,'.
a, a, a, . — < ,
i=1 i<j i<j<k i=1

Por fim comparando os termos semelhantes do polin6mio, obtemos as igualdades desejadas, que cons-

tituem as Relag¢des de Girard. O

As relagdes da proposi¢do acima estabelecem uma conexdo entre as raizes e os coeficientes de uma
equagcdo algébrica mesmo ndo conhecendo essas raizes; estas relagdes nos permitem também determinar

uma equacdo conhecendo apenas suas raizes.

Exemplo 2.2. Considere a equagdo 3x> — 5x% + 2x — 8 = 0. As raizes x1, X, e X3 satisfazem

Xy 42Xy 4 xz = 2l S0
1+X+X3 = =-—F =3
a, 3 3
Ap-2 2
X1X2 + X1X3 + XpX3 = = =
ay 3
XXX ap -8 8
1X2X3 = — = —— = 3.
ay 3 3

Exemplo 2.3. Vamos determinar um polindmio cujas raizes sdo x; =2, x, = 3 e x3 = 4.

O polinémio procurado é do 3° grau e pode ser escrito da forma
— 3 2
p(x) = x° + arx” + mx + ap,

Pelas Relagoes de Girard, os coeficientes sao dados por

X1+Xp+X3 = —dp
X1X2 + X1X3 + Xp2X3 = a1
X1X2X3 = —dp.

Substituindo os valores
2+3+4=9=a,=-9

2:34+42-4+3-4=6+8+12=26=a; =26
2-3-4=24=q9=-24.
Portanto, o polindmio procurado é
p(x) =x% — 9x% 4+ 26x — 24.

As Relagdes de Girard possuem grande importancia na resolugao de equacdes algébricas , em especial
quando o grau é maior ou igual a cinco, pois ndo existem férmulas gerais que fornecam todas as raizes
por radicais nesse caso. Essas relagdes permitem associar os coeficientes de um polindmio com somas
e produtos das raizes, o que podem ser usadas em combinagdo com outras técnicas para facilitar a

localiza¢do dessas raizes.



Capitulo 3

Métodos Numéricos para a Localizacao

de Raizes de Polinomios

Neste capitulo, abordaremos alguns métodos numeéricos utilizados para a localizagdo de raizes reais
de polinémios. Além de apresentar os fundamentos tedricos e exemplos praticos, este capitulo também
servird de base para a proposi¢do de uma sequéncia didética que serd discutida posteriormente, com o
intuito de testar a aplicabilidade dos conceitos no contexto educacional do Ensino Médio. Essa iniciativa

visa proporcionar uma ponte entre a matematica tedrica e a pratica pedagogica.

3.1 Cotas Superiores e Inferiores para Raizes Reais

Cotas superiores e inferiores para as raizes de um polindmio desempenham um papel essencial tanto
na teoria quanto na aplicacdo pratica da algebra. Essas cotas fornecem regides nas quais as raizes reais
de um polindmio estdo localizadas, permitindo que matemaéticos e cientistas abordem problemas que

envolvem a solugdo de equagdes polinomiais com mais eficiéncia.

Teorema 3.1. Seja A = max {|a1|,|az|, ..., |anl}, onde ay sdo coeficientes do polindmio p (x) = ayx" + a,1x" 1 +
...+ai1x+ag. Entdo, os médulos de todas as raizes xy, comk =1, 2, - -+ ,n, de p(x) = 0 satisfazem a desigualdade
A
|xk| < 1 + '
lax|

ou seja, no plano complexo, todas as raizes estdo localizadas no interior do circulo centrado na origem, de raio

Demonstragio. Suponha [x| > 1. A partir da defini¢do do polindmio p(x), temos
p(x) = apx" +a, X"+ L+ agx + ay.
Aplicando o médulo em ambos os lados e usando a desigualdade triangular, obtemos

-1 -2
PG| = lanl " = (01l "™ + I B2+ -+ Jaol)
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Note que o termo entre parénteses pode ser majorado por A - (|x|”‘1 + |x|”‘2 +oo 4 1), onde A =

max {|a1|, |az|, ..., la,l}. Assim, temos
[p0] 2 lanl " = A (| 2 1))

Agora observando que

n —
I S P - et SRVINIS|
x| -1
Segue que
X" -1 A
o] > o = 4 B (- )
logo,

A
’p(x)| > [x[" <|11n| - |x|—1> .

Para garantir que |p(x)| > 0 na desigualdade acima, é necessdrio que

|11 |>L
n |x|_1/

reorganizando, obtemos a condicdo

A A
Xl-1>— o kx>1+—.
|| |2, |

. A . .
Portanto, os valores de x que satisfazem |x| > 1 + il ndo podem ser raizes do polindmio p. Con-
an
cluimos, entdo, que todas as raizes x; de p satisfazem a relagdo

A
lxel < 1+ —.
|z,

O

Este resultado é 1til na andlise e localizagdo de raizes de polindémios, pois fornece uma cota superior

para o médulo de todas as raizes no plano complexo.

Corolério 3.1. Considere a equagdo algébrica de grau n: p(x) = 0, onde p (x) = a,x" + Ap X" L+ 4 ayx + ag,
com a, # 0. Seja B = max{|ao|,|ai|, - ,|an-1l}. Entdo, todas as raizes x, comk =1, 2, --- ,n de p(x) = 0
satisfazem a relagdo:

B
<l <1+ —

_1
1+ E |2
|,

Isto significa que as raizes de p(x) estdo localizadas no anel definido por r < |x| < R, sendo

- S . . - 1 . .
Demonstragio. Para simplificar a andlise, realizamos a substitui¢do x = —, o que transforma o polinémio
Yy

p(x) num outro polindmio que denotaremos por q(y)

(5) = (5) + (5)
pl— ) =au| — +a,-1 | — + -+ 4y
Y y Y
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Multiplicando a igualdade anterior por y", obtemos o polindmio q(y)
qy) = any" + a1y + - +ayy +ao.
Pelo Teorema 3.1, as raizes y; de q(y) satisfazem a desigualdade:

B
1+ —.
=1 g

e como x; = —, temos
Yk

7

x| = m

assim, invertendo a igualdade anterior obtemos os valores para |x|

1 B

— B Slxk|sl+ﬁ

1+ — i
lax|

Portanto, todas as raizes de p(x) = 0 estdo contidas no anel definido pelos reais r e R. m]

As cotas das raizes reais de um polinémio sdo fundamentais para restringir a regido de busca de
solugdes numéricas. A Regra de Lagrange é uma das principais ferramentas utilizadas para estabelecer

esses limites.

Teorema 3.2 (Teorema de Lagrange). Seja p (x) = apx” + ax™ 1+ +a,x +a,, um polindmio de grau n e

suponha ay > 0. Suponha também que ay (k > 1) seja o primeiro dos coeficientes negativos de p. Entdo, o niimero

1
BN\ T
R=1+ <> k
Ao
é uma cota superior das raizes positivas da equagio
p(x) =0,
sendo B o maior valor absoluto dos coeficientes negativos de p.

Demonstragdo. De fato, como a; é o primeiro coeficiente negativo de p segue que ag, 4y, . ..,a,-1 > 0 (note

que ja sabemos que a9 > 0). Assim, para os demais a, dx+1, . . ., 4, teremos
A, A1y -+, 0 = -B

Ja que B é o maior valor absoluto dos coeficientes negativos de p (note que se tivermos 4; < 0 entdo

a; > —B e se for a; > 0 é obvio que haverd a; > —B). Portanto, para todo x > 1 teremos
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1

px) =apx" +a1x" +--- + Ap_q "D gk

+ e +ay

n—k

>apx" + X"+ +ay,

> apx" =B (x"F + -

1 —x" —k+1
=apx" — B <

n—k+1
=a0x”—B<x 1)

n _ n—k+l

= agx — 1x x — 1

> aox" _ 1xn—k+1
xn—k+1 1

=<7 [apx* ™! (x —= 1) — B]
xn—k+1 .

> | =1 (x=1) - B|
xn—k+1

- x—1 {QO(x_l) _B}

1
Assim, seag (x — 1) =B > 0,isto é, sex = 1 + (a ) k_ = R teremos p(x) = 0. Equivalentemente, temos
0

que

= =

px) <0= x<1+<B>
aop

E em particular, todas as raizes de p(x) = 0 ir4 satisfazer

1

x<1+<B)k
ag

estabelecendo o resultado. O

Exemplo 3.1. Considere o polindmio p(x) = x> — 6x% + 11x — 6.
Vamos encontrar uma cota superior utilizando o Teorema de Lagrange.

O polindémio p(x) = x> — 6x% + 11x — 6 tem os seguintes coeficientes:
ap = 1, a = —6,&2 = 11, as = —6.

Vamos calcular o valor de B (B é o maximo dos valores absolutos dos coeficientes negativos, excluindo

o coeficiente lider ap). Portanto:
B = max (|m, las]) = max (|-6|, |-6]) = max (6, 6) =6

O primeiro coeficiente negativo ocorre no termo a; = a; = —6, logo k = 1.
Aplicando o Teorema de Lagrange obtemos

1

- 1
x<1+<B)k=1+(6) —1+6=7.
ap 1

Portanto a cota superior para as raizes positivas de p é 7.
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3.2 O Teorema dos Sinais de Descartes

Este teorema é um importante instrumento para estabelecer cotas para o ntimero de raizes positivas

e negativas de uma equagdo com coeficientes reais.

Teorema 3.3 (Teorema dos Sinais de Descartes). Considere um polindmio p (x) = a,x" +a, X" 4y xta,
onde ay,a,-1,- -+ ,ag sio niimeros reais e a, # 0. Denote por V.. (p) o nitmero de mudanca de sinal consecutivas

na sequéncia a,,ay—_, . . .,dy € por V_ (p) o niimero de mudanga de sinal da sequéncia p(—x). Entdo:

o O niimero de raizes reais positivas de p(x) = 0, contadas com suas multiplicidades, é no mdximo V (p), ea

diferenca entre V. (P) e o niimero real de raizes positivas é sempre um niimero par nio negativo.

e O niimero de raizes reais negativas de p(x) = 0, contadas com suas multiplicidades, é no maximo V_ (p), e

a diferenga entre V_ (p) e o niimero real de raizes positivas é sempre um niimero par nio negativo.
A demonstragdo desse resultado pode ser encontrada na referéncia [9].

Exemplo 3.2. Dado o polindmio p(x) = 2x* — 3x + x? + 4x — 5, vamos estimar o ntimero de raizes reais
positivas e negativas.
Os coeficientes sdo: (2,-3,1,4,-5).
Analisamos as mudancas de sinal
2 — -3 (mudancga)
-3 = 1 (mudanga)
1 — 4 (ndo ha mudanca)
4 — -5 (mudanga).
Tivemos entdo trés mudangas de sinal, logo, o ntimero de raizes reais positivas é 3, 1 ou 0 (reduzido por
multiplos de 2).

Agora, analisamos p(—x):
p(=x) = 2(=x)* = 3(=x) + (—x)® +4(—x) =5 =2x* +3x° + x> —4x -5

Os coeficientes agora sdo: (2,3,1, -4, -5).
Analisamos as mudancas de sinal:
2 — 3 (ndo hd mudanca)
3 — 1 (ndo hd mudanca)
1 — —4 (mudancga)
—4 — -5 (ndo hd mudancga).

Tivemos entdo uma mudanga de sinal, logo, o ntimero de raizes reais negativas é 1.

O Teorema dos Sinais de Descartes fornece uma maneira eficiente de estimar o niimero de raizes reais
positivas e negativas de um polindmio. Sua dedugdo baseia-se na contagem de varia¢des de sinal nos
coeficientes e na substituigdo de x por —x.

Um outro resultado utilizado para a contagem de raizes é o Teorema de Sturm.
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Teorema 3.4 (Teorema de Sturm). Dado o polindmio p(x) e um niimero real o, seja V(a) o niimero de variagoes
de sinal na sequéncia go(a), g1(a), -+, gu(a), ignorando-se os zeros, em que go(x) = p(x) e g1(x) = p’(x) e que
para k > 2, gi(x) é o resto da divisdo de gr_»(x) por gx—1(x), com sinal trocado. Se os niimeros & e B nio sio raizes

do polindmio p(x), entdo o niimero de raizes distintas de p(x) = 0 no intervalo o < x <  é exatamente V(o) — V(B).
A demostracdo desse resultado pode ser encontrada na referéncia [9].

Exemplo 3.3. Vamos determinar o nimero de raizes reais distintas do polindmio p(x) = x> = 3x* + x — 1
no intervalo [0, 3], garantindo que os extremos ndo sdo raizes do polindémio.

A sequéncia de Sturm é construida assim:
1. O primeiro termo é o préprio polindomio:

20(®) =p(x) =x* -3 +x - 1.
2. O segundo termo é a derivada do polindémio:
g1(x) = p’(x) = 3x* — 6x + 1.

3. O terceiro termo é o resto da divisdo de go(x) por g1(x):

4 2
@) = —2x- 5.

37 3
4. O quarto termo é o resto da divisdo de g;(x) por g2(x):

27
83 (x) = o

Agora, vamos calcular o ntimero de varia¢des de sinal na sequéncia nos pontos x =0 e x = 3.

Para x = 0:

0O =1, 20 =1, £0)=-2, 50=7
O ndmero de varia¢do de sinal é 3, ou seja, V(0) = 3.
Para x = 3:

2@ =2 $O=8 L@=-%, &@=5

O ndmero de varia¢oes de sinal para x = 3 é 2, ou seja, V(3) = 2.

Portanto pelo Teorema de Sturm o ntimero de raizes de p(x) = 0 no intervalo [0, 3] é dado por:
V0)-V@B)=3-2=1.

Logo o polindmio P(x) = x> — 3x2 + x — 1 possui exatamente uma raiz real no intervalo [0, 3].
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3.3 O Teorema de Budan-Fourier

Devido a complexidade computacional geralmente envolvida na constru¢do de uma sequéncia de
Sturm, para fins praticos, frequentemente se utilizam técnicas mais simples e particulares para contar o
numero de raizes reais de equagoes algébricas.

Podemos aprimorar o processo de contagem do ntiimero de varia¢des de sinal em uma sequéncia de

nimeros, introduzindo as seguintes defini¢des:

Definicdo 3.1. Considere uma sequéncia ordenada e finita de ntimeros reais (c1,c,- -+ ,¢,), onde c; # 0

ec, #0.

1. Numero Inferior de varia¢des de sinal (N_):

E definido como o niimero de mudangas de sinal em uma subsequéncia apropriada da sequéncia

dada, onde os elementos iguais a zero sdo ignorados.

2. Ntumero Superior de Variacdes de Sinal (N,):

Para determinar N, considere a sequéncia transformada onde os elementos nulos consecutivos
Ck = Ckp1 = *++ = Crsi-1 = 0, com ¢x—1 # 0 e ¢y # 0 sdo substituidos por elementos artificiais

ci(i=0,1, 2, ,1-1), tais que
581 (ciei) = (=)' sgn (cia),

onde sgn(x) denota o sinal de x.

E evidente que, caso a sequéncia original ndo contenha elementos nulos, o nimero de mudangas

de sinal (N) coincidem com os valores de N_ e N,.. De forma geral, vale a desigualdade

N_<N.,.

Teorema 3.5 (Teorema de Budan-Fourier). Se os niimeros a e b (a < b) nio sio raizes de um polinémio p(x) de

grau n, entdo o niimero N (a, b) de raizes reais da equagio p(x) = 0 localizadas entre a e b é dado por:
N(a, b) = AN -2k,

onde AN — 2k é natural, sendo AN = N(a) — N(b), onde N(x) é igual o niimero de variacdes de sinais na sequéncia

de sucessivas derivadas

p(x), P’(X)r P”(x)/ e rP”(x)/

N(a) é o niimero de variagdes de sinal na sequéncia de derivadas quando x = a e N (b) é o niimero correspondente

para x = b. Cada raiz de p(x) = 0 é contada com sua multiplicidade.
Coroldrio 3.2. Se AN = 0, entdo hd raizes reais de p (x) = 0 no intervalo (a, b).

Coroldrio 3.3. Se AN = 1, entdo existe exatamente uma raiz real de p(x) = 0 no intervalo (a, b).



3.3 O Teorema de Budan-Fourier 39

A demonstracdo do teorema de Budan-Fourier pode ser encontrada na referéncia [9].
Observacdo: Para determinar AN, utilizam-se duas expressdes baseadas no seguinte, conhecido

como esquema de Horner:

px)=co+ci(x—a)+cr(x —a) +---+ ¢, (x —a)",

p(x) =do+di (x = b) +dy (x =b)* +---+d, (x = b)".

Aqui, N (a) é o ntimero de varia¢des de sinal entre os coeficientes da primeira expansio, enquanto
N (b) é o nimero correspondente para a segunda expansdo. Como os sinais dos coeficientes cx e dj estao

associados aos sinais da sequéncia de derivadas no ponto correspondente (x = a ou x = b), segue que
AN = N(a) — N(b).

O Teorema de Budan-Fourier é uma ferramenta poderosa no estudo das raizes de polinémios, desem-
penhando um papel central na anélise e localizagdo de suas solugdes reais. Sua importancia reside na
capacidade de reduzir o esfor¢o computacional para localizar raizes, especialmente em contextos em
que métodos mais diretos, como a fatoragdo, ndo sdo vidveis. Além disso, o teorema é frequentemente
utilizado em conjunto com outras técnicas, como a Regra de Sinal de Descartes, ampliando a precisdo e
a confiabilidade na identifica¢do de intervalos que contém raizes reais. No cendrio atual, onde métodos
numéricos tém papel crucial na resolucdo de problemas complexos, o Teorema de Budan-Fourier de-
monstra como ferramentas tedricas desenvolvidas no passado continuam a fornecer uma base para
algoritmos modernos, permitindo avangos inovadores na analise de sistemas algébricos e mateméticos,
técnicos como um elo entre a matematica classica e os desafios tecnolégicos modernos. Sua aplicagdo
transcende a teoria, impulsionando avangos em dreas préticas como engenharia, ciéncia da computagéo e
modelagem econémica, onde a precisdo na localizacdo de raizes é essencial. Assim, o Teorema de Budan-
Fourier exemplifica como conceitos fundamentais continuam a inspirar solugdes criativas e eficientes

para problemas.

Exemplo 3.4. Dado o polindémio p(x) = x° — 3x* + 6x° — 5x% + 4x — 2. Note que 0 e 2 ndo sio raizes de
p(x), pois p(0) = =2 e p(2) = 18. Desta forma, é possivel calcular o ntimero de raizes reais localizadas em
[0, 2] com o Teorema de Budan-Fourier.

Calculando as derivadas do polindmio p(x)

p(x) =2 -3t +6x° —5x% +4x -2
p'(x) =5x* —12x° + 18x* - 10x + 4
p’’(x) = 20x° — 36x* + 36x — 10

P (x) = 60x* — 72x + 36
PP (x) = 120x - 72
p©(x) = 120.
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Substituindo os valores de x = 0 e x = 2 obtemos

Parax =0

p(0)=0"-3-0"+6-0°-5-02+4-0-2=0+0-0+0-2=-2
pP0)=5-0-12-0°+18-0*-10-0+4=0-0+0-0+4=4
p’(0)=20-0°-36-0*+36-0-10=0-0+0-10=-10
p""(0)=60-0*-72-0+36=0-0+36 =36
pP(0)=120-0-72=0-72=-72
p®(0) = 120.
A sequéncia de sinais para x = 0 é: (—, +, —, +, —, +). O nimero de varia¢des de sinais é 5.

Parax =2

p2)=2°-3.2+6-23-5.224+4.2-2=32-48+48-20+8-2=18
pP2)=5-2*-12-2°+18-22-10-2+4=80-96+72—20+4 = 40
p’(2)=20-2°-36-2>+36-2-10=160 - 144 +72 - 10 = 78
p”'(2) = 60-2% - 722 + 36 = 240 — 144 + 36 = 132
pP(2)=120-2-72=240-72 = 168
p®(2) = 120.
A sequéncia de sinais para x = 2 é: (+, +, +, +,+, +). O nimero de varia¢oes de sinais é 0.

Assim, temos

N(@) =5¢N(2) =0,
AN=N(0)-NQ2)=5-0=5

AN(0,2) =5 — 2k, 52k € N.

Portanto pelo Teorema de Budan-Fourier o polindmio dado possui uma, trés ou cinco raizes reais no

intervalo (0, 2).

3.4 O Método de Newton

O método de Newton é um dos métodos iterativos mais eficientes para localizar raizes de polindmios.

Teorema 3.6 (Newton). Se para x = ¢ > 0, o polindmio p(x) e todas suas derivadas p'(x), p”’(x),...,p"(x)

forem ndo negativas
P @ =0((k=0,1,2,...,1),
e p'™ (c) = nlag > 0, entdio R = ¢ pode ser considerado uma cota superior para as raizes positivas da equagio

p(x) = 0.
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Demonstragio. Para x > ¢, considerando a férmula de Taylor e a desigualdade anterior, temos

()
A0
n!

p(x)=pl)+p' @) (x—c)+... (x—0)">0.

Portanto todas as raizes positivas x, da equacdo p(x) = 0 satisfazem x, <c. O

Observacdo: Na pratica, o método de tentativa e erro é usado para identificar uma sequéncia crescente

de niimeros positivos
0<c1<cp<...<cy,
de forma que satisfacam as desigualdades
(n-1) >0 (n-2) >0 ’ >0 >0
pre) 20, p () 20, .., p  (Cn1) 20, plen) 2 0.

Esses ntimeros existem, pois, para ay > 0, temos p™ (x) — +co0 & medida que x — +co para m =
0,1,2,...,n—1. Assim podemos definir ¢ = c,.

Como p™ (x) = nlag > 0,p" Y (x) é uma funcdo crescente para x > ¢;. De forma andloga, P2 (x)
é crescente para x > ¢, e esse raciocinio aplicado sucessivamente até concluir que p(x) é crescente no
intervalo [c,—1, +oo[. Logo, para x > ¢, temos p(x) > p(c,) > 0, o que implica que x, < c;.
Exemplo 3.5. Considere o polindmio p(x) = x> — 6x% + 11x — 6. Vamos aplicar o Teorema de Newton para
determinar uma cota superior para as raizes positivas deste polindmio. As derivadas do polindmio p(x)
sdo:

P (x) =3x* —12x + 11
p’(x) =6x-12
p” (x) =6.

Segundo o Teorema de Newton, devemos verificar se p(c) > 0, p’(c) > 0, p”’(c) 2 0,...,p™(c) > 0 para
um valor positivo de c. Além disso, a derivada de ordem n p®™ (c) = nlay deve ser positiva em c.

Aplicando o Teorema de Lagrange obtemos 7 como cota superior das raizes possitivas desse po-
lindémio, agora vamos aplicar o teorema de Newton para um valor menor que 7. Podemos escolher ¢ = 4

pois satisfaz as condi¢des do teorema.

Agora avaliando o polinémio e suas derivadas no ponto ¢ = 4 temos
pd)=4>-6-42+11-4-6=64-96+44-6=6>0
pP4)=3-42-12-4+11=48-48+11=11>0
p'(4)=6-4-12=24-12=12>0
p"4)=6>0.
Como todas as condi¢des do teorema sdo satisfeitas para ¢ = 4, podemos concluir que ¢ = 4 é uma

cota superior para as raizes positivas de p(x) = 0. Assim, o Teorema de Newton garante que qualquer

raiz positiva de p(x) = 0 estd no intervalo [0, 4].

Os métodos numéricos desempenham um papel essencial na solucdo de problemas complexos,

especialmente aqueles onde métodos analiticos se mostram impraticaveis.



Conclusao

Ao longo dos capitulos, analisamos a fundamentagio teérica das equagdes polinomiais, revisitando
teoremas classicos como o Teorema Fundamental da Algebra e as Relacdes de Girard, os quais estabe-
lecem relagées essenciais entre coeficientes e raizes dos polindmios. Também discutimos o impacto do
Teorema de Abel-Ruffini, que comprova a impossibilidade de soluc¢des algébricas para polindmios de
grau superior a quatro, evidenciando a necessidade de métodos numéricos para obtengdo de solugdes
aproximadas.

O estudo realizado nesta dissertacdo permitiu uma abordagem abrangente sobre as estratégias
numéricas para a localizagdo de raizes de polindmios, unindo aspectos tedricos e praticos das prin-
cipais técnicas utilizadas na drea. Desde a formulagdo dos polindmios e suas propriedades algébricas
fundamentais até a aplicagdo dos métodos numéricos, foi possivel estabelecer conexdes entre os concei-
tos tedricos e suas aplicagdes no ensino, demonstrando a importancia dessas estratégias na matematica
aplicada e na sala de aula.

Além disso, apresentamos resultados que fornecem cotas limitantes e ferramentas que permitem a
localizagdo das raizes de polindmio.

A relevancia deste estudo para o ensino e a pesquisa matematica é significativa, pois contribui
diretamente para a compreensio de conceitos fundamentais da Algebra, Calculo Numérico e Anélise
Matematica, fornecendo um suporte tedrico para pesquisadores, professores e estudantes da area.

No ensino da Matematica, a abordagem dos métodos numéricos pode ser enriquecida com o uso de
softwares matematicos como GeoGebra, MATLAB, Python (NumPy e SciPy) e Wolfram Alpha, permi-
tindo a visualizagdo interativa das solugdes e o entendimento mais intuitivo dos algoritmos iterativos. O
ensino de fungdes polinomiais e seus métodos de resolucdo pode ser reformulado para incluir atividades

computacionais, aproximando a teoria da préatica e promovendo um aprendizado mais dindmico.
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Apéndice A

Sequéncia Didatica: Localizando Raizes

de Polindmios

A proposta apresentada nesta secdo visa trazer uma forma concreta de aplicacdo do contetido da
dissertagdo no Ensino Médio, aproximando o estudo teérico das estratégias numéricas para localizagao
de raizes de polindmios com uma prética pedagégica aplicdvel em sala de aula. A atividade foi pensada

para turmas da 2° ou 3 série do Ensino Médio.

Tempo Estimado de Aplicacao

Duracao total de 4 aulas de 50 minutos cada.

Objetivo Geral

Levar os alunos a compreender como aplicar a Teorema de Sinais de Descartes, as cotas de Lagrange

e o Teorema de Budan-Fourier para localizar e estimar raizes reais de polindmios.

Resultados Esperados
Ao final da sequéncia, espera-se que o aluno seja capaz de:
1. Determinar corretamente cotas superiores e inferiores para raizes reais de polinémios.

2. Analisar o nliimero possivel de raizes reais positivas e negativas com base na Regra de Sinais de

Descartes.

3. Refinar a localizagdo das raizes aplicando o Teorema de Budan-Fourier.
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Conteudos Abordados

Polinémios do 4° e 5° grau, Cotas superior e inferior das raizes, Teorema dos Sinais de Descartes e o

Teorema de Budan-Fourier.

Etapas da Atividade

Etapa 1: Problema Motivador

A aula tem inicio com a escrita no quadro do polindmio: f(x) = x* — 6x> + 7x* + 6x — 8. O professor
questiona os alunos: “Vocés conseguiriam dizer aproximadamente onde estdo as raizes desse polinomio
apenas olhando para ele?” A proposta é que, ao invés de resolver diretamente a equacéo , os alunos sejam
instigados a descobrir métodos para localizar suas raizes. A partir dessa indagacéo inicial, desenvolve-se

a aula.

Responda as perguntas a seguir a respeito do polindmio f(x) = x* — 6x3 + 7x* + 6x — 8.
1. Quantas raizes reais esse polindmio pode ter?

2. Vocé consegue prever se elas sdo positivas ou negativas apenas olhando os coeficientes?

Etapa 2: Aplicando o Teorema dos Sinais de Descartes

Teorema A.1 (Teorema dos Sinais de Descartes). Considere um polinémiop (x) = a,x" +a,_ X" V- agx+ag,
onde a,a,-1,- -+ , 4y sdo niimeros reais e a, # 0. Denote por V., (p) o niimero de mudanga de sinal consecutivas

na sequéncia ay, ay_1, ..., a0 e por V_ (p) o niimero de mudanga de sinal da sequéncia p(—x). Entdo:

e O niimero de raizes reais positivas de p(x) = 0, contadas com suas multiplicidades, é no maximo V. (p), ea

diferenca entre V.. (P) e o niimero real de raizes positivas é sempre um niimero par.

e O niimero de raizes reais negativas de p(x) = 0, contadas com suas multiplicidades, é no maximo V_ (p), e

a diferenga entre V_ (p) e o nilmero real de raizes positivas é sempre um niimero par.
Agora utilizando o Teorema dos Sinais de Descartes responda as perguntas que segue:
1. Quantas raizes reais positivas esse polinémio pode ter?
2. E quantas raizes negativas?

Respostas esperadas:
f(x) = x* = 6x° + 7x* + 6x — 8 = sinais: +, —, +, +,— = 3 mudancas de sinal = até 3 raizes positivas.

f(=x) = x* + 6x° + 7x* — 6x — 8 = sinais: +,+,+, —,— = 1 mudangas de sinal = 1 raiz negativa.
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Etapa 3: Determinando Cotas Atrdves do Teorema de Lagrange

Teorema A.2 (Teorema de Lagrange). Seja p (x) = apx" + a1 X"+ ..+ ay_1x + a, um polindmio de graumne
suponha ag > 0. Suponha também que ar(k > 1) seja o primeiro dos coeficientes negativos de p. Entdo, o niimero

1

BN\ T
R=1+ <> k
Y
¢é uma cota superior das raizes positivas da equagio
p(x) =0
sendo B o maior valor absoluto dos coeficientes negativos de p.

Aplique o método de Lagrange para obter uma cota superior positiva:
Passo 1: Liste os coeficientes do polindémio.

Passo 2: Identifique o primeiro coeficiente negativo.

Passo 3: Aplique a férmula: R=1 + <f) k
0

Resultados Esperados:

Temos o polindémio f(x) = x* — 6x3 + 7x* + 6x — 8

e Coeficientes: ap =1, a1 = -6, ap =7 a3 =6a4 = -8
e Primeiro negativo: a; = —6

® B =max(la],lasl) = max(]-6|, |-8|) = max (6, 8) = 8.

g\ !
e Célculo da Cota Superior das raizes positivas: R =1 + (1) =9

Etapa 4: Aplicando o Teorema de Budan-Fourier

Antes de aplicar o teorema, serd explicado em sala como calcular as derivadas do polinémio, utili-
zando regras basicas de diferenciacdo. Essa explicagdo tem o objetivo de garantir que todos os alunos
compreendam os procedimentos necessérios para aplicar corretamente o Teorema de Budan-Fourier,

mesmo que ainda nédo tenham estudado derivadas.

Teorema A.3 (Teorema de Budan-Fourier). Se os niimerosaeb (a < b) nio sdo raizes de um polinémio p(x) = 0

de grau n, entdo o niimero N (a, b) de raizes reais da equagio p(x) = 0 localizadas entre a e b é dado por:
N(a, b) = AN -2k,

onde AN — 2k é natural, sendo AN = N(a) — N(b), onde N(x) é igual o niimero de variacdes de sinais na sequéncia

de sucessivas derivadas:

p(x)/ p’(x)r P”(x)/ T rpn(x)/

N(a) é o niimero de variagdes de sinal na sequéncia de derivadas quando x = a e N (b) é o niimero correspondente

para x = b. Cada raiz de p(x) = 0 é contada com sua multiplicidade.
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Verifique quantas raizes reais existem no intervalo (0, 8):

Passo 1: Liste a funcéo e suas derivadas f(x), f'(x), f”(x), f"”/(x), f4(x).

Passo 2: Calcule os sinais de cada funcdoem x =0e x = 8.

Passo 3: Conte as variag¢oes de sinal.

Solucdo Esperada:
fx)=x*—6x°>+7x* +6x -8
f(x) = 4x° - 18x* + 14x + 6
7 (x) = 12x% — 36x + 14
f(x) = 24x — 36
fix) =24
Emx=0:

£(0) = =8 (negativo)
£'(0) = 6 (positivo)
£"(0) = 14 (positivo)
f""(0) = =36 (negativo)
F*(0) = 24 (positivo)
Note que teve trés variacdes logo N(0) = 3.
Emx=38:
f(8) = 1512 (positivo)
f'(8) = 1014 (positivo)
f"(8) = 494 (positivo)
f"(8) = 156 (positivo)
*(8) = 24 (positivo)

Nao teve nenhuma mudanca de sinal logo N(8) = 0

Resultado: 3 — 0 = 3 = Portanto o polindmio possui no méximo 3 raizes reais no intervalo (0, 8).

Etapa 5: Verificacio com um Recurso Computacional

Agora os alunos irdo determinar as rdizes do polindémio usando algum progama computacional.

Constatando que as raizes sdo -1, 1, 2 e 4. Como era esperado as raizes positivas estdo entre 0 e 8, e hd

exatamente 3 raizes positivas e uma negativa.

Etapa 6: Testando o conhecimento

O professor apresenta aos alunos o seguinte polindmio: p(x) = x° — 6x* — 2x> + 36x% + x — 30. Os alunos

deverdo, individualmente:
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1. Aplicar as cotas de Lagrange para determinar um intervalo que contenha todas as raizes reais do

polinémio.
2. Utilizar a Regra de Sinais de Descartes para estimar o nlimero de raizes reais positivas e negativas.
3. Aplicar o Teorema de Budan-Fourier para refinar a localizacdo das raizes em subintervalos reais.

4. Confirmar as raizes reais com auxilio de algum recurso computacional (como a calculadora grafica

GeoGebra, WolframAlpha ou Python).

Avaliac¢ao
A avaliacgdo serd processual e levard em conta:
e Participacgdo nas discussdes e envolvimento na resolugdo das atividades.
o Clareza e organizagdo dos cdlculos apresentados.

o Capacidade de justificar as conclusdes com base nos métodos estudados.

Recursos Necessarios

Quadro Branco, calculadora cientifica e computadores ou tabletes.

Conclusio

A atividade desenvolvida permitiu observar como diferentes métodos contribuem de maneira com-
plementar para a localizagdo das raizes reais de um polinémio. Ao aplicar o Teorema dos Sinais de
Descartes, os alunos conseguiram antecipar a quantidade de raizes positivas e negativas com base ape-
nas na andlise dos sinais dos coeficientes. Com as cotas de Lagrange, foi possivel estabelecer um limite
superior que ajudou a restringir o intervalo de busca das raizes. J4 com o Teorema de Budan-Fourier,
os estudantes puderem melhorar essa estimativa, verificando a quantidade exata de raizes reais em um
intervalo especifico. Ao final utilizou-se um recurso computacional para determinar as raizes dos po-
lindmios apenas para confirmar a veracidade de todos os resultados obtidos anteriormente, reforcando

a precisdo dos métodos estudados.
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