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‘A Matematica é a linguagem com a qual
Deus escreveu o universo.”

- Galileu Galilei



RESUMO

Neste trabalho foi realizada uma breve sintese da histéria dos nidmeros reais,

desde a Grécia antiga até as teorias mais recentes sobre esse conjunto numérico. Em
seguida, sdo detalhadas duas constru¢cdes de R: na primeira utiliza-se régua,

compasso e uma porgcao de resultados e propriedades da geometria plana; na
segunda utiliza-se a abordagem dos cortes de Dedekind fazendo uso de diversas
propriedades algébricas para definir o corpo ordenado completo dos nimeros reais.
Em consequéncia disto, é apresentado um produto educacional, em que constam
duas sequéncias didaticas e o material de apoio, para auxiliar a aplicacdo dessas
construcbes em sala de aula. Espera-se, com essas sequéncias didaticas, que seja
possivel transmitir conceitos matematicos tidos como abstratos para criancas do
ensino basico, com fundamentag¢des extremamente ligadas ao aspecto visual. Por fim,
séo discutidos os resultados das aplicacdes dessas sequéncias didaticas em salas de

aula do 9¢ ano do ensino fundamental anos finais.

Palavras-chave: construcfes geométricas; nimeros reais; régua e compasso; cortes

de Dedekind; sequéncia didatica.



ABSTRACT

In this work, a brief synthesis of the history of real numbers was carried out,
from ancient Greece to the most recent theories about this number set. Next, two
constructions of R are detailed: in the first, a ruler, compass and a lot of results and
properties of plane geometry are used; in the second, the Dedekind cuts approach is
used, making use of several algebraic properties to define the complete ordered field
of the real numbers. As a result, an educational product is presented, which includes
two didactic sequences and support material, to assist the application of these
constructions in the classroom. It is expected, with these didactic sequences, that it
will be possible to transmit mathematical concepts considered abstract to elementary
school children, with foundations extremely linked to the visual aspect. Finally, the
results of the applications of these didactic sequences in classrooms of the 9th grade
of elementary school final years are discussed.

Keywords: geometric constructions; real numbers; ruler and compass; Dedekind cuts;

didactic sequence.
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1. INTRODUCAO

Ao longo da historia da Matematica, a definicdo de namero real levou quase
2500 anos para ser formalizada. Durante esse tempo, varios foram os estudiosos que
motivaram e contribuiram para essa construcdo, de forma direta ou indireta. Nesse
tépico, iremos acompanhar essa construcdo desde o seu inicio na Grécia antiga até
sua conclusdo com os trabalhos de Dedekind (1831 — 1916) e Cantor! (1845 — 1918).

Estima-se que em meados do século V a.C., os mateméaticos gregos tenham
descoberto a existéncia de segmentos incomensuraveis, provavelmente ao tentar
medir a diagonal de um quadrado e seu lado com a mesma unidade. Entretanto, apés
uma série de construcdes e argumentos, foi encontrada uma contradicdo na hipétese
de que tais segmentos eram comensuraveis. Tal descoberta colocou em xeque a
concepgao dos pitagdricos de que “tudo é numero”, pois mostrou a existéncia de
grandezas que nao poderiam ser representadas por numeros inteiros, ou por razdes
de nameros inteiros (mais tarde conhecidas como numeros racionais). Ao contrario do
gue se acredita, essa descoberta ndo gerou uma crise nos fundamentos matematicos
da época, e hoje sabemos que foi 0 pontapé inicial para a construcdo de uma ideia
mais abrangente de numero.

Passados muitos séculos, obras como L’Algebra parte maggiore
dell’Arithmetica (1572), do engenheiro hidraulico Rafael Bombelli? (1526 — 1572),
trouxeram a tona os numeros complexos, valendo citar as contribuic6es de Girolamo
Cardano® (1501 - 1576) e Nicol6 Fontana* (1499 - 1557) para tal. Com essa
descoberta, tornou-se ainda mais evidente a necessidade de expandir o conceito de
namero, pois até entdo a nogao que se tinha destes era a de quantidade, fazendo com

gue fossem usadas designagdes como “numeros ‘surdos’ ou ‘inexprimiveis’ para os

! Matemético nascido na Rissia e criado na Alemanha, responsavel por desenvolver, dentre outras
teorias, a teoria dos conjuntos como a conhecemos hoje. Disponivel em:
https://www3.unicentro.br/petfisica/2024/09/13/georg-cantor-1845-1918/. Acesso em 17 de jan. de
2025.

2 Matematico e engenheiro italiano responsavel por dar o pontapé inicial no estudo dos niimeros
complexos. Disponivel em: https://fredlopes.com.br/matematica/historia-da-matematica/bombelli-e-
0s-numeros-complexos/. Acesso em: 17 de jan. de 2025.

3 Matematico, fisico e médico italiano, responsavel por contribuicdes nas areas de hidrodinamica,
mecanica, geologia e algebra. Disponivel em: https://clubes.obmep.org.br/blog/b girolamo-cardano/.
Acesso em: 17 de jan. de 2025.

4 Mais conhecido por “Tartglia”, foi um matematico italiano que fez, entre outras, grandes
contribuicdes para a resolugdo de equacgdes polinomiais cubicas. Disponivel em:
https://webpages.ciencias.ulisboa.pt/~ommartins/seminario/renascencaltartaglia.htm. Acesso em: 17
de jan. de 2025.



https://www3.unicentro.br/petfisica/2024/09/13/georg-cantor-1845-1918/
https://fredlopes.com.br/matematica/historia-da-matematica/bombelli-e-os-numeros-complexos/
https://fredlopes.com.br/matematica/historia-da-matematica/bombelli-e-os-numeros-complexos/
https://clubes.obmep.org.br/blog/b_girolamo-cardano/
https://webpages.ciencias.ulisboa.pt/~ommartins/seminario/renascenca/tartaglia.htm
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irracionais, quantidades ‘falsas’, ‘ficticias’, ‘impossiveis’ ou ‘imaginarias’ para os
numeros negativos e complexos” (ROQUE, PITOMBEIRA, 2015, p. 239). Foi René
Descartes® (1596 — 1650) que cunhou a expressdo “numero real” em seu livro La
Géomeétrie (1637) ao falar sobre as raizes complexas de equacgdes, fazendo distingdo
entre as raizes reais e as imaginarias.

Ja no final do século XVII, Isaac Newton® (1642 — 1727) e Gottfried Leibniz’
(1646 — 1716) desenvolveram de forma simultanea, porém independente, o que seria
a maior realizagcdo mateméatica do periodo: a concep¢édo do Calculo. As ferramentas
fornecidas pelo Célculo eram de tamanha utilidade e aplicabilidade, especialmente em
mecanica, que as imprecisdes em seus fundamentos e a fragilidade dos argumentos
de ambos os estudiosos chegaram a passar despercebidas até certo ponto. Por isso,
alguns autores escreveram obras que criticaram e questionaram 0s métodos
infinitesimais. Dentre essas obras, vale citar The Analyst (1734), de George Berkeley?®
(1685 — 1753), que segundo Lopes e Sa (2016, p. 84) “revelou um grande numero de
argumentos frouxos, afirmacdes vagas e contradicbes claras na doutrina dos
infinitesimais”.

O proximo passo na direcdo de uma concepcao do que seria de fato um
numero real foi dado por Joseph-Louis Lagrange® (1736 — 1813), ao publicar dois livros
sobre fun¢des que buscavam dar legitimidade aos fundamentos do Célculo. Nesses
livros, ele assumiu que toda fun¢éo continua poderia ser escrita na forma de uma série
de Taylor, o que, por sua vez, foi questionado no inicio do século XIX por estudiosos,
e duvidas sobre o que se entendia por funcdo e, em especial, por funcédo continua,

surgiram. Esse fato levou a busca por um certo rigor nas definicbes propostas.

> Matematico e filésofo francés, famoso por desenvolver o sistema de coordenadas cartesianas e por
suas contribui¢des para a filosofia. Disponivel em: https://www.britannica.com/biography/Rene-
Descartes/Physics-physiology-and-morals. Acesso em: 17 de jan. de 2025.

6 Matematico, astrénomo e fisico inglés, com enormes contribuicdes para ambas a areas, tido como
um dos maiores cientistas da historia. Disponivel em:
https://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/newton/newton.html. Acesso em: 18 de jan. de
2025.

7 Matematico e filésofo alemé&o, conheci por ser um coautor do Calculo diferencial e integral.
Disponivel em: https://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/leibniz/leibniz.html. Acesso em: 18
de jan. de 2025.

8 Filosofo irlandés, famoso por defender o idealismo e por criticar seus antecessores. Disponivel em:
https://plato.stanford.edu/entries/berkeley/. Acesso em 18 de jan. de 2025.

9 Matematico e astrénomo italiano, responsavel por contribuicdes para o Célculo e para a criagio do
sistema métrico. Disponivel em: https://www3.unicentro.br/petfisica/2018/03/12/joseph-louis-
lagrangel736-1813/. Acesso em 17 de jan. de 2025.



https://www.britannica.com/biography/Rene-Descartes/Physics-physiology-and-morals
https://www.britannica.com/biography/Rene-Descartes/Physics-physiology-and-morals
https://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/newton/newton.html
https://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/leibniz/leibniz.html
https://plato.stanford.edu/entries/berkeley/
https://www3.unicentro.br/petfisica/2018/03/12/joseph-louis-lagrange1736-1813/
https://www3.unicentro.br/petfisica/2018/03/12/joseph-louis-lagrange1736-1813/
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Durante boa parte do século XIX, aconteceu um processo denominado por
Felix Klein'® (1849 — 1925) de aritmetizacdo da andlise. Esse movimento contou com
varios nomes importantes para o cenario matematico, e varias definicdes conhecidas
foram concebidas nessa época, valendo citar o trabalho de Augustin-Louis Cauchy??
(1789 — 1857) que, em seu livro Cours d’Analyse (1821), desenvolveu uma teoria
sélida de limites e definiu continuidade, derivacao e integral em termos de limite. Ja
em 1822, ficou clara a necessidade de se compreender de maneira l6gica o que vem
a ser nimero. Os trabalhos de Joseph Fourier'? (1768 — 1830), em particular sua teoria
de calor, tiveram vital importancia, pois foi na busca por dar consisténcia a essas
teorias que Lejeune Dirichlet'® (1805 — 1859) atrelou sua compreenséo de fungéo a
forma como os racionais e os irracionais se distribuem no eixo das abcissas. Em
outras palavras, como 0s numeros reais estdo dispostos na reta numérica.

Nesse ponto da historia, a atencdo de varios matematicos se voltou para a
elaboracdo da definicdo efetiva de niumero real e para a distribuicdo dos racionais e
irracionais na reta. As contribui¢cdes definitivas nesse sentido foram as de Charles
Méray!4 (1835 — 1911) que, cronologicamente, foi o primeiro a dar uma definicdo
satisfatéria de numero irracional, e as de Karl Weierstrass*® (1815 — 1897), que além
de contribuir para a definicdo de numero real, colaborou para uma formulacao
aperfeicoada de limite. Por fim, Richard Dedekind, que ja havia voltado sua atencdo
para 0s numeros racionais desde 1858, publicou dois pequenos livros: Stetigkeit und
irrationale Zahlen (1872) e Was sind und was sollen die Zahlen? (1888), onde definiu
0S numeros reais através de particbes de segmentos da reta numérica em duas

classes: um conjunto a esquerda e outro a direita. Cada numero pertenceria a um, e

10 Matematico alem&o, com trabalhos nas areas da geometria ndo-euclidiana e teoria dos grupos.
Disponivel em: https://clubes.obmep.org.br/blog/b_fklein/. Acesso em: 17 de jan. de 2025.

11 Matematico e fisico francés com contribuicdes importantes para a analise matematica e para a
teoria da elasticidade. Disponivel em:
https://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/cauchy/cauchy.html. Acesso em: 18 de jan. de
2025.

12 Matematico francés famoso por seus trabalhos com séries matematicas. Disponivel em:
https://www3.unicentro.br/petfisica/2018/06/29/joseph-fourier-1768-1830/. Acesso em 17 de jan. de
2025.

13 Matematico alemao com significativas contribuicdes para a teoria dos nlimeros, analise matematica
e mecanica. Disponivel em: https://clubes.obmep.org.br/blog/b_dirichlet/. Acesso em: 17 de jan. de
2025.

14 Matematico francés pioneiro em publicaces a respeito dos nimeros irracionais. Disponivel em:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Meray/. Aceso em: 18 de jan. de 2025.

15 Matematico aleméo responsaveis por grandes obras sobre funcdes complexas. Disponivel em:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Weierstrass/. Aceso em: 18 de jan. de 2025.



https://clubes.obmep.org.br/blog/b_fklein/
https://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/cauchy/cauchy.html
https://www3.unicentro.br/petfisica/2018/06/29/joseph-fourier-1768-1830/
https://clubes.obmep.org.br/blog/b_dirichlet/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Meray/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Weierstrass/
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somente um desses conjuntos, sendo cada elemento da classe da esquerda menor
gue todo elemento da classe da direita.

Nessa configuracdo, existiia um e s6 um elemento separador. Essa
formalizacao ficou conhecida como “Cortes de Dedekind”, que € a definicdo de niumero
real utilizada atualmente. Nao poderiamos deixar de lado os trabalhos de George
Cantor, responsavel por demonstrar a ndo-enumerabilidade dos nimeros reais, o que
o levou a uma bifurcagdo no conceito de “infinito”, provando que existem infinitos
diferentes. Foi esse resultado que serviu de base para a elaboracdo da teoria dos
conjuntos como conhecemos hoje.

Diante da complexa histéria da construcdo dos niumeros reais, dos conceitos
concebidos ou desenvolvidos ao longo do processo, e da importancia desse conjunto
numérico para as demais estruturas matematicas, € de vital importancia que sua
abordagem durante as etapas da educacado basica seja feita de maneira eficiente e
abrangente, de modo a aproximar a Matematica vista a nivel de ensino superior com
a gue é vista nas escolas.

Dito isto, no presente trabalho iremos apresentar duas constru¢cdes dos
nameros reais: a geoméetrica, onde iremos tentar determinar com régua e compasso
cada numero real, de modo a preencher toda a reta real, e a algébrica, onde usaremos
a nocdo dos cortes de Dedekind para construir o corpo ordenado completo dos
nameros reais.

Em seguida, serdo feitas adaptacdes de tal linguagem técnica do ensino
superior para o nivel dos alunos do 9° ano do ensino fundamental, de uma maneira
menos formal, porém, matematicamente compreensivel, que serdo aplicadas em
salas de aula da rede publica estadual em escolas da cidade de Rio Branco, Acre.

A concluséo deste trabalho sera composta pelos resultados obtidos apés as
aplicacdes sugeridas anteriormente, que vao gerar novos caminhos de como
apresentar os numeros reais e tentar identificar os pontos negativos e positivos de
cada uma das abordagens: algébrica e geométrica. Neste sentido, iremos apresentar
o produto educacional com o objetivo de direcionar o leitor a novas sugestdes dos
caminhos que se deve tomar ao apresentar o conjunto dos nameros reais no ensino

basico.
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1.1. JUSTIFICATIVA E METODOLOGIA

O ensino da matematica sempre encontrou desafios ao longo do tempo, quer
seja na dificuldade de se compreender e ensinar conceitos abstratos, ou de relacionar
o conhecimento tedrico com a prética do dia a dia. Nas salas de aula do ensino basico,
a matematica €, na maioria das vezes, abordada como um amontoado de férmulas,
nameros e simbolos que sédo apresentados de maneira direta e abrupta, muitas vezes
sem passarem por uma construcao légica ou se relacionarem com algo concreto.

Essa abordagem gera tanto um desestimulo para o estudo dessa ciéncia
quanto déficits de aprendizagem, pois a matematica, quando abordada de maneira
direta e abrupta, pode revelar-se irrelevante aos alunos. Além do mais, a disparidade
entre a matematica ensinada no ensino basico e a ensinada no ensino superior é muito
perceptivel. Enquanto no ensino basico os alunos s@o apresentados a férmulas e
regras que devem aplicar em situacdes trazidas pelo professor, (muitas delas irreais
e elaboradas somente para que o aluno exercite, de maneira “semi-mecanica”, sua
habilidade de fazer contas) no ensino superior, o graduando € levado a participar da
construgcdo do conhecimento, pois, juntamente com o professor, ele desenvolve as
férmulas, conhece e demonstra teoremas e corolarios, além de ser apresentado a
postulados e axiomas que dao base a tudo que surge dali em diante.

Essa disparidade entre a forma que a matematica € apresentada nos
diferentes niveis de ensino gera um enorme choque aos alunos que ingressam nos
cursos de licenciatura. A forma como as contas feitas no ensino basico s&o
substituidas por demonstragcdes que usam apenas termos genéricos e nao “numeros”
escancara a fraca abstracéo que é cultivada ao longo das etapas de ensino anteriores,
0 que resulta em uma enorme dificuldade de adaptacédo do pensamento, e em uma
lenta aprendizagem, dificultando seu progresso nos estudos.

Dito isto, este trabalho busca, de certa forma, aproximar essas duas
matematicas, trazendo duas abordagens diferentes de como ensinar o conjunto dos
nameros reais aos alunos do 92 ano do ensino fundamental anos finais. Nelas, o aluno
podera ter contato com ferramentas e estruturas que nao fazem parte do seu cotidiano
escolar. Dessa forma, espera-se despertar a curiosidade dos alunos para aprender
matematica.

Este trabalho iniciou com uma pesquisa bibliografica sobre a histéria da

construcdo dos numeros reais. Essa pesquisa teve como objetivo levantar
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informacdes a respeito dos motivos que levaram os matematicos da antiguidade a
desenvolver o conceito de numero, e quais foram as ferramentas matematicas que
surgiram ao longo desse processo.

Em seguida, o foco se voltou ao aspecto geométrico dos numeros reais, onde,
utilizando apenas as ferramentas de desenho aperfeicoadas pelos antigos (régua e
compasso), buscamos construcfes que nos permitissem determinar seguimentos
cujas medidas pudessem ser expressas com numeros inteiros, racionais e irracionais,
em relacdo a uma mesma unidade de medida. Separadas as construcdes, estas foram
organizadas em topicos onde para cada conjunto numérico € desenvolvido de maneira
puramente geomeétrica.

O préximo passo foi uma pesquisa a respeito da histéria e do trabalho de
Richard Dedekind, que em seu trabalho a respeito dos nameros reais, concebeu o
conceito de corte de numeros reais. A seguir, no topico 4 deste trabalho foi feita a
construcdo do corpo ordenado completo R sob a 6tica dos cortes mencionados, as
operac0Oes foram descritas e as propriedades demonstradas.

Seguidamente, foram feitas adaptacdes na linguagem e na simbologia de
cada uma das formas de construir os numeros reais descritas nesse trabalho, e estas
foram base para duas sequéncias didaticas voltadas para turmas do 92 ano do ensino
fundamental, que foram aplicadas em salas de aula da rede publica estadual. Por fim,
didaticas, os detalhes das aplicacGes, a avaliacdo e os resultados obtidos foram

apresentados no produto educacional.
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2. PRELIMINARES

Neste tépico trataremos de alguns assuntos que serdo de fundamental

importancia para a compreensdo dos temas abordados nessa dissertacao.
2.1. SEGMENTOS COMENSURAVEIS E INCOMENSURAVEIS

Dados dois segmentos retilineos AB e CD, esses segmentos serao
comensuraveis quando for possivel medi-los ao mesmo tempo, isto €, quando
pudermos encontrar um terceiro segmento EF que caiba um namero inteiro m de
vezes em AB e outro numero inteiro n de vezes em CD.

Em todo este trabalho, quando escrevermos AB, estaremos nos referindo ao

tamanho do segmento AB.

Figura 1. Segmentos comensuraveis

Fonte: O autor
No exemplo acima, o segmento EF cabe 7 vezes em AB e 4 vezes em CD.
Podemos escrever entdo que % = %, ou até AB:CD = 7:4 e lemos “AB esta para CD

da mesma forma que 7 esta para 4”.

Era a partir destes conceitos que os matematicos da antiguidade (anteriores
a Eudoxo de Cnido) definiam a proporcéo, e alguns teoremas importantes como o de
Tales eram demonstrados considerando que todos 0s segmentos em questao fossem
comensuraveis, visto que se supunha que todos os segmentos o fossem. Porém,
existem casos onde ndo é possivel encontrar um segmento com o qual possamos
medir AB e CD simultaneamente, dizemos que esses segmentos Sao
incomensuraveis. O exemplo mais antigo que temos de segmentos desse tipo sao o

lado e a diagonal de um quadrado, como mostraremos a seguir.
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Proposicédo 1. Dado um quadrado ABCD, a medida do seu lado e da sua

diagonal ndo podem ser expressos como multiplos inteiros de uma unidade comum

u.

Considere o quadrado ABCD de lado com medida [ e diagonal com medida d
abaixo. Vamos supor por absurdo que [ e d sejam comensuraveis, isto significa que

deve existir um segmento de medida u com o qual possamos medir [ e d ao mesmo

tempo.

Figura 2: Segmentos incomensuraveis |
D o C

l

Fonte: O autor

Observacéo: de agora em diante, usaremos a notagdo AB para indicar o comprimento
de um segmento AB.

A partir do quadrado ABCD, com 0 compasso e centro em A, podemos tracar
um arco de raio AB que intersecte a diagonal AC em E, de modo que AE = AB. Por E,
tragcamos a perpendicular a AC que corte o lado BC do quadrado em F, obtendo a

seguinte figura.
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Figura 3: Segmentos incomensuraveis |

Fonte: O autor

Por construcdo, as mediadas de AB e AE sdao iguais e, pelo caso LLAo, 0s
triangulos AEF e ABF sdo congruentes, ou seja, EF = FB. Veja que o angulo CEF foi
construido reto, enquanto o angulo ECF mede 45°, o que nos leva a concluir que EFC

também mede 45°. Portanto, o tridngulo CEF é isosceles e EF = CE. Dai, vem

d =AC =d =AE + EC
=>d=1l+EC
>EC=d-L

Também

l=BC=1=CF+FB

=>[=CF+EC
>1=CF+{d-1
=>CF=2l—-d

Em outras palavras, tanto o segmento CF quanto o segmento EC podem ser
escritos em funcdo de [ e d. Mas, se | e d podem ser medidos simultaneamente por
u (podemos dizer também que [ e d sdo mililtiplos inteiros de u), entdo EC e CF

também podem. Agora, como os segmentos EC e EF sdo perpendiculares e possuem
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a mesma medida, podemos, a partir deles, construir o quadrado CEFG cuja diagonal

€ CF ilustrada abaixo.

Figura 4: Segmentos incomensuraveis ll|

D C

Fonte: O autor

A partir do quadrado CEFG, podemos fazer uma construgdo totalmente
analoga e obter outro quadrado construido sobre a diagonal CF. Com uma
demonstracao também analoga, podemos mostrar que tanto o lado quanto a diagonal
deste novo quadrado devem ser medidos pela unidade x. Repetindo a construcéo e a
demonstracao, obteremos tantos quadrados quanto quisermos, cada um menor que

o anterior, conforme a figura:

Figura 5: Segmentos incomensuraveis IV
c
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Fonte: O autor

Repetindo o processo um numero suficiente de vezes, chegaremos a

guadrados tdo pequenos que suas dimensdes serao menores que U, 0 que nos levaria

a uma contradicao, ja que u deveria medir o lado e a diagonal de todos os quadrados
construidos dessa forma.
Portanto, concluimos que o lado e a diagonal de qualquer quadrado séo

segmentos incomensuraveis.

Figura 6: Segmentos incomensuraveis V
D C

Fonte: O autor

Na figura acima temos um exemplo com um x arbitrario, veja que u cabe 8
vezes em AB e cabe 11 vezes na diagonal AC. Porém, veja que a diagonal nao fica
completamente preenchida, e isso ocorrera independentemente de quédo pequeno
tomemos u.

Com a descoberta de segmentos com essas caracteristicas, tornou-se
necessaria uma reformulacdo da definicdo de proporgdo para que esta englobasse
também os incomensuraveis, visto que quando se define propor¢do admitindo que
existam m,n € Z, comn # 0, tais que

AB m

==—@n-ﬁ=m-ﬁ
CD n

implicitamente assumimos que AB e CD sdo comensuraveis.
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Figura 7: Proporcéo |

A B
o o o o o )
C D

Fonte: O autor

Vale dizer que, embora ndo houvesse uma descricdo formal dos conjuntos

numéricos naquela época, dois segmentos comensuraveis como os ilustrados acima
. , . m
determinavam um numero racional (z)

A partir da ideia dos incomensuraveis, Eudoxo elaborou uma definicdo de

propor¢cdo no século V a.C. que abrangeu as grandezas com essa caracteristica.

Segundo sua definicdo, dadas quatro grandezas (que representam medidas) a, b, c e
d ndo necessariamente todas da mesma espécie, mas sim a da mesma espécie que
c e b da mesma espécie que d, dizemos que a esta para b assim como ¢ esta para

d quando existem m,n € Z, com n # 0, tais que

m-b=n-a © m-d=n-c.
Isto é
a ¢ m
b d n

Observe que essa é uma definicdo totalmente analoga a proporcdo com

grandezas comensuraveis ja existente. Além disso, Eudoxo determinou que no caso

de a e b, e ¢ e d incomensuraveis, dizemos que essas quatro grandezas estdao em

proporcao se, para quaisquer m e n definidos como anteriormente, uma das

afirmacgdes abaixo € verdadeira:

e n-a<m-be=n-c<m-d,

e n-a>m-b<n-c>m-d.

De maneira ilustrativa, temos o seguinte
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Figura 8: Proporcéo Il

a
b
Cc
o o o o
d
o o o o o

Fonte: O autor
E interessante observar que na definicio de Eudoxo de propor¢io para as
grandezas incomensuraveis que, para um mesmo conjunto de grandezas, podemos
encontrar pares de inteiros ndo nulos m e n que satisfacam a primeira afirmacao, e

também pares de satisfacam a segunda. Foi baseado nessa ideia que Richard
Dedekind, séculos mais tarde, desenvolveu a ideia de cortes dos niUmeros racionais.

De forma ilustrativa, temos as comparacdes abaixo:

Figura 9: Proporcao I

2a

@ @ @

3b

3a

4b

Fonte: O autor

Algumas das “regras” que aprendemos desde o0 ensino basico tem suas

origens na relacdo que os numeros tem com a geometria. Vimos que dados dois

2 . . . m
segmentos comensuraveis de tamanhos a e b, podemos determinar um racional - tal
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que m - b = n - a. Interpretamos essa igualdade como sendo “se tomarmos n vezes

o tamanho a, este preenchera completamente o tamanho m - b”.
Analisando essa interpretacdo, podemos nos questionar se tem sentido

afirmar que oum = 0, oun = 0, ou ambos podem ser iguais a 0.

Ora, se o nimero m for nulo, isto indicaria que o segmento de tamanhom - b
nao possui comprimento ou magnitude, podendo até mesmo ser interpretado como

apenas um ponto. Nessas circunstancias, a Unica escolha possivel para n de modo

qgue n - a tenha esse mesmo significado seria n = 0. Entretanto, isso nos levaria a
uma indeterminacgéao do tipo “zero sobre zero”.

Analogamente, se escolhermos m ndo nulo, teriamos um segmento de

tamanho m - b n&o nulo e, nesse caso, ndo faria sentido o nimero n ser igual a zero

ja que nao poderiamos preencher um tamanho ndo nulo com segmentos nulos, nao

importa quantos destes tomemos. Portanto, € possivel enxergar geometricamente

. . m ~
gue, em um numero racional o onde m # 0, ndo podemos ter n = (0. Desta forma,

na definicdo de propor¢édo de Eudoxo, ndo podemos ter nenhum dos inteiros m e n
nulos, porém, sabemos que quando se trata de nameros racionais, ha sentido em

termos o “numerador” (no caso m) nulo, ja que 0 niUmero zero nos racionais é da forma
0 , o -
= onde n € um inteiro ndo nulo qualquer, o que nos leva a perguntar: a partir de que

momento na construgdo do conceito de nimero racional o fato m = 0 deixou implicar

em uma indeterminacao?

A concepcao dessa ideia comecgou a ser desenvolvida quando as razdes entre
dois nimeros comecaram a ganhar significados e utilidades diversos. Nas sociedades
antigas como a babilénia, a hindu, a grega e a chinesa, as razdes ja eram usadas para
representar partes de um objeto “quebrado” ou “dividido “ em pedagos menores, ou
seja, um uso semelhante ao das nossas fragfes atuais (dai a origem da palavra
“fragao”, que tem a mesma raiz de “fratura” e “fragmento”).

Nessa época, as fragcbes ainda ndo eram consideradas numeros, mas
relacbes entre numeros inteiros, e as regras para trabalhar com elas ainda nao
estavam estabelecidas. E importante dizer que, nessas sociedades, as fracdes
estavam limitadas as fracOes unitarias, pois estas facilitavam a representacdo das

partes de um objeto ou quantidade, salvo algumas excecdes como 0s egipcios que
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também conheciam as fracfes — e —, porém, todas as outras eram escritas como

wilN
Al w

somas destas.

Nesse contexto, fazia sentido ter uma fracdo cujo numerador é 0, ja que h&a
mais de 3000 anos antes de Cristo, diversos povos ja simbolizavam quantidades ou
casas decimais vazias em sistemas de numeracao posicional, como eram 0S casos
dos fenicios e dos habitantes do Vale do Indo. Representar uma quantidade vazia com

0 “zero” nao significa que os antigos tinham a nocdo de numero racional ou que

entendiam aquele zero com sendo “zero partes de um objeto que foi dividido em n
0 . . ~ : . . ,
partes” (Z na linguagem atual). Em contrapartida, ndo havia sentido discutir se 0

poderia ser tomado como denominador de uma fracdo durante aquele periodo da
histéria humana. Essa reflexdo nédo tinha um uso pratico no dia a dia dos povos
antigos, e é importante ter em mente que 0s numeros até entdo eram associados a
coisas visivel e palpavel, que fazia parte do cotidiano das pessoas, e ainda ndo havia
a abstracdo dos mesmos que temos hoje.

Os avancgos nesse sentido comegcam a aparecer alguns milénios depois,
quando o conceito de nimero ja havia evoluido e, na india, se tentava descobrir como
0S numeros negativos e 0 zero interagem com respeito as quatro operacoes
aritméticas. O matematico indiano Brahmaguptal® (598-670), em sua obra “Brahma
Sphuta Siddhanta”, descreve o comportamento do 0 com relagdo a soma, a subtragéo
e a multiplicacéo, definicbes essas analogas as que tempos hoje. Mas na divisao, ele

afirma que

“Numeros positivos ou negativos quando divididos por zero sdo uma fragéo,
com o zero como denominador. Zero dividido por negativo ou positivo escreva
a expressdo como uma fracdo com zero como numerador e a quantidade
finita como denominador. Zero dividido por zero é zero” (BRAHMAGUPTA,
628, apud PINEDO, 2004, p. 27).

O que mostra que ja havia uma preocupacdo em entender o que um
“‘denominador zero” significaria. As ideias de Brahmagupta ndo vingaram, sua
afirmacao de que “nimeros positivos ou negativos quando divididos por zero sdo uma

fragdo, com o zero como denominador” gera uma das mais conhecidas

16 Astronomo indiano responsavel por grandes obras sobre os niimeros inteiros, em especial 0
namero zero. Disponivel em: https://www.britannica.com/science/Indian-mathematics/The-school-
of-Madhava-in-Kerala. Acesso em 18 de jan. de 2025.
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indeterminacdes matematicas. Essa indeterminacédo se da pelo algoritmo da divisao

de Euclides, que afirma que dados a,b € N (com b # 0, porém aqui afrouxaremos
essa hipotese para se encaixar no nosso problema), existem unicos q,r € N, onde

0 <r < b,taisquea = b - q + r. Por esse algoritmo, temos

1
—=n=1=n-0
O que nado é possivel, ja que ndo existe n inteiro com essas caracteristicas.
Poderiamos tentar contornar essa indeterminacao definindo
1
— = 00
(assim como vemos no Calculo diferencial), porém essa definicdo requer muitas
ressalvas. Em primeiro lugar, co ndo € um nimero, portanto ndo suporta as operacoes
aritméticas que conhecemos. Uma das propriedades das operacdes que nao é

aplicada para oo é

p- Lo
.b_a

onde a,b € Z, com b # 0, jA que, caso contrario, teriamos

1
0-==1=0-00=1,
0 (0 ]

0 que implicaria em afirmacdes do tipo

que é logicamente um absurdo. Portanto, ndo € possivel definir um significado
numerico para um denominador zero.

Ja a afirmagao “zero dividido por zero € zero” também néo faz sentido pois,
por definicdo, temos que um numero inteiro dividido por ele mesmo € igual a 1, logo
zero dividido por zero deveria ser igual a 1, e ndo a zero. Entretanto, também

definimos que
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com n # 0, o que contradiz a concluséo anterior. Além disso, ao afirmar que “zero

dividido pra zero € igual a 17, teriamos

0
5:1:>2-—=2-1=>—=2=>—=2-

Veja que a ultima afirmagdo contradiz a primeira, pois ndo € 2, e com operagdes

totalmente analogas poderiamos chegar a

Essas afirmacfes mostram que esta definicdo gera infinitas contradicdes.
Desta forma fica claro que, independente do numerador ser zero ou ndo, ndo é

possivel dar sentido numérico a uma fragdo com denominador zero.

2.2. Conjuntos numéricos

2.2.1. NUmeros naturais

Os numeros naturais surgiram da necessidade humana de quantificar objetos.
Para representa-los, utilizamos o simbolo N e, atualmente, usamos a notavel sintese
do matematico italiano Giuseppe Peano (1858 — 1932) que, a partir de 1880,

descreveu os naturais através de quatro axiomas:
i) Todo numero natural tem um Unico sucessor;
i) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

i) Existe um Unico numero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1,

que nao é sucessor de nenhum outro;

iv) Seja X um conjunto de numeros naturais, isto é, X c N. Se 1 € X e se, além

disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.

Sendo esse Ultimo o axioma da indugcdo, uma importante ferramenta de
demonstracdo matematica. Definidos dessa forma, os nameros naturais suportam
duas operacbes ambas definidas por inducdo. A soma n + p consiste em tomar o

sucessor de n uma quantidade p de vezes. Ja a multiplicacdo tem n-1 =n por
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definicdo e, quandop # 1, n - p € asoma de p parcelas iguais a n. Dados n,m,p €
N, as operacdes de soma e multiplicagdo nos naturais admitem as seguintes

propriedades:

Comutatividade:n+p=p+nen-p=p-n.
Associatividade: (n+p)+m=n+(pp+m)e(n-p) - m=n-(p- -m).
Distributiva: n-(p+m) =n-p+n-m.

Os nameros naturais também admitem a relacdo de ordem m < n, lemos “m
€ menor ou igual do que n”, que indica que existe p € N tal que n = m + p. Por fim,
esse conjunto numérico nao possui uma interpretacdo geometrica, ou seja, nao ha um
objeto geométrico associado a ele, porém, podemos, por exemplo, ilustra-lo como
sendo um conjunto infinito de pontos igualmente espacados dispostos em linha reta,
de modo que o primeiro ponto (a esquerda) represente o niumero 1, a direita dele o 2,

ainda mais a direita 0 3, 0 4, 0 5, e assim sucessivamente. Veja:

Figura 10: NGmeros naturais

1 2 3 4 5 6 7 8

[ (-] ] o [ [ ] o

Fonte: O autor
2.2.2. Numeros inteiros

Os numeros inteiros foram sendo desenvolvidos ao longo da histéria da
Matematica motivados pela necessidade do ser humano de representar
numericamente ideias como “falta”, “auséncia” ou “divida”, além de quantidades
vazias ou nulas. Para este segundo proposito foi criado o nimero zero, representado

por 0, e para o primeiro, foram desenvolvidos os nUmeros negativos.

Para cada numero natural n # 0, consideramos 0 numero —n (lemos “menos
n”), que representa a falta da quantidade n. O conjunto de todos 0os nimeros —n €
chamado de conjunto dos numeros negativos (0s naturais sdo chamados de
positivos), e a unido deste conjunto com os naturais e o zero forma o conjunto dos

ndmeros inteiros

Z={.—-3-2-10123,..}
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Os inteiros herdam as operacfes de soma e multiplicacdo dos naturais, assim
como suas propriedades e a relacdo de ordem. Além dessas, as operacdes agora

possuem mais algumas propriedades:

i) Elemento neutro aditivo: Existe o numero 0 € Z tal que, dado n € Z,
n+0=0+n=n.
i) Inverso aditivo (ou oposto): Dado n € Z, existe o nUmero —n € Z tal que
n+(n)=(n)+n=0.

iii) Elemento neutro multiplicativo: Existe o numero 1 € Z tal que, dado n € Z,

De forma analoga aos naturais, podemos ilustrar os inteiros como um conjunto
de pontos alinhados e igualmente espacados, onde no centro temos o ponto que
representa o 0, a esquerda 0s pontos que representam os nimeros negativos e a

direita os positivos.

Figura 11: NUumeros inteiros

Fonte: O autor
Além disso, em Z podemos definir as relacfes de ordem “<” (menor que) e
“<” (menor ou igual que). Essas relagdes estabelecem, respectivamente, que, se n <
m, entdo existe um inteiro positivo k tal que m = n + k e, se n < m, entdo existe
um inteiro ndo negativo k tal que m = n + k. Assim, dados n, m, p € Z, as relagdes
< e < satisfazem as seguintes propriedades:
)] Reflexiva:
n < n.

1)) Antissimétrica:
n<memsn>n=m.

iii) Transitiva:
n<mem<p>=n<<p.
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iv) Boa definicdo: para todo inteiro vale uma, e apenas uma, das seguintes

afirmacdes:
a. n<m,
b. m<n;
C. n=m.
V) Compatibilidade com a adicéo:

Para todo p € Z,

n<m=n+p<m-+p.
Vi) Compatibilidade com a multiplicagdo: Se p € nédo negativo, entao

n<m>=n-p<m-p.

Demonstracao:

)] Da definicdo de <, existe k inteiro n&o negativo tal que
n<n=>n=n+k.

Ora, mas

k=k+0

e 0 € um inteiro ndo negativo. Logo, a propriedade € valida.
i) Também da definicdo de <, temos que

n<m=>m=n+k

m<n=>n=m+k,,
onde k, e k, sdo ambos inteiros ndo negativos. Somando as duas igualdades, temos
que

n+m=n+m+k, +k,>0=k +k,

e, como nenhum dos numeros k; e k, é negativo, nos resta afirmar que k; = k, = 0,

isto &, que

i) Sabemos que

n<m=>m=n+k
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m<p=>p=m+k,.

Somando ambas as igualdades, temos
p+rm=n+m+k +k,=>p=n+(k; +ky).
Note que k; + k, € um inteiro ndo negativo, ou seja, pela definicdo de <, vale que
n<p.

iv) Se a. e b. ocorrem simultaneamente, entédo

n<m=>m=n+k

m<n=>n=m+k,,

onde k, e k, séo inteiros estritamente positivos. Porém, somando as igualdades,
temos

n+m:m+n+k1+k2:>0:k1+k2,
0 que € um absurdo. Portanto, ndo existe k; e k, que satisfacam a. e b. ao mesmo
tempo. Se ocorrerem a. e c. simultaneamente, entéo, de a., temos que existe k positivo
tal gue m = n + k, porém, c. afirma que m = n, 0 que € uma contradicéo, ja que k é
nao nulo. Pela mesma justificativa, b. e c. ndo podem ocorrer a0 mesmo tempo. Logo,
apenas uma das trés afirmacdes a., b. ou c. ocorre por vez.
V) Vale que
n<m>=m=n+k.
Somando p a ambos os lados da igualdade, temos
m+p=n+k+p=>m+p)=mn+p)+k,
que, pela definicdo de <, implica que
n+p<m-+p.
Vi) Do enunciado, vem
n<m=>m=n+k.
Multiplicando por p > 0 em ambos os lados, temos
m-p=n+k)-p=>m-p=n-p+k-p.

Note que k - p € um numero ndo negativo, ja que tanto k quanto p o sédo. Portanto,

pela definicdo de <, podemos concluir que
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ns<m>=n-p<m-p.

Estas relacbes de ordem munidas das propriedades demonstradas tornam o conjunto

dos numeros inteiros um conjunto ordenado.

2.2.3. NUmeros racionais

Ao longo da histéria, especialmente na Grécia antiga, as medi¢cdes eram feitas
com numeros inteiros ou com razdes entre estes. Até entdo, essas razdes nao eram
tidas como numeros propriamente ditos, eram usadas apenas para determinar se uma
medida era comensuravel ou nao, isto €, se algo ndo pudesse ser medido por um
namero inteiro mas o pudesse por uma razao entre inteiros, este era dito um tamanho
comensuravel. Mais tarde, as grandezas comensuraveis ganharam significado
numerico, e foram batizadas de numeros racionais (do latim ratio, que significa
"divisao"), representados por @Q, da palavra inglesa "quotient", que significa

"quociente".

Sejam n,m € Z com m # 0, um numero da forma — é chamado racional.
m

Dentre os racionais temos 0s inteiros (subconjunto de Q), os decimais finitos e os
decimais infinitos e periddicos. E de facil verificacdo que as operacbes de adigéo e

multiplicagdo em Q possuem as mesmas propriedades herdadas do conjunto dos

inteiros, com o acréscimo do elemento inverso multiplicativo, que a cada - EQ

-1
. , . . n
associa um unico racional (Z) tal que

Por possuir todas essas propriedades, o conjunto dos racionais, munido das
operacOes de adigdo e multiplicacdo, tem a estrutura de corpo. N&o apenas isso, em
Q também podemos estabelecer as relacdes de ordem < e <, e estas herdam as
propriedades enunciadas para 0s numeros inteiros, cujas demonstracfes sao
inteiramente analogas.

Dessa forma, a quadrupla (Q, +, -, <) € chamada de corpo ordenado. Por fim,
0S racionais possuem uma caracteristica que até entdo os conjuntos numeéricos nao

apresentam, a densidade.
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.~ . , . .. n . n .
Proposigéo 2. Entre dois nimeros racionais — e g, tais que — < S, sempre existe

outro racional.

Demonstracao: Observe que

R P, 1P
m  q m m q
n._p
__.|__
ils(m_q)_ )
m 2
Também,
n_p_ n.p_,P
m q m ( q
n_p
_+_
:>(m q)SE. 2
2 q
De (1) e (2), concluimos que
n.p
_+_
fs—(m q)sg,
m 2 q

isto é, que a média aritmética entre dois racionas esta entre esses mesmos racionais,

0 que prova nossa proposicao.

2.3. Intervalos

Sejam a e b dois nimeros racionais tais que a < b. Chamamos de intervalo os

subconjuntos de Q descritos e ilustrados abaixo:

i) [a,b] ={x € Q;a < x < b}

i) (a,b) ={x € Q;a < x < b}



r

O — —

———

a

b

iii) (a,b] ={x € Q;a < x < b}

r

-—— - O

a

iv) la,b) = {x € Q;a < x,b}

O — -

V) (—oo,b] = {x € Q;x < b}

r

Vi) (—o,b) ={x € Q;x < b}

r

o o —

vi)  [a,+0) ={x € Q;a < x}

vii)  (a,+) ={x € Q;a < x}

r

—— = =

a

iX) (—OO’ +00)

34
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Onde os quatro primeiros sdo chamados intervalos limitados, [a, b] é fechado,
(a,b) é aberto, (a,b] é fechado a direita, [a, b) é fechado a direita. Os cinco ultimos
sdo chamados intervalo ilimitados.

Observe que, como definimos intervalos se baseando apenas na propriedade
de ordenacéo de Q, é interessante pensar se faz sentido falar de intervalos em outros
conjuntos numericos ordenados, como por exemplo Z, por mais que este nao seja
denso. Ora, dados a, b € Z tais que a < b, podemos definir de maneira analoga os

nove intervalos acima, porém, eles serdo formados apenas por uma quantidade finita

de nimeros inteiros.

a b
o o o o o o o o o

Em particular, o intervalo de numeros inteiros [a, b) é 0 conjunto
{a,a+1,a+2,a+3,..,b—2,b—1}.

Além disso, se tomarmos b = a + 1, o intervalo (a, b) sera vazio, ja que néo
ha nenhum ndmero inteiro entre a e seu sucessor. Ja o intervalo (a, b] tera b como
seu unico elemento. Um fato importante a ser observado € o de que qualquer intervalo
nao vazio de numeros inteiros com extremos a, b, pertencentes ou nao a tal intervalo,
possui maior elemento, e um menor elemento. Uma caracteristica parecida pode ser
observada no conjunto dos nameros naturais, que pode ser interpretado como o
intervalo [1, +00) de numeros inteiros. Nesse conjunto, conforme afirma o Principio da
Boa Ordenacéao, qualquer subconjunto ndo vazio de N tem menor elemento.

Ainda a respeito de intervalos limitados, dado que um intervalo de numeros
racionais € um subconjunto de Q, dizemos que um subconjunto A ndo vazio de
nameros racionais € limitado inferiormente se existe a € Q tal que a < q, para todo q
em A, nesse caso, a € chamado de cota inferior de A. De maneira semelhante,
dizemos que A € limitado superiormente se existir b € Q tal que g < b, para todo g em
A, nessas condicdes, b é chamado de cota superior de A.

E facil notar que para um conjunto limitado inferiormente, existirdo infinitas
cota inferiores, e para um conjunto limitado superiormente, existirdo infinitas cotas

superiores. A partir disso, podemos estabelecer duas defini¢des:
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Defini¢cdo 2.1. (infimo) Dado um subconjunto ndo vazio A de @, um nimero a € Q

chama-se infimo de A se € a maior de suas cotas inferiores. Em outras palavras:

)] Para todo q € A, tem-se a < q;
i) Seexister € Qtalquer < q, paratodoq € 4, entédo r < a.

Definicdo 2.2. (Supremo) Dado um subconjunto ndo vazio A de Q, um nimero b € Q

chama-se supremo de A se é a menor de suas cotas superiores. Isto é:

)] Para todo g € A, tem-se q < b;

i) Seexister € Qtalque g < r,paratodoq € A,entdo b <.
Proposi¢cédo 3. O supremo de um conjunto 4, quando existe, é unico.
Demonstracéo: Seja A ¢ Q um conjunto limitado superiormente, e sejam a; € a,
supremos de A. Pelo item i) definicdo, a, € cota superior de A, isto é, se g € A entao
q < a,. Da mesma forma, por i), se q € A entdo q < a,. Porém, pelo item ii), temos

que a; < a, €, a0 mesmo tempo, a, < a;, 0 que implica em a; = a,.

Logo, o supremo, quando existe, é unico. [ ]

Uma argumentacéo analoga pode ser feita para provar que o infimo de um

conjunto, quando existe, também é unico.
2.4. CONCEITOS BASICOS DE CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Ao apresentarmos a construcdo dos numeros reais através de régua e
compasso a estudantes do ensino basico, o primeiro ponto que devemos considerar
€ que as construcdes geométricas basicas que utilizaremos ndo compde a grade
curricular normal desse nivel do ensino. Portanto, é importante trabalha-las
previamente com os estudantes.

As construcfes que usaremos sao:
Ponto médio de um segmento AB dado

12 Com a ponta seca em A e raio um pouco maior que a metade do segmento AB,
tracamos um arco que corte AB conforme a figura. Em seguida, tracamos outro arco

com mesmo raio, porém com a ponta seca em B;
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22 Trace um segmento que passe pelos dois pontos de intersecc¢ao dos arcos criados.

Esse novo segmento intersectard AB em seu ponto médio M.

Figura 12: Ponto médio de um segmento

Fonte: O autor
Segmento perpendicular a um segmento AB passando por P € AB dado

12 Se P for ponto médio de AB, a construgdo anterior é suficiente, visto que o
segmento tracado para encontrar o ponto medio é perpendicular a AB. Caso P ndo

seja ponto médio de AB, cologue a ponta seca em P e trace um semicirculo que

intersecte AB nos pontos C e D;

22 Com a ponta seca em C e raio ligeiramente maior que CD, trace um arco conforme
o da figura abaixo. Em seguida faca 0 mesmo processo, porém com aponta seca em

D. O segmento que passa por P e pelo ponto de interseccao dos dois arcos tracados

€ perpendicular a AB.



38

Figura 13: Segmento perpendicular por um ponto dado

Fonte: O autor
Segmento perpendicular a um segmento AB passando por A
12 Com a ponta seca em A e raio qualquer, trace um arco que intersecte AB no ponto

C;

2° Com a ponta seca em C e mesmo raio, trace um arco que corte o primeiro arco no
ponto D.

32 Da mesma forma, com a ponta seca em D e mesmo raio, trace um arco que
intersecte o primeiro no ponto E.

4° Com a ponta seca em D e depois em E, e mesma abertura, trace dois arcos que

se cruzem no ponto F. O segmento AF € perpendicular a AB.

Figura 14: Segmento perpendicular pela extremidade

Fonte: O autor
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Reta paralela a uma reta r passando por um ponto P ¢ r dado

12 Com a ponta seca em P e raio maior que a distancia de P a r, trace um arco que

intersecte r no ponto A;

22 Com a ponta seca em A e raio AP, trace um arco que corte r no ponto B.

32 Com o centro em A e raio BP, trace um arco que intersecte o arco construido no
passo 1°, e marque o ponto D nessa interseccao. A reta PD sera a paralela a r que

passa por P.

Figura 15: Reta paralela por um ponto dado

P --._'D
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Fonte: O autor
Dividir um segmento AB dado em n partes congruentes

12 Por A (ou por B), tracamos a semirreta AC com inclinacdo qualquer em relacao a

AB. Em seguida, com uma abertura qualquer no compasso e ponta seca em A4,

marcamos os pontos Py, P,, P, ..., B, igualmente espacados em AC;
22 Tragamos 0 segmento BPy;

32 Por cada um dos pontos Py, P,, P, ..., P,_; tragcamos semirretas paralelas a BP, que

intersectem o segmento AB. Estas semirretas o dividirdo em n partes congruentes.



Figura 16: Divisdo de um segmento em n partes congruentes

Fonte: O autor

40
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3. A RETA REAL R

Neste topico, iremos desenvolver um método totalmente geométrico da
construcdo do conjunto dos numeros reais.

3.1. CONSTRUCAO DOS CONJUNTOS NUMERICOS

De maneira légica, iniciaremos a construcdo com os numeros inteiros, ja que
sua ilustracdo segue a mesma ideia que o conjunto dos naturais, onde a diferenca
entre Z e N é que este (Z) se estende infinitamente em ambos os sentidos (direita e
esquerda). O primeiro passo que daremos em nossa construcdo sera definir uma
unidade de medida u, representada pelo seguimento abaixo:

Figura 17: Unidade

u

Fonte: O autor

Tracamos uma reta r auxiliar (que possuira funcdo meramente ilustrativa,

servindo apenas de suporte para 0s pontos que marcaremos), e nela o ponto 0 que
representard o numero 0.

Figura 18: Reta suporte r

A~

v

0

Fonte: O autor

Com a ponta seca do compasso no ponto O e abertura igual a u, tragamos a

direita de O um ponto U na reta r, este representara o numero 1.

Figura 19: Unidade na reta suporte r

v

F 3
7
"--,.-"
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Fonte: O autor

Dessa vez com a ponta seca em U, e mesmo raio, marcamos em r 0 ponto

que simbolizar4 o niumero 2. Seguindo 0 mesmo padrédo, podemos marcar todos 0s
nameros positivos. Veja:

Figura 20: NUmeros naturais na reta suporte r

r 3
-

-

v

=
-y
~——p -
- ’-—‘

Fonte: O autor

Fazendo uma construcao totalmente analoga, podemos tracar os pontos que

representam os nUmeros negativos. Basta tracar agora os arcos a esquerda de 0.

Figura 21: NUmeros inteiros na reta suporte r

r ' ' ’ ' ' ' \ \ ' r
: 4 4 : : 3 3 3 3 3
? \ \ S | ¥ s ? Y T >
\ ) A \ A} I I I I I

-5 -4 -3 -2 -U 0 U 2 3 4

Fonte: O autor
Dessa forma, construimos 0s numeros inteiros de um modo geométrico.
Lembrando que Z é ilustrado apenas como um conjunto de pontos conforme descrito

anteriormente, ou seja, em nenhum momento durante nossas construg(”)es com

nameros inteiros encontraremos pontos que ndo representem um numero inteiro.
NOSSO proximo passo sera construir 0s nimeros racionais.

Observe que Z c Q, e como ja construimos os inteiros, esta construcao servira
como base para a discussé&o a seguir.

Dados dois nimeros inteiros quaisquer n e m, com m # 0, vamos marcar o

) n
ponto que representa o racional qualquer —.
m

Definicdo 3.3 (Quociente entre dois inteiros)

i) Sejam N e M pontos tais que ON =n e OM = m. Tracamos uma reta t

perpendicular a reta r e com origem no ponto O;
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i) Em t, marcamos os pontos N’, a uma distancia n de 0, e M’, a uma distancia
m de O;

iii) Por U e pelo ponto M’ € t tracamos uma reta s;

iv) Por N’ € t, tragcamos a reta p, paralela a s. A intersec¢cdo de p com r sera o

ponto X tal que 0X =

s|3

Figura 22: NUumero racional a reta suporte r

kKt
AY
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I3 S -~
M | ~<
‘ o
\Y -~
1 s
\ \‘
\
\ .
A A Y
\ \\
\
X Y A
\ [N AY
\Y \ S
Ay Y p A
\ 1 \‘
'-‘l-"-~ ‘\ Y
NI 1 ~ \ 1
\ “ [ 1
) [\ 1
A Y
v S T A 1
A3
A ) 1
\‘ [ 1 T
AY
& A N 1 [N l >
< ] ; - : >
A
ol u\N N/ N\ x Mi
Y U \ I
| «q 7 < ]

Fonte: O autor

Veja que os triangulos OUM’ e 0XN' sdo semelhantes, ja que compartilham
um angulo reto em 0 e, como UM’ é paralela a XN', os demais angulos desses

triangulos também séo congruentes. Da semelhanca de triangulos, vem

mas, OU = 1, ou seja,

3.2 Operacdes
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Ap6s identificar os racionais de uma maneira geométrica, podemos definir as
mesmas operacdes que descrevemos em 2.2. Dados a, b € Q quaisquer, definimos

a seguir a soma e o produto.

Definicdo 3.1 (Soma)

i) Sejam A e B pontos tais que 0A =a e OB = b. Trace uma reta s qualquer
paralela a reta suporte 7 ilustrada junto aos pontos que representam 0s
nameros inteiros. Nessa paralela, marque o ponto arbitrario P;

i) Trace uma reta S; que passa por O e P. Por B, trace a paralela a s;, que
chamaremos de s,, e chame de Q a intersecc¢édo de s e S;

iii) Trace a reta s; que passa por A e P;

iv) Por @, trace areta S,, paralela a s3. A interseccédo das retas s, e S € 0 ponto

Xtalque 0OX = a+ b.

Figura 23: Soma geométrica de dois nimeros racionais

r{/O - A\' /B - x\'

Fonte: O autor
Pelo Teorema de Tales e por construgéo, OPQB e PQXA séo paralelogramos,
logo os segmentos OA, XB e PQ s&o congruentes. Dal,
0X =0A+XA=> 0X =0A+0B

0 que justifica nossa construcao.
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Definicdo 3.2 (Produto)

i) Sejam A e B pontos tais que OA = a e OB = b. Por um ponto P qualquer n&o
colinear aos pontos que representam 0s racionais, tracamos uma semirreta
com origem em O;

i) Tragcamos um segmento que vai do ponto U a P;

i) Por B, trace a reta s;, paralela ao segmento UP, e chamaremos de Q a
intersecgao de s com Sq;

iv) Trace o segmento que sai do ponto que representa A e chega em P;

v) Por Q, trace s,, a paralela ao segmento AP. A intersec¢do de s, e 1 sera o

ponto X tal que 0X = a - b.

Figura 24: Produto geométrico de dois nimeros racionais

Fonte: O autor

Por construcdo, UP || QB e PA |l X. Veja que, pelo Teorema de Tales, os
tridngulos OPU e O0OQB sao semelhantes, jA que possuem seus angulos

correspondentes congruentes, assim como os triangulos OPA e 0QX. Dai,

oU 0P
OB 0Q
e, também
04 0P
0X 0Q

ou seja,
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N

SIES
sl &l
S
>

como OU = 1, concluimos que
1 04 __ __ __
_= == OXZOA'OB:a'b-
OB 0X
Em virtude de N e Z serem subconjuntos de Q as opera¢des descritas acima
se aplicam de forma anéloga a esses dois conjuntos.
O fato de Q ser um conjunto denso, como ja provamos ha sec¢ao 2.2, nos faz
acreditar intuitivamente que ele preencha toda a reta r (reta suporte), isto é, se

tomarmos todos 0s numeros a e b inteiros possiveis, com b # 0, poderemos criar

- . .. a . .
numeros racionais — suficientes para preencher uma reta, de modo que cada ponto da

reta represente um numero racional, sem excecdo. Porém, isso ndo ocorre, e
podemos provar esse fato com uma construcdo bem simples: sobre o segmento da
0U construimos um quadrado de lado u e tracamos a sua diagonal, em seguida, com
a ponta seca do compasso em O e abertura igual ao tamanho da diagonal do
quadrado, marcamos em r um ponto P.

O segmento OP tera comprimento igual a v/2 unidades, o que significa que o
ponto P representa esse numero na reta r. Porém, como vimos na secao 2.1, esse
namero ndo € racional, e o fato de haver um nimero néo racional na reta em que
estdvamos dispondo os racionais ja é o suficiente para mostrar que Q ndo preenche
toda a reta r. Além disso, se com centro em 0 e abertura igual a v/2 marcamos mais

um ponto a esquerda de 0, que chamaremos de P’, este também representara um

ndmero nao racional na reta, visto que OP = OP’.

. a ~
Observe agora que dado qualquer racional 5 nhao nulo, o tamanho do

segmento que parte de P e chega no ponto que representa %, representado por %P,

também ndo é um namero racional. Caso contrario, usando o fato de Q ser um corpo,

. —\ b == . , . .
0 numero (%-OP)‘E = 0P, com a # 0, também seria racional, o que é uma

contradicdo. Repetindo esse processo para todos os racionais, ja teriamos infinitos
pontos que ndo representam nenhum numero racional. Portanto, concluimos que

apesar de ser denso, o corpo dos racionais ndo possui a propriedade que

chamaremos de completude. A fim de “preencher essas lacunas” na reta suporte r e
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criar um conjunto com a propriedade de completude, a partir de agora vamos trabalhar

com a construcao de alguns nimeros que ndo sao racionais.

3.3  Construcao de alguns irracionais

3.3.1. Numeros dotipoa+ b - \/5

A grande dificuldade de lidar com os irracionais esta no fato de que nédo se
pode dar uma descricao geral do que € um numero irracional, que nao dependa do
préprio conceito de numero racional. Podemos, no maximo, formular descricbes, que

nao dependam dos racionais, para alguns tipos de irracionais, como por exemplo
a+b-/p,ondeab€eQ, b+0eb=*,p, comp e N primo. Um irracional desse tipo

pode ser representado com exatiddo na reta r através da seguinte construcao:

i) Emum espaco a parte, construimos um triangulo retangulo de catetos medindo
u, e pelo que ja& mostramos, a hipotenusa sera v/2;
i) Usando essa hipotenusa como um cateto, construimos mais um triangulo

retdngulo cujo outro cateto também mede u. Pelo teorema de Pitagoras, a

hipotenusa desse novo triangulo medira v/3;

Figura 25: Raizes quadradas de numeros primos |

Fonte: O autor

iii) Se repetirmos essa construcdo varias vezes, sempre construindo novos
triangulos sobre a hipotenusa dos anteriores, usando esta como cateto, € 0

outro cateto medindo u, conseguiremos novas hipotenusas cujos
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comprimentos serédo V4, V5, V6, V7, ..., e assim por diante, construindo assim
segmentos que tenham medida igual a todas as raizes de niumeros naturais
maiores que 1, incluindo os nimeros primos.

Figura 26: Raizes quadradas de niumeros primos I

1

1 V7

Fonte: O autor

Por fim, basta marcar na reta os pontos que representem 0S numeros
irracionais acima, isto €, cuja distancia até 0 seja igual ao comprimento dos

segmentos construidos.

Figura 27: Raizes quadradas de nimeros primos na reta suporte r

0 1 V2 V3 2 V5 Ve V7 3 7

Fonte: O autor

Essa construcdo nos da a localizagdo precisa na reta dos niumeros da forma
\/5, a partir deles, usando as Defini¢cdes 3.1 e 3.2 podemos tomar b vezes qualquer
um desses tamanhos e soma-los com a, o que nos daria todos os numeros da forma

a + b - /p conforme especificamos anteriormente.

Um caso especial destes niumeros € o numero de ouro, cujo valor é dado por

1++/5

~ 1,61803398875 ... .

Sua construcdo geométrica obtém-se dividindo um segmento AB em média e extrema

razdo. Para tal, devemos dividir AB em duas partes por um ponto C de tal modo que
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AB _AC

AC CB
quando AC > CB, ou

AB _CB

CB AC

se CB > AC.
Vamos tratar do caso em que AC > CB. Veja a construcéo abaixo:

i) Determine o ponto médio M do segmento AB;

i) Por B, trace a reta s perpendicular a AB;

i) Com a ponta seca em B e raio BM, marque o ponto D em s;

iv) Trace AD e, em seguida, com a ponta seca em D e raio BD, marque o ponto E
em AD;

v) Com a ponta seca em 4 e raio AE, marque C em AB.

Figura 28: Construcdo do niumero de ouro

Fonte: O autor

Podemos supor, sem perda de generalidade, que AC € um segmento unitario.
Se AB = x, por construcdo, BD =§ e, como AD = AE + ED, entdo AD =1+ g pelo

Teorema de Pitagoras, temos
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Dai,
2 SXZ

1+x+T=T=>4+4x+x2=5x2

=>x2—-x—-1=0,

cujas raizes sao

_1++5 1-+/5
=— _

X1

Desconsiderando a raiz negativa, temos entéo que x € o numero de ouro.

3.3.2. Uma construcao aproximada de

Outro numero irracional que podemos marcar com uma aproximacao
satisfatoria € . Sabemos que 1 nasce do quociente entre 0 comprimento de uma

circunferéncia e seu diametro, isto &, o comprimento da circunferéncia pode ser
expresso como 2-m- R, onde R é o raio da circunferéncia. Se construirmos uma

. A . . . u . - ..
circunferéncia de raioigualaR = 2» Seu comprimento sera igual a 7T, e retificando essa

circunferéncia poderemos tomar o segmento cujo tamanho € uma étima aproximacao
de .

A seguir apresentaremos a retificacdo de Wilhelm Otto Ludwing Specht
(1907-1985), que nos permite encontrar uma aproximacao de  com o erro relativo

menor que 3 - 1077. Veja:

i) Dada uma circunferéncia de centro O e raio R = % tracamos a semirreta F@
onde P e Q sao pontos diametralmente opostos da circunferéncia,
ii) Por P, tracamos uma reta s, perpendicular a Wj;

iii) Dividimos o raio OP em cinco partes congruentes;

iv) Marcamos o ponto A na reta s de modo que PA = PQ. Depois marcamos B e

C na mesma reta, tais que AB = % OPeBC ==-0P;

v) Tracamos o segmento OB e, em seguida, determinamos o ponto D na

ull N

semirreta PQ, tal que PD = OB;
vi) Tragamos o segmento OC e, por fim, tracamos DE paralelo a 0C, onde E € um

ponto de .
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Figura 29: Construcdo de uma aproximagao de 1

P AB C E s

v

F 3

O Q

Fonte: O autor

Construido dessa forma, o segmento PE medira, aproximadamente,

3,1415920, 0 que aproxima m com precisdo até a sexta casa decimal.

Note que, como OC || DE, os triangulos OCP e DEP sédo semelhantes, ou seja,

PC

PO
PE PD
Ora, mas PO =R é o raio da circunferéncia, PC = 2R +% e, pelo Teorema de
Pitagoras, temos que

. _ R\?
OB% = OP? + PB? = 0B? =R2+<2R+—)

5
- 02 = e+ (12F)
5
- 0F7 = g2 4 2R
25
_ 0F? = g2 4 2R
25
_, pgz _ L46R?
25
- o5 - YR

Por fim, como PD = OB, segue que
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- 3R
PC_PO_ R+5 R
PE PD PE  \146R
5
2V146 | 3V146)\ _,
+ R
s 5 25
= PE =
R
—_  13+v146
= PE=———R
25
ComoR = % o diametro da circunferéncia sera d = u. Portanto,
—  13+/146
PE = Tu ~ 3,1415920

gue € a aproximacao desejada.

Desta forma, vemos que € possivel marcar niameros irracionais na reta
suporte 1, alguns com precisao e outros com um aproximac¢des que variam conforme

a construcdo geométrica. Os demais irracionais exigem constru¢cdes muito
particulares, as quais nao trataremos por motivos ébvios.
Baseado nas construcdes geométricas apresentadas, podemos estabelecer a

proposicao a seguir.

Proposicéao 4. A todo numero real se pode associar um ponto da reta real R, e a todo

ponto da reta real R se pode associar um numero real.

Figura 30: A reta real

Fonte: O autor
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4. O CORPO ORDENADO COMPLETO R

Neste tdpico, iremos construir o conjunto dos nimeros reais utilizando um dos

meétodos algeébricos, assim como fez Dedekind em sua teoria de cortes.
4.1. RICHARD DEDEKIND

Julius Wilhelm Richard Dedekind foi um matematico alem&o que nasceu em
Braunschweig, atual Alemanha. Durante sua vida, estudou na universidade de
Gottingen e, sob orientacdo de Gauss, recebeu seu titulo de doutor em 1852. A partir
de 1854, comecou a lecionar probabilidade e geometria em Goéttingen, onde se
formara, e ja em 1858 durante uma aula de Calculo teve a ideia que o levaria a
conceber o que hoje conhecemos como os corte de Dedekind, publicando em 1872
seu maior trabalho, o ja citado Stetigkeit und irrationale Zahlen cuja ideia principal
eram justamente os cortes.

A discussao sobre a teoria dos cortes de Dedekind iniciou a partir da
necessidade de se distinguir as grandezas representadas pelos nimeros racionais do
continuo que viria a ser a reta real. Para tal argumentacdo, Dedekind ndo usou da
propriedade da densidade ou da ideia de ligacdo mutua, muito pelo contrario, ele
observou a possibilidade de dividir um segmento em duas partes por um ponto sobre
o préprio segmento. Esse “elemento separador” foi a melhor descrigao feita até entdo
do que viria a ser um numero real.

Em seu trabalho, Dedekind cita que uma das principais motivacdes que o
levou a se dedicar a essa construcao foi a necessidade que ele sentia de dar uma
base completamente aritmética a ideia de “continuidade” tdo utilizada no calculo
diferencial, embora ndo possuisse uma explicacdo formal. Para ele, o sentimento de
insatisfacdo com a dependéncia que os conceitos apesentados no céalculo diferencial
tinham para com as intuicbes geométricas era avassalador e essa forma de introducéo
nem sequer poderia ser considerada cientifica.

Ao julgar se uma magnitude variavel se aproxima ou nao de um limite fixo, ou

seja, se o valor de uma funcdo ou uma sequéncia se aproxima de um numero real
especifico a medida que x (ou n, no caso das sequéncias) cresce indefinidamente,

ou provar o teorema que afirma que uma magnitude que cresce continuamente, porém
nao além de todos os limites, deve certamente se aproximar de algum valor, a ideia

dos infinitesimais era essencial. Entretanto, até aquele momento ndo havia uma base
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sélida para a ideia dos infinitesimais, sem essa base, ndo haviam garantias de que
um numero, ao se aproximar muito de outro ou crescer além de todos os limites, estara
sempre assumindo valores reais, sem nunca dar saltos ou ter intervalos de
descontinuidade. Foi o trabalho de Dedekind que, por fim, formulou essa base téo
necessaria para o calculo diferencial.

Na concepcédo de sua teoria, ele se baseou na definicdo de proporcao feita

por Eudoxo que, de certo ponto de vista, a cada par de segmentos a e b associa dois
conjuntos de pares de numeros inteiros (m,n), o conjunto que chamaremos de E
(“esquerda”) dos pares onde n-a <m-b e o conjunto que chamaremos de D

(“direita”), dos paresonden-a >m - b .

A partir dai, ele percebeu que esse mesmo procedimento poderia ser feito se,

. a cA .
dado um racional 5 gualquer, que agora denotaremos apenas por g por conveniéncia,

definirmos o conjunto E dos numeros racionais menores que g, € 0 conjunto D dos
racionais maiores que g, onde o proprio racional em questédo pode ser inserido tanto
como maior elemento de E quanto como menor elemento de D, dessa forma, q €
chamado de elemento separador do corte (E, D). A ideia de cortes se torna ainda mais
interessante quando estudamos pares de conjuntos (E, D) que ndo possuem elemento

separador, como € o caso de

E = {q EQ:qg< \/_,comp € Nprimo} eD = {q € Q:\/E< qg,comp € Nprimo}.
Observe que, no conjunto E,

q<\P=>q¢*"<p
0 que significa que E é um conjunto de nimero racionais tais que seus quadrados séo
menores que p. Esse conjunto é limitado superiormente por \/5 porém nao possui
maior elemento, visto que ndo ha um racional tal que q2 = p (afirmar essa igualdade

seria dizer que um numero primo p pode ser escrito como combinagédo de dois fatores,

0 que é um absurdo). Um fato semelhante ocorre com D, ja que

q>\p=>q¢*>p
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isto €, D é formado pelos racionais cujo quadrado € maior que p. Desta vez, o conjunto
em questao é limitado inferiormente, porém néo possui menor elemento (pelo mesmo
motivo que E ndo possui maior elemento).

Unindo o fato de que E nao possui maior elemento com o fato de que D néo
possui menor elemento, concluimos que entre estes conjuntos ha uma “lacuna em

branco”, onde ndo ha nenhum numero racional que sirva de elemento separador.

Figura 31: Corte de Dedekind sem elemento separador

E Jp D

Fonte: O autor

A falta de elementos de separacdo em cortes desse tipo é o suficiente para
provar que o conjunto Q@ ndo é completo. Sendo assim, novos numeros tiveram que
ser considerados para “preencher essas lacunas”. Vamos fazer essa construgao da
reta conforme Dedekind, primeiro definindo formalmente o que viria a ser “corte” no

conjunto Q dos numeros racionais.

4.2. CORTES DE NUMEROS RACIONAIS

Definicdo 4.1. Chamaremos de “corte de numeros racionais” todo par de conjuntos
(E, D) néo vazios tais que a unido E U D seja igual a Q e todo elemento de E seja
estritamente menor que todo elemento de D.

O passo seguinte € postular a existéncia de um elemento de separacdo q € Q
gue pode ser inserido como maior elemento de E ou como menor elemento de D.
Assim, todo racional g determina um corte de nimeros racionais.

Essa construcdo deve apresentar as mesmas caracteristicas que um corpo
ordenado deve ter, isto é, ter suas operacfes bem definidas e a propriedade de
ordenacdo, conforme ja estava estabelecida no conjunto dos racionais. Vamos tratar

dessas propriedades:

Definicéo 4.2. (Ordenagé&o): sejam g, € g, dois numeros racionais caracterizados
pelos cortes que definem em Q, isto é, q; = (E,,D,) € q, = (E,, D,). Dizemos que:

* (1 =q;se (E;,Dy) = (Ez Dy);
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e g, <q, se E; esta contido, mas néo é igual a E,, ou seja, E; € subconjunto
proprio de E;.

Veja que essa definicdo ndo fere a ordenacédo dos numeros racionais, ja que

se g, < q, entdo todos os valores menores que g; (ou seja, os elementos de E;)
também s&o menores que g, (logo sdo elementos de E,), portanto E; c E,. Porém,
existem nimeros menores que g, € maiores que q;, ja que Q é um corpo denso, logo
h& elementos de E, que ndo pertencem a E;, 0 que justifica nossa definicdo de
ordenacédo. Veja que, da forma que foi definida, a relacdo de ordem esta em funcéo
apenas dos cortes que g, € g, determinam, o que a torna uma definicdo satisfatoria

para nossa proposta de construcao.

Figura 32: Ordenacé&o de cortes

=<

< - e >
El EZ

Fonte: O autor

4.3. OPERACOES COM CORTES

Definigcdo 4.3. (Soma) Sejam dois racionais gq; e g, que definem os cortes (E;,D,) e

(E3, D), respectivamente. Definimos a soma qq + g, como o corte (E,D) onde

e D é o conjunto dos demais nimeros racionais.

Para justificarmos essa definicdo, devemos primeiro provar que (E,D) é um
corte nos nameros racionais, isto €, que ambos sédo nao vazios e que todo elemento
de E € menor do que todo elemento de D.

Ora, se E; e E, sdo conjuntos ndo vazios, entdo havera algum x + y € E. Logo
E é nédo vazio. O fato de D ser ndo vazio segue de maneira totalmente analoga a
anterior, basta observar que se x € D; e y € D,, entdo x + y € D j& que serd maior que
gualquer elemento de E.

Por fim, vamos provar que todo elemento de E € menor que todo elemento de

D. Suponha por absurdo que existam x € E e y € D tais que y < x, isto significa que
existe um racional positivo a tal que x =y + a. Como x € E, existem x; EE; e y; €

E, tais que x = x; + y,. Dai,
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yta=x+y, =2y=x+ty, —a=>y=(x—-a)+y,

Veja que (x; —a) < x4, logo x; —a estd em E;, e como y; € E, isto significa
gue a soma de ambos (x; —a) e y; estd em E, o que € uma contradicdo. Portanto,

x <y, e (E,D) determina um corte de racionais.
Propriedades da soma:

Para efeito de demonstracbes, a operacdo soma sempre sera efetuada
conforme a Definicdo 4.3, operando apenas com o0s elementos dos conjuntos a
esquerda do elemento separador de cada corte.

Dados os cortes (E,,D,), (E,,D,), (E5,D3) e (E,D) de nimeros reais, valem

as seguintes propriedades:

Aq) (Ey,Dy) + (E3, D;) = (Ez, Dy) + (E1, Dq).

Demonstracéo: de acordo com a definicdo 4.3, sabemos que (Ey,D;) + (E;, D,) =
(E,D), onde

E={x+y:x€Eey€E,}

e D é o conjunto dos demais numeros racionais.
Por outro lado, temos

E={x+y:x€Eey€eE}={y+x:y€EE,ex € E;} =E,+E;.

Mas como E, + E; = E, entdo (E,,D,) + (E;,D,) = (E, D).

[ |
Ay) [(Ey, Dy) + (B3, Dp)] + (E3,D3) = (Ey, Dy) + [(E3, Dy) + (E3, D3)].
Demonstracéo: de fato, a soma [(E;, D,) + (E,, D;)] + (E5, D3) = (E, D) onde
[E; +E;]+Es=E={[x+yl+z:x€E,,y€EE,ez € E;}
={x+[y+z:x€E,y€EE,ez€ Es}
= E; + [E; + E5]
Logo (Ey, D,) + [(E,, Dy) + (E5, D3)] = (E, D), conforme enunciamos.
|

A3) Existe o corte (R, R}), definido pelo nimero racional 0, tal que
(E,D) + (R*,R}) = (R*,R}) + (E,D) = (E, D)

Demonstracdo: nos interessa provar que
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E+R.=E

Note que ambos sao conjuntos, e para provar a igualdade entre conjunto basta
mostrar que um esta contido no outro e vice versa. Dai, temos que

qgeE(E+R)>qg=x+y,x€Eey€eR:
Ora,

YERL=>y<O0
=>x+y<x.

E como (E,D) é um corte, temos que
q=x+y<x=>q€E
=>(E+R.)CE. (1)

Por outro lado, se q € E e (E,D) é um corte, entdo existe x € E tal que g < x. A partir
disso, temos
g<x=2>q—x<0

= q—x €RL
Mas como x € E e (q —x) € R, entdo
x+(q@—x)=q€(E+RL).
Isto nos leva a concluir que E c (E + RX). (2)
De (1) e (2), podemos concluir que E; + R: = E; e, cOmo consequéncia, que

(E,D) + (R*,R%) = (E, D).
| ]

Obs.: o argumento para justificar que (R*,R})+ (E,D) = (E,D) decorre da
propriedade comutativa da soma que ja demonstramos.

A,) Dado o corte (E, D), existe o corte (—E, —D) tal que

Demonstrag&o: precisamos encontrar —E de tal sorte que a soma dos elementos de
E e —E resulte em RX.
Sendo assim, vamos defini-lo da seguinte forma:

—E={q€eQ:3IxeQtalquex >qe—x ¢ E}.
Vamos a partir de agora provar que (E,D)+ (—E,—D) = (R:,R}). Ainda
observando apenas dos conjuntos da esquerda de cada corte, da igualdade acima
temos que

E+(-E) = R*,
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que é uma igualdade de conjunto. Dai, vamos provar que um contém o outro e vice
versa. Veja:

E+(-E)={p+q:p€E—-Eeq€E}
>E+(-E)={p+q:3x€Qtalquex >pe—x & Eeq€E}
A partir dai, vem
—-x¢€Eeq€E>q<-—x.
Como x > p, e pela tricotomia dos nimeros racionais, temos

p+q<x+(—x)=p+q<0
>p+q€R.
= E+ (—E) c R~

Além disso, se tomarmos r € RZ, temos que —r > 0. Definindo um corte
(E,D) tal que r ¢ E, podemos escolher p € E suficientemente grande tal que

2p—r
2

¢E

(isso decorre do fato de que E ndo possui maior elemento). Em seguida, fazendo

2p—1r
> = X
temos que
2p—r—r
—x<pT=p—r

ja que —r > 0. Além disso,
—x¢Eex>r—p=>r—pe€(-E).

Para finalizar essa demonstragéo, basta observar que r pode ser escrito como soma
der —pep,onde r—p € (—E) e p € E, por definicdo. Dai
r=r—p+p=>r€E+(-E)
= R* c E + (—E).

Portanto, E + (—E) = RX, e, como consequéncia, (E,D)+ (—E,—-D) = (R:,R}),
como gueriamos demonstrar.
[ ]

Obs.: jdo caso (—E,—D) + (E,D) = (R%,R}) decorre da propriedade comutativa da
soma.



60

A partir de agora iremos definir a multiplicacao entre dois cortes de Dedekind.

Mas, para isso é necessario entender o que vem a ser o modulo de um corte.

Definicdo 4.4. (M6dulo) Dado um corte (E,D), diremos que E < 0 sempre que E

possuir apenas elementos negativos, ou seja,

qeEE o qg<O.
Agora, diremos que E > 0 se em E houver algum elemento ndo negativo em E, isto é,
dq € E tal que q = 0.
Por fim, definimos o modulo de E como sendo o conjunto

E,seE >0
|E| = {—E,seE <0’

Defini¢céo 4.4. (Produto) Dados dois numeros racionais g, e g, que definem os cortes

(Ey, D;) e (E,, D,), respectivamente. Definimos o produto g, - g, como o corte (E,D),

onde E é dado sob uma das seguintes formas:

1) Quando E; >0e E, >0, temos
E=E1'E2={p'q:0SpEEleoquE2}UQ*_.
i) Quando E; =0 e E, < 0, temos
E=E E;=—(E - |E;)={p-q:0<p€E e0<q€(-E)}
i) Quando E; < 0 e E, = 0, temos
E=E E;=—(E| - E;)={p-q:0<p€(-E)e0<q€EE}
iv) Quando E; < 0e E, <0,

E=E E;=|E| |E)l={p-q:0<p€(-E)el=<q€(-E)}VQ.
e D é o conjunto dos demais numeros racionais.

Obs.: para que (E,D) seja um corte de Dedekind, o conjunto E deve conter todo os
nameros menores que g, - q,, 0U seja, todos 0s nimeros negativos a esquerda de seu
elemento separador. Como o produto foi definido apenas nos elementos positivos de
E, e E,, ou de seus respectivos opostos, se for o caso (para evitar que haja
multiplicacdo entre dois elementos negativos arbitrariamente pequenos desses dois
conjuntos), devemos ao fim da definicdo unir o conjunto resultante ao conjunto Q.

A justificativa para essa definicao é totalmente analoga a feita pra a soma de

cortes, devemos provar que E e D sao nao vazios e que todo elemento de E € menor
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gue qualquer elemento de D. Vamos considerar, sem perda de generalidade, que E; >
0 e E, = 0. Obviamente E € nao vazio, pois E; e E, sdo ndo vazios, visto que existem
x; € E; e x, € E;, ndo negativos tais que x4 - X, € E. O conjunto D é ndo vazio pelo
mesmo motivo, pois como D; e D, sdo ndo vazios, existem y; € D, e y, € D, positivos
tais que y; -y, € D.

Agora, para verificarmos que todo elemento de E € menor que qualquer
elemento de D, vamos considerar dois casos: quando ambos os conjuntos E, e E, sé@o
“maiores ou iguais a zero” ou ambos “menores que zero”, e em seguida que um deles
seja “menor que zero” enquanto o outro € “maior ou igual a zero”. Para quaisquer

x € E e y € D, vamos mostrar que as afirmagdes abaixo sao verdadeiras.

) Considere E; >0 e E, = 0. Como x € E, sabemos pela tricotomia que ou
x<0,oux=00ux>0.

Suponhamos por absurdo que x > y. Em seguida, mostraremos que isso s6
ocorre se y for, na verdade, elemento de E.

Sendo x e y negativos, note que E foi definido como a unido de um conjunto
“maior ou igual a zero” com QX, ou seja, se y<0 entdo y € E, 0 que é uma
contradicdo. O mesmo ocorre se x = 0, dado que supomos x > y, 0 que implica em y

negativo e chegariamos a mesma concluséo.

Se x for positivo, com x >y, deve existir um racional positivo a tal que

x =Yy + a.Mas como x € E e € positivo, existem x, € E; e x, € E,, ambos nao nulos,
tais que x; - x, = x. Dali,

a
y+a=x1-x2=>y=x1-x2—a=>y=(x1—x—>-x2.
2

. . a ,
Observe que, pelo fato de ambos a e x, serem positivos, o racional o€
2

positivo, ou seja, (x1 - xi) < x;. Logo, (x1 - xi) € E;, e como x, € E,, concluimos que
2 2

0 produto de ambos

0 que € uma contradicdo. Desta forma, so resta assumir que x < y.

Obs.: o caso onde E; < 0 e E, < 0 é totalmente analogo.
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i) Considerando E; = 0 e E, < 0, vamos supor da mesma forma do item anterior
que y<x com x €EE e y € D. E facil observar que o conjunto E possui apenas
elementos ndo positivos, como justificativa basta verificar que no produto E; - E, =
—(E; - |E;]) temos os opostos dos numeros nao negativos resultantes das
multiplicacdes dos elementos nédo negativos de E; com 0s elementos ndo negativos

de |E,|. Assim, se x € E, entdo y < x < 0, que j& foi discutido em i).

Portanto, a multiplicacdo de cortes estd bem definida.

Obs.: o casoonde E; < 0 e E, > 0 é totalmente analogo.

Propriedades do produto:

Dados os cortes (E,,D,), (E,,D,), (E3,D3) e (E,D) de numeros reais, e
suponha, sem perda de generalidade, que E;, E,, E5, E = 0, entdo valem as seguintes

propriedades:
M,) (E1, D1) - (E3, D) = (E3, Dy) - (Eq, Dy).

Demonstracao: assim como no caso da soma, a comutatividade do produto de dois
cortes € herdada da comutatividade dos numeros racionais (assim como a

associatividade enunciada em seguida), ja que

E1'E2:{p'q:OSPEE1GOSqEE2}UR*—
={q-p:0<q€EE,e0<p€EEJUR:
:EZ'El'

Portanto, (E1’ Dl) . (Ez, Dz) = (Ez,Dz) . (El, Dl) ]
M) [(E1'D1) : (Ez,Dz)] : (E3.D3) = (E1,D1) : [(Ez,Dz) : (Es,Ds)]-
Demonstracéo: Da definicdo, temos

(El‘Ez)E3:{(pq)"rOSPEEl,OquEzeOST'EE3}UR*_
={p-(q-1):0<p€E,0<q€EE,e0<r€eE;}JUR:
:E1'(Ez'53)-

Logo, [(Ey, Dy) - (E3, Dy)] - (E3,D3) = (Ey, Dy) - [(E3, D7) - (E3, D3)]. u
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M) Existe o corte determinado pelo nimero real 1, que simbolizaremos por (1g,1p),

tal que 1; = {p € Q:p < 1} e, para todo corte (E, D),
(1Er 1D) ' (E,D) = (E'D) : (1E; 1D) = (E,D)

Demonstracdo: vamos provar que 1p-E=E. Como E >0, temos que
1z, E,(1; - E) D RZ. Logo, para mostrarmos a igualdade entre esses conjuntos,
devemos provar apenas que seus elementos ndo negativos sdo 0s mesmos, isto €,
(1 E)—RL=E —R.. Ora, existe 0<qe (1z-E) talque g=x-y, com x € 1; e

y € E, ambos n&do negativos. Mas,

x€El;=20<x<1
> xy<Yy
=>q<Yy
= q € E,jaque (E,D) é corte
= (1;-E) CE. (D

Por outro lado, se 0 < q € E e (E, D) é corte, entdo existe x € E tal que g < x. A partir

dai, temos

q<x=>0§g<1:>261,5.
x x

Ecomox€eEe % € 1, temos que

q=x-%e(1E-E):Ec(1E-E). @)

De (1) e (2), podemos concluir que (1z - E) = E e, por consequéncia,
(1g,1p) - (E,D) = (E, D). n
Obs.: o argumento para justificar que (E, D) - (1g,1p) = (E, D) decorre da propriedade
comutativa da multiplicacédo ja demonstrada.
M,) Dado o corte (E, D), existe o corte (E~%,D™1) tal que
(E,D)-(E~',D~Y) =(E~,, D) - (E,D) = (1, 1p).

Demonstracdo: é facil observar que o corte (E~1,D™1) deve ser necessariamente
diferente de (R, R%), j& que nem (RX,R}) e nem seu oposto (que é ele préprio)

possuem elementos positivos em seu conjunto da esquerda . Dito isto, precisamos
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definir E~1 de tal forma que os elementos positivos do produto E - E~1 sejam todos

menores que 1. Logo, usaremos a definicdo abaixo:

El={qgeQi:3x>qtalquex ' ¢ E}UR_.

Definido dessa forma, se E > 0, entdo E~! > 0. Provaremos assimque E - E~1
esta contido em 1; e vice e versa. Sabendo que 1;,E,(1; - E) D RX, observaremos

apenas que os elementos nao negativos de cada conjunto séo iguais. Veja:

E-E'={p-q:0<p€eEel0<qeE™1}
S>E-E'={p-q0<p€Eedx>qtalquex ' ¢E}

e,comox ¢ Eep€E, entdop < x~1. Também, como g < x, temos, pela tricotomia
dos nameros racionais,

p-g<xl-x>p-qg<1
=>p-q€lg
S (E-E™Y) c 1. )

Além disso, se tomarmos r qualquer em 1, temos que r~1 > 1. Se definirmos

corte (E, D) tal que r ¢ E, podemos escolher p € E suficientemente grande tal que

/p2 . T_l e E
e, em seguida, fazemos

_1=

X p?-r-1,

Dai,

x_l < \/pz . r—l . \/7"_1 — p . -r_l
jAr~1 > 0. Além disso,
xl¢gEext>r-plar-pleE™

Para finalizar, basta observar que r pode ser escrito como produto de um

elemento de E e um elemento de E~. Veja:

r=@-pYH-p>re(E-E™Y
= 1, c(E-E™) (2)
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De (1) e (2), concluimos que (E-E~') =1, o que implica que (E,D)-
(E7L, DY) = (1, 1p). Vale dizer que o caso (E71,D™Y) - (E,D) = (15, 1,) segue da

comutatividade da multiplicac&o.

Obs.: os demais casos séo analogos.

Propriedade distributiva

Além das oito propriedades ja demonstradas, os cortes de Dedekind possuem
a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a soma. Vamos enunciar e
demonstrar essa propriedade para cortes “maiores que zero”, os demais casos serao
analogos pelo que ja demonstramos anteriormente. Dados os cortes (E, D), (E;, D;),

(E,, D,) > 0, vale que

(E,D) - [(E1, D1) + (E3, D3)] = (E, D) - (Ey, Dy) + (E, D) - (E3, Dy).
Demonstracao: provaremos, por igualdade de conjuntos que
E-[E,+E,)=E-E,+E-E,

Se q € (E - [E; + E;]), entdo existem x EE e y € [E; + E,] taisque g = x - y.
Agora, se y € [E; + E,], entdo existem y, € E; e y, € E, tais que y =y, + y,. Dali,

fazendo uso da distributividade em Q, temos

q=x-y=>q=x-(1+y2)
Sq=x"Y1+x Y,
>q€e(E-E,+E-E)
= (E-[Ey+E])) c (E-E; +E-E). €y

De maneira totalmente analoga, se q € (E-E,+E-E,), entdo existem
x€(E-E,) e ye(E- E,) tais que q =x +y. Agora, se x € (E - E;) entdo existem
x; € E ex, € E, taisque x = x; - x,. Também, se y € (E - E,), entdo existem x; € E e

x5 € E, tais que y = x; - x5. Dali, temos

q=x+y=>q=Xx1 X3 +X1*X3
=q =x - (x3 +x3)
=>q € (E-[E; + E;])
= (E-E,+E-E,) c(E-|[E;+E]. (2)
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De (1) e (2), podemos concluir que (E - [E; + E;]) = (E - E, + E - E,) e, como
consequéncia,

(E'D) ’ [(EllDl) + (EZ'DZ)] = (E'D) ’ (ElﬂDl) + (E,D) ) (EZ'DZ) ]

4.4. PROPRIEDADES DE ORDEM

Demonstradas as nove propriedades acima, podemos entdo afirmar que o
conjunto dos cortes de Dedekind em Q, munido das operacBes de soma e produto
definidas anteriormente, determina um corpo. Porém, sabemos que o conjunto dos
nameros racionais também é um conjunto ordenado, ou seja, dados os cortes (E;, D,),
(E;, D), (E5,D3), a ordenacdo (conforme a Definicdo 4.2) deve respeitar as

propriedades abaixo:

0,) Apenas uma das afirmacdes é verdadeira
i) (E1, Dy) < (E3, Dy)
ii) (E2, D) < (E1,Dq)
iy (Ey, D1) = (E2,Dy).

Demonstragdo: suponha que i) e ii) ocorrem simultaneamente. Vimos que, se
(E1, D;) < (E,, D), entdo E; é subconjunto préprio de E,, isto €,
XxX€EE >x€EE, (D
edy € E,talquey ¢ E; (2)

Agora, se (E,, D,) < (Ey,D,), entéo existira q € E; tal que q ¢ E,. Ora, mas de
(1) temos que se q € E; entdo q € E,, 0 que € uma contradigao.

Suponha agora que i) e iii) ocorram ao mesmo tempo. De iii), temos que
E, = E,. Porém, de (2), ha pelo menos um elemento de E, que ndo € elemento de E;,

0 que € uma contradicao. [ ]

Para demonstrar que ii) e iii) ndo podem ocorrer simultaneamente a

argumentacao é totalmente analoga ao caso em que i) e iii) valem ao mesmo tempo.

0;) Se (E;,D;) < (E3, D;) e (E;, D;) < (E3,D3), entdo (Ey, D) < (E3,D3).
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Demonstracéo: deveremos provar que E; é subconjunto proprio de E;. Sabemos que
se (E;,D,) < (E,,D,) entao

X€EE, >x€E,edy€eE,talquey & E;. (D
Também, se (E,, D,) < (E5,D3), entédo
X€EE,>x€E;edy€Estalquey ¢ E,. (2)

Ora, de (1),se x € E; entdo x € E,, jade (2), se x € E, entdo x € E;, OU seja,
E; é subconjunto de E;. Além disso, se existe y € E; tal que y € E,, entdo y € E,, ja
que, de (1), se y estivesse em E,, por consequéncia, estaria em E,. Logo, concluimos

que E; € subconjunto proprio de Ej, isto €, (Ey,D;) < (E3, D3). [ ]

03) Se (E;,D;) < (E3, D;), entdo (Ey, D) + (E3, D3) < (E3, D) + (E3,D3).

Demonstracdo: Provaremos que E; + E; € subconjunto préprio de E, + E;. Sejam
x€E, e y€eE; sabemos que (x+y)€ (E,+E;). Porém, da hipotese que
(Ey,D,) < (E3, D,), temos que se x € E; entdo x € E,, ou seja, 0 nimero x + y também
pertence a E, + E5, ou seja, E; + E; é subconjunto de E, + E5. Agora, também da
hipotese, existe q € E, tal que q ¢ E;, 0 que implica que o numero q + y néo pertence
a E; + E5, porém pertence a E, + E5. Portanto, concluimos que E; + E; € subconjunto
proprio de E, + E5, isto €, que (E;, D;) + (E5, D3) < (E5, Dy) + (E3,Ds3). ]

0,) Se (E3,D3) > 0 e (Ey, D) < (Ez, D,) entéo (Ey,Dy) - (E3,D3) < (E;,Dy) - (E3, Ds3).

Demonstracao: Essa demonstracdo decorre de uma maneira semelhante a anterior.
Sejam x € E; e y € E5, sabemos que (x - y) € (E; - E3). Das hipoteses, temos que se
x € E; entdo x € E,, e 0 nUmero x - y pertence a E, - E5, OU Seja, 0 conjunto E; - E; esta
contido em E, - E;. Também da hipétese, sabemos que existe x, € E, tal que x, & E;,
logo o nimero x, - y ndo pertence a E; - E5, mas pertence a E, - E5. Portanto, E; - E5
€ subconjunto propriode E, - E5, e (E;,D,) - (E3, D3) < (E3, D,) - (E5, D3). [ ]
Portanto, o conjunto dos cortes de Dedekind em Q suporta a estrutura de corpo
ordenado.
A partir desse conjunto, podemos comecgar a tentar “preencher as lacunas”
que existem nos numeros racionais, postulando a existéncia de elemento separador

para todos os cortes de Dedekind determinados por elementos de Q. Supondo que
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exista, por exemplo, um namero nao racional ﬁ com p € Z primo, que seja elemento

separador do corte (E,D),onde E = {q € Q:q < /p}e D ={q € Q:\/p < q}.
Nesse caso, os “novos elementos” que adicionariamos ao conjunto Q seriam
agueles que conhecemos como irracionais (ndo racionais), e sua incluséo adiciona

uma importante propriedade a Q, a completude.

Definicdo 4.4. (Completude) seja A um conjunto numérico ndo vazio qualquer.
Dizemos que A € completo se todo subconjunto ndo vazio limitado superiormente de
A possuir supremo, e este for um elemento de A.

Esta definicAo pode ser feita de maneira totalmente andloga utilizando o
conceito de infimo.

Suponha que existe um namero nao racional r, o elemento separador de um

corte (E, D). Podemos fazer uma das duas afirmacgdes:

)] r é supremo de E,comr & E;

i) r € infimo de D, com r ¢ D.

Para justificar as afirmacdes, usamos a propria definicdo de corte. Sabemos
que E € o conjunto dos numeros racionais menores que r, entdo se x € E, tem-se
x < r. Agora, supondo que exista y € Q tal que x <y, para todo x € E. Ora, pela
tricotomia, apenas uma das seguintes afirmacfes € verdadeira: r <y ou r =y ou
y <r.Ser =ynao h& nada a provar. Se y < r, entdo y € E e, pela densidade de Q,
haverd y; € E tal que y < y; < r, 0 que contradiz a hipétese de y ser cota superior de
E. Portanto, s6 nos resta concluir que r < y e, como consequéncia, que r é supremo
de E.

(usando uma argumentacao semelhante pode-se provar que r é infimo de D, porém

a demonstracao anterior ja nos da base para concluirmos a construgcao proposta.)
4.5. O CORPO ORDENADO COMPLETO

Ora, postulando a existéncia de elemento separador para todos os cortes de
Dedekind, ou seja, incluindo valores ndo racionais a Q, construimos um novo conjunto
K onde dado um corte qualquer de elementos de K, o elemento separador desse corte

€ um elemento do proprio K. Como o conjunto “E” de um corte qualquer é um
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subconjunto de K, e o elemento separador do corte (supremo de E) pertence a K,
entdo este é dito um corpo ordenado completo. Basta, por fim, concluir que este € o

préprio conjunto dos numeros reais.

Proposicdo 3. A menos de um isomorfismo, existe apenas um corpo ordenado

completo, o corpo dos numeros reais.

Demonstracdo: seja K um corpo ordenado completo. Sejam 0’ e 1’ os elementos

neutros da soma e da multiplicacdo em K, respectivamente. Para cada n € N, sejam

n'=14+1+ -+ 1" (nvezes) e (—n)’' = —n'. Definimos a funcédo f: R — K por
p) p’ P
—)|==,v=-€Q
f(q q q

e, se x for irracional, f(x) serd o supremo do conjunto

4

{p—,EK:E<x}
q q

que denotaremos por

sup{p—,EK:£<x}.
q q

Mostraremos que f é um isomorfismo, isto €, um homomorfismo bijetor de R

sobre K. Primeiramente, sejam P1 e P2 G4ois racionais cujas imagens por f sao,

q1 qz
- , , ’
respectivamente, = e 22 Daj,
a1 q'2

P1 P2\ _ b1, P2
G (@)=t
P19t P qq
4
f<P1'QZ+P2'CI2)
q1 - q>

P1 Pz)
—+=).
f<CI1 q:

De forma semelhante,
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Também, sendo x4 e X, irracionais, temos

f(x) + fxy) = sup{Z—}E K:&< x1}+sup{p—fe K:p—2<x2}

1 q1 q; q2
P1 D2 P1 D2
= su —+— EK:<—+—>< X, +x }
p{<q1 qz> o T St
= f(x; + x3).

Da mesma forma, vamos mostrar que f(x;) - f(x;) = f(x; - x,). Note que,

0= f(0) = f(x + (—x))

=fx)+ f(=x)
= f(x) =—=f(=x)
= —f(x) =f(=x)

A partir isso, devemos analisar dois casos: x; - x, < 0 e x; - x, > 0. Quando
X1 € x, SA0 ambos positivos, temos que

fx1) - fxz) =sup{p—}EK:0S&<x1}-sup{p—?el(:0 S&<x2}
a1 a1 2 q:

p1 P2 P1 D2
= supi|—-— EK:OS(—-—>< X1 X }
p{(% qz> T 9z (3 - x2)
=f(x1-x2).
Da mesma forma, se x; < 0 e X, < 0, temos

flx) - flx) = —f(x) - (_f(xz))
= f(=x1) - f(—x2)

:sup{p—}EK:OS&<—xl}-sup{p—?EK:OSp—z<—x2}
a1 a1 q; q:
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(e, como —x; e —x, s&o ambos positivos, pelo caso anterior)

= sup {(p_é : pz) EK:0< (P1 &> < (=x- (—xz))}

a1 95 q1 9>
p1 D2 (p1 Pz) }
= su —-—]€K:0< — ) <x1-x
p{(‘h ‘h) q1 92 LX)
= f(x1 - x2).

Por fim, se x; < 0 e x, > 0, temos que

f(xy) - f(xz)—sup{ EK: —<x1} sup{&el( O<&<x2}
2 q:

= —f(xy)- f(xz)——sup{ EK: —<x1} sup{ﬁel( 0<p—2<x2}
2 q:

= —f(x1)- f(xz)—sup{p—EK O<&< xl}-sup{p—?EK0<&<x2}
q a1 a; a:

(e mais uma vez, como —x; e x, sdo ambos positivos)

= —f(x)  fa) = sup{(’;’l ”Z)EK 0= (B-2) <y x2>}

19 q1 42
r P r P2
= —f() - f0x) = —sup{( q2>EK' o) <x x2>}

=> [ f(x) = sup{<r Z) ek (5 2) < xz)}

2 S 4>
= f(x) - f(x2) = f(xg - x2).

Portanto, independente dos sinais de x; e x,, vale que

f(x1) - f(x2) = fxg - x2).
Além disso, existe um real ndo negativo r tal que

PL_P2_ P2_Pi

91 92 92

=76 =7 G)
= £(52) = (G) + 1

Observe que, se r > 0, entao
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fr)y=1+1+1+--1'(r vezes)> 0.

F)=r ()

Logo

Ainda,

X1 SXy DXy =X +7T

= f(x2) = f(x, +71)

= sup{p—zel{&<x2}—sup{&61{&<xl+r}
2 a: 1 a1

Veja que os elementos do conjunto da direta sdo maiores ou iguais aos elementos de

{&EK&<%+@

a1 q1

Em consequéncia, seus supremos também respeitardo essa ordem. Logo,

SUP{&EK&<X1}—SUP{&EK p—2<x2}=>f(x1)<f(x2)

1 q1 2 2

E, como pela definicdo f(1) = 1', concluimos que f é um homomorfismo de
corpos ordenados. Nos resta provar agora que f € bijetora. Veja:

p=1+1+-1"(pvezes)=p' =f(1)+ f(1)+ - f(1)
=>p' =fA+1+--1)
=>p' =f(p)p€EN.

pelo mesmo argumento, podemos afirmar que q’' = f(q), para q € N. Dali,

%:”"% %‘ﬂp) @
i 0
%—ﬂp) r(5)
21y

21
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!
L, , ~ p . p . . .
Também, se x’ estd em K, entdo dado ? € K, existem 5 racional e x irracional
tais que
1A

x' = sup{p—,e K:P < x}
q q

em outras palavras, x" = f(x). Portanto, f € sobrejetiva. Agora,

pl) (Pz) P1 D2
— | # — | = — * —
f<‘h ! qz 91 4

0 que significa que ou p; # p; OU q; # q3. Em todo caso, como p; =1"+ 1"+ -+ 1’
(p, vezes), e p,=1"+1+--+1" (p, vezes), entdo se p; # p; entdo p, # p,. Pela

mesma razao, se q; # q, entdo q, # q,. De qualquer maneira,

!

q1

:_

! !
p, Db
LAY A e R
2 q1 qz

Por fim, se x; e x, forem irracionais, com f(x;) = f(x,), temos

sup{p—}EK:&<x1}=sup{p—fel{:&<x2}
1 a1 2 az

= Sup{p—}eK:&<x1}_sup{p_?el{:p_2<x2} =0
a1 a1 2 q2

P1 P2 <p1 pz> } ,
= supi|l=—=|eEK:|———| < (x1—x3)  =0".
p{<6h qz> 1 9o (1 = x2)

Note que todos os elementos desse conjunto S&0 menores ou iguais a zero, e como f
preserva a ordem, podemos afirmar que

(2-2) <o
91 92

isto é,

(x1 —x2) = 0= x1 = xp,

0 que nos leva a concluir que f é injetora. Logo, f € bijetora e € um isomorfismo de R
sobre K, o que conclui nossa demonstragao. [ ]

Ora, da proposicdo que acabamos de demonstrar e da conclusdo de que o
conjunto de todos os cortes de Dedekind, munidos de seus respectivos elementos
separadores, forma um corpo ordenado completo, podemos concluir que este é o

préprio conjunto dos nameros reais, como enuncia o postulado a seguir.
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Teorema 4.1. (Postulado de Dedekind) Existe um corpo ordenado R, chamado corpo

dos numeros reais, com Q c R, tal que todo corte em R possui elemento separador.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

E possivel apresentar os nmeros reais aos alunos do ensino basico de mais
de uma forma? No que foi apresentado neste trabalho de pesquisa, por meio das
construcbes e das sequéncias didaticas é possivel observar que o professor
potencializar recursos no sentido de estruturar metodologias e aproximar a
matematica que, em geral estuda-se na academia, para a matematica escolar, bem
como para a matematica do cotidiano escolar do aluno (MOREIRA; DAVID, 2005).

Ao trabalhar com régua e compasso, ou usar cortes de Dedekind como
ferramenta de ensino, pode-se mostrar aos estudantes que a matematica nao se limita
a regras e operacfes mecanicas, mas que possui uma grande diversidade de formas
de ser estudada, seja com ferramentas concretas, criativas e/ou logicas, que desafiam
cada vez mais a producdo de conhecimento mateméatico(CARRIAO; POWELL;
BORBA; D’AMBROSIO; FONSECA, 2010).

Logo, ao aplicar uma dessas construcdes (ou ambas) em sala de aula, espera-
se gue seja possivel aproximar a matematica do ensino basico com a que € vista no
ensino superior: mais dedutiva, mais descritiva, mais formal e com uma rica
simbologia, despertando, assim, a curiosidade para o estudo dos numeros reais.
Ademais, tornara mais simples a adaptacédo de um futuro estudante de matematica no
curso, melhorando seu desempenho académico.

Visando contribuir nesse sentido, este trabalho conta com um produto
educacional que tem como objetivo detalhar a aplicacdo em sala de aula de duas
sequéncias didaticas: uma que traz a construcdo algébrica e a outra que traz a
construcdo geométrica de R. Também, deseja-se fornecer nesse produto materiais
como as sequéncias em si, materiais para a impressao e videos explicativos para que

as aplicacbes dessas sequéncias possam ser realizadas em outras salas de aula.
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