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RESUMO

Algumas questdes envolvidas em Matematica podem ser respondidas por meio de
funcbes especiais, agindo entre conjuntos ndo vazios. Nosso objetivo € estabelecer a
definicdo de um quase homomortfismo, motivado pelos varios casos em que determinadas
fungdes, uteis ao desenvolvimento de uma teoria, ndo estdo distantes de um

homomorfismo.

Palavras chave: Fungoes, conjuntos, operacgdes e propriedades e homomorfismo.



ABSTRACT

Some questions involved in Mathematics can be answered through special
functions, acting between non-empty sets. Our objective is to establish the definition of
an almost homomorphism, motivated by the various cases in which certain functions,

useful for the development of a theory, are not far from a homomorphism.

Keywords: Functions, sets, operations and properties and homomorphism.



Lista de Simbolos

: menor do que.

: maior do que.

ANV A

: menor do que ou igual a.

\%

: maior do que ou igual a.

rigual a.

#: diferente.

V: para todo, qualquer que seja.
=: entdo, implica.

©: equivalente, se e somente se, se e s se.
co: infinito (ndo é um nimero).
/: tal que.

3: existe.

: nao existe.

: pertence a.

: ndo pertence a.

e D: esti contido e contém

N N M M

: subconjunto de ou igual a.

in

: subconjunto de e diferente de ou subconjunto proprio de.
¢: nao esta contido.

U: unido.

N: intersecao.

#X: nimero de elementos do conjunto X.

N, Z,Q,R e C: conjunto dos numeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos,
respectivamente.

nZ = {nk / k € Z}: conjunto dos multiplos do niimero inteiro n.

M,n (R): conjunto das matrizes de ordem mxn com entradas no corpo dos reais.
M, (R): conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas em R.

F4: conjunto de todas as fungdes que agem de A para B.

F(X): conjunto de todas as fung¢des que agem de X em si mesmo.
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INTRODUGAO

A teoria dos conjuntos é um campo fundamental na matematica que desempenha
um papel central em diversas areas. Ela fornece as bases para a compreensao das relacdes
e propriedades de grupos, numeros, espagos vetoriais e muitos outros objetos
matematicos. Uma das questdes intrigantes que surgem no estudo de conjuntos é a nogao
de homomorfismo entre conjuntos. O conceito de homomorfismo implica em uma
correspondéncia estrutural entre conjuntos, que pode ser fundamental para entender a

relacdo entre diferentes colegdes de elementos.

No entanto, é interessante observar que, embora dois conjuntos possam nao ser
homomoérficos entre si, é possivel que eles contenham subconjuntos que compartilhem
essa caracteristica. Esta observacdo levanta uma série de questdes interessantes e desafia
nossa compreensao da estrutura e da relagdo entre os conjuntos. Este trabalho busca
explorar essa tematica, analisando a ideia de conjuntos, homomorfismo e seus

subconjuntos, aprofundando-se em exemplos, teoremas e aplicagdes.

O objetivo principal deste trabalho é examinar como a no¢ao de homomorfismo
pode ser aplicada na andlise, identificando casos em que conjuntos nao sio homomorficos,
mas possuem subconjuntos que compartilham essa propriedade. Além disso,
investigaremos as implicagdes e aplicacdes desse fenOmeno em diversas areas da
matematica. Por meio de exemplos concretos e teoremas relevantes, pretendemos
ilustrar a importancia e a aplicabilidade desse conceito, bem como sua relevancia para a

teoria dos conjuntos e areas afins.

Ao final deste estudo, esperamos fornecer uma visao aprofundada e uma
compreensao mais clara das relagdes entre conjuntos, homomorfismo e subconjuntos,
destacando a riqueza e a complexidade inerentes a este campo da matematica, e suas

aplicag¢des para a resolucdo de problemas praticos.

O TCC que elaboramos esta dividido em 2 capitulos. No primeiro momento
descrevemos brevemente alguns conjuntos e relacionamos suas operagdes e
propriedades. Incluimos, um paragrafo sobre determinantes e fung¢des. Depois

descrevemos brevemente o que é um homomortismo.



No capitulo 2 tentaremos induzir a defini¢do de quase homomortismo que o leitor

pode, juntamente com as nossas ideias, estabelecer efetivamente esse conceito.

Nossas consideragdes finais mostram que terminamos por estabelecer alguns
caminhos para a definicao de um quase homomorfismo que, rotineiramente aparece nos

temas abordados pela Matematica basica.
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CAPITULO 1: NOGOES PRELIMINARES

1.1 ALGUNS CONCEITOS LIGADOS A TEORIA DOS CONJUNTOS

A teoria dos conjuntos é um ramo da matematica que estuda os conjuntos, que sdo
colecdes de objetos. Ela foi desenvolvida no inicio do século XX por Georg Cantor e se
tornou uma base fundamental da matematica moderna. Aqui estdo algumas definicGes e

conceitos-chave da teoria dos conjuntos para o desenvolvimento de nosso trabalho:

i) Conjunto: é uma colec¢do de objetos distintos, chamados de elementos. Os conjuntos sdo

geralmente representados por letras maiusculas do nosso alfabeto.

ii) Elemento: é um objeto que faz parte de um conjunto. Se um elemento x pertencea um
conjunto A, escrevemos x € A. Caso contrario, se x ndo pertence ao conjunto A4,

escrevemos x € A.

iii) Igualdade de conjuntos: os conjuntos A e B ndo vazios sdo iguais se, e somente se,

possuem exatamente os mesmos elementos. Isso é denotado por A = B.

iv) Subconjunto: um conjunto A é um subconjunto de um conjunto B (ou A esta contido
em um conjunto B) se todos os elementos de A também sdao elementos de B. Isso é
denotado por A c B. Caso exista ao menos um elemento de A fora de B, anotamos A ¢ B

que significa que A nao esta contido em B.

v) Conjunto vazio: o conjunto vazio, denotado por @, é um conjunto que nao possui

elementos.

Observemos que ndo podemos afirmar que @ ¢ B, independentemente dos objetos

que definem o conjunto B. Isso porque ndo temos como argumentar o contrario.
Podemos definir, ainda, a partir de dois conjuntos A e B, os seguintes conjuntos:

vi) Unido: a unido de A com B é o conjunto que contém todos os elementos de A e todos

os elementos de B. Isso é denotadopor AUB = {x/x € Aoux € B }.

vii) Intersecdo: a intersecdo de A com B é o conjunto que contém todos os elementos que

sdo comuns a A e B.Isso é denotadopor ANB ={x/x € Aex €B }.

11



viii) Diferen¢a de conjunto: a diferenca entre dois conjuntos A e B (nessa ordem) é o
conjunto formado pelos elementos de A que nao pertencem a B. Isso é denotado por

A\B = {x/x € Aex & B }. Nessa ordem porque, em geral, A\B e B\A sdo distintos.

ix) Conjunto complementar: o complementar de um conjunto A em relagdo a um conjunto
universo U (conjunto em que estdo contidos todos os imaginaveis conjuntos) é o conjunto
formado pelos elementos que pertencem a U e ndo pertencem a A. Isso é denotado por
A'={x/x€eUex &A}. Notemos que, se AcC B, entdio B\A=A"={x/x€EBex ¢ A}

que é o complementar de A em relacdo a B.

x) Conjunto das partes: P(A) = {X/X c A}, é o conjunto das partes de A, formado por

todos os subconjuntos de A.

xi) Produto cartesiano: A X B = {(a,b)/a € Ae b € B}, é o produto cartesiano entre A e

B, formado pelos pares de elementos de 4 e B nessa ordem.
Por fim, definimos:
xii) Conjuntos disjuntos: termo usado para dois conjuntos A e B taisque AN B = Q.

Além dessas definicbes basicas dessa teoria, que serdo Uteis para as nossas
argumentacdes, queremos considerar as operacdes definidas em um conjunto ndo vazio

e as propriedades gerais que delas decorrem.

1.2 OPERACOES DEFINIDAS EM CONJUNTOS E SUAS PROPRIEDADES

Relacionaremos algumas propriedades que usualmente sdo consideradas para

uma operacao que define a estrutura de um conjunto.

Definigdo 01: Seja A um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma operacgdo * esta (bem)

definidaem A se, e somente se,V x,y € A, vale que x *x y € A.

Sao exemplos de operagdes bem definidas em um conjunto nao vazio: a operagao
de adicdo + em N, a unidao U em P(4), sendo A um conjunto ndo vazio; e a operacao de

multiplicagcdo " - " em Z.

Geralmente quando é definida uma regra de operacionalizacdo em um conjunto

ndo vazio 4, surgem propriedades que terminam por definir a estrutura desse conjunto.

12



Daremos destaque para as propriedades que julgamos mais importantes na

fundamentac¢do do nosso trabalho.
Defini¢do 02: Seja A # @ um conjunto. Seja * uma operacao definida em A.

a) Dizemos que esta operacdo tem a propriedade associativa se, e somente se, V x,y,Z €

A,valerquex * (y*xz) = (x xy) * z.

b) Dizemos que esta operacao tem a propriedade comutativa se, e s6 se, V x,y € A, valer
quex *xy =y *x.
c) Dizemos que e € A é elemento neutropara a operagao * se, e somente se, V x € A, valer

quex xe =e *xXx = X.

d) Se a operacdo * admite elemento neutro e, dizemos que um elemento a é inversivel (ou

possui inverso) em A com respeito a operacio * se, e somente se, 3 a~! € 4, de modo que

a*xal=a"

Defini¢ao 03: Seja A # @ um conjunto. Seja * uma operacdo definida em A. Dizemos que,

para essa operacao, vale (m)
a) a lei do cancelamento a esquerda se, e somentese,a*b =a*c = b = c.
b) a lei do cancelamento a direita se, e somentese,b xa =c*a = b = c.

c) as leis do cancelamento, se, e somente se, valem as leis do cancelamento a esquerda e

a direita.
Exemplo 01:

Considerando a operac¢do de adicdo +, temos que 0 é o elemento neutro e todo
elemento possui inverso (aditivo) no conjunto Z dos nimeros inteiros. Particularmente,

temos 271 = —2.

Considerando a operacgao de multiplicacdo -, temos que 1 é elemento neutro e todo

elemento nao nulo possui inverso, no conjunto Q dos nlimeros racionais. Particularmente,

temos 271 = —% + —2.
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Seja A um conjunto nio vazio e P(A4) o conjunto das partes de A. E facil ver que as
operacgdes N (intersecdo) e U (unido) estdo definidas em P(A). Além disso, A e ® sao,

respectivamente, o elemento neutro para as operagdes N e U.

Defini¢do (Poténcias inteiras) 04: Sejam A um conjunto ndo vazio, * uma operacdo bem
definida em A e e o elemento neutro para essa operacao. Entao, definimos as poténcias

inteiraspara um elemento a € A4, da seguinte maneira:

a’=e
al=a
a’=ax*a

a  =axaxa

a"= a*xax..xa;V4<newze
N ————
nvezes

a"=@HY'=al«alxa?l..xal;V4<nez

nvezes

Exemplificando, calculemos algumas poténcias do ndimero 4 com respeito a
operacdo de adi¢cdo em Z, obtemos: 4° = 0,41 =4-1=4,42=4+4=4-2 =8 e para
todointeiro3 <n €7Z,temos4™ = 4+4+ .. +4=4n.

nvezes

0 “valor” da expressdo a™ esta diretamente ligado a operacio * e, no caso de seu
expoente ser n = 0, por defini¢do, temos a’ = e; onde e é o elemento neutro para essa

operacao (caso ele exista).

Definigdo 05: Se A é um conjunto ndo vazio, * uma operacdo bem definida em 4, e essa

operacdo admite e como elemento neutro, definimos que:
a) a € A é um elemento idempotente se, e somente se, a’=ax*a=a.

b) e # a é um elemento nilpotente se, e somente se, existe um primeiro nimero inteiro

positivo c tal que a¢ = e.

O conceito de idempoténcia serd explorado em nosso capitulo 2. A nilpoténcia pode

ser perceptivel no conjunto das matrizes como mostra o Exemplo 01, em 1.3.3.
14



1.3 BREVES DESCRICOES DE ALGUNS CONJUNTOS

Este paragrafo relaciona alguns conjuntos que comumente aparecem como
assuntos da Matematica basica. Isso nos permitira justificar as observacdes que faremos

mais em frente.

1.3.1 conjunto R dos nimeros reais

A partir do conjunto Z={...,—z,...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...,2, ...} dos numeros

inteiros podemos construir um primeiro exemplo de um conjunto “mais completo”, o
conjunto das fragdes de Z. Comumente denotado por Q = {% /mneZen# 0}, esse

conjunto é denominado de conjunto dos nimeros racionais.

Existem, no entanto, outros nimeros que nao podem ser expressos por meio de
um quociente entre dois niimeros inteiros. Se pensarmos um pouco sobre v2 podemos
facilmente verificar que esse ndo é um numero racional. Para fazer esta verificacdo, ou
seja, que V2 é um niimero irracional, vamos usar o método da contradicdo (reductio ad
absurdum). A ideia é supor o oposto, ou seja, que a raiz quadrada de 2 é um nimero

racional e, em seguida, mostrar que essa suposicdo leva a uma contradicao.

Portanto, suponha que V2 é um ndmero racional. Isso significa que podemos

~ . ’ . m ~
escrever V2 na forma de uma fracdo irredutivel, ou seja, na forma p onde m e n sdo

inteiros positivos sem fatores primos em comum, exceto 1.

Entdo, temos que V2 = %e, elevando ambos os lados dessa igualdade ao quadrado,

2

obtemos 2 = (%)2 =02 ="

n2’

2
Multiplicando ambos os lados por n?, temos 2 - n? = % ‘n?=2-n?2 =m?

Agora, podemos ver que m? é par e, se m? é par, entdo m também é par (o leitor
pode facilmente verificar esse fato, também por contradi¢do). Entdo, escrevendo m = 2k,
onde k é um ntimero inteiro positivo, temos que 2 - n? = m? = (2k)? = 4k?.Fazendo uma
simples simplificacdo, temos que n? = 2k? também é par. Consequentemente, n é par e

isso contradiz o fato de que m e n ndo tém fatores comuns além de 1.
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Com isso, nossa suposi¢io inicial de que v/2 é um niimero racional esta incorreta e

resta que v2 é um nimero irracional.

Em geral, se p € um ndmero primo, entdo ,/p nao pode ser escrito como um

quociente entre nimeros inteiros. Portanto, o conjunto Q[,/p] ={a+b\/p/a, b € Q},

onde p é um nimero primo, é “maior” que o conjunto Q.

Escolhendo p e p’ dois niumeros primos distintos (e pares desse tipo de ntimero
existem aos montes), 0os conjuntos Q[\/ﬂ e Q[,/p’| sdo também distintos. Claramente,

maiores que Q. Esse conjunto por sua vez é maior que Z, que é maior que N.

Com relacdo as operagdes usuais de adicdo e multiplicacdo definidas em Q,
podemos listar uma quantidade satisfatéria de propriedades. Valem quase todas as
propriedades listadas na Definicdo 02, em 1.2, é que, com relagdo a multiplicacao, o

numero 0 ndo possui inverso.

Pense em como definir em Q[\/ﬂ = {a + bﬁ/a,b € (@} operagdes de adigdo e

multiplicacdo e que propriedades essas operagdes possuem.

O conjunto R, denominado de conjunto dos niimeros (reais) é a uniao do conjunto
Q com o conjunto de todos os numeros irracionais. Comumente escrevemos o conjunto

(diferenga) R\Q para indicar o conjunto dos ndmeros irracionais.

Observagdo 01: As operacdes de adicdo e multiplicacdo definidas em R gozam das
propriedades listadas na Definicdo 02, em 1.2. Sendo que 0, o elemento neutro da adigao

nao possui inverso multiplicativo.

Essas operacdes se ligam da seguinte forma: (Distributividade da multiplicagdo em

relagdo a adi¢do): Vx,y,z € R,valeque x(y +2) =xy +xz =yx + zx = (y + 2)x.
A abundancia de inverso multiplicativo tem por

Consequéncia 01: Em R, se x, y sdo tais que xy = 0, entdo valeque x = 0ouy = 0.

Claro é que, se 0 # x € Rou Q; entdo, existe x~!

e, desta forma, seguem as
equivalénciasxy =0 © x 1(xy) =x710 © (x " 'x)y=0<1y =0 < y = 0.Supondo

que y # 0, os mesmos argumentos mostram que x = 0.
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Em geral, se temos definidas uma operacdo de adicdo com elemento neutro 0
(zero) e uma operagdo de multiplicagio em um dado conjunto ndo vazio 4, dizemos que
A ndo possui divisores de zero se, e somente se, dados elementos a e b em 4, se ab = 0
entdo, a = 0 ou b = 0. Portanto, ndo existem divisores de zero em R. Essa propriedade

também é herdada pelos (sub) conjuntos Q e Z e N.
Consequéncia 02: as Unicas soluc¢des da equa¢do x2 = x; no universo U = R, sdo 0 e 1.

De fato, temos x? =x © x(x —1) = 0. E, claro, x =0 é uma solu¢io dessa
equacdo. Além disso, se x # 0, em Q ou R, existe o nimero x~1, inverso multiplicativo de

x e, podemos argumentar que,
l=xeo xlIxi=xxeoxtl=xcxl=1ox=1.

Véarias outras propriedades e teorias estdo relacionadas com conjunto R dos

numeros reais. Podemos encerrar essa descric¢do, incluindo o ordenamento dos nimeros:
Observagdo 02: Vale que R contém R}, ={x € R/ x > 0} e,
i)sex,y e R},entdox +y € Ry exy € R},

ii) se x € R, exatamente uma das possibilidades ocorre: x € R}, —x € R} oux = 0.

1.3.2 O conjunto C dos nimeros complexos

Os nuimeros complexos, historicamente, existem por duas razdes principais, a
saber: uma de natureza algébrica com a resolucio da equacio x? + 1 = 0, quando na
Europa discutiam-se as “solucdes impossiveis” de uma equag¢dao em torno dos nameros
negativos e irracionais. Outra, com o desejo de criar um analogo aritmético do conceito de
vetor, que surgiu dentro da Geometria e da Fisica, onde os nimeros complexos aparecem

como candidatos perfeitos para representar e permitir operar com vetores no plano.

Em C= {z =x+yi;x,y ERei=+—1,ondei? = —1}, estdo bem definidas as

operagdes de adicao e multiplicacdo, de acordo com as regras abaixo.
Paratodosz =a + bie h = ¢ + di em C; definimos:
+:z+h=(a+bi))+(c+di)=(a+c)+ (b +d);

1 zh = (a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i.
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Defini¢ao 01: Sejam z; = a + bi e z, = ¢ + di elementos em C. Entao:
a) dizemos que o nimero complexo i = 0 + i é a unidade imagindria;

b) os nimeros reais a = Re(z;) e b = Im(z,) sdo, respectivamente, a parte reale a parte
imagindria do nimero complexo z;. A parte imagindria é a que acompanha a unidade
imaginaria i,

¢) definimos Z; = a — bi como sendo o conjugado do nimero complexo z;;

d) Diremos que os numeros complexos z; e z, sdo iguais, se e somente se, valer que

Re(z;) = Re(z,) e Im(z;) = Im(z,).

1 V4 a b .z
= = - Leo
aZ+b? a?+b?2  a?+b?

Observacao 01: Seja 0 # z = a + bi € C. Entdo, vale que z~
inverso multiplicativo de z.

Isso pode ser verificado da seguinte forma: seja z~! = x + yi. Entdo, vale a
condi¢do z71z = 1 = 1 + 0i. Usando a defini¢do de multiplicacdo em C, obtemos z71z =

(x +yi)(a+ bi) = (ax —by) + (bx +ay)i=1=1+ 0i. Pela igualdade definida no

item d) da definicdo anterior, temos o pequeno sistema linear

{ax—by=1
bx +ay =0

nas variaveis x e y. Esse sistema é equivalente a

{azx —aby=a
b%x + bay =0’

Somando essas equacdes e usando que 0 # z = a + bi & a? + b? # 0, obtemos que

a . . ~ s
(@®+bHx=aex= — Substituindo esse valor na 22 equacao, verificamos que

b2a b%a 1 -b 1 z
—+bay=0y=— — = . Portanto, vale que, z7* = ———.
a?+b2 y y a?+b2ba  a?+b? ! que, a?+b2
. T . L 4 7.
Exemplo 01: O inverso multiplicativo do nimero complexow = 4 —7iéw™1 = el el &

Claro que R c C, ja que para todo r € R, podemos escrever r = r + 0i. A ideia é a

mesma de estender o conjunto dos niimeros pela unidade imagindriai = v—1, obtendo

C = R[i].
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Observagdao 02: As operacgdes de adigdo e multiplicacdo, definidas em C, gozam das
propriedades listadas na Defini¢do 02, em 1.2. Sendo que 0, o elemento neutro da adigdo

ndo possui inverso multiplicativo.

Essas operacdes se ligam da seguinte forma: (Distributividade da multiplicagio em

relagdo a adi¢do): V z,w,h € C,valeque z(w+ h) =zw + zh =wz + hz = (W + h)z.

A abundancia de inverso multiplicativo, conforme a Observacdo 01 deste

paragrafo, tem por
Consequéncia 01: Em C, se z, w sdo tais que zw = 0; entdo, vale que z= 0 ou w= 0.

Claro é que, se 0 # z € C, entdo, existe z~ ! e, desta forma, seguem as equivaléncias
w=0e zl(zw)=z"10 © 712 )2w=0<1w =0 © w = 0. Supondo que w # 0,

0S mesmos argumentos mostram que z = 0.

Consequéncia 02: temos que as Unicas solu¢des da equagdo z? = z, no universo U = C,

sio0=04+0iel =1+ 0i.

De fato, temos z2 =z < z(z—1) = 0. E, claro, z = 0 + 0i é uma solucio dessa

1

equacdo. Além disso, se z # 0 + 0i, existe o nimero z~ ", inverso multiplicativo de z e,

podemos argumentar que, z? =z z 1z2=z7l1z2=1+0i.

Uma forma concreta de estudarmos esses “ntimeros abstratos” é identificarmos C
2 ’ . . . . . 7
com R*. Claro, alguns fatos geométricos surgem imediatamente. Como nosso objetivo esta
centrado nos elementos idempotentes, definidos, neste capitulo, em 1.2, encerramos este

paragrafo neste ponto.

1.3.3 O conjunto M,,,,.,(R) das matrizes de ordem m X n com entradas em R

O presente paragrafo serd dedicado a uma breve descricdo do conjunto das
matrizes reais. Seguiremos destacando algumas caracteristicas de seus elementos,
operacgdes e propriedades que tém vinculo com as discussdes que faremos. Comegcamos

relembrando a seguinte

Defini¢do 01: Digamos que m e n sejam dois nimeros naturais ndo nulos. Definimos,
assim, matriz de ordem m por n (m X n), a qualquer tabela de m linhas e n colunas,

formada por niimeros, os quais se chamam de entradas da matriz.
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Usualmente, representamos uma matriz de ordem m X n por uma letra maiuscula

i1 A1z 0 Am
: Az1 Qzz  Qom
de nosso alfabeto, da seguinte forma A = [a;;] = =| nal ,
mxn
Am1 Am2 " Amnly,xn

Toda matriz de ordem m X n é dita matriz retangular. Particularmente, as matrizes
retangulares de ordens 1 X n e m X 1, sdo chamadas de matriz linha e matriz coluna,

respectivamente.

Quando m =n, temos o caso de uma matriz quadrada, de ordem n (ou m).
Denotaremos por M,,x,(R) o conjunto das matrizes retangulares sobre R e por M,,(R), o

conjunto das matrizes quadradas.

Algumas matrizes quadradas merecem destaque. Por exemplo, costumamos

relacionar os tipos:

a) Matriz diagonal: é toda matriz quadrada A = [al- j]nxn' cujas entradas a;;’s sdo nulas

parai #jel <i,j <n.

b) Matriz triangular inferior: é toda matriz quadrada A = [al- f]nxn’ cujas entradas a;;'s sdo

nulas parai < j.

¢) Matriz triangular superior: é toda matriz quadrada A = [al- j]nxn' cujas entradas a;;’s
sdo nulas parai > j.

Definicao 02: diremos que duas matrizes sdo iguais se, e somente se, elas possuem a
mesma ordem e entradas correspondentes iguais.

Definig¢do 03: Sejam A = [aif]mxn eB = [bij]mxn elementos de M,,4,(R). Entdao, podemos

definir a seguinte operacao de adicdo: +: A+ B = [aif]mxn + [bij]mxn = [aij + bij]

mxn’

Observagdo 01: A operacio de adicdo definida em M,,,(R) goza das propriedades

listadas na Definicdo 02, em 1.2. Sendo que O = 0 0 O é o elemento neutro
O O 0 mxn

da adicaoe —A4 = [_aij]mxn é o inverso aditivo da matriz A.
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Definigdo 04: Consideremos as matrizes A € M,,,,;(R) e B € M;,,,(R). Podemos definir a
seguinte operacao de multiplicacao:

“AB =C = [Cij]mxn; onde para todo 1 <i<m e para todo 1 <j<n, cada
entrada de C é dada por

l

Cij = z Qikbyj = Qi1byj + - + ayby;
=1

E preciso entender que essa operacdao de multiplicacdo é feita, em geral, tomando
matrizes em conjuntos distintos e a matriz produto cai fora desses conjuntos. Claro, em

M, (R) tudo fica acomodado.

Observagdo 02: Sejam 4, B e C matrizes com entradas em R tais que os produtos indicados

abaixo sdo possiveis de serem calculados. Entdo, valem:
M;: A(B + C) = AB + AC (Distributiva a esquerda em relacdo a adicdo);
M,: (A + B)C = AC + BC (Distributiva a direita em relagao a adi¢cdo);

M3: A(BC) = (AB)C (Associatividade da multiplicacao);

1 0 0 00
M,:se A € M,,(R), entdo Al,, = I,A = A; onde I, = O 1 0 0 0 (Existe
0 0 0 0 11

elemento neutro).

Essa é uma matriz diagonal: [,, = [aij]nxn; onde, paratodo i,j € {1, 2, ..., n}, temos

a;j=1,sei=jeaqa;; =0,sei # j.Elaé denominada de /dentidade de ordem n.

Essa multiplicacdo, em geral ndo comutativa, exige que, se A e B sdo matrizes que

comutam, ou seja, se AB = BA, entdo A e B sdo matrizes quadradas (de mesma ordem).

Observagdo 03: Diferentemente das propriedades da operacao de multiplicagcdo definida

em C, temos em M, (R) que:
a) se A e B sdao matrizes tais que AB = 0; entdo, em geral ndo valeque A =0ouB = 0.

b) as solucdes da equagdo X2 = X; em geral, ndo sdo somente O e I,,.
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0
Para as matrizes ndo nulas A = [p ] ;Vp,qER eB = [7 3 , 0 produto

2X2 2><2

que obtemos é AB = 0. Isso mostra que existem muitos divisores de zero em M, (R).

1 0 s
Agora,amatrizE=|0 1 0 ; Vs € R, que ndo é a matriz nula e nem a matriz
0 0 0l

I, é tal que E% = E e isso mostra que existem infinitos elementos idempotentes em

M5 (R).

0 7 2
Exemplo 01: AmatrizO # N=|0 0 1] étalque O # N2 e N3 = 0; ou seja, N é uma
0 0 O0lyx;

matriz nilpotente.

Defini¢do 05: Uma matriz quadrada A de ordem n é inversivelse, e somente se, existe uma

matriz B tal que AB = BA = I,,.

Nesse caso, denotamos por B = A™1, a inversa de A. Claro que a ordem de B é a

mesma de A. Além disso, B~ = A.

eB = [_21 _5] sdo tais que AB = BA = I,,.

Exemplo 02: As matrizes A = [i 3
2X2

. -5 ~ : Lo .
0 Entao, triz B de 4, -
u seja, [1 2]2><2 [_ ]sz [O 1]2><2 ntdo, a matriz B € a inversa de 4, e vice
versa.

Encerraremos esse assunto listando algumas propriedades comumente
relacionadas a existéncia da inversa (multiplicativa) de uma matriz. Isso merece destaque

devido ao fato de que existem infinitas matrizes quadradas que ndo sao inversiveis.
Observagio 04: Sejam A, B € M,,(R); onde 1 < n € N. Entio:

a) se existir A7, a inversa da matriz 4, ela é tnica.

b) se A é inversivel, A1 é também inversivel e (471)"1 = A.

c) se A e B sdo inversiveis, AB também é inversivel e (AB)™! = B~147L.

Inicialmente, se A é uma matriz inversivel, com inversas B e C, entdo, vale que

AB=BA=AC=CA=1I,eassim, AC =1, < BAC=Bl, =1, =B & C =B.
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Agora, se A™! é inversivel, existe uma matriz X para a qual A71X = XA 1 =1,.

Porém, temos que A™'4 = AA™1 = I, e o item a) diz que (4™ 1)1 = A.

Usando a associatividade, (AB)(B™'A™) = A(BB"V)A ' = ALLA "' =AA =1, e
(B71A™YY(AB) =B (4 *A)B=B"'I,B=B"'B =1,. Entdo, AB é inversivel com

(Gnica) inversa (AB)™! = B~147L.
Definig¢do 06: Seja A = [ai J']an qualquer elemento em M,,x,,(R). A transposta da matriz

A é amatriz A* = [aﬁ]mxn cujas linhas sao as colunas de A.

Exemplo 02: A transposta de uma matriz coluna é uma matriz linha e, vice-versa. Matrizes

diagonais sdo invariantes pela acdo da transposta.

Encerramos este paragrafo listando propriedades que comumente sdo observadas

quando aplicamos a transposta em matrizes.

Observagdo 05: Sejam A e B matrizes com entradas em R tais que as somas e os produtos
indicados abaixo sdo possiveis de serem calculados. Entao, valem e sdo de facil verificacao

as seguintes propriedades:
P: (AY)! = 4;

P,:sek € K, (kA)t = kA
P;: (A + B)t = A* + BY;

P,: (AB)t = BtAL,

1.3.4 O conjunto Z, das classes residuais mdédulo n

Fixado um inteiro 2 < n € Z, podemos definir uma relacdo de equivaléncia,

denominada congruéncia modulon, da seguinte forma:
Vx,y €EZx=y(modn) ©x—y=kn;ondek €Z & x —y € nl.

Como toda relacdo de equivaléncia, o conjunto quociente (de todas as classes de

equivaléncia) Z/: (mod 1) = Z, = {X / x € Z} é uma parti¢do do conjunto Z.
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Para ver os detalhes da construcao da algebra que esse conjunto oferece, o leitor
pode consultar a referéncia bibliografica [4], paragrafo 2.6 do capitulo 2; pags. 30, 31 e

32. Todas as afirmacgdes que vamos incluir aqui sdo de facil verificacao.

Observagdo 01: O conjunto das classes determinadas pela relagio = (mod n) possui n
elementos. Precisamente, temos Z,, = {0,1,2,--,n—1}e podemos definir as seguintes

operagdes de adicao e multiplicagdo, de acordo com as regras abaixo.

Para todos x, y € Z,; definimos:

x|

+x+y=x+y.

1 XY =

.l
<

Observagdo 02: A operacdo de adicdo definida em Z,, goza das propriedades listadas na
Definicdo 02, em 1.2. Sendo que 0 é o elemento neutro da adi¢cdo e =x é o inverso aditivo

da classe x.

Com relacdo a operagdo de multiplicacdo, valem as propriedades listadas na
Observagdo 03: Sejam X, y e Z elementos quaisquer em Z,,. Entdo, valem:
My:x(yz ) = (xy)z (Associatividade);

M,: xy = yx (Comutatividade);
M;:1x = x1 = x (Existe elemento neutro).

Essas operacdes se ligam da seguinte forma: (Distributividade da multiplicagdo em

relagdo a adi¢do): V X,y,Z € Z,, valeque Xx(V + 2) =xy+xz=yx + zx = (J + 2)Xx.

Observagao 04: Diferentemente das propriedades da operacao de multiplicacao definida

em C, em Z,, podemos ter que:
a) se X e y sdo classes tais que ¥y = 0; em geral ndo valha que ¥ = 0 ouy = 0.

b) as solugdes da equacdo x¥? = X; em geral, ndo sejam somente 0 e 1.

que obtemos é 23 = 6 = 0. Isso mostra que existem divisores de zero em Z.
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Agora, a classe 3, que nio é a classe 0 e nem a classe 1, é tal que 32 = 9 = 3 e isso

mostra que existem mais elementos idempotentes em Zg do que em C, por exemplo.

Observagio 05: Quando é que em Z,, um elemento X é idempotente? E quando x? =

qn + x; ja que, passando a barra,temos ¥ = x2=qn+x=qn+x = g0 + x = x.

Exemplo 01: Em Z,, temos que x?—x =72q < x(x — 1) = 72q. Entdo, dado que
9(9—-1)=72-1 e 64(64—1)=72-56, temos que, além Oe 1, também sio

idempotentes os elementos 9 e 64 de Z,,.

Encerramos as discussdes deste paragrafo acreditando que o leitor também vai
perceber que elas ja sdo suficientes para justificar as observagdes do Capitulo 2, que

envolve os elementos idempotentes de Z,,.

1.3.5 O conjunto P(Q) = {X / X c Q} e as operagoes unido e intersegio

Quando pensamos em escrever sobre os elementos idempotentes de um conjunto,
quase deixamos de fora aqueles conjuntos mais gerais em que os divisores de zero
existem em grandes quantidades ou aqueles conjuntos em que esse conceito nao

influencia na abordagem que queremos fazer logo em frente.

A equacdo X? = X, ja no conjunto das matrizes, como mostramos no item b) da
Observacdo 03, no paragrafo 1.3.3, pode possuir infinitas solu¢des, mostrando a
abundancia de elementos idempotentes em M,(R). O que também vai acontecer no

conjunto que vamos definir a seguir.

Observagdo 01: Em P(Q) = {X / X c Q} estdo bem definidas as operagdes U (unido) e N
(intersecdo) (ver definicdes em vi) e vii), em 1.1, na pag. 13 deste Capitulo) e, além disso,

vale a seguinte

Observagdo 02: As operagdes de unido e intersecdo definidas em P({)) gozam das
propriedades listadas na Definicdo 02, em 1.2. Sendo que @ é o elemento neutro da uniao

e () é o elemento neutro da intersecao.

Essas operagoes se ligam da seguinte forma: (Distributividade da unido em relagdo
a intersegdo): VX, Y,Z € P(Q)),valeque XU(YNZ)=(XUY)N (XUZ). Também vale
queXNYUuZ)=XnY)uXn2Z).
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Observagdo 03: Em P(Q) = {X / X c Q} temos que:

a) se A e B sdo conjuntos disjuntos (A N B = @); entdo, em geral ndo vale que A = @ ou

B = @. E, por uma aceitavel analogia, podemos ter divisores de zero em P({).

b) as solucdes das equagdes (1): X2=XUX=X e (2): X?=XNX =X, nido sdo
somente @ e Q. E temos, mais uma vez, abundancia de elementos idempotentes,

independentemente da escolha de uma dessas operacgoes.

Primeiro, se Q ={a,b,c}, temos P(Q) = {®,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c},{b,c},Q} e
para os conjuntos nio vazios A = {b} e B = {a, c}, a intersec¢do é o conjunto AN B = @.

Isso mostra que existem divisores de zero em P ().

Agora, VE € P(Q),valeque E2=EUE =EeE? =ENE =E e isso mostra que
existem muitos elementos idempotentes em P({). Na verdade, independente da

operacao, seja unido ou intersecio, todos os elementos de P(Q) sdo idempotentes.

1.4 DETERMINANTES

Nao faremos um longo debate sobre esse assunto. A ideia é que seja compreendido
o conceito e, diante de uma situacdo em que tenhamos que calcular o determinante de
uma matriz quadrada, se possa decidir imediatamente como proceder para executar esse
calculo. Nesse sentido, relacionamos algumas propriedades essenciais e que podem

encurtar os calculos necessarios para a obten¢do desse numero.

1.4.1 Formaliza¢do do conceito

O conceito de determinante envolve somas de produtos cujos fatores sdo as
entradas da matriz. Isso significa que a ordem da matriz influi diretamente nesses

calculos.

Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N, com entradas em R. Entdo, vale

que:

i)sen=1eA = [a;1]1x1, det(4) = det([a;1]1x1) = @41, € 0 determinante de A.
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.. ayr Qg2 a1 4gp ,
ii sen=2eA=[ ] det(4 =det[ ] = Qay10y, — Q150,14 € O
) Gy Gyl (4) Ay Aoy, 11Q22 12021

determinante de A.

Nesse caso, det(A) é a diferenca entre o produto dos elementos da diagonal
principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria de A.
ai1 A1z Qg3

az1 Az Qg3
az; dzz; di3

iiiysen=3eA = , devido a regra de Sarrus, temos que

3x3
det(A) = a;1a2,033 + A12073031 + A1302103; — 13022031 — 1103033 — A12021033-

Esse nimero pode ser obtido através do seguinte esquema: repetimos, a direita, as
colunas 1 e 2 de A, somamos ao produto dos elementos da diagonal principal, os produtos
dos cada trés elementos que, em linha, ficam paralelos a essa diagonal e subtraimos desta
soma, o produto dos elementos da diagonal secunddria e os produtos dos cada trés

elementos que, em linha, ficam paralelos a essa diagonal.

As afirmacgdes feitas acima e o funcionamento de outras regras de calculo do
determinante de uma matriz quadrada de ordem n, originalmente, se baseia nas

permutagdes (sequéncias ou ordenagdes) que se pode obter com os n simbolos 1, 2, -+, n.

Por exemplo, se n = 2, temos: §; =(12), 6, =(21), que sdoas 2! =2-1=2
permutacdes possiveis dos simbolos 1 e 2. Se n = 3, os simbolos 1,2 e 3 podem ser
colocados nas seguintes 3! =3-2-1 =6 disposicdes: §; =(1 2 3), §,=(1 3 2),
§:=0GB 2 1,6,=213),85=0312),56=2 3 1.

Se n aumenta, o nimero de permutac¢do a serem consideradas é muito grande e o

calculo do determinante da matriz fica cada vez mais penoso.
Sen =5, jateremos 5! = 5.4.3.2.1 = 120 permutac¢odes dos simbolos 1, 2,3, 4 e 5.

Imaginando que cada entrada da matriz participa no calculo do seu determinante,

esse calculo fica cada vez mais penoso quando a ordem da matriz aumenta.

Antes de formalizarmos o conceito de determinante vamos definir alguns termos

que podem ajudar a compreendermos melhor esse conceito.

Defini¢do 01: Seja § = (a,a, ‘- a,) uma permutacdo de n simbolos. Entao, definimos:
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a) que uma inversdo (ou transposicao) é uma permutacdo de n simbolos na qual somente

dois simbolos estdo permutados.

b) que, estabelecida uma ordem para os simbolos a4, a,, :*+, a,,, 0 sinalda permuta¢do § =
(a,a, -+ a,) é dado por sin(8) = (—1); onde [ é o niimero de inversdes observaveis na

ordem dos simbolos a,, a,, -+, a,.

Definig¢ao 02: Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N com entradas em R. Entao,

o determinante de A é dado por

n! n!
det(4) = det([aif]nxn) = Z(_l)l A1t A2ty =" Ant, = Z(—l)l At18t,2 " Atyn-
p=1 p=1

Nessa formidavel inveng¢do destacamos que:
1) Em cada parcela, cada linha e cada coluna contribuem com um unico fator.
2) [ é o numero de inversoes observaveis na ordem dos indices de coluna.

3) O sinal de cada parcela depende do “ntiimero [ de inversdes” na ordem dos indices de

coluna (ou do sinal de cada permutacao desses indices).

4) p varia de 1 até n! indicando que somamos as n! parcelas, cada uma correspondente a

uma permutacdo de n objetos indices das colunas de A.

Vamos voltar aos casos dos determinantes das matrizes de ordem 1, 2 ou, ja
mencionados anteriormente. No caso em que A tem ordem n = 1, temos

1!

det(4) = det([as1]1x1) = (-1t ay, = (=1)%ay; = ay;.

a;; a
Se A tem ordem n = 2, os calculos sdo det(4) = det([ai ali] ) =
1x1

2!

Z(—l)l Ait, Az, = (=1D%ay1a5; + (=1 a12a51 = a1105; — A1205;.

p=1

A conhecida regra de Sarrus agora pode ser vista como uma forma de economizar
os esforgos que fazemos para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem

n = 3, usando a definicao. Os calculos sao:
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a1 Q2 Og3 3! 6
det(A) = det aZl a22 a23 = Z(_l)la1t1a2t2a2t3 = Z(_l)laltlathaZtS =
3x3

a3z; Qazz dszz p=1 p=1
0 2 2 3
(—D%ay1az2a33 + (—1)*aj,a33a31 + (—1)*ag3a;1a3; + (—1)°a3a,a3; +
1 1 _
(=1)*aj1az3a3; + (—1)*a;,a21a33 = a11052033 + 412023031 + A13021A3;

—Q13022031 — Q1102303 — 12021033

1.4.2 Propriedades dos determinantes

Apresentaremos somente algumas propriedades que comumente sao estudadas,
mas que sdo suficientes para desenvolvermos calculos com determinantes. Algumas sdo

de imediata verificagdo quando olhamos para a defini¢ao 2, em 1.4.1.

Observagdo 01: Sejam A e B elementos em M,(R), com 1 <n € N. Entio, valem as

seguintes propriedades:
P;:Se a;; = 0,paraalgumi € {1,2,-:-,n} oualgumj € {1, 2,-,n}, temos det(4) = 0.

P,: Se At é a transposta de 4, vale que det(A4%) = det(4).

r a1 ai» Ain 7
ag-n1 -2 " A1(i-1)n
P;: Se B =| kaj ka;, ka;, é uma matriz obtida da matriz A ao
g+ G+ Ai+1)1
L Qn1 Qn2 Ann nxn

multiplicarmos uma das linhas de A por um k em R, vale que det(B) = k det(A).

I[sso também vale se multiplicarmos os elementos de uma coluna dessa matriz por

um escalar.
P,: Se B é obtida de A permutando duas de suas linhas, vale que det(B) = — det(A).

Uma consequéncia dessa propriedade é que, se A possui duas linhas iguais, vale

que det(4) = 0.
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r a11 aq» A1n
ai-1)1  A1(i-1)2 A1(i-1)n
Ps:SeA=|ki+1; k,+1, k,+1, ,comk, el;emRe resvariando em
Ai+1)1 Ai+1)2 Ai+1)n
L Qpq o) Ann

nxn

{1,2, ---,n}, vale que det(4) = det(M) + det(N); onde as matrizes sdo exatamente

- 11 a1z A1n r a1 Qa2 QAin ]
Ai-1)1  A13i-1)2 A1(i-1)n Ai-11  A1(3i-1)2 A1(i-1)n
M = kl kz kn e N= ll lz ln
Ai+1)1 A6+1)2 Ai+1)n A+l A36+1)2 Ai+1)n
L An1 An2 Ann nxn L Apq an2 Ann nxn

P4: Vale que = det(AB) = det(4) det(B). Particularmente, “det” pode ser visto como um

homomorfismo que age de M,(R) paraR,¥V1 <n € N.

ajq a» Ain T
Ai-1)1 A1(i-1)2 A1(i-1)n
P;:Se B = |kap, + a1 kap, +ap kap, + aipy| ,ondek € Re heivariam em
aii+1)1 A(i+1)2 A(i+1)n
An1 an2 Apn -

nxn

{1,2, ---,n}, com h # i, vale que det(B) = det(4).

Essas propriedades sao de imediata verificacao! Note que em cada parcela da soma
definida em 1.4.1 aparece um elemento de cada linha i e um elemento de cada coluna da
matriz. Entdo, podemos justificar facilmente a validade de P; e P;. Como na transposta de
A suas proprias linhas viram colunas, A e A® possuem o mesmo determinante. Ao
trocarmos a posicao entre duas linhas os indices de linha sofrem uma alteracao e isso
mexe uma vez no sinal de cada parcela que define o determinante da matriz. [sso prova
P,. Veja como os calculos se desenvolvem quando a matriz tem ordem 3 para perceber a

validade de P; e investigue como demonstrar a validade de Ps.

Que propriedades sao suficientes para demonstrar a validade de P,? O leitor pode

ver que P, e P; sdo suficientes.

Reescrevendo, a partir da soma de Sarrus, o determinante de uma matriz A de
ordem 3, pode ser colocado em fung¢do dos elementos de qualquer fila (linha ou coluna)

dessa matriz. Por exemplo, temos, usando os elementos da linha 1,
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det(A) = a;1a2,033 + A12023031 + A130103; — Q13022031 — (1103033 — Q12021033 =
a41(A22033 — Ap3037) — A12(A1033 — A23031) + A13(A103; — A2031).

Assim,

det(A) = a;;(—1)*** det([azz azg] ) + alz(—1)1+2det<[a22 a23] )
2x2 o2

Qz2 Aszs Azz 4szs
a a
11143 21 22]
+a;3(—1) det<[a31 asl,.,)

Isso mostra também que os calculos podem ser reduzidos para calculos de

determinantes de matrizes de ordem 2.

Olhando com cuidado vocé podera perceber que, a partir da linha 2,

) + azz(—1)2+2det([a11 a“]m)

_ 2+1 12 13
det(A) = @z (~1)*" det(| S

asz a33]2x2

ajp  Aq2
+ a,,(—1 2+3det<[ ] )
23(—1) azy Qsaly,

E, se olhar novamente, vocé percebe que esse determinante também pode ser

calculado se isolarmos os elementos das linhas 3 ou de qualquer coluna de A.

1 -1 1
Exemplo 01: O determinante da matriz M =1|3 4 2] pode ser calculado

imediatamente se usarmos a 32 linha dessa matriz. Temos que

det(M) = 1. (—1)3+3det<[; _41] ) —11.(14—(-1).3) = 7.

2x2

Devido ao Matematico francés Pierre Simon Laplace, temos a seguinte

Observagdo 02: Seja A uma Matriz de ordem 1 < n € N. Entdo, vale que:
n n
det(A) = Z al-j(—l)i” det(Al]) = Z al-j(—l)i” det(Al-j),

j=1 i=1

para um qualquer i ou j no conjunto de indices {1,2,---,n} e onde 4;; é a matriz

obtida de A ao suprimirmos a linha i e a coluna j.

31



Se n = 2 ou n = 3 a demonstra¢do pode ser obtida de forma direta por meio de
pequenos calculos. O leitor interessado na prova do caso geral podera fazer uma consulta

aos livros que tratam dessa teoria.

1.4.3 Determinante e a inversa de uma matriz

Com relacdo a operacao de multiplicagdo de matrizes podemos considerar duas
problematicas. A primeira, de saber quando que uma matriz é inversivel. A segunda, de

saber qual é a inversa dessa matriz, caso ela seja inversivel.
Observagao 01: Seja S uma matriz de ordem n sobre o conjunto R. Entdo:

a) se S é inversivel, vale que det (S) # 0.

1
det (5)’

b) se S é inversivel com inversa S71, vale que det(S™1) =

Isso decorre imediatamente da equac¢io S™1S = SS~1 = [, e da propriedade P.
Definigdo 01: Consideremos o conjunto M,, (R) das matrizes de ordem n sobre R.

a) Para cada par de indices i,j € {1, 2,-,n}, o escalar cof(aij) = (—1)i+jdet (Al-j); onde
A;;j € a matriz obtida de A ao suprimirmos a linha i e a coluna j, é chamado de cofator do

elemento a;;.

cof(a;;) cof(ayy) -+ cof(ai,)
b) A matriz cof(4;;) = COf_(ff21) COfngzz) COf(_fl.Zn) é denominada de matriz
cof(ay1) cof(anz) -+ cof(ann)l,,,

cofatora (ou matriz dos cofatores de A).

cof(a;1) cof(az;) - cof(an)
: NP _ |cof(a;,) cof(ay,) -+ cof(ayy)
c) A matriz (cof(4)) = Adj(4) = A2 \22) \n2 , transposta da
cof(arn) cof(az,) - cof(ann)l, .,

matriz cofatora de 4, é denominada de matriz adjuntade A.

Para os casos em que a ordem da matriz é pequena, relacionamos a seguir um
método de obtencdo da inversa de uma matriz que depende diretamente do seu

determinante.
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Observacao 02: Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 < n € N sobre R. Entdo, V i,k €

{1,2,-:-,n} comi # k,vale que: a;; cof(ay,) + a;;cof(ayz) + -+ + a;,cof(a,) = 0.0useja,

a soma dos produtos dos elementos de uma linha pelos cofatores dos correspondentes

elementos de outra linha de A4 é igual a zero.

A soma a;;cof(ayq) + a;pcof(ay,) + -+ + a;,cof(ay,) pode ser entendida como o

determinante da matriz A =

Akn

aTlTl

, Se, e somente se, a;; =

nxn

ayj; V¥ j € {1,2,---,n}. Nesse caso, veja a propriedade P, vale que det(4) = a;;cof(ay,) +

a;cof(ay,) + -+ + ajcof(ag,) = 0.

Como consequéncia desse resultado, temos o seguinte método para a obtencdo da

inversa de uma matriz

Observagdo 03: Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N. Entdo, se det (4) # 0,

1 1

vale que ey Adj(A) = Y
a1 Ag2
De AAdj(4) = | %21 %22
An1  Qn2
det (4) 0 0
_ 0 det (4) - 0
0 0 det (4)

1

AAdj(A) = det(A) I, < A ( g

da matriz A.

nxn

(cof(A))t = AL

QAin
arn

cof(ay4)
cof(a;;) cof(ayy)

Ann nxn COf(aln)

cof(anq)
cof(ay,y)

cof(a,q)

Cof(@z) + COf@m)]

= det (A)I,,, vemos que

Adj (A)) = I,, e concluimos que

1
det(4)

Adj(A) é a inversa

Desses resultados podemos concluir que A € inversivel se, e somente se, valer

que det (A) # 0.

1.5 FUNCOES
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As fung¢bes podem ser utilizadas para descrever fendmenos da natureza e

relacionar objetos que formam as mais variadas estruturas estudadas pela Matematica.

Nossa abordagem neste paragrafo mostra algumas ideias gerais e indispensaveis a

compreensao dos conceitos que estudaremos nos paragrafos seguintes.

Definicdo 01: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Uma funcdo (ou transformagcdo ou
aplicacdo) f de X em Y é uma lei que associa a cada elemento do conjunto X um unico

elemento do conjunto Y. Comumente escrevemos
f:X—>Y
x ~ f(x)
para denotar uma fungdo f de Xem Y.

Na definicdo acima X = D(f) é o dominio e Y = CD(f) é o contradominio da
fungdo f. Por Im(f) = f(X) = {f(x) /x € X} denotamos o conjunto imagem direta, da

funcao f, formada pelas transformadas de f.

Algumas func¢des recebem nomes especiais ou pela forma com que atuam nos
elementos de seus dominios ou devido a estrutura algébrica que esses dominios

apresentam.
Defini¢do 02: Seja f uma fun¢do de X em Y. Dizemos que:
a) f é sobrejetiva se, e somente se, f(X) = CD(f).

b) f é injetiva se, e somente se, f(x) # f(y), sempre que x,y € X e x # y se, e somente

se, f(x) = f(y) parax,y € X, implicarem x = y.
Nos casos em que f é, a0 mesmo tempo, sobrejetiva e injetiva, dizemos que f é bijetiva.

c) f é igual a g, sendo g uma funcdo de Z em W se, e somente se, temos as seguintes

igualdades: X =Z,Y =Wef(x) =g(x); VxeX="Z.

d) f é parse, e somente se, em X esta definida uma operacdo de adicao e 3 — x € X, tal

que, f(x) = f(—x); Vx € X.

e) f é imparse, e somente se, em X e Y estdo definidas operagoes de adicdoe3d —x € X e

—f(=x) €Y, talque, f(x) = —f(—x); Vx € X.
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f) f é crescentese, e somente se, X é ordenado por uma relacao R;, Y é ordenado por uma

relacdo R, e f(x)R,f (), sempre que x,y € X e xR;y.

g) f é decrescente se, e somente se, X é ordenado por uma relagdo R;, Y é ordenado por

uma relacdo R, e f(y)R,f(x), sempre que x,y € X e xR, y.

As definicdes de funcao par e funcdo impar apresentadas acima dependem
diretamente de uma operacdo de adigdo e da existéncia de inversos aditivos em seus
dominios. Esses conceitos foram generalizados (ver [1]). Se X e Y ndo sdo conjuntos
ordenados, entao nao servem como dominio ou contradominio de uma fungao crescente

ou decrescente.

Recomendamos que o leitor exercite sua experiéncia para relacionar alguns

exemplos de fun¢des que se encaixem nas definigdes que mencionamos acima.

Defini¢do 03: Consideremos a fungdo f definida de A para B e a fun¢do g definida de C
para D.Suponhamos que f(4) c Ceque g(C) c A.Entao, é natural construirmos, a partir
das fungdes f e g, as fungoes
gef:tA - D feg:C - B
a v (gefi@=g(f(®) c v (fog)e) = f(g(e))
respectivamente, composta da funcao g com a funcdo f (nessa ordem) e a

composta da func¢do f com a fungao g (nessa ordem).

E essencial notar que as “exigéncias” de Im(f) c C e Im(g) A evita dtvidas

sobre a possibilidade de calcularmos g(f(a)) e f(g(c)).

Exemplo 01: Suponhamos R=A4 =B =C =D na defini¢gdo acima. Se f(x) =x? e
g(x) =—x+1, a funcdo g o f pode ser construida e sua lei de formacdo é dada por

g(f(x)) = —x2 + 1. Noutra ordem, f(g(x)) = x% — 2x + 1 éaleide formacdo de f o g.

Esse exemplo mostra que, em geral, ndo podemos esperar que gof e fog
coincidam. Nesse caso, a comparagdo g(f(2)) = -3 # 1 = f(g(2)) é suficiente para

mostrarque gof # fog.

Observagdo 01: Sejam f e g fungdes tais que podemos construir a composta f o g. Entdo

vale que:

a) Se f e g sdo fungdes injetivas, entdo f o g € uma fungao injetiva.
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b) Se f e g sdo fungbes sobrejetivas e D(f) = CD(g), entdo fog é uma funcido

sobrejetiva.

Para o leitor, acreditamos que é imediato concluir a afirmag¢do do item a). Para
mostrarmos que f o g é sobrejetiva, vamos considerar que D(f) = A = CD(g) = D.
Sendo f sobrejetivae CD(f) = B = CD(f o g),valequeV b € B,3 a € Atal que f(a) = b.
Mas, para algum d em D, temos a = d. Pela sobrejetividade de g, sendo C = D(g), existe
cemC, tal que g(c) = d. Segue, por transitividade da igualdade, que (f o g)(c) =
f(g(c)) = f(d) = f(a) = b.Isso prova a sobrejetividade de f o g.

Defini¢do 04: Seja f uma funcao bijetiva de X em Y. Entdo, podemos definir a fungdo
7y - X
y ~ flo)=x
onde x é o Unico elemento em X tal que f(x) = y.

A fungdo f~1 é a inversa f, no sentido de que f o f~1 =i, é a identidade em Ye
f~lof =iy éaidentidade em X Nesse caso, dizemos que f é inversivel (ou invertivel)

sendo f 1 a sua inversa. Claro que, assim, f ~! é inversivel com inversa (f ~1)71 = f.

As fungdes inversiveis fazem parte de uma classe especial de fun¢des que, em
muitos casos, podem nos auxiliar a entender uma dada estrutura algébrica a partir de
outra. Mas nem tudo é imediato. Garantir a existéncia da inversa de uma funcao pode ser,

em muitos casos, menos trabalhoso que exibir a lei de formacado dessa funcgao.

E natural pensarmos em fixar dois conjuntos X e Y, ndo vazios e considerar o
conjunto F¥ = {f: X — Y/ f é uma func¢do de X em Y}, de todas as funcdes que atuam de

X paraY.

Se valer ainclusdo Y c X, entdo o, a operacdo composicao de fungdo, estd definida
em F¥, ouseja, vV f,g € F§, podemos calcular f(g(x)) e g(f(x)) e, ambas, foge go f

atuam de X paraY.

Se * é uma operacado definida em Y, entdo ela induz uma operagao * no conjunto
F¥ ={f: X —> Y/ f éuma funcio de X em Y} e as propriedades dessa operagdo também

vale para a operagdo induzida em F¥.
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Exemplo 02: Em geral, ndo valem as leis do cancelamento (ver Defini¢do 03, em 1.2) para
a operacio composicdo de funcdo. Pondo X = Y = R, podemos considerar, em FLx, as
fungdes f,g e h, definidas por f(x) =x% -1, g(x) = x e h(x) = —x. Assim, além de
D(fog)=D(feh)=Re CD(fog) =CD(foh) =R, temos que f(g(x)) =x2—-1=

f(h(x)),‘v’x € R. Portanto, temos f o g = f o h, mas, claro, g ndo coincide com h.

Exemplo 03: Suponhamos agora que A ¢ C, B c D, na definicdo 3, aqui em 1.5, e que em
D esta definida uma operacdo + de adigdo e uma operacdo - de multiplicacao. Entdo, é
bastante natural definirmos as fungdes

gt+f:A - D f-9g:A4 - D
a v (g+H@=g@+f@ °© a  ~ fO@=f@- g@

respectivamente, a funcdo soma e a funcdo produto das fungées f e g (nessa ordem).

Claro que, se a adigdo e a multiplicacao definidas em D sao comutativas, valem as

igualdades g+ f=f+gef-g= g-f, agora,emF4.

Exemplo 04: Também podemos construir o conjunto RFRX. Para A€ R e f € FX,
definimos a funcao
AffR - R
x o (Af)(x) = Af (x).
Em geral, desde que possamos multiplicar um nimero por um objeto de Y,

podemos definir o conjunto RF¥ = {1f/1 € Re f € F¥}L

1.5.1 Homomorfismos

O conceito de homomorfismo é bastante usado na Algebra abstrata para descrever
uma relacdo entre duas estruturas algébricas. Portanto, € comum que esse tipo de fungao

aparece quando desenvolvemos estudos sobre grupos, anéis ou espacgos vetoriais.

A palavra homomorfismo é de origem grega. E um combinado das palavras
“homos” que significa "mesmo" e “morphe” que significa "formato”. Os homomorfismos
sdo funcdes especiais que nos permitem comparar dois conjuntos nos quais operagoes
como a adicao e a multiplicagdo estdo definidas. Vamos exemplificar isso, mostrando que,

de fato, C e o plano R? possuem a mesma estrutura algébrica.
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Defini¢do 01: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operagdo bem

definida em X e O é uma operag¢do bem definida em Y.

Dizemos que uma func¢do

p:X =Y
x ~ p(x)

¢ um homomorfismo se, e somente se, V a, b € X, vale que ¢@(a * b) = @(a)op(b).

Se as operagoes * e O forem operagdes de adicio é comum dizer que ¢ é um
homomorfismo aditivo e que ¢ é um homomorfismo multiplicativo, se * e O forem
operag¢des de multiplicacdo. Contudo, existem homomorfismos que agem transformando

somas em produtos e, vice-versa. Exemplos conhecidos sdo as fun¢des elementares
exp: R— R, \{0} e MR \{0}—R

T~ exp(r) r o~ In(r)

Um homomorfismo injetivo é denominado de monomorfismo. Se for sobrejetivo é

denominado epimortismo. Se for bijetivo é denominado isomorfismo.
Observagdo 1: Se ¢ é um isomorfismo de X em Y, valem as seguintes propriedades:

a) Se e é o elemento neutro para uma operagio * definida em X, e’ o elemento neutro para
uma operac¢do O definida em Y para a qual valem as leis do cancelamento, conforme a

definicdo 3 em 2.1, entdo ¢(e) = €.
b) Se x~! é o inverso de um elemento x em X, entdo ¢(x~1) = (p(x)) 7L

Podemos escrever e * e= e. Dai vem que €0¢(e) = @(e) = p(e* e) = p(e)ap(e);
ja que ¢ é um homomorfismo. Cancelando ¢(e) em ambos os membros da igualdade,
vemos que ¢@(e) =e’.

1

Agora, sendo x *x ! =¢, vale que @(x* x"1) = ¢(e). Como ¢ é um

homomorfismo, conforme o que provamos anteriormente, ¢@(e) =e’, vem que

@(X)0@(x~1) = ¢’ Isto mostra que p(x~ 1) = (p(x)) L

Exemplo 01: Consideremos o conjunto R> = R X R = {(a,b) /a,b € R}, munido das

seguintes operacdes: V (a, b), (c,d) € R?,
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+:(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)
.- (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

E facil ver que para essas operacdes definidas em R? valem as mesmas

propriedades das operagdes da adicdao e da multiplicacdao definidas em C. Além disso, a

0:C - RXR

z=a+bi ~ 8(z=a+bi)=(ab)""™ isomorfismo.

funcao

Primeiramente, V a + bi,c + di € C = D(6), se &(a + bi) = §(c + di), vale que

(a,b) = (c,d) & a=ce b =d.Issomostraque a + bi = ¢ + di e, assim, § é injetiva.

Para toda dupla (a,b) em R X R = CD(§), 3 um ntimero complexo z = a + bi em

C =D(9),tal que 6(z = a + bi) = (a, b). Portanto, § é sobrejetiva.

Por fim, temos 6((a + bi) + (¢ + di)) = 6((a +c)+(b+ d)i) =(a+c,b+d)=
(a,b) + (c,d) =6(a+ bi) + 6(c+di);Va+bi,c+di e C=D(5); ou seja, § é um
homomorfismo aditivo. E, com relacao a operacdo de multiplicacdo, temos também que
5((a + bi)(c + di)) = 6((ac + bd). (ad + bc)i) = (ac — bd,ad + bc) = (a,b)(c,d) =
6(a + bi)d(c + di), para quaisquer a + bi,c + diem C = D(§). Dai, § é também um
homomorfismo multiplicativo. Isso mostra que C é isomorfo a R?, o que indicamos por

C = R2.

Nessas argumentacdes admitimos conhecida a definicdo de igualdade entre os
vetores de R2. Elas mostram que os objetos de C tém uma forma mais concreta, vistos

exatamente como vetores do plano.

No capitulo seguinte vamos relacionar varios homomorfismos com o intuito de

explicar quao préximos eles podem estar de determinadas fungoes.
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CAPITULO 2: QUASE HOMOMORFISMOS

Este capitulo esta organizado de maneira que mostra a légica de nossa decisdo em
tentar registrar a definicdo dessas func¢des, que beiram as acbes de varias funcgdes

especiais, os homomorfismos.

Primeiramente, listamos alguns homomorfismos que comumente aparecem nos
textos importantes, alguns que vao além da Matematica em nivel intermediario. O passo
seguinte foi listar algumas fung¢bes que, a menos de alguns ajustes, sdo também
homomorfismos. Por fim, sugerimos uma definicio de um quase homomorfismo,

esperando que isso seja estabelecido de maneira efetiva.

2.1 EXEMPLOS DE HOMOMORFISMOS

Para efeito ilustrativo, aproveitando as descri¢des feitas no capitulo anterior,
apresentaremos exemplos de homomorfismos que agem naqueles conjuntos que foram

minimamente descritos.
Exemplo 01: Sdo homomorfismos as fun¢des definidas a seguir.

i) Seja t um namero fixo em N. A funcdo

N - N
n ~ fn)=t"

étal que,V a,b € N, temos f(a + b) = t**? =t2-tP = f(a) - f(b)
ii) Seja t um ndmero fixo em Z. A fungao

fiZ - Z
z ~ f(z)=tz

étalque,Va,b €Z temos f(a+b)=t(a+b) =ta+th=f(a)+ f(b)
iii) A fun¢do “inclusao”

»R > R={z=x+yi/x,yeRey=0€R i=vV-1,comi?=-1}cC
ro ¢(r) =r+0i

é tal que p(a+b)=(a+b)+0i=(@+0i)+(b+0i)=¢(a)+¢b) e ¢p(a-b)=
(a-b)+0i=(a+0i):-(b+0i)=¢(a) ¢(b),VabeR.
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Nos exemplos a seguir, incluiremos mais uma forma concreta de olharmos para o
conjunto dos numeros complexos, apresentaremos um isomorfismo entre C e um
subconjunto de matrizes quadradas de ordem 2. Em 1.5.1, no exemplo 1 ja mencionamos

que C e R? sio isomorfos.
Exemplo 02: Mais homomorfismos vemos nas fun¢des definidas a seguir.

i) As funcoes

. _fx O

PR Rl_{o 0]2x2/xE]R} P2: R = Rz_{[o xzxz/XER}
_[x 0 ’ _J0 0

x o =[g o] x v =[g L]

p3:R - R3={J(; 0] /xE]R}
x sz sdo homomorfismos aditivos e multiplicativos.
x o= )
2x2

Explicando, @3 étalque V a, b € R, vale que

a+b b 0]

(p3(a+b)=[ 0 a+b]2><2 [0 azxz+[0 blyx2

= @3(a) + @3(b).

Além disso, vale também que

os@) =7 51 =[8 ol 5 )] =es@es®)

Que essas fungdes sao bijetivas, também é claro, elas sao isomorfismos e, portanto,

existem 3 copias de R dentro de M, (R).

ii) Existe um isomorfismo entre C e um subconjunto C de M,(R). Obviamente, temos que
ter R; € C, para algum i = 1,2,3, uma das cépias de R, definidas no item anterior. A

funcao, neste exemplo, é

p:C - C= {[_ab Z]m Ja,b € ]R}

z=a+bi ~ l/)(Z—a+bl)—[ b Z]

2X2
Isso mostra, por composicdo de func¢des, que R? e C também sdo isomorfos.

iii) Fixando 1 < n € N e k em Z,,, a fungio
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l: Z, - Z,
m ~ o l(m) = km

é¢ um homomorfismo aditivo: V m,n € Z,, vale que
Im+n) =k(m+n) =km+kn=1(m)+L(n).

Além disso, se k é idempotente, conforme defini¢do 5, em 1.2, [ também é um

homomorfismo multiplicativo: V. m,n € Z,, vale que
[(mn) = k(mn) = k?(mn) = kk(mn) = kkmn = kmkn = (km)(kn) = [(m)I(n).

Veja [2], caso interesse conhecer mais exemplos em que os elementos

idempotentes de um conjunto permitem a construcao desses tipos de homomorfismos.

iv) Consideremos as operagdes U (unido) e N (intersecdo) em P(Q) ={X /X c Q},
mesmo sendo () um conjunto muito “pequeno”. Fixemos um elemento M em P(Q). Ento,
as fungoes

&P - P(Q) 6:P(Q) - P(Q)

e
X ~ EX)=MUX X ~ X)) =MnX

sdo homomorfismos. A escolha de M ¢é livre, pois todos os elementos em P(Q) sdo
idempotentes. Assim, §(AUB)=MUAUB)=M?U(AUB)=MUMU(AUB) =
MUMUAUB=MUAUMUB=(MUA)UMUB)=¢(A)U&(B),VABEP).

Também, temos 6(ANB)=MN(ANB)=M?n(ANB)=MnNnMn(ANB) =
MAMNANB=MNANMNB=MnA)NMNB)=58(A)NSEB),VYABE PQ).

Devido a Alfred Binet (1857-1911), temos um importante homomorfismo

multiplicativo para o estudo do determinante de uma matriz. Vamos inclui-lo aqui!

v) Consideremos o conjunto M,,(R), com 1 < n € N, descrito em 1.3.3. Entdo, a fun¢do

det:M,(R) - R

n!

X o det() = ) (=D die Xor, Ay
p=1

conforme a Defini¢do 02, em 1.4.1, é tal que, det(AB) = det(A)det(B),V A, B € M, (R).

Um bom exercicio é mostrar que essa relacao é verdadeira. Principalmente pela

sua importancia para o estudo das matrizes e pelo fato curioso dela ter sido estabelecida
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por um pedagogo que firmou carreira numa area da Medicina. O caso n = 2 deve ser o

primeiro a ser investigado.

Esse foi o ultimo homomorfismo relacionado para este paragrafo. O leitor,
certamente, até esta parte do trabalho, usando de suas habilidades e experiéncias em
Matematica basica, jaA pode fazer uma proépria lista de outros tantos exemplos de

homomorfismos.

2.2 FUNCOES QUE NAO SAO HOMOMORFISMOS

Uma fun¢ao pode ndo ser um homomorfismo por pouca coisa. Isso pode ficar claro

depois dos exemplos que vamos relacionar neste paragrafo.
Exemplos: Nao sdao homomorfismos as fung¢des listadas nos itens abaixo.

i) Relembremos a definicdo de médulo de um ntimero real a, dada por
asea=0
la| =
—a,sea<0

Temos que

| 'R - R
x o~ x|

ndo é um homomorfismo aditivo: em geral, se a, b € R, vale que |a + b| # |a| + |b|.

Pense, por exemplo, no casoem quea = —5e b = 8.

ii) Se Q) é um conjunto finito, podemos definir

#:P(Q) - N
X A~ #X := cardilalidade de X

Em geral, se 4, B € P(Q), temos que #(A U B) # #A + #B. Entdo, olhando para as

operagoes U e +, definidas, respectivamente, em P(Q) e N, # ndo é um homomorfismo.

iii) Considerando que E é o espaco amostral de algum evento aleatério, a fun¢do de

probabilidade

pE - R
X ~ p(X) := probabilidade de X ocorrer
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ndo é um homomorfismo: em geral, se A4, B € E, temos que p(AU B) # p(A) +
p(B). Entdo, olhando para as operacgoes U e +, definidas, respectivamente, em E e R, p

nao é um homomorfismo.
iv) A funcgao

t:M,(R) - M,(R)
X ~ t(X) = X! :=transposta da matriz X

nio é um homomorfismo: em geral, se 4,B € M,(R), temos t(AB) = (AB)t # A'Bt =

t(A)t(B). Portanto, t ndo é um homomorfismo multiplicativo.

Encerramos esta lista com mais um exemplo que relaciona as matrizes quadradas

e, que chamou a nossa atencao para a definicdo que queremos estabelecer.

v) Consideremos o conjunto M, (R),com 1 < n € N, descrito em 1.3.3. Entdo, a fungao

det:M,(R) - R

n!

X o det(X) = Z(—l)lxulxnz  Xnt,
p=1

é tal que, em geral, se A, B € M,,(R), det(A + B) # det(A) + det(B); ou seja, det ndo é um

homomorfismo aditivo.

Mais uma vez, comentamos que, o leitor, certamente, ja pode fazer uma propria

lista de outros tantos exemplos de nao homomorfismos.

O préximo paragrafo, entdo serd onde faremos o nosso julgamento de como

poderia ser definido um quase homomorfismo.

2.3 QUASE HOMOMORFISMOS

Vamos comentar os exemplos do paragrafo anterior, propondo ajustes para que as

fungdes, entdo, sejam homomorfismos.
Comentando o item i).

Se considerarmos o conjunto P = {x € R/x > 0} ou V' = {x € R/x < 0}, vemos

que as funcoes restricoes
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| 1P - R | I,: N - R
x o~ x], = x| x o~ x|, = x|

sdo homomorfismos aditivos.

Essencialmente, reduzimos o dominio da fun¢gdo médulo, de duas maneiras, de

forma que a partir de sua defini¢do obtivéssemos dois homomorfismos aditivos.
Podemos dizer que temos na funcdo médulo um quase homomorfismo aditivo?

Existe outra maneira de, a partir dessa funcdo, definirmos um “novo”

homomorfismo? Sim! Um fato conhecido é que

| 'R - R
x ~ x|

é¢ um homomorfismo multiplicativo. Entdo, basta mudar a operagao de adi¢ao para

a multiplicacdo definida em R.

Seria isso, entdo, um quase homomorfismo? Uma fun¢do que com a troca das

operagoes definidas em seus dominios e contradominios passa a ser um homomorfismo?

Comentando o item iii).
Basta trocar P({) por E, no conjunto L = {M € P(Q)/VY € P(Q),MNY = @} do

comentario anterior. Temos que

#:L - N
X o~ #,(X) = #(X)

é um homomorfismoemque /] ={M € E/VY EE,MNY = ¢}.

Os mesmos comentarios feitos com relacdo ao item ii) podem ser lembrados para

esse caso em iii).
Comentando o item iv).

Em M,(R), também temos uma operacdo de adicdo definida. Em 1.3.3, a
propriedade P;, na Observagdo 05, mostra que se fizermos a troca das opera¢des definidas

no dominio e contradominio da funcao t, teremos um homomorfismo.

Mas, além disso, se considerarmos a func¢ao restricao
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t, A - My(R)
X ~ t,(X)=t(X)=X":=transposta da matriz X

onde, A = {T € M,(R)/V D € M,,(R),TD = DT}, a multiplicacdo de matrizes esta
definida em A. Claro que A # @, temos D,,(R) = {X € M,(R)/x;; = 0,sel ;tj} c M, (R).

Agora, a fungdo t,, € um homomorfismo multiplicativo, devido o ajuste feito no

dominio de t.
Comentando o item v).

Pelo Item v), no Exemplo 02 deste paragrafo, devido a Binet, det é um
homomorfismo multiplicativo. Agora, ao invés de trocarmos as operag¢des de adi¢cdo em
M, (R) e R, pelas respectivas operacoes de multiplicacdo, podemos convenientemente

ajustar o dominio no nosso exemplo de ndo homomorfismo, no item v).

Consideremos o conjunto G = {X € M, (R)/det(X) = 0} ¢ M,,(R). E facil ver que
a adicdo usual de matrizes ndo esta definida em G. Mas, dentro de G, podemos escolher o

subconjunto de M,,(R),
Gy = {X € G/x;j = kxgj,comi, f € {1,2,--,n},i # f,j € {1,2,:-,n} e k fixo em [R}
E de facil verificacdo que a adi¢iio usual de matrizes nio esta definida em Gj,. Além
disso, a fungao

det/Gk:Gk - R

n!

X v dety, (0 = det() ) (=1 i, ar, = e,
p=1

étalque,VA,B € G, det(A+B) =0=0+ 0 = det(A) + det(B); ouseja det/Gk é
um homomorfismo aditivo. Aqui, det/Gk € uma espécie de fungao nula.
Por tudo que discutimos e se pode perceber, sugerimos a seguinte

Definig¢do: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operacao bem definida

em X e O é uma operacdo bem definidaem Y.

Dizemos que uma func¢do
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n:M —Y
m > n(m)

é um quase homomorfismo se, e somente se, uma das condi¢des sdo satisfeitasn = ¢, €

um homomorfismo, quando fazemos a restricdo de uma fungao

p:X —Y
x ~ @(x),

que ndo é um homomorfismo, ao subconjunto M, conveniente escolhido em D(¢) = X, no

qual a operacgdo * também esta (bem) definida.

1 = @ passa a ser um homomorfismo, quando substituimos as operag¢des * ou O,

respectivamente, definidas em X ouem Y.

Perceba que nas fung¢des ja mencionadas, a fun¢do exponencial nio é um
homomorfismo aditivo: se a,b € R, em geral, exp(a + b) # exp(a) + exp(b) Mas, sera
homomorfismo, se considerarmos a multiplicacio em R,\{0}. Pelo item ii) da nossa

definicdo acima, temos que, aditivamente,
exp: R — R, \{0}
r ~ exp(r)
€ um quase homomorfismo.

A fungio logaritmo nao é um homomorfismo multiplicativo: se a, b € R, \{0}, em
geral, In(ab) # In(a)ln(b) Mas, sera homomorfismo, se considerarmos a adi¢do em R.

Pelo item ii) da nossa definicao acima, temos que, multiplicativamente,
n: R;\{0} - R
r ~ In(r)
é um quase homomorfismo.

Esses exemplos justificam o “ou” colocado no item ii) da definicao acima. Vocé ja é

capaz de relacionar outros exemplos?

Considere () um conjunto finito e pense nas fungoes

cC:P(Q),U - P(Q)U . C:P(Q),n - P(Q),N
X ~ Cq(X) = complementar de X em (. X ~ Co(X)
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Esses sdao dois quase homomorfismos. Faca os ajustes e obtenha dois

homomorfismos para comprovar isso.

As abordagens que fizemos serdo comentadas mais uma vez nas discussoes feitas
na proxima secao deste trabalho. Muitas coisas podem ser sugeridas a posteriori. Mas,
acreditamos que a ideia de se estabelecer a definicdo de um gquase homomorfismo ja tem

a nossa contribuicao.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Em nossas abordagens, os ajustes feitos garantem a manutencao das leis de
formacao das fun¢des. Adotamos “diminui¢do” de seus dominios e a troca das operagdes
definidas em seus dominios ou contradominios para que se perceba um gquase

homomorfismo em uma dada fungao.

Existem outras maneiras de uma lei de formacdo de uma fung¢do participar na
construcdo de um homomorfismo. Compondo, somando e multiplicando func¢des

podemos obter “outras” funcdes que podem ser especiais, que sejam um homomorfismo.

Vocé pode tentar compor, somar e multiplicar duas fun¢des que nao sao
homomorfismos e obter homomorfismos. Assim, ser levado a concluir que ser quase

homomorfismo é uma propriedade de fun¢des dois testavel.

No universo FX de todas as func¢des reais, se f e g poderiam ser denominados
quase homomorfismo se, e somente se, uma das fungdes fog, f+g ou fg é
homomorfismo. Claro que vocé escolhe de saida que f e g ndo sdo simultaneamente

homomorfismo ou f e g ndo sdo homomorfismo. Nao deve ser uma escolha dificil.

Mais geral, seria definir da seguinte forma: Sejam ® # S um conjunto e * uma
operacio definida em S, que induz uma operagio ® em F3={f:S— S/
f é uma fungio}. Entdo, para ndo homomorfismos simultineos ou ndo homomorfismos

f,.gEeF 3, eles serdo quase homomorfismos se, e somente se,
f®g:S — S
x ~» fOIX)=fx)xgx)
€ um homomorfismo.
Exemplo: As fungdes (constantes)

ffR - R gR - R
roow fr)=4 roooglr)=—4

sdo tais que f e g ndo sdo homomorfismos e

f+g=0: - R
r v 0 =f)+gr)=4+(=4) =0
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é o homomorfismo identicamente nulo.

Tentamos considerar um exemplo de contagem através da fungao

#:P(C) - N
X ~ #X = cardilalidade de X
e até fizemos uma atividade pratica de contagem mas ndo podemos inclui-la na lista dos
homomorfismos, tdo pouco na lista dos quase homomorfismos. Para funcionar como um
homomorfismo, restringimos essa funcdao a contagem dos elementos de uma unido de

conjuntos disjuntos. Como um quase homomorfismo, construimos
L={MeP(Q)/VYEPQ),MNY =0}

porém, ele ndo é fechado para a operacido U: se X e Y €L, claro que (XUY)NM =
XnM)u(¥YnM)=0n@=@. Porém, ao relacionarmos X ou Y com X UY, temos
XuY)nX=Xou(XuY)nY =Y.

Dessa forma, ndo podemos considerar #/L para definir um quase homomorfismo

conforme o item ii) 2.3.

Uma ideia que nao levamos em diante foi a de mudar a lei de formag¢do de uma

funcao, no intuito de obter um homomorfismo, isso nao teria esforco algum.

Encerramos este TCC anexando uma sequéncia didatica que foi usada na rotina de
algumas aulas de Matematica, na Escola estadual EJORB -Escola José Ribamar Batista, na

cidade de Rio Branco, no estado do Acre.

Pudemos observar que o entendimento do conceito de gquase homomorfismo,
também por parte dos alunos, segue a légica de sabermos reconhecer as propriedades
que faltam na caracterizacdo de um homomorfismo e a habilidade de se fazer ajustes
convenientes. A contagem dos elementos da unido de dois conjuntos finitos e a
probabilidade da unido de eventos, nossos exemplos em ii) e iii), no paragrafo 2.2, foram
compreendidos quase que de imediato. Outros quase homomorfismos nao puderam ser
relacionados sem uma prévia descri¢do de alguns dos conjuntos, o que antecipadamente

prevemos e fizemos em nosso capitulo inicial.
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Apresentagao

Este trabalho visa facilitar a compreensdo e dar destaque aos conceitos de
homomorfismo e quase homomorfismo que aparecem no estudo dos temas da
Matematica basica do Ensino Médio. Ele é vinculado a dissertagdo de mestrado intitulada
"QUASE HOMOMORFISMO”, apresentada como requisito para a conclusdo do curso de
mestrado em rede nacional (PROFMAT).

A proposta é tornar esses conceitos mais acessiveis e compreensiveis para
estudantes do Ensino Médio, promovendo uma integracdo entre a pratica e a teoria no
curriculo escolar. A introdugdo desses topicos visa, ndo apenas aprimorar o conhecimento
dos alunos, mas também, estimular o pensamento critico e analitico, melhorando suas

habilidades para estudos futuros em Matematica e areas afins.

No contexto do Ensino Médio, a abordagem de temas como
homomorfismo e quase homomorfismo pode ser feita por meio de uma sequéncia didatica
cuidadosamente planejada, para promover um aprendizado significativo e, portanto, uma

ferramenta que o professor podera utilizar na apresentacdo desses conceitos.

A sequéncia didatica aqui desenvolvida se inicia com os conceitos mais basicos,
depois avanga para exemplos mais elaborados, associados com atividades praticas,
buscando facilitar a compreensao, promover o desenvolvimento de habilidades e do

raciocinio légico e abstrato.

Além disso, a reflexdo continua, integrada a este recurso educacional, pode
permitir que o professor adapte sua abordagem conforme o progresso individual do
estudante, garantindo um melhor indice do aprendizado. Assim, a aplicacdo desses

conceitos pode ser incentivada ao longo do processo.

Por fim, este recurso educacional, ndo apenas visa socializar os conceitos de
homomorfismo e quase homomorfismo com os alunos do Ensino Médio, mas também,
busca estimular o interesse dos estudantes por temas mais complexos, que, com certeza,

fazem parte de sua formacgdo, direta ou indiretamente.
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Ao professor
Caro professor,

Para utilizar este recurso educacional de maneira eficaz é essencial realizar uma
revisdo minuciosa de todos os conceitos envolvidos nesta sequéncia, principalmente o
conceito de homomorfismo. Além disso, é importante considerar o nivel de conhecimento
da turma, planejar estratégias e o momento certo para introduzir o novo conceito de
QUASE HOMOMORFISMO, envolvendo os alunos com atividades praticas e exemplos que

facilitem a compreensao dele.

Antes de iniciar esse processo, vocé pode realizar uma avaliacdo diagnéstica, o que

pode ajudar a definir a melhor abordagem a ser feita.

Estabelecer expectativas claras, antecipar dificuldades potenciais e incentivar o
engajamento dos alunos, desde o inicio, sdo agdes fundamentais para uma implementagao

eficaz desta sequéncia didatica.

Objetivos:

Compreender o conceito de homomorfismo de maneira significativa.
Compreender o conceito de quase homomorfismo.

Reconhecer fun¢des que sejam quase homomorfismos.

Adquirir habilidades para ajustar fungdes para quase homomorfismos.

Introdugao
Sejam todos muito bem-vindos!

Hoje, teremos uma aula especial e Unica, onde vamos explorar dois conceitos
matematicos que, apesar parecerem mais avancados, podem ser compreendidos neste
nivel de ensino: homomorfismo e quase homomorfismo, o segundo tipo de funcao, pode

significar uma novidade.

Nosso objetivo é apresentar esses conceitos de maneira que estudantes do Ensino
Médio possam entendé-los claramente e ver como eles podem aparecer em aplicacdes da
Matematica.

54



Comecaremos com uma breve revisao de conceitos fundamentais, como fungdes e
operagoes basicas, para garantir que todos estejam prontos para entender o que vem a
seguir. No segundo momento, abordaremos a definicio de quase homomorfismo,
utilizando exemplos simples e praticos, de como ajustar as fun¢des de modo que

tenhamos um homomorfismo.

Essa aula foi cuidadosamente planejada para que todos os estudantes pudessem
adquirir e construir conhecimentos sélidos acerca desse novo conceito. Sera um momento

de aprendizado valioso e esperamos que todos aproveitem ao maximo.

Vamos iniciar nossa jornada no mundo dos homomorfismos!

Revisando conceitos basicos

Como ja foi dito, antes de falar sobre homomorfismos, se faz necessario que todos
os estudantes estejam confortaveis com os conceitos de func¢des e operacdes basicas
definidas em um conjunto ndo vazio. Iniciaremos, entdo, com uma breve revisdo sobre
esses conteudos para avaliar o nivel de entendimento dos alunos e esclarecer algumas
duvidas que ainda possam existir. [sso serd importante para que o aluno entenda que um

homomorfismo é uma funcao que age de maneira especial entre dois conjuntos.

O conceito de fungio:

Uma funcao f é uma relacdo entre dois conjuntos ndo vazios, A e B, em que cada

elemento do conjunto 4, estd associado a exatamente um elemento do conjunto B.

Representamos uma func¢do pela expressao

f:A - B
x v fG)=y

e temos que:

i) o dominio de f, representado por D(f) = A, é o conjunto onde a funcdo age,

transformando cada x € A em um elemento y € B.

ii) o contradominio de f, representado por CD(f) = B, é o conjunto que contém todas as

transformadas de f.
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iii) O conjunto imagem de f, representado por Im(f) = f(A), é o subconjunto do

contradominio que contém todos os valores transformados pela fun¢do. Em simbolos,

temos Im(f) = f(4) ={f(x) / x € A}

Exemplo 01: Tomaremos os conjuntos A = B = N e a fungdo

fN - N
x ~ f(x)=2x

que relaciona cada nimero natural a um ntimero natural par. Nesse caso, temos D(f) =
CD(f)=N e Im(f) =f(N)={0,2,4,6, ---,2n,--+}, respectivamente, o dominio, o

contradominio e o conjunto imagem da funcao f.

Exemplo 02: Observemos a conhecida fungdo

ffR - R
x ~ f(x)=x?

Para facilitar o entendimento de como essa func¢iao age, observemos a tabela

abaixo:

x f(x) = x? y
-3 f(=3)=(=3)?*=9 9
—2 f(=2)=(-2)*=4 4
-1 fD)=(-1)?*=1 1
1 Iy [ )" 1 1

2 F(-3)=(-3) =3 7

0 FO)=02=0 0

1 fH)=12=1 1
vz F(V2) = (V2)' =2

2 f(2)=22=4 4

f(3)=3%2=9 9

n f(n) = n? n?
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Podemos observar que para cada um dos elementos x, que escolhemos no dominio
de f, hd um unico elemento correspondente em seu contradominio. A funcao, em si. tem

como imagem todo conjunto dos nimeros reais ndo negativos, ou seja,
Im(f) = f(R) = {x € R/x = 0} = R,.
Operagdes definidas em um conjunto

Defini¢do: Uma operacdo * é bem definida em um conjunto S # @ se, e somente se, vale

queax*b € S,Va,b€ES.

Exemplos comuns de operagdes (bem) definidas em um conjunto incluem:
Adicdoem Z:V a,b € Z,valeque a + b € Z.
Multiplicacioem R: V a,b € R, valequea b € R.

Queremos destacar os conceitos de

Unido: a unido do conjunto A com o conjunto B é o conjunto que contém todos os

elementos de A e B. Isso é denotado por AU B = {x/x € Aoux € B}.

Intersegdo: a intersecdo de A com B € o conjunto que contém todos os elementos que sdo

comunsaAeB,ouseja, ANB={x/x€Aex€B}.
Agora, vamos incluir em nossos exemplos essas operagdes.
Seja® # Q um conjunto. Em P(Q) = {X / X c Q} estdo bem definidas as operacoes
U (uniao) e N (intersecdo).
Unidoem P(Q) = {X/X c Q}: VA,B € P(Q),valeque AUB € P(Q).
Intersegdoem P(Q) = {X/X c Q}: VA,B € P(Q),valeque AN B € P(Q).
As operacdoes de unido e interse¢io definidas em P(Q)) gozam das

propriedades listadas na Defini¢do 02, em 1.2, sendo que @ é o elemento neutro da uniao

e () é o elemento neutro da intersecao.

Essas operacgdes se ligam da seguinte forma: (Distributividade da unido em relagao
a interse¢do): V X,Y,Z € P(Q),valeque XU (YNZ)=XUY) N (XUZ). Também vale
que XN(YUZ)=(XNY)U (X NZ). Também vale a Distributividade da interse¢io em

relacdo a unido.
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O Conceito de homomorfismo

A palavra homomorfismo é de origem grega. E um combinado das palavras
“homos” que significa "mesmo" e “morphe” que significa "formato". Os
homomorfismos sdo fung¢des especiais que nos permitem comparar dois conjuntos nos

quais operagdes como a adi¢ao e a multiplicagdo estao definidas.

Defini¢do: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operacao bem definida

em X e O é uma operacdo bem definidaem Y.

Dizemos que uma fung¢ao

p:X =Y
x > (x)

¢ um homomorfismo se, e somente se, p(a *b) = ¢(a)oe(b),V a,b € X.

Se as operagdes * e O forem operacdes de adicdo é comum dizer que ¢ é um
homomorfismo aditivo e que ¢ é um homomorfismo multiplicativo, se * e O forem
operac¢des de multiplicagdo. Contudo, existem homomorfismos que agem transformando

somas em produtos e, vice-versa. Exemplos conhecidos sdo as fun¢des elementares
exp: R— R, \{0} e log:R,\{0} =R
r ~ exp(r) r ~ log(r)
Exemplo 01: A fungdo conhecida

ffR - R
x ~ f(x)=2x

é¢ um homomorfismo aditivo: V a, b € R, vale que
fla+b)=2(a+b)=2a+2b=f(a)+f(b)

Exemplo 02: Vamos definir por #X := a cardinalidade do conjunto X. Assim, podemos

definir a fungao

#P(Q) - N
X o~ #X)

e considerar as operacdes de “unido” e “adicdo” definidas, respectivamente, em P(Q) e N.
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Agora,V A,B € P(Q),vale que #(A U B) = #(A) + #(B) — #(A n B).E, se tivermos

#(A N B) # 0, a fungdo # ndo sera um homomorfismo.

Exemplo 03: Perceba que nas fung¢des ja mencionadas, a fun¢do exponencial ndo é um

homomorfismo aditivo: se a, b € R, em geral, temos exp(a + b) # exp(a) + exp(b).

Mas, sera homomorfismo, se considerarmos a multiplicacio em R, \{0}. Esse

ajuste também nos convida a dizer que, aditivamente,

exp:R - R,\{0}
r ~exp (1)

é um gquase homomorfismo.

A fungio logaritmo ndo é um homomorfismo multiplicativo: para a,b € R, \{0},
em geral, In(ab) # In(a)ln(b) Mas, sera homomorfismo, se considerarmos a adi¢do em R.

Entao queremos dizer que, multiplicativamente,

n:R\{0} - R
T A~ In (1)

é um quase homomorfismo.

Esses exemplos justificam o “ou” colocado no item ii) da definicao acima. Vocé ja é

capaz de relacionar outros exemplos?

Considere () um conjunto finito e pense nas fungoes

c:P(Q,U - P(Q)U . C:P(Q),n - PN
X ~ Cqo(X) == complementar de X em Q. X ~ Co(X)
Esses sdao dois quase homomorfismos. Fagca os ajustes e obtenha dois

homomorfismos para comprovar isso.

As abordagens que fizemos serdo comentadas mais uma vez nas discussoes feitas
na proxima secao deste trabalho. Muitas coisas podem ser sugeridas a posteriori. Mas,
acreditamos que a ideia de se estabelecer a definicdo de um quase homomorfismo ja tem

a nossa contribuicao.
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Quase homomorfismo

Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operagdo bem definida

em X e O é uma operacdo bem definidaem Y.

Dizemos que uma fung¢ao
n:M —Y
m ~» n(m)
é um quase homomorfismo se, e somente se, uma das condi¢des sdo satisfeitasn = ¢/, €
um homomorfismo, quando fazemos a restrigdo de uma fungao
p: X —>Y
x > p(x),
que nio é um homomorfismo, ao subconjunto M, conveniente escolhido em D(¢) = X, no

qual a operacdo * também estd (bem) definida.

1 = @ passa a ser um homomorfismo, quando substituimos as operagdes * ou O,

respectivamente, definidas em X ouem Y.

O apéndice, anexado neste recurso educacional, contém uma atividade aplicada

como forma de validacdo do conceito a ser estabelecido.

Atividade pratica: Reconhecendo um quase homomorfismo

A validacao desta sequéncia didatica sera feita através de uma atividade que foi
desenvolvida em sala de aula, pensada segundo o roteiro abaixo e que trata de contagem

de elementos de um conjunto.

Roteiro:

1. Apresentar uma caixa principal contendo um “conjunto” de varias bolinhas coloridas
com as cores amarelo e branco. Algumas somente com uma cor e outras com 2 cores,

amarelo e branco.

2. Relembrar os conceitos de unido e intersecao de conjuntos, apelando para o fato de que
a “unido” dos conjuntos das bolinhas amarelas com o das bolinhas brancas e o das
bolinhas que possuem 2 cores, dao a totalidade do que tem na caixa. A “interse¢ao”,

explicar, mencionando as bolinhas com as cores amarelo e branco.
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3. Disponibilizar, sobre uma mesa, no centro das aten¢des dos alunos, 2 caixas, cada uma

capaz de abrigar um “subconjunto” de bolinhas que sera retirado da caixa principal.

4. Fazer 2 retiradas aleatdrias, uma por vez, colocando as bolinhas obtidas em cada uma
das caixas disponibilizadas, de modo a formar dois “subconjuntos” ndo vazios (de
bolinhas). Digamos, A = {Bolinhas que tém a cor amarela} e um subconjunto B =

{Bolinhas que tém a cor branca}.

5. Realizar a seguinte contagem: o nimero de bolinhas que estdo em A ou B, que possuem

a cor amarela ou a cor branca, ou seja, determinar #(4 U B).

6. Voltar as bolinhas para a caixa principal e fazer 2 retiradas, uma por vez, numa escolher
somente bolinhas amarelas e na outra escolher somente bolinhas brancas, colocando as
bolinhas obtidas em cada uma das caixas disponibilizadas, de modo a formar
M = {Bolinhas somente na cor amarela} e N = {Bolinhas somente na cor branca}, dois

“subconjuntos”.

7. Realizar a seguinte contagem: o nimero de bolinhas que esta em M ou N, que possuem

somente a cor amarela ou somente a cor branca, ou seja, #(M U N).

8. Retirar da caixa principal todas as bolinhas que possuem duas cores, amarela e branco.
Em seguida, nomear a caixa pela letra C e considerar o conjunto £ de todos os possiveis
subconjuntos de C, formados por bolinhas de uma cor sé6. Entao, concluir que a fungao
#:L - N
X ~ #X := cardilalidade de X
que conta o numero de bolinhas de cada conjunto X, é tal que V A,B € L, temos

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B) = #(A) + #(B) — #(0) = #(A) + #(B) — 0.

Noutro sentido, dados A,B € L, se #{(AUB) =4 =1+ 3 =2 + 2, por exemplo,
concluir que #(A) = 1e #(B) =3 ou #(A) = #(B) = 2.

9. Reconhecer que

#:P(C) -» N
X ~~»  #X := cardilalidade de X
é um exemplo que mostra que a funcdo # parece se comportar como um homomorfismo,
mas restringimos a contagem somente aos conjuntos disjuntos que formamos com as

bolinhas.
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Outro problema que aponta que # também nao é um quase homomorfismo é que
oconjunto L ={M € P(Q)/VY € P(Q),M NnY = @} néo é fechado para a operagdo U: se
XeY€Lclaroque XUY)NM=XnM)u(YnM)=0n@ = @.Porém, relacionando
XouYcomXUY, temos(XUY)NX=Xou(XUY)NnY =Y.

Dessa forma, ndo podemos considerar # /, bara definir um quase homomorfismo

conforme o item ii) 2.3.

Consideragdes finais

O presente trabalho teve como objetivo apresentar os conceitos de
homomorfismo e quase homomorfismo de maneira clara e objetiva, destacando algumas
funcbes que comumente aparecem na Matematica do ensino basico, A proposta
pedagodgica foi materializada em uma sequéncia didatica estruturada, visando a
divulgacdo e o estabelecimento de um novo conceito que foi pensado a partir de algumas

de nossas observagoes.

A atividade de validacao juntamente com o roteiro desta sequéncia didatica, a
nosso ver, permitiu que os estudantes compreendessem, de forma significativa, o conceito

de um quase homomorfismo, conectando os novos conhecimentos a sua base de

aprendizagem.

A atividade pratica e os debates em sala de aula possibilitaram o
desenvolvimento de habilidades cognitivas, como a abstracdo e a capacidade de modelar
um objeto matematico. Isso nos faz crer que o trabalho contribui de forma significativa
para a compreensdo do conceito de quase homomorfismo e demonstra a importancia do
uso de metodologias no ensino de Matematica, que termina fazendo com que os alunos se
tornem mais criticos e mais capazes, o que é essencial para seu desenvolvimento

académico e pessoal.
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