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RESUMO

O calculo de determinantes 4 x 4 pelo método candnico de expansédo por cofatores
(Laplace) impde uma complexidade operacional excessiva no Ensino Médio, devido
a manipulacdo recursiva dos 4! = 24 produtos elementares. Esta dissertacao
justifica a busca por métodos alternativos ao resgatar o histérico do conceito, desde
as solucdes algoritmicas de sistemas lineares na Antiguidade e a formalizacao por
Leibniz e Cramer, até o rigor de Laplace e Cauchy. A relevancia da aplicacao reside
na sua utilidade na resolucdo de sistemas lineares, célculo de areas, volumes,
equacOes de curvas e superficies que sao abordados no Ensino Médio. A pesquisa
prop6s e avaliou um método alternativo de expanséo para o determinante de ordem
4 (o método das flechas) como uma solucdo didatica. O estudo qualitativo-
guantitativo, baseado na Aprendizagem Significativa, envolveu uma intervencao
pedagdégica com 30 alunos, demonstrando que o0 método alternativo é
matematicamente valido e altamente motivacional (86,7% mais confianca). No
entanto, o custo de memorizacdo da sequéncia de repeticdo das 13 colunas
neutralizou os ganhos de clareza, levando 46,7% da turma a preferir o método
tradicional. Conclui-se que o novo método que sera apresentado € um recurso
promissor que exige refinamento pedagdgico em sua interface mnemonica
(memorizacao visual) para maximizar sua eficacia didatica e consolidar-se como

ferramenta superior no ensino de Algebra Linear.

Palavras-chave: Determinantes; Método alternativo; Ensino Médio; Teorema de

Laplace; Algebra Linear.



ABSTRACT

The calculation of 4 x 4 determinants using the canonical cofactor expansion method
(Laplace) imposes an excessive operational complexity in High School education,
due to the recursive manipulation of the 4! = 24 elementary products. This
dissertation justifies the search for alternative methods by retrieving the historical
context of the concept, from the algorithmic solutions of linear systems in antiquity
and the formalization by Leibniz and Cramer, to the rigor of Laplace and Cauchy. The
relevance of the application lies in its utility in solving linear systems, calculating
areas, volumes, equations of curves, and surfaces addressed in High School. The
research proposed and evaluated an alternative expansion method for the order 4
determinant (the "Arrows" Method) as a didactic solution. The qualitative-quantitative
study, based on Significant Learning, involved a pedagogical intervention with 30
students, demonstrating that the alternative method is mathematically valid and
highly motivational (86.7% reported higher confidence). However, the memorization
cost of the 13-column repetition sequence neutralized the gains in clarity, leading
46.7% of the class to prefer the traditional method. It is concluded that the method is
a promising resource that requires pedagogical refinement in its mnemonic interface
(visual memorization) to maximize its didactic effectiveness and consolidate itself as

a superior tool in the teaching of Linear Algebra.

Keywords: Determinants; Alternative method; High School Education; Laplace's
Theorem; Linear Algebra.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos determinantes ocupa papel central na Matematica,
especialmente na resolucdo de sistemas lineares, na compreensao das
transformacdes lineares e em diversas aplicacfes geométricas e algébricas. Embora
seu conceito formal seja consolidado desde o século XVIII, o ensino desse contetdo
no Ensino Médio ainda apresenta desafios, sobretudo quando se trata do calculo de
determinantes de ordem superior a 3.

Historicamente, a necessidade de resolver sistemas lineares remonta as
civilizacdes antigas, como babilénios, chineses e egipcios, que desenvolviam
solucdes algoritmicas e retéricas para problemas praticos. Dessa maneira, a
evolucdo para uma abordagem simbolica e estruturada ocorreu gradualmente, com
contribui¢cdes significativas de matematicos como Seki Kowa, Cardano, Leibniz,
Cramer, Laplace e Cauchy, cujas formulacbes deram forma ao conceito moderno de
determinante. Assim, este percurso histérico revela um processo de crescente
formalizacdo, que resulta no método de expansdo por cofatores, amplamente
difundido nos curriculos atuais.

No entanto, apesar de seu rigor matematico, o método canénico de Laplace
€ operacionalmente complexo para estudantes do Ensino Médio, sobretudo no
célculo de determinantes de ordem 4, que exige multiplas etapas recursivas e um
namero elevado de operacdes. Tal dificuldade motivou a presente pesquisa, que
busca investigar alternativas didaticas mais eficientes para o ensino desse conteudo.

Dado isto, esta presente dissertacdo propde analisar e aplicar um
procedimento mnemonico inspirado na Regra de Sarrus, porém adaptado ao calculo
de determinantes de ordem 4. Logo, 0 objetivo € avaliar se esse método alternativo
pode facilitar a aprendizagem, reduzir erros operatorios, aumentar a clareza visual e
promover uma compreensao mais significativa dos determinantes.

Para isso, apresenta-se inicialmente um panorama historico da evolucdo do
conceito de determinante, seguido de uma fundamentacao tedrica que contempla
permutacdes, produtos elementares e propriedades estruturais do determinante. Na
sequéncia, discute-se o papel conceitual e aplicado desse objeto matematico em

diferentes areas, como algebra linear, geometria analitica e fisica. Por fim, descreve-



se a intervencao pedagdgica realizada com alunos da 22 série do Ensino Médio, bem
como a analise dos resultados obtidos.

Dessa forma, busca-se contribuir para o ensino de Matematica, oferecendo
uma abordagem que concilia rigor conceitual e acessibilidade pedagdgica;
ampliando, por fim, as possibilidades de compreensédo dos estudantes em um tema

fundamental para sua formagéo académica.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

O presente capitulo tem por objetivo introduzir o tema central desta
dissertacdo: o calculo de determinantes e a busca por métodos de ensino mais
eficazes para o Ensino Médio. Para isso, serd apresentado uma contextualizagéo
histérica que demonstrar4d a evolucdo da necessidade de resolver sistemas de
equacOes lineares, até a formalizacdo do conceito de determinante tal como o
utilizamos hoje.

A relevancia dos determinantes esta intrinsecamente ligada a resolucao de
sistemas de equacdes lineares, cuja necessidade é observada desde a Antiguidade
(século Il a.C.), em registros da Babilonia e da China (BOYER, 1974; EVES, 2011).
Nesses periodos, a resolucdo era realizada através de algoritmos e retoérica
aplicados a casos especificos.

Posteriormente, a formalizagdo do conceito ganhou impulso com o
desenvolvimento da algebra simbdlica. Nesse contexto, a ideia de associar uma
expressdo aos coeficientes de um sistema para determinar sua solucdo foi
desenvolvida de forma independente por figuras como o japonés Seki Kdwa e o
europeu Gerolamo Cardano (1545).

Com o avanco dos estudos, o conceito moderno foi consolidado por
Gottfried Wilhelm Leibniz (1693), que estabeleceu a nocdo de "resultante”, e por
Gabriel Cramer (1750), cuja regra para a solucdo de sistemas lineares popularizou a
aplicacdo do que hoje chamamos de determinante. Além disso, Pierre-Simon
Laplace (1772) e Augustin-Louis Cauchy (1812) proveram o rigor formal, definindo a
teoria das funcdes alternadas e a expansao por cofatores.

Por fim, é importante ressaltar que a abordagem histérica aqui apresentada
nao é exaustiva. Embora figuras como Lagrange e Gauss tenham feito contribuicbes
essenciais para a teoria e a nomenclatura, optou-se por selecionar os matematicos
diretamente envolvidos no desenvolvimento das regras operacionais e de eliminacéo
gue culminam no método candnico utilizado em sala de aula, que € o foco principal

desta pesquisa.
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2.1 PRECEDENTES HISTORICOS

A necessidade de resolver sistemas de equacdes lineares, centrais para o
uso de determinantes, ndo é recente. Desde épocas muito antigas, por volta do
século Il a.C, ja se encontram registros de problemas envolvendo sistemas lineares
no Egito e na Mesopotamia. Embora os papiros egipcios tenham sofrido forte
degradacdo ao longo do tempo, as escritas em argila da Mesopotamia se
mantiveram mais preservadas e, por isso, nos oferecem detalhes mais nitidos sobre
a pratica matematica daquele periodo. Esse panorama pode ser observado no livro

“Histoéria da Matematica™

A élgebra egipcia tratara muito de equacdes lineares, mas os babildnicos
evidentemente as acharam demasiado elementares para merecer muita
atencdo. Um problema pede o peso x de uma pedra se (x + f) + ﬁ(x + f) €
uma mina; a resposta é dada simplesmente como 48; 7,30 gin, onde 60 gin
formam uma mina. Em outro problema num texto da Babilbnia antiga,
achamos duas equacbes lineares simultdneas em duas incognitas,
chamadas respectivamente “primeiro anel de prata” e “segundo anel de
prata”. Se as denotarmos por x e y, em nossa notagdo as equacgdes sdo §+

6. 10 P .
1y_1 =1 7x = 1—13' A resposta é dada laconicamente em termos da regra§ =
11 1 7 1
—t-—eX= — — (Boyer, 1974, p. 23).
7+11 72 11 7+11 72

Enguanto isso, na China, por volta do século | d.C., que data do periodo Han?
mas que muito provavelmente contém material bem mais antigo — o livro intitulado
“K’ui-ch’angSuan-shu”, também intitulado como “Os Nove Capitulos sobre a Arte
Matematica”, ja apresentava problemas que envolvem sistemas lineares. Um

exemplo adaptado do capitulo 8 apresenta:

Temos trés tipos de cereais: o superior, 0 médio e o inferior. Trés cestos do
superior, dois do médio e um do inferior pesam 39 unidades. Dois cestos do
superior, trés do médio e um do inferior pesam 34 unidades. Um cesto do
superior, dois do médio e trés do inferior pesam 26 unidades. Quanto pesa
cada cesto de cereal?

Esses exemplos ilustram que a matematica antiga se desenvolveu a partir de
problemas essencialmente praticos, huma época em que ainda n&o existiam
formulas algébricas capazes de generalizar suas resolugbes. Em vez disso,

recorriam-se a algoritmos que orientavam um passo a passo de como chegar a

A Dinastia Han foi a segunda dinastia imperial da China, que governou desde 206 a.C. até 220 d.C.
12



determinado resultado, muitas vezes utilizando retérica, l6gica ou geometria. Esse

aspecto é ressaltado por Eves (2011):

Deve-se notar, contudo, que nenhum exemplo do que hoje chamamos
demonstracéo pode ser encontrado na matematica oriental antiga. Em vez
de um argumento encontra-se meramente a descricdo de um processo.
Instrui-se: “Faca assim e assim”. Além disso, exceto possivelmente em
alguns casos, essas instrucdes ndo eram dadas na forma de regras gerais,
mas simplesmente aplicadas a sequéncias de casos especificos (Eves,
2011, p. 58).

Entre os gregos, por sua vez, um método para formalizar a resolugdo de
sistemas lineares nao teve grande relevancia. No entanto, eles abordavam
problemas que eram equivalentes a esses sistemas usando geometria, a teoria das
proporgdes e o raciocinio aritmético. A algebra simbdlica e os métodos sistematicos
para resolver sistemas lineares se desenvolveu mais tarde, sobretudo com as
contribuicdes dos matematicos islamicos e, depois, na Europa renascentista.

Nesse percurso, destaca-se o matematico islamico Al-Khawarizmi (780-850)
foi o pioneiro na utilizacdo da algebra simbolica. Em sua obra“Al-Kitab al
muhtasarfihisabal-jabrwal-muqgabala” ou “O livro sobre o calculo de algebra e
almugabala”, é apresentado duas operacgdes: al-jabr, que consistia em remover
termos negativos de uma equacdo adicionando a mesma quantidade a ambos os
lados;e al-mugabala, que tratava da simplificacéo pela remoc¢éo de termos iguais de
ambos os lados. Sua abordagem metédica para resolver equacbes, suas
justificacbes geomeétricas e suas aplicacfes praticas tiveram um impacto duradouro
no desenvolvimento da matematica e nas ciéncias em geral.

Com o Renascimento, ap6s o fim da hegemonia catélica e a renovacao
intelectual que o periodo proporciou, varios matematicos passaram a contribuir para
a criacdo dos determinantes, suas propriedades e aplicacbes. Entre os primeiros
nomes a se destacar estd Gerolamo Cardano (1501-1576) que, nasceu em Pavia, €,
na época, fazia parte do Ducado de Mildo, na Itdlia, no ano de 1501. Ele foi
matematico, médico e astrdlogo renascentista. Sua vida foi marcada por eventos
extraordinarios e sua obra abrangeu diversas areas do conhecimento. No contexto
da criacdo dos determinantes, sua principal contribuicdo reside em seu livro "Ars
Magna" (A Grande Arte), publicado em 1545.

Em sua obra "Ars Magna", Cardano apresentou uma regra para resolver

sistemas de duas equacles lineares com duas incégnitas. Embora o autor ndo
13



utilizasse o termo "determinante” e sua abordagem fosse expressa de forma retorica,
a esséncia de seu método envolvia uma expressdo que € fundamental para o
conceito de determinante de ordem 2. Em outras palavras, Cardano identificou um
padrdo nos coeficientes que determinava a solucdo do sistema, mesmo que ndo o
isolasse ou 0 nomeasse como uma entidade matematica separada (o determinante).
Sua regra era um passo precursor importante para o desenvolvimento formal dos
determinantes nos séculos seguintes.

No século seguinte, merece destaque o pensador SekiKdwa (1642-1708). Ele
foi um matematico japonés do periodo Edo? considerado como uma das figuras
mais importantes na historia da matematica japonesa, foi aclamado como o “Newton
do Japéo” por suas contribuicdes independentes ao célculo, mas também teve
contribui¢cdes significativas para a teoria dos determinantes, mesmo antes de sua
formalizacdo no Ocidente. Em manuscritos que nédo foram publicados em vida,
SekiKdwa desenvolveu um conceito que é equivalente ao determinante de uma
matriz que chamou de “Ketsuretsu-shiki’® pelo qual se poderia indicar se um sistema
de equacgbes tinha uma unica solucdo e como encontra-la. Apesar disso, seu
trabalho permaneceu desconhecido pelos matematicos ocidentais durante muito

tempo.

2.2 LEIBNIZ (1693)

Em uma carta escrita para L’Hopital, em 28 de abril de 1693, Leibniz
menciona usar numeros em vez de letras em suas investigacdes algébricas. Ele
pretendia, com isto, a formacdo de uma regra para escrever a resultante (que € o
determinante zero para um sistema homogéneo) de um sistema de equacdes
lineares.

Quando o problema consiste em eliminar as incognitas x e y das equacoes:

a+bx+cy=0
d+ex+fy=0
g+thx+ky=0

20 Periodo Edo (1603-1868) no Jap&o foi um periodo de paz e estabilidade, marcado por um governo
central forte e um forte isolacionismo politico-econémico.

3E uma "férmula essencial para eliminac&o" ou "expresséo chave para resolucéo" de sistemas de
equagoes lineares.
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Leibniz diz que prefere escrever 10 para a, 11 para b e 12 para c, na primeira
equacao, 20 para d, e assim sucessivamente, obtendo:
10+ 11x+ 12y =0
20+ 21x+ 22y =0
304+31x+32y =0
Ele, entdo, propde formar todos os produtos possiveis cujos fatores sdo um
coeficiente de cada equacdo, ndo repetindo os nameros que tivessem a mesma
unidade, sendo o resultado:
10.21.32, 10.22.31, 11.20.32,
11.22.30, 12.20.31, 12.21.30.
Sendo o numero de incognitas menor em uma unidade que o numero de
equacodes, ele torna esses termos que tem um fator comum com sinais Opostos:
+10.21.32 - 10.22.31 - 11.20.32 + 11.22.30 + 12.20.31 - 12.21.30 = 0.
As contribuicdes que Leibniz fez a algebra com o seu Céanon Geral (MUIR,
1841, p. 8 - 9), foram:

. Nova notacdo numerica: Isso se refere ao uso de numeros como 10,
11 e 12 para representar coeficientes, onde o primeiro digito indica a equacéo e
segundo a posicao do coeficiente, analogo as coordenadas cartesianas;

. Regra para formar termos: Uma regra para formar termos da
expressao, igualada a zero, representa o resultado da eliminacdo das incognitas de
um sistema de equacdes simples. Isso € a propria construcdo dos determinantes;

. Regra para determinar sinais: Uma regra para determinar os sinais dos
termos no resultado obtido.

Em suma, Leibniz formulou originalmente e de forma bruta os termos de um
determinante e como seus sinais devem ser atribuidos. Ele estava certo, mas a
notacao e a descricdo dos sinais seriam refinadas por matematicos posteriores para

se tornarem a forma mais clara e concisa que conhecemos hoje.
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2.3 CRAMER (1750)

Segundo Cramer (1750, p. 59), uma curva de n-ésimo grau é determinavel

quando =~ pontos da curva sdo conhecidos. Em ilustracdo deste teorema, ele

trata do caso de encontrar a equacgao da curva de segundo grau que passa por cinco
pontos dados. A equacéo € tomada na forma
A+By+ Cx+Dyy+ Exy+xx =0;

As cinco equacdes para determinar 4, B, C, D, E sdo escritas e é apontado que

tudo que € necessario é a solucdo do sistema de cinco equacdes, e a substituicao

dos valores de A, B, C, D, E assim encontrados.

“O calculo verdadeiramente seria bastante longo” diz ele; mas em uma nota
de rodapé ha a observacao de que é na algebra que devemos procurar 0S meios
para encurtar o processo, e somos direcionados ao apéndice para uma regra geral
conveniente que ele havia descoberto para a obtencdo da solucdo de um conjunto

de equacdes deste tipo. O que segue € o que chamamos de regra de Cramer:

Sejam varias incégnitas z,y, x, v, ... € tantas equacdes

Al = le+Y1y+X1x+V1v+- .

A2 =7%2+4+Y2y+ X?x+Viv+ -

A3 =7324+Y3y+ X3x+V3v + -

A*=Z%24+Y*y + X*x + Vv + -
onde as letras A, A%, 43, A%, ... ndo sdo poténcia de 4, mas sim o primeiro
membro conhecido da primelra segunda, terceira, quarta, .... equacdo. Do
mesmo Z1,Z2,... sdo os coeficientes de z; Y1,Y?,.. os coeficientes de y;
X1,X?, ... os coeficientes de x; V1,V?,... os de v, ... na primeira, na segunda,
.. equacao.
Com essa notacao, se houver uma equagédo e uma incognita z; teremos z =

At ~ L,
P Se houver duas equacoes e duas mcogmtas zZ ey, encontra-se z =

Aly2_p2yt
Zly2-z%y?*

_ Z1p2_7241
-z2yY

T z1y2

encontra-se

Z =

AlY2x3

— AY3X? + A2Y3X°

— A2Y'X3 + A3Y'X?

Se houver trés equacdes e trés incognitas z,y e x;

_ A3Y2X1

Zy?x3
AYL) &

— Zly3x2 + ZZnyl
— ZVAPX? + 72 A%X1

— ZZY1X3 + Z3Y1X2
— Z2A'X3 + 723 AT X2

— 73y2x1
_ Z3A2X1

Y= 7iyexs

zly243

_Zly3Xz +22y3xl
— Z'Y3A% + 2773 A

— ZZY1X3 +Z3lez
— Z2Y1A% + 2371 A

- Z3y*xt
- 73yt

X =

Zlny3 — Zly3x2
(Cramer, 1750, p.656).

+ Z2Y3X1 — Z2Y1X3 4 Z3Y1X2 — Z3y%X*
Cramer definiu o numero de permutacbes entre as incognitas como

“desarranjos”. Segundo ele, que se conte, para cada termo, o numero de
desarranjos: se ele € par ou nulo, o termo tera o sinal +; se ele é impar, o termo tera

o sinal —. Por exemplo, no termo Z'Y2X3® ndo ha nenhum desarranjo; este termo tera
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entdo o sinal +. O termo Z3Y'X? tem também o sinal +, porque ele tem dois
desarranjos, 3 antes de 1 e 3 antes de 2. Mas o termo Z3Y?X', que tem trés
desarranjos, 3 antes de 2, 3 antes de 1, e 2 antes de 1, tera o sinal —.

O denominador comum estando assim formado, se ter4 o valor de z ao se dar
a este denominador o numerador que se forma mudando, em todos 0s seus termos,
Z para A. E o valor de y € a fracdo que tem 0 mesmo denominador e por numerador
a quantidade que resulta quando se muda Y para A, em todos os termos do
denominador. E se encontra de uma maneira semelhante o valor das outras
incognitas.

E evidente de imediato que os novos resultados aqui apresentados s&o:

. Uma regra para formar os termos do denominador comum das fracdes
gue expressam os valores das incognitas em um conjunto de equacdes lineares;

. Uma regra para determinar o sinal de qualquer termo individual no
referido denominador comum (e, incluida na regra, a no¢ao de um "desarranjo”);

. Uma regra para obter os numeradores a partir da expressao para o
denominador comum.

O problema que Cramer se propds neste ponto em seu livro foi exatamente
aquele que Leibniz havia resolvido, a eliminacdo de n quantidades de um conjunto
de n+ 1 equaglOes lineares. A solucdo que Cramer obteve, e que, seja dito de
passagem, foi a solucdo mais bem adaptada para o seu propoésito, era bastante
distinta em carater daquela de Leibniz. Leibniz deu uma regra para escrever o
resultado final da eliminacdo; o que Cramer da € uma regra para escrever os valores
das n incoégnitas como determinados a partir de n das n + 1 equacgdes, depois de
termos de substituir esses valores na (n + 1)-ésima equagao restante.

O resultado de eliminar w,x,y,z as equagdes a,w+b.x+c,y+d,z=
e,,(r=1,2,3,45) &, de acordo com Leibniz, se incorporarmos sua regra em uma
simbologia posterior,

la;bycsdyes| = 0.

Enquanto, de acordo com Cramer, é

exb3c4ds aze3C,ds

azbze,ds azbscyes

a 1 C1 1 = €é;.

azb3c4ds azb3c4ds azb3c4ds azb3c4ds

O destino da regra de Cramer foi muito diferente daquele de Leibniz. Ela foi
rapidamente adotada e, depois de um tempo, encontrou seu caminho nas escolas,
onde continuou por muitos anos a ser ensinada como a forma concisa da teoria da

solucdo de equacdes lineares simultaneas.
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2.4 LAPLACE (1772)

Em suas obras, Laplace chega a um conjunto de equacdes lineares das quais
n quantidades devem ser eliminadas. Isto, ele diz, pode ser realizado por meio de

regras que os matematicos deram:

Mas como elas ndo me parecem ter sido demonstradas até agora a ndo ser
por inducdo, e que além disso sdo impraticaveis, por pouco que o nimero
de equacbes seja consideravel; vou retomar de novo esta matéria, e dar
alguns processos mais simples que os que ja sdo conhecidos, para eliminar
entre um nimero qualquer de equagdes do primeiro grau. (Laplace, 1772, p.
267).

Para n equacdes lineares homogéneas com os coeficientes

ay, by, cyq, ...
a,, b,,c,, ...

ele primeiro apresenta a regra de Cramer para escrever o que ele, Laplace, chama
de “resultante”, usando no decorrer da regra o termo “variagdo” em vez do termo
"desarranjo" de Cramer.

O teorema a respeito do efeito de transpor duas letras é entdo enunciado:

"Se, em vez de agrupar as letras a e b primeiro, e depois essas duas com a
letra ¢, e assim por diante — ou seja, se, em vez de organizar as letras
a,b,c,d,e etc., na ordem a,b,c,d, e, etc., as tivéssemos organizado em outra
sequéncia como a,c, b,d, e, etc., ou a,d,b,c,e, etc., ou a,e, b, c,d, etc., ou qualquer
outra —, eu afirmo que o resultado final seria sempre o mesmo, exceto por uma
possivel mudanca de sinal (positivo ou negativo)."

A demonstracéao feita por Laplace pode ser encontrada nas paginas 25 e 26
do livro History of the theory of Determinants, Muir, 1841.

E feita entdo uma aplicacio ao problema da eliminac¢do, supondo que se
tenha trés equacoes:

0=a;.x+b.x" +c.x"
0=a,.x+by.x"+cp.x"
0=az.x+bs.x" +c3.x"

Primeiramente, forma-se a resultante das trés letras a, b, c, nessa ordem, que
nos da
aq.b,.c3 — ay.c3.b3 + cq.a5.b3 — by.ay.c3 + by.cy.a3 —c1.by. a5
ou,
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a;.(by.c3 —cy.b3) + a,.(cy. by — by.c3) + as. (by.c, — ¢1.by)

Agora, multiplicando a primeira equagao por b,.c; — c,.b;, a segunda por
c:-b; — by.c3 € a terceira por b;.c, — c;.b,, €em seguida, somando as trés equacoes,
obtém-se:

0 = x.[a;.(by.c5 — c3.b3) + a,.(cy. b3 — by.c3) + as. (by.c; — ¢q1.by)]
+ x'. [by. (by.c3 — C3.b3) + by.(cy. b3 — by.c3) + bs. (by.c; — ¢1.by)]
+ x"".[cy. (by.c5 — c3.b3) + ¢3.(c1. b3 — by.c3) + ¢3.(by.c; — cq.by)]

Consequentemente, pelo que acabamos de observar, os coeficientes de x' e
x"" sdo identicamente nulos, pois representam a resultante das trés as letras
a, b, c,onde substituimos a por b ou c; entdo, obteremos a equacdo de condicao
desejada,

0 = ay.(by.c3 — c3.b3) + ay. (¢1.b3 — by.c3) + as. (by.c; — ¢1.by).

Ou seja, a resultante da combinacao das trés letras a, b,c € igual a zero. O
mesmo principio seria demonstrado independentemente do namero de equacdes
envolvidas.

Para mostrar analogia de matéria com a eliminacdo das equacdes do primeiro
grau, Laplace supds que tenhas as trés equacoes,

p1=0ay.x+by.x" +c.x"
Py =az.X + by x' + ¢y x"
p3 = as.x + by.x" + c3.x"

Multiplicando a primeira equacgédo por (b,.c; — c,.b3), a segunda por (c;.b; —
b;.c3), e a terceira por (b;.c, — ¢;.b,), depois somando as trés equagdes, observa-
se gue os coeficientes de x’ e x"' sdo identicamente nulos na equacédo, que resulta

em

_ P (by.c3 — €3.b3) + py. (€1. b3 — by. c3) + p3. (by.c; — ¢1.by)
al. (bz. C3 - Cz. b3) + az. (Cl' b3 - bl' C3) + a3. (bl.CZ - Cl'bZ)

Vé-se, portanto, que o numerador da expressdo de x, se forma do
denominador, trocando a por p.
Analogamente,

o = ay. (p2. €3 — €3.p3) + . (€1.p3 — P1.€3) + az. (1. €2 — 1. D)
al. (bz. C3 - C2. b3) + a2. (Cl' b3 - bl' C3) + a3. (bl' CZ - Cl' bz)

o = ay. (by.ps — p2-b3) + ay. (p1. b3 — by.p3) + as. (by.p, — py.by)
al. (bz. 63 - Cz. b3) + az. (Cl' b3 - bl' C3) + a3. (bl' C2 - Cl' bz)
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Esse modo de tratamento ndo deixa nada a desejar. E o que mais é
comumente empregado nos livros didaticos da atualidade.

As contribuicbes de Laplace para a teoria dos resultantes podem ser
resumidas da seguinte forma:

. Forneceu uma prova do teorema sobre o efeito da transposicéao de
duas letras adjacentes em qualquer uma das novas funcoes;

. Provou o teorema sobre o efeito de igualar duas das letras;

. Apresentou um modo de chegar a solucdo conhecida de um conjunto
de equacdes lineares simultaneas;

. Ele deu 0 nome "resultante” para as novas funcgoes;

. Introduziu uma notacdo para um resultante, por exemplo, (a;. b,.c3).
Ele define (abc) como a quantidade abc — ach + cab — bac + bca — cha, e (ab) como
ab — ba;

. Estabeleceu uma regra para expressar um resultante com um
agregado de termos composto de fatores que sao eles proprios resultantes. O
teorema pode ser descrito como a expansao de um resultante na forma de um
agregado de termos, cada um dos quais € um produto de resultantes de grau
inferior.

A exposicao da regra de Laplace é a seguinte:

Para trés equacdes, a equacao de condicao € (a,.b,.c3) = 0.

Para quatro equacg0Oes, ele sugere combinar +abc com a letra d, mudando o
sinal quando d muda de lugar, o que resulta +abcd — abdc + adbc — dabc. ApOs
anexar indices, o termo +a,.b,.c5.d € substituido por +(a,.b,.c3).d,, € assim por
diante, levando a equagdo de condicdo (a;.by.c3).dy —(ai.by.cy).ds +
(al. b3. C4_). dz - (az. b3. C4). d1 = 0

Para cinco equacdes, ele instrui combinar os termos resultantes de quatro
equacdes com a letra e, observando que os termos onde d precede e ndo sao
admitidos e o sinal muda quando e muda de lugar. Apos a indexacdo, o termo
+a;.b,.c5.d,e € substituido por +(ay.b,.c3).(ds.e5), € outros termos sao
transformados de forma semelhante para formar a equacéo de condicédo.

Ele também estabeleceu um modo de encontrar o nimero de termo neste
agregado. Assim, Laplace chega a um conjunto de equacdes lineares a partir das
guais n quantidades devem ser eliminadas. Embora ele demonstre com resolver
equacdes simultaneas, € importante, dessa maneira, notar que Cramer havia dado
uma regra geral para expressar os resultantes, mas Laplace observou que, embora
Cramer fosse simples em relacdo as letras, ndo era tdo simples em relacdo aos

sinais quando se tinha um certo de numero de incognitas a calcular.
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2.5 LAGRANGE (1773)

A posicdo de Lagrange em relagdo ao avanco do assunto € bastante diferente
da de qualquer um dos matematicos procedentes. Todos eles lidavam
explicitamente com o problema da eliminagdo, e portanto diretamente com as
funcdes posteriormente conhecidas como determinantes.

O trabalho de Lagrange, por outro lado, consiste em uma série de identidades
algébricas obtidas inicialmente, que hoje reconhecemos como relacdes entre
funcBes do tipo referido. Inicialmente, o préprio Lagrange ndo as via sob essa luz e,
consequentemente, as deixou como instancias isoladas.

Em sua obra Solutions analytiques de quelques problemes sur les pyramides
triangulaires, de 1773, as variaveis x,y,z e x',y',z' e x",y",z"' ocorrem
principalmente como coordenadas de pontos no espaco, € ndo como coeficientes
em uma triade de equacdes lineares. Assim, a expressao (xy'z" + yz'x" + zx'y" —
xz'y" —yx'z" —zy'x'"), quando aparece, representa seis vezes o volume de uma
piramide triangular e ndo o resultado de uma eliminacao.

Nesta primeira memoria, as identidades algébricas s&o reunidas e
apresentadas no inicio da seguinte forma:

Lema:

Sejam nove quantidades quaisquer

x,v,zx,y,z'\x",y", z"

Teremos a seguinte equacéo idéntica

I, .17

(xy'z" +yz'x" + zx'y" —xz'y" — yx'z" — zy'x'")?* =

(2 +y2+22)(x? +y? +22)(x"? +y"% + 2"?)

F2(xx" +yy' + zz")(xx" +yy" +zz")(x'x" + y'y" +2'2")
—(x2+y2+z2)(x'x" +y'y" +2z'2")?

—(x?+y?2+z2%)(xx" +yy" + zz")?

—(x"2+y" 4+ 2"?)(xx" +yy' + zz')?

Esta € uma identidade bastante complexa. O termo no lado esquerdo da

1.

+ zx'y" —xz'y" —yx'z" — zy'x"") é o determinante de uma

I I 17

equacéo (xy'z" + yz'x
matriz 3x3 formada pelos vetores (x,y,z), (x',y',z") e, (x",y",z").
Essa é uma forma de identidade de Lagrange para produtos vetoriais em trés

dimensdes, generalizada ou aplicada a determinantes e produtos internos. Ela
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relaciona o quadrado do determinante de uma matriz 3x3 com produtos internos dos
vetores que formam suas linhas (ou colunas). E um importante resultado em

geometria analitica e algebra linear.
2.6 GAUSS (1801)

A conexdo de Gauss com a teoria dos determinantes foi muito semelhante a
de Lagrange, e, sem duvidas, deveu-se ao fato de que Lagrange o havia precedido.
O quinto capitulo de sua famosa obra, Disquisitiones Arithmeticae (1801), que € o
unico capitulo que nos interessa, leva o titulo “De formis equationibusque
indeterminatis secundi gradus” (sobre as formas e equacdes indeterminadas do
segundo grau), Gauss escreve a sua forma do segundo grau dessa forma:

axx + 2bxy + cyy
e, para simplificar, refere-se a ela como a forma (a, b, c). A funcdo dos coeficientes

a,b,c ele chama de “determinante da forma”, sendo as palavras exatas de sua
e~ . . “ , .
definicho as seguintes: Chamaremos o0 numero bb —ac, de cuja natureza

ensinaremos nas paginas seguintes que depende principalmente as propriedade da
forma (a, b, ¢), de determinante desta forma” (Gauss, 1801, Art. 153).

Aqui, entdo, temos o primeito uso do termo que, com um significado
estendido, tornou-se tdo familiar em nossos dias. Deve-se notar cuidadosamente
gue as funcdes mais gerais, as quais 0 nome veio a ser dado posteriormente,
também ocorrem repetidamente no curso da obra de Gauss.

Mas, ele ndo se limitou a formas de duas variaveis. Uma digressao é feita
com o propésito de considerar a forma quadratica ternaria,

axx+a'x'x"+a"x"x" + 2bx'x" + 2b'xx" + 2b"'xx",

ou, como ele a denota abreviadamente,
fazendo,

aal all
b bl bll
bb—a'a’" =Aeab—-b'b" =B

b'b' —aa" =A"ea'b'—bb" =B’
bllbll _ aal — AII e allbll _ bbl — B”,
Surge alguma forma
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(A A’A”) F
BB'B" )™
gue foi chamada de forma adjunta. Daqui novamente se encontra, denotada por D,
para abreviar, 0 nimero
abb +a'b’'b' +a"b"b" —aa’'a” —2bb’'b".
E ainda
BB —A'A" = aD, B'B' — AA" =a'D, B"B" — AA" =a"' D
AB — B'B" = bD, A'B'—BB" =b'D, A"B" —BB' =b"D,
de onde e evidente que a forma F é a forma adjunta de
<aD a'D a”D)
bD b'Db"D )

O namero D, cujo natureza depende principalmente as propriedades da forma
ternaria f, € chamado de determinante desta forma; dessa maneira, o determinante
da forma de F € igual a DD, ou seja, igual ao quadrado do determinante da forma f, a
gual é adjunta.

Nisto ndo ha avanco no que diz respeito a teoria dos determinantes
modernos, no entanto, na mesma pagina € dado uma extensao de um dos teoremas
de Lagrange, referente ao determinante da nova forma obtida ao efetua uma
substituicao linear em uma dada forma.

Segundo Gauss, uma forma ternaria f de determinante D, cujas
indeterminadas sdo x,x’,x" , é transformada em uma forma ternaria g de
determinante E, cujas indeterminadas sdo y,y’,y", por tal substituicdo

x=ay+py" +vy"
x'=a'y+BY +y'y"
xX'=a"y+By" +y"y"
Onde os nove coeficientes sdo todos supostos serem nudmeros inteiros, por
brevidade, negligenciando as indeterminadas, diz-se que f se transforma em g pela
substituicdo (S)
a By
a, By
a’,B"y"
e que fimplica g, ou seja, g esta contida em f. De tal suposi¢éo, portanto, seguem-se

espontaneamente seis equacdes para 0s seis coeficientes em g, as quais nao sao
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necessarios acrescentar: daqui, porém, por um célculo facil, a seguinte conclusdo se
desenvolve:

Designado por k, para abreviar, o nimero

af'y" +By'a” +ya'B" —yp'a" —ay'B" — pa’y"”
encontra-se apoés as devidas deducbes
E = kkD.

Em esséncia, Gauss foi fundamental na cunhagem do termo "determinante” e
no desenvolvimento inicial de sua teoria, aplicando-o a formas quadréaticas e
estabelecendo relagcdes importantes entre o0s determinantes de formas
transformadas. Ele lancou as bases para o conceito mais amplo e generalizado de

determinantes que usamos hoje em algebra linear.

2.7 CAUCHY (1812)

O inicio do trabalho de Cauchy sobre determinantes € as contrastando com
funcdes que ndo sofrem alteracdo alguma por permutacdes de variaveis, ou seja,
funcdes simétricas; e, notando o fato, posteriormente verificado, de que as novas
funcdes consistem em termos alternadamente + e -, e que se ndo fosse por essa
alternancia de sinal elas seriam funcdes simétricas, ele decide estender o termo
“simétrica” a elas, e, tendo feito isso, procurou distingui-las das funcbes simétricas
comuns chamando-as de “fungdes simétricas alternadas”, e chamando as outras de
“funcbes simétricas permanentes”. A visdo de Cauchy sobre determinantes pode,
portanto, ser descrita agora dizendo que ele as considerava como uma classe
especial de funcdes simétricas alternadas.

No entanto, para inclui-las, é necessario a ado¢do de uma convencao, ou
deve ser feita uma extensdo da definicdo. Por exemplo, a,;b, — a,b; Ndo é uma
funcao alternante, a menos que os elementos estejam relacionados de tal forma que
a troca de a, por a, necessite da troca de b, por b, a0 mesmo tempo; ou a menos
gue a definicdo seja redigida de forma que a troca se refira para os indices, ndo as

letras. Cauchy seleciona o primeiro caminho, sendo suas palavras:

Concebemos as diversas sequéncias de quantidades
ay, ay, ..., 0y
by, by, ...,b,
C1,C2y vev)y Cp
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tdo ligados entre si, que a transposi¢do de dois indices tomados em uma
das sequéncias, necessita da mesma transposicdo em todas as outras;
entdo, as quantidades
b,cy,...,by, ¢y, ..., b3, C3, ...
poderdo ser consideradas como fun¢des semelhantes de
ay, ay,as, ...;
e por conseguinte, as funcdes de
a,;, by, ¢y, 05,b5,C5,..,a,, by, Cppy e
gue ndao mudarao de valor, mas no maximo de sinal, em virtude de
transposicdes operadas entre os indices 1,2,3,..,n, deverdo ser
classificados entre fungdes simétricas de a,, a,, ..., a,, OU 0 que equivale ao
mesmo, dos indices 1,2,3,...,n. Assim
a? + az + 4a,a,,
a;b, + ayb; +azb, + a,by + a, b,
cos(a, — a,) cos(a; — az) cos(a, — as),
sdo as fungdes simétricas permanentes, a primeira de segunda ordem e as
outras de terceira; e ao contrario,
a;b, + a,b; + azb; —a,b; — a b; — asb,,
sen(a, — a,)sen(a; — as) sen(a, — as),
sao fungdes simétricas alternadas de terceira ondem (Cauchy, 1812, p. 30).

Resolvida e questdo de nomeclatura, surge em seguida a questdo de
notacdo. Esta também é decidida com base na semelhanca das fun¢cdes com as
funcdes simétricas. Sendo sabido que qualquer funcéo simétrica é representavel por
um termo tipico precedido por um simbolo indicando a permutacdo das variaveis,
por exemplo,

S(a,b,) ou S?*(a,b,) representando a; b, + a,b,

e

S3(a,b,) representando a,b, + a,b; + azbh; + ayb; + azb, + a,bs.

Agora, faz-se necessario examinar particularmente uma certa funcao
simétrica que se oferecem a si mesmas em um grande numero de pesquisas
analiticas. E sobretudo por meio dessas fun¢des que se exprime os valores gerais
das incognitas que contém muitas equacdes de primeiro grau. Elas representam
muitas vezes o que se tem a formar, assim como na teoria geral da eliminacéo.

Cauchy intitulou "Sobre as fun¢des simétricas alternadas designadas sob o

nome de determinantes” e faz a seguinte definicao explicativa:

Sejam a4, a,, ...a, varias quantidades diferentes em nimero igual a n. Ao
multiplicar, o produto dessas quantidades, ou

a,a,0s ...y,
pelo produto de suas respectivas diferencas, ou por

(a; —a)(az — ar) ... (ay — ay)(az — az) ... (ay — az) ... (@n — A1),
obtém-se por resultado a fungéo simétrica alternada
S(ta,tay?as® .. a,™),

gue por conseguinte se encontra sempre igual ao produto
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a,a,a; ...a, X (a, —a;)(az —ay) ...(a, —a;)(a; — ay) ... (a, — ay) ...(a, —
An_1)-
Suponha agora que se desenvolva este Ultimo produto, e que em cada
termo do desenvolvimento se substitua o expoente de cada letra por um
segundo indice igual ao expoente que a acompanha; escrevendo, por
exemplo, a, ;no lugar de a,*, e a,, no lugar de a,”, obter-se-ia por resultado
uma nova fungdo simétrica alternada, que, em vez de ser representada por
S(+a,'a,?as®...a,™)
sera representada por
S(£a110,2033 - Anp),
o sinalS referindo-se aos primeiros indices de cada letra. Tal é a forma mais
geral das fungdes que se designardo sob o nome de determinantes. Se
supormos sucessivamente n = 1,n = 2, ...
encontraremos
S(ta11a,,) = a110;, — az1a4,,
S(£a11a22033) = Q11822033 + 021032013 + 31012023
—011032023 — 031022013 — Uz101 2033,

béra determinantes de segunda ordem, terceira ordem, ...(Cauchy, 1812, p.
51).

Essa definicdo de determinantes como fungdes alternadas (ou "simétricas
alternadas”, como o texto descreve, para enfatizar a natureza permutacional de seus
termos) foi um avanco conceitual que permitiu a Cauchy desenvolver e provar as
diversas propriedades dos determinantes de maneira sistematica e rigorosa,

consolidando-os como uma ferramenta essencial na algebra linear.
2.8 CONCLUSAO DO CAPITULO E RELACAO COM O PROBLEMA DA PESQUISA

O panorama historico apresentado demonstra que o0 conceito de
determinante evoluiu de solu¢cdes algoritmicas para problemas praticos na
antiguidade, passando pela simbolizacdo retérica do Renascimento, até atingir o
rigor formal da Algebra Linear classica (Leibniz, Cramer, Laplace e Cauchy). Essa
formalizacdo, especialmente com o Teorema de Laplace, proveu a base tedrica para
o0 célculo de determinantes de qualquer ordem n. No entanto, é exatamente a
complexidade inerente ao método canbnico de expansao por cofatores para ordens
4 gque justifica o problema didatico central desta pesquisa: a dificuldade de sua
aplicacdo no Ensino Médio. Assim, o proximo capitulo se dedicara a estabelecer as
definicbes matematicas formais — como a classe de uma permutacao e os produtos
elementares — que sustentam a validade do método canbnico e, por contraste,

validardo a necessidade da proposta mneménica alternativa a ser apresentada.
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3 FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Neste capitulo, serdo apresentadas as principais definicbes e propriedades
que fundamentam o célculo dos determinantes e que dao suporte tedrico a
intervencdo pedagdgica deste trabalho. Sendo assim, seu objetivo é estabelecer o
formalismo matematico necessario para a compreensao da complexidade do método
canonico dos cofatores e, por contraste, justificar a proposta de um procedimento
alternativo para a ordem 4.

O arcabouco conceitual do determinante, que inclui a classe de uma
permutacdo e a estrutura dos produtos elementares, sera estabelecido a partir de
referéncias classicas de Algebra Linear (Steinbruch, et al.). Em contraste, livros
didaticos de Matematica do Ensino Médio (Paiva, et al.), garantindo a adequacgéo do

tema ao nivel de ensino da intervencgao.

3.1 DEFINICOES

3.1.1 Permutacgao

Uma permutacdo do conjunto de inteiros {1,2,3, ..., n} € um rearranjo desses
inteiros em alguma ordem, sem omissdes ou repeticdes. Denotaremos por
(123..n).

3.1.2 Classe de uma permutacao

Consideremos uma permutacao
(acb)
dos trés elementos a, b, c € tomemos para permutacao principal a permutacao:
(abc)
na qual os elementos estdo em ordem alfabética.
Diz-se que dois elementos de uma permutacdo formam uma inversao se
estdo em ordem inversa a da permutacéao principal.
Assim, na permutacéo dada (acbh), os elementos c e b formam uma inversao.
Uma permutacdo € de classe par ou de classe impar, conforme apresenta

um namero par ou impar de inversodes.
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A permutacao (ach) é de classe impar.

3.1.3 Termo principal

Dada a matriz quadrada A, de ordem n, ao produto dos elementos da
diagonal principal da-se o nome de termo principal:

A11.022.033. ' .Qnp

3.1.4 Termo secundario

Dada a matriz quadrada A, de ordem n, ao produto dos elementos da

diagonal secundaria da-se o nome termo secundario:

Ain- A2(n-1)- A3(n-2)- " -An1

3.1.5 Produtos elementares

Dada a matriz quadrada A, de ordem n, um produto elementar de A é definido como
o produto de n elementos da matriz, de tal forma que nenhum par desses elementos
pertenca a mesma linha ou a mesma coluna.

3.1.6 Determinante de uma matriz

Chama-se determinante de uma matriz quadrada a soma algébrica dos
produtos elementares que se obtém efetuando todas as permutacdes dos seguintes
indices do termo principal, fixados os primeiros indices, fazendo-se preceder os
produtos do sinal + ou -, conforme a permutacdo dos segundos indices seja de

classe par ou de classe impar.

3.1.7 Ordem de um determinante

Chama-se ordem de um determinante a ordem da matriz a que o mesmo

corresponde.

3.1.8 Representacao de um determinante
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A representacdo do determinante de uma matriz A, que € designado por
detA, faz-se de maneira analoga a da matriz A, colocada entre dois tracos verticais.
a1104120A13---01p
Q210322023-.-A2p
detA = a§1a§za§3:--a§n
An1An2an3*""Ann
Apesar de o determinante de uma matriz quadrada 4 = [a;;], de ordem n,
ser um numero real, costuma-se, por comodidade, uma vez que aquele niamero €
calculado a partir dos elementos das linhas e das colunas da matriz, falar nas linhas

e nas colunas do determinante.
3.2 PRELIMINARES PARA O CACLULO DOS DETERMINANTES DE ORDEM 2 E 3

O total de permutaces dos nimeros 1 e 2 é:
P,=21=1x2=2
Na Tabela 1 esta apresentada as duas permuntacdes, numero de inversoes,

a classe de permutacdo de cada uma delas e seus respectivos sinais, positivo ou

negativo.
Tabela 1 — As permutacdes (1 2)
Permutacao Permutacao Numero de Classe da Sinal que
principal inversdes permutacao precede o
produto
12 12 0 par +
12 21 1 impar —

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

O total de permutacBes dos nimeros 1, 2 e 3 é:
P;=3=1%x2%X3=6
Na Tabela 2 esta apresentada as seis permuntacdes, numero de inversoes,
a classe de permutacdo de cada uma delas e seus respectivos sinais, positivo ou

negativo.
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Tabela 2 — As permutacdes (1 2 3)

Permutacao Permutacao Numero de Classe da Sinal que
principal inversdes permutacao precede o
produto

123 123) 0 par +
(123 132 1 impar —
(123 (312 2 par +
(123 (213) 1 impar —
(123 (231) 2 par +
(123 (321) 3 impar —

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Utilizando o Principio Fundamental da contagem, é facil ver que o total de
permutacdes de n elementos é dado por B, =nx(n—-1)x(n—2) X..x2x1=n!
(n fatorial). Portanto, o numero de produtos elementares em uma matriz de ordem n
é n!. Conforme ilustrado, uma matriz 2 x 2 tem 2! = 2 produtos (Tabela 1) e uma
3 x 3tem 3! = 6 produtos (Tabela 2). Consequentemente, uma matriz de ordem 4 x
4 possui 4! = 4x3x2x1=24 produtos elementares, o que multiplica a

complexidade do calculo, justificando a necessidade de métodos simplificados.
3.3 CACULO DO DETERMINANTE DE ORDEM 2

Dada a matriz

_[a11 alZ]
Az1 Azl

para calcular o determinante dessa matriz

a1 App
detA = | |,
A, 4z

deve-se, de acordo com a defini¢do, proceder da seguinte maneira:

1°) Escrever os elementos que compdem o termo principal, um apés o outro,
somente com os primeiros indices (deixando lugar para colocar depois 0s segundo

indices), tantas vezes quantas forem as permutacdo dos numero 1 e 2 (no caso,
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duas vezes):

a,a, a,a,

2°) Colocar nas duas expressfes anteriores, como segundos indices, as
permutacbes (1 2) e (2 1), uma permutacdo em cada expressdo e nao

necessariamente nessa ordem:

a11Qaz2 A12021

3°) Fazer preceder para cada um dos dois produtos assim formados dos
sinas + ou —, conforme a permutacao dos seguintes indices for de classe par ou de
classe impar. No caso, se pode ver na Tabela 1 que o sinal que precede o 1°
produto € +, porque a permutacao (1 2) € de classe par, e que o sinal que precede o
2° produto € —, porque a permutacéo (2 1) € de classe impar.

+aq103; — Q12021

4°) Efetua a soma algébrica dos produtos elementares obtidos, com o que se

tera:
detA = +a11. a22 - alz. a21
isto é:
a;; Qg2
detA=| |=a.a —aq,.0
Ay, Ay 11- 422 12- Q21

Por comodidade, costuma-se dizer que o determinante de 2° ordem ¢ igual

ao termo principal menos o termo secundario.

3.4 CALCULO DO DETERMINANTE DE ORDEM 3

Dada a matriz

a7 Q12 dg3
A =|Az1 Az Qz3|,

asz; dszp; dsz

para calcular o determinante dessa matriz
a7 Q12 Qg3
detA = (G1 Gz Qz3|,

asz; a4z, dsz

deve-se, de acordo com a defini¢cao, proceder do seguinte modo
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1°) Escrever os elementos que compdem o termo principal, um apos o outro,
somente com os primeiros indices (deixando lugar para colocar depois 0os segundos
indices), tantas vezes quantas forem as permutacfes dos numeros 1, 2 e 3 (no
caso, seis vezes):
a,a,a; a.a,0a3 Qaq0,03

a,a,a; Qa.0,a; QA,0,03

2°) Colocar, as seis expressfes anteriores, como segundos indices, as
permutagdes (12 3),(132),(312),(213),(231)e (321),uma permutagdo em
cada expressao e ndo necessariamente nessa ordem:
11022033 Q11023033  Aq13021033

A12021033 Q12030317 Q13022031

3°) Fazer preceder cada um dos produtos assim formados dos sinais + ou
—, conforme a permutacdo dos segundos indices for de classe par ou de classe
impar. No caso, como se pode ver na Tabela 2:

a) o sinal que precede o 1° produto € +, porque a permutacéo (1 2 3) € de
classe par;

b) o sinal que precede o 2° produto é —, porque a permutacao (1 3 2) € de
classe impar;

c) o sinal que precede o 3° produto é +, porque a permutacdo (3 1 2) é de
classe par;

d) o sinal que precede o 4° produto é —, porgue a permutacdo (2 1 3) é de
classe impar;
de

([N

e) o sinal que precede o 5° produto € +, porque a permutacéo (2 3 1)
classe par;
f) o sinal que precede o 2° produto é —, porque a permutacéo (3 2 1) é de
classe impar:
1011022033 —0A11023032 113021037

—Q120321033+012073031 — A13022031
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4°) Efetuar a soma algébrica dos produtos elementares assim obtidos, com o
gue se teré:

—Qq3.031.A33 T A13.023.A317 — Aq3. 3. 031

Essa formula pode ser transformada na seguinte:
detA = ayq. (Azz- A33 — Gz3. A32)—A12. (@21 A33 — 0az3.az;)
+ ay3. (Az1. A3z — Ag3.a31),
ou

a1 Q12  Ag3
detA = |Az1 Q3 Qa3 = a11.|
asz; a3z dsz

az, a23|

azi a22|
az,; 0aszs '

|
32'laz; asz,

3.5 REGRA DE SARRUS

Sabe-se que
detA = aq;. (az;. A33 — Ap3. A32) —Aq2- (Az1- A3z — 0ay3.a34)
+ ay3. (az1- A3z — Az A31),
entao
detA = aq1.0;,.033—041-Ay3.A37 + Aq3.031. 033

—Qq2.031.033 T Aq13.023.A31 — Aq3. 0. A31.

Separando os produtos elementares positivos dos negativos através da
comutatividade da adicao, teremos

—Q13.032.037 — Aq7.023.03 — Aq2.021.033,
Entao,
detA = (a41-Qy3- Q33 + Aq3.033. 031 + Aq3.051.033)

—(ay3.A22.A31 + Aq1.0A23.A3; + A13.051.A33) ,

0 que equivale a realizar o seguinte procedimento:
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1) O primeiro passo consiste em expandir a matriz original. Para isso, as
duas primeiras colunas da matriz sdo reescritas na mesma ordem, posicionadas a
direita da matriz original. Esta acdo cria um arranjo retangular com trés colunas

iniciais e duas colunas repetidas.

a1 412 Q13| A11012
Q1 Az QAz3]|0A21022
a3; dszz dAzz|dszidsz;

2) Com a matriz expandida, o célculo é feito através da soma e subtracdo de
produtos formados por diagonais:

Produtos Positivos (Diagonais Principais): Séo identificadas e multiplicadas
as trés diagonais que se estendem no sentido da principal (da esquerda para a
direita, de cima para baixo). O resultado da soma destes trés produtos € mantido
com sinal positivo.

Produtos Negativos (Diagonais Secundarias): S&o identificadas e
multiplicadas as trés diagonais que se estendem no sentido da secundaria (da direita
para a esquerda, de cima para baixo). O resultado da soma destes trés produtos é

invertido (subtraido) no célculo final.

3) O determinante da matriz de ordem 3 &, entdo, dado pela soma algébrica
dos produtos positivos e dos produtos negativos (ou seja, a soma dos produtos das
diagonais principais menos a soma dos produtos das diagonais secundarias).

A Regra de Sarrus fornece, assim, uma ferramenta rapida para o calculo de
determinantes de terceira ordem, embora sua aplicacdo seja estritamente limitada a

este tipo de matriz.
3.6 DESENVOLVIMENTO DO DETERMINANTE PELA PRIMEIRA LINHA

E possivel escrever o determinante da matriz

a7 Q2 Qg3
A =|Az1 Az Qaz3

asz; dsz; dsz

efetuando as seguintes operacéo:
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e Multiplicar o elemento a;; da 12 linha pelo determinante menor da submatriz

de A, que se obtém eliminando a 12 linha e a 12 coluna:

Az, Az

= aq1.(Ap3.033 — Ay3.Q4
Az, a33| 11- (A22- A33 23-032)

;f21 azz a23;a11.|
31 Q32 04z3

e Multiplicando o elemento a,, da 12 linha pelo determinante menor da
submatriz de A, que se obtém a 12 linha e a 22 coluna:

aji
az1 22 Qa3|; a12.|
aszi 32 Q33

a1 Qdzz
| = aq1.(Az1.A33 — Ap3.A31)
az; dsz

e Multiplicando o elemento a,; da 12 linha pelo determinante menor da

submatriz de A, que se obtém a 12 linha e a 32 coluna:

a1 Qp

= a41.(az1.a3, — ayp.a
A3y a32| 11- (A21- a3, 22-031)

]

e Fazer os trés produtos obtidos anteriormente serem precedidos

alternadamente pelos sinais + e —, iniciando pelo sinal +:

Ayp Qg2 Qg3
detA = |Az1 Qg2 Q3| = aqq.- (azz. a3z — dy3. a32)—a12. (a21. az3z — 0a23. a31)
31 A3z 4z

+ a43. (Az1. A3z — Azp. a3q)

ou, simplesmente:
A1 Q12 443

detA = [Az21 Q2 Qo3| = a11.|
31 dzz dzz

A, Qs

az; a23|
as; dQass

az; a22|
asz; dsz

|
32'laz;  as;

| @z

Essa maneira de escrever a férmula para calcular o determinante de uma
matriz de 32 ordem € comumente denominada desenvolvimento do determinante

pela 12 linha.
3.7 COFATORES

Se A é uma matriz quadrada, entdo o determinante menor da entrada a;;, ou
simplesmente o menor de a;;, € denotado por M;; e definido como o determinante da

submatriz, obtido ao suprimirmos a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. O numero

C;; = (—1)"*/M;; é chamado de cofator de a;;.
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3.8 EXPANSAO EM COFATORES (TEOREMA DE LAPLACE)

O determinante de uma matriz A, de tamanho n X n pode ser calculado
multiplicando-se as entradas de qualquer linha (ou coluna) pelos seus cofatores e
somando os produtos resultantes, ou seja, para quaisquer 1<i<n e 1<j<n,

vale que:
1) detA = a,;Cy; + ap;Cyj + -+ + a,;Cpj, que € uma expansdo em cofatores,

ao longo da j-ésima coluna da matriz A;
2) detA =a;Cy + a;Cip + -+ a;,Cipy, que € uma expansdo em cofatores,

ao longo da i-ésima linha da matriz A.
3.9 CALCULO DO DETERMINANTE DE ORDEM 4

Dada a matriz

11012013014
21022023024
(31032033034 |
A41042043044
para calcular o determinante dessa matriz
A11A12013074
A21027023024
Q31032033034]
Q410472043044

detA =

pela expansao do cofatores, ao longo da primeira linha, teremos:

A11A12013074
A210772023024
detA = =
31037033034
Q410472043044
Ay Q3 Ay A1 Q3 dpg
ay (DM [azz  azz azs| 4+ a,(—1)1"2% a3 asz Az
Aup Q3 Qg Ay Qg3 Ay
A1 Az Ay a1 Az daz
+a,3(—1)3|a31 A3z Aza| +a, (1)1 a3 Az asz|,
Qg1 QAgp Ay Ay QAup Ayz

36



3.10 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES
3.10.1 Propriedade 1: Determinante de uma matriz transposta*
O determinante de uma matriz quadrada A qualquer € igual ao determinante
de sua matriz transposta, ou seja:
detA = det(AY)

3.10.2 Propriedade 2: Fila (linha ou coluna) nula

Se os elementos de uma fila de uma matriz quadrada A forem todos nulos,

entdo detA = 0.

3.10.3 Propriedade 3: Permutacéao de filas paralelas

Permutando entre si duas filas paralelas de uma matriz quadrada A,

obtemos uma nova matriz B tal que detB = —detA.

3.10.4 Propriedade 4: Produto de um numero por um determinante

Multiplicando uma fila (linha ou coluna) de uma matriz quadrada A por um

numero real k, obtemos uma nova matriz B tal que detB = k.detA.

3.10.5 Propriedade 5: Filas paralelas iguais

Se uma matriz quadrada A tem duas filas paralelas iguais, entdo detA = 0.

3.10.6 Propriedade 6: Filas paralelas multiplas

Se, em uma matriz quadrada A, uma fila é multipla de outra fila paralela,

entdo detA = 0.

4 Matriz transposta é fundamental na algebra linear e consiste, basicamente, na reorganizacéo dos
elementos de uma matriz A original, trocando-se as suas linhas pelas suas colunas; é denotada por
At
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3.10.7 Propriedade 7: Determinante de uma matriz triangular

O determinante de uma matriz triangular € igual ao produto dos elementos

da diagonal principal.

3.10.8 Propriedade 8: Soma de determinantes

Sejam 4, B e C matrizes quadradas de mesma ordem tais que:

o cada elemento de uma fila r de A seja igual a soma de seus
correspondentes em B e C;

. excetuando-se os elementos da fila r de 4, todos os demais elementos
correspondentes nas trés matrizes sejam iguais.

Nessas condi¢cdes, temos:

detA = detB + detC
De modo geral,

detA # detB + detC

3.10.9 Propriedade 9: Combinacéo linear®

Se uma fila de uma matriz quadrada A € combinacao linear de outra duas ou

mais filas paralelas, entdo detA = 0.

3.10.10 Propriedade 10: Teorema de Jacobi

Se a uma fila (linha ou coluna) de uma matriz quadrada A for adicionada

uma multipla de outra fila paralela, obtemos uma matriz B tal que detA = detB.

3.10.11 Propriedade 11: Teorema de Cauchy

Em toda matriz quadrada de ordem n, com n > 2, a soma dos produtos dos
elementos de uma fila pelos cofatores dos elementos correspondentes da outra fila

paralela é igual a zero.

5 expressdo matematica que resulta da soma de um conjunto de termos, onde cada termo é
multiplicado por um coeficiente (um ndmero constante).
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3.10.12 Propriedade 12: Teorema de Binet
Se A e B s&o matrizes quadrada de mesma ordem, ent&o:
det(4.B) = detA .detB
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4 ALGUMAS APLICACOES

Este capitulo visa demonstrar a relevancia pratica e conceitual do célculo de
determinantes ao longo do curriculo de Matemética, reforcando a importancia do
dominio operacional e tedrico do tema. O determinante é apresentado ndo apenas
como um valor numérico associado a uma matriz, mas como uma ferramenta
unificadora em diversas areas da Matematica, da Fisica e da Engenharia.

O embasamento tedrico para as aplicacdes do determinante é vasto e
transversal a diferentes niveis de ensino. Nesse sentido, o estudo da inversédo de
matrizes, utilizando o conceito de matriz adjunta e area de triangulos dados trés
pontos, é abordado conforme o material de Mateméatica do Ensino Médio (PAIVA, et
al). Além disso, referéncias de Algebra Linear (ANTON; RORRES, et al.)
fundamentam a relagdo entre determinantes, a solugdo de sistemas lineares e a
determinacdo de equacdes de curvas e superficies (planas e espaciais). Por fim, o
aspecto geométrico, que inclui o célculo do Produto Vetorial e a area do
paralelogramo, é detalhado por (REIS; SILVA, et al.), consolidando o determinante

como uma ferramenta unificadora entre Algebra e Geometria.
4.1 UM METDO PARA INVERSAO DE MATRIZES

Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem n e AB = I,,, sendo I,, a
matriz identidade de ordem n, entdo A e B s&o inversas entre si.

Sera mostrado a seguir, um método agil para obtencao de tal inversa. Para
isso, necessitamos do conceito de matriz adjunta:

Matriz adjunta: Dada a matriz quadrada de ordem n, A:[aif]nxn'

consideremos a matriz cofA = [Cif]nxn’ em que cada C;; € o cofator do elemento a;;.

A transposta da matriz cofA € chamada de matriz adjunta de A, que indicamos por
A = (cofA)t.

Teorema 1: Sendo A uma matriz quadrada qualquer de ordem n, temos:

A.A = (detA).I,
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Calculo da inversa de uma matriz: Se A € uma matriz quadrada com

detA # 0, entéo A. (@.J) = [,, e portanto:

_ 1 i
" detA’

A—l

4.2 AREA DO TRIANGULO DADO TRES PONTOS

A Topografia, uma ciéncia fundamentada na Geometria e na Trigonometria,
tem como objetivo descrever e representar graficamente pequenas partes da
superficie terrestre, sem levar em consideracdo a curvatura da Terra. O
levantamento topografico de uma regido é um conjunto de informagcdes que dizem
respeito a area, as dimensOes lineares e angulares, a forma do contorno, a
representacao grafica e a posicao da regido em relacdo a um plano tomado como
referéncia. Esse levantamento € um dos primeiros procedimentos que antecedem
pequenas ou grandes obras de engenharia, desde um simples loteamento até a
construcdo de aeroportos, barragens, estradas etc. Ha diversos processos para o
célculo de areas em um levantamento topografico; um deles, chamado de processo
analitico, tem estreita ligacdo com o calculo de determinantes. Nesse processo,
utiliza-se a férmula apresentada a seguir, que € estudada em Geometria analitica.

Se, em relacdo a um plano cartesiano, os vértices de um triangulo ABC séao

dados por (x1,y1), (x2,¥,) € (x3,¥3), entdo a area A desse triangulo é dada por:

P
5
em que
x y 1
D=|x;y y;: 1].
X, Y2 1
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4.3 CONSTRUINDO CURVAS E SUPERFICIES POR PONTOS ESPECIFICOS

Teorema 2: Um sistema linear homogéneo com o0 mesmo nuamero de
equacbes e de incognitas tem uma solugcdo ndo trivial se, e somente se, 0

determinante da matriz de coeficientes é zero.

Serd mostrado a seguir, como esse resultado pode ser usado para
determinar as equacdes de vérias curvas e superficies por pontos especificados.

4.3.1 Uma reta por dois pontos

Suponha que (x;,y;) e (x3¥,) sejam dois pontos distintos no plano
cartesiano. Existe uma Unica reta
c1x +cy+c3 =0

gue passa por esses dois pontos de acordo com a Figura 1.

Figura 1

(X3, )
(x5 y)

Y

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 520).

Observe que c;, ¢, € ¢ ndo sao todos nulos e que esses sao Unicos a menos
de uma constante multiplicativa. Como (x;,y;) € (x,,y,) estdo na reta, substituindo-
0S na equagédo acima, obtemos as equacdes

C1X1 +cy; +¢c3=0
C1Xy + ¢y, +¢c3 = 0.

As trés equacdes podem ser agrupadas e reescritas como

xc, +yc, +¢c3=0
X161 + Y16, +¢c3=0

xzcl + yZCZ + C3 = 0
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gue é um sistema homogéneo de trés equacgdes e trés incognitas c,,c, € ¢c. Como
1, C; € ¢ ndo sédo todos nulos, o sistema tem uma solucdo néo trivial, de modo que o

determinante do sistema deve ser zero. Ou seja,

x y 1
x3 y1 1] =0.
X2 Y2 1

Consequentemente, cada ponto (x,y) da reta satisfaz a igualdade acima;
reciprocamente, pode ser mostrado ponto (x,y) que satisfaz a igualdade, esta na
reta.

4.3.2 Uma circunferéncia por trés pontos

Suponha que (x;,y1), (x2,¥,) € (x3,¥3) Ssejam trés pontos nao colineares do
plano cartesiano. Da Geometria Analitica sabemos que existe uma Unica
circunferéncia,

(2 +y) +cx+czy+c, =0

gue passa por estes trés pontos, conforma a Figura 2.

Figura 2

(.\’3 s ."7.) X

L.

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 52’1).

A substituicdo das coordenadas dos trés pontos nessa equacéo fornece,
c1(x> + y1*) + cxy + 3y +c, =0
c1(x2% + ¥2%) + c3x5 + c3y, + ¢, = 0
c1(x3® +¥3%) + cpx3 + c3y3 + ¢, =0
Como antes, as quatro equacdes acima formam um sistema linear
homogéneo com uma solugéo néo trivial em c,, c,, c3 € c,. Assim, o determinante da

matriz dos coeficientes é zero.
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X2+y2x yq
X1 +yixyl
x% + yz¥X2Y21
x2 + y2¥3¥sl

Essa é a equacdo do circulo em forma de determinante.
4.3.3 Uma cbnica arbitréria por cinco pontos

Em seu trabalho monumental Principia Mathematica, Isaac Newton propds
resolver o seguinte problema (Livro |, Proposi¢cédo 22, Problema 14): “Descrever uma
cbnica que deve passar por cinco pontos dados”. Newton resolveu esse problema
geometricamente, conforme a Figura 3, em que tracou uma elipse pelos pontos

A,B,D,P e C. Entretanto, também pode ser aplicados os métodos desta sec¢éao.

Figura 3

J
A Q B

A Q

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 522).

A equacdo geral de uma conica arbitraria no plano cartesiano (uma
parabola, hipérbole ou elipse, ou formar degeneradas dessas) é dada por
C1X% 4 cxy + 3%+ cax + csy + ¢ = 0.
Essa equacdo contém seis coeficientes, mas pode-se reduzir para cinco
dividindo toda a equacéo por um dos coeficientes que ndo seja nulo. Assim, basta
determinar cinco coeficientes e, portanto, cinco pontos distintos do plano cartesiano

sdo suficientes para determinar a equacao da cbénica de acordo com a Figura 4.
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Figura 4

AY

(X5, )
(3, ¥3)

(X5, ¥s)
(X4, }’4)

Y

Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 522).

Como antes, a equacgao pode ser posta na forma de determinante:

< xy Y xy1
1y, Yixgy11
X3X2Y2Y3%2Y21
x3%3Y3y2X3Y31
x2¥aYay2XaYal

4
2X5Ys5 ,X5Ys51
X5 Vs

Exemplo 1: A equacao de uma Orbita

Um astrénomo que deseja determinar a Orbita de um asteréide em torno do
Sol monta um sistema de coordenadas cartesianas no plano da 6rbita, com o Sol na
origem. Ao longo dos eixos, sdo usadas unidades astronémicas (UA), que
representam a distancia média entre a Terra e o Sol, onde 1UA = 149,5 milhdes de
quilémetros.

Pela primeira de lei de Kepler, a orbita deve ser uma elipse, de modo que o
astréonomo faz cinco observacdes do asteréide em cinco tempos distintos e encontra
cinco pontos ao longo da 6rbita, a saber,

(8,025;8,310),(10,170; 6,355),(11,202; 3,212),(10,736; 0,375), (9,092; —2,267)

Encontre sua orbita.

Solucdo: Substituindo as coordenadas dos cinco pontos dados no
determinante acima e arredondando até a terceira casa decimal, obtém-se

x? xy y? x y 1
64,401 66,688 g 025 8,025 8,310 1
103,429 64,630 11,17010,170 6,355 1
125,485 35,981 11,20211,202 3,212 1
115,262 4,026 10,73610,736 0,375 1
82,664 —20,612 9 092 9,092 —2,2671
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A expansdo desse determinante em cofatores ao longo da primeira linha
fornece
386,802x% — 102,895xy + 446,029y2 — 2 476,443x — 1427,998y — 17109,375 = 0.
A Figura 5 é um diagrama da 6rbita, junto com os cinco pontos dados.

Figura 5

10 (8,025; 8,310)

2 (10,170: 6.355)

4

N (11.202: 3.212)

: (10.736: 0.375)
-2 (9,092; -2,267)
. 092; -2,

-6-4-2 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22
Fonte: Anton e Rorres (2001, p. 523).

4.3.4 Um plano por trés pontos

O plano tridimensional de equacéo
cix+cy+c3z+c, =0
gue passa por trés pontos ndo colineares (x;,vy,2), (x3,v,,2,) € (x3,v3,23) € dada
pela equacdo em forma de determinante

xV z1
X1Y1211

X2Y2Z21| —
X3Y3Z31

4.3.5 Uma esfera por quatro pontos

A esfera no espaco tridimensional de equacédo
ci(x?+y2+z2)+cxt+e3y+teuz+cs =0
que passa por quatro pontos ndo-coplanares (xq,V,21), (X2, V2, 25), (X3,V5,23) €
(x4, Y4, 24) € dada pela equacdo em formato de determinante
x*+y*4+z%, y 71
xf +yi +zixy,211
xZ 4+ y2 + z2%2¥2221| = 0.
x32' + y?? + Z§x3Y3Z31

X2VaZ
XZ+Y42+ZZ 4Y4Z41
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4.4 PRODUTO VETORIAL

Uma das aplicacdes mais importantes do célculo de determinantes é a do
produto vetorial, que é umas das bases da Geometria Analitica e tem diversas
aplicagbes na Algebra Linear, no Célculo, na Fisica e em outras areas. Ser&o
apresentados alguns resultados que podem ser encontrados facilmente no livro de
Geometria Analitica dos autores Reis e Silva.

Para determinar um vetor w = (x,y,z) que seja simultaneamente
perpendicular a dois vetores dados, u = (a,b,c) e v =(ay, b;,c;), deve-se ter
simultaneamente u.w = 0 e v.w = 0, 0 que resulta no sistema

{ ax+by+cz=0
ax+b;y+cz=0.

Este sistema admite infinitas solu¢cdes. Umas delas é
x = bc; — b;c
Yy =a.€—acy
z =ab; —aqc,
como pode ser verificado por substituicdo. Portanto, o vetor
w = (bc; — byc,a,c —ac,,ab; — a;c)
€ simultaneamente perpendicular a u = (a, b,c) e v = (a4, by, ¢1). Veja a figura 6.
O vetor w é chamado de produtovetorial de u por v e é indicado por u X

vou u Av.

Figura 6
|

Fonte: Reis e Silva (1995, p. 99).
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Um método para calcular o produto vetorial sem esforco de memoria é

e
uAv=|a b c|
a, by ¢

onde 7 = (1,0,0),7 = (0,1,0) e k = (0,0,1), de modo que (x,y,z) = xI + yj + zk.
E facil verificar que o produto vetorial ndo é comutativo, ja que u Av = —v A
u. Portanto, os produtos vetoriais u Av € v Au sao ambos perpendiculares a u e v
mas possuem sentidos opostos, por conta das propriedades dos determinantes.
Em relacdo a adicao, a operacao produto vetorial é distributiva tanto a direita
guanto a esquerda, tem-se
uU+vV)Aw=uAw+vAw
wAUuU+v)=wAu+wAv,

quaisquer que sejam u, v,w € R3.

A multiplicacéo de um vetor por escalar satisfaz
(kw)Av=uAn(kv) =k(uAv),
guaisquer gue sejam o0s vetores u e v e 0 numero k real.

As propriedades acima podem ser facilmente demonstradas utilizando a
definicdo de produto vetorial, ja a propriedade associativa ndo se verifica, de modo
geral

uAN(WAw) # UAV) Aw.
Na demonstracéo da proposicdo seguinte sera utilizado a seguinte igualdade
llu Avll? = llull?llv]l? = (w.v)?,
cuja prova pode ser obtida desenvolvendo ambos os membros da igualdade em

termos de coordenadas de u e v e comparando-as.
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Proposicéo 1: Quaisquer que sejam os vetores ndo-nulos u e v de R?, tem-
se
llu Avll = llullllvlisensd,

onde 8 € o angulo entre u e v.

Prova:
lu Avll? = [lull?llv]]* — (u.v)?
= [lull*llvll*> = llull®lvll*cos?0
= [lull?llv]|*(1 — cos?6)
= |lull?|lv]|>sen?6.
De

llu Av]|? = [lull?|lv]|®sen?0,
temos

e Av]l = lullllv]senom

Na figura 7 esta representado o paralelogramo definido pelos vetores u e v,

isto €, o paralelogramo cujos lados séo as setas que representam u e v.

Figura 7

=

Fonte: Reis e Silva(1995, p. 103).

A éarea deste paralelogramo, como se aprende em Geometria Elementar, é
dada por
Area = base x altura.
No caso, a base é ||u|| e altura h é
h = ||v]||sené.
Logo, aarea A é
A = |lullllvlsend = |lu A vl.
Assim, o vetor u A v é tal que seu mdédulo é numericamente igual a area do

paralelogramo definido por u e v.
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5 UMA ALTERNATIVA PARA CALCULAR O DETERMINANTE DE UMA MATRIZ
DE ORDEM 4

Agora, sera apresentada uma forma alternativa para calcular o determinante
de uma matriz de ordem 4x4, como resposta a um questionamento que surgiu em
uma aula de introducéo a Algebra Linear, no curso de licenciatura em Matematica:
“‘existe um procedimento para calcular o determinante de uma matriz de ordem 4,
analogo ao do calculo de determinante de ordem 3 pela regra de Sarrus?”

Ap6s alguns momentos de reflexdo sobre a questao proposta e de alguns
experimentos realizados com matrizes de ordem 4, verificamos que podemos
realizar o calculo de tal determinante da seguinte forma:

Acrescentamos a direita da matriz a primeira coluna, a segunda coluna e a
terceira coluna, nessa ordem, logo em seguida, acrescentamos a primeira coluna
novamente, depois acrescentamos a quarta coluna, a segunda, a terceira e a
primeira coluna, nessa ordem, e entdo repetimos a segunda coluna; em sequéncia,

acrescentamos a quarta, a terceira, a primeira e a segunda, como mostra a Figura 8:

Figura 8
Ay, @z M3 Qs G Qg Gz Qg Qg Gz Gz (g1 Giz Qg %13 G Onp
Ay Gy @23 Gaa| @y Gy Qpz G Qpq Gpp Gz Gy Gz Opa @23 Q21 (22
A31 G3p 933 O34| a3 a3, a3z A3 Qge Gz Q33 Gzp Q32 O3g @33 31 Gz

Ayp QAup Qa3 Qag (g Quy Qa3 G4 Qqq Ggp gz Qg Q42 Ggq Qa3 Qg g2

Fonte: Brazil Janior e Silva (2014, p. 29).

Observamos, na Figura 8, que o indice j em cada coluna € ordem em que as
mesmas foram acrescentadas.

Depois de termos realizado a acdo de acrescentar as colunas na sequéncia
descrita acima, verificamos que os produtos elementares, com sinal, aparecem
naturalmente, como podemos verificar olhando as “flechas” direcionadas para a
direita, conforme a Figura 9, e as “flechas” direcionadas para a esquerda, de acordo

com a Figura 10.
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Figura 9
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S

Ayg "2 s TNa) GiTvag, Qg Wyp T Qi T8z @y Tz Gig %3 G G
Az A2z ¥23 ~Qpa[~021  @yy “Wyy "y Wiy oy Gpz Ty Uy Gyy 23 G2 Q22

Q3 Q32 @a3 "U34|“031 g, agy @y Uz Gy €3z Gz Wi Uy Baz b3y O3
a Qa2 Qa3 Oy | 0ag Oy, “Owa  Guq Tyy  Umg Ay
4L 4 ~a 211..‘“44‘ 41 %AQM'A ’HAC&”‘A
+ -+ = + — + = + — + -
Fonte: Brazil Junior e Silva (2014, p. 30).

Figura 10

- -

. - - - - - - - - -

B R R .- . L -
a1 %1z Az Ayl Qi @i, aj3 Ay Qr Qg3 Gz O34 Q12 G4 Gize Qi Qgo-
Api G2z G28” Qzf| %21 @f; dy3 Q1 Qzi Qo3 (g Qpy Gzp” Oze” a7 G 22
Q37" Uz4”° O3z~ dz1 d3p

-

azp G327 Gxd Gsi| 481 agy azs” @y’ Agi Gz A3z Osr

Aur” Gaf fa3 _Ofs| Qa1 ay5” Qg Qa7 Qgi OQap Quz” Qur” Gaz” Qua” Taz Qan a2
A A A~ A~ A7 A" A7 A7 A~ A7 A~ A~
+ - + - + - + — + -+ —
Fonte: Brazil Junior e Silva (2014, p. 30).

Observe, entretanto, que a disposicao das “flechas” (diagonais) nao é
continua, mas sim intercalada para coincidir com os doze termos necessarios para o
célculo completo. Colocamos uma sequéncia de quatro flechas e pulamos mais uma
diagonal e, por fim, uma sequéncia de mais quatro flechas. Nao so isso, pode-se
observar que a paridade das permutacfes aparece de forma alternada, facilitando
com isso os calculos.

Agora, realizamos a soma dos produtos das entradas das flechas
direcionadas para direita e direcionadas para esquerda, obedecendo a paridade de
cada produto, como vemos ha Figura 9 e na Figura 10, temos o determinante da
matriz de ordem 4 x 4.

Observamos que para realizamos esse procedimento, basta que o leitor
memorize a seguinte sequéncia para alocar as colunas a direita da matriz: 12, 22, 32,
13,43 22 33 13 23 43 323 13 g 22,

5.1 DESENVOLVIMENTO DA INTERVENCAO PEDAGOGICA

A intervencao pedagdgica foi realizada com 30 (trinta) alunos regularmente
matriculados na 22 série do Ensino Médio de uma instituicdo escolar da rede privada
localizada no municipio de Rio Branco, Acre. A escolha deste nivel de ensino se
justifica pelo estudo das matrizes e determinantes se darem nessa série e pela
adequacéo do tema de determinantes a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
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Além da adequacédo a BNCC, a escolha da 22 série do Ensino Médio deve-
se ao fato de que, neste estagio, os alunos ja consolidaram os conceitos de Matrizes
de ordem 2 x 2 e 3 x 3, incluindo o método direto de Sarrus, o que garante a base
cognitiva e procedimental necessaria para a introducao do calculo de determinantes
de ordem superior (4 x 4). A vista disso, a intervencdo funcionou como uma
extensdo e aprofundamento do contelddo de matrizes e determinantes,
frequentemente abordado na parte final do curriculo de Matemética do Ensino
Médio, preparando os estudantes para conceitos mais avancados de Algebra.

Conforme a teoria do desenvolvimento cognitivo de Jean Piaget (1973), a 22
série do Ensino Médio representa um periodo de transicdo cognitiva, o qual os
estudantes demonstram maior capacidade para o pensamento abstrato e formal.
Sendo assim, esse nivel de maturidade permite que eles ndo apenas executem 0s
procedimentos (método dos cofatores e método das “flechas”), mas também
comparem criticamente a complexidade e a eficiéncia operacional entre eles.
Consequentemente, 0 grupo esta em um estagio ideal para engajar-se em uma
analise metacognitiva sobre a eficacia das diferentes abordagens matematicas, o
gue é central para os objetivos desta pesquisa didatica.

A intervencdo pedagogica utilizou como principio didatico a Teoria da
Aprendizagem Significativa de David Ausubel (2003). Partiu-se do pressuposto de
gue o conhecimento do calculo de determinantes 3 x 3 (Regra de Sarrus) atuaria
como um organizador prévio para a introducdo do novo procedimento. A sequéncia
da aula, que incluiu a comparacao critica entre o registro formal (cofatores) e o
registro visual/operacional (diagrama de flechas), buscou atender a necessidade de
conversdo de registros de representacdo semiotica, conforme preconiza Duval
(2003), visando uma compreensdo mais robusta dos determinantes por parte dos
estudantes do Ensino Médio.

A atividade de intervencédo buscou comparar a eficiéncia e a percepcao dos
estudantes sobre o método tradicional e a proposta alternativa das flechas. A
aplicacdo foi conduzida em um Unico encontro, com duracdo total de

aproximadamente 70 (setenta) minutos, e seguiu o0 seguinte protocolo didatico:
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5.1.1 Momento 1 - Revisdo do conceito de determinantes e o célculo para

determinantes de ordem 2 e de ordem 3 (15 minutos):

Esta etapa inicial da intervencdo pedagolgica teve como objetivo
fundamental revisar e consolidar o conhecimento prévio dos estudantes sobre o
conceito e o célculo de determinantes de ordens 2 e ordem 3. Essa revisdo atuou
como o organizador prévio, estabelecendo a base cognitiva necesséaria para a
introducdo do método analogo a Regra de Sarrus para matrizes de ordem 4.

Inicialmente, o conceito de determinante foi reforcado como um numero
escalar unico associado a qualquer matriz quadrada. Foi crucial discutir brevemente
a utilidade matematica desse valor, mencionando seu papel na verificacdo de
inversibilidade de matrizes e na resolucdo de sistemas de equacgdes lineares. Este
foco assegurou que a aula se concentrasse no conceito e nao apenas no
procedimento.

Em seguida, a revisdo se concentrou no calculo de ordem 2. O determinante
€ obtido pela diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal e o
produto dos elementos da diagonal secundaria. Este calculo foi elementar e serviu
para introduzir a ideia das diagonais e do sinal alternado na soma dos produtos, que
sao principios centrais para 0 hovo método que foi apresentado.

O ponto focal da revisédo foi a Regra de Sarrus. O procedimento é detalhado
em trés fases:

1° Repeticdo de Colunas: A matriz é estendida com a repeticado das

duas primeiras colunas a sua direita.

2° Célculo dos Produtos: Séao identificadas as trés diagonais principais
(produtos positivos) e as trés diagonais secundarias (produtos negativos).

3° Soma Algeébrica: O determinante € o resultado da soma algebrica dos
seis produtos elementares.

Em seguida, foi realizada a resolucdo de um determinante 3 x 3 pelo método
dos cofatores. Esta etapa foi crucial, pois mostrou aos alunos ao método formal que
€ obrigatério para ordens superiores, permitindo que eles comparassem a
complexidade e a extensao do célculo com o de Sarrus, mesmo para uma matriz de
ordem 3. A observacdo de que o método de cofatores exige o calculo de trés

determinantes de ordem 2 (e respectivas paridades) serviu como uma introdugao
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direta a dificuldade que seria enfrentado no calculo do determinante de ordem 4 .
Esses procedimentos foram feitos de forma dindmica, conforme pode ser

visto na Figura 11.

2 te M
Mals v M= o8 =ad

Fonte: Acervo pessoal, 2025

5.1.2 Momento 2 - Célculo do determinante de ordem 4 pelo método dos

cofatores (10 minutos)

Finalmente, foi feita a transicdo para a matriz 4 X 4 ao identificar a limitacao
da Regra de Sarrus (que sO funciona para ordem 3). Apresentou-se, entdo, o
método dos cofatores como a resposta candnica e formal para ordens superiores.
Essa complexidade do método dos cofatores justificou a necessidade didatica de
introduzir um procedimento alternativo que simplificasse a operacionalizacéo para o

calculo de determinantes de ordem 4.
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5.1.3 Momento 3 - Apresentacdo do procedimento alternativo - método das

“flechas” (15 minutos)

ApGs a revisdo dos métodos para determinantes de ordens 2 e 3 (Sarrus e
cofatores) e a exploracdo do método formal dos cofatores para matrizes 4 x 4, a
intervencdo pedagdgica avancou para a apresentacdo da proposta central desta
pesquisa: o procedimento alternativo das "flechas". Este método foi introduzido como
uma alternativa didatica e operacionalmente mais acessivel para o calculo de
determinantes de ordem 4.

A apresentacao aos estudantes seguiu 0S seguintes passos:

1° Contextualizacdo da Necessidade:

Inicialmente, foi reforcada a elevada complexidade e o tempo de execucéo
demandados pelo método dos cofatores para matrizes 4 X 4, que exige a resolucao
de quatro determinantes de ordem 3. Esta contextualizacdo visou legitimar a busca

por um método mais simplificado.

2° Analogia com a Regra de Sarrus:

O procedimento foi introduzido por meio de uma analogia direta com a Regra
de Sarrus, familiar aos alunos para o calculo de determinantes 3 x 3. Explicou-se
gue, assim como Sarrus, 0 novo método baseia-se na repeticdo de colunas e na

soma algébrica de produtos elementares obtidos por diagonais.

3° Explicacdo Detalhada da Expanséo da Matriz:

Foi demonstrado como expandir a matriz original de ordem 4.
Diferentemente de Sarrus, que repete duas colunas, o método das "flechas" requer a
repeticdo das colunas em uma sequéncia especifica: 12, 23, 32, 12, 43 23 33 123 23
42 32 12 e 22,

A sequéncia de colunas adicionadas a direita da matriz original foi
apresentada e visualizada, conforme ilustrado na Figura 1. Esta etapa € crucial para

a correta identificagdo dos produtos elementares.
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4°  |dentificacdo dos Produtos Elementares (Diagonais):
ApOs a expansdo da matriz com as colunas auxiliares, a etapa mais critica
foi a leitura e a soma dos produtos elementares. Os alunos foram orientados sobre o

padrao preciso de identificacdo e paridade: positivo ou negativo.

5° Identificacdo dos Produtos:
Os produtos elementares foram identificados seguindo as “flechas"
direcionadas para a direita e para a esquerda.

6° Padrao de Paridade e Pulo:

Foi explicitado que, a cada quatro produtos lidos consecutivamente, ocorre
uma interrupgdo (o "pulo” de uma diagonal, conforme a Figura 12), e o sinal de
paridade dos produtos se alterna a cada diagonal lida.

Figura 12

A ————

- —  ——

- e

Fonte: Acervo pessoal, 2025.

O procedimento, deste modo, exige uma leitura sequencial e intercalada das
diagonais, onde a disposicdo ndo continua das "flechas" € essencial para abranger
0s 24 termos elementares 4! do determinante de ordem 4, garantindo a correta
alternancia de paridade e evitando termos excedentes.

O calculo do determinante da matriz de ordem 4 € obtido, finalmente, pela
soma algébrica de todos os produtos das entradas das "flechas" positivas e
negativas, confirmando-se que este padrdo de leitura reproduz o resultado do

determinante.
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5.1.4 Momento 4 - Aplicacao pratica do novo método pelos alunos (25 minutos)

Nesta fase, os alunos passaram da observacao passiva para a aplicagéo
ativa, requisito central para o desenvolvimento do pensamento formal e dedutivo
(Piaget).

Teste Individual: Cada um dos 30 alunos foi desafiado a utilizar o recém-
apresentado procedimento para calcular o determinante de uma matriz de ordem 4
inédita.

Comparacdo Operacional: Os alunos foram instruidos a realizar a
expansdo da matriz e a identificar os produtos elementares, seguindo o padrao de
intercalacéo e paridade das diagonais.

Feedback e Consolidacdo: Durante a execucéo, o professor pesquisador
circulou pela sala, observando as dificuldades procedimentais e fornecendo
feedback imediato. Esta etapa permitiu que o0s estudantes comparassem a
complexidade operacional do método alternativo com a lembranca do método dos
cofatores, reforcando a percepcao de eficiéncia do procedimento alternativo das
setas.

Na Figura 13, pode-se observar alguns alunos realizando os seus devidos

calculos.

Fonte: Acervo pessoal, 2025.
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O resultado obtido por cada aluno foi confrontado com os calculos feitos

previamente pelo Excel, utilizando a mesma matriz que foi proposta a eles.

5.1.5 Momento 5 - Verificando no Excel (5 minutos)

Para testar a veracidade do método descrito acima, foi usado a seguinte

matriz no Excel, conforme a figura 14:

Figura 14
H11 - ¥ |
A B C D E F
2
3 MATRIZ 4X4
4 Coluna 1 |Coluna 2 |Coluna 3 |Coluna 4
5 1 2 3 4
6 3 0 5 1
7 2 0 0 3
8 1 2 4 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Em seguida, as colunas foram repetidas na seguinte ordem: 12, 22, 32, 12, 42,

22,32, 13 223 42 32 12 e 22 de acordo com a figura 15.

Figura 15

MATRIZ 4X4
Coluna 1 |Coluna 2 |Coluna 3 |Coluna 4 |Coluna 1 |Coluna 2 |Coluna3 |Coluna 1 |Coluna 4 |Coluna 2 |Coluna3 |Coluna 1 |Coluna 2 |Coluna 4 |Coluna3 |Coluna 1 |Coluna 2
4

I ES
=R W e
Moo
O wvw
(SN SRETUREEN
W e A
Moo
O wvw
(SN SRETUREEN
Moo
B O wvw
(SN SRETUREEN
Mo o

1
3
1

D0~ o v s W N e

=R W=
[ l=A=1 "]
&o|v|w

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Na célula E12 foi inserida a soma dos produtos das entradas das flechas
direcionadas para direita, ja na célula E13, a soma dos produtos das entradas das
flechas direcionadas para esquerda, obedecendo a paridade de cada produto. O
determinante da matriz proposta foi inserido na célula E14, com a soma das células

E12 e E13, como pode ser observado na Figura 16.
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Figura 16

T13 - |

C D E F G H I J K L M N o] P Q R S
1
2
3 MATRIZ 4X4
4 Coluna 1 [Coluna2 |Coluna 3 |Coluna 4 |Coluna 1 |Coluna 2 |Coluna3 |Colunal |Coluna 4 |Coluna 2 |Coluna 3 |Coluna 1 |Coluna 2 |Coluna 4 |Coluna3 |Coluna 1 |Coluna 2
5 1 2 3 4 1 2 3 1 4 2 3 1 2 4 3 1 2
6 3 0 5 1 3 0 5 3 1 0 5 3 0 1 5 3 0
7 2 0 0 3 2 0 0 2 3 0 4] 2 0 3 0 2 4]
8 1 2 4 1 1 2 4 1 1 2 4 1 2 1 4 1 2
9
10
11
12 F. direita -132
13 F. esquerd 86
14 Determin -46

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Para tirar a prova real, foi utilizada a funcdo determinante disponivel no
proprio Excel, que foi inserida na célula E16. Abaixo, nota-se na Figura 17, que 0s

resultados foram semelhantes.

Figura 17

21 - £

C D E F G H J K L M N o] P Q R S
1
2
3 MATRIZ 4X4
4 Coluna1 |Coluna 2 |Coluna 3 |Coluna 4 [Coluna 1 ‘Coluna 2 |CDIuna 3 ‘Coluna 1 |CDIuna 4 ‘Coluna 2 ‘Cnluna 3 |CDIuna 1 ‘Coluna 2 |CDIuna 4 ‘Coluna 3 |CDIuna 1 ‘Coluna 2
5 1 2 3 4 1 2 3 1 4 2 3 1 2 4 3 1 2
6 3 0 5 1 3 0 5 3 1 0 5 3 0 1 5 3 0
7 2 ] 0 3 2 4] o] 2 3 0 o] 2 4] 3 0 2 0
8 1 2 4 1 1 2 4 1 1 2 4 1 2 1 4 1 2
9
10
11
12 F. direita -132
13 F. esquerg 86
14 Determing -46
15
16 Det

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Outros valores foram testados e os resultados foram favoraveis, reforcando
gue o novo método é verdadeiro.
5.2Analise dos resultados

O questionario foi aplicado imediatamente apés a fase de aplicacdo pratica
do método das "flechas" e a confrontacdo dos resultados. Seu objetivo principal foi
mensurar a opinido subjetiva dos estudantes em relacdo a quatro aspectos cruciais:
clareza e entendimento (aspecto cognitivo), eficiéncia e desempenho (velocidade e
praticidade), impacto conceitual (confianca e aprendizado) e preferéncia final de uso

entre o método dos cofatores e o procedimento mnemaonico proposto.
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5.2 ANALISE DOS RESULTADOS

5.2.1 Clareza e Entendimento (Aspecto Cognitivo)

Estas perguntas avaliam o quao facil foi para o aluno aprender e aplicar as

regras do novo metodo.

Questdo 1: A clareza das etapas do novo método comparada ao método
tradicional (Sarrus/Laplace) é:

(1) Muito menos clara (2) Menos clara (3) Sem diferenca (4) Mais clara (5)
Muito mais clara

As respostas dos alunos foram colocados no Grafico 1:

Gréfico 1

(1) Muito
33%

(2) Menos clara

) o,
L2070

(4) Mais clara

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Aprovacao Majoritaria: Metade da turma (50%) classificou o seu novo
método como Mais clara (Opcgéo 4). Isso € um dado muito forte que suporta a
eficacia didatica do procedimento proposto, no que tange a clareza cognitiva.
Destarte, comprova-se que a simplificacdo visual e procedimental foi bem-sucedida
para a maioria.

Embora a aprovacgéo seja majoritaria (50% no ponto 4), a distribuicdo mostra
uma divisdo entre os alunos. O fato de 23,3% acharem o método "Menos claro”
(Opcéo 2) e outros 23,3% acharem que € "Sem diferenca" (Opgédo 3) sugere que,
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para quase metade da turma, a complexidade da sequéncia de repeticdo das
colunas ou o padrdo de pulo das diagonais pode ter gerado confusé&o inicial ou néo

superou a complexidade do método formal.

Questdo 2: Quéo féacil foi memorizar a regra ou procedimento do novo

método?
(1) Muito dificil (2) Dificil (3) Razoavel (4) Facil (5) Muito facil

Os resultados foram posto no Gréfico 2 a seguir:

Gréfico 2
(4) Facil
3% (1) Muito dificil
20,0%
(3) Razoavel
33 39,
{2) Dificil
43 3%

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Este dado € critico e deve ser discutido com cautela. Ele sugere que,
embora o método das "flechas" possa ter superado o Cofatores em termos de
clareza operacional (como visto na Questdo 1), ele introduziu uma nova barreira: a

complexidade da regra de expanséao, que é dificil de memorizar.
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Questdo 3: A chance de cometer um erro de sinal (positivo/negativo) &
maior ou menor com 0 novo método?

(1) Muito maior (2) Maior (3) Sem diferenga (4) Menor (5) Muito menor

Podemos observar os resultados no Grafico 3.

Gréafico 3
(5) Muita
2% (1) Muito maior
(4) Menor - 20,0%
.'DO
(3) Sem
0,0%
(2) Maior
43 3%

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

Este resultado €& consistente com o alto indice de dificuldade na
memorizacdo (Questdo 2). Se o aluno tem dificuldade em memorizar a longa
sequéncia de repeticdo de colunas e o padrdo de leitura das diagonais com a
alternancia de sinais, ele naturalmente percebe uma probabilidade maior de errar o
sinal durante a execucédo. O erro de sinal neste método provavelmente esta ligado a

confusdo na aplicacéo da regra de intercalacdo e paridade das diagonais.

Questdo 4: Qual foi o passo especifico do novo método que vocé

considerou mais complicado de executar ou de entender?

Resposta do aluno A: “As sequéncias das colunas que devem ser repetidas
e a questdo de pular uma coluna a cada 4 na multiplicacdo para achar a diagonal
principal e secundaria”.

Respostado aluno B: “Acredito que o método seja mais pratico e eficiente,
porém a fase de decorar a sequéncia se tornou mais complicada no inicio. Em geral,

0 método é muito interessante”.
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5.2.2 Eficiéncia e Desempenho (Aspecto da Velocidade e Praticidade)

Estas perguntas investigam a percepc¢édo do aluno sobre a velocidade e a
praticidade na hora de calcular.

Questdo 5: Vocé considera que o novo método € mais rapido do que o
método tradicional para calcular determinantes desta ordem 47?

(1) Muito mais lento (2) Mais lento (3) Sem diferenca (4) Mais rapido (5)
Muito mais rapido

As respostas foram inseridas no Grafico 4.

Gréfico 4

(5) Muito mais (1) Muito mais

~ 70
0 1o

(2) Mais lento

(4) Mais rapido

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

O método das "flechas" demonstrou potencial de ganho de velocidade
percebida para metade dos alunos, confirmando o objetivo de simplificacdo
operacional. Contudo, para uma porcao consideravel da turma, a alta carga cognitiva
de memorizagéo (que leva tempo para ser recuperada e aplicada) neutralizou ou até
inverteu o ganho de velocidade. Isso refor¢a a conclusdo de que a clareza (Questao
1) e a velocidade (Questdo 5) foram percebidas como vantagens, mas a

memorizacdo (Questéo 2) é a principal falha do procedimento.
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Questdo 6: O tempo gasto na organizagcao da matriz (reescrever colunas,
aplicar transformagfes) € maior ou menor no novo método?

(1) Muito maior (2) Maior (3) Sem diferenga (4) Menor (5) Muito menor

Os resultados estédo postos no grafico 5.

Gréfico 5

(1) Muito maior

13.3%

(2) Maiar

53 39

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

O método das "flechas"” introduz uma barreira de entrada (a organizacao da
matriz) que é percebida como mais lenta e laboriosa do que os métodos tradicionais.
Apesar da simplificacdo do célculo final, a complexidade da fase preparatéria

compromete o desempenho geral de eficiéncia e praticidade do método.
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Questdo 7: O novo método permitiu que vocé verificasse o resultado final de
forma mais facil?
() Sim () Nao () Nao sei dizer

Os resultados podem ser conferidos no Grafico 6.

Gréfico 6

MNao sei dizer

16,7%

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

O novo método demonstra um alto potencial didatico como ferramenta de
verificacdo e correcdo. A representacdo visual dos 24 produtos elementares
diretamente na matriz expandida confere aos alunos uma sensacao de controle e
rastreabilidade muito maior do que a abordagem recursiva do Teorema de Laplace.

Este fator € um argumento poderoso a favor da utilidade do novo procedimento.

5.2.3 Impacto Conceitual (Aspecto da Aprendizagem)

Estas perguntas sao cruciais, pois avaliam se o hovo método contribui para

a compreenséo teorica da Algebra Linear

Questdo 8: O novo método ajudou vocé a compreender melhor alguma
propriedade dos determinantes (por exemplo, a influéncia de linhas/colunas nulas ou

proporcionais)? Se sim, qual propriedade?

Para esta pergunta, 20 alunos responderam que sim, enquanto 10 alunos
65



responderam que nao.

Dos que responderam®“sim”, o aluno C, destaca: “Quando uma fila for nula, o
determinante sera zero”. Ja o aluno D,apontou: “Um zero na matriz ja facilita o
processo de achar o determinante”.

Mais uma vez, compreende-se como tal resultado é extremamente
importante, pois permite ao aluno observar porqué o determinante se anula,
rastreando a contribuicdo de cada termo para o resultado final. E, ainda, sugere que
embora o método das "flechas" ndo seja um mnemobnico facil, ele € um recurso
didatico eficaz para a compreenséo conceitual. O alto indice de "Sim" valida o0 uso
da representacdo visual como um facilitador da aprendizagem significativa
(Ausubel), superando a complexidade formal do Teorema de Laplace e permitindo a

observacao empirica das propriedades dos determinantes.

Questdo 9: Apos aprender o novo método, vocé se sente mais confiante em
calcular determinantes de matrizes de ordens maiores?
(1) Nada confiante (2) Pouco confiante (3) Razoavelmente confiante (4)

Confiante (5) Muito confiante

Os resultados estao presentes no Grafico 7.

Gréfico 7

(2) Pouco

13 3%

(4) Confiante

14

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

A confianca elevada (86,7%) é um indicador de que o novo método atingiu o
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objetivo de diminuir a aversao e a percepc¢ao de complexidade instransponivel dos
determinantes de ordem 4. O método atua como uma ponte pedagodgica, mostrando
que o calculo de determinantes é um processo de somatério de produtos (o que
facilita a compreenséo das propriedades, conforme a Questéo 8), e ndo apenas uma
‘caixa-preta” de expansdo recursiva. Assim, 0 resultado proporciona ganhos

motivacionais e psicoldgicos significativos.

5.2.4 Preferéncia e Sugestdes Finais (Aspecto Qualitativo)

Questdo 10:Para futuras aplicacdes, qual método vocé prefere utilizar?

() O método tradicional () O novo método () E indiferente

Os resultados estéo disposto no Grafico 8.

Gréfico 8

(3) E indiferente

13,3%

(1) O método tradicional
40,0%

(2) O novo método
46 7%

Fonte: Elaborado pelo autor, 2025.

A opcao "O novo método" (46,7%) foi a mais votada. Isso significa que, ao
final da intervencdo, a experiéncia de ganho de clareza (Questdo 1), velocidade
(Questdo 5) e confiancalverificacdo (Questdes 7 e 9) superou o0s custos de
memorizacdo (Questdo 2) e organizacdo (Questdo 6). Os alunos parecem valorizar
mais a simplificacdo do calculo em si e a capacidade de conferéncia do que o
esforco inicial de memorizacéo da regra.

Todavia, uma boa parcela da turma ainda prefere o0 método tradicional. Dado

gue, essa resisténcia é explicada pela alta dificuldade percebida em memorizar e
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organizar a matriz do novo método. Para esses alunos, o método formal (embora
mais longo) € mais seguro e menos propenso a falhas de memdria (Questéo 2) e
erro de sinal (Questao 3).

Portanto, o método das "Flechas" ndo se estabeleceu como uma solugéo
universalmente superior, mas sim como uma alternativa poderosa e preferida por
uma parcela significativa dos estudantes (46,7%). Inferindo-se, entéo, o objetivo de
apresentar uma alternativa didaticamente viavel e preferivel foi atingido por uma

margem.

Questao 11: Se vocé pudesse sugerir uma melhoria ou alteracdo no novo

método, qual seria?

Para o aluno E respondeu: “Oferecer algum modo de memorizar melhor a
ordem das repeti¢cdes das colunas”.

Ja o aluno F argumentou que, “a realizacdo do método novo na vertical é
melhor do que na horizontal”.

A sugestdo do aluno E valida a necessidade de que futuras versdes ou
intervencbes pedagodgicas do método incluam um auxiliar mnemonico secundario
(uma frase, uma rima, ou um codigo) para facilitar a memorizacado da sequéncia de
13 colunas, reduzindo a carga cognitiva e aumentando a velocidade. Ao mesmo
tempo em que a alternativa proposta pelo aluno F de usar a "vertical”", pode indicar
gue o aluno achou o processo de rastreamento das diagonais (flechas) muito longo
no plano horizontal. Na teoria matematica expandir na vertical (repetindo linhas
abaixo) € a regra de Sarrus na vertical, ou a expansao de Laplace verticalmente, que
pode ser mais intuitiva para alguns alunos. Este relato sugere, entdo, que o formato

horizontal da expanséao contribuiu para a dificuldade de rastreio visual e conferéncia.
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5.3 ALGUMAS IMPLICACOES

Para que o Método das “Flechas” se torne uma alternativa mais viavel, as
futuras pesquisas devem concentrar-se na otimizagéo de sua interface mnemanica,
sobretudo porque essa foi a principal sugestado dos alunos. Nesse sentido, destaca-
se a necessidade de:

o Desenvolvimento de um auxiliar mnemonico: Criar uma frase-
chave, rima ou cédigo que simplifique a memorizacédo da sequéncia de repeticdo das
13 colunas.

o Estudo comparativo de desempenho: Realizar um estudo com um
grupo de controle para medir objetivamente o tempo de execugéo e a taxa de acerto
em comparacao com o método de Laplace, isolando o fator da percepc¢éao (dados
subjetivos deste estudo) do desempenho real.

o Adaptacédo do formato visual: Explorar a sugestao de formatacéo
vertical para ver se ela diminui o custo de rastreamento das diagonais e o risco de
erro de sinal.

Dessa forma, conclui-se que o “Método das Flechas” é matematicamente
valido e didaticamente promissor, embora ainda exija refinamento pedagdgico para
gue o esforco de memorizacdo ndo neutralize os ganhos de clareza e velocidade

gue o procedimento oferece.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo apresentado ao longo desta dissertacdo teve como obijetivo
investigar alternativas didaticas para o calculo de determinantes de ordem 4, tema
gue, embora conceitualmente relevante, apresenta desafios significativos no Ensino
Médio devido & complexidade operacional do método tradicional de Laplace. A partir
de uma analise histérica, tedrica e pedagodgica, buscou-se compreender ndo apenas
a evolucdo do conceito de determinante, mas também as dificuldades enfrentadas
pelos estudantes ao lidar com calculos extensos, multiplas operagbes e erros
recorrentes de sinal e de organizacao.

O panorama histérico mostrou que o desenvolvimento dos determinantes
esteve intimamente ligado a necessidade de resolver sistemas lineares. Desde 0s
algoritmos praticos das civilizagbes antigas até as formulacdes rigorosas de Leibniz,
Cramer, Laplace e Cauchy, evidenciou-se que o determinante € fruto de um longo
processo de abstracéo, simbolizacéo e sistematizacdo. Assim, essa trajetoria reforca
a importancia de abordagens pedagodgicas que respeitem a natureza conceitual do
tema, mas também considerem sua significativa carga operatoria.

A fundamentacdo tedrica discutida no Capitulo 2 tornou evidente que,
apesar de matematicamente elegante, o método canbnico de expansdo por
cofatores torna-se pouco eficiente e pouco intuitivo para estudantes do Ensino
Médio, especialmente quando aplicado a matrizes de ordem 4. Esse cenario,
portanto, justificou a investigacdo de um procedimento alternativo, inspirado na
Regra de Sarrus, que pudesse oferecer uma abordagem mais acessivel e menos
propensa a erros.

A intervencdo pedagodgica desenvolvida com estudantes da 22 série do
Ensino Médio permitiu avaliar, na pratica, a viabilidade e a eficacia do método das
“flechas”. Os resultados coletados por meio de observacbes e do questionario
evidenciaram que:

o a maioria dos estudantes percebeu o método como mais claro que o
dos cofatores;

o muitos consideraram o procedimento mais rapido e mais intuitivo,
especialmente ao visualizar os produtos elementares diretamente na matriz
estendida;

o contudo, uma parcela significativa relatou dificuldade inicial em
memorizar a sequéncia de repeticdo das colunas, indicando que o método exige
treinamento prévio para que se torne plenamente eficiente;
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o além disso, a visualizacdo simultanea dos 24 produtos elementares,
positivos e negativos, foi destacada como um recurso Util para verificagéo e
conferéncia do resultado.

Esses achados permitem concluir que o método das “flechas” ndo substitui o
método formal de Laplace, que permanece matematicamente essencial e
conceitualmente formador; no entanto, constitui uma alternativa pedagdgica valida,
eficiente e promissora para o contexto do Ensino Médio. Seu valor reside, sobretudo,
na capacidade de aproximar o estudante do calculo de determinantes superiores por
meio de uma representacao visual que reduz a sobrecarga cognitiva associada aos
cofatores.

Portanto, os resultados obtidos nesta pesquisa apontam que métodos
mnemaonicos e visuais, quando bem fundamentados teoricamente, podem ampliar o
repertorio didatico do professor de Matematica, contribuindo para uma aprendizagem
mais significativa, conforme defendido por Ausubel, e favorecendo a transicao entre
diferentes registros de representacéo, conforme proposto por Duval.

Sugere-se, para trabalhos futuros:

° a aplicacdo do método em turmas maiores e em diferentes contextos
escolares para ampliar a validade da analise;

° a comparacao entre esse procedimento e técnicas de reducao
matricial, como o escalonamento, quanto ao desempenho e a compreensao
conceitual;

o a investigacao do impacto do método em estudantes com dificuldades
especificas de aprendizagem ou com baixo dominio de operacdes basicas;

o a elaboracdo de materiais didaticos e recursos digitais que facilitem a
memorizacdo das sequéncias do método.

Em sintese, esta dissertacdo reforca que ensinar determinantes € mais do
gue transmitir algoritmos: é oferecer caminhos para que o aluno perceba a estrutura
matematica que sustenta esses calculos. O método alternativo apresentado nao
elimina a complexidade inerente aos determinantes de ordem superior, mas oferece
ao estudante uma forma mais amigavel de acessa-la, contribuindo para um ensino
mais consistente, motivador e alinhado as demandas do Ensino Meédio

contemporaneo.
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