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RESUMO

Esta dissertagdo propde uma alternativa didatica para a resolucdo de Equagdes Diferenciais
Ordinarias Reais Lineares com Coeficientes Constantes. O estudo visa desmistificar a
complexidade inerente a essas equagdes, tornando-as acessiveis a estudantes com um
conhecimento mais elementar de calculo. A metodologia desenvolvida fundamenta-se
exclusivamente na propriedade de que uma funcao derivavel em um intervalo aberto ¢ constante
se, € somente se, sua derivada € nula. Este método foi detalhado e aplicado a EDOs de primeira,
segunda e terceira ordens, cobrindo os casos de raizes reais distintas, raizes reais multiplas e o
tratamento de raizes complexas conjugadas sem o uso explicito de numeros complexos no
processo de derivagdo. Além disso, uma breve generalizagdo do método para EDOs de ordem
n foi abordada. A eficdcia e a versatilidade da abordagem foram corroboradas por meio de
aplicagdes em problemas de modelagem da fisica, como sistemas massa-mola e circuitos
elétricos. Como contribuicdo pedagogica, foi elaborada uma sequéncia didatica para alunos do
ensino médio em turmas olimpicas de matematica, consolidando um recurso pratico para a
implementa¢do desta metodologia em sala de aula e fomentando o ensino de matematica de

forma mais ampla.

Palavras-chave: equacdes diferenciais ordinarias; matematica - estudo e ensino; matematica -

programas de atividades.



ABSTRACT

This dissertation proposes an alternative didactic approach for solving Real Linear Ordinary
Differential Equations with Constant Coefficients. The study aims to demystify the inherent
complexity of these equations, making them accessible to students with a more elementary
knowledge of calculus. The developed methodology is exclusively founded on the property that
a differentiable function on an open interval is constant if, and only if, its derivative is zero.
This method was detailed and applied to ODE:s of first, second, and third orders, covering cases
with distinct real roots, multiple real roots, and the treatment of complex conjugate roots
without the explicit use of complex numbers in the derivation process. Furthermore, a brief
generalization of the method for ODEs of order n was addressed. The efficacy and versatility
of the approach were corroborated through applications in physics modeling problems, such as
mass-spring systems, and electrical circuits. As a pedagogical contribution, a didactic sequence
was developed for high school students in mathematics olympiad classes, consolidating a
practical resource for the implementation of this methodology in the classroom and fostering

mathematics education more broadly.

Keywords: ordinary differential equations; mathematics - study and teaching; mathematics -

activity programs.
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1 INTRODUCAO

As Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) representam uma ferramenta
essencial na matematica aplicada, oferecendo uma linguagem universal para a modelagem de
fendmenos dindmicos em diversas areas do conhecimento. Sua relevancia estende-se a campos
como a fisica, engenharia, biologia e economia. Um exemplo cldssico € o sistema massa mola,
combinando a lei de Hooke, F(x) = —kx, com a segunda lei de Newton, F(x) = mx"'(t),
conclui-se que o movimento de um corpo de massa m atrelado & mola, na auséncia de atrito, ¢

descrito pela equagdo

onde k representa a constante da mola.
No contexto dos circuitos elétricos, as leis de Ohm e Kirchhoff revelam que, para
um circuito RLC, a relagdo entre indutancia (L), resisténcia (R), capacitancia (C), carga (Q(t))

e tensdo (E(t)) é dada por

d*Q do 1
L—+R—+ =0 = E(t).
dt? + dt + C ¢ ©
Casos especificos, como como circuitos RL, RC e LC, sdo descritos, respectivamente, por
dl dQ 1 d’Q 1
L—+RI=E(t), —+=Q=E(t)eL—+—=Q =E(t
5 () L Tc¢ e proarl (®)

onde I = dQ/dt.

Diante de tais modelos e de tantos outros que podem ser encontrados na literatura

torna-se evidente o grande interesse na obtencao de solucdes para EDOs lineares da forma:
n n—1 2
2+ an_1%+ et a2%+ a1%+ agy = g(x).

Tradicionalmente, a abordagem e a resolucao das EDOs, em particular as lineares
com coeficientes constantes, exigem o dominio de ferramentas e pré-requisitos avangados do
calculo. O estudo dessas equagdes implica o emprego de técnicas de integracdo, séries de
poténcias e o teorema classico de existéncia e unicidade de solugdes. Essa dependéncia, embora
fundamental para a robustez tedrica, acaba por restringir o estudo dessas equacdes a estagios

mais avancados da formagao académica, limitando sua introducao a estudantes que ja possuem

uma bagagem matematica consolidada.
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Neste trabalho, inspirado na metodologia proposta por Melo (2020)! para o plano
complexo, apresentamos e desenvolvemos um método elementar para obter a solugdo geral de
Equagoes Diferenciais Ordinarias Reais Lineares com Coeficientes Constantes sem o uso
explicito das técnicas de integragdo como em (Guidorizzi, 2013; Muniz Neto, 2022), de séries
de poténcias como em (Apostol, 1979) ou do teorema classico de existéncia e unicidade como
em (Sotomayor, 1979).

A fundamentacao dessa abordagem reside de maneira exclusiva em um resultado
elementar do calculo diferencial: a propriedade de que uma funcao derivavel em um intervalo
aberto ¢ constante se, ¢ somente se, sua derivada ¢ nula. Essa perspectiva simplificada busca
tornar o estudo das Equacdes Diferenciais Ordindrias Reais Lineares com Coeficientes
Constantes acessivel a um publico mais amplo e em fases mais iniciais do aprendizado do
calculo. Isso inclui tanto alunos de cursos de graduagdo quanto estudantes do ensino médio em
turmas olimpicas de matematica, para os quais o conceito de derivada ja ¢ familiar.

Esta dissertacdo tem como objetivo central apresentar um método alternativo para
a resolucao de Equagdes Diferenciais Ordinarias Reais Lineares com Coeficientes Constantes.
Para tal fim, busca-se revisar e formalizar os fundamentos do calculo diferencial, com énfase
na propriedade das funcgdes constantes a partir de suas derivadas nulas, que servem como pilar
para a metodologia proposta. Subsequentemente, o trabalho dedica-se a desenvolver o método
elementar para EDOs de primeira, segunda e terceira ordens, incluindo casos com raizes reais
distintas, raizes reais multiplas e o tratamento de raizes complexas conjugadas, além de discutir
a potencial generalizacdo para EDOs de ordem n.

Adicionalmente, o estudo visa a ilustrar a aplicabilidade e a eficacia do método por
meio de exemplos praticos e problemas de modelagem em diversas areas, como fisica (sistemas
massa-mola) e circuitos elétricos, e, finalmente, elaborar um produto educacional, sob a forma
de uma sequéncia didatica, concebido para a introducdo das Equagdes Diferenciais Ordinarias
Reais Lineares com Coeficientes Constantes a alunos do ensino médio participantes de turmas
olimpicas de matematica.

A relevancia deste trabalho manifesta-se em diversas frentes. Do ponto de vista
académico, a proposi¢do de um método que dispensa pré-requisitos tradicionalmente
complexos contribui para a literatura em EDOs, oferecendo uma perspectiva didatica

inovadora. No ambito pedagdgico, a dissertacdo, especialmente através de seu produto

! Submetido a publicagdio em 2020. MELO, Marcos Ferreira. EDOs lineares complexas com coeficientes
constantes: teoria geral com um minimo de pré-requisitos. Revista eletronica da Sociedade Brasileira de
Matematica, 2020.



12

educacional, preenche uma lacuna ao possibilitar que um topico usualmente restrito ao ensino
superior seja explorado em etapas anteriores.

A presente dissertacdo esta estruturada em seis capitulos e um apéndice. O Capitulo
2 estabelece os conceitos essenciais do calculo diferencial. O Capitulo 3 introduz as defini¢des
e classificagdes das EDOs. O cerne do trabalho, o "Método Elementar Via Derivadas", ¢é
detalhado no Capitulo 4, abrangendo o desenvolvimento da metodologia para diferentes ordens
e naturezas das raizes da equagdo caracteristica. As aplicagdes do método em problemas reais
e abstratos sdo exploradas no Capitulo 5. Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as "Conclusdes"
do estudo. Adicionalmente, o Apéndice A detalha o recurso educacional desenvolvido, uma
sequéncia didatica focada no ensino das EDOs Reais Lineares com Coeficientes Constantes

para o ensino médio.
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2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Este capitulo estabelece os fundamentos essenciais do calculo diferencial sobre os
quais o método elementar para resolver Equag¢des Diferenciais Ordindrias Lineares com
Coeficientes Constantes se apoia. O fundamento de nossa abordagem reside em uma
propriedade fundamental das fun¢des derivaveis: a rela¢do intrinseca entre uma fungdo ter
derivada nula em um intervalo e ser constante nesse intervalo. Serdo revisados teoremas
classicos do célculo que formalizam essa propriedade, bem como suas consequéncias diretas,
indispensaveis para a constru¢do das funcdes auxiliares que permitem a determinagdo das

solugdes das EDOs sem o recurso a técnicas de integragdo.

2.1 Derivadas e func¢des constantes

Para compreender a relacdo entre a derivada de uma fungdo e sua constancia, ¢
fundamental primeiramente estabelecer a defini¢do formal de derivada.
Defini¢ao 2.1: A derivada de uma fungdo f, denotada por f’, é uma fung¢do cujo valor em

qualquer ponto x do dominio da f ¢ dado por:

fx+h) - fx)
Y ,

se este limite existe e ¢ um numero finito. Dizemos que a funcdo ¢ derivavel quando existe a

(2.1)

f'00) = lim

derivada em todos os pontos do seu dominio.

Um dos resultados mais basicos do célculo diferencial, e de grande relevancia para
esta dissertacdo, estabelece que a derivada de uma fung@o constante ¢ sempre nula.
Teorema 2.1: Se f:1 ¢ R - R ¢ uma fungdo dada por f(x) = k, onde k é uma constante,
entdo f'(x) = 0 para todo x € I.
Demonstracdo:

Da defini¢ao de derivada, temos:

fx+h) - f(x)
. ,

como f(x) = k paratodo x € I, segue que f(x + h) = k paratodo x € I e para todo h tal que

f'0) = lim

x + h € [. assim

=]lim—=1m0=0.

f (x) = }ll—r% h—0h h—0
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2.2 Teorema do Valor Médio e propriedades de funcdes constantes

O Teorema do Valor Médio (TVM) ¢ um dos resultados mais importantes do
Calculo Diferencial, com vastas aplicagdes e consequéncias. Ele fornece a base formal para a
propriedade de que uma fun¢ao com derivada nula em um intervalo € necessariamente constante
nesse intervalo, um pilar fundamental do método elementar desenvolvido nesta dissertagdo.
Antes de enunciar e demonstrar o TVM, apresentaremos um de seus precursores, o Teorema de

Rolle. As situagdes em que o Teorema de Rolle se aplica sdo ilustradas na Figura 1.

Figura 1 —Ilustra¢des do Teorema de Rolle. (a) Funcdo constante, (b) Fungdo com maximo, (c¢)
Fung¢do com maximo ¢ minimo ¢ (d) Fungdo com minimo

VA VA

(a) ®)

VA VA

(c) (d)

Fonte: Stewart (2013).
Teorema 2.2: (Teorema de Rolle): Seja f uma fun¢ao diferenciavel no intervalo aberto (a, b) e
continua no intervalo fechado [a, b]. Se f(a) = f(b), entdo ha pelo menos um ponto ¢ em

(a,b), tal que f'(c) = 0.

Demonstracdo:
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Sendo continua no intervalo fechado [a, b], a fungdo f assume seu maximo absoluto
¢ seu minimo absoluto nesse intervalo. Isso pode ocorrer em pontos interiores onde f* € zero,
em pontos interiores onde f’ ndo existe, ou nas extremidades do intervalo.

Como f ¢ diferenciavel no intervalo aberto (a, b) a possibilidade de f' ndo existir
em pontos interiores ¢ excluida.

Se 0 maximo ou 0 minimo ocorrem num ponto ¢ entre a € b, entdo, f'(c) =0 e
encontramos um ponto para o teorema de Rolle.

Se tanto 0 maximo como o minimo absoluto estdo nas extremidades, entdo, como
f(a) = f(b), f deve necessariamente ser uma fun¢do constante com f(x) = f(a) = f(b) para
qualquer x € [a, b]. Assim f'(x) = 0 e o ponto ¢ pode ser tomado em qualquer lugar no interior
(a,b).

[ ]

Uma das principais aplicacdes do Teorema de Rolle ¢ a demonstragdo do Teorema
do Valor Médio, que pode ser interpretado como uma versao inclinada do Teorema de Rolle.
Geometricamente, esse teorema afirma que, entre dois pontos A(a, f(a)) e B(b,f(b))
quaisquer do grafico de uma fungdo diferenciavel f, existe pelo menos um ponto P(c, f(c))
sobre o grafico onde a reta tangente ¢ paralela a reta secante que passa por A e B, como

visualizado na Figura 2 (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2007).

Figura 2 — Interpretacdo geométrica do Teorema do Valor Médio
Ay YA

0

Fonte: Stewart (2013).

O Teorema do Valor Médio pode ser enunciado precisamente como segue:
Teorema 2.3: (Teorema do Valor Médio): Se f é continua no intervalo fechado [a, b] e derivavel

no intervalo aberto (a, b). Entdo existe pelo menos um c em (a, b), tal que

f0) ~ f(a) 02

1@ ==——
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Demonstracdo:
Consideremos a reta secante que passa pelos pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)). A

equacao dessa reta ¢ dada por:

900 = f@) + L@ gy

Definimos uma fung¢do auxiliar h(x) como a diferenca entre a altura do grafico de
f e a altura da reta secante em cada ponto x. Conforme ilustrado na Figura 3, essa fungdo ¢

dada por:

h(x) = f(x) —|f(a )+M( —a)|.

Figura 3 — Construcgao da func¢do auxiliar h(x) para a demonstracdo do Teorema do Valor Médio
VA

Fonte: Stewart (2013).

Como f(x) ¢é continua no intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo aberto
(a,b), a fungdo h(x) também possui essas propriedades. Além disso, avaliando h(x) nas

extremidades do intervalo:

[® /@,

h(a) = (a)—lf()+ —a)l=f(a)—f(a)=0

=fb) = f(a) = f(b) + f(a) = 0,

h(b)—f(b)—lf( )+M( )l

assim, h(a) = h(b) = 0. Portanto, h(x) satisfaz todas as hipdteses do Teorema de Rolle no
intervalo [a, b].
Pelo Teorema de Rolle (Teorema 2.2), existe um ponto ¢ em (a, b) tal que h'(c) =

0. Calculando a derivada de h(x):
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We) = pi - LI,
substituindo x = ¢ na expressdo da derivada e utilizando h'(c) = 0:
— £ f(b) - f(a)
0=f"(c)— T p_q
isolando f'(c), temos:
o~ f(b)—f(a)
fe) = T b_a

[ ]
Como consequéncia fundamental do Teorema do Valor Médio (Teorema 2.3),
podemos formalizar a propriedade inversa do Teorema 2.1, que ¢ fundamental para nosso
método elementar.
Teorema 2.4: Seja f continua no intervalo I € R. Se f'(x) = 0 em todo x interior a I, entdo
existira uma constante k tal que f(x) = k para todo x em I.
Demonstracdo:
Sejam x; e x, dois niimeros quaisquer em I, com x; < x,. Como f ¢ derivavel
em I, ela é derivavel em (x4, x,) e continua em [x4, x,]. Aplicando o Teorema do Valor Médio

(Teorema 2.3) a f no intervalo [x4, X, ], obtemos um niimero c tal que x; < c < x, ¢

f(x2) = f(x1)

Xy — Xq

f'l) =
ou de maneira equivalente
fx2) = f(xy) = () (xz — x1).
Por hipotese, f'(x) = 0 para todo x interior a I, o que implica f'(c) = 0. Logo
fQe) = f(x) =0-(xz —x) =0,
ou ainda
fQxz) = f(xa).
Portanto, f tem o mesmo valor em quaisquer dois nimeros x; € x, em I. Tomando
k igual a esse valor, temos que f(x) = k para todo x em I.
[ ]
Como consequéncia deste teorema (Teorema 2.4), provaremos que se duas fungdes
tiverem derivadas iguais num intervalo, entdo, neste intervalo, elas diferirdo por uma constante.
Corolario 2.1: Sejam f e g fungdes continuas no intervalo I € R. Se f'(x) = g'(x) em todo
x interior a I, entdo existira uma constante k tal que g(x) = f(x) + k para todo x em I.

Demonstracdo:



A fungdo h(x) = f(x) — g(x) é continua em [ e, para todo x interior a I,
h(x) =f'(x) —g'(x),
uma vez que f'(x) = g'(x) por hipétese, temos h'(x) = 0 para todo x interior a I.
Assim, pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que h(x) = k logo
g(x) — f(x) =k,
ou ainda
g(x) =fx)+k

para todo x em I.

18
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS: FUNDAMENTOS

Este capitulo estabelece os conceitos e as propriedades fundamentais das Equagdes
Diferenciais Ordinarias (EDOs) que servem de alicerce para a compreensao do método
elementar via derivadas, desenvolvido nos capitulos subsequentes. Serao apresentadas as
definicdes essenciais, as classificagdes das EDOs e a teoria basica das EDOs lineares,

preparando o leitor para o aprofundamento na resolug¢@o por meio da abordagem proposta.

3.1 Definicoes e classificacoes

Defini¢ao 3.1. Uma equacdo que contém derivadas de uma ou mais variaveis dependentes, em
relacdo a uma ou mais variaveis independentes, ¢ chamado de equagao diferencial (ED).
Segundo Zill e Cullen (2001), as equagdes diferenciais podem ser classificadas de

acordo com o tipo, a ordem ¢ a linearidade.

3.1.1 Classificagdo pelo tipo

Defini¢do 3.2. Se uma equagdo contém somente derivadas ordinarias de uma ou mais varidveis
dependentes, com relagdo a uma unica variavel independente, ela ¢ chamada de equagdo
diferencial ordinaria (EDO).

Exemplo 3.1. As equacdes abaixo sao EDOs, pois possuem apenas uma varidvel independente:

dy

[ ] E—Sy_ ;
du dv

[ ] —_— =
dx dx ’
d*y y

® — ) — =
dx? de+6y

Definicao 3.3. Uma equacdo que envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis
dependentes de duas ou mais variaveis independentes ¢ chamado de equacao diferencial parcial
(EDP).

Exemplo 3.2. As equacdes diferencias a seguir sdo EDPs, pois possuem mais de uma variavel

independente.
ou ov
*o —=——
dy dx
ou ou

—ty—=uy
0x yay
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*u  0*u Ju
[ ] —_—

a2 ay? oy
3.1.2 Classificacdo pela ordem

Definicao 3.4. A ordem de uma equagdo diferencial ¢ a ordem da maior derivada que aparece
na equacao.
Exemplo 3.3. A EDO abaixo ¢ de segunda ordem (ou ordem 2), pois sua maior derivada ¢ de

segunda ordem:

dy A3
—+5(—) — 4y = e~
dx? dx y=e

Exemplo 3.4. A EDP a seguir ¢ de quarta ordem, pois sua maior derivada ¢ de quarta ordem.
) d*u 4 9*u 0
a‘*—+—=0.
ox* = ot?
Uma equagdo diferencial ordindria geral de n-ésima ordem ¢ frequentemente

representada pelo simbolismo:

dy dy
Flxy,—, .., —|=0. 3.1
<x Y dx dx”) (3-1)

3.1.3 Classificacdo como linear ou ndo-linear

Definicao 3.5. Uma equacao diferencial ¢ chamada de linear quando pode ser escrita na forma
n n—-1

d d
() T3+ G (D + GO+ a0y =g, ()

dxn—1
Desse modo, uma equacdo diferencial € linear, se a variavel dependente e todas as

suas derivadas forem do primeiro grau e cada coeficiente depender apenas da variavel

independente. Caso a equagao diferencial ndo seja linear, ela ¢ chamada de ndo-linear.

Exemplo 3.5. A equacdo abaixo ¢ uma EDO linear de ordem 3:

Exemplo 3.6. As equacdes abaixo sao EDO ndo-lineares de segunda ordem:

o YD o linear devid duto y 2
Y13 =X (ndo linear devido ao produto y 2 )
d’y - . 5

¢ —— —y“ =0 (ndo linear devido ao termo y~).

dx3
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3.2 Problemas de Valor Inicial

Esta subsecao foca na importancia das condi¢des iniciais para determinar solugdes
unicas para as EDOs. Para uma EDO de ordem n, sdo necessarias n condi¢des para que uma
solucao particular seja determinada.

Definicdo 3.6. Um Problema de Valor Inicial (PVI) consiste em uma EDO combinada com

condi¢des que especificam o valor da fun¢do incognita e/ou de suas derivadas em um unico

ponto.
Para uma EDO de ordem n, um PVI geralmente assume a forma:
n n-1
y y dy
an(x)ﬁ + an—1(x)m +-t+ 611(96)& + ag(x)y = g(x)
y(xo) = Yo
dy
] ncd —
dx (xO) Yo (33)
dn—ly 3
\ dxn-1 (x0) = 3’o(n Y,
onde Yo, Yo, ---» yén_l) sdo constantes arbitrarias. Os valores especificos y(xg) = yo, ¥'(xg) =
Vo s YD (1) = yo(n_l) sdo chamadaos de condi¢des iniciais.

3.3 Teoria basica das EDOs lineares

Esta subse¢do aprofunda as propriedades das EDOs lineares, que sdo fundamentais

para o desenvolvimento do método elementar.

3.3.1 EDOs lineares homogéneas e ndo homogéneas

Definicao 3.7. Uma EDO linear ¢ dita homogénea se pode ser escrita da forma:
n n—-1

d"y y dy
an(x)ﬁ +a,_,(x) + -+ a;(x) I +ay(x)y =0, (3.4)

dxn—l
isto é, ela ¢ homogeénea se na Defini¢do 3.5 o termo g (x) for identicamente nulo.

Exemplo 3.7. A EDO abaixo ¢ homogénea:

d’y _dy
— 2 +5——eXy=0
dx3+ dx ey

Exemplo 3.8. A EDO abaixo ¢ ndao homogénea, pois g(x) = xe* # 0:
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d* L4
720 4 3¢t }2]+11x——3y—xe

X
dx3 dx dx

3.3.2 Solucao geral de uma EDO linear

A solugdo geral de uma EDO linear ¢ fundamental para a compreensdo de todas as
suas possiveis solucdes.

Teorema 3.1. Considere a EDO linear, ndo homogénea
n n-1
O A O S ORI )
Seja y, uma solugdo partlcular da EDO e yj, a solucdo da homogénea associada. Entdo a solug¢ao
geral de (3.5) ¢ dada por y =y, + yp.
Demonstracdo:

Seja y, uma solugéo particular da EDO (3.5), entdo:

dny ar- 1y
an () =2+ A (x )d T T +a1(x) +ao(x)yp g(x). (3.6)
Por outro lado, se yj, € a solugdo da EDO homogénea associada (3.4), entao:
dan n—1
L O L LN O S X

Somando as equacdes (3.6) e (3.7) temos que

d"y, d"yn dy, dyn
an () [ + 2 et 00|22+ 2+ ao(yy + 3] = 9
ou, de maneira equivalente
d"(yp +y d(yp + v
a0 aﬁx)% +ag@(p + 1) = 9)

dx™
Assim, y =y, + y,, € de fato solugdo geral da EDO (3.5).

3.3.3 EDOs lineares com coeficientes constantes

Defini¢ao 3.8. Uma equacao diferencial linear real com coeficientes constantes, ¢ uma equacao
da forma:

dny dn—ly dy
W_i_ —_+---+a1a+a0y= (38)

onde ay, a4, ...,a,-1 € R.
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A equagdo
M+ ap AT+ e+ al+ag=0 (3.9)
¢ denominada Equagdo Caracteristica associado a EDO (3.8).
Teorema 3.2. Se A; for uma raiz da equagdo caracteristica (3.9) entdo y = e?* serd uma
solugdo da EDO (3.8).
Demonstracdo:

De fato, para todo x € R temos:

dn ellx dn—l ellx d ellx
dxm dxn-1 X
o MNeM* g A lehX 44 g L eMX 4 get* =0

1 n-141 141 0 =
o MMeM* + q, A leMX 4 .. 4 g 1 e + gpeM¥ =0
(= ellx(l¥ + an_ll‘?_l + + a1/11 + ao) = 0

(=4 /1?[1 + an_ll;l—l + -+ a1/11 + aO = O
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4 METODO ELEMENTAR VIA DERIVADAS

4.1 Motivacao: casos particulares

Antes de desenvolver o método geral para Equagdes Diferenciais Ordindrias
(EDOs) lineares com coeficientes constantes, ¢ fundamental analisar exemplos introdutorios
que ilustram a ideia central desta pesquisa: utilizar a propriedade de que uma fungdo derivavel
em um intervalo ¢ constante se, e somente se, sua derivada ¢ nula. Os exemplos a seguir,
baseados em Guidorizzi (2013), correspondem a casos particulares de EDOs lineares reais com
coeficientes constantes, demonstrando de forma pratica a construcao de funcdes auxiliares ¢ a
determinagao das solugdes.
Exemplo 4.1. Seja f definida e derivavel e tal que, para todo x, f'(x) = f(x). Prove que existe

uma constante k tal que, para todo x, tem-se f(x) = ke”*.

Solucdo:
Para demonstrar o resultado, consideremos a fun¢do auxiliar g: R — R, definida
por
f(x)
gx) = ox

calculando a derivada de g e utilizando a equagdo diferencial dada, obtemos:

f(x))' _[@eF - f@e* _ (S0 - f()) _ 0

eX (ex)z - e2x eX =0

g'(x) = <

para todo x em R. Portanto, existe uma constante k tal que, para todo x,

g(x)zk@%zk@f(x)zkex.

[ ]

Este exemplo ilustra perfeitamente a estratégia central do método: a construgdo de
uma fun¢do auxiliar cuja derivada se anula devido a EDO dada, permitindo a imediata
determinagdo da forma da solugado geral
Exemplo 4.2. Seja f: R — R, derivavel e tal que para todo x, f'(x) = af (x), a constante ndo
nula. Prove que existe uma constante k, tal que, para todo x, f(x) = ke®*.
Solucdo:

Igualmente o exemplo anterior, consideremos a funcao auxiliar g: R = R, definida
por

gx) = %
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calculando sua derivada e utilizando a hipotese de que f'(x) = af (x), obtemos:

o (FO) _f@e™ —af@e™ _ (') —af@) _ 0
9@ = (%) = = =

Como g'(x) = 0, para todo x € R, concluimos que g ¢ constante em R. Logo, existe k € R tal

(eax)z e2ax eax -

que:

glx) = k@%:k@f(x) = ke®*,

[ ]

Este resultado generaliza o padrao observado no Exemplo 4.1, revelando que

toda EDO linear homogénea de primeira ordem com coeficiente constante (a # 0) admite

solugdes exponenciais da forma f(x) = ke®. O expoente a corresponde a raiz da equagéo

caracteristica A —a =0 (ou 1+ ay; =0 com ay, = —a), que é a chave para determinar a
solucdo.

A partir destes exemplos de primeira ordem, observa-se que a construcao de fungdes

auxiliares ¢ a peca fundamental do método. Essa mesma estratégia ¢ aplicavel a EDOs de ordem
superior. Os proximos exemplos abordardo EDOs de segunda ordem, revelando como as
solucdes podem assumir formas exponenciais ou trigonométricas, dependendo da natureza das
raizes da equagdo caracteristica.
Exemplo 4.3. Sejay = f(x), x € R, derivavel até a 22 ordem e tal que, para todo x, f"'(x) +
f(x) = 0. Seja g dada por g(x) = f'(x) senx — f(x) cos x. Prove que g é constante.
Solucdo:

Para mostrar que g ¢ constante, calcularemos sua derivada:

g x) =[f'(x)senx — f(x)cosx]
= f""(x)senx + f'(x) cosx — f'(x) cosx + f(x) senx
= f"(x)senx + f(x) senx
= [f"(x) + f(x)]senx.

Utilizando a equagdo diferencial original f"(x) + f(x) = 0, obtemos que para

todox € R
g'(x) =0-senx = 0.
Como g ¢ derivavel e g'(x) = 0 para todo x € R, concluimos que g € constante em R. Logo,
existe uma constante k tal que f'(x) sen x — f(x) cos x = k, para todo x.
[ ]
A constancia de g(x) ndo ¢ acidental e sera fundamental na obten¢do da solucao

geral da EDO no Exemplo 4.4, onde mostraremos que f(x) = Acosx + B sen x.
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Exemplo 4.4. Seja f: R — R derivavel até a 22 ordem e tal que, para todo x, f"'(x) + f(x) =
0. Prove que existe uma constante A tal que

f(x)—Acosxl _ o

senx

para todo x em (0, 7). Conclua que exista outra constante B tal que, para todo x em (0, 1),
f(x) =Acosx + Bsenx.
Solucao:

Do Exemplo 4.3, sabemos que a fungdo g(x) = f'(x)senx — f(x)cosx ¢
constante em R. Denote esta constante por k, isto €, f'(x) senx — f(x) cosx = k e tome A =
—k.

Considere agora a funcdo

f(x) —Acosx
senx

h(x) =

definida em (0, ). Calculando sua derivada, obtemos:

f(x) — Acos xl'

senx

W(x) =

_ (f'(x) + Asenx)senx — (f(x) — Acosx) cosx
B (senx)?

_ f'(x)senx + Asen® x — f(x) cosx + A cos® x
a (sen x)?2

f'(x)senx — f(x) cosx + A(sen? x + cos? x)

(senx)?
_[f'(x)senx — f(x) cosx] + A
(senx)?
k—k
" (senx)?
=0,

portanto, h é constante em (0, 7). Seja B essa constante. Segue que:

x) —Acosx
f&) =B o f(x) —Acosx =Bsenx © f(x) = Acosx + Bsinx.

sen x
]
Este resultado mostra que a solugdo geral da EDO f"'(x) + f(x) = 0 em (0,7) é
uma combinacdo linear das fungdes trigonométricas bdsicas. A equacdo caracteristica

associada, A% + 1 = 0, possui raizes complexas puras 1 = +i. Este exemplo mostra como o
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método elementar lida com tais casos, sem recorrer a nimeros complexos explicitos no processo
de derivagdo, mas gerando as solucdes trigonométricas correspondentes.
Exemplo 4.5. Scja f: R - R derivavel até a 22 ordem e tal que, para todo x, f"'(x) — f(x) =
0.
a) Prove que g(x) = e*[f'(x) — f(x)], x € R, é constante.
Solucdo:
Para provar que g(x) ¢ constante, basta verificar que sua derivada ¢ nula para todo
x € R. De fato:
g’ =[e*[f'(x) - f]]
=e*[f'(x) = f)] +e*[f"(x) — f'(x)]
=e*[f'(x) — f(x) + f"(x) — f'(x)]
=e*[f"(x) - f()].
Pela EDO original, f"'(x) — f(x) = 0, temos:
gx)=e*-0=0,
portanto, g € constante em R. Seja k € R essa constante. Assim e*[f'(x) — f(x)] = k o que
implica f'(x) — f(x) = ke™™*.

b) Prove que existe uma constante A tal que, para todo x,
f(x) — Ae7™]
Solugdo:
Calculando a derivada, temos:
f)—4e™]  (f'(x) + Ae™)e* — (f(x) — Ae™™)e”
ex - (eX)2

_eX[f'(x) + Ae™* — f(x) + Ae™]

ex
_ef[f'(x) = f(x) + 24e77]

er

_ f'(x) = f(x) +24e™™

ex

Do item (a), sabemos que f'(x) — f(x) = ke ™. Substituindo esta relagdo na
expressao acima
f(x) —Ae™ " ke +24e7* (k4 24)e”*
e* e* - e*

= (k + 24)e™?*,
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Para que essa derivada seja 0 para todo x, devemos ter k + 24 = 0, o que implica

A k
=-=
: k . . .
Dessa forma, existe uma constante 4 = — > (onde k ¢ a constante obtida no item (a)) para o

qual

[f(x) — Ae‘xl' _o
ex -

[ ]
¢) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f(x) = Ae™™ + Be”*, para todo x.
Solugdo:

Do item (b), sabemos que, com A = — S, a funcao
fx) —Ae™
ex

tem derivada nula. Portanto, essa fun¢do deve ser uma constante. Seja B essa constante:

 Ap—X
f) eer _ B
multiplicando ambos os lados por e*:
f(x) —Ae™ = Be*.
Finalmente, isolando f(x):
f(x) = Ae™™ + Be”*
]
Este ultimo resultado mostra que a solugdo geral da EDO f"” — f =0 ¢é uma

*, que correspondem as solugdes fundamentais associadas

combinacdo das exponenciais e* e e
as raizes A = +1 da equagdo caracteristica 12 — 1 = 0.

Os exemplos analisados nesta secdo serviram como motivagdo pratica e
demonstracdo inicial do método proposto, revelando sua eficacia e aplicabilidade. Através
desses casos particulares, observamos que a forma da solugdo geral, seja exponencial,
trigonométrica ou combinagdes lineares, ¢ determinada diretamente pelas raizes da equagao
caracteristica correspondente.

O método se mostra versatil, mantendo a mesma estratégia central: transformar a
equagao diferencial em um problema sobre a constancia de fungdes mediante a construcao de
funcdes auxiliares adequadas. A elegincia desta abordagem reside em sua economia conceitual,

visto que dispensa técnicas de integracdo, utilizando-se unicamente de propriedades

fundamentais das derivadas.
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Os exemplos aqui apresentados ndo apenas validaram a eficacia do método em
casos particulares, mas também estabeleceram os fundamentos conceituais essenciais para sua
subsequente generalizagdo. Conforme sera detalhado na Segdo 4.2, essa abordagem sera
expandida para equagdes diferenciais de ordem superior, contemplando cenarios com raizes
reais distintas, raizes reais multiplas e raizes complexas conjugadas. Tal expansdo evidenciara
como principios diferenciais elementares sdo suficientes para abordar problemas matematicos

tradicionalmente considerados mais complexos.

4.2 Desenvolvimento geral do método

Com base nos casos particulares da secao anterior, passamos agora a desenvolver o
método em sua formulagdo geral. A estratégia consiste na construcdo de funcdes auxiliares cuja
derivada se anula, permitindo a redu¢ao do problema a verificagdo da constancia dessas
expressoes. Essa abordagem serd aplicada a equagdes diferenciais ordinarias lineares
homogéneas com coeficientes reais constantes, abrangendo os casos de primeira, segunda e
terceira ordens. Em seguida, sera feita a generaliza¢do para equagdes de ordem arbitraria,
incluindo situacdes com raizes reais distintas, multiplas e, por fim, raizes complexas

conjugadas.

4.2.1 EDOs homogéneas de primeira ordem

Considere a EDO homogénea de primeira ordem:

Z—i}-l—aoy: 0, (4.1)
onde a; € R. A equacdo caracteristica associada ¢ dada por
A+ay=0, 4.2)
cujaraiz € 1; = —ay. Seja f: R = Ruma solugdo de (4.1). Definimos a fungdo auxiliar g: R =
R dada por
g@x) = e M f(x). (4.3)

A fungdo (4.3) ¢ construida para cancelar o comportamento exponencial da solugao,
convertendo o problema em verificagdo de constincia, como ja ilustrado nos Exemplos 4.1 e
4.2.

Calculando sua derivada, obtemos:
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I =[]

= e M f(x) + eTM*f'(x)

= e M¥[f'(x) — A f ()],
como f satisfaz (4.1), temos f'(x) = —ayf (x) = A, f(x), o que implica:

gx)=eM*.0=0
para todo x € R. Portanto, g ¢ constante em R, e existe ¢; € R tal que g(x) =¢; =
e MX*f(x) = ¢, ou ainda:
f(x) = cier*, (4.4)

que representa a solugdo geral da EDO (4.1).
Corolario 4.1. Dado (xg,y,) € R? o problema de valor inicial (PVI)

dy A
ax ¥ (4.5)
y(x0) = ¥o
admite como tunica solucao:
y(x) = yoetr o), (4.6)
Demonstracdo:
A1

Da solugdo geral y(x) = c¢;e”1*, aplicando a condigdo inicial y(x,) = y,, obtemos

A]_XO —

cie ¥, ou ainda, ¢; = y,e 10, o que nos leva a solugdo particular:

y(x) = yoe—/hxo CeMx — yoell(x—xo).

4.2.2 EDOs homogéneas de segunda ordem

Apos explorar as EDOs de primeira ordem e estabelecer o principio do método
elementar, expandimos nossa andlise para as Equagdes Diferenciais Ordinarias homogéneas de
segunda ordem. Essas equag¢des sdo de fundamental importancia, pois suas solugdes introduzem
as duas principais formas de funcdes que compdem a solugdo geral: exponenciais (para raizes
reais) e trigonométricas (para raizes complexas conjugadas), além de tratarem o caso de raizes
multiplas.

Considere a EDO homogénea de segunda ordem:

d*y dy
W + a4 a +agy = 0, (47)

onde ay, a; € R. Sua equagdo caracteristica associada ¢ dada por:
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A2+ a1 +ay=0. (4.8)

As raizes 1, e 1, da equacdo caracteristica (4.8) determinam a natureza da solugao.
Analisaremos 0s casos em que as raizes sdo reais distintas e reais multiplas.

Consideraremos primeiro o caso em quem as raizes saos reais distintas, com isso,
temos:
Teorema 4.1. Sejam A, e A, raizes distintas da equagao caracteristica (4.8) e f: R = R ¢ uma
solugdo da EDO (4.7), entdo existem constantes cq, c; € R de modo que

f(x) = cieM* + c ete¥ (4.9)

paratodo x € R.
Demonstracdo:

Primeiramente, observemos que € constante a funcdo g: R — R dada por

900 = e M [f () = Bf ()] (4.10)
1~ A2
De fato, calculando a derivada temos
1
§'0) = 3 (e () = af (O] + e () = dof (1)
Da EDO (4.7) temos que f''(x) = —a,f'(x) — aof (x), além disso, utilizando as
relagdes de Girard para o polindmio caracteristico obtemos 4, + 1, = —a; ¢ 114, = a,, logo:
—A1x
9@ =7 Al () = Rf O]+ () = 2f @)

—A1x
“1-1 [=21f" () + 4221 () + (%) — A2 f" ()]

-11x
=7 [=21f"(x) + 42,1 (x) + —a1 f'(x) — aof (x) — o' (X)]

—A1x
=T L [(A12z2 — ag)f(x) — (A4 + A2 + a)f' (%)]

1~ A2

—A1x
= (@0~ a)f () ~ (a1 + a)f @)

—A1x
== [0 f() ~ 0 /()]

e—/llx

e
= O,

paratodo x € R. Este resultado mostra que a expressao (4.10) ¢ uma constante. Denotemos esta

constante por ¢; € R. Assim, f'(x) — A,f(x) = c;(A; — 1,)eM*
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A seguir, mostraremos que também ¢ constante a fung¢do h: R — R dada por:
h(x) = e"lzx[f(x) - cle’llx]. 4.11)
De fato, calculando a derivada temos
h'(x) = —/’lze_’lzx[f(x) - cle’llx] + e"lzx[f'(x) — cllle’llx]
= —de ™2 f(x) + e ¥c eM* + e X f!(x) — e H2¥ ¢ A eM¥
= —Ae X f(x) + c e AN o= AeX f1(x) — ) ) oM A2)x
= e X [f'(x) = Aof (0)] = c1(Ag — A)ePr72)%,
utilizando a identidade obtida anteriormente para c;, que f'(x) — A,f(x) = ¢;(A; — A,)e™*,
vemos que
W (x) =e**[c;(A — A)eM™] — (A — Ap)eta=A2)x
= ;A — A)eM=)x — ¢, (2 — Ay)ehamt2)
=0
paratodo x € R.
Isto mostra que a expressao em (4.11) € uma constante que, quando denotada por
¢, € R, resulta na identidade e ~#2* [ f(x) — cle’llx] = c,, onde isolando f(x), obtemos:
f(x) = cie** + c,et2*,
[ ]
Considerando agora o caso em que a equacao caracteristica (4.8) admite uma raiz
real dupla, ou seja, 1;,4, € R com 4; = 4,, temos o seguinte resultado:
Teorema 4.2. Se A, ¢ raiz dupla da equacdo caracteristica (4.8) e f: R — R ¢ uma solucdo da
EDO (4.7), entdo existem constantes ¢;, c, € R de modo que
f(x) = e**(cyx + cy), (4.12)
paratodo x € R.
Demonstracgdo:
Primeiramente, observemos que ¢ constante a funcao g: R — R dada por
9@ = e ™M1 (0) = A f ()], 4.13)
De fato, calculando a derivada temos
g'(x) = = e ™M (x) = A f ()] + e MF[f7 (x) — A f ' (0)].
Da EDO (4.7) temos que f"(x) = —a,f'(x) — ayf (x), além disso, utilizando as
relagdes de Girard para o polindmio caracteristico obtemos 24, = —a, e 12 = a,, logo:
g =e M =A[f'(x) = L f )]+ [f"(x) = A f' O}
= e M= f' () + 23 () + £ () — A f'(x)]
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—ﬂ.lx

[=2A:f" () + A1 f () — arf'(x) — aof (x) — Auf'(x)]
= e"M*[(2% — ag) f(x) — (22 + a)f'(%)]
= e M¥[(ag — ag)f(x) = (—a; + a))f' (x)]
=e M¥[0- f(x) =0 f'(x)]
— e~M¥ .
=0,
para todo x € R. Este resultado mostra que a expressao (4.13) ¢ uma constante. Denotemos
essa constante por ¢; € R. Assim, e ¥ [f'(x) — A, f(%)] = ¢;.
Por fim, mostremos que também ¢ constante a fun¢do h: R — R dada por
h(x) = e"llx[f(x) - clxe’ll"]. (4.14)
De fato, calculando a derivada temos
R(x) =—-XeM[f(x) — cixeM™] + e M¥[f'(x) — c;eM™ — cyxd eM¥]
= —Le ™M f(x) + Aicix + e MXF(x) — ¢ — Aioqx
= e"M*[f'(x) = L f ()] — ¢4
usando a identidade
1 = e X[ () = L f (0],
vemos que
h'(x)=c,—¢c; =0
para todo x € R.
Isto mostra que a expressdo em (4.14) ¢ uma constante. Denotando-a por ¢, € R,

resulta na identidade e‘llx[f (x) — clxellx] = c,, onde isolando f(x), obtemos:

f(x) = eM*(c,x + cy).

[ |
Corolario 4.2. Fixados (xg, o), (xo, V) € R?, existe uma tnica solugio para o PVI
d’y = dy
ax 2+a1d +agy =0
y(x0) = Yo (4.15)
dy
—( 0) = Yo

4.2.3 EDOs homogéneas de terceira ordem

Considere a EDO homogénea de terceira ordem



34

3 2
%+a22—;+a12—z+a03}=0, (4.16)
onde ay, a4, a, € R. Sua equagdo caracteristica associada
B+a 2+al+a,=0 (4.17)
tem trés raizes reais 1, 4, € A3, que podem ser todas distintas, todas iguais ou tais que ha duas
distintas.
Considerando, inicialmente, o caso em que A; # A, # A3 # A;, temos o seguinte
resultado:

Teorema 4.3. Se 1;, A, e A3 sdo as raizes distintas da equacdo (4.17) e f: R = R ¢ uma solugdo
da EDO (4.16), entdo existem constantes ¢4, ¢,, c3 € R de modo que
() = ¢y + cpe’e* + czets, (4.18)

paratodo x € R.
Demonstracdo:

Da EDO (4.16) temos que f''(x)+ a,f"(x) +a f'(x) + apf(x) =0, além
disso, utilizando as relagdes de Girard para o polindmio caracteristico (4.17) obtemos 4; + 1, +
A3 = —ay, LA, + 11 A3 + A3 = a4 e 144,45 = —a,, logo podemos escrever a EDO na forma
fatorada de operadores diferencias

f70) + axf" (%) + ar f(x) + aof (%)

d3 dZ d
= @f(x) -+ 2+ 43) Wf(x) + (A44; + 4443 + Az%)%f(x) — (MA243)f (x)

= <% - /11) <c§l_x - Az) (c;i_x - A3> f (),

assim
d d d
- _ - — - — = 4.19
(dx Al) (dx AZ) (dx l3>f(x) 0. (4.19)
Considere a fungao auxiliar
d d
= (= _— - — . 4.20
0= (2o 2) (o )1 w2
A EDO (4.16) pode entdo ser expressa como
< d A > =0¢& d A =0& d =1
M)k = 22900 —Ag(x) = 2900 = A g(x).

Esta ¢ uma e EDO de primeira ordem em g (x), cuja solu¢ao conforme demonstrado
na Secdo 4.2.1, é g(x) = ke’*, onde k € R. Substituindo a expressdo g(x), obtemos uma

EDO de segunda ordem nao homogénea:
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(5= 22) (5= ) 1) = ke,
dx dx
ou expandindo:

d? d
@f(x) - (A2 + /13)af(x) + A A3f (x) = keh¥,
ou ainda

£ () = (A + A3)f' (%) + A A5 f (x) = ke, (4.21)

Visto que a equagdo (4.21) ¢ uma EDO linear ndo homogénea de segunda ordem.

A solugdo geral é dada por f(x) = fr(x) + f,(x), em que fr(x) ¢ uma solugdo da EDO
homogénea associada, cuja equagdo caracteristica ¢ (A — A,)(A1 — A3) = 0, com A, # A3, logo
pelo Teorema 4.1, existem constantes c,,c3 € R de modo que fj,(x) = ce?2* + cze?s* ¢

A1

x) uma solug¢do particular, que buscamos ser da forma f, (x) = c,e”**, onde A, ¢é distinta de
P p q P

Ay e A3. Para verificar e determinar a constate ¢y, substituimos f, (x) em (4.21), assim:
f () = Ay + ) f' (%) + 2231 (x) = ketr™
& (creM*)" = (A + 23) (creM* ) + AyA5c.eM% = keh™
& g 2eM* — (A, + A3)AcieM* + A 5c,eM* = ket
& eM* (A2 — 1A, — A3 + AyA3) = ketr”
& et (A — ) (4 — A3) = keh*
como Ay # A, # A3 # A4, temos:

keMx
R (A — 22) (A4 — 23)
k
(4 —2)(A44 — A3)
Finalmente, a solugdo geral ¢ dada por:

fGO) = fu(x) + f,(0) = coe™2* + cze3* + ceM,

=X

rearranjando os termos, obtemos a identidade (4.18):
f(x) = c;eM* + c,et2¥ + czets*,
[ ]
Considerando agora o caso em que a equacao (4.17) admite uma raiz real simples e
uma raiz real com multiplicidade dois, estabelecemos o seguinte:
Teorema 4.4. Se 1, A, e 13 sdo as raizes da equacdo caracteristica (4.17), com A; # A, = A3,
e f: R —= R éuma solucido da EDO (4.16), entdo existem constantes ¢y, ¢,, c3 € R de modo que

flx) = cle’llx + (cox + c3)e)‘2x, (4.22)
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para todo x € R.
Demonstracdo:
Da EDO (4.16) temos que f''(x)+ ayf"(x) +aif'(x) + apf(x) =0, além
disso, utilizando as relagdes de Girard para o polindmio caracteristico (4.17) obtemos
M+ A+ A = —ay, LA, + 4, + A4, = aq e L4A A, = —ag
ou ainda
A+ 22, = —ay, 20,4, + A3 = a; e 1,25 = —a,,
logo podemos escrever a EDO na forma fatorada de operadores diferencias

[+ axf"(x) + ar f'(x) + aof (x)
= @ A+ 22 @ 224, + A2 d A3
—@f(x)—(1+ Z)Ef(x)'F( 142 + z)af(x)—(1z)f(x)

= () (- k) (22 o),

()G ) e

assim
d d 2
(a _ /11) (a _ /12> f) =o. (4.23)
Considere a funcao auxiliar
d 2
96 = (5= %) F(. (424)

A EDO (4.16) pode entdo ser expressa como

d d d
(Z=1)9w =0 —g® - 19 = 0 & T g() = Lg(x).
Esta ¢ uma e EDO de primeira ordem em g (x), cuja solu¢ao conforme demonstrado

na Secdo 4.2.1, é g(x) = ke*, onde k € R. Substituindo a expressdo g(x), obtemos uma

EDO de segunda ordem ndo homogénea:
2

a — LpliX
(o= 22) £ = ket
ou expandindo:
d? d
() = 2 f() + Bf () = ke,
ou ainda

F(x) = 22, (x) + 23(x) = keM*, (4.25)
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Visto que a equagdo (4.21) ¢ uma EDO linear ndo homogénea de segunda ordem.
A solugdo geral é dada por f(x) = fr(x) + f,(x), em que f,(x) é uma solucdo da EDO
homogénea associada, cuja equagio caracteristica é (1 — 1,)2 = 0, logo pelo Teorema 4.2,
existem constantes ¢,,c3 € R de modo que f,(x) = (cx + c3)e??*, e fp(x) uma solugio

A1

particular, que buscamos ser da forma f,(x) = c;e*1*, onde 4, ¢ distinta de A,. Para verificar

e determinar a constate c;, substituimos f,(x) em (4.25), assim
f'(0) = 245f"(x) + 23 (x) = keM*
& (cieM*)" = 22,(creM ) + B¢ eM™ = ket
& g A2eM* — 20, et + Adc e = keMX
& e (A3 — 22,4, + 23) = kehr”
o cieM¥ (A — 1,)? = kel

como A; # A,, temos:

kellx
ca= eM¥ (A — Ay)?
k
AT - )?

logo, a solucdo geral ¢ dada por:
f) = fulx) + f,(x) = (c2x + c3)e??* + cre™”,
Rearranjando os termos, obtemos a identidade (4.22):
f(x) = cie?* + (c,x + c3)e?*,
[ ]
Considerando, finalmente, o caso em que a equacao (4.17) admite uma raiz com
multiplicidade trés, temos o seguinte resultado:
Teorema 4.5. Se A, ¢ uma raiz tripla da equagao caracteristica (4.17) e f: R — R ¢ uma solucao
da EDO (4.16), entdo existem constantes ¢4, ¢;, c3 € R de modo que
F0) = (cyx? + cyx + c3)e™, (4.26)
para todo x € R.
Demonstracdo:
Da EDO (4.16) temos que f""'(x) + a,f"(x) +a.f'(x) + apf(x) =0, além
disso, utilizando as relagdes de Girard para o polindmio caracteristico (4.17) obtemos
31, = —a,, 312 = a, e A2 = —a,,

logo podemos escrever a EDO na forma fatorada de operadores diferencias
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")+ af" () + ar f'(x) + aof (x)

d d
= %f(x) - 34 d_xzf(x) + 343 af(x) - Xf(x)

- (j—x - ,11) (j—x - /11) (;—x - /’11) f@),

- (£-5) foo

assim d 3
(=-n) re =0 (427)
Considere a funcao auxiliar
d 2
96 = (3-— 1) fGo. (4.28)
A EDO (4.16) pode entao ser expressa como

(i_l) ()—0(:)i (x)—2 ()—0<:>i (x) = 4,9(x)
dx 1)9x) = dxgx 19\X) = dxgx—lgx

Esta ¢ uma e EDO de primeira ordem em g (x), cuja solu¢dao conforme demonstrado

na Secgdo 4.2.1, é g(x) = ke™*, onde k € R. Substituindo a expressio g(x), obtemos uma

EDO de segunda ordem ndo homogénea:

(L 1) £ = ket

ou expandindo:

dz d 2 — A1x
T/ () = 20— f () + 2 (x) = ke

ou ainda
£ (x) = 22, (x) + 22(x) = ke*r*, (4.29)
Visto que a equagdo (4.29) ¢ uma EDO linear ndo homogénea de segunda ordem.
A solugdo geral ¢ dada por f(x) = fr(x) + f,(x), em que f,(x) é uma solucdo da EDO
homogénea associada, cuja equacdo caracteristica é (1 — 1;)? = 0, logo pelo Teorema 4.2,
existem constantes ¢,,¢3 € R de modo que f;(x) = (c,x + c3)e™*, e f,(x) uma solugdo
particular, que buscamos ser da forma f,,(x) = c;x?e™*_Para verificar e determinar a constate
¢y, substituimos f,(x) em (4.29), assim:
£ = 224f" (x) + A5 (x) = keh™
& (cix2eM*)’ — 221 (cyx2eM™) 4+ Ay x?etr™ = keMr*

& c1(2xeM* + Ay x%eM¥) — 22y c1(2xet* 4+ Ay x%eM¥) + ¢ AixZeM* = keM¥
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& ci(2eM* + 40 xeM* + Ax2eM¥) + creM¥(—4Ayx — 223x% + A2x?) = keM™
& c;eM¥(2 + 4Ax + A2x? — 4d;x — 2A2x% + A2x?%) = ket

© 2c,eM* = eMX

keﬂ.]_x
< Cl - Zeﬂlx
k
(=4 Cl = E

logo, a solugdo geral ¢ dada por:
F@) = ful) + f,() = (e + c)eh™ + cyx?es™.
Rearranjando os termos, obtemos a identidade (4.26) temos:

F(x) = (c1x% + cx + c3)eM”,

Fazendo uso dos trés ultimos teoremas acima, concluimos o seguinte resultado.

Corolario 4.3. Fixados (xg, o), (X0, ¥4), (X0, v4') € R?, existe uma tnica solugdo para o PVI:

(dy d*y dy
$+a2d 2+a1d +agy =0
y(x0) = ¥o
4 dy , (4.29)
- (xo) =Yo
dZ

\ (0)_ ”-

4.2.4 Generalizagdo para ordem n

Considere a EDO linear homogénea com coeficientes reais constantes de ordem n

Y b ans jnnlyl tota 2t ay =0 (4.30)
A equacgdo caracteristica associada ¢ dada por:
AM+a, A1+ -+ ad+ay = 0. (4.31)
A generalizacdo para ordem n pode ser compreendida através da fatoracdo do
operador diferencial e da aplicacdo sequencial da técnica de reducdo de ordem, uma extensao
direta dos procedimentos ja detalhados.

Se o polindmio caracteristico (4.31) possui raizes 14, 1, ..., 4,,, entdo a EDO (4.30)

pode ser reescrita em termos do operador diferencial como:

Es)Es)- e e
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O principio fundamental para a obtencdo da solucdo geral em ordem n consiste em

definimos uma fungao auxiliar

d d
=|—- | —— . 4.33
96 = (== 42 ) (== 2) F) (4.33)
Com isso, a EDO original (4.30) se transforma em uma EDO de primeira ordem em

g(x):

(i—A) () =0 & = g (1) — Lg(x) =0 & = () = Lg(®)
dx 1)9 = dxg 19 = dxg = A19(X).

Conforme demonstrado na Sec¢do 4.2.1, a solugdo para esta EDO de primeira ordem
6 g(x) = kye**, onde k; € R.

Substituindo g(x) de volta na sua defini¢ao, obtemos uma EDO de ordem n — 1:

(% _ /12) (% _ An) F(x) = ke,

Esta ¢ uma EDO linear ndo homogénea de ordem n — 1. A solucdo geral para esta
EDO sera a soma da solu¢ao homogénea (determinada pelas raizes 4,, ..., 4,,) € de uma solugdo
particular.

A solugdo geral para as EDOs ndo homogeéneas resultantes serd a soma da solugao
homogeénea (encontrada com a aplica¢do sequencial da nossa técnica de reduc¢do de ordem) e
de uma solucao particular. Essa solugdo particular pode ser obtida por métodos convencionais,
como o método dos Coeficientes a Determinar, dependendo da forma do termo ndo homogéneo.

A aplicagdo iterativa desse processo de reducdo de ordem e determinagdo de
solucdes particulares permite construir as seguintes formas para a solugdo geral f(x),
dependendo da natureza das raizes A4, 4,, ..., 4, do polindmio caracteristico (4.31). Assim,
temos os seguintes casos:

e Setodas as n raizes 4, sdo reais e distintas entre si, a solu¢do geral ¢ uma combinagao linear

simples de fungdes exponenciais:

n

flx) = Z cretr; (4.34)

k=1
e Seuma raiz A possui multiplicidade m, sua contribuicdo para a solugdo geral sera da forma
p(x)e?*, onde p(x) é um polindémio de grau m — 1. Em termos mais gerais, se 1,15, ..., Aj
sdo as raizes distintas do polindmio caracteristico, com A, de multiplicidade my, e p,(x) ¢

um polindmio de grau m; — 1, a solugdo geral é:
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J
) =) pu@eh. (435)
k=1

Como exemplos especificos para o caso em que ha raizes multiplas, temos:

e Para uma Unica raiz dupla (4; = A,) e as demais simples:

n
F(x) = (c1x + cp)eM™ + 2 cre*; (4.36)
k=3
e Para uma Unica raiz tripla (A; = A, = 13) e as demais simples:
n
F(x) = (c1x% + cpx + c3)e™M* + Z cre*, (4.37)
k=4

4.2.5 Tratamento de raizes complexas

Ao resolver a equagdo caracteristica associada a uma EDO linear homogénea real
com coeficientes constantes, ¢ comum que surjam raizes complexas. Para uma equagdo
polinomial com coeficientes reais, as raizes complexas sempre aparecem em pares conjugados.
Ou seja, se a + bi ¢ uma raiz (com b # 0), entdo a — bi também ¢ uma raiz. Nesta secao,
demonstraremos como o método elementar via derivadas permite obter as solucdes reais
correspondentes a esses pares de raizes complexas conjugadas, sem a necessidade de recorrer
diretamente as exponenciais complexas na derivagao.

Considere a EDO linear com coeficientes constantes

dny dn—ly dy
—+a,  ——=+ -+ a—+ay=dX), (4.38)
dxn n ldxn_l 1dx Oy d)( )
em que n > 1 ¢ inteiro, ay, a4, ..., ay_1 SA0 constantes reais. Quando a equacao caracteristica
associada,
AMta, A1+ +al+a,=0, (4.39)

possui raizes complexas, temos duas opoes a considerar.
Primeiro, para cada par de raizes complexas a + bi, usamos a exponencial
complexa
e(@a£bDx — oaX(cog hx + i sen bx) (4.40)

para obter um par de solugdes reais

ax

e . .
e cosbx = - (e'h* + ~ibx) (4.41)
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ax

e sen bx = ez_l( ibx __ be) (442)

que geram a solucao geral da EDO.

A outra opgao seria, ao invés de usar a exponencial complexa, verificamos que as

fungoes reais e cosbx e e* sen bx geram a solugdo da EDO. Com isso, destacamos o

seguinte resultado:

Teorema 4.6. Se A, = a + bi e 1, = a — bi, com b # 0, sdo raizes da equacdo caracteristica

AZ + a1/1 + aO = O (443)
e f:R — R ¢ solucao da EDO
d? d
de +aq dy +ayy =0, (4.44)
entdo existem constantes ¢;, ¢, € R de modo que
f(x) = e*™(cy cos bx + ¢, sen bx), (4.45)

paratodo x € R.

Demonstracdo:

Inicialmente, observemos que ¢ constante a funcao g: R — R dada por
1
glx) = 5 e”%[f(x)(asenbx + b cos bx) — f'(x) sen bx]. (4.46)

De fato, calculando a derivada temos

g'(x) = —% “*[f(x)(asenbx + b cos bx) — f'(x) sen bx]
+% ~axX[f'(x)(asen bx + b cos bx) + f(x)(ab cos bx — b? sen bx)]
—% “[f"(x)sen bx + bf'(x) cos bx],
az - a _ /
= ——e e~ f(x)senbx — ae” % f(x) cos bx + 3¢ X f'(x) sen bx
+% 9 f'(x) sen bx + e~ f'(x) cos bx + ae~**f (x) cos bx

—be™% f(x)sen bx — Ee‘axf”(x) senbx — e~ f'(x) cos bx

= —%e‘axf(x) sen bx + %e‘“xf’(x) sen bx + %e‘axf'(x) sen bx

1
—be™ f(x) sen bx — 5 e~ f"(x) sen bx.

Observemos que do polindmio caracteristico (4.43), temos

P +ad+a, =(A-(a+b))(2- (a—bi))
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=A—-—a—-bi)(A—a+ bi)
= A% — al + bid — al + a® — abi — bid + abi — b?i?
= A% — 2al + a® + b?
assim, obtemos as relagdes a; = —2a e a, = a? + b2. Além disso, da EDO (4.44) temos

f"(x) =—a.f'(x) —ayf(x). Com isso:

g'(x) = —%e‘axf(x) sen bx +

a
b

a

e”¥f'(x) sen bx + >

e”*f'(x) sen bx

—be™* f(x) sen bx — %e‘ax(—alf’(x) —ayf(x)) sen bx

! 2 2 ’
g'(x) = —%e‘axf(x) sen bx +?ae_axf’(x) sen bx —?e_ax f(x)sen bx
a, _ ag _

+Fe axf’(x)senbx+?e W f(x)senbx
1

= Ee_ax sen bx [(ao - a2 - bz)f(X) + (a1 + Za)f’(x)]
1

= Ee_ax sen bx [(a? + b? —a? — bA)f(x) + (—2a + 2a)f'(x)]
1

= Ee"ax senbx [0 f(x)+0- f'(x)]
1

= Ee"ax senbx -0

Il
o

para todo x € R. Este resultado mostra que a expressao em (4.46) ¢ constante. Denotemos esta

constante por ¢; € R. Assim:

%e““‘[f(x)(a senbx + b cosbx) — f'(x) senbx]| = ¢;
o que implica
f(x)(asenbx + b cos bx) — f'(x) sen bx = bc,e®* (4.47)
A seguir, mostraremos que também é constante a func¢do h: (0,7/|b|) —» R dada
por
e *f(x) — ¢y cos bx

4.48
sen bx ( )

h(x) =

De fato, calculando a derivada utilizando a regra do quociente, temos:

e~ f(x) — ¢, cos bx]'
sen bx

W (x) = [

_ [e"axf(x) _cicos bxl'

sen bx sen bx
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[(—ae % f(x) + e~ f'(x)) sen bx — e~ **f (x) (b cos bx)|
sen? bx

[c;(—b) sen bx - sen bx — ¢, cos bx (b cos bx)]

sen? bx

[e=*(—af(x) + f'(x)) sen bx — be™%*f(x) cos bx|
sen? bx

[—bc, sen? bx — bc, cos? bx]

sen? bx
e ¥[—af(x) + f'(x)] sen bx + bc, sen? bx — be % f(x) cos bx + bc; cos? bx
B sen? bx
e %[—af(x)senbx + f'(x) sen bx — bf (x) cos bx] + bc,(sen? bx + cos? bx)
B sen? bx
e ¥[-f(x)(asenbx + bcosbx) + f'(x) senbx] + bc; - 1
B sen? bx
_ —e"¥[f(x)(asenbx + b cos bx) — f'(x) sen bx] + bc,
B sen? bx '

Agora usando a identidade (4.47), temos:
—e “[bcie™ ] +bc;  —bcy+be; 0

h, == = = =
(x) sen? bx sen? bx sen? bx

para todo x € (0,7/|b]). Isso mostra que a expressdo em (4.48) é uma constante nesse

intervalo. Denotando-a por ¢, € R, resulta na identidade:

e *f(x) — ¢, cos bx

sen bx

= CZ’

multiplicando ambos os lados por sen bx:
e~ f(x) — ¢, cos bx = c, sen bx,
isolando o termo que contém f (x):
e~ f(x) = ¢, cos bx + c, sen bx,
finalmente, multiplicando por e ~**, obtemos a solugao geral da EDO (4.44).
f(x) = e**(cy cos bx + ¢, sen bx).
A identidade (4.44) foi demonstrada para o intervalo (0,7/|b|), onde sen bx # 0.
No entanto, as fungdes fundamentais e“* cos bx e e** sen bx sdo continuas ¢ definidas para
todo x € R. Além disso, as constantes ¢; € ¢, podem ser univocamente determinadas a partir
de quaisquer condicdes iniciais.
Para ilustrarmos a determinagdo dessas constantes, considere as condi¢des iniciais
emx = 0,isto é, f(0) =y, e f'(0) = y,.

Aplicando a primeira condi¢do a solucao geral (4.45), temos:
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f(0) =e%%c,cosb-0+cysenb-0)
=e%(c; cos0 + ¢, sen 0)
=1:-(c;-14+c¢c,-0)
=c
assim,
c1 = f(0). (4.49)
Para a segunda constante, calculamos a primeira derivada de f(x), assim
f'(x) =[f(x)=e(c,cosbx + c,senbx)]
= ae™(c, cos bx + ¢, senbx) + e**(c,(—b) sen bx + ¢, b cos bx)
= e™[a(c; cos bx + ¢, sen bx) + b(—cy sen bx + ¢, cos bx)].
Aplicando a segunda condicao, temos:
f'(0) =e%*°a(c,cosb -0+ c,senb-0)+ b(—cy;senb -0+ cycosb-0)]
= e%a(cy cos0 + ¢, sen0) + b(—c; sen 0 + ¢, cos 0)]
=1-[al(c;-1+¢c;-0)+b(—c;-0+c¢,-1)]
= ac, + bc,.
substituindo ¢; = f(0), teremos:
af (0) + be, = f'(0)

Isolando c,, temos

2 =7 [F'(0) ~ af (O)] (4.50)

Dessa forma, cie ¢, sdo univocamente determinadas para b # 0. A validade da
solucdao em todo x € R ¢ garantida pela continuidade das fun¢des envolvidas e pelo fato de que
a EDO (4.44) ¢ linear e tem coeficientes constantes em R. Este argumento em conjunto com a
periodicidade das fungdes seno e cosseno, assegura que a identidade (4.45) ¢ valida para todo

x € R.
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5. APLICACOES

Este capitulo demonstra a aplicabilidade do método elementar via derivadas para a
resolucdo de Equagdes Diferenciais Ordinarias Lineares com Coeficientes Constantes em
diversos contextos praticos. As aplicacdes apresentadas foram retiradas de Stewart (2013) e
Guidorizzi (2013). Serdo explorados problemas de fisica (sistemas massa-mola e circuitos

elétricos) e de fungdes.

5.1 Sistemas massa-mola

Esta se¢do aborda problemas classicos da fisica que descrevem o movimento de
particulas, frequentemente sob a influéncia de forgas elésticas e de amortecimento. As Equagdes
Diferenciais Ordinarias de segunda ordem sdo fundamentais para modelar esses sistemas
vibratorios
Problema 5.1.1: Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ac¢do da forga
elastica —4x7. Supondo x(0) = 1 e x'(0) = —1, determine a velocidade no instante ¢.
Solugao:

Pela segunda lei de Newton, temos que a equacao do movimento €:

1 dz_x = —4x
dt? '

Reorganizando, obtemos a EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes:

d?x

Pre] +4x =0,
cuja equagdo caracteristica ¢ dada por

A24+4=0.

Determinando as raizes dessa equagdo, temos:
R=d=oP=-td=o)l=tV-4d=1=42i =, =2ield, = —2i
assim, temos raizes complexas conjugadas da forma a + bi, onde a = 0 e b = 2. Logo pelo
Teorema 4.6, temos que a solucao geral da EDO ¢ dada por
x(t) = e%t(cq cos 2t + ¢, sen 2t) = ¢, cos 2t + ¢, sen 2t.
onde cq, ¢, € R.
Aplicando as condigdes iniciais x(0) = 1, temos:

x(0) =rc¢;cos(2:0)+cysen(2-0)
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=cyc0os0+c,sen0
=c;-14+¢,-0
=c
assim,
x(0)=1=¢ = 1.
desse modo, substituindo c¢; em x(t), obtemos:
x(t) = cos 2t + ¢, sen 2t
Para aplicar a segunda condigdo, x'(0) = —1, primeiro calculamos a derivada de
x(t) em relacdo a t:
x'(t) = (cos2t+ c,sen2t)’
=2-(—sen2t)+c,-2-cos2t
= —2sen 2t + 2c¢, cos 2t
€ assim, temos:
x'(0) =—-2-sen0+ 2c, cos0
= —2sen0 + 2¢, cos0
=—2-04+2c,-1
= 2¢y
logo,

1
xX(0)=-1=>2¢c,=-1=¢, = —5

Por fim, substituindo o valor de c,, obtemos a equacao horaria da posig¢ao
1
x(t) = cos 2t — S sen 2t

e a equacao da velocidade
x'(t) = —2sen 2t — cos 2t.

Problema 5.1.2: Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo da forca
elastica —x1 e de uma for¢ca de amortecimento proporcional a velocidade dada por —2x'7.
Determine a posigdo x = x(t), t = 0, supondo x(0) = 1 ¢ x'(0) = 0.
Solucdo:

Uma vez que a forga eldstica € F,qica = —X € a for¢a de amortecimento ¢é
Fomortecimento = —2X', temos pela Segunda Lei de Newton (F = ma), que a equagdo do

movimento é:
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Reorganizando, obtemos a EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes

constantes:
d’x _dx
Pre] +2 I +x=0,
cuja equacgdo caracteristica € dada por
A2+21+1=0.

Determinando as raizes dessa equagdo, temos:
AZ+22+1=0=1+1)??=0=21+1=0=>1, =1, = —1.
Este ¢ um caso de raiz real dupla. Logo por Teorema 4.2, temos que a solugdo geral da EDO ¢
dada por
x(t) = e t(cyt + ¢y)
onde c;,c, € R.
Aplicando as condi¢des iniciais x(0) = 1, temos:
x(0) =e%c;-0+cy)
=¢e%0 +c,)
=1-¢
=c,
assim,
x(0)=1=¢, =1.
desse modo, substituindo ¢, em x(t), temos:
x(t) = e (et +1)
Para aplicar a segunda condi¢do, x'(0) = 0, primeiro calculamos a derivada de
x(t) em relagdo a t:
X)) =le it +1)]
=—1-e7 (it + 1)+ e (cy)
=—e (cit+1—1¢y)

e assim, temos:

x'(0) =—e % -0+1-¢)
=—e’0+1-¢)
=-1-(1-¢)
=c —1

logo,

X(0)=0=¢—-1=0=c¢ =1
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Por fim, substituindo o valor de c¢;, obtemos a equacao:
x(t) = e t(t + 1).
Problema 5.1.3: Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a¢ao da forca
elastica —2x7 e de uma for¢a de amortecimento proporcional a velocidade dada por —2x'7.
Suponha x(0) = 0 e x'(0) = 1. Determine a posi¢do x = x(t), t = 0.
Solucao:

Do enunciado temos que a forca elastica é Fqica = —2x ¢ a forca de
amortecimento € Fyporecimento = —2X . Assim, pela Segunda Lei de Newton (F = ma), temos
que a equagao de movimento €:

1- @ =—2x—2 d_x
dt? dt
Reorganizando, obtemos a EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes

constantes:

O ™ ax=0
ez " “ae T T

cuja equagdo caracteristica ¢ dada por
A2 +214+2=0.
Determinando as raizes dessa equac¢ao usado a formula de Bhaskara, temos:

24422 -4-1-2 —24+4-8 -—2+-4 -—2+2i

2-1 2 2 2

1= =141

assim, temos 4; = —1 +ie A, = —1 — i, raizes complexas conjugadas da forma a + bi, onde
a=-1 eb = 1. Logo pelo Teorema 4.6, temos que a solucao geral da EDO ¢ dada por
x(t) = e t(cycost + ¢, sent).
onde cq, ¢, € R.
Aplicando a condi¢ao inicial, x(0) = 0, temos:
x(0) =e%cqcos0+ c,sen0)

=e% ;- 14+¢,-0)

=1:(c; +0)

=c
assim,

x(0)=0=c¢, =0.

desse modo, substituindo ¢; em x(t), temos:

x(t) =e t(0-cost+cysent) =e (0 +c,sent) = c,e tsent.
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Para aplicar a segunda condi¢do, x'(0) = 1, primeiro calculamos a derivada de
x(t) em relagdo a t:
x'(t) = (cyetsent)’
=c,(—1-etsent+ e tcost)
=c,(—e tsent + e tcost)
= c,e t(cost —sent)

€ assim, temos:

x'(0) = cye %(cos0 —sen0)
=c;-1-(1-0)
=c,
logo,

xX(0)=1=¢,=1.
Por fim, substituindo o valor de c;,, obtemos a equagao horaria da posi¢ao
x(t) = e"tsent.
Problema 5.1.4. Uma mola presa a uma massa de 2 kg tem uma constante de amortecimento
14 e uma forga de 6 N é necessaria para manter a mola esticada 0,5 m além de seu comprimento
natural. A mola € esticada 1 m além de seu comprimento natural e entdo € solta com velocidade

0. Localize a posicao da massa em qualquer momento ¢.

Solugdo:
Pela Lei de Hooke (F,sstica = —kS ), a forga necessaria para estendar a mola é
k-05=6
e, dessa forma,
k = ° _ 12
05 7
Usando k = 12 N/m e m = 2 kg, temos pela segunda lei de Newton:
d*x dx
2—=—-12x — 14—.
dt dt
Reorganizando temos
2d2x+14dx+12 =0
dt? dt x=
ou ainda,
T 7% 6x =0
a2 " @ T T

Determinando as raizes dessa equagdo usado a formula de Bhaskara, temos:
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—71\/72—4-1'6_—71\/49—24_—71\/25_—7i5

A=
2-1 2 2 2
portanto
-7+5 =2 -7-5 -12
2 2 2 2

Este ¢ um caso de raizes reais distintas. Logo por Teorema 4.1, temos que a solucdo geral da
EDO ¢ dada por
x(t) = cie”t + c,e7 0t
onde c;,c, € R.
Aplicando as condi¢oes iniciais x(0) = 1, temos:
x(0) =ce %+ ce®°
=c,e% + c,e°
=c-1+cy 1
=c+c,
assim, temos
c;+c,=1. (%)
Para aplicar a segunda condigdo, x'(0) = 0, primeiro calculamos a derivada de
x(t) em relagdo a t:
x'(t) =(cie”t +ce o)
=c (1) -et+c, (—6) e
= —c,e”t — 6c et

€ assim, temos:

x'(0) =—ce”®—6c,e700
= —c,e% — 6¢,e°
=—c;-1—6c;-1

= —C — 6C2
logo,
—c; — 6c, = 0. (*%)

Somando membro a membro (*) e (**), temos
1
c1+cz—cl—6c2=1+0:>—5c2:1:>C2:_g

Substituindo o valor encontrado de ¢, em (**), temos:

1 6 6
_C1_6'(_§):0:>_C1+§:O:>C1:§
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Por fim, substituindo os valores de c; e c,, obtemos a equacao:

6 1
— _,-t _ _ ,-6t
x(t)—Se ze

5.2 Circuitos elétricos

Equagoes diferenciais sdo fundamentais na analise de circuitos elétricos, como os
circuitos RLC, RL e RC, que modelam o comportamento de carga, corrente e tensao ao longo
do tempo. As leis de Kirchhoff e Ohm frequentemente levam a formulagdo de EDOs lineares
com coeficientes constantes.
Problema 5.2.1. Um circuito em série contém uma forca eletromotriz constante de 60 V, um
capacitor com C = 0,05 F e um resistor com R = 5 Q e carga inicial Q(0) = 0 C. . Encontre a
carga e a corrente no instante t.
Solucdo:

Para um circuito RC em série, a lei de voltagem de Kirchhoff diz que a soma da

queda de tensao ¢ igual a voltagem fornecida. Assim, temos

Q
RI + i E(t).
Uma vez que I = dQ/dt, essa equagdo se torna
R de + 1 Q = E(¢).
dt C
Substituindo os valores dados de R, C ¢ E(t), obtemos:
5 de +20Q =60
dt
ou ainda
dQ
— +t4Q=12
A EDO homogénea associada ¢ dada por:
dQ
. +4Q0 =0
cuja equagdo caracteristica é
A+4=0
e raiz
A =—4

Assim, a solu¢do da homogénea associada ¢ dada por

Qn(t) = cie ™.
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Como o termo ndo homogéneo ¢ uma constante, tentamos uma solugdo particular

da forma Q,(t) = k, k € R. Substituindo na EDO, temos

dk 12
E+4k=12=>0+4k=12=>4k=12=>k=T=>k=3.

Assim, a solugdo particular é:
Qp() = 3.
E dessa forma, a solucdo geral ¢ dada por:
Q) = Qu(®) + Qp(t) = cre™ +3.
Aplicando a condi¢ao inicial, Q(0) = 0, temos:
Q(0) =ce™*%+3
=c,e’+3
=c-1+3
=c +3
assim,
Q0)=0=c¢;+3=0=¢, =-3.
Por fim, substituindo o valor de c¢;, obtemos a carga no instante t:
Q(t) = —3e % + 3.
e a corrente no instante t
I()=0Q'(t) =(-3e™*+3) =-3-(—4)e ™ +0=12e""*.
Problema 5.2.2. Um circuito em série consiste em um resistor com R = 20 (), um indutor com
L =1 H, um capacitor com C = 0,002 F e um pilha de 12 V. Se a carga inicial e a corrente
inicial forem 0, encontre a carga e a corrente no instante t.
Solucgdo:
Para um circuito RLC em série, a lei de voltagem de Kirchhoff diz que a soma da

queda de tensao ¢ igual a voltagem fornecida. Assim, temos

dl Q
L—+ Rl +—==E(t).
dt TR C ©
Uma vez que I = dQ/dt, essa equagdo se torna
d%Q o 1
L—+R—+—=Q = E(t).
dt dt C ¢ ©
Substituindo os valores dados de L, R, C ¢ E(t), obtemos:
d*Q Qg 1
1E+ ZOE+WQ =12

ou ainda
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d’Q _ dQ
—+ 20—+ 500Q = 12
dt * dt * ¢
A EDO homogénea associada ¢ dada por:
d’Q dQ
—+20—+500Q =0
dt + dt + ¢

cuja equagdo caracteristica ¢ dada por
A%+ 201+ 500 = 0.

Determinando as raizes dessa equacgdo usado a formula de Bhaskara, temos:

L0t V202 —4-1-500 _ —20++/400 — 2000 20 +V—1600 _—20 + 40i

2-1 2 2 2
portanto
A=-10 % 20i
assim, temos 4; = —10 + 20i e 1, = —10 — 201, raizes complexas conjugadas da forma a +
bi, onde a = —1, e b = 20. Logo pelo Teorema 4.6, temos que a solu¢cdo da homogénea

associada ¢ dada por
Qn(t) = e 1% (¢, cos 20t + ¢, sen 20t).
onde ¢4, ¢, € R
Como o termo ndo homogéneo ¢ uma constante, tentamos uma solugdo particular

da forma Q,(t) = k, k € R. Substituindo na EDO, temos

d*k dk 12
E+ZOE+SOOI{=12=0+20-0+500k=12:500k=12=~k=%
portanto,
3
k = 5
Assim, a solucdo particular é:
3
Qy(t) = 125

E dessa forma, a solucdo geral ¢ dada por:

Q(t) = Qu(t) + Q,(t) = e 1% (c; cos 20t + ¢, sen 20t) + %

As condicdes iniciais sdo que a carga e a corrente sdo 0 no instante t = 0, isto &,

Q(0) =0¢eI(0) =Q'(0) = 0. Usando inicialmente Q(0) = 0, temos:

3
Q(0) = e™"%(c1 cos(20 - 0) + cp sen(20 - 0) + ==

_ L0 =
=e (c1c050+czsen0)+125
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3
—1(C11+C20)+E

=0 + ?5
assim,
3

QM0)=0=¢ 175

+ES:0:>C1:

desse modo, substituindo ¢; em Q(t), obtemos:

3
-10t
Q(t)=e ( 175 cos 20t + ¢, sen 20t) + 175

Para aplicar a segunda condi¢do, 1(0) = Q'(0) = 0, primeiro calculamos a

derivada de Q(t) em relacdo a t:

!

3 3
I t) = =10t | _ _— 2 2 > _
Q(®) [e ( T Cos 0t + ¢, sen 20t + o8

= _10e-10t _i
10e 125cos 20t + ¢, sen 20t

3
+e—10t (_E -20 - (—sen20t) + c, - 20 - cos 20t> +0

Q'(t) = e~10t [2 cos 20t — 10c, sen 20t + ﬂsen 20t + 20c, cos ZOt]
125 125

= —10t i E_
e 25+20c2 cos 20t + o5 10c¢, ) sen 20t

€ assim, temos:

Q'(0) =100 [(i + 20c2> cos(20 - 0) + (E — 10c2> sen(20 - 0)]

25 25
=eY [(i + 20c2> cos 0 + (E - 10(:2> sen O]
25 25
6 12
= 1-[(£+2062)-1+(£—1062)-0]
6
= E-l_ 20c¢,
logo,
' 6 6 6 3
Q (0) =0=>£+20C2 =O=>20C2 =—E$C2 = —%z _ﬁ'

Por fim, substituindo o valor de c¢,, temos que a carga no instante t ¢

3 3 3
— ,—10t | _ P —_—
Q(t) =e ( 75 €08 20t 750 sen20t> + 175

€ a corrente no instante t ¢
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I©) =0Q'(®
= g10t <£ + 20 - ( 3 )) cos 20t + <E —10- ( 3 )) sen ZOtI
\25 250 25 250
= e 10t (i—ﬂ) cos 20t + (12 0 )sen ZOt]
[\25 250 25 250
— 10t (i — i) cos 20t + (12 3 ) sen ZOt]
25 25 25 25

15
= g~ 10t (O cos 20t + —sen ZOt)
25
3
= 10t (O += z sen 20t>

3
= ge_wt sen 20t.

5.3 Sistemas analogos e modelos abstratos

Esta se¢do explora problemas que, embora possam nao ser explicitamente de
sistemas massa-mola ou circuitos elétricos, sao descritos por Equagdes Diferenciais Ordinarias
Lineares com Coeficientes Constantes e, portanto, podem ser resolvidos pelo método elementar.
Incluem-se modelos de movimento com resisténcia do meio e problemas funcionais abstratos.
Problema 5.3.1. Uma bola de massa m ¢ langada verticalmente para cima a partir da superficie
da Terra com uma velocidade inicial positiva v,. Assumimos que as forgas agindo na bola sejam
a forga da gravidade e a forca de resisténcia do ar com sentido oposto ao sentido do movimento
e com modulo p|v(t)], onde p ¢ uma constante positiva e v(t) é a velocidade da bola no instante
t. Tanto na subida quanto na descida, a forca total agindo na bola ¢ —pv — mg. (Durante a
subida, v(t) ¢ positiva e a resisténcia age para baixo; durante a descida, v(t) ¢ negativa e a

resisténcia age para cima.) Determine a velocidade no instante t.

Solucdo:
De acordo com a Segunda Lei de Newton, a equacdo de movimento ¢
dv
m—_ = —pv—mg.
Reorganizando, obtemos a EDO linear de primeira ordem com coeficientes constantes:
dv
m R + pv = —mg.
Dividindo por m temos:
dv p

—+—v=-—g.
dt m g
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A EDO homogénea associada ¢ dada por:

dv p
—+t—=v=
dt
cuja equagdo caracteristica ¢
1+Z =0
m
e raiz
p
A =——
! m

Assim, a solu¢do da homogénea associada ¢ dada por

_p,
v (t) = cpe m.
Como o termo ndo homogéneo ¢ uma constante (—g), tentamos uma solucdo

particular da forma v, (t) = k, k € R. Substituindo na EDO, temos

dk p p p myg
—t—k=—g=20+—k=—g=—k=—gqg=k=——.
dt+m g +m g m g p

Assim, a solu¢do particular é:
myg
Up (t) = - 7
E dessa forma, a solucdo geral ¢ dada por:
P, m
V(t) = va() + v, (£) = cyemt — 7‘9.

Aplicando a condi¢do inicial, v(0) = v, temos:

_p, mg
v(0) =cem ——
(0) 1 p
m
=cle°——g
mg
¢ 1-—2
! p
mg
=C4 ——
Yop
assim,

m m
v(0)=v0=>cl—7g=v0=>c1=vo+7g.

Por fim, substituindo o valor de ¢;, obtemos a equacgao horaria da velocidade
m > _p, mg
e m
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Problema 5.3.2. f ¢ uma func¢do definida em R tal que sua derivada segunda ¢ igual a diferenca
entre sua derivada primeira e ela propria. Determine f, sabendo ainda que f(0) = 0e f'(0) =
1.
Solucao:

A condic¢do do enunciado pode ser expressa como:

d’f _df

o

Reorganizando, obtemos a EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes

constantes:
d*f d
g
dx dx
cuja equagdo caracteristica ¢ dada por
—21+1=0.
Determinando as raizes dessa equacao usando a formula de Bhaskara, temos:
N (D +/(-1)2-4-1-1 1+V1-4 1+V-3 1++3i 1+\/§i
B 2-1 B 2 S22 2702
assim, temos raizes complexas conjugadas da forma a + bi, onde
1 V3
a==-eb=—.
2 2

Logo pelo Teorema 4.6, temos que a solugdo geral da EDO ¢ dada por

fx) = e%x (cl cos <§ x) + ¢, sen <E x))

2
onde ¢4, ¢, € R.

Aplicando a condi¢do inicial, f(0) = 0, temos:

f(0) = e%’o (cl cos (? . 0) + ¢, sen (? . 0))

=e%(c; cos0 + ¢, sen 0)
=1-(c;-14¢,-0)
=,
assim,
F(0)=0= ¢, = 0.

desse modo, substituindo ¢; em f(x), temos:

flx) = e%x <O - cos (? x> + ¢, sen <§x>) = cze%x sen (?x)
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Para aplicar a segunda condi¢do, f'(0) = 1, primeiro calculamos a derivada de f

em relacdo a x:
flx) = [cze%xsen<§x>l
e A
=, |=-e2" sen +e2” - —-cos|—x
2 2 2 2

=%cze% lsen<§x>+\/_co <\/§ )

2

€ assim, temos:

(0 = %Cze%'O [sen (? : 0) + /3 cos <\/7§ - O>l

1
= Eczeo(senO + V3 cos 0)

=1c2-1-(0+\/§-1)

2
1
=5¢z- V3
V3
= 7 CZ
logo,
: 3 2 2V3
Por fim, substituindo o valor de c,, obtemos a equacdo horaria da posi¢ao
2V/3 1 V3
f(x) = ——e2"sen <7x>

Problema 5.3.3. Um movel desloca-se sobre o eixo x com aceleragdo proporcional a diferenca
entre a velocidade e a posigdo. Determine a posi¢do x = x(t) do moével, supondo x"'(0) = 2,
x'(0)=1ex(0)=0
Solucdo:
A informag¢ao do enunciado pode ser expressa como:
x"'(t) = k[x'(t) — x(t)]
onde k € R ¢ a constante de proporcionalidade. Podemos determinar k a partir das condig¢des
inicias fornecidas: x''(0) = 2, x'(0) = 1 e x(0) = 0. De fato, para t = 0 temos:
x"(0) =k[x'(0)—x(0)]=2=k(1-0) =k =2.

Assim a EDO que descreve o movimento ¢
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d*x —> (dx )
az “\ar ¥

Reorganizando, obtemos a EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes

constantes:
& -2 & +2x =
dt? dt
cuja equacgdo caracteristica € dada por
A2—=21+2=0.

Determinando as raizes dessa equacao usado a formula de Bhaskara, temos:

_—(—Z)i\/(—z)2—4-1.2_zi\/4—8_2i\/—4_212i_1
B 2-1 B 2 2 2

A

g 8

assim, temos 4; = 1 +ie A, = 1 — i, raizes complexas conjugadas da forma a + bi, onde a =
1 e b = 1. Logo pelo Teorema 4.6, temos que a solugdo geral da EDO ¢ dada por
x(t) = et(c;cost + ¢, sent).
onde ¢;,c, € R.
Aplicando a condi¢do inicial, x(0) = 0, temos:
x(0) =e%c;cos0+ cysen0)
=1:-(c;-14c¢c,-0)
=c
assim,
x(0)=0=1c¢ =0.
desse modo, substituindo ¢; em x(t), temos:
x(t) =e'(0-cost+cysent) = et(0+ c,sent) = c el sent.
Para aplicar a segunda condi¢do, x'(0) = 1, primeiro calculamos a derivada de
x(t) em relacdo a t:
x'(t) = (cyetsent)’
= c,(etsent + et cost)
= c,ef(sent + cost)
€ assim, temos:
x'(0) = c,e°(sen0 + cos0)
=c,-1-(0+1)

xX(0)=1=c,=1.



Por fim, substituindo o valor de c;,, obtemos a equagao horaria da posi¢ao

x(t) = etsent.
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6 CONCLUSAO

Esta dissertacdo dedicou-se a explorar e validar um método alternativo para a
resolucdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias Lineares com Coeficientes Constantes,
rompendo com a dependéncia tradicional de pré-requisitos avangados do célculo, como
integracao e séries de poténcias. O problema central abordado foi a busca por uma abordagem
que permitisse o estudo dessas equagdes em etapas mais iniciais do aprendizado matematico,
ampliando o acesso a um campo de estudo de fundamental importancia.

Ao longo deste trabalho, demonstramos que a solu¢do geral das Equagdes
Diferenciais Ordinarias Lineares com Coeficientes Constantes pode ser obtida utilizando-se
exclusivamente de um resultado elementar do calculo diferencial: a propriedade de que uma
func¢ao derivavel em um intervalo aberto é constante se, e somente se, sua derivada ¢ nula. Esta
metodologia foi desenvolvida para EDOs de primeira, segunda e terceira ordens, abrangendo
casos com raizes reais distintas, raizes reais multiplas e o tratamento de raizes complexas
conjugadas sem o uso explicito de nimeros complexos no processo de derivagdo. A
aplicabilidade do método para ordens superiores, até¢ a ordem n, foi também brevemente
discutida. A eficicia e a versatilidade do método foram evidenciadas por meio de diversas
aplicacdes em problemas de modelagem da fisica como sistemas massa-mola e de circuitos
elétricos.

A principal contribuicdo deste estudo reside, portanto, na proposi¢do de uma
alternativa didatica para o ensino de Equagdes Diferenciais. Ao desmistificar a complexidade
propria do tema e torna-lo acessivel a alunos com uma base de calculo mais elementar, este
trabalho busca contribuir para a formagao de professores de matematica e para o ensino de
matematica em geral. A elaboragdao da sequéncia didatica para alunos do ensino médio em
turmas olimpicas de matematica, apresentada no Apéndice A, corrobora essa contribui¢ao
pedagdgica, oferecendo um recurso concreto para a implementagdo dessa abordagem em sala

de aula.
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APENDICE A - RECURSO EDUCACIONAL: SEQUENCIA DIDATICA SOBRE
EDOS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES PARA TURMAS
OLIMPICAS DO ENSINO MEDIO

1 INTRODUCAO AO PRODUTO EDUCACIONAL

Este apéndice apresenta uma sequéncia didatica desenvolvida especificamente para
introduzir o conceito e a resolugdo de Equagdes Diferenciais Ordinarias Lineares com
Coeficientes Constantes para alunos do ensino médio que participam de turmas olimpicas de
matematica. Essas turmas, por sua natureza e foco em aprofundamento, frequentemente ja
possuem contato com o conceito de derivadas, o que as torna o publico ideal para esta proposta.

Contrariando a abordagem tradicional, que exige vastos pré-requisitos de célculo
como integragdo, sequéncias e séries, esta sequéncia didatica baseia-se exclusivamente em um
resultado basico sobre derivadas: o fato de que uma funcao derivavel em um intervalo aberto ¢
constante se, e somente se, sua derivada € nula.

Essa premissa permite o acesso a um topico avangado de forma acessivel e intuitiva,
rompendo com a necessidade de abordar as EDOs apenas em semestres mais avangados do
curriculo universitario. O objetivo ¢ demonstrar a aplicabilidade do método elementar via
derivadas e estimular o raciocinio matematico para além do curriculo padrao, mostrando que ¢
possivel resolver completamente as EDOs em questio antes mesmo de estudar integragdo ou o
famoso teorema de Picard sobre existéncia e unicidade.

Publico-alvo: Alunos do ensino médio com conhecimentos solidos em calculo de
derivadas (incluindo regras bésicas de derivacdo) e algebra fundamental, que demonstrem
interesse em aprofundar seus conhecimentos em matematica ou estejam em preparacao para
olimpiadas de matematica.

Duragdo Sugerida: A sequéncia pode ser adaptada, mas sugere-se a distribui¢ao do
contetido em 4 a 6 aulas, ou modulos flexiveis, dependendo do ritmo de aprendizado da turma

e da profundidade desejada.
2 ESTRUTURA DA SEQUENCIA DIDATICA:
Moédulo 1: Revisando Derivadas e a Propriedade Fundamental

1.1. O Conceito de Derivada: Uma breve retomada intuitiva da derivada como taxa de variagao

instantanea e inclina¢do da reta tangente ao grafico de uma fungdo. Revisdo das notacdes:
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, dy ,
f (X), a € y

1.2. Regras de Derivagdo Essenciais: Abordagem das regras de derivagdo de fun¢des poténcia
(x™), soma, produto, quociente e cadeia, focando nas que serdo aplicadas as fungdes
exponenciais e trigonométricas.

1.3. A Propriedade da Fungdo Constante: Apresentacao detalhada da propriedade central do
método: "Seja f: I € R — R uma fungdo continua em um intervalo I. Se f'(x) = 0 para todo
x interior a I, entdo f(x) = k (uma constante) para todo x em [.”. Esta propriedade sera o
alicerce para a constru¢ao das solu¢des da EDOs.

1.4. Atividades Propostas: Exercicios praticos para consolidar a compreensdo da relacdo entre

a derivada nula e a constancia de uma fungao.
Médulo 2: EDOs de Primeira Ordem: A Base do Método Elementar

2.1. O que sao Equagdes Diferenciais Ordinarias?

Introducdo com exemplos simplificados de problemas do mundo real que podem
ser modelados por EDOs, como o crescimento populacional ou o decaimento radioativo, para
contextualizar a importancia do tema.

2.2. Resolvendo a EDO Homogénea de Primeira Ordem

dy
- =0
Tx + apy

e Apresentagdo da EDO e sua equacdo caracteristica.
e A Funcdo Auxiliar: Construgio da fungio auxiliar g(x) = e *f(x), onde 1, é a raiz
da equagdo caracteristica. Demonstrando que g'(x) = 0.
e Determinagio da Solugdo Geral: Derivacio da solugdo f(x) = c;e?* a partir da
constancia de g(x).
2.3. Exemplos e Aplicacdes Iniciais: Problemas simples que ilustram o método, como os
Exemplos 4.1 e 4.2 da dissertagdo, focando na logica de construcao da funcao auxiliar.
2.4. Atividades Propostas: Exercicios de resolu¢cdo de EDOs de primeira ordem utilizando a
metodologia da funcdo auxiliar.
Médulo 3: EDOs de Segunda Ordem: Raizes Reais
3.1. Introducao as EDOs de Segunda Ordem: Exploragao de modelos fisicos como o sistema

massa-mola sem atrito



66

3.2. A Equagdo Caracteristica e suas Raizes: Explicacdo de como a equagdo caracteristica
(22 + a1 + a, = 0) surge e como a natureza de suas raizes (reais, complexas) determina a
forma das solu¢des da EDO.
3.3. Caso de Raizes Reais Distintas (4; # 4,):
e Apresentacao da EDO homogénea de segunda ordem.
e Construcdo das Fungdes Auxiliares: Introdugdo didatica das fungdes auxiliares
(conforme o Teorema 4.1 da dissertacdo) que levam a constancia. Demonstragao passo
a passo de como cada fungdo auxiliar resulta em uma constante e, subsequentemente, a
solugdo geral
f(x) = c;etr* + ¢ ee*,
e Exemplo Pratico: Aplicagdo do método ao Exemplo 4.5 da dissertagdo (f"(x) —
f(x) = 0), detalhando a construcdo e o uso de g(x) e h(x).
3.4. Caso de Raizes Reais Multiplas (4; = 1,):
e Apresentagdo da EDO com raiz dupla.
e Discussao da forma da solucao
f(x) = (c1x + ¢)eM”
e a ideia por trds das fungdes auxiliares utilizadas (Teorema 4.2 da dissertagdo),
adaptada para o nivel do ensino médio.
3.5. Atividades Propostas: Exercicios de resolu¢ao de EDOs de segunda ordem com raizes reais
(distintas e multiplas), incentivando os alunos a reproduzir o processo de constru¢do das
fungoes auxiliares.
Moédulo 4: EDOs de Segunda Ordem: Raizes Complexas (Abordagem Real)
4.1. Raizes Complexas Conjugadas em EDOs Reais
e Explicagdo que, para EDOs com coeficientes reais, raizes complexas da equagao
caracteristica sempre aparecem em pares conjugados (a + bi).
4.2. Obtendo Solugdes Trigonométricas
e Demonstracdo de como as fung¢des auxiliares podem ser construidas para resultar nas
solugdes reais
e (cy cos bx + ¢, sen bx)
diretamente, sem a necessidade de recorrer explicitamente a nimeros complexos no

processo de derivagao.
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4.3. Exemplo Chave: Aplicacio do método aos Exemplos 4.3 e 4.4 da dissertacao
(f"(x) + f(x) = 0), mostrando a derivacao das solugdes trigonométricas.

4.4. Atividades Propostas: Resolucdo de EDOs de segunda ordem que geram raizes complexas
conjugadas, com foco na aplicacio do método para obter as solucdes trigonométricas
correspondentes.

Modulo 5: Desafios e Aplicagdes para Olimpiadas

5.1. Problemas de Modelagem Simplificados: Exercicios que envolvem a tradugdo de cendrios
fisicos ou de outras areas (por exemplo, sistemas elétricos RLC simplificados) em EDOs
lineares, com o foco na formulacdo da EDO e na subsequente aplicagdo do método elementar
para encontrar a solugao.

5.2. Problemas Desafio (Estilo Olimpiada): Selecao de problemas que, embora possam nao ser
explicitamente de EDOs em sua formulagdo original, podem ser resolvidos de forma elegante
utilizando os principios do método elementar, exigindo um raciocinio criativo na identificacao
ou construcao de fungdes auxiliares.

5.3. Discussdo e Generalizagdo Qualitativa: Uma breve discussdo sobre como a légica do
método pode ser estendida para EDOs de ordem superior, reforcando a unificagdo e

sistematicidade da abordagem.

3 ORIENTACOES PEDAGOGICAS PARA O PROFESSOR:

e Linguagem Acessivel e Rigor: Priorizar uma linguagem didatica e objetiva, adaptada ao
nivel dos alunos de turmas olimpicas, sem comprometer o rigor matematico essencial.

e FEnfase na Intuicdo: Incentivar a compreensdo intuitiva por trds da construcdo das
fungdes auxiliares e da propriedade da derivada nula.

e Visualizacdes: Recomenda-se o uso de recursos visuais (graficos, simulagdes simples)
para ilustrar o comportamento das solu¢des e os conceitos subjacentes.

e Atividades Praticas: Aulas expositivas devem ser complementadas com a resolugao de
diversos exemplos e a proposicao de exercicios para que os alunos apliquem ativamente
o método.

e Estimulo a Curiosidade: Promover discussdes que conectem as EDOs com fenomenos

do cotidiano ou problemas.



