UNIVERSIDADE EERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

FRANCISCO NAIRON MARQUES

EQUACOES DIFERENCIAIS APLICADAS AS BIOCIENCIAS

FORTALEZA
2025



FRANCISCO NAIRON MARQUES

EQUACOES DIFERENCIAIS APLICADAS AS BIOCIENCIAS

Disserta¢do apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica em Rede Nacional,
do Centro de Ciéncias da Universidade Federal
do Ceara, como requisito parcial a obtengao do
titulo de mestre em Matematica. Area de
Concentragdo: Matematica na Educacao Bésica.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo.

FORTALEZA
2025



Dados Internacionais de Catalogagiio na Publicagio
Universidade Federal do Ceara
Sistema de Bibliotecas
Gerada automaticamente pelo moédulo Catalog, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

M317e¢  Marques, Francisco Nairon.
Equacdes diferenciais aplicadas as biociéncias / Francisco Nairon Marques. — 2025.

111 £, : il. color.

Dissertagéio (mestrado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matematica, Programa de Pos-Graduacio em Matematica em Rede Nacional, Fortaleza, 2025.
Orientacdo: Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo.

1. Equagdes diferenciais. 2. Modelagem matematica. 3. Biociéncias. L. Titulo.
CDD 510



http://www.biblioteca.ufc.br/servicos-e-produtos/1137-elaboracao-de-ficha-catalografica
http://www.fichacatalografica.ufc.br/

FRANCISCO NAIRON MARQUES

EQUACOES DIFERENCIAIS APLICADAS AS BIOCIENCIAS

Disserta¢do apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo em Matematica em Rede Nacional,
do Centro de Ciéncias da Universidade Federal
do Ceara, como requisito parcial a obtengao do
titulo de mestre em Matematica. Area de
Concentragao: Matematica na Educacao Basica.

Aprovada em: 08/08/2025.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo (Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Marcos Ferreira de Melo
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Carlos Augusto David Ribeiro
Universidade Federal do Delta do Parnaiba (UFDPar)



A Deus.
Aos meus pais, Antonio e Eliane, a minha
esposa Elinete e ao meu filho Heitor, motivos

de toda a minha dedicagao.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pelo dom da vida e por ter concedido forca e saude, ajudando a

superar todos os desafios que me levaram a concluir o curso de mestrado.

Agradeco a minha esposa Elinete, por todo suporte e incentivo aos estudos que me

permitiram concluir este curso e a toda minha familia por sempre acreditarem no meu potencial.

Aos colegas de turma, por todo o apoio, parcerias e colaboragdao para que todos

viessem a concluir o curso de mestrado.

Aos excelentes professores do PROFMAT da UFC, em especial ao Prof. Dr.

Marcelo Ferreira de Melo, pela orientagdo na construcao deste trabalho cientifico.

Aos participantes da banca examinadora, Prof. Dr. Carlos Augusto David Ribeiro e

Prof. Dr. Marcos Ferreira de Melo, pelo tempo dedicado a leitura e avaliagdo deste trabalho.



“Talvez a aplica¢do mais importante do calculo
sejam as equagOes diferenciais. Quando
cientistas fisicos ou cientistas sociais usam
calculo, muitas vezes o fazem para analisar uma
equagdo diferencial que tenha surgido no
processo de modelagem de algum fendmeno

que eles estejam estudando” (Stewart, 2013, p.

555).



RESUMO

Este trabalho tem como finalidade investigar o uso de equagdes diferenciais como instrumentos
de modelagem matemadtica aplicados a fendmenos bioldgicos, com foco na elaboragdo de
propostas didaticas para o Ensino Médio. A justificativa reside na necessidade de um ensino de
matematica mais contextualizado e significativo, em consonancia com as diretrizes da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), que incentiva a articulagdo entre diferentes areas do
conhecimento. A metodologia adotada parte de um estudo tedrico aprofundado sobre equacdes
diferenciais e sua aplicagdo em biociéncias, bem como dos fundamentos pedagoégicos da
Modelagem Matematica. Como resultado, este estudo culmina na elaboragcdo de um produto
educacional composto por trés sequéncias didaticas detalhadas, abordando os temas de
concentracdo de medicamentos, crescimento populacional e o sistema predador-presa. Tais
sequéncias utilizam tecnologias digitais como o Geogebra e planilhas eletronicas para promover
uma abordagem investigativa e visual. Conclui-se que a introducdo de topicos do calculo
diferencial no Ensino Médio, por meio da modelagem, ¢ uma abordagem vidvel e produtiva,
que atende as demandas da BNCC por um ensino interdisciplinar. A metodologia permite que
os estudantes assumam um papel ativo na constru¢do do conhecimento, desenvolvendo
competéncias essenciais ao transformar dados em modelos e analisar criticamente a

plausibilidade dos resultados.

Palavras-chave: equagdes diferenciais; modelagem matematica; biociéncias.



ABSTRACT

This work aims to investigate the use of differential equations and systems of differential
equations as mathematical modeling tools applied to biological phenomena, with a focus on
developing didactic proposals for High School. The justification lies in the need for a more
contextualized and meaningful mathematics education, in line with the guidelines of the
National Common Curricular Base (BNCC), which encourages the articulation between
different areas of knowledge. The adopted methodology is based on an in-depth theoretical
study of differential equations and their application in biosciences, as well as the pedagogical
foundations of Mathematical Modeling. As a result, this study culminates in the development
of an educational product composed of three detailed didactic sequences, addressing the topics
of drug concentration, population growth, and the predator-prey system. These sequences use
digital technologies such as GeoGebra and electronic spreadsheets to promote an investigative
and visual approach. It is concluded that introducing topics from differential calculus in High
School, through modeling, is a viable and productive approach that meets the demands of the
BNCC for an interdisciplinary education. The methodology allows students to take an active
role in the construction of knowledge, developing essential competencies by transforming data

into models and critically analyzing the plausibility of the results.

Keywords: differential equations; mathematical modeling; biosciences.
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1 INTRODUCAO

A Matematica, em sua esséncia, ¢ uma linguagem poderosa para descrever, modelar
e prever a dinamica do mundo natural. Dentre suas mais ricas ferramentas, as equagdes
diferenciais destacam-se pela capacidade de representar fendmenos que envolvem taxas de
variagdo, sendo fundamentais para as biociéncias. As equacdes diferenciais podem ser
empregadas em modelos que representam o crescimento populacional, a disseminagdo de
doengas infecciosas, a interacao entre espécies e diversos outros fendmenos biologicos. Sobre

aplicagdo da matematica na biologia e biociéncias no geral Stewart e Day (2015) afirmam que

a biologia matemadtica teve um desenvolvimento lento, provavelmente devido
a complexidade das estruturas de processos bioldgicos. Nas ultimas décadas,
porém, o campo floresceu. [...] O escopo das aplicagdes matemadticas a
biologia ja ¢ enorme, tendo levado a importantes insights que revolucionaram
nossa compreensdo dos processos biologicos e geraram novos campos de
estudo (Stewart e Day, 2015, p. 34).

Apesar de sua vasta aplicabilidade, conceitos sobre equagdes diferenciais sao
tradicionalmente abordados apenas no Ensino Superior, criando uma lacuna entre a matematica
escolar e suas mais impactantes aplicagdes, entre elas as aplicagdes as biociéncias. Levando o
estudo de equacdes diferenciais a educagdo bdasica os estudantes podem reconhecer a
matematica como uma linguagem cientifica capaz de representar situagdes reais de maneira
quantitativa e dindmica.

A justificativa para a escolha deste tema reside na crescente necessidade de um
ensino de matematica mais contextualizado e significativo, em consonancia com as diretrizes
da Base Nacional Comum Curricular (BNCC). A BNCC incentiva a articulacdo entre diferentes
areas do conhecimento e o desenvolvimento de competéncias como a construcao e interpretagao
de modelos matematicos para analisar criticamente fendmenos naturais e sociais. Ao explorar
temas como crescimento populacional, farmacocinética e interacdes ecoldgicas, esta
dissertagdo responde a essa demanda, buscando transformar a percep¢ao da matematica de uma
disciplina puramente abstrata para uma ferramenta viva e essencial para a compreensao da
biologia.

Diante disso, o objetivo geral deste trabalho ¢ investigar o uso de equagdes
diferenciais e sistemas de equagdes diferenciais como instrumentos de modelagem matematica
aplicados a fenomenos bioldgicos, com foco em praticas didaticas que favoregam a

aprendizagem no Ensino Médio. Busca-se, com isso, elaborar e apresentar propostas



16

metodoldgicas que favorecam a compreensdo desses contetidos, por meio de sequéncias
didaticas que envolvam o uso de tecnologias digitais, a analise de dados reais e a construgao de
modelos matematicos contextualizados. Assim, os estudantes poderdo explorar com
profundidade e significado, conceitos matematicos complexos em contextos bioldgicos
relevantes.
Para alcangar este fim, foram tragados os seguintes objetivos especificos:
e Analisar os fundamentos pedagogicos da Modelagem Matematica e da
interdisciplinaridade no contexto da educagao basica brasileira;
e Estudar os conceitos tedricos de equagdes diferenciais e sistemas de equagdes
diferenciais, com foco nos modelos mais relevantes para as biociéncias;
e Resolver EDO’s por métodos analiticos e numéricos, com ou sem apoio de softwares;
e Elaborar um produto educacional, na forma de sequéncias didaticas, que traduza a teoria
matematica estudada em atividades praticas, investigativas e acessiveis para estudantes
do Ensino Médio.

Portanto, o objeto de pesquisa desta dissertagdo € o processo de transposi¢ao
didatica de topicos do calculo diferencial para a educagdo basica, utilizando a modelagem
de fendmenos bioldgicos como elemento mediador. Para isso, o trabalho esta estruturado da
seguinte forma: o Capitulo 2 estabelece a fundamentagao pedagdgica que ancora a proposta.
Os Capitulos 3 e 4 se dedicam ao desenvolvimento do arcabouco matematico sobre
equagoes diferenciais e sistemas, respectivamente. O Capitulo 5 apresenta o produto
educacional, detalhando trés sequéncias didaticas. Por fim, o Capitulo 6 tece as
consideracdes finais, sintetizando os resultados e apontando caminhos para futuras

pesquisas.
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2 MODELAGEM MATEMATICA E INTERDISCIPLINARIDADE NO ENSINO
MEDIO

A educacdo matematica contemporanea busca, cada vez mais, romper com a
abordagem tradicional baseada exclusivamente na resolu¢do mecanica de exercicios, buscando
o desenvolvimento de uma aprendizagem significativa, onde o estudante ¢ capaz de agir de
maneira critica a partir de estimulos da realidade e interferir positivamente nesta realidade.
Sobre aprendizagem significativa, Almeida (2013, p. 36) & diferencia de outras, afirmando que

A aprendizagem significativa ocorre quando a tarefa de aprendizagem implica
relacionar, de forma néo arbitraria e substantiva (ndo literal), uma nova informagéo a
outras com as quais o aluno ja esteja familiarizado, e quando o aluno adota uma

estratégia correspondente para assim proceder (Ausubel ef al., 1980 apud Almeida et
al, 2013, p. 36).

Nesse contexto, a interdisciplinaridade surge como uma estratégia pedagogica
fundamental para promover essa aprendizagem significativa, conectando o conhecimento
matematico a outras areas do saber e ao cotidiano dos estudantes. O conceito de
interdisciplinaridade ¢ bastante difuso no meio educacional, entretanto apresenta diferentes
conceitos e acepgoes, inclusive com confusdes no que diferencia interdisciplinaridade,
transdisciplinaridade e multidisciplinaridade. Como nosso foco ndo estd em estudar estas
abordagens metodologicas a fundo, ficaremos com concepcao ampla trazida por Tomaz e David
(2021) que entende interdisciplinaridade escolar como qualquer forma de combinagdo entre
duas ou mais disciplinas com vista a compreensdo de um objeto a partir da confluéncia de
pontos de vista diferentes e tendo como objetivo final a elaboragdo de uma sintese relativamente
ao objeto comum (Pombo, 1994 apud Tomaz; David, 2021, p. 14).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) refor¢a a importancia de praticas
pedagdgicas que valorizem a interdisciplinaridade e o uso da matemética em contextos reais. A
BNCC traz como uma das competéncias a serem desenvolvidas: Utilizar estratégias, conceitos
e procedimentos matemadticos para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza ¢ Humanas, das questdes
socioecondmicas ou tecnologicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para
uma formacao geral (Competéncia Especifica 1 de Matematica para o Ensino Médio).

O desenvolvimento dessa competéncia especifica, que é bastante ampla, pressupde
habilidades que podem favorecer a interpretacdo e compreensao da realidade pelos

estudantes, utilizando conceitos de diferentes campos da Matematica para fazer
julgamentos bem fundamentados (Brasil, 2017, p. 532).
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Entre as possibilidades de articulagdo da matemdtica com outas disciplinas,
destacam-se as ciéncias biologicas, que possibilita uma abordagem integrada de conceitos
fundamentais de ambas as areas. Ao explorar temas como o crescimento populacional, a
propagacao de epidemias e a dindmica dos ecossistemas, os educadores podem utilizar modelos
matematicos para simular e prever fendmenos bioldgicos, promovendo uma aprendizagem mais
significativa e contextualizada.

Sobre os modelos matematicos a BNCC aborda o tema na competéncia especifica
3 de matematica do ensino médio, que diz que os estudantes devem “Utilizar estratégias,
conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequagdo das solucdes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.” Assim a
BNCC estimula a utilizagdo de Modelagem Matematica em sala de aula. Sobre Modelagem
Matematica, Almeida et al, entende que

uma atividade de Modelagem Matematica pode ser descrita em termos de uma
situagdo inicial (problematica), de uma situacdo final desejada (que representa uma

solugdo para a situagdo inicial) ¢ de um conjunto de procedimentos e conceitos
necessarios para passar da situacdo inicial para a situagao final (Almeida et al, 2013,

p. 12).

Essa abordagem nao apenas fornece uma oportunidade para os estudantes aplicarem
conceitos matematicos a problemas reais, mas também os incentiva a pensar criticamente € a
desenvolver solucdes criativas e fundamentadas. Ao delinear uma atividade de modelagem
como composta por uma situagdo inicial problematica, uma situacdo final desejada e os
procedimentos para conectar ambas, enfatiza-se a importancia de uma aprendizagem ativa e
participativa. Este processo reflete a propria esséncia da interdisciplinaridade, integrando
conhecimentos matematicos com outras areas € promovendo uma visdo mais ampla e

contextualizada do mundo.

2.1 Matematica e a descricdo de crescimentos populacionais

No ensino de Fungdes, por exemplo, em que ha necessidade de compreender o
comportamento de varidveis ao longo do tempo, ¢ possivel combinar Matematica e as
biociéncias, ao incorporar temas como crescimento populacional, propaga¢ao de epidemias,
dindmica de ecossistemas e metabolismo celular, entre outros. Assim, o professor pode utilizar

a modelagem como estratégia para tornar os conteildos mais acessiveis e contextualizados.
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Exemplificando, podemos considerar a evolugdo no tamanho da populagido de
bactérias. As bactérias normalmente se reproduzem por biparticdo, um processo no qual uma
célula se divide em duas idénticas, resultando em um crescimento exponencial da populagao
em condic¢Oes ideais. Esse fendmeno pode ser modelado matematicamente para descrever o
comportamento populacional ao longo do tempo. Por meio desse tipo de modelagem, € possivel
compreender como fatores ambientais, como disponibilidade de nutrientes, temperatura e
presenca de inibidores, influenciam o crescimento bacteriano. Tais modelos podem fornecer
percepgoes valiosas ndao apenas para prever o comportamento da populacao, mas também para
tomar decisdes em contextos praticos, como na industria alimenticia, no controle de infecg¢des
e na biotecnologia.

Como exemplo pratico a ser desenvolvido em sala de aula considere a seguinte
situacdo. Se determinada colonia de bactérias, com populacdo inicial py, dobra seu tamanho a
cada hora, entdo a sua populagdo p(t) ¢é determinada pela expressdo p(t) = po - 2%, onde 1 é
medido em horas, ¢ t = 0 representa o instante em que a populagdo € p,.

O exemplo dado ¢ bem simples e traz dados ficticios para facilitar a montagem do
modelo. Em uma situa¢do mais elaborada, considere o crescimento de uma populagdo de
leveduras, organismos unicelulares usados na producao de alcool e panificacdo. Pesquisadores
coletaram dados da Tabela 1, medindo o tamanho da populagdo de leveduras cultivada em

cultura liquida (individuos por ml de cultura) em diferentes momentos (horas).

Tabela 1 — Populagdo de leveduras no decorrer do tempo
Tempo | Tamanho da Pop. | Tempo | Tamanho da Pop. | Tempo | Tamanho da Pop.

(h) (x 105 /ml) (h) (x 105 /ml) (h) (x 105 /ml)
0 0,20 12 76,00 24 220,00
1 0,33 13 115,00 25 200,00
2 0,50 14 160,00 26 180,00
3 1,10 15 162,00 27 213,00
4 1,40 16 190,00 28 210,00
5 3,10 17 193,00 29 210,00
6 3,50 18 190,00 30 220,00
7 9,00 19 209,00 31 213,00
8 10,00 20 190,00 32 200,00
9 25,40 21 210,00 33 211,00
10 27,00 22 200,00 34 200,00
11 55,00 23 215,00 35 208,00

Fonte: Stewart e Day (2015, p. 420).

Observe que embora as medi¢des tenham sido realizadas em intervalos de 1 hora,

as leveduras se reproduzem quase continuamente. Outro ponto ¢ que diferentemente do
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primeiro exemplo apresentado, ndo se pode inferir uma taxa de crescimento constante apenas
observando a tabela, pois variacdo no numero de leveduras em cada intervalo de tempo ndo ¢

constante. O grafico a seguir mostra a dispersao dos dados nos momentos iniciais.

Figura 1 — Dispersao de dados da Tabela 1
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Fonte: elaborado pelo autor.

Neste exemplo, determinar a lei de formacdo de um modelo matematico que
descreva a populagao de leveduras em fung¢do do tempo se tornou complexo. Algebricamente
pode ser resolvido assumindo que cada célula de levedura individual produz descendentes a
uma taxa constante [5. Assim, a taxa total de producdo de descendentes (isto é, a taxa total de
natalidade) no tempo z ¢ Bp(t), onde p(t) ¢é o numero de células de levedura presentes em
hora t. Da mesma forma, suponha que a taxa total de perda de células de levedura por morte
no tempo ¢ seja up(t), onde p ¢éuma taxa de mortalidade constante por célula individual.

Assim, a taxa de variagdo do nlimero de células de levedura no tempo ¢ ¢ dada por
Bpo(t) — up(t) . E como a taxa de variagdo de p(t) ¢é dada por sua derivada com relagdo a t,

temos que:

d
% = Bp() — up(t) = (B — wp(t)

Fazendo r = 8 — u, obtemos

dp(t) _
7 = T'p(t) (21)

dp(t) 1 : 2 i
el oot ouseja, r ¢ ataxa de crescimento per

Da equacgdo (2.1) temos que 7 =

. . . ) . (d o
capita, pois, essa constante ¢ a taxa de crescimento da populacdo (%t)) dividida pelo

tamanho da popula¢ao (p(t)).



21

A equacdo (2.1) envolve a fun¢do desconhecida p(t) juntamente com sua primeira
derivada, configurando assim uma equagdo diferencial. Neste contexto, o tamanho da
populagdo ¢ a variavel dependente p, enquanto o tempo ¢ a varidvel independente t. Esta
equacdo diferencial indica que a taxa de variagdo do tamanho da populagdo de leveduras, em
qualquer momento, é proporcional ao préprio tamanho da populacao naquele instante. Em
sintese, a taxa de reprodug¢ao de cada individuo na populagao € constante e corresponde ao valor
de r.

Biologicamente, se a taxa de natalidade ¢ maior que a taxa de mortalidade entdo a
populacdo de leveduras aumentara, logo r > 0. Por outro lado, se a taxa de natalidade é menor
que a taxa de mortalidade, teremos r < 0.

Para resolvermos o problema de encontrar o modelo matematico que represente a
populacao das leveduras precisamos resolver a equacao 1, explicitando a fungdo p(t), que sera
a solugdo da equacdo diferencial. Assim, devemos encontrar uma fun¢ao cuja derivada € igual
a propria func¢do, multiplicada por uma constante, r. Essa caracteristica é propria das fungdes
exponenciais, assim podemos ver que p(t) = c-e™ satisfaz a equagdo (2.1), onde ¢ ¢é uma
constante real. Para mostrar que de fato isto ocorre veja que, pela regra da cadeia,

p(t)=c(r-e™)
p(t)=r(c-e™)
p(t)=r-p(t)
Para obter o valor de ¢, fagamos t = 0. Dai
p(0)=c-e®=0,2
c=0,2

Uma maneira de determinar um valor adequado para r € analisar o fator de

crescimento da populacdo de leveduras durante um periodo fixo. Por exemplo, na primeira hora,

a populacao de leveduras aumentou por um fator de
0,33
0,2

= 1,65

Por outro lado, de acordo com o modelo, o fator pelo qual se prevé que esta populagdo tera
crescido ¢

p(1) c-e™
p(O) T cee’0 €

Assim, uma escolha razoavel para seria a solucdo da equagdo e” = 1,65. Ou seja, r =
In1,65 = 0,5. Assim, nosso modelo ¢é

p(t) = 0,2-e%%
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Em um trabalho em aulas no ensino médio a ferramenta Geogebra! pode ser
utilizada para a resolu¢do do problema, iniciando pela plotagem dos pontos que relacionam
tempo e populacao de leveduras em um sistema cartesiano (Figura 2). De fato, os dados das
medigdes iniciais sugerem que a populagdo de leveduras apresenta um crescimento exponencial,
como pode ser visto nas figuras 1 e 2. Assim, usando uma fun¢io do tipo p(t) = c-e't,
podemos determinar uma fung¢do que represente bem os dados inicialmente, ajustando os

valores das contantes ¢ e r, conforme a imagem a seguir.

Figura 2 — Construgdo do grafico de uma fungdo exponencial utilizando
controles deslizantes no Geogebra
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Fonte: elaborado pelo autor.

O grafico da funcdo p(t) = 0,2-e%5¢ representa bem os pontos iniciais do
grafico de dispersdo, nas primeiras 13 horas. Entretanto uma fun¢do exponencial tem
crescimento constante, o que nao condiz com evolugdo da populacao de leveduras apresentadas.
Isso ocorre por questdes biologicas, pois & medida que a populagdo aumenta, podemos esperar
que a aglomeragdo e o esgotamento dos recursos fagam com que a taxa de crescimento per
capita diminua. Assim, a taxa de crescimento da populacdo de leveduras neste experimento
varia de acordo com o tamanho da popula¢do. Podemos calcular a taxa de crescimento em cada

instante utilizando o método de diferenca finita centrada, temos que

! Software de matematica dinAmica que combina geometria, dlgebra, estatistica, calculo e graficos em uma tnica
plataforma.
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dp(t) p(t+1)—-p(t—1)
dt 2
Logo, a taxa de crescimento per capita da populagao de leveduras sera dada por
_dp®) 1 p@+DH-pt-1)
dt  p(t) 2p(t)

A tabela a seguir apresenta a taxa de crescimento per capita para cada tamanho da populagao.

Tabela 2 — Populacdo de leveduras e sua taxa de crescimento per capita.
Tamanho da Pop. R Tamanho da Pop. R Tamanho da Pop. R

(x 10° /ml) (x 10° /ml) (x 108 /ml)

0,20 - 76,00 0,395 220,00 -0,034
0,33 0,455 115,00 0,365 200,00 -0,100
0,50 0,770 160,00 0,147 180,00 0,036
1,10 0,409 162,00 0,093 213,00 0,070
1,40 0,714 190,00 0,082 210,00 -0,007
3,10 0,339 193,00 0 210,00 0,023
3,50 0,843 190,00 0,042 220,00 0,006
9,00 0,361 209,00 0 213,00 -0,047
10,00 0,820 190,00 0,003 200,00 -0,005
25,40 0,335 210,00 0,024 211,00 0

27,00 0,548 200,00 0,013 200,00 -0,008
55,00 0,445 215,00 0,047 208,00 -

Fonte: elaborado pelo autor.

Observe que de fato a taxa de crescimento decai a medida que a populacao cresce.
Utilizando regressdo linear, a partir dos dados da tabela 2 ¢ possivel mostrar que a taxa de
crescimento per capita da populacdo de leveduras (R) varia em fun¢do do tamanho da populacao
de acordo com a equagao

R = 0,59 — 0,0028p

Dai,
dp(t) 1
LI — _ 2
RO 0,59 — 0,0028p(t)
Logo,
dp
=7 = (0,59 - 0,0028p)p (2.2)

Esse tipo de crescimento populacional é conhecido como crescimento logistico. E
na educacao basica pode ser modelado utilizando as ferramentas de regressao disponiveis em
softwares, como no caso do Geogebra. O grafico a seguir foi construido utilizando regressao

logistica nesta ferramenta, onde encontramos que a funcao
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206,3883
1+ 3408,4769¢-0.6447¢

pt) = (2.3)

descreve a variacao populacional das leveduras.

Figura 3 — Grafico de regressao logistica para a populagao de leveduras
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Fonte: elaborado pelo autor.

Nos modelos de crescimento logistico a taxa de crescimento ¢ dada em fungao de
p por R(p)=r—ap, a<0, onde r é a taxa de crescimento quando p = 0. Assim,

seguindo a equagdo (2.1), temos que

dp
7¢ = (r—ap)p
Pondo r evidéncia e fazendo k = 2
% =r(l- %p)p
- (1-2) 2.4)
dt k

Observe que quando p = k a derivada serd nula, indicando que a populagdo para de crescer a
partir desse valor. Biologicamente, a constante k representa a capacidade de suporte do
ambiente, a populacdo méxima.

Deste ultimo exemplo de modelagem vemos que as equagdes diferenciais sao muito
uteis na descri¢do de problemas reais, permitindo descrever matematicamente a taxa de
variacao de certas quantidades em funcao do tempo.

As equagdes diferenciais, ao serem aplicadas a fendmenos biologicos, possibilitam

que o aluno compreenda ndo apenas o comportamento pontual de um sistema, mas também sua
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evolucdo ao longo do tempo. Essa abordagem ndo apenas contribui para a formagao cientifica
do aluno, mas também desenvolve a sua capacidade de analisar criticamente informagoes,
especialmente em tempos de disseminacao rapida de dados, como no caso da pandemia de
COVID-19. Nas secdes seguintes estudaremos mais sobre equagdes diferenciais, como no caso

da equagdo (2.4).
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS

As equagOes diferenciais sdo ferramentas fundamentais na modelagem de
fendmenos dinamicos, ou seja, de processos que evoluem no tempo ou em relagdo a alguma
outra variavel independente. De modo geral, uma equacdo diferencial ¢ uma equacdo que
relaciona uma fung¢do desconhecida com suas derivadas, ou seja, a incognita ¢ uma fungao. Esse
tipo de equacdo expressa, portanto, como uma quantidade varia em relacdo a outra —
frequentemente o tempo — permitindo prever o comportamento futuro de sistemas a partir de

dp(t)
t

suas condigdes iniciais. A equacao =1rp(t), ¢ um exemplo de equagdo diferencial

comumente usada para modelar crescimento populacional em situa¢des ideias (com recursos
naturais ilimitados).
Formalmente, uma equacao diferencial pode ser representada na forma:

dy _
=)

em que y(t) ¢ a funcdo desconhecida, t ¢ a varidvel independente (em geral o tempo), e
f(t,y) ¢ uma fun¢do dada que descreve a taxa de variacdo de y. Quando a equacdo envolve
apenas derivadas ordindrias (e ndo derivadas parciais), diz-se que se trata de uma equagao
diferencial ordindria (EDO).

O estudo de equagdes diferenciais ¢ essencial em diversas dreas do conhecimento,
sobretudo nas ciéncias bioldgicas e da saude, pois muitos processos naturais envolvem
mudangas ao longo do tempo. Entre os exemplos mais relevantes destacam-se:

e Crescimento populacional: o0 modelo de Malthus, que considera a taxa de crescimento
. | ~ . ~ dp . ~
proporcional a populagdo atual e pode ser descrito pela equacao = = TP cuja solucao

apresenta crescimento exponencial. J& o modelo logistico incorpora o conceito de
capacidade de suporte ambiental e € representado por % =7rp (1 - 2), onde k ¢ a
capacidade maxima do ambiente. Ambos os modelos foram vistos na se¢ao anterior.

e Propagacdo de doencas infecciosas: modelos epidemioldgicos como os descritos
equacdes de Kermack-McKendrick (Exemplo 4.3) utilizam sistemas de equagdes
diferenciais para descrever como uma doenga se espalha e diminui ao longo do tempo
em uma populacao.

e Reagdes bioquimicas: a cinética de reacdes enzimdticas também pode ser modelada por
equagoes diferenciais, fornecendo informagdes sobre a velocidade das reacdes e as

concentracoes de substancias.



27

Sobre equagdes diferenciais, Stewart e Day (2015), afirmam que

uma das aplica¢des mais importantes do calculo € para equacdes diferenciais. Uma
grande variedade de processos biologicos pode ser modelada usando equagdes
diferenciais, e tais equagdes forneceram enorme percepc¢ao sobre nossa compreensao
da dinamica dos organismos vivos — como individuos e populagdes mudam ao longo
do tempo (Stewart; Day, 2015, p. 420)

Assim, as equagdes diferenciais fornecem um elo entre teoria e observagao”. Esse
elo ¢ o que torna esse tema tao relevante no contexto educacional, sobretudo quando se busca
contextualizar o ensino de matematica no ensino médio por meio de situagdes reais e
interdisciplinaridade.

A compreensdo dos conceitos iniciais de equagdes diferenciais pode ser facilitada
com o uso de recursos tecnologicos, como simuladores e soffwares matematicos, que permitem
a visualizagdo grafica do comportamento das solugcdes em tempo real. Essa abordagem
contribui significativamente para o desenvolvimento da intui¢do matematica dos alunos e para
o fortalecimento do raciocinio logico.

Dessa forma, o estudo das equagdes diferenciais no ensino basico, quando abordado
de forma contextualizada e interdisciplinar, pode ndo apenas enriquecer a formagao dos
estudantes, como também promover um ensino mais envolvente e alinhado as demandas

contemporaneas da educagdo cientifica.

3.1 Solucio de uma Equacao Diferencial

A solucao de uma equagdo diferencial ¢ uma fungdo que, quando substituida na

equacdo, produz uma igualdade. Por exemplo, y(t) = et — 2 é uma das solugdes da equagio

Z—Jt] = 2 + y(t). Para verificarmos isso, substituimos a fun¢do no lada esquerdo da equacdo, o
que nos da
dp d
t t
—=—(e"—2)=ce
dt dt ( )

Substituindo no lado direito temos
2+ (et —2)=¢€t
Como os lados direito e esquerdo resultam na mesma expressdo, temos que a fungdo
y(t) = et — 2 ¢é solugdo da equacio.
Observe que y(t) =Ce®—2, com C € R também ¢ solugio da equagdo
diferencial. Geralmente, hd varias solugdes para uma equacao diferencial. Na maioria dos

problemas precisamos encontrar uma solugao particular que satisfaga uma condigao inicial dada,
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y(ty) = t,. Tal situagdo é chamada de problema de valor inicial. Do ponto de vista geométrico,
Stewart, 2013, diz que
quando impomos uma condi¢do inicial, olhamos para uma familia de curvas solugdo
e escolhemos uma que passe pelo ponto (ty,V,). Fisicamente, isso corresponde a

medir o estado de um sistema no instante t, e usar a solu¢do do problema de valor
inicial para prever o comportamento futuro do sistema (Stewart, 2013, p. 529).

Assim, se no exemplo dado tivéssemos a condicdo inicial y(0) = 0, a solugdo do

nosso problema seria a fungdo y(t) = 2et — 2, conforme pode ser visto no grafico abaixo.

Figura 4 — Familia de fungdes do tipo y(t) = Cet —2,C € R

4

Fonte: elaborado pelo autor.

Verificar se uma fung¢do € solugdo de uma equacao diferencial € relativamente facil.
Entretanto, encontrar uma solugdo sem um ponto de partida pode ser desafiador, dependendo

do tipo de equacdo. A seguir, estudaremos as classificagdes de uma equacao diferencial.

3.2 Classificacoes de uma equacio linear

A compreensdo das classificagdes das equagdes diferenciais ¢ fundamental para
determinar os métodos apropriados para sua resolucdo, bem como para interpretar o
comportamento dos sistemas que elas modelam. Nesta se¢do, abordamos as principais formas

de classificacdo: quanto ao numero de varidveis independentes da funcdo desconhecida, a
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ordem, a linearidade, com destaque para os modelos aplicaveis as biociéncias como as EDO’s
de primeira ordem.

Quanto ao nimero de variaveis independentes da funcao desconhecida, quando a
fungdo desconhecida depende de duas ou mais varidveis independentes, as derivadas que

aparecem na equacao sao derivadas parciais, assim, teremos uma Equagdo Diferencial Parcial.

~ d*u  d?u . o , o
Por exemplo, a equacao s o 0, conhecida como equacdo de Laplace, ¢ uma equacao

diferencial parcial onde a incognita ¢ a fungdo u(x,y), sendo u a variavel dependente e x e y
as variaveis independentes. Esta equagdo descreve o comportamento do potencial elétrico em
pontos onde ndo hé carga elétrica.

Por sua vez, se a funcdo desconhecida depende de uma unica variavel ela sera

classificada como Equagdo Diferencial Ordinaria (EDO). A equagdo dz—(tt) =1rp(t) ,

apresentada na sec¢do 2.1 ¢ um exemplo de EDO.

A ordem de uma equacido diferencial ¢ determinada pela derivada de maior grau
presente. Por exemplo, y' + 2y = 3 é uma EDO de primeira ordem, enquanto 5y"' —y' =y
¢ uma equacao diferencial de segunda ordem. Nas biociéncias, as equagdes de primeira ordem
s30 mais comuns, pois frequentemente descrevem processos dinamicos que dependem apenas
da taxa de variacdo em relacdo ao tempo, como crescimento populacional e propagacao de
doengas.

Outra classificagdo importante de uma equagdo diferencial diz respeito a
linearidade. Uma equacdo diferencial ¢ linear se a fun¢do desconhecida e suas derivadas
aparecem apenas ao primeiro grau e nao estdo multiplicadas entre si. Ou seja, se as incognitas
e suas derivadas aparecem de forma linear na equagdo. Caso contrario, a equacdo € nao linear.

Desta defini¢do temos que uma equacao diferencial linear geral de ordem » ¢ da forma

d d? dn
@Oy + @ (O 7+ @ () ==+ + ()= f(©

Onde a;(t),com i = 1,...,n,éuma fun¢do que ndo depende de y.Por exemplo, % +a(t) =
f(t) €éuma equagdo linear e % = y? + sen(t) ndo é linear.

Equagdes ndo lineares sao comuns em biologia, pois muitos sistemas naturais

envolvem interagdes entre varidveis, como competi¢cdo entre espécies ou taxas de infeccdo em
epidemias. Por exemplo, no modelo logistico de crescimento populacional: d—f =71p (1 - 2) ¢

no linear devido o termo p? resultante do produto do lado direito da equagio.

Segundo Stewart e Day (2015) outro critério importante na classificacdo de uma
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equacao diferencial esta relacionado ao papel da variavel independente nas EDO’s, que geram
trés tipos de equacdes diferenciais de primeira ordem: equagdes diferenciais de tempo puro,
equagoes diferenciais autonomas e nao auténomas. Esse tipo de classificacdao ¢ essencial na
analise de sistemas biologicos e estudaremos cada um deles a seguir, com suas respectivas

aplicagdes.
3.2.1 Equacoes diferenciais de Tempo Puro

Equacdes diferenciais de tempo puro dependem somente da variavel independente.
Elas envolvem a derivada da fun¢do, mas ndo a propria fun¢do. Por exemplo, se a variagdo do
tamanho da populacdo y depende apenas do tempo, temos uma equacao diferencial da forma

dy_
—==f@®

Esta ¢ a forma geral de uma equacao diferencial de tempo puro e se aplicarmos a integral em

relacdo @ t em ambos os membros da equacdo obtemos que

ﬂn=jﬂww

Apesar do nome, a variavel independente ndo precisa ser necessariamente o tempo.
A variavel independente pode representar outras dimensdes relevantes, como espago,
concentragdo de substancias quimicas ou outras grandezas fisicas e biologicas. Veja o exemplo
a seguir utilizado por Stewart e Day (2015).
Exemplo 3.1- Distribuicées espaciais de espécies: A medida que avangamos num riacho desde
sua foz até sua nascente, suponha que o tamanho da populacdo p de uma espécie de inseto em
um ponto fixo no tempo muda no espago de acordo com

dp
—=1-2e7*
dx €

onde 0 < x < 10 ¢ a localizacdo espacial (em km) entre a foz (x = 0 km) e uma barragem
(x = 10 km), conforma a figura 5. Suponha que o tamanho da populagcdo na barragem seja
p(10) = 20. Obtenha uma expressdo para o tamanho da populagdo em fungdo da distancia da

foz.
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Figura 5 — Densidade populacional ao longo de um riacho

~ |Barragem

0 km 10km

Fonte: Stewart e Day (2015, p. 426)

Solucgdo:
Inicialmente devemos determinar p(x) de modo a satisfazer a equagao diferencial dada. Para
isto integramos os dois lados da equagdo em relagdo a x:

d
e

dx
dp _
fadxzfl—Ze *dx
p(x) =x+2e*+C
A fun¢do p(x) =x + 2e ™ + C representa uma familia de solugdes. Agora precisamos
determinar a constante C que satisfaz a condigdo inicial p(10) = 20. Substituindo x = 20
em p(x) obtemos
10+ 2e 14+ ¢ =20
C=10—2e"10
Portanto, o tamanho da populacdo em fung¢ao de x ¢ modelado pela expressao

p(x) =x+2e*+10—2e71°
3.2.2 Equacgoes Diferenciais Autonomas

Nas equagdes diferenciais autdbnomas a equacao depende apenas da varidvel
dependente. Ou seja, envolve a derivada da fungdo e a propria fungdo, sem dependéncia da

variavel independente. Esse tipo de equagdo tem forma geral

dy
==/

Onde y ¢ a funcdo desconhecida da variavel independente ¢. A equacdo (2.2) apresentada na
secdo 2.1 ¢ um exemplo de equagdo diferencial autdnoma. Veja outro exemplo na aplicacdo a

seguir.



32

Exemplo 3.2 — Crescimento de peixes: A equagdo de Von Bertalanffy afirma que a taxa de
crescimento em comprimento de um peixe individual é proporcional a diferenga entre o
comprimento atual L e o comprimento assintdtico L (em cm). Sabendo que uma determinada
espécie de peixe tem comprimento maximo de 50 cm, determine uma equagao diferencial que
expresse essa ideia.

Solucao:

A frase "a taxa de crescimento [...] € proporcional & diferenca entre L., e L" nos da diretamente

que

dL—kL L

Onde:
e k¢ a constante de proporcionalidade (> 0),
e [(?) ¢ o comprimento do peixe no tempo
e L, ¢ o comprimento maximo assintético (50 cm)

Substituindo L, = 50 obtemos a equagao diferencial

dL
= = k(50— 1) (3.1

Veja que essa equacdo ndo depende da variavel independente ¢, assim ¢ classificada
como autonoma. Aprenderemos a resolver este tipo de equagao na se¢do 3.3 deste trabalho. Por

kt

enquanto verifique que L(t) = 50 — Ce™"" satisfaz a equagdo diferencial acima, onde C € R.

Substituindo L(?) no lado esquerdo da equacao temos
d
— (50 — Ce™™) = Cke™™
T ( e " ) e

Substituindo L(?) no lado direito

k(50 — L) = k(50 — (50 — Ce™¥t)) = k(Ce™**) = Cke™**
Como o resultado das duas substitui¢des sdo iguais temo que de fato L(t) = 50 — Ce™*¢
satisfaz a equacgdo diferencial obtida. O grafico da Figura 6, construido com o Geogebra, mostra
a uma familia de solugdes para a equacdo diferencial para k > 0, onde ¢é possivel prever que
com o passar do tempo o tamanho dos peixes se aproxima de 50 cm. Além disso, as curvas

decrescentes ocorrem quando € < 0, o que significaria que os peixes estariam diminuindo de

tamanho com o passar do tempo, o que ¢ absurdo. Logo, C > 0.
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Figura 6 — Familia de solugdes da equagao % =k(50—-1L)

Fonte: elaborado pelo autor.

3.2.3 Equacoes diferenciais Ndo Autonomas

As equagdes diferenciais nao autonomas sdo equacdes que dependem tanto da
variavel independente quanto da dependente. Dito de outra forma, as equagdes ndo autdbnomas
envolvem a derivada da fun¢do desconhecida, a propria funcdo e a varidvel independente. Essas
equagoes, quando de 1* ordem, sdo da forma

dy

Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3 — Administracdo de medicamentos: Um medicamento ¢ administrado a um
paciente por via intravenosa a uma taxa variavel no tempo de A(t) = 1 + sent mg/(ml-hora),
e ¢ metabolizado a uma taxa proporcional a y(z) mg/(ml-hora), onde y(?) € a concentracdo no
tempo ¢ (em unidades de mg/ml). Escreva uma equacao diferencial que represente variagdo da
concentracgao y(t) do medicamento ao longo do tempo.

Solucdo:

O medicamento esta sendo administrado por via intravenosa com uma taxa variavel no tempo
A(t) e, ao mesmo tempo, o corpo do paciente metaboliza e elimina o medicamento com uma
taxa proporcional a quantidade presente no corpo y(z). Assim, A(t) representa a taxa de entrada

do medicamento na corrente sanguinea e ky(z) a taxa de saida deste medicamento, k € R. Logo,
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a variagdo da concentra¢do do medicamento ¢ dada pela diferenga A(t) — ky(t). Ou seja, Z—Z

¢ representada pela equacao

Y vsent—k
= = sen y

Veja que esta equagao envolve a func¢ao desconhecida y, sua derivada e a variavel independente
t, sendo assim classificada como equacao nao autdonoma. Tomando k = 1, podemos resolver

esta EDO utilizando o comando “ResolverEDO” no Geogebra, obtendo como solugao

1 1
y(t) = Ce™® —Ecost+zsent+ 1

Essa solucdo pode ser testada conforme foi feito no Exemplo 3.2. A seguir temos o grafico de

uma familia de solugdes para as variacdes da constante de integragdo C.

Figura 7 — Familia de solugdes da equacao % =1+sint—y

+5
Fonte: elaborado pelo autor.

3.3 Equacgoes separaveis

Para resolver equagdes diferenciais de tempo puro de primeira ordem, aplicamos a
integral em ambos os lados da equagdo, o que ndo pode ser feito em todos os tipos de equagdes
diferenciais. Entretanto hd uma classe de equagdes diferenciais que podem ser resolvidas da
mesma maneira que as de tempo puro, apos alguns ajustes. Essas equacdes sao chamadas de

equagdes separaveis.
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Uma equacao diferencial de primeira ordem ¢ chamada separdvel quando pode ser

escrita na forma;:

Y f@®)-g»)
dt
Ou seja, quando ¢ possivel separar as variaveis y e ¢ em lados opostos da equacao. Reescrevendo,
temos:
L dy = f(t)dt
g

A partir desse ponto, a equagdo pode ser resolvida integrando ambos os lados. Fazendo isto

fﬁdy = ff(t)dt

temos:

dp(t)
dt

A equagdo (2.1) da secdo 2.1, =1rp(t), ¢ uma equagdo separavel, pois

podemos reescrever esta equacgado separando as varidveis p e ¢, e aplicar a integral para encontrar

a lei a expressdo para p(?) em funcao de ¢. Veja:

dp(t)

“ar PO
! d dt
—_ =7
D p

[Lap= [ ri
—_ — r
D p

Inlp|=rt+C

Aplicando a exponencial em ambos 0os membros:

|p| — eT't+C

[pl = et
Logo,
pt)=A-e™
Onde A = +e® éuma constante arbitraria.
Exemplo 3.4 — A equacgdo de Von Bertalanffy: Como visto no Exemplo 3.2, o crescimento, em

comprimento, de um peixe pode ser modelado pela equacao diferencial

dL—kL L

Onde L(?) ¢ o comprimento (em cm) na idade ¢ (em anos), L, ¢ o comprimento assintdtico e
k ¢ uma constante positiva cuja unidade € 1/ano.

a) Determine uma familia de solugdes para L(z).
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b) Encontre a solugdo que tem um comprimento inicial L(0) =2, L(1) =32,34 ¢
comprimento assintotico L., = 50.
Solucdo:

a) Assumindo que L, — L # 0 podemos escrever a equacao diferencial como

dL = kdt

Lo—1L

Integrando nos dois lados da igualdade obtemos

1
fLm_LdL—fkdt

—In|Le, —L| =kt+C

Multiplicando por (-1) e aplicando a exponencial
Lo, — L| = e *t=C = gkt . oC
Dai,
L(t) = Lo, — Ae™k¢ (3.2)
Onde A = +e€.
b) Substituindo L, = 50 e utilizando que L(0) = 2 em (3.2), temos que
L(t) =50 — Ae~kt
L(0) =50 —Ae ¥0 =2
50-A=2
A =148
Assim,
L(t) = 50 — 48e~ k¢ (3.3)
Agora resta determinar o valor de k. Para isto utilizaremos faremos L(1) = 32,34 em (3.3).
L(1) =50 —48e™* = 32,34
_ 50—-32,34
48

Aplicando logaritmos em ambos os membros
—k =~ 1n (0,3679)
k=1

-k

e ~ 0,3679

Dai,
L(t) =50 —A4e” ¢
A seguir temos o grafico de L, onde podemos visualizar o porqué L, = 50 ¢ chamado de

comprimento assintdtico, j& y = 50 ¢ uma assintota horizontal de L.
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Figura 8 — Representagdo grafica de L(t) = 50 — Ae™¢
L AN

60 |

50§

40§

30

201

101

Fonte: elaborado pelo autor.

O exemplo a seguir ¢ apresentado como exercicio por Stewart e Day (2015).

Exemplo 3.5 — Tratamento de didlise: O tratamento de didlise remove a ureia e outros residuos
do sangue do paciente, desviando parte do fluxo sanguineo externamente através de uma
maquina chamada dialisador. Suponha que o volume sanguineo de um paciente seja ¥ ml e o
sangue seja desviado através do dialisador a uma taxa de K ml/min. No inicio do tratamento, o
sangue do paciente contém concentracdo c¢(0) = ¢, mg/ml de ureia no sangue.

a) Formule o processo de dialise como um problema de valor inicial.

b) Qual ¢ a concentragdo de ureia no sangue do paciente ap6s ¢ minutos de dialise?
Solucdo:
a) A cada minuto, K ml de sangue com concentragao c(?) passa pelo dialisador, e a ureia desses
K ml ¢ removida. Isso equivale a uma perda de:

Taxa de remogdo da ureia = K - c(t) mg/min

O sangue total tem volume ¥, entdo a concentragdo c(?) varia com a perda de ureia conforme:

dc K
- __ 3.4
. v© (3-4)

Assim, o problema de valor inicial consiste em resolver a equagdo diferencial (3.4) acima,
encontrando uma familia de solugdes e determinar qual delas satisfaz a condi¢do c¢(0) = c,.

b) A equagdo (3.4) ¢ separavel e podemos reescrevé-la como

1d— Kdt
cc_ %

. . . ~ K , N
Aplicando a integral nos dois lados da equacdo e sando que — - € uma constante em relacdo a

t, temos:
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[aem K
ce T 4

In|c| = Kt+A
nle] = - 1

Onde A; ¢ a constante de integracdo. Aplicando a exponencial

K

t+A1 — eAl . e—gt

_K
|c|=e vV

Logo,

_K,
c(t)y=A-e v
Onde A = te41.

Usando a condi¢do inicial c(0) = cy:

_K,
c(0)=A-e v =
COZA

Logo, a fun¢do que descreve a concentracdo de ureia no sangue do paciente apoOs ¢ minutos ¢

_K,
c(t)=cy-e v
Exemplo 3.6 — Equacao diferencial logistica: A equagdo (2.4), para o crescimento logistico de

uma populagdo, ¢ uma equacao separavel.

d
= (-9)

a) Determine a solucdo para essa equacao.

b) Resolva o problema de valor inicial para a equagao (2.2):

dp
i (0,59 — 0,0028p)
p(0) = 0,2
Solucdo:
a) Reescrevendo a equacao diferencial, separando as variaveis, temos
1
NP dp = rdt
p(1-F)
1
k=7 dp = rdt
p (T)
k —
mdp =rdt (3.5

Observe que
k _lk-p)+1p 1

1
plk—p)  pli—-p) p k-p
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Assim, podemos escrever (3.5) como

(1+ 1 )d dt
f— —_— =71
p k—-p P

Aplicando a integral em ambos os membros

[G+i=) o = [ ra

fld +f—1d fdt
—_ = T
pP k—pp

In|p| —Inlk —p| =1t +¢;
b

In | | =rt+c
k—p !
Com c¢; € R. Aplicando a exponencial na equagdo acima obtemos
| p — eTt+C1
k—p
| p | — eC]_eT't
k—p
Fazendo c, = et temos
—— = et
k—p 2

— rt rt
p = kcye™ —pcye
Isolando p e o pondo em evidéncia

p(1+ c,e™) = kcye™

kcye™

P=1 + cye™

Dividindo numerador e denominador da fracdo do lado direito por c,e”, obtemos

k k

P=7 ST 1 1
F-I-l 1+EIW

1
Por fim, fazendo ¢ = - temos
2

PO = T e

Que ¢ uma equacao no mesmo formato de (2.3), determinado utilizando o software Geogebra.

b) Da mesma forma que determinamos a equagao (2.4) na se¢do 2.1 temos que

dp _ (0,59 — 0,0028p) ~ 0,59p (1 — ot )
I 210,71

Assim, a populagdo méaxima suportada no sistema em estudo ¢ aproximadamente k = 210,71.

Pelo item a, temos que
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210,71
P) = T oot
Para determinar o valor de ¢, fagamos t = 0
2(0) = 210,71 ~02
1+c¢
L4co 210,74
0,2
c =1052,6
Portanto, temos
210,71
p(t) = (3.6)

1+ 1052,6e-05%

Veja que o resultado encontrado destoa um pouco da equagdo (2.3). Apesar de
valores semelhantes para a capacidade de suporte k e para a taxa de crescimento inicial 7, a
constante ¢ teve um valor distante do determinado por regressao logistica. Na figura a seguir
temos a equacdo (2.3) representada em vermelho e a equagdo (3.6) em azul, onde ¢é possivel

perceber que a equagdo gerada pela regressao logistica representa melhor os dados da Tabela 1.

Figura 9 — Comparagao grafica das solugdes analiticas e por
regressao
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Fonte: elaborado pelo autor.

Caso tivéssemos escolhido outro ponto, que ndo o (0; 0,2), para determinar a
constante o valor da constante ¢ poderiamos ter aproximado mais a curva dos valores reais.
Normalmente ¢ til utilizar valores que estdo na zona de desaceleragdo do crescimento. No
entanto, tanto as abordagens analiticas quanto as baseadas em regressdo apresentaram

limitagdes ao nao abordar determinados aspectos, visto que fendmenos naturais, como o
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crescimento populacional de leveduras, ndo ocorrem de maneira linear ou simplificada.
3.4 Graficos de fase

Os graficos de fase constituem uma ferramenta visual fundamental no estudo de
equacdes diferenciais autonomas, especialmente quando se deseja compreender o
comportamento dindmico de sistemas ao longo do tempo, sem a necessidade de conhecer
explicitamente a solu¢do analitica da equacdo. Em termos simples, um grafico de fase
representa a trajetdria de um sistema no espago formado pelas variaveis envolvidas, permitindo
visualizar padrdes de comportamento, como crescimento, oscilacdo, estabilizagdo ou colapso
de uma populagao, por exemplo.

Considere a equagdo autonoma
dy
—==fO)
Para a constru¢ao do grafico de fases plotamos o grafico de f(y), o lado direito da equacao

diferencial, em func¢do da variavel dependentes y, conforme a imagem abaixo.

Figura 10 — Grafico de fases
)4

v decrescente

v decrescente
f+\

N —
v crescente

y crescente

Fonte: Stewart e Day (2015, p. 431).

Quando o grafico esta acima do eixo horizontal, y’'(t) > 0, o que significa que y
estd aumentando. Onde esta abaixo, y’(t) < 0, logo y diminui. Os valores onde o grafico cruza
o eixo sdo aqueles em que y’(t) = 0. Podemos indicar a dire¢do da mudanca em y no eixo
horizontal com setas, como na Figura 10.

O exemplo a seguir € apresentado por Stewart e Day (2015).
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Exemplo 3.7 — O efeito Allee: Algumas populagdes entram em declinio até a extingdo quando
o seu tamanho ¢ inferior a um valor critico. Por exemplo, se o tamanho da populacdo for muito
pequeno, os individuos poderao ter dificuldade em encontrar parceiros para reprodugao. Isso €
conhecido como efeito Allee em homenagem ao ecologista americano Warder Clyde Allee

(1885-1955). Uma extensdo simples do modelo logistico que incorpora este efeito ¢ dada por

dp P

Fri r(p—a) (1 - E) p (3.7)
Onde 0 < a < k. Construa o grafico de fase assumindo que r > 0.
Solucao:

O grafico de fases desta equacdo diferencial corresponde ao grafico da fungdo polinomial do
terceiro grau f(p) =r(p — a) (1 — %) p. Asraizes deste polinbmiosdo p =0, p=a ¢ p =
k. Veja que:
e 0<p<a implica que p—a<0 e 1—%>0 (pois temos p < a < k). Logo,
f(p) <0;
e a<p<k implicaque p—a>0ce 1—%>0.L0g0, f(p) > 0;
e a<k<p implicaque p—a>0 ¢ 1—%<0.L0g0, f(p) <o.

O caso em que p < 0 nao nos interessa, ja que nao faz sentido populacao negativa. Da anélise

feita, temos na Figura 11 o grafico solicitado.

Figura 11 — Grafico de fases da equacao Z—ZZ =r(p—a) (1 — E) p.

o) k

>

A

Fonte: Stewart e Day (2015, p. 432).

O modelo (3.7) generaliza o modelo logistico classico, incorporando o efeito Allee,

que representa a dificuldade de uma populagdo muito pequena sobreviver e crescer. O termo
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(p — a) introduz um limiar critico a: se a populagdo cair abaixo desse valor, ela tende a
extingdo (p tende a 0). Acima desse limiar, o crescimento segue uma dindmica logistica até se
estabilizar na capacidade de suporte k. Isso ¢ biologicamente plausivel em espécies que
dependem de interacao social ou nimero minimo de individuos para reproducao. A presenca do
termo (p —a) garante que o crescimento sO ocorra significativamente quando a populagao

ultrapassa esse ponto critico.
3.5 Equilibrio e estabilidade

Graficos de fase mostram como a variavel dependente muda e indicam valores onde
nao ha mudanca, chamados equilibrios. Analisar esses pontos e sua estabilidade ¢ crucial para
entender sistemas dindmicos nas biociéncias, como interagdes entre espécies, crescimento
celular e disseminagdo de doengas. Esses conceitos ajudam a prever, por exemplo, se uma
populagao crescerd, desaparecera ou se estabilizara ao longo do tempo.

Considere a equagdo autonoma

dy_
E—f()’)

Os pontos de equilibrio sdo os valores y;,¥ya, ..., ¥x taisque, f(y;) = 0,para i =1,...,k. Ou
seja, um ponto de equilibrio ocorre quando a derivada da fun¢do € nula, indicando que nao ha
variagdo da varidvel dependente.

No Exemplo 3.7, da se¢do anterior, apresentamos o efeito Allee modelado pela
equacao

X -0 (1-D)p

Essa equacdo possui trés pontos de equilibrio: p; = 0; p, = a e p; = k. Estes pontos de
equilibrio apresentam diferentes estabilidades. Se p = p; = 0 a populagdo € nula, assim nao
se reproduz e permanecera nula, assim p; = 0 ¢ dito estavel. Essa estabilidade também ocorre
com pz = k. Da andlise do grafico de fases da Figura 11 temos que se p ¢ proéximo de & com
p < k, a populagdo continuard crescendo até chegar em k. Por outro lado, temos que se p ¢
proximo de k com p > k, a populagdo ird diminuir e se aproximara de k. Assim, quando p se
aproxima de k&, tanto pela esquerda como pela direita a populacdo tende a k, o que
biologicamente faz todo o sentido, j& que k ¢ a capacidade de suporte do ambiente em que a
populagdo em estudo vive. Logo, mesmo com pequenas perturbagdes o sistema retornar ao

ponto de equilibrio.
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Veja que esta estabilidade ndo ocorre com p, = a. Analisando o gréafico da Figura
11, temos que para p, < a a populacdo reduz e para p, > a a populagdo cresce. Assim, o
limiar p, = a ¢ dito instavel, pois pequenas perturbagdes no valor de p fazem o sistema se
afastar do ponto de equilibrio.

Segundo Stewart e Day (2015) podemos dizer que um equilibrio y; da equacao

d , , .
d—Jt/ = f(y) ¢ localmente estavel se y se aproxima de y; quando t — oo, para valores de y

suficientemente proximos de y;. Quando um equilibrio ndo ¢ estavel ele ¢ dito instavel. Como
ilustragdo veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3.8 — Estabilidade de pontos de equilibrio: Analise a estabilidade dos pontos de

equilibrio A e B do grafico de fases abaixo da equag¢do diferencial % = f(y).

Figura 12 — Um gréfico de fases
1)

Fonte: Stewart e Day (2015, p. 434).

Solucdo:
o d .

Observe que se y estiver a esquerda de A teremos que d—f = f(y) > 0, o que significa que y(?)

¢ crescente. Logo, a medida que ¢ aumenta y se aproximara cada vez mais de 4. Por outro lado,

3

d

se y esta a direita de 4, com A <y < B, temos que .= f(y) < 0. Logo y(t) é decrescente

nesse intervalo. Assim, 4 medida que 7 aumenta, y se aproximara do valor de 4. Ou seja, sempre
que y estiver proximo de 4 ele se aproximara cada vez mais deste valor a medida que 7 cresce.
Logo, A ¢é estavel.
Analisando agora o ponto B, ja sabemos que quando A <y < B, y(#) ¢ decrescente, se
afastando de B. Temos ainda que quando y > B, y(?) € crescente, logo quando ¢ aumenta y
continua a crescer se afastando cada vez mais de B. Portanto, o ponto B ¢ instavel.

Para facilitar a identificagdo da estabilidade de pontos de equilibrio Stewart e Day

(2015) definem o seguinte Critério de estabilidade local: Suponha que y; seja um equilibrio
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da equagdo diferencial

dy

- fO)
Entdo y; ¢ localmente estavel se f'(y;) <0 e y; éinstavel se f'(y;) > 0.Se f'(y;) =0,
entdo a andlise ¢ inconclusiva.

De fato, o Critério de estabilidade local ¢ verdadeiro e tem a seguinte demonstracao:

Dado y; ¢ um ponto de equilibrio, ou seja

f) =0
Definimos ¢(t) como uma pequena perturbacdo em torno de y;, tal que

@)=y -y

Se y; for localmente estavel, entdo o modulo de &(t) deve diminuir com o tempo. Ou seja,

g(t) » 0 quando t — oo. Derivando &(t) temos

O -yl=2 0= f0)
Da tltima igualdade e do fato de y(t) = €(t) + y; obtemos que
de
—=f(e+)
Usando expansao de Taylor, para valores pequenos de &, temos a seguinte aproximagao:
O+ o)
Como f(y;) = 0, entdo
de ,
dat ~ f'(yi)-€

Onde f'(y;) ¢é uma constante. Logo, a equagdo acima ¢é separavel. Assumindo a igualdade e

reescrevendo a equagao para aplicacao da integral temos que
1 !
—de = f(y) - dt

[zde=[roo-a

Inle] = f'Ot+C
le] = e€ - o'Vt
Como e® também é constante, temos que:
e Se f'(y;) <0,entdo |e|] » 0 quando t — . Logo, y; ¢ estavel,
e Se f'(y;) > 0,entdo |eg| cresce quando t — 0. Logo, y; ¢ instavel,

e Se f'(y;) =0 aanalise ¢ inconclusiva.
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Assim, concluimos a demonstragao.

Exemplo 3.9 — Alimentagdo Cruzada bacterina: Duas cepas bacterianas as vezes se alimentam
de substancias quimicas excretadas uma pela outra: a cepa A se alimenta de substincias
quimicas produzidas pela cepa B e vice-versa. Este fenomeno ¢ conhecido como alimentacao
cruzada. Suponhamos que duas cepas bacterianas, cepa 1 e cepa 2, cresgam separadamente em
um mesmo ambiente, com taxas de crescimento constantes 1, € 71,, respectivamente. A

evolucdo temporal de suas populagcdes P;(t) e P,(t) pode ser descrita pelas equagdes

diferenciais:
dpPy; p dp, p
—=nPe——=r
dt 11 € o 212
onde 7; # 1. Definimos a frequéncia da cepa 1 na populagdo, no tempo ¢, total como:
P;(t
po - BO

Py (t) + P, (t)
Onde essa frequéncia representa o percentual da populagdo da cepa 1 em relagio ao todo.
a) Mostre que % =sF(1—F),onde s=1r —1y;
b) Determinar os pontos de equilibrio e a estabilidade local em funcdo de s.
Solucao:

a) Derivando F(t), utilizando a regra do quociente, temos:

dP dP, dP.
dF (P1+P2) 1 Pl(dtl-l_ 2)

dt (P1 + P,)?

Substituindo as expressoes das derivadas fornecidas:

dF_(P1+P2)T1P1_P1(7”1P1+7"2P2)

dt (P, + P,)?
dF 1 P{ +1 PP, —1P{ —1,PP,
dt (Py + P;)?
ar _nPP =P, (n —1)PiP (3.8)
dt (P, + 102)2 ~ (P, + Py)?
Como F = - temosque 1—F = Da1
Py +P, P1
Py P, PP (3.9)

: = =F(1-F
PP, PP, (hapy: [ATH

Portanto, fazendo s = (r; —r,) e substituindo em (3.8), juntamente com (3.9), temos o

resultado que queremos

F e sr—F
7r — SFA—F)
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b) Os pontos de equilibrio sdo os pontos Fj, tais que
SFl'(l - Fl) =0
Logo, os pontos de equilibriosao F; =0 ¢ F, = 1.

Para determinar a estabilidade local de cada ponto, aplicaremos o critério de estabilidade local.

Seja
g(F)=sF(1—-F)
Entao
g'(F) =s(1-2F)
Assim, para:
e =0
g0 =s
Logo, F; =0 éestavel se s <0 einstavel se s >0
e =1

9'(1)=-s
Logo, F; =0 éestavelse s > 0 einstavel se s < 0
Este ultimo exemplo pode ser interpretado biologicamente da seguinte forma: Se
1, > 15, Ou seja, a cepa 1 cresce mais rapidamente que a cepa 2, entdo a frequéncia F(t)
tendera a 1 com o tempo. Isso significa que a cepa 1 dominard a populagdo. Se r; < r,, ocorre
o inverso: a frequéncia F(t) tenderd a 0, e a cepa 2 dominard. Esse modelo simples revela
como a diferenca nas taxas de crescimento determina a prevaléncia de uma cepa bacteriana
sobre outra ao longo do tempo. As figuras a seguir ilustram a estabilidadede F; =0 ¢ F, =1

com os graficos de fasespara s =1 ¢ s = —1.

Figura 13 — Grafico de fases de F(t) para s =1

s=1

0.3

0.2

0.1
Instavel Estavel

0.1

02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fonte: elaborado pelo autor.
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Figura 14 — Grafico de fases de F(t) para s = —1

0.1
Instavel

02 03 04 05 06 07 08 09

Estavel
0.1

-03 02 -010
-0.1

-0.3 s=-1

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 3.10 — Genética Populacional: A equagdo diferencial do Exemplo 3.9 pode ser
estendida para modelar os efeitos da alimentag¢do cruzada bacteriana. Suponha que a taxa de
crescimento da cepa 1 (17) seja zero quando a frequéncia da cepa 2 for zero e que essa taxa
aumente linearmente até um valor maximo a quando a frequéncia da cepa 2 for 1. Da mesma
forma, suponha que a taxa de crescimento da cepa 2 (1) seja zero quando a frequéncia da cepa
1 for zero, e que ela aumente linearmente até um valor maximo [ quando a frequéncia da cepa
1 for 1.

Mostre que essas suposi¢oes, combinadas com a equacgao diferencial do Exemplo 3.9 (parte a),

resultam no modelo
dF
i F(1—-F)[a(1—F) — BF]
para a frequéncia da cepa 1.
Solucao:
Como a frequéncia ¢ um percentual, temos que 0 < F(t) < 1. Assim, a frequéncia da cepa 2
¢ dada por
1-F(t)
Onde F(t) ¢ a frequéncia da cepa 1.
A taxa de crescimento 1y, da cepa 1, depende da frequéncia da cepa 2 e cresce linearmente de
0 (quando frequéncia da cepa 2 ¢ 0) at¢ a (quando frequéncia da cepa 2 ¢ 1). Como o
crescimento desta taxa ¢ linear, temos
n=a(l—-F)
Analogamente, a taxa de crescimento 15, da cepa 2, ¢ dada por
r, = fF

Do item a do Exemplo 3.9 temos que

dF—Fl F
at (1=F)(rp—12)
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Substituindo r; e r, obtemos a equacao solicitada

dF
= = F(L = P)a(1-F) - fF]

Exemplo 3.11 — Alimentacdo Cruzada bacterina: Na equagao diferencial do exemplo anterior,

suponha ¢ =1 e f = 2, obtendo a equagdo diferencial:

dF—Fl F)(1-3F
<= F-P(-3F)

a) Encontre os equilibrios.
b) Determine as propriedades de estabilidade de cada equilibrio.
Solucgio:
a) Para determinar os pontos de equilibrio fagamos
F1-F)1-3F)=0
Logo, os equilibrios sdo F; =0, F, =§ e F3 =1.
b) Para aplicarmos o critério de estabilidade local, definimos:
9(F) =F(1—-F)(1-3F)
g(F)=3F3—4F*+F
Logo,
g'(F) =9F? —8F +1
Avaliando o valor da derivada em cada um dos equilibrios, temos:
o F=0:
g'(0)=9-02-8-0+1=1
Como g'(0) > 0 temos que F; = 0 ¢ instavel.

1
[} F2=E

,(1)_9 (1)2 81+1— 2
93)77°3 3T T3

Como g’ G) < 0 temos que F, = § ¢ estavel.
e F;=1
g1)=9-12-8-1+1=2
Como g'(1) > 0 temos que F, =1 ¢ instavel.
Esses resultados indicam que a frequéncia da cepa 1 da bactéria tende a se aproximar de %, 0

que também ¢ possivel observar no grafico de fases a seguir.
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Figura 15 — Gréafico de fazes para frequéncia da cepa 1 da populacao de
bactérias

Fonte: elaborado pelo autor.

3.6 Campos de direcao

.o .. o d
Ao estudar equacgdes diferenciais de primeira ordem da forma d—Jt} = f(t,y), nem

sempre € possivel obter solucdes analiticas, ou obter estas solugdes tem elevado grau de
dificuldade. Nesse contexto, os campos de direcdo (ou campos de inclinagdo) tornam-se uma
poderosa ferramenta grafica para visualizar o comportamento das solu¢des mesmo sem
conhecé-las explicitamente. Um campo de direcdo consiste em pequenos segmentos de reta

desenhados em varios pontos do plano (t,y), onde a inclinagdo de cada segmento ¢ dada pelo
. d , . o~
valor da derivada d—Jt/ naquele ponto especifico. Assim, os campos de direcdo oferecem uma

representacdo visual da inclinacdo das solugdes da equacdo diferencial ao longo do tempo.
A construcdo de um campo de dire¢do segue um procedimento simples, mas

conceitualmente rico. Dado um conjunto de pares ordenados (t,y), calcula-se o valor da
. d T
derivada d—Jt] = f(t,y) em cada ponto, e traca-se um segmento de reta com essa inclinagdo. Por
~ d T .
exemplo, para a equacao d—st] =t + y, sabemos que a inclinag¢do do gréafico de y no ponto (0,1)

¢ 0+ 1 =1, ja que, neste caso, a inclinacao serd o valor da derivada ¢ dado pela soma das
coordenadas ¢ e y. Assim, tracamos um pequeno segmento de reta com a inclinacao obtida pelo

ponto (0,1), conforme a Figura 16.
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Figura 16 — Inicio da constru¢ao de um campo de diregdes

Y

Fonte: elaborado pelo autor.

Repetimos este processo em varios pontos, obtendo um guia para a familia de solucdes da
equagao diferencial, permitindo visualizar o comportamento das curvas de solucao através da

inclinagdo em cada ponto, indicando a dire¢do das curvas. A Figura 17 apresenta o campo de

diregdes de % =t + y, junto com o esboco da curva que passa pelo ponto (0, 1).

Figura 17 — Campo de direcoes de 2—3; =t+y

ﬁ‘ |

‘ |
3 |

| |
2 |
1% |

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: elaborado pelo autor.

Do ponto de vista didatico, os campos de direcdao sdo tuteis para desenvolver nos
estudantes a nogao de solugdo como curva tangente aos vetores do campo. Ferramentas digitais
como o GeoGebra, permitem a constru¢ao automatizada desses campos, tornando o ensino mais
acessivel e visual. O campo de dire¢des acima e a curva de solugdo que passa por (0, 1) foram

construidos com esta ferramenta. Para o campo de direcdes foi digitado o comando
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“CampoDeDirecdes” na caixa de entrada e para a solu¢do da EDO o comando “ResolverEDO”,

como mostra a Figura 18.

Figura 18 — Campo de dire¢des e solucdo de EDO’s no Geogebra

L S P OD LN O\ =
cdd1l = CampoDeDiregdes(x + vy, 20) " ' ;’f ‘
A=(0,1) | 30

~ f(x) = ResolverEDO(x +y,A) 1 ) /‘f;

C2e—x—1 )
\\\\ J/
+ Entrada... N
2 10 1 2

Fonte: elaborado pelo autor.

Exemplo 3.12 — Esboce o campo de dire¢des da equagao diferencial y’ =y — 2x e esboce
uma curva solugdo que passe pelo ponto (1, 0).
Solucgdo:

Comecamos calculando a inclinacao do grafico de y em alguns pontos, conforme o quadro a

seguir.
y
2 8 6 4 2 0| -21] 4
1 7 5 3 1 | -1 |-3]-5
0 6 4 2 0|24 -6
-1 5 3 1 | -1 |3 ]-5]|-7
21 4 2 0 |21 -4]-6]-8

302 -1 0 1 2 3 X
Em seguida desenhamos os segmentos de retas com as inclinagdes indicadas em cada ponto.

Veja a Figura 19.
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Figura 19 — Campo de diregdes de y' =y — 2x

-9

-2

Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, resta tracar a curva de solugdo que passa por (0, 1), o que é apresentado na Figura 20.

Figura 20 — Solugdo da EDO y' =y — 2x que
passa por (0,1)

Fonte: elaborado pelo autor.

Para as constru¢des no Exemplo 3.12 foi utilizado novamente o sofiware Geogebra,
o que facilita a apresentacdo das ilustracdes e agiliza as constru¢des. Por exemplo, com este
software nao ha necessidade de construir o quadro inicial, pois com apenas um comando ja
conseguimos esbogar o campo de diregdes. Entretanto ¢ importante compreender o que significa
cada segmento do campo, bem como o comportamento da EDO de maneira geral, o que ocorre
quando realizamos as primeiras construgdes passo a passo.

Exemplo 3.13 — Genética populacional: Sobre o modelo apresentado no Exemplo 3.11,

dF
o= F(1-F)(1-3F) (3.10)

a) Desenhe o campo de direcdes dessa equacgdo diferencial.
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b) Identifique todos os equilibrios no grafico.

c) Esboce a curva solugdo que comega em 0,8 quando t = 0.
Solucao:
a) Novamente comegamos calculando as inclinagdes em varios pontos, conforme o quadro a
seguir:

F
1 0 0 0 0 0 0 0
5/6 | -5/24 | -5/24 | -5/24 | -5/24 | -5/24 | -5/24 | -5/24
2/3 =2/9 | -2/9 | -2/9 | -2/9 | -2/9 | -2/9 | -2/9
12 | -1/8 | -1/8 | -1/8 | -1/8 | -1/8 | -1/8 | -1/8
1/3 0 0 0 0 0 0 0
1/6 | 5/72 | 5/72 | 5/72 | 5/72 | 5/72 | 5/72 | 5/72
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 6 t
Agora tracamos os segmentos com as inclinagdes indicadas em cada ponto. Veja a Figura 21.

Figura 21 — Campo de dire¢des de % =F(—-F)(1-3F)

1
5/6
2/3
1/2
1/3
1/6

0 1/3 2/3 1 4/3 5/3 2 7/3 8/3 3

Fonte: elaborado pelo autor.

Neste exemplo os valores de todas as colunas do quadro sdo idénticos e isto ocorrer porque a
variavel independente ¢ ndo aparece no lado direito da equacao diferencial. Ou seja, a equacao

(3.10) ¢ auténoma.

11 . ~ dF TR ~ 1
b) Os pontos de equilibrio sdo aqueles em que i 0. Logo, os equilibrios sdo 0, 3¢ 1.
Observe que a inclinagdo dos segmentos, no campo de dire¢cdes, nos equilibrios € nula.

¢) A partir do campo diregdes tracamos a curva de solucdo da equagdo (3.10) que passa por (0;

0,8). Veja imagem a seguir onde visualizamos a curva solicitada. Esta curva de solugdo ¢ uma

, . 1
assintota horizontal a reta y = 3
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Figura 22 — Curva de solugdo de % =F(1-F)(1-3F)

0.8¢

0

Fonte: elaborado pelo autor.

Como ja mencionado, algumas EDQO’s apresentam uma grande dificuldade na
resolucao e de entendimento do comportamento da variagao da variavel independente. Este ¢ o
caso da equacdo (3.10), que apesar de se uma equacao separavel, envolve técnicas de integracao
mais avancadas, como as fragdes parciais, utilizada na equagado (3.5) do Exemplo 3.6(3.6), e
uma representagdo final ndo convencional, o que dificulta o entendimento do comportamento
da variavel independente como passar do tempo. Essa situagdo reforca a necessidade e
importancia de se compreender sobre os campos de diregoes.

Para a curva de solucdo da Figura 22 o software Geogebra nao foi capaz de realizar
a construgdo. Assim, aumentou-se o numero de segmentos do campo de diregdes para facilitar
a visualizagdo do comportamento de F' e o grafico que passa por (0; 0,8) foi construido
manualmente. Cabe ressaltar que existem outros softwares que conseguem realizar as
construgdes graficas das solucdes da equagdo (3.10), inclusive linguagens de programagado e

sistemas de inteligéncia artificial.

3.7 Método de Euler

Observando os campos de dire¢des, vemos que se considerarmos a inclinagdo em
um ponto dado e unirmos os segmentos de reta tangentes a uma curva de solugdo, entdo teriamos
um grafico formado pela unido de varios segmentos, que se aproximaria de uma curva de
solucdo para o problema de valor inicial. Assim, os campos de diregdes servem como ponto de
partida para métodos numéricos para a resolucdo de equacdes diferenciais, que fornecem
aproximacdes da solugdo verdadeira. Um dos mais simples e introdutorios entre esses métodos
¢ o método de Euler, que leva o nome do matematico suico Leonhard Euler.

O método de Euler consiste em aproximar a solugdo de uma EDO da forma y' =

f(t,y), com condigdo inicial y(t,) = y,, construindo uma sequéncia de pontos que seguem



56

aproximadamente o grafico da solucdo exata. Segue a definicdo: Dado um passo h > 0, os
valores aproximados do problema de valor inicial y' = f(t,y), y(ty) = Vo , com t, 1 =
t, + h sdo

Yn+1 = Yn + hf (tn, Yn)
onde y, =y(t,), n=1,2,3,... Assim, a cada novo ponto, soma-se ao valor anterior a
variacdo estimada com base na taxa de variacdo instantanea (a derivada) multiplicada pelo
tamanho do passo. A Figura 23 ilustra graficamente o método de Euler, onde que cada segmento

limitado pelos pontos (t,,, ¥n) € (tn+1, Vne1) tem equagdo

Y=Ynt+ [t y)(t—ty) (3.11)

Figura 23 — Método de Euler

(tn+1' yn+1)

(o ¥o)

1
1
1
1
1
I
I

Fonte: elaborado pelo autor.

Esse processo permite construir uma solu¢ao aproximada, que se torna mais precisa
a medida que o passo h diminui. No entanto, hd um equilibrio a ser considerado entre a
precisdo e o custo computacional: passos menores geram melhores aproximagdes, mas exigem
mais célculos. Os exemplos a seguir ilustram as aplica¢cdes do método de Euler.
Exemplo 3.14 — Administragcdo de medicamentos: No Exemplo 3.3 temos que variagdo da
concentracao y(t) de medicamento (em mg/ml) ao longo do tempo ¢, em horas, varia de acordo

com a equagao

Y 1 fsent—k
e sen y

Para determinado medicamento, tomamos k = 1 e sabendo que a concentragdo inicial do
medicamento na corrente sanguinea ¢ de 2,5 mg/ml, estime a concentragdo apods lh utilizando

o método de Euler, com passo h = 0,25.



57

Solucao:
Nas notagdes do método de Euler, temos que f(t,y) =1+sint—y e (ty; yo) = (0;2,5)
temos que calcular y, o que corresponde a 4 passos de 0,25 h, totalizando 1 h:
y1=25+025(1+sen0—2,5) = 2,13
vy, = 2,134+ 0,25(1 +sen 0,25 - 2,13) = 1,91
y3=191+0,25(1 +sen0,5—-191) = 1,68
ys = 1,68 +0,25(1 +sen 0,75 — 1,68) = 1,51
Portanto, a concentracao apos 1h ¢ de aproximadamente 1,51 mg/ml.
A Figura 24 mostra o gréafico de segmentos lineares construido conforme a equacao
(3.11), com um passo h = 0,25,em comparagdo com a curva de solucao da equagao diferencial
do Exemplo 3.14, construido no Geogebra utilizando o comando “ResolverEDO”. Com essas
constru¢des computacionais vemos que o método de Euler cometeu um erro de 0,37 mg/ml. J&
a Figura 25, mostra o que ocorreria se usarmos um passo h = 0,125, onde teriamos o dobro

do trabalho na realizacdo dos célculos € mesmo assim ainda teriamos um erro de 0,36 mg/ml.

Figura 24 - Método de Euler com h = 0,25
3
2.5¢
2

15 AB =0.37

P—*'w

1
0.5

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25

Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 25 - Método de Euler com h = 0,125
3

2.5¢
2

AB =0.36

1.5
1
0.5

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25

Fonte: elaborado pelo autor.
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Exemplo 3.15 — Modelagem de populacées de leveduras: Na secdo 2.1 apresentamos a
seguinte equagao para descrever a dinamica de uma populagdo experimental de leveduras:

dp
=7 = (055 - 0,0026p)p

Onde p(t) ¢éotamanho da populacdo (em milhdes de individuos por ml) no tempo t (em horas).

a) Esboce o campo de dire¢des da equacao diferencial.

b) Tomando p(0) = 0,2, se 0 método de Euler com um passo de h = 0,5 para estimar o
tamanho da populagdo apos quatro horas. Compare seu resultado com os dados da
Tabela 1 da segdo 2.1.

Solucao:
a) Utilizando o comando “CampoDeDire¢des” no Geogebra obtemos o campo de dire¢gdes da
Figura 26, onde ¢ possivel observar um crescimento exponencial da funcdo p(t) que

representa a populagdo de leveduras de um experimento.

Figurfl 26 _: CamPo de ’diregf)res de % = (0,55 — 0,902611)p
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Fonte: elaborado pelo autor.

b) Como h = 0,5 e queremos a populagdo para t = 4 horas, devemos avancar 8 passos
seguindo o método de Euler. Veja:
p; = 0,2 +0,5[(0,55 —0,0026 - 0,2)0,2] = 0,25
p, = 0,25+ 0,5[(0,55 — 0,0026 - 0,25)0,25] = 0,32
p3 = 0,32 4+ 0,5[(0,55 — 0,0026 - 0,32)0,32] = 0,41
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ps = 0,41+ 0,5[(0,55 —0,0026 - 0,41)0,41] = 0,53
ps = 0,53 4+ 0,5[(0,55 —0,0026 - 0,53)0,53] = 0,67
pe = 0,67 + 0,5[(0,55 - 0,0026 - 0,67)0,67] = 0,86
p; = 0,85+ 0,5[(0,55 - 0,0026 - 0,85)0,85] = 1,09
ps = 1,39 + 0,5[(0,55 — 0,0026 - 1,09)1,09] = 1,39
Assim, pelo método de Euler, temos que a populagdo de leveduras apos 4 horas ¢ p(4) = 1,39
milhdes, mostrando uma boa precisdo em comparacao com o valor apresentado na tabela 1 de
1,4 milhdo de leveduras. A Figura 27 mostra o campo de dire¢des do item a, junto com a curva
de solugdo do problema do item b e o grafico do método de Euler, onde observamos que mesmo

o modelo apresentado na equacao diferencial deste ultimo exemplo apresenta imprecisdes em

relacdo aos resultados da tabela 1, o que ¢ normal quando lidamos com sistemas dindmicos.

Figura 27 — Comparag¢do: campo de dire¢cdes, método de Euler e curva de solucao
A / / !/ / !/ / / / /

NN N N N N N

\

0 05 1 1656 2 25 3 35 4 45 &5 55 6

Fonte: elaborado pelo autor.

Pelo apresentado, temos que, embora simples, o método de Euler ¢ uma poderosa
ferramenta didatica para introduzir o pensamento numérico no estudo de EDOs. Em ambientes
escolares, ele permite que os estudantes visualizem o comportamento de solugdes sem depender

exclusivamente de formulas complexas, promovendo uma abordagem exploratdria.
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4 SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Em diversas situagdes do mundo real, especialmente em contextos biologicos,
fisicos e econdmicos, a dindmica de um fenomeno depende da interacdao entre duas ou mais
varidveis. Nesses casos, um modelo com uma Unica equacao diferencial pode ser insuficiente.
Surge, entdo, a necessidade de empregar sistemas de equagdes diferenciais, nos quais duas ou
mais equagoes atuam simultaneamente, descrevendo a evolu¢ao de multiplas variaveis ao longo
do tempo.

Um sistema de duas equagdes diferenciais ordinarias (EDO’s) pode ser

representado da seguinte forma:

dx B

= =)
dy

i gx,y)

Esse tipo de sistema descreve como as variaveis x(?) € y(¢) evoluem no tempo, de acordo com
as fungdes fe g, que podem depender tanto de x quanto de y e sua solugdo ¢ justamente o par
de fungdes x(2) e y(t) que satisfazem as duas equagdes. Tais sistemas sdo chamados autdbnomos
quando f e g ndo dependem explicitamente do tempo ¢, conforme a defini¢cdo de equagdo

diferencial autonoma da subsegao 3.2.2.

4.1 Modelo predador-presa

Um exemplo classico e importante ¢ o0 modelo predador-presa, também conhecido
como modelo de Lotka-Volterra, desenvolvido entre os anos de 1925 e 1926 por Alfred J. Lotka
(1880-1949), um biofisico norte-americano, e Vito Volterra (1860-1940), um matematico
italiano. Esse modelo ¢ utilizado na ecologia para estudar a interacdo entre duas populacdes:
uma de presas (como coelhos) e uma de predadores (como raposas). Assim, esse modelo
apresenta duas variaveis em fun¢do do tempo, C(z) e R(?) que representam as populagdes da
presa e predador, respectivamente.

Seguindo as ideias de Lotka-Volterra temos que, em condigdes ideais, sem contato
com predadores e com alimentacdo em abundancia, a populacdo de presas tende a crescer

proporcionalmente a populagdo ja existente. Assim,

dc

—=aC
ac ¢
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Ja em relacdo a populagdo de predadores, sem o contato com as presas ela tende a diminuir

através da mortalidade a uma taxa proporcional a populacdo ja existente, ou seja,
dR
i —dR
Onde a e d sdo constantes positivas.
Entretanto, assumindo que as duas espécies estejam interagindo em um mesmo
ambiente temos que a populagdo de presas ira decair a uma taxa o proporcional as duas
populagdes, logo proporcional a CR. Por outro lado, a populagdo de predadores tem uma taxa
de natalidade que depende da alimentagdo disponivel, a populacdo de presas. Assim, a
populacdo de predadores R(?) aumentard a uma taxa proporcional a ambas as populagdes, da

mesma forma, proporcional a CR. Incorporando essas ideias as duas equagdes apresentadas

interiormente temos o seguinte sistema de equagdes diferenciais:

dc

E =aC — bCR

dR 4.1)
— = —cR+dCR

dt

Onde a, b, c e d sdo constantes positivas.
Exemplo 4.1 — Modelo predador-presa: Considere o sistema de equacdes diferenciais que

descreve a interagdo entre uma populagdo de coelhos C(?) e de raposas R(?):

dc

— =2C - 0,01CR

dt

dR

Pri —0,5R + 0,0001CR

. . . . dR
a) Use o sistema de equagdes diferenciais para encontrar uma expressao para -

b) Apresente um campo de diregdes para a equacao diferencial resultante no plano CR.
¢) Suponha que, em algum momento, existam 5000 coelhos e 100 raposas. Desenhe a
curva correspondente representando a solugdo para estas condigdes iniciais.

d) Use o item c para fazer esbogos de C e R como fungdes de 7.

Solucdo:
a) Temos pela regra da cadeia que
dR dR dC
dt dC dt
entao,
dR
drR  qgr
dc ~ dC

dt
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Logo,
dR _ —0,5R + 0,0001CR
dC  2C - 0,01CR

b) Considerando R como uma fung¢ao de C temos o seguinte campo de direcdes para a equagao

(4.2)

(4.2), construido utilizando o software Geogebra:

Figura 28 — Campo de dire¢des no plano CR
R
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Fonte: elaborado pelo autor.

Podemos observar que as curvas de interacao entre as duas populacdes formam um
ciclo fechado, em torno do ponto destacado, indicando que as populagdes de coelhos e raposas
oscilam periodicamente. Isso significa que, em certos momentos, a populacdo de coelhos
aumenta enquanto a de raposas diminui, e vice-versa. Esse comportamento ciclico ¢

caracteristico do modelo predador-presa e reflete a interacdo dinamica entre as duas espécies.

¢) No campo de dire¢des do item b, € importante analisar como as populacdes evoluem ao

longo do tempo. Por exemplo, ao considerar o ponto (C, R) = (5000, 100), temos que

dc
T 2C —0,01CR =2-5000-0,01-5000-100 =5000>0

Logo, no instante em que a populagdo de coelhos ¢ de 5000 e a de raposas ¢ de 100 existe uma
A . . . . dc , .
tendéncia de crescimento a populacdo de coelhos ja que a derivada de - ¢ positiva, o que

indica um crescimento na populacao de coelhos. Dai, podemos inferir que 0 movimento ciclico
do campo de dire¢do segue no sentido anti-horario. Assim, podemos esbocar a curva de solugdes
como na figura a seguir, construida através da linguagem de programacao Python, pois o

Geogebra nao foi capaz de resolver problemas desta complexidade.
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Figura 29 — Curva de solucdo do problema de valor inicial no plano CR
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Fonte: elaborado pelo autor.

A figura acima apresenta o que ¢ chamado de plano de fase, uma representacdo das
solugdes de sistemas de equacdes diferenciais como curvas no plano CR. Nele, as trajetorias de
fase sdo os caminhos que as solugdes (C, R) percorrem ao longo do tempo. Por exemplo, na
figura acima temos em destaque a trajetdria de fase através de (5000, 100). Ja um retrato de
fases reune essas trajetdrias, ilustrando comportamentos tipicos de solugao.

Analisando biologicamente a Figura 29, os pontos destacados na ilustram diferentes
fases do ciclo populacional. No ponto P, a populacao de coelhos ¢ moderada e a de raposas €
relativamente baixa. Nesse cenario, ha poucas raposas para controlar os coelhos, o que permite
que a populagdo de presas cres¢a rapidamente. Em seguida, o sistema evolui para o ponto P;,
onde a populacdo de coelhos atinge seu valor maximo, por volta de 14000 individuos. As
raposas ainda estdo em crescimento, impulsionadas pela abundancia de alimento, mas ainda
ndo atingiram seu pico populacional.

O ponto P, marca o auge da populacdo de raposas, que atinge aproximadamente 350
individuos. Contudo, os coelhos ja comegaram a declinar devido a intensa predacdo. Com o
tempo, a escassez de presas compromete a sobrevivéncia dos predadores, levando ao ponto Ps,
onde a populagdo de coelhos se encontra em seu minimo, enquanto as raposas continuam em
queda. A diminuicao da pressdao predatéria permite entdo que os coelhos iniciem um novo
crescimento, reiniciando o ciclo.

Esse comportamento oscilatdrio evidencia como a dindmica entre espécies em interagao

pode ser compreendida e antecipada por meio de sistemas de equacdes diferenciais. Os ciclos



64

refletem um equilibrio ecoldgico dindmico, onde populacdes se alternam em fases de

crescimento e declinio, de forma previsivel e interdependente.

d) A partir da interpretacao biologica descrita no item anterior podemos esbogar os graficos de
C(t) e R(t). Supondo que o os pontos Py, P;, P, € P; ocorram nos tempos ty, t;, t; € t3,
respectivamente, temos os graficos das fungdes apresentados na Figura 30, construida

novamente utilizando Python, como a maioria das imagens do restante deste capitulo.

Figura 30 — Populagdes de coelhos e raposas ao longo do tempo
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Fonte: elaborado pelo autor.

A fim de melhorar a visualizacdo do comportamento das duas populacdes podemos utilizar

escala diferentes para cada uma delas, conforme a imagem a seguir.

Figura 31 — Populagdes de coelhos e raposas ao longo do tempo, em escalas
diferentes
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Fonte: elaborado pelo autor.
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Apesar de suas suposi¢des simplistas, o modelo de Lotka-Volterra foi um marco.
Ele demonstrou matematicamente como interagdes ecologicas simples podem gerar dindmicas
complexas e ciclicas, fornecendo uma base tedrica para a observacdo de flutuagdes
populacionais na natureza. Ele serve como o ponto de partida para modelos mais realistas e
sofisticados que incorporam fatores adicionais, como a capacidade de suporte do ambiente a
populagdo de presas, assumindo que na auséncia de predadores, as presas crescem de acordo

com o modelo logistico. Adicionando estes fatores o modelo predador-presa tem a seguinte

forma:
dc =aC (1 C) bCR
a ¢ K
dR
— = —cR +dCR
dt

Exemplo 4.2 — Modelo predador-presa: Considerando a capacidade de suporte do ambiente

alteramos o sistema de equagdes diferenciais Exemplo 4.1 da seguinte forma:

dc
— =2C(1-0,0001C) — 0,01CR

dt
dR
— = —0,5R + 0,0001CR
dt
a) De acordo com estas equagdes, o que acontece a populagdo de coelhos na auséncia de

lobos?

b) Encontre uma expressao para Z—i.
¢) Use um sistema de algebra computacional para desenhar um campo de dire¢des para a
equagdo diferencial resultante no plano CR. Em seguida, use o campo de dire¢do para
esbogar um retrato de fase.
d) Suponha que, em algum momento, existam 1000 coelhos e 200 raposas. Desenhe a
curva correspondente representando a solugdo para estas condigdes iniciais.
e) Esbocos de C e R como fungdes de .
Solucdo:
a) O termo 2C(1 —0,0001C) introduz uma limitagdo ambiental, modelando a competi¢do
intraespecifica dos coelhos conforme sua populagdo se aproxima de C = 10000, valor que

representa a capacidade de suporte do ecossistema. Assim, na auséncia de raposas (R = 0), o

sistema se reduz a:

dC—ZCl 0,0001C
dt - ( 4 )
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revelando que a populagdo de coelhos cresce logisticamente, se estabilizando em C = 10000
ou C = 0, valores que satisfazem % =0.

b) De forma andloga ao item a do exemplo anterior, temos:

dR _ —05R+0,0001CR
dC ~ 2C(1—0,0001C) — 0,01CR

¢) Usando Python temos o seguinte campo de dire¢des para o problema dado:

Figura 32 — Campo de dire¢des: Modelo predador-presa com capacidade de suporte
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Fonte: elaborado pelo autor.

No problema anterior tinhamos um movimento ciclico das populagdes de coelhos e raposas,
entretanto quando inserimos capacidade de suporte no sistema predador-presa o campo de
direcdes apresenta um comportamento em espiral, o que indica que as populagdes tendem a se
estabilizar em determinada quantidade. No retrato de fases da Figura 33 pode-se visualizar

melhor este comportamento indicando uma instabilidade em 5000 coelhos e 100 raposas.
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Figura 33 — Retrato de fases: Curvas de solucdo sobre o campo de diregdes
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Fonte: elaborado pelo autor.

d) A partir das observagdes feitas nos itens anteriores, temos a curva de solu¢do para o problema

de valor inicial apresentada na Figura 34.

Figura 34 — Curva de solug¢do do problema de valor inicial no plano CR, com capacidade de
suporte
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Fonte: elaborado pelo autor.

e) Analisando a Figura 34, observa-se que, a populagdo de raposas, inicialmente alta, entra em
declinio por falta de alimento. No entanto, a popula¢do de coelhos cresce devido a baixa

densidade e auséncia de competi¢do intraespecifica significativa. A medida que os coelhos se
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multiplicam, favorecem o crescimento posterior das raposas. O sistema exibe entdo uma
trajetoria que se aproxima de um ponto de equilibrio em que as populacdes se estabilizam
mutuamente. Esta descri¢do justifica os graficos de C(z) e R(?) nas figuras a seguir, onde na
Figura 36 temos os dois graficos em escalas diferentes, facilitando a compreensao dos

movimentos populacionais.

Figura 35 — Populagdes de coelhos e raposas ao longo do tempo, com capacidade de suporte
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Fonte: elaborado pelo autor.

Figura 36 — Populacdes de coelhos e raposas ao longo do tempo, com capacidade de suporte
e em escalas diferentes
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4.2 Analise do plano de fases

Os planos de fases permitem analisar qualitativamente o comportamento dinamico

de sistemas de equacdes diferenciais, entretanto sua constru¢ao pode ser complexa sem o
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auxilio de ferramentas computacionais. Neste contexto, sera apresentada uma analise desses
planos, visando fornecer uma visdo geral e compreensdo qualitativa da dindmica de sistemas
compostos por duas equagdes diferenciais autonomas. Inicialmente devemos definir o
equilibrio de um sistema de equagdes, semelhante ao que foi feito na segao 3.5.

Considere o sistema de equagoes diferenciais autbnomo

dx _

dt - f(x’y)
dy

i gx,y)

Os equilibrios sdo os pares (xq,¥1), (X2, ¥2), o, (Xi, ¥i) tais que, f(x;,y;) =0 e
9(x;,y;) =0 para i =1,...,k. Ouseja, um ponto de equilibrio ocorre quando as derivada das
fungdes sao nulas, indicando que nao ha variagao da varidvel dependente.

Tomando como exemplo o modelo predador-presa, equacao (4.1), a populagdo de
coelhos permanece constante quando % = aC — bCR = 0. Fatorando essa expressao temos
C(a — bR) = 0. Logo, a populagdo de coelhos entrara em estabilidade quando € =0 ou R =
%, onde a primeira igualdade representa a extingdo dos coelhos e a segunda uma populagdo de

lobos que preda os coelhos tanto quanto eles nascem. Representando graficamente estas

equacdes temos o que ¢ chamado de linhas nulas de C, que sdo a curvas no plano CR que

) dc
satisfazem el 0.

Figura 37 — Linhas nulas C
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Fonte: elaborado pelo autor.
~ . dR .
Analogamente, a populacdo de raposas descrita por ol —cR + dCR, entra em estabilidade

em R=0ou C= 2’ Assim, temos as linhas nulas de R apresentadas na Figura 38.
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Figura 38 — Linhas nulas R
R

Qo

S

R=0

0

ISH oY

Fonte: elaborado pelo autor.

Tragando as linhas nulas de C e R simultaneamente determinamos, através da

intercessao das linhas, os dois pontos de equilibrio (0, 0) e (2, %) para o sistema de equagdes

(4.1), indicando que nestes pontos as populagcdes de presas e predadores tendem a permanecer

constantes.

Figura 39 — Intercessao das linhas nulas
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Fonte: elaborado pelo autor.

Com as linhas nulas tragcadas podemos verificar o comportamento de C e R nas
regides do plano CR que estdo entre as linhas. Tomando R > % temos que

A€ c—bcR<ac—bc-E=0
ac ¢ @ b
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Japara R < %

dc
—=aC—bCR>aC—-bC-—-=0

a
dt b
Portanto, para R > %, C(t) € decrescente e para R < %, C(t) € crescente, conforme

o indicado pelas setas a esquerda e a direita, respectivamente, na figura abaixo.

Figura 40 — Crescimento de C(?)
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Fonte: elaborado pelo autor.

Analogamente, analisando o comportamento de R(?), temos que para C > 2

dR c
—=—cR+dCR> —cR+d—-R=0
dt d

E para C < 2

dR c
—=—R+dCR< —cR+d-R=0
dt d

Logo, para C > 2, R(t) ¢ crescente e para C < 2, R(?) ¢é decrescente, conforme o indicado

pelas setas para cima e para baixo, respectivamente, na Figura 41.
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Figura 41 — Crescimento de R(?)
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Fonte: elaborado pelo autor.

Juntando as duas Ultimas figuras temos uma visdo geral do comportamento das
equacdes do sistema a medida que ¢ aumenta, conforme ¢ mostrado na imagem a seguir. As
setas verdes, horizontais, indicam o crescimento de C(?) e as setas vermelhas, verticais, o
crescimento de R(z). Ja as setas cinzas, que estdo na diagonal, indicam, de maneira geral, o
comportamento do plano de fases. Por exemplo, na regido (I) temos C e R decrescentes,
enquanto na regido (IV) C ¢ descrente e R ¢ crescente. Observe ainda que as setas cinza que

estdo na horizontal ou vertical indicam estabilidade de uma das populagdes.

Figura 42 — Andlise do plano de fases por regides
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Fonte: elaborado pelo autor.
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Para ilustra uma aplicagdo desse tipo de andlise do plano de fases, segue um
exercicio apresentado por Stewart e Day (2015).
Exemplo 4.3 — Doengas infecciosas: As equacdes de Kermack-McKendrick sao equagdes
diferenciais de primeira ordem que descrevem um surto de doenga infecciosa. Usando S e / para
denotar o nimero de pessoas suscetiveis e infectadas em uma populacdo, respectivamente, as
equacoes sao

{5' = —BSI
I' = BSI — ul

Onde [ e p sdo constantes positivas que representam a taxa de transmissdo e a taxa de
recuperacado, respectivamente.
a) Forneca uma explicacdo bioldgica para cada termo das equacdes.
b) Suponha f =1 e pu=5. Construa o plano de fase incluindo todos os nulos,
equilibrios e setas que indicam a dire¢do do movimento no plano.
¢) Construa o plano de fase para valores arbitrarios de [ e u, incluindo todos os valores
nulos, equilibrios ¢ setas que indicam a dire¢gdo do movimento no plano.
Solucao:
a) A equagdo S’ = —BSI indica que a taxa de variagdo do niimero de pessoas suscetiveis S
diminui proporcionalmente ao produto do nimero de pessoas suscetiveis e infectadas,
multiplicado pela taxa de transmissdo . Isso significa que quanto mais pessoas infectadas
houver, maior serd a taxa de transmissao da doenga, resultando em uma diminui¢do mais rapida
do niimero de pessoas suscetiveis. Ja a equagdo I’ = $SI — ul descreve a taxa de variagao do
nimero de pessoas infectadas /. O primeiro termo [SI representa o aumento do nimero de
infectados devido a transmissdo da doenca, enquanto o segundo termo —pul representa a
diminui¢do do niimero de infectados devido a recuperagao.

b) Substituido os valores dados temos o seguinte sistema:

b 2™

Para determinar as linhas nulas, veja que S’ = 0 somentese S =0 ou I = 0. Observe ainda
que S’ < 0 para todos os valores de S e I maior que zero. Ja em relagdo a I', temos que
I' = 0 ocorre quando

SI-51=0

I(§-5)=0
Logo, I' =0 quando I =0 ou S = 5. Em ralagdo ao sinal de I', como no contexto ndo faz

sentido / ou S negativos nos resta analisar dois casos com [ > 0:
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1) S<5=I1§-5)<0=1'<0
2) $>5= I(§—-5)>0=1>0
Em relagao aos pontos de equilibrio, eles satisfazem o sistema

5=

Ou seja, os equilibrios no plano S/ sdo (0, 0) e (5, 0).

Unindo as informagdes anteriores temos o plano de fases a seguir:

Figura 43 — Andlise do plano de fases das equagdes de
Kermack-McKendrick
/

0 5 S

Fonte: elaborado pelo autor.

¢) Seguindo um raciocinio totalmente analogo temos abaixo o plano de fases para valores

arbitrarios de [ e pu.

Figura 44 — Analise do plano de fases das equacdes de
Kermack-McKendrick: caso genérico

/

SRS

Fonte: elaborado pelo autor.
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Para efeito de comparagdo, a Figura 45 apresenta o plano de fases completo do
sistema gerado pelas equagdes de Kermack-McKendrick, com os dados do item b), construida
utilizando a linguagem de programacao Python. As linhas de fluxo e a orientacao das setas
mostram como a populagdo evolui ao longo do tempo, revelando que a infec¢ao se espalha
apenas quando a populacao de suscetiveis ¢ suficientemente grande. Um dado importante é o
que ocorre em S = 5, conhecido como limiar epidémico: acima dele, a infec¢do cresce; abaixo

dele, ela tende a desaparecer. Veja que a Figura 43 ja ¢ suficiente para esta analise.

Figura 45 — Plano de fases das equagdes de Kermack-McKendrick
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Fonte: elaborado pelo autor.

4.3 Sistemas de equacoes diferenciais lineares

Até agora, ndo abordamos a solucao analitica dos sistemas de equagdes diferenciais
devido a sua complexidade e especialmente porque muitos sistemas encontrados na natureza
sdo ndo lineares e dificeis ou impossiveis de resolver dessa forma. Para introduzir solugdes
analiticas, comegaremos com sistemas lineares, uma classe especial onde as fung¢des
apresentam maior simplicidade.

De forma geral, um sistema linear de equacdes diferenciais ordinarias pode ser

escrito como:
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(dx
S 0O+ 003 + o+ @O+ 410
dx,

<de az1(t)x1 + Az ()xz + -+ azn(t)x, + g (t)
dx,

\dt = Apq(0)x1 + ana(O)xz + - + app (O x, + gn(t)

onde, para i,j=1,2,..,n, xjsdo fungdes na varidvel independente t, a;;(t) sdo os
coeficientes e g;(t) sdo fungdes de t, chamadas de fungdes de forgamento. Se a;; e sdo
independentes do tempo, entdo teremos um sistema de equagdes diferenciais autdnomas

lineares de primeira ordem, que € o tipo de sistema que sera estudado nesta se¢ao, especialmente

os sistemas bidimensionais.

dxy N N
— = aq1X aq,X

dt 11X1 12X2 T 01
dx,

W = Q1X1 T A% + g2

Utilizando notag¢ao matricial, mais comum de sistemas de equacdes diferenciais,

temos a seguinte escrita:

Z—)t( =AX+G (4.3)
Onde X(t) = [2%3 , A= [Zi Z;z]e G = [g;] Se tivermos G = 0 teremos o sistema
homogéneo
dX
T AX
Sobre os equilibrios de (4.3), X;, temos que
dX
Ezo = AX;,+G =0
logo,

AX;,= -G (4.4)
Multiplicando a esquerda pela inversa de A obtemos:
X;,=—A"1G
Veja ainda que, definindo Y = X — X;, ou seja, o vetor coluna cujas entradas sdo

y(t) = x(t) — x; que representa o deslocamento em relagdo ao ponto de equilibrio, temos que
dY—d(X X)—dX dX;
dt — dt YTdr dt

Como X; ¢ constante (e equilibrio do sistema), sua derivada ¢ zero. Assim:
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d—Y = d—X =AX+G
dt dt
Fazendo X =Y + X; e substituindo na equagdo acima
dy
d_t:A(Y+Xi)+G =AY + AX; + G

Utilizando (4.4) temos que:

dY
T AY
Portanto, todo sistema nao homogéneo (4.3) pode ser convertido no sistema
homogéneo
dy
P AY

Onde, Y = X — X;, ouainda Y = X + A~1G. Assim, um método de resolucio para sistemas
homogéneos também resolvera sistemas ndo homogéneos. Com esse resultado ¢ suficiente

investigar a solug@o de sistemas homogéneos.

4.3.1 Resolucdo de sistemas de equacoes diferenciais lineares

A resolugdo de sistemas de equagdes diferenciais lineares normalmente gira em
torno de um problema de valor inicial
dX
=

onde X(t,) = X,.Assim, buscaremos as fun¢des que satisfazem o sistema e a condigao inicial.

AX

Exemplo 4.4: Considere o sistema de equagdes

dx;
— = a;;1X
dt 1141
dx,
— = yX
dt 2242

Onde a4,a, € R.
a) Escreva o sistema na forma matricial;
b) Resolva o sistema.

Solucdo:

a) Esse sistema pode ser escrito de forma matricial como

dX all 0 x1
E o O azz] [xz] - AX
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b) As equacdes do sistema sdo desacopladas, logo podem ser resolvidas separadamente e

possuem como solugdo

aqt asyt

x,(t) = cye e x,(t) = cye

Onde as constantes ¢; € ¢, sdo determinadas a partir da condi¢do inicial.

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade destas solu¢des: Considere o

problema de valor inicial

dx — Ax
dt
X(to) = Xo

Suponha que a;;(t) seja uma fungdo continua em um intervalo / contendo t,. Entdo o
problema acima tem uma tnica solugdo no intervalo acima.

A demonstracao desse teorema ¢ complexa e envolve conhecimento ndo abordados
neste trabalho, mas pode ser encontrada para estudo em Santos, p. 673.

Um outro resultado importante ¢ o Principio da Superposi¢ao que afirma o

seguinte: Se X;(t) e X,(t) sdo solucdes do sistema homogéneo
ax
dt

entdo, toda combinagdo linear X(t) = aX;(t) + BX,(t), para @ ¢ B escalares, também ¢

AX 4.5)

uma solugao.

De fato,
dX d d d
T E[aXl + BX,] = E“Xl +a/j’X2
dX d d
@ aaXl + ﬁaXz

dX— AX, + BAX
dt_a 1+ BAX,

onde a ultima igualdade vem do fato de X;(t) e X,(t) serem solucdes de (4.5). Dai,
dX
— = A(aX, + BX,) = AX
dt
Assim, fica demonstrado o principio da superposi¢do, que pode ser facilmente generalizado
para n solucdes do sistema.

Considere agora o problema de valor inicial

dX

— = AX
dt

X(0) = X,
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Sejam X, (t), ..., X, (t) solugdes do sistema (sem a condigdo inicial). Qual condi¢do para que
existam as constates cy,..,c, tais que X(t) = ¢ X;(t) + -+ c, X, (t) seja solugdo do
problema de valor inicial?

Substituindo t =0 em X(t) = ¢, X;(t) + -+ ¢, X,,(t) obtemos o sistema de
equacgoes

c1X1(0) + -+ ¢, X, (0) = X,
1

Fazendo C = [ : ] e M =[X,(0)...X,(0)] podemos reescrever a equagéo acima como
C2

MC = X,
Note que M ¢ uma matriz quadrada, pois ¢ formada por n vetores colunas com n
coordenadas. Assim, se M ¢ invertivel, entio multiplicando a equacio por M~1, a esquerda
obtemos a solu¢do tnica para C,
C =M1Xx,

Mas, uma matriz quadrada ¢ invertivel se, e somente se, o seu determinante ¢ diferente de zero
(HEFEZ ¢ FERNANDES, 2022, p. 206).

Deste ultimo resultado e do teorema da unicidade da solu¢ao do problema de valor

inicial temos o seguinte teorema:
Dados X;(t), ..., X,,(t) solugdes do sistema Z—f = AX tais que

det[X;(0) ...c, X, (0)] # 0 (4.6)
Para toda condigéo inicial X, € R™ o problema de valor inicial

ax Ax

dt

X(0) = X,
Tem uma Unica solugdo e ¢ da forma

X(t) = c1X1() + - + cp Xy (0)
O determinante que aparece em (4.6) ¢ chamado de wroskiano de t = 0. No caso
geral, t € R, temos a seguinte notagao
W[X; ...X,1(t) = det[X,(t) ... X,,(D)]

Do que foi dito temos que a seguinte nomenclatura:
e Se n solugdes X;(t),...,X,(t) do sistema linear homogéneo Z—f = AX sao tais que
W([X; ..X,]1(0) # 0 dizemos que elas sio solu¢des fundamentais desse sistema;
e Se X,(t),..,X,(t) sdo solugdes fundamentais do sistema Z—f = AX entdo

X(t) = c1X1(t) + -+ + ¢ X (0)
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¢ chamado de solucéo geral, para c,, ..., ¢, constantes,
Voltando ao Exemplo 4.4: Considere o sistema de equagdes Exemplo 4.4, observe que

as solugdes encontradas

aqt asyt

x,(t) = cye e x,(t) = cye

sdo individualmente, solu¢des do sistema pois escrevendo
Xl(t) = Cleallt [1] , XZ = Czeazzt [0]
0 1
e substituindo X; no sistema, temos:

dX, at[1 a.t [ a;-1+0-0 a;t aiq 0 1 a1t
ar  ader [o]‘cle ' [O]_[0-1+a22-0 e =|o azz][o]cle Y

Ou seja,

Xm _ a’ll O ]X
dt 0 apl™!
Para X, temos um caso totalmente analogo. Além disso temos que

a11'0 O

WX X1 = [2°7 Jae

] =1%#0
logo, X; e X, sdo solucdes fundamentais e a solugdo geral pode ser escrita como

X@ =3 [© ]+ ¢ [ e

O sistema Z—f = AX do Exemplo 4.4 foi facilmente resolvido devido a matriz A

ser uma matriz diagonal, tornando as equagdes desacopladas. Assim, se podermos diagonalizar
A podemos resolver qualquer sistema linear de EDO’s.

Como nosso foco estd em sistemas bidimensionais, suponha que existam as

Vg Wy

matrizes P = [Vz W,

A O .
] e D= [ ! ], com A4,4, € R, tais que
0 4,
A=PDP7?
Utilizando esta igualdade no sistema Z—)t( = AX, temos

dX

— =PDP7 X
dt
Multiplicando a esquerda por P~1, obtemos
dX
pl—=DpP X 4.7
7 4.7)
Agora, fazendo uma mudanca de variavel escrevendo
Y(t) = P71X(t) 4.8)

A equagdo (4.7) pode ser escrita como
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dYy

— =DY
dt
que ¢ um sistema de equacdes desacopladas
dy;
dt =Mhn
dy,
dt = A2z
Este tltimo sistema ¢ equivalente ao do Exemplo 4.4, logo tem solucao
y1(t) = cietrt e x,(t) = et
Escrito na forma matricial temos
Y1 (t)] lc1e ]
Y(t) = 4.9
® y2(t) c e’z (4.9)
Veja ainda em (4.8), multiplicando por P a esquerda, temos
PY(t) = X(t)

Substituindo este resultado em (4.9) obtemos que a solu¢do do sistema z—f = AX ¢
At
cie™
X(t)=P
® Lze Aztl
V1 W ~
Como P = [Uz Wz]’ entao

X(t) = [xl(t) = [U1 Cle vlclellt + wyc et
x,(£) L ce?2t| (v, eMt 4+ wyc etet

1 W1
X(t) = c;eht [vz] et [ )!] (4.10)
Assim, do ultimo teorema apresentado esta € a solucao geral do sistema, ja que para as solugdes

6 (0) = eht [ 1] (0 = et )]
temos que
det[X;(0) X,(0)] =det(P) #0
aonde a desigualdade vem do fato de P admitir inversa.
Portanto, se conseguirmos determinar P e D, conseguiremos resolver o sistema.
Assim, considere novamente a condicao
A=pPDpt
Multiplicando a direita por P obtemos

AP = PD

A[z; ; ”o ,12]

[AV AW] = [,V 1,W]
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V1 wq ,
172] € Wz]' Dai

Onde V e W sao respectivamente os vetores [
AV = AV e AW = A,V

Nessas equagoes, dizemos que 4; e A, s3o autovalores de 4 e se Ve W sdo vetores nao nulos,

eles sdo chamados de autovetores.

Considerando a equagao

AV = AV
onde 4 ¢ uma matriz quadrada, ¥ um autovetor de 4 ¢ A um autovalor. Observando que I,V =
V,onde I, ¢ amatriz identidade, temos que
AV = ALV
(A—2AL)V =0
onde, 0 ¢ o vetor nulo.

Veja ainda que os autovetores V' sdo vetores nao nulos, logo os autovalores sdo os
valores de A, para os quais o sistema (4 — AL,)V = 0 tem solucdo ndo trivial. Mas, este
sistema homogéneo tem solu¢do ndo trivial se, e somente se, det(4 — Al,) = 0. Dai, os
autovalores de 4 sdo as raizes do polindmio

p(t) = det(4 — tI,,)
chamado de polindmio caracteristico de 4.

Além disso, para cada autovalor A, os autovetores associados sdo os vetores nao
nulos V que satisfazem (4 — A1)V = 0.

Com os ultimos resultado e defini¢des poderemos diagonalizar a matriz 4 de um
sistema de equagoes diferenciais e sair um sistema de equacdes acopladas para um sistema de
equacdes desacopladas. Os exemplos a seguir ajudam a sintetizar a teoria desenvolvida, bem
compreender suas aplicagoes.

Exemplo 4.5: Resolva o sistema de equacdes abaixo:

dx;

— =X, — X

dt 1 2
dxz—z +4
dt X1 X2

Solucdo:
) ¢
Escrevendo na forma matricial i AX temos
o A |
at 12 4 1lx
Devemos diagonalizar a matriz 4 e para isso devemos encontrar seus autovalores e autovetores.

Iniciamos determinando as raizes do polindmio caracteristico
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p(t) = det(A —tl) =det[1;t 4__1t =4—t—4t+t2+2

p(t) =t>—-5t+6
Como os autovalores sdo as raizes do polindomio caracteristico, temos 4, =2 ¢ A, = 3.
Para determinar os autovetores associados a A; e A, devemos resolver o sistema
(A—AL)V =0.
Para 1; = 2 temos:
(A-2I)V =0
— v -V — v, =
2 Z1E=10= G 2o
Logo, V ={(a,—a)| a € R }. Fazendo a =1 obtemos V = (1,—1)
Para A, = 3 temos:
(A=3L)W =0
2 FE=01= G s
Logo, W = {(@,—2a)| @ € R }. Fazendo @ = 1 obtemos W = (1,—2)

Assim, a matriz

1 -1
A= [2 4 ]
¢ diagonalizavel e as matrizes
1
P=lvwl=|_, ] [
sdo tais que
A=pPDpP!

Portanto, de (4.10) a solucao geral do sistema ¢

@ =) = ] vee )

Exemplo 4.6 — Dindmica metapopulacional: Uma populagdo de papagaios ¢ dividida em duas
ilhas, A e B. A populagdo na ilha A se reproduza uma taxa per capita de 3, enquanto a da ilha B
se reproduz a uma taxa per capita de 1 (onde o tempo ¢ medido em anos). A taxa de movimento

per capita da ilha A para B € 4, e da ilha B para A € 3.

a) Utilizando x4(t) e xg(t) para as populagdes de papagaios nas ilhas A e B,
respectivamente, no tempo ¢ (em anos), escreva um sistema de duas equacdes
diferenciais lineares que descreva os dois trechos;

b) Encontre a solucdo geral do sistema;
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¢) Determine a solugdo para o problema de valor inicial x,(0) = 150 e xz(0) = 80.

Solucao:

a) Para a populagdo da ilha A os individuos se reproduzem a uma taxa per capita de 3 o que
gera uma um crescimento populacional de 3x4, a0 mesmo tempo existe uma migragdo anual
de proporcional a 4, o que reduz a populacdo em 4x,. Por fim, existe uma migragdo da ilha B
para ilha A a uma taxa per capita de 3 em relacdo a populacdo de B, o que gera um a acréscimo

na populacdo da ilha A de 3xg. Assim, a variacao da populagdo de papagaios da ilha A ¢ dada

por
dx,
e 3x4 — 4x, + 3x5
dx,
r - + 3xp
Analogamente a populacdo na ilha B ¢ dada por
dxg
W=x3—3x3+4xA
dditB = 4x, — 2xp
Assim temos o seguinte sistema
dx,
r - + 3xp
dxg
a 4x, — 2xp

Na forma matricial temos A = [_41 _32] Portanto,

dX -1 37
dt [ 4 —2] [xB]
b) Para a solug¢do geral devemos determinar os autovalores e os autovetores da matriz A.

Tomando o polindmio caracteristico temos

_ —-1-—-t 3 _ 2 _ ) _
p(t)—det[ 4 _Z_t]—2+t+2t+t 12 =t“+3t—-10
Calculando as raizes do polindmio obtemos os autovalores 4, = =5 e A, = 2.
Para 1; = —5 temos:

(A+51)V =0
[+ 3l =l = e T30 o
Logo, V = {(a, —%a) | €R } Fazendo a = 3 obtemos V = (3,—4)

Para 1, = 2 temos:
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(A—1L)W =0
-3 37[V11_10 —3v;+3v, =0
A1 B e v
Logo, W = {(a@,a)| « € R }. Fazendo @ =1 obtemos W = (1,1). Assim, para

p=wi=[3 Jep=[7
temos
A =PDP

Portanto, de (4.10) a solugdo geral do sistema ¢é

2 []-creeerl)

Ou seja,
x4(t) = 3¢t + ce%t e xp(t) = —4cie” 5 + et
¢) Fazendo t = 0 em cada uma das equagdes acima obtemos o seguinte sistema de equagoes:

{xA(O) = 3C1 + CZ = 150
XB(O) = _4‘C1 + Cy = 80

Subtraindo a segunda equacdo da primeira, obtemos
7¢,, =70
c; =10

Utilizando esse resultado em uma das equagdes do sistema encontramos
c, =120

Portanto, a solu¢do para o problema de valor inicial é

x4(t) = 30e75t +120e?t ¢ x5(t) = —40e~ >t + 120e?t

O exemplo a seguir ¢ uma adaptagdo de um exercicio de Stewart e Day (2015) e
apresenta a aplicagdo e resolucao de sistemas de equacdes diferenciais lineares nao homogéneos.
Exemplo 4.7 - Tratamento do cincer de prostata — Durante o tratamento de cancer de prostata,
algumas células tumorais tornam-se resistentes a medicacdo através de uma variedade de
alteragdes bioquimicas. Algumas dessas mudancgas sdo reversiveis e outras sdo irreversiveis.
Usando x; e x, para denotar as fracdes de células sensiveis e irreversivelmente resistentes
ao tratamento respectivamente, um modelo simples para sua dindmica durante o tratamento ¢

{ X1 = —4x;
Xy =X — 2%, +d

a) Use uma mudanga de varidvel para reduzir este sistema a um sistema homogéneo de
equacdes diferenciais lineares.

b) Encontre a solugdo geral para o sistema.
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¢) Suponha que, no inicio do tratamento, todas as células sejam sensiveis, isto ¢, x;(0) =
1 e x,(0) = 0. Qual ¢é a solugdo para este problema de valor inicial?
d) Qual ¢ a fungao que especifica a fracao de c€lulas que sdo irreversivelmente resistentes
em fungdo do tempo?
e) Quanto tempo apos o inicio do tratamento 50% das células estardo irreversivelmente
resistentes? (Suponha que d > 1.)
Solucdo:
a) Como visto no inicio da se¢do 4.3 podemos transformar um sistema ndo homogéneo em um
sistema homogéneo fazendo a mudanga de variavel ¥ = X — X;, onde X; ¢ o equilibrio do
sistema. Para determinar os equilibrios do sistema facamos

{ X1 =—4x;, =0
Xé=x1_2xZ+d=0

Da primeira equagdo temos que x; = 0. Usando esse resultado na segunda equag¢do obtemos

d
que x; =< . Logo,

0
Xi = g
2
Assim, definimos Y = X — X;, ouainda X =Y + X; temos
0
d

[l = sl +

Logo,
_ _ d
X1 =Y1€ X2 =Y+ 7
Substituindo estas igualdades no sistema em questdao obtemos o seguinte sistema homogéneo:

y; = —4x;

{ y{ = —4x,
V2 =Y1—2Y>

b) Escrevendo o sistema na forma matricial temos

Yo = [—14 _02] y1(t)

y2(t)
A matriz A = [_14 _02] tem como polindmio caracteristico
p(t) = det [_41_ t _20_ =t +6t+8

Logos, os autovaloresde A sdo A, = —4 ¢ 1, = —2.
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Para 1; = —4 os autovetores V sdo tais que

(A+4L,)V =0
[2 (2)] [Z;] - [8] = {vlo-:_zovzz:OO

Logo, V = {(a, —%) |l €R } Fazendo a = 2 obtemos V = (2,—1).

Para A, = —2 os autovetores W sdo tais que
(A+2L,)W =0
-2 011v11 _ 00 —2v1 =0
1 0][v2]_[o]=> { v; =0

Logo, W = {(0,a)| « € R }. Fazendo @ =1 obtemos W = (0,1)

Portanto, a solucdo geral do sistema ¢

Y'(t) = ;’;Eg =ce ™ [_21] + et [(1)]

Ou ainda

4t

{y1(t) =2¢e™™
Y2 () = c,e™ —cie”

Voltando para as fungdes x; ¢ x, temos

x,(t) = 2¢c,e™

d
x,(t) = cpe™?t — e + >

¢) Das condig¢des do problema de valor inicial temos
x1(0) = 2C1 =1

d
x2(0)=C2_C1+§=0

Da primeira equagdo, temos que

Cl = =
Substituindo na segunda equagao, temos
1 N d 0
272727
_1-d
€ =—
Logo, a solug@o do problema de valor inicial é
x, () = e
1-d 1 d
x,(t) = e ——eg74 4 —

2 2 2
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d) A funcdo que especifica a fragao de células que sdo irreversivelmente resistentes em fungao

do tempo ¢ a fungdo x,(t) = 1;—de_2t — %e““ + g‘
¢) Queremos encontrar o tempo t para o qual y,(t) = % Ou seja,
1_de—2t_le—4t+g:1
2 2 2 2

Multiplicando toda a equagao por 2 obtemos
(1-de?—e*+d=1
Reorganizando a equagao temos que
eM—A1-de?+1-d)=0
2t

e substituindo na equagdo acima obtemos a equagao quadratica

wW-1-du+(1-d)=0

Fazendo u=e~

Resolvendo esta equagdo temos que
1-d)+J/U-d)?-41-d)
u =
2

(1-d) /(A1 -d)?-4(1—-d)
w= 2

Pondo (1 —d) em evidéncia
1-d)t/A-d)(-3-ad)
u =
2

1-d)+/(d-1{@+3)
v= 2

t, seu valor deve ser positivo. Dado que d > 1, temos (1 —d) < 0. Assim,

Como u = e~ 2

temos que

L= 1-d)+/d-1A+3)
B 2
e aplicando logaritmo obtemos
1-d)+/d-1(d+3)
2
1-d)+/(d-1)(d+3)
2

Desfazendo a substituicdo u = e~ %¢

o2t —

—2t =1n

Portanto,

t=—%1n<(1_d)+\/(g_1)(d+3)>
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5 PROPOSTA METODOLOGICA NO ENSINO MEDIO

A aplicacdo de equacdes diferenciais em contextos reais oferece uma oportunidade
unica para engajar estudantes do Ensino Médio no pensamento matematico avangado,
conectando abstragdes tedricas a fendmenos tangiveis. Este capitulo apresenta trés sequéncias
didaticas interdisciplinares, elaboradas para a partir de temas centrais deste trabalho —
crescimento populacional, administragdo de medicamentos ¢ modelo predador-presa — de
forma acessivel e alinhada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e nos principios de
interdisciplinaridade e aprendizagem significativa discutidos no Capitulo 2.

As sequéncias didaticas tém como pré-requisito, para os estudantes, 0s
conhecimentos sobre funcdes logaritmicas e exponencias, exceto a sequéncia 3, em que
conhecimentos sobre func¢des afim e quadraticas ja sdo suficientes. Cada sequéncia foi
desenhada para:

e contextualizar conceitos matematicos (como fungdes exponenciais, logisticas e sistemas
de equagdes) em problemas das Ciéncias da Vida;

e Promover habilidades criticas, incluindo analise de dados, modelagem computacional
(com GeoGebra) e trabalho em equipe;

e Integrar conhecimentos de Biologia, Saide e Meio Ambiente, reforcando a
interdisciplinaridade prevista na BNCC.

Os planos de aula detalhados a seguir incluem: objetivos, duracdes, materiais e
avaliagdes, com adaptacdes para diferentes realidades escolares (como falta de recursos
tecnologicos). Esta proposta concretiza o potencial da modelagem matemadtica como ferramenta
pedagdgica, demonstrando como equacdes diferenciais podem ser ensinadas de forma

dindmica, relevante e conectada aos desafios do século XXI.
5.1 Sequéncia didatica 1: Concentracio de medicamentos na corrente sanguinea
Duracao: 100 minutos.
Objetivos:
e Compreender como a concentragdo de medicamentos no sangue varia com o tempo

usando modelos matematicos;

e Compreender o conceito de taxa de variagdo (derivada);
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e Relacionar conceitos matematicos (fungdes exponenciais, meia-vida) com situacdes
reais da saude;

e [Estabelecer modelo exponencial para descrever situagdes bioldgicas.

Competéncias da BNCC:

e (EMI13MATI01) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos relativos
as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela analise dos graficos
das fungdes representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

e (EMI13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

e (EMI3MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacdes de fungdes exponencial e logaritmica expressas em
tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio,

imagem, crescimento) de cada funcao.

Materiais:
e Computadores/tablets com acesso ao Geogebra ou planilhas eletronicas;
e Material impresso com o roteiro das atividades;

e Pincel, apagador e quadro branco (para o professor)

Desenvolvimento da Aula:
Discussao inicial (15 minutos):
e “Como os médicos calculam a dose de um remédio?”
e “Como 0 nosso corpo absorve os medicamentos?”
e Explicar que normalmente os medicamentos s3o metabolizados a uma taxa proporcional

a concentracao atual existente na corrente sanguinea (ver Exemplo 3.3).

Problematica (50 minutos): Distribuicdo ou apresentacdo no quadro do roteiro de atividades a
seguir, com posterior apresentacdo das solugdes.
1) Suponha que o corpo humano consiga, a cada hora, metabolizar 10% do medicamento

A, que esteja na corrente sanguinea, a cada hora. Se C(t) representa a concentragao do
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medicamento na corrente sanguinea, em func¢do do tempo t. Qual a expressdo

representa a varia¢ao da concentragdo do medicamento na corrente sanguinea?

Solugdo e comentario: Este exercicio pode ser utilizado para se definir a derivada como
taxa de variagao, retomando o conceito de taxa de variacao no estudo de fungdo afim

f(x) = ax + b, que relaciona este conceito com o coeficiente angular a. A notagdo

dC— 0,1C
e~

Pode ser apresentada para indicar que a cada hora a concentragdo do medicamento
diminui em 10% (0,1). Formalizando,

dy

dx

E aderivadade y no ponto x que representa o quanto y estd variando em x. Temos

ainda que

2 Feoy)
—_— X
dx &4
E uma equagdo diferencial, que nos d4 a forma como y varia, mesmo sem saber a lei

de formacao da funcao y(x).

Sabendo que um paciente recebeu o medicamento A e estd com uma concentragdo inicial
de 10 mg/ml, construa uma tabela com a concentracio do medicamento na corrente
sanguinea nas proximas 24 horas (utilizando planilha eletronica, preferencialmente no

Geogebra). Qual a meia vida do medicamento?

Solugdo e comentério: Os estudantes podem construir a tabela de dados utilizando a
planilha de sua preferéncia, mas utilizar o Geogebra podera facilitar o proximo
exercicio. O recurso de planilhas ser acessado na versao online do Geogebra acessando

o menu lateral esquerdo, na opg¢ao “Planilhas de célculos”, conforma a imagem a seguir.
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Figura 46 — Planilha de Calculos no Geogebra
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Fonte: GeoGebra (2025).

J& para versdes instaladas em computadores, o recurso pode ser acessado pelo menu
lateral direito, em “Disposi¢des” e por fim, em “Planilha de Calculos”.
Com a construcdo da planilha os estudantes devem perceber que a meia vida do

medicamento se da entre 6 ¢ 7 horas.

3) No Geogebra, plote os pontos do exercicio 2.
Solucdo e comentario: Plotando os pontos os estudantes poderao perceber o decaimento
exponencial da concentracdo do medicamento na corrente sanguinea. A Figura 47

mostra a disposicao dos pontos

Figura 47 — Plotagem de pontos no Geogebra
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Fonte: elaborado pelo autor.
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4) Determine uma expressao para C(t) e calcule a meia vida utilizando essa expressao.

Solugdo e comentario: Com a concentragao do medicamento reduz em 10% por hora, a cada
hora restard 90% da concentracao na hora anterior. Assim, os estudantes devem encontrar a
expressao

C(t) =10-0,9* (5.1)
para a lei de formagao da fungdo que descreve a concentragdo do medicamento.
Calculando a meia vida temos:

10-0,9t =5

(0,9t =0,5
Aplicando logaritmo

log 0,9t = log 0,5
t-log0,9 =1log0,5

. log 0,5
“1og0,9

6,6

Encerramento da aula (35 minutos):

e Retomar a pergunta inicial, explicando que no calculo da dose de um medicamento o
médico leva em conta uma concentragdo do medicamento na corrente sanguinea que
ndo traga efeitos colaterais graves. E para saber a frequéncia com que o medicamento
sera administrado, é considerada a varia¢ao da taxa de concentracdo do medicamento a
corrente sanguinea no decorrer do tempo;

e Explicar que em uma situagdo real um medicamento ndo ¢ absolvido pelo organismo
em intervalos regulares de tempo. A metaboliza¢do ocorre continuamente. Assim, a
expressao determinada (5.1), apesar de descrever bem a problematica, comete erros em
uma situagao real;

e Apresentar o modelo

f@) = foe™
para variacdo exponencial de uma quantidade f. Em que f, ¢ a quantidade inicial,
t =0,e r ¢ataxade variagdo por unidade;
e Na problematica em estudo, temos r = —0,1. Assim,
C(t) =10-e7 %1t

e Plotar o grafico da equagdo acima e compara-lo com o grafico de (5.1);
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e Devolutiva sobre a avaliagdo da aula.

Avaliacdo da Aprendizagem:
e Participacdo nas discussdes;
e Manuseio das ferramentas digitais;

e Desempenho na resolugdo das questdes.

Orientacdes gerais:
e No caso da indisponibilidade de computadores/tablets as atividades podem ser
adaptadas utilizando calculadora cientifica e malha quadriculada;
e A interdisciplinaridade com a biologia deve ser reforg¢ada;
e A tematica sobre automedicagao pode ser abordada, comentando sobre os riscos de uma

alta dosagem de medicamentos.

5.2 Sequéncia didatica 2: Crescimento populacional

Duracio: 150 minutos

Objetivos:
e Compreender os modelos matematicos de crescimento populacional (exponencial e
logistico).
e Analisar fatores que limitam o crescimento de populagdes (recursos, predacao).
e Compreender e aplicar o conceito de taxa de variacdo (derivada);
e Relacionar conceitos matematicos com situa¢des reais envolvendo crescimento
populacional;

o Estabelecer equacdo diferencial logistica para o crescimento populacional;

Competéncias da BNCC:
e (EM13MATI101) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos relativos
as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela analise dos graficos
das fungdes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem apoio de tecnologias

digitais.
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(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fung¢des polinomiais de 1° ou 2°
graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacdes de funcdes exponencial e logaritmica expressas em
tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio,
imagem, crescimento) de cada funcao.

(EM13MATS510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas
variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informagao, e, quando apropriado,

levar em conta a variagdo e utilizar uma reta para descrever a relagdo observada.

Materiais:

Computadores/tablets com acesso ao Geogebra ou planilhas eletronicas;
Projetor ou TV para o professor;
Material impresso com o roteiro das atividades;

Pincel, apagador e quadro branco (para o professor)

Desenvolvimento da Aula:

Discussao inicial (10 minutos):

“A populagdao mundial pode crescer indefinidamente?”;

“Por que algumas populagdes crescem rapidamente?”

Problematica (100 minutos): Distribui¢cdo ou apresentacdo no quadro do roteiro de atividades a

seguir, com posterior apresentacao das solugoes.

Considere o crescimento de uma populacao de leveduras, organismos unicelulares usados na

producao de alcool e panificagdo. Pesquisadores coletaram dados da Tabela 3, medindo o

tamanho da populagdo de leveduras cultivada em cultura liquida (individuos por ml de cultura)

em diferentes momentos (horas).
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Tabela 3 — Populagao leveduras no decorrer do tempo

Tempo | Tamanho da Pop. | Tempo | Tamanho da Pop.
(h) (x 10°/mlL) (h) (x 10°/mlL)

0 0,20 12 151,70
1 0,44 13 157,15
2 0,90 14 158,3

3 2,10 15 159,20
4 4,70 16 163,50
5 9,58 17 161,60
6 20,30 18 158,00
7 39,50 19 159,30
8 69,00 20 158,90
9 100,32 21 164,10
10 127,20 22 161,00
11 140,8 23 159,90

Fonte: elaborado pelo autor.

1. Utilizando o Geogebra, plote os pontos (x,y) = (t,p),onde t representa o tempo, em

horas, ¢ p apopulagdo de leveduras.

Solugdo e comentario: A seguir temos a disposi¢do dos pontos com um ajuste na
proporcao dos eixos x e y de 1 para 10 (Esse ajuste pode feito clicando com o botdo

direito do mouse em um dos eixos e selecionando a opcao “EixoX : EixoY”).

Figura 48 — Dispersao de dados da Tabela 3
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Fonte: elaborado pelo autor.

Para inserir os pontos na janela de visualizacdo os estudantes podem utilizar a Planilha
de Calculos, selecionar os valores e clicando com o botdo direito do mouse selecionar a

opcao “criar” “lista de pontos”, conforme a imagem a seguir.



Figura 49 — Lista de pontos no Geogebra
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18 20 22 24 2

2. Utilizando “Controles Deslizantes” estabeleca uma fungao exponencial na forma

p(t) = poe™

que represente o crescimento da populagdo de leveduras nas 6 primeiras horas, onde p,

¢ a populagao quando t = 0.

Solugdo e comentério: A expressdo desta questdo foi apresentada nas se¢des 2.1 e 5.1.

Inicialmente os estudantes devem criar o Controle Deslizante através da barra de
ferramentas na faixa superior do software. Logo apo0s, inserir a expressao “y = 0.2 *
e”rx” na caixa de entrada. Ajustando o valor de r percebe-se que ele serd um valor
entre 0 e 1. Apds alguns ajustes vemos que o valor r = 0,77 faz com que a p(t) =

0,2e%77t represente bem a populagdo de leveduras nas primeiras 6 horas, como pode

ser visto na figura a seguir.
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Figura 50 — Representa exponencial da populagdo inicial
de leveduras
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Observe que a partir da sétima hora, o grafico de p ndo contém os demais pontos. Isso

ocorre porque ha desaceleracdo no crescimento da populagdo de leveduras. Na fungao

N ~ . dp
p a variagdo populacdo se da por pria 2 Como podemos escrever

dp
_dr

y

Temos que r ¢ a taxa de variacdo per capita da populacao de leveduras, como foi

r

exposto na secdo 2.1. A taxa de variagdo em um ponto y; pode ser aproximada por
dp _Pi+1—Pi
dt h
Onde h ¢ o tamanho do passo dado em t. Esse método para o calculo da taxa de
variacao € chamado de “diferenca atrasada” e por sua facilidade utilizaremos ele em vez
da férmula de diferenca centrada, apresentada na se¢do 2.1. Se tomarmos h = 1, temos
que a taxa de variacdo percepta ¢ dada por
_ Div1 T D
B pi

R

Preencha a tabela a seguir com o valor de R.
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Tabela 4 - Populacdo de leveduras e sua taxa de crescimento per capita

Tamanho da Pop. g = Pir1 + Pi | Tamanho da Pop. g = Pir1 + p;
(x 10°/mL) i (x 10°/mL) D
0,20 1,2 140,8 0,077
0,44 1,045 151,7 0,036
0,90 1,333 157,15 0,007
2,10 1,238 1583 0,006
4,70 1,038 159,2 0,027
9,58 1,119 163,5 -0,012
20,30 0,946 161,6 -0,022
39,50 0,747 158 0,008
69,00 0,454 159,3 -0,003
100,32 0,268 158,9 0,033
127,20 0,107 164,1 -

Fonte: elaborado pelo autor.

Solugdo e comentarios: A tabela acima ja estd com os valores de R. Os estudantes

podem realizar os calculos facilmente utilizando planilhas eletronicas.

. Esboce no Geogebra os pontos (x,y) = (p, R). Em seguida esboce uma fungao afim

que se aproxime da relagdo entre p ¢ R.

Solucdo e comentario: Apds inserir os pontos ajustar a propor¢ao dos eixos, pode-se
criar dois controles deslizantes, a e r, e inserir a fungdo "y = ax + r". Apods alguns
ajustes percebe-se que o valorde 0 <r < 2 e que a ¢ negativo com valor absoluto

pequeno. Vejaqueareta y = 1,1 — 0,007x se aproxima bem dos pontos plotados.

Figura 51 — Dispersao da taxa de variacdo per capita
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Fonte: elaborado pelo autor.
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5. Qual expressdo para a taxa de variacao da populagdo de leveduras?

Solugdo e comentarios: Com o resultado do item anterior, obtemos que a variagao da
populacdo de leveduras ¢ dada por:

d
d—IZ — (1,1 - 0,007p)p (5.2)

Para qual valor de p a populagao para de crescer?

Solucdo e comentérios: Se a populacdo ndo cresce, entdo sua variacao ¢ zero. Logo

dp
—=(1,1- 7 =

O que implicaem p = 0, ou

1,1—0,007p = 0

)

~ 0,007

Assim, a populagao entra em equilibrio em 0 ou 157 140 000. Como préximo de zero a

p ~ 157,14

populagdo € crescente, se afastando desse valor dizemos que zero ¢ instavel. Ja para
p = 157,14, dizemos que ¢ estavel, pois a populacdo fica oscilando proximo desse

valor, o pode ser visualizado na Figura 48.

Encerramento da aula (40 min):

Reorganizar a equagdo (5.2), para obter a expressao % = 1,1p(1 — 151:14);

Explicar que o valor de p = 157,14 representa a capacidade de suporte do ambiente,
o que limita o crescimento da populagdo, devido a auséncia de recurso ou até mesmo de
espaco fisico, definido o crescimento logistico;

Generalizar q equacao diferencial logistica % =rp(l— z), onde k ¢ a capacidade de
suporte do ambiente, a populacdo maxima;

Resolver a equagdo (5.2) utilizando o comando “ResolverEDO no Geogebra e
apresentar as solugoes;

Abordar que outros eventos também podem seguir uma evolugdo logistica, como
epidemias;

Destacar a pandemia de Covid-19, que no primeiro ano segue o padrdo da curva
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logistica.

Figura 52 — Mortes por Covid-19 no Brasil de fevereiro de 2020 a dezembro de 2021

Novas mortes registradas — Média diaria em 7 dias

Abr Jul Out Jan Abr Jul Out
Fonte: Gazeta do povo (2025).

Avaliacdo da Aprendizagem:
e Participacdo nas discussdes;
e Manuseio das ferramentas digitais;

e Desempenho na resolucao das questoes.

Orientacoes gerais:
e Para ganhar tempo o professor deve realizar as resolucdes questao por questdo, logo
apos os estudantes terem resolvido cada questdo. Desse modo a turma avancgard junta;
e Para a resolugdo da questdo 4 pode ser utilizada regressdao linear, disponivel no
Geogebra. Entretanto ao se trabalhar com Controles deslizantes o estudante revisa a
influéncia do coeficiente linear e angular no grafico de uma funcao afim;
e O método de Euler pode ser explorado, conforme foi feito na se¢ao 3.7;

e A problematica desta aula pode ser readaptada com dados da Covid-19.

5.3 Sequéncia didatica 3: Modelo predador-presa

Duracao: 100 minutos.

Objetivos:
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Compreender os conceitos basicos do modelo predador-presa e sua representacdo por
meio de equagdes diferenciais;

Relacionar a matematica com fendmenos ecoldgicos reais;

Determinar os valores de equilibrio de populacdes;

Analisar qualitativamente e graficamente as interagdes entre espécies em um

ecossistema.

Competéncias da BNCC:

(EM13MATI101) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos relativos
as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela analise dos graficos
das fungodes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fung¢des exponenciais nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em

contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

Materiais:

Projetor ou TV para o professor;
Material impresso com o roteiro das atividades;

Pincel, apagador e quadro branco (para o professor)

Desenvolvimento da Aula:

Discussao inicial (30 minutos):

“O que acontece quando desaparecem os predadores de um ecossistema?”’;
“O que acontece com a populacdo de predadores se as presas desaparecem?”

“Como a interacao entre as duas espécies afeta cada populacao?”

Apresentar o predador presa conforme foi feito na se¢do 4.1, apresentando o sistema (4.1),

destacando a relagdo interdependéncia das populagdes de presas e predadores.

Citar populagdes de duas espécies de predadores e presas, tais como raposas e coelhos,

cobras e ratos, tubardes e peixes, entre outras.

Problematica (50 min): Adaptando o Exemplo 4.1 temos o seguinte roteiro de atividades:

Considere o sistema de equagdes diferenciais que descreve a interagdo entre uma populagdo de
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coelhos C(?) e de raposas R(?):

dc

— =2C — 0,01CR

dt

dR

Frin —0,5R + 0,0001CR

1) O que representam os parametros a = 2,b = 0,001,¢c = 0,5 ¢ d = 0,0001?

Solugdo e comentario: Da interpretacdo do sistema temos que
» a: Taxa de reprodugdo das presas;
» b: Taxa de eficiéncia da predagio;
» c: Taxa de mortalidade dos predadores.

» d: Taxa de crescimento das raposas com base na predagio;

2) Lembrando que as equacgdes do sistema acima representam a taxa de variagcdo das
populagdes de coelhos (C) e raposas (R)e, determine as situagcdes em que as duas

populagdes entram e estabilidade.

Solugdo e comentario:

A populacdo de coelhos entra em estabilidade quando

dc
—=2C—-0,01CR=0
dt

C(2-001R)=0
Logo, € =0, ou

2—001R=0
R = i = 200
0,01
J& para populagdo de raposas,
dR
P —0,5R + 0,0001CR =0

R(0,0001C —0,5) =0
Logo, R =0, 0u
0,0001C -0,5=0

05
"~ 00,0001

Assim, temos que as duas populacdes entram em equilibrio simultaneamente quando

C = 5000

sdao ambas extintas ou quando temos 5000 coelhos e 200 raposas.
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3) Considerando o plano cartesiano CR, em que o eixo horizontal (x) representa a
populacdo de coelhos e o eixo vertical (y) a populagdo de raposas, esboce as retas

determinadas na questdo anterior.

Solugdo e comentario: Nesse ponto sao definidas a linhas nulas, como na se¢do 4.2. Na
Figura 53 sdo apresentadas em verde a representacao grafica das linhas nulas da
populagdo de coelhos (C =0 e R =200). Em vermelho estdo as linhas nulas
referentes a populacdo de raposas (R =0 e C = 5000). Como as populagdes sao
sempre positivas s precisamos considerar o primeiro quadrante, que fica dividido em

quaro regioes

Figura 53 — Linhas nulas do sistema predador-presa
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Fonte: elaborado pelo autor.
4) Analise a variagdo populacional de coelhos e raposas quando:

a) C =2000 e R = 300.
b) € =2000 ¢ R =100.
¢c) € =8000 e R =100.
d) € =8000 e R = 300.

Solugdo e comentario: No item a) veja que para que para € = 2000 e R = 300
dc
P 2-2000-0,01-2000-300= —2000<0

Como a taxa de variacdo € negativa, isso significa que a populagdao de coelhos esta

diminuindo.
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Analogamente, temos

dR

@ —0,5-300 + 0,0001 -2000-300=-90< 0

O que nos diz que a populagdo de raposas também esta diminuindo.

Com raciocinio analogo, temos no item b) que

dc
E=2-2000—0,01-2000-100= 200> 0
Logo, a populagdo de coelhos esta em crescimento. J& para a populacao de raposas
dR
FTin —0,5-100 + 0,0001 - 2000 - 100 = —30

Assim, a populagdo de raposas esta em queda.

Seguindo para os demais itens obtemos no item ¢ que a populacdes de coelhos e raposas
sdo crescentes. Por fim, no item d, a populagdo de coelhos sera decrescente e a de
raposas crescente.

Nesse momento podemos generalizar o crescimento e decrescimento das populacdes em

cada uma das 4 regides delimitadas, analisando o comportamento do plano de fases,

como feito na se¢do 4.2 para a

Encerramento da aula (35 min):

e Apresentar o campo de direcdes da Figura 54 destacando o movimento ciclico da

variac¢ao das populacdes de predadores e presas;

Figura 54 — Campo de dire¢des — Populagdo de coelhos e raposas
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Fonte: elaborado pelo autor.

: . . A dc
e Retomar os questionamentos iniciais concluindo que na auséncia de predadores, e
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aC, a > 0, logo a populacdao de presas cresce exponencialmente, segundo o sistema

apresentado;

, A dR . .
Ja na auséncia de presas i —dR o que nos diz que a populagdo de predadores
tende a extingao;

Questionar os estudantes sobre falhas no sistema apresentado, concluido que ¢é

necessario inserir um crescimento logistico para a populacao de presas.

Avaliacio da Aprendizagem:

Participacdo nas discussdes;
Construgdo do plano cartesiano;

Desempenho na resolugdo das questdes.

Orientacoes gerais:

Enfatizar a importancia de cada espécie para manutengao do equilibrio ecolégico;

O codigo da Figura 54 pode ser trabalhado com a turma em uma proxima aula,
adicionando mais uma competéncia da BNCC: (EM13MAT405) Utilizar conceitos
iniciais de uma linguagem de programagao na implementacdo de algoritmos escritos em

linguagem corrente e/ou matematica;

Segue o codigo Pytho da Figura 54:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# taxa de crescimento dos coelhos
.01 # taxa de predacao
.5 # taxa de mortalidade das raposas
.0001 # taxa de crescimento das raposas

Q N O w H®
|
O OO ND

# Malha do plano
C, R = np.meshgrid(np.linspace(@, 10000, 25), np.linspace(9,
400, 25))

# Equacdes diferenciais
dédt =a *C - b *C*R
dRdt =d * C * R - ¢ * R

# Normalizacao dos vetores
norm = np.sqrt(dCdt**2 + dRdt**2)
u = dCdt / norm
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v = dRdt / norm

# Plotagem do campo de direc¢des
plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.quiver(C, R, u, v, angles="xy", color="blue")
plt.xlabel("Popula¢dao de coelhos (C)", fontsize=16)
plt.ylabel("Popula¢do de raposas (R)", fontsize=16)
plt.title("Campo de dire¢des - Populag¢ao de coelhos e raposas"”,
fontsize=17)

plt.xticks(np.arange(@, 11000, 1000), fontsize=16)
plt.yticks(fontsize=16)

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O percurso desta dissertacao foi norteado pelo objetivo de construir uma ponte entre
o campo das equacdes diferenciais aplicados a fendmenos biologicos, frequentemente
percebido como um dominio avangado da matemaética, e a realidade da sala de aula do Ensino
Meédio. A intencdo central foi evidenciar que, por meio da Modelagem Matematica e de uma
abordagem interdisciplinar, torna-se viavel nao apenas apresentar, mas também aprofundar e
analisar de maneira significativa conceitos matematicos complexos em contextos bioldgicos

pertinentes aos estudantes.

Para atingir tal objetivo, o trabalho foi estruturado em uma progressao logica.
Inicialmente, no Capitulo 2, estabeleceu-se a fundamentagdo pedagogica, alinhando a proposta
aos preceitos da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que incentiva a
interdisciplinaridade e a resolu¢dao de problemas em contextos reais para uma aprendizagem
significativa. Os Capitulos 3 e 4 se aprofundaram no arcabougo matematico, explorando desde
as definigoes e classificacdes de equacdes diferenciais até a analise de sistemas dinamicos
complexos, como o modelo predador-presa. A teoria foi consistentemente ilustrada com
exemplos das biociéncias, como o crescimento logistico de populagdes, a administracdo de

medicamentos e a dindmica de ecossistemas.

O é4pice deste percurso se materializou no Capitulo 5, com a apresentacdo do
produto educacional: trés sequéncias didaticas detalhadas. Estas propostas ndo sdo meros
exemplos, mas sim a concretizacdo da tese central deste trabalho. Elas demonstram a
viabilidade de se traduzir modelos como o crescimento populacional, a farmacocinética e a
interacdo predador-presa em atividades investigativas, que promovem o uso de tecnologias
digitais como Geogebra e planilhas eletronicas, e valorizam a interpretacdo e a andlise critica

em detrimento da memorizacao de formulas.

Neste sentido, a principal conclusdo que emerge deste estudo € que a abordagem
de temas do Célculo Diferencial no Ensino Médio € ndo apenas possivel, mas também pode ser
extremamente produtiva. Ela atende diretamente as demandas da BNCC por uma matematica
contextualizada e instrumental para a compreensao do mundo, a0 mesmo tempo em que
potencializa o engajamento dos alunos, revelando o poder da matematica como linguagem
descritiva das ciéncias da vida. A modelagem permite que o estudante assuma um papel ativo,
transformando dados brutos em conhecimento e analisando a plausibilidade de suas proprias

conclusdes, desenvolvendo assim competéncias essenciais para sua formagao.
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Contudo, reconhece-se que as sequéncias didaticas aqui propostas constituem

um ponto de partida. Embora fundamentadas na teoria e na pratica docente, sua efetividade em

larga escala dependeria de fatores como a formagao continua de professores para trabalhar com

modelagem e a disponibilidade de recursos tecnologicos nas escolas.

Diante do exposto, e como recomendagao para trabalhos futuros, sugerem-se os

seguintes caminhos:

Pesquisa Empirica: A aplicagdo pratica das sequéncias didaticas propostas em diferentes
contextos escolares e a coleta de dados sobre o aprendizado e o engajamento dos alunos

poderiam validar e refinar as metodologias aqui apresentadas;

Expansdo dos Temas: Desenvolver novas propostas de ensino baseadas em outros
modelos explorados nesta dissertagdo, como a epidemiologia (equacdes de Kermack-
McKendrick) ou os efeitos da cooperacdo entre espécies (alimenta¢do cruzada

bacteriana), ampliando o repertério de atividades interdisciplinares disponiveis;

Desenvolvimento de Materiais de Apoio ao Professor: Criar um guia ou realizar oficinas
de formacao para professores do Ensino Médio, focadas na aplicacdo da modelagem
matematica ¢ no uso de ferramentas como o Geogebra para o ensino de fungdes e

introdugdo a sistemas dinamicos;

Exploragdo de Ferramentas de Programagdo: Investigar a viabilidade de introduzir
conceitos basicos de programacdo, como o cddigo em Python apresentado para a
constru¢dao de campos de direcdo, em atividades para turmas avangadas ou em clubes

de ciéncias, alinhando-se a habilidade EM13MAT405 da BNCC.

Conclui-se, portanto, que este trabalho alcangou seus objetivos, oferecendo uma

contribuigdo tedrica e pratica que reafirma o potencial da matematica como uma disciplina viva,

dinamica e central para a formacao de cidadaos criticos e capazes de interpretar a complexidade

do mundo que os cerca.
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