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RESUMO

Esta dissertacdo investiga o nimero 7 por meio de trés abordagens inter-relacionadas: matema-
tica, histdrica e pedagdgica. O estudo concentra-se na série de Leibniz (1/4=1—1/3+1/5—
1/7+...), apresentando trés demonstra¢des distintas: uma abordagem geométrica, utilizando
aproximacdes de arco via semelhanga de triangulos; o Teorema da Transmutagdo de Leibniz,
que transforma integrais para derivar a série; e a expansao em série de Taylor da fun¢ao arco
tangente. Além disso, explora-se a conexdo entre 7 € os nimeros impares, incluindo produ-
tos infinitos envolvendo primos impares, como 7/4 = (3/4)(5/4)(7/8)(11/12)... A pesquisa
também desenvolve uma sequéncia didatica para o ensino médio, traduzindo esses conceitos
avancados em atividades acessiveis, com €nfase em visualizagcdo geométrica e investigacao mate-
madtica. Metodologicamente, combina revisdo bibliografica (fontes primérias e secunddrias) com
a criac@o de materiais educacionais testados em ambiente escolar. Os resultados destacam-se em
trés aspectos: a unificacdo de demonstracdes da série de Leibniz, as relagdes entre 7 e nimeros
impares e a validacdo preliminar da abordagem pedagdgica. Conclui-se que topicos avancados,
como séries infinitas, podem ser introduzidos no ensino basico de forma intuitiva, enriquecendo

a formacao matematica dos alunos.

Palavras-chave: série de Leibniz; calculo de 7; nimeros impares; aproximacao geométrica;

transposicao didética.



ABSTRACT

This dissertation investigates the number 7 through three interrelated approaches: mathematical,
historical, and pedagogical. The study focuses on the Leibniz series (x/4=1—1/3+1/5—
1/7+...), presenting three distinct proofs: a geometric approach using arc approximations via
triangle similarity; Leibniz’s Transmutation Theorem, which transforms integrals to derive the
series; and the Taylor series expansion of the arctangent function. Additionally, it explores the
connection between 7 and odd numbers, including infinite products involving odd primes, such
asw/4=(3/4)(5/4)(7/8)(11/12) The research also develops a didactic sequence for secondary
education, translating these advanced concepts into accessible activities with an emphasis
on geometric visualization and mathematical investigation. Methodologically, it combines a
literature review (primary and secondary sources) with the creation of educational materials
tested in school settings. Key results highlight three aspects: the unification of proofs for the
Leibniz series, the relationships between 7 and odd numbers, and the preliminary validation of
the pedagogical approach. The study concludes that advanced topics, such as infinite series, can

be introduced in basic education intuitively, enriching students’ mathematical training.

Keywords: Leibniz series; computation of 7; odd numbers; geometric approximation; didactic

transposition.
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1 INTRODUCAO

O numero pi () é uma constante matemdtica que tem fascinado matematicos,
cientistas e fildsofos por milénios. Definido originalmente como a razdo entre 0 comprimento
de um circulo e seu didmetro, 7 € um ndmero irracional, ou seja, ele ndo pode ser expresso
como uma fracdo exata entre dois inteiros. A busca por entender e calcular os digitos de 7 tem
sido uma constante ao longo da histéria humana, desafiando ndo apenas as capacidades dos
matematicos, mas também os limites da tecnologia ao longo dos séculos.

Os primeiros registros do uso de w datam das civilizacdes antigas. Seu valor era
essencial para cdlculos praticos, como medi¢ao de terras, constru¢cdo de estruturas e calculo
de impostos. Os egipcios, em torno de 1650 a.C., ja faziam aproximagdes rudimentares de
7, utilizando valores que se mostravam surpreendentemente precisos para a época, T ~ 3, 16.

Similarmente, os babilonios também possuiam uma aproximacao que usava 3 como valor para 7.

Figura 1 — Método egipcio para estimar o valor de 7

D3 D43

D
D/3 \ // D/3

D/3 D/3

Fonte: Baricentro da Mente (2008)

Entretanto, foi na Grécia Antiga que os estudos matematicos sobre o numero 7
ganharam mais relevancia, principalmente através dos trabalhos de Arquimedes, um dos maiores
matematicos da antiguidade (Arquimedes, 2024). Arquimedes desenvolveu um método geo-
métrico que aproximava pi ao inscrever e circunscrever poligonos em circulos. Utilizando um
poligono de 96 lados (Almeida, 2008), ele conseguiu determinar que o valor de 7 estava entre
3,1408 e 3,1428, mais precisamente com ele consegui relacionar a razdo 22 /7 uma aproximagao

bastante precisa para os padroes da época (Beckmann, 1993).



Figura 2 — Método de Arquimedes para estimar o valor de 7 por poligonos regulares
inscritos e circunscritos numa circunferéncia.

n=-3

Fonte: Almeida (2008).

Na era moderna, o nimero 7 continuou a ocupar um papel central na matematica, es-
pecialmente com o surgimento do célculo infinitesimal no século XVII. Isaac Newton, utilizando
as ferramentas do célculo que ele ajudou a desenvolver, calculou pi com 16 casas decimais de
precisdo, um feito impressionante para o século XVII. A medida que o conhecimento matemético
avancava e os métodos computacionais se tornavam mais sofisticados, a busca por mais digitos
de pi se intensificou. No século XX, com o advento dos computadores, a quantidade de casas
decimais conhecidas de pi disparou. Atualmente, o nimero € conhecido com trilhdes de digitos,
um esfor¢o que ndo € mais guiado por uma necessidade pratica, mas pelo desejo de testar os
limites do calculo numérico e da computacao.

Além da matematica pura, 7 aparece em uma infinidade de dreas do conhecimento
humano. Ele estd presente nas equacdes que descrevem fendmenos naturais como a gravitacao,
as ondas, a eletricidade, o magnetismo e a teoria quantica. No campo da engenharia, 7 é
utilizado em uma vasta gama de aplicagdes, desde o projeto de componentes mecanicos até o
processamento de sinais digitais. Na estatistica e na probabilidade, & também surge de maneiras
inesperadas, como na férmula da distribui¢do normal, a curva em formato de sino (ou chapéu)
que descreve como muitas caracteristicas mensurdveis em populacdes humanas e fendmenos

naturais estdo distribuidas.



14

Fonte: Adaptado de Socientifica (2024).

Entretanto, 7 ndo € apenas um nimero com aplicacdes praticas; ele tem também
um aspecto cultural que transcende a matematica. Celebrado mundialmente no "Dia do Pi",
comemorado em 14 de margo, pi ganhou notoriedade em parte por causa de seu mistério e
complexidade. Muitos o consideram um simbolo da infinita busca humana pelo conhecimento e
pelo entendimento profundo do universo. O fato de pi ser irracional, e até transcendente (ndo
podendo ser a raiz de nenhum polindmio com coeficientes racionais), apenas reforca essa aura
de mistério que o cerca (Borwein, 2013).

Ainda que a maioria das pessoas s6 precise de pouquissimas casas decimais de 7
para fins praticos: 3,14, por exemplo, é suficiente para a maioria dos célculos geométricos,
o estudo aprofundado de suas propriedades continua a revelar novas facetas sobre a estrutura
dos nimeros e do proprio cosmos. Algumas perguntas intrigantes ainda permanecem, como a
distribuicdo dos digitos de & e o motivo pelo qual ele parece emergir de maneira tao natural
em tantos campos diferentes da ci€éncia, desafiando nossa compreensao e servindo como um
lembrete da complexidade e beleza inerentes ao universo.

Nesse contexto, a Série de Leibniz para & emerge como um resultado particularmente
intrigante e elegante. Desenvolvida pelo matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz no século
XVII, essa série oferece uma maneira surpreendentemente simples de expressar 7 através da
soma de uma sequéncia infinita de fragdes. A férmula, que relaciona /4 a soma alternada dos

inversos dos nlimeros impares:
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(1.1)

¢ um exemplo notavel da beleza e da profundidade das séries infinitas.

Embora a beleza deste resultado seja evidente para os matematicos, sua traducao
para o ambiente da Educacdo Bésica apresenta um desafio significativo. Conceitos como séries
infinitas, convergéncia e a propria natureza de & podem parecer abstratos e distantes da realidade
dos alunos. Surge, entdo, um problema de natureza pedagdgica: como construir uma ponte entre
a elegincia da Série de Leibniz e o universo conceitual do estudante do Ensino Médio, de modo
a promover ndo apenas a compreensao, mas o encantamento pela matematica?

Esta dissertacdo enfrenta esse desafio ao investigar os fundamentos matemaéticos e
histdricos da série para, a partir deles, desenvolver, como produto final, uma sequéncia didatica
destinada a esse publico. O objetivo €, portanto, duplo: primeiro, realizar uma exploracao tedérica
rigorosa do tema e, segundo, mobilizar esse conhecimento para criar um recurso educacional
prético e fundamentado, capaz de articular diferentes campos da matemadtica (geometria, algebra,
teoria dos niimeros) de forma coesa e acessivel.

Ao longo dos capitulos, embarcaremos em uma jornada que nos permitird apreciar a
elegancia da matemadtica e a forma como conceitos aparentemente distintos podem se unir para
revelar resultados surpreendentes e significativos, como a conexdo entre 7 e a sequéncia dos
nimeros impares.

No Capitulo 2, estabeleceremos as bases tedricas para a compreensdo das séries
geométricas, apresentando suas definicdes, propriedades e condicdes de convergéncia. Essa
fundamentagdo serd essencial para os desenvolvimentos subsequentes.

O Capitulo 3 dedicaré-se a aplicac@o das séries geométricas em problemas cldssicos
de calculo, como o cédlculo de dreas sob curvas. Exploraremos como a soma de poténcias e as
séries geométricas podem ser utilizadas para aproximar essas dreas de forma eficiente. Além
disso, investigaremos a soma de poténcias infinitas e sua relagcdo com fragdes, revelando um
elegante resultado que conecta algebra e anélise.

No Capitulo 4, direcionaremos nosso foco para um dos nimeros mais fascinantes
da matemadtica: . Apresentaremos a formula de Leibniz para 7, demonstrada a partir de trés
maneiras: Primeira, a partir da medida de comprimento do arco, usando semelhanca de tridngulos

e teorema de Pitdgoras; segunda, a partir da medida medida do quarto de um circulo, usando o



16

Teorema da Transmutagdo de Leibniz; terceiro, usando o ferramentas do Cdlculo como série de
Taylor.
Em seguida, exploraremos uma abordagem menos conhecida, que relaciona 7 com a

distribui¢do dos nimeros primos.

357 11 13
r_22 x5 (1.2)
444812 12

A escolha do tema justifica-se pela relevancia histérica e mateméatica do nimero
7, um dos mais estudados e intrigantes na matematica. Além disso, a conexao entre séries
geométricas e - amplia a fascinagdo pelo tema, oferecendo um campo rico para exploragdo e
entendimento dos fundamentos matemaéticos.

Objetivos Especificos:

1. Revisar os conceitos fundamentais de séries;

2. Aplicar as séries geométricas em problemas cldssicos de calculo como célculo de drea sob
a curva;

3. Explorar a relacdo entre as séries geométrica e soma de potencias € 0 nimero 7;

4. Contribuir para a divulgacdo da matematica, apresentando resultados cldssicos de forma
acessivel.

A metodologia utilizada nesta pesquisa serd predominantemente bibliogréafica, com
base em livros, artigos cientificos e materiais didaticos. A abordagem sera tedrica e historica,
buscando apresentar os resultados de forma clara e concisa, com o auxilio de exemplos e
demonstracoes.

Em resumo, o nimero 7 € muito mais do que uma simples constante usada para
medir circulos; ele € uma janela para algumas das questdes mais profundas da matemadtica e da
natureza. Seja em suas origens histdricas, nas suas implicagdes praticas ou nas suas aplicacdes
cientificas e filoséficas, pi continua a ser um objeto de estudo que fascina e inspira, representando
a busca humana pela verdade matematica e pela compreensdo do cosmos (Roque e Pitombeira,

2012).
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2  FUNDAMENTOS DAS SERIES INFINITAS

Estabeleceremos, neste capitulo, as bases tedricas para a compreensao das séries,
abordando em especial as séries geométricas. Discutiremos a defini¢do geral de séries, suas
propriedades fundamentais, os critérios de convergéncia e as condi¢des que garantem a con-
vergéncia no caso das séries geométricas infinitas. Essa fundamentagdo serd essencial para os

capitulos subsequentes.

2.1 Sequéncias numéricas: definicoes e limites

Uma sequéncia pode ser pensada como uma lista de nlimeros escritos em uma ordem
definida:

ap,az,dsz,aq,...,dy,. ..

O nuamero a; € chamado primeiro termo, a; € o segundo termo e, em geral, a, € o
n-ésimo termo. Trataremos exclusivamente de sequéncias infinitas, de modo que cada termo a,,
terd um sucessor a, .

Observe que, para cada inteiro positivo n, existe um niimero correspondente a, €,
dessa forma, uma sequéncia pode ser definida como uma fun¢@o cujo dominio € o conjunto dos
inteiros positivos. Mas, geralmente, escrevemos a, em vez da notagio de fungdo f(n) para o
valor da fun¢do no nimero n.

A sequéncia (ay,ay,as,...) é também denotada por

(an) ou  (an)nen

Sequéncias podem ser definidas dando uma férmula para o n-ésimo termo. No
exemplo a seguir, damos trés descri¢cdes da sequéncia: uma usando a notac¢ao anterior, outra

empregando a formula da definicdo e uma terceira escrevendo os termos da sequéncia.

n n 1234 n
ou a,= ou T Ty Ty Tttt
n+1/),cn "o+l 2°3'4’5" n+1

N n . .
Uma sequéncia como exemplo, a, = ?, pode ser visualizada marcando seus
n

termos na reta real, como na figura 4.

. . A n ~
A partir da Figura 4 parece que os termos da sequéncia a, = 1 estdo se apro-
n
) ) n 1 .
ximando de 1 quando 7 se torna grande. De fato, a diferenca 1 — = pode ficar tao

n+1 n+1



18

pequena quanto se desejar tomando-se n suficientemente grande. Indicamos isso escrevendo

n

lim =1
n—eop+ 1

Figura 4 — representacdo de uma sequéncia na reta numérica

a,
a, a,da,)

I ¥
' . H—HHHHH >

0

bt | —

Fonte: Elaborado pelo autor.
Em geral, uma sequéncia (a,) tem limite L e escrevemos

lima,=L ou a,—L quando n— o
n—soo

se pudermos tornar os termos a,, tdo proximos de L quanto quisermos ao fazer n suficientemente
grande. Se lim,_«a, existir, dizemos que a sequéncia converge (ou € convergente). Caso

contrario, dizemos que a sequéncia diverge (ou € divergente). Formalmente, se, para cada € > 0,

existir um inteiro correspondente N tal que

sen> N entdo |a, —L| < €

A definicdo estd ilustrada pela Figura 5, na qual os termos ay,ay,as, ... sdo marcados
na reta real. Ndo importa quio pequeno seja escolhido o intervalo (L — &,L+ €), existe um N tal

que todos os termos da sequéncia de ay | em diante devem estar naquele intervalo.

Figura 5 — Ilustracdo da defini¢do de limite de uma sequéncia

| a a a, Ay Ayer Gyya Gy Gy G a, a, .
’ = = = =2 I = = = =
0 L—¢& L L+e
Fonte: Elaborado pelo autor.
Exemplo: lim,_..r" =0 quando 0 < |r| < 1.
- 1 1
Soluc¢ao. Como H > 1, podemos escrever |— = 1-+g, com g sendo um ndmero
r r
real positivo, assim usando bindmio de Newton, temos
1 n
T =(1+g)">1+ng

7]
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e, a partir daf,

1
=0l < ——
1+ng

1
Como queremos que |r"" — 0| < &, basta escolhermos 7 tal que T ne < €, ou seja,
ng
)
n>-—|—-—1].
g \ €
2.2 Introducio as séries infinitas

Nos primérdios do célculo infinitesimal, nos séculos XVII e XVIII, os conceitos de
séries infinitas e convergéncia representavam um profundo desafio intelectual para pensadores
como Newton e Leibniz. A ideia de "somar infinitos termos"era paradoxal e desconcertante para
a intui¢do matematica da época.

Newton, em seus trabalhos sobre séries infinitas, operava com elas de maneira
pragmatica, sem uma fundamentacdo rigorosa do conceito de convergéncia, pois nem ele
mesmo se preocupava rigorosamente com isso. Seu famoso teorema binomial, por exemplo, era
expresso como uma série infinita sem uma discussao sistemaética. Por sua vez, Leibniz, embora
mais preocupado com questdes de fundamentacao, também oscilava entre insights profundos e
confusdes conceituais. Embora a famosa séria para 7 /4 estivesse correta, o entendimento do por
qué e de quando tais séries como esta convergiam permanecia muito nebuloso.

A teoria da convergéncia sé atingiu um nivel substancial de rigor técnico no século
XIX, com os trabalhos de Augustin-Louis Cauchy. Foi ele quem consolidou sua forma moderna,
estabelecendo um rigor que seria inimagindvel nos tempos de Newton e Leibniz.

Considere uma sequéncia de nimeros reais (a,),>1. A partir dela, analisamos a
sequéncia das somas parciais (S,),>1, em que cada termo S, dessa sequéncia, chamado de
n-ésima soma parcial, é definido como a soma dos n primeiros termos da sequéncia original:
Sp =a;+ax+---+ay,. Se o limite da sequéncia das somas parciais lim,_,. .S, existe e € igual a
um nimero S, dizemos que a série infinita } ;- a; converge ou é convergente e sua soma € S,

caso contrario, (ndo existindo esse limite,) dizemos que ela diverge ou é divergente.

limS,=S ou Zak:S.

n—oo =1
Em outras palavras, quando escrevemos Y~ a; = S, estamos dizendo que as somas
finitas s, = a; +a + - - - +a, aproximam-se mais e mais do nimero real S, a medida que n — —+oo.

E nesse sentido que a igualdade deve ser pensada, como um limite (Lima, 2008).
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Por vezes, teremos em maos uma sequéncia (ay),>o de nimeros reais, em cujo caso
a série (ou soma) correspondente serd denotada por } 4~ ax. Nosso interesse € encontrar crit€rios
que permitam decidir se uma dada série € ou nio convergente.

Proposicio: Uma série infinita )" | a, converge, entdo a sequéncia de seus termos

(a,) tende a zero. Em outras palavras,

Z a, converge = lima,=0
=l n—oo

Prova: Assumimos, por hipétese, que a série infinita } )’ ; a, converge, isso significa
que a sequéncia de suas somas parciais (Sy,),>; converge para um limite S. Ou seja, para todo
. ~ € . .
€ > 0, existe N € N tal que se n > N entdo |S, — S| < =. Lembrando que a n-ésima soma parcial
2
¢ definida como: S, = a; +a + - - - + a,. Podemos expressar o termo a, da sequéncia em termos

das somas parciais. Para n > 2, temos:

Sp=a1+ay+---+a,—1+ay

Sp—1=ar+ax+-+an—1
Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos:

Sn—Sn—1=(a1+-+an_1+ay) — (a1 +---+an_1)

Sp—S8Si—1=ay

Portanto, a, = S, — S,,—1 para todo n > 2. (Paran = 1, temos a; = S1). Agora, vamos calcular o

limite de a,, quando n — oo:

Como n — oo, também temos n — 1 — oo. Uma vez que a sequéncia (S,) converge para S, a
sequéncia (S,—1) (que é essencialmente a mesma sequéncia, apenas com o indice deslocado)
também converge para S. Ou seja, para todo € > 0, existe N € N tal que se n; > N entdo:
. £
limS, =S5 = |Sn_1 —S‘ < =,
n—oo 2
£ &€ . .
Usando o fato de que |5, — S| < 5¢ |Sp—1— 8| < 3 temos a seguinte desigualdade:

E €&

la, — 0| < €
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Concluimos entdo que, para qualquer € existe N € N Tal que se n > N entdo |a,| < €, ou seja:

lima, =0
n—yeo

Portanto, se a série }.,._; a, converge, entdo lim,,..a, = 0. Isso estabelece que,
se a série converge, entdo necessariamente lim,_,. a, = 0. Esta proposi¢do € uma condi¢ao
necessdria, mas ndo suficiente, para a convergéncia da série. Ou seja, embora lim, ;.. a, = 0 seja
necessdrio para que a série convirja, nao garante por si s6 a convergéncia da série (um exemplo

: : : 1 . .~
classico € a série harmonica ), Z)' No entanto, a forma contrapositiva desta proposicao é
muito util e é conhecida como o Teste para Divergéncia: se lim,_,.a, # 0 ou se o limite ndo
existe, entdo a série ).~ | a, diverge.

No entanto, existem algumas manipulacdes e argumentos "heuristicos"(nao rigoro-
sos) que sdo frequentemente usados para ilustrar como se chega a um ntiimero real a partir de uma
série divergente, mas € crucial saber que nao sdo provas formais, justamente porque manipulam

séries divergentes como se fossem convergentes, o que pode levar a contradi¢des. Por exemplo,
1

a famosa contraintuitiva soma 1 +2+3+4+5+--- = I

Vamos considerar trés séries:
I. Si=1—-14+1—141—-1+... (Série de Grandi)
2. $5=1-24+3-44+5-6+...
3. §5=1424+3+4+5+6+... (A soma que queremos “calcular”)

Temos a série de Grandi:
Si=1-14+1-1+...
Se tentarmos manipular algebricamente (o que € problemético para séries divergentes):
1-Si=1-(1-1+1-14+...)=1-141-14---=85

Entdo, 1 -85, =851 — 251=1 = §; = %

Observagdo: S1 € uma série divergente; suas somas parciais alternam entre 1 e 0.
Atribuir o valor % ¢ uma forma de “regularizacdo”, mas a manipulagdo algébrica acima nao €
justificada para séries divergentes.

Considere a série:

So=1-24+3-44+5—...
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Vamos tentar outra manipulagdo (igualmente nao rigorosa). Considere 2.5,:

Sr=1-2+3-4+5—...

S5= +1-243—-4+... (deslocando a série)
Somando as duas linhas termo a termo:
2S5 =(140)+(—2+1)+(3—-2)+(—4+3)+(5—-4)—...
289 =1-1+1—-14+1—---=5;

1 1 1
Entdo, se S| = 5 temos 25, = 3 = S = T

Observagdo: Subtrair ou somar séries divergentes termo a termo, ou rearranjar seus
termos, pode levar a resultados diferentes ou inconsistentes. Essas operacoes sdo validas para
séries absolutamente convergentes, que veremos mais adiante.

Temos:

S=14+2+3+4+5+...
S=1-24+3-4+5—-...

Consideremos a diferenca S — S, (novamente, uma operagao nao rigorosa):

S—SH=(1-1)+2-(-2)+0B-3)+@—-(-4)+(5-5+...
=0+44+0+8+0+12+...
=4+8+12+...
=4x(14+243+...)

S-S, =4S

Rearranjando os termos:

S
—8; =45 8§ = —8§, =35 = S:—?Z

1
Usando o valor que encontramos para S, = Z:
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Que € claramente um absurdo, pois somar ndmeros inteiros positivos nao se deve
obter como resultado um nimero negativo ou ndo-inteiro. Enfatizamos que isso acontece devido
ao fato de que estamos somando, subtraindo e rearranjando termos de séries que ndo convergem.

Essas operacoes s6 sdo vélidas para séries convergentes.

2.3 Série geométrica

Vimos até aqui o estudo geral das série numéricas, entretanto, vamos agora dar um
destaque para séries geométricas que constituem um caso particularmente importante, carac-
terizadas por terem uma estrutura simples. Mas antes de abordarmos sua definicdo formal, é
fundamental retomar o conceito de progressao geométrica (PG), sequéncia na qual cada termo, a
partir do segundo, é obtido pela multiplicagdo do anterior por uma constante chamada de razao.

Matematicamente, a progressdo geométrica pode ser escrita como:
(a,ar,arz,ar3, coar )

onde:
— a € o primeiro termo da série,
— ré arazdo entre 0s termos consecutivos, ou seja, ao dividir um termo pelo termo antecessor

dele sempre teremos r.

ar ar2 ar3 ar4

—_——— = = = =r

ar Cll’2 Cll’3

Essa relacdo de recorréncia gera padrdes de crescimento ou decaimento exponencial,
dependendo do valor da razdo, e serve como base para a compreensao das séries geométricas,
que representam a soma dos termos dessas progressoes (Wagner et al., 2005).

Além do interesse tedrico, as progrecdes geométricas possuem aplicacdes vastas em
diversas dreas. Na Matemadtica financeira, sdo usadas para calcular juros compostos e valores de
montantes ao longo de unidades de tempo. Na fisica, modelam fendmenos como decaimento
radioativo e dissipagdo de energia. Na biologia, descrevem o crescimento de populacdes em
condic¢des ideais. Essa aplicabilidade geralmente € reforcada no Ensino Médio através de
situagdes-problemas.

Diante disso, uma série geométrica € a soma dos termos de uma progressdao geomé-

trica (PG), podendo ser finita ou infinita:

n—1
S,=a+ar+arr+ar+--+a’ ' = Z ar*  Soma finita de n termos
k=0
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ar®*  Soma infinita
0

S=a+ar+ar’+ar’+--- =
k

Em particular, uma série geométrica infinita cujo o primeiro termo € igual a 1 pode
ser escrita assim:
Zr” —14r+r+r+...
n=0
: Dado r € R\{0}, a série geométrica )" 1", converge se, e somente se, 0 < |r| < 1.
Neste caso, a sua soma € igual a %
Prova. Sendo Sy, = 1 = r+4r?+-- -+~ a soma dos k primeiros termos da sequéncia
geométrica. Por se tratar de uma soma finita, podemos multiplicar ambos os termos da igualdade

por 1 —r:
(1—=r)S;= (1—r)(1+r—|—r2—}—---—1—rk_l) = (1—r)—|—(r—r2)+(r2—r3)+---—I—(rk_l—rk) =1/

Segue dai, para r # 1, a férmula para soma dos k primeiros termos de uma progressao

geométrica Progressao Geométrica (PG) que

1—rk
Sc=1+r+r+r+ /51 = 11—, 2.1

Agora, Se 0 < |r| < 1, temos que limy_,., #* = 0. Portanto,

1—# 1
SwzlimSk:hm< r):

k—soo k= \ 1 —7r 1—r

Observe que, se |r| = 1 temos limy_,..|rX| = 1, e se |r| > 1, entdo a liny_..|rX| = +-oo,
de forma que sequéncias das somas parciais niio convergem, pois é necessario que liny_..|r*| =0
que s6 ocorre quando |r| < 1. Portanto, nestes casos, a série geométrica diverge.

Lembrando que a queagdo 2.1 € a primeira formula que precisaremos. Ela € util para
os proximos capitulos, no Capitulo 3, € a ferramenta para encontrar a drea sob certas curvas e,
finalmente, no Capitulo 4, ela nos ajuda a mostrar que um circulo estd relacionada aos inversos
de todos os nimeros inteiros impares.

. ) 1111 1 .

Exemplo: Considerando a sequencia ( 1,-,—-,-,—... |, em que r = —, a partir

2°4°8°16 2
dela, formamos uma série geométrica convergente como € mostrado a baixo:

g+ <%)2+ @3* @4*“‘: SR Toa
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Podemos fazer algumas obervagdes calculando as somas parciais dos primeiros
termos

1
Sp=1+5=15

1 1\?
53:1+§+(§> =1,54+0,25=1,75

S—l—l—l—i- ! 2+ ! 3—175—|—0125—1875
4 = D) 2 2 — 1 ; — L

Com apenas 4 termos, chegamos a um resultado de 1,875 que é bem préximo de 2.

Se continuar adicionando mais alguns termos obtemos:

14+15+16+17+18+19_1+1+1+1+1+1
2 2 2 2 2 2) 16 3264 128 256 ' 512

= 10,0625 +0,03125 +0,016525 4+ 0,0078125 +0,00390625 -+ 0,001953125 = 0, 123046875

Adicionando a 1,875, temos:
$10=1,87540,123046875 = 1,998046875

Que é muitissimo préximo de 2.

Para visualizar de outra forma, considere um experimento simples (figura 6): tome
uma folha de papel e divida-a ao meio. Em seguida, pegue uma dessas metades e divida-a
novamente ao meio, obtendo um quarto da folha original. Repita o processo, dividindo o
préoximo pedago ao meio para obter um oitavo, € assim sucessivamente.

Sabendo que iniciamos com uma unidade inteira, é possivel expressar essa divisao

sucessiva como uma soma infinita: a unidade original € composta pela soma de

Essa constru¢do exemplifica uma série geométrica infinita, onde cada termo sucessivo
¢ metade do anterior, convergindo ao valor inicial de 1.
Ao somar 1, em ambos os membros da equacio, coincide com o a primeira parte do
exemplo:
1 1 1 1 1

Sm:1+§+z+§+l—6+3—2+"':1+1:2
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Figura 6 — Visualizacdo da série geométrica
1/2+1/441/8+ ... através da divisdo de uma
unidade

go|—

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3.1 Série geométrica usando Geometria

Até o momento, foi mantida uma abordagem objetiva, permitindo que a verdade
e a beleza da matemadtica se revelassem por meio das préprias demonstragdes. No entanto,
apresentarei agora uma prova que € particularmente elegante e digna de apreciacao estética.

Recordemos que foi demonstrado que, para um nimero r tal que —1 < r < 1, a série
infinita 1 +r+4 >+ 7> +r*+ ... converge para 1/(1 — r). Dada a importancia da soma de uma
série geométrica, este resultado merece uma abordagem visual mais sofisticada e geométrica.

A origem desta prova em particular € incerta, embora seja amplamente conhecida
na matematica. Ela se aplica ao caso em que r € positivo. Para r negativo, € possivel reescrever

r = —s, onde s € positivo, e entdo reconfigurar a série como
l—s+s—+s*—+...
Esta nova série pode ser expressa como

(14245t +.. ) —s(1+s>+57+...),
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onde a série geométrica entre parénteses converge para 2
— S

1 1 1 s I—s | 1 1

-2 " 1-2 1-52 1-52 1-52 1+s 1—(—s) 1-r

E possivel que esta demonstragio tenha surgido de forma incidental durante o
estudo do problema de semelhanca de tridngulos, mas a prova se consolidou como parte da
“literatura popular” da matematica, sendo simples e direta. Para iniciar, colocam-se segmentos de

comprimentos 1, r, r%, >, ¥*, r°, ... ao longo de uma linha, conforme ilustrado no diagrama a

seguir:
Figura 7 — Segmentos com comprimentos em progressao geométrica na reta

1 r P | r? ] I

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, na extremidade esquerda de cada se¢do, desenhe um poste vertical tao

longo quanto a se¢do, obtendo a figura a seguir.

Figura 8 — Representagcdo de segmentos verticais sobre os pontos da progressao geométrica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se que os pontos posicionados no topo dos segmentos, como lampadas
sobre postes, alinham-se em uma reta. A seguir, traca-se a linha que passa por esses pontos,
conforme ilustrado na figura 9.

Ja vemos que a soma de todas as poténcias de r ndo fica arbitrariamente grande,
J4 que sua soma € apenas o comprimento do segmento AB. Tudo o que resta é encontrar esse
comprimento.

Pelos triangulos semelhantes CAB e CDE, temos

AB  AC
DE DC
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Figura 9 — Triangulos semelhantes na demonstracao geométrica da soma da série geométrica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma olhada no figura mostra que DE =1, AC =1 e DC = 1 — r. Portanto,

AB 1
1 1-r
por isso,
1
AB =
1—r

e concluimos que

! (2.2)

Ttrr it =—

Pode-se questionar: "A ideia € interessante, mas o que ocorre com a soma de apenas
um nimero finito de termos, como, por exemplo 1+ r 4 r2?"Para responder essa pergunta,

observa-se, através do tridngulo ABC, conforme a figura 10:

Figura 10 — Detalhe dos tridngulos semelhantes para a soma parcial da série geométrica

Fonte: Elaborado pelo autor.

Usando semelhanga de triangulos entre os CDE e CGH a verificacdo € imediata.

GH _CG l+r+rr 1-1
DE CD 1 o l—r

E concluimos que
1—73

l+r+r=

1—r
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As demais somas parciais podem ser verificadas de forma andloga. Embora a
apreciacao estética seja subjetiva, hd uma beleza intrinseca nesta demonstragao geométrica. A
simplicidade e clareza visual dessa abordagem tornam-na memordvel e impactante, como se o
resultado estivesse apenas aguardando para ser descoberto.

Vale notar que, neste caso, a geometria ilumina a dlgebra. Em outros contextos,
ocorre o inverso: a algebra esclarece conceitos geométricos. Esse fendmeno € caracteristico
da matemadtica, onde dreas aparentemente distintas se interconectam de forma inesperada e
fascinante, enriquecendo o entendimento e promovendo uma visao unificada do conhecimento.

A série geométrica nos fornece um importante exemplo de série convergente e uma
férmula elegante para sua soma quando |r| < 1. No entanto, nem todas as séries possuem essa
estrutura simples. Para determinar a convergéncia de séries mais gerais, precisamos de outros

critérios, como o Teste da Comparacgado, que exploraremos na préxima secao.

2.4 Critérios de convergéncia para séries de termos nao negativos
Teste da Comparacdo

Expandindo nossas ferramentas para analisar a convergéncia de séries, apresentamos
nesta se¢ao o Teste da Comparacgdo. Este critério nos permite determinar se uma dada série
converge ou diverge comparando-a com outra série cujo comportamento (convergéncia ou
divergéncia) ja é conhecido.

Proposicao: Seja ) a, uma série de termos nao-negativos (a, > 0 para todo n € N),
e seja ) b, outra série de termos ndo-negativos. Se existir N € N tal que 0 < a,, < b, para todo
n > N, e se Y b, convergir, entdo ) a, também converge.

Prova: Suponha que exista N € N tal que 0 < a, < b, para todo n > N, e que

Y. 1 b, converge. Considere as somas parciais:
k
Sk = Z Qp,
n=1
k
Te =Y bn.
n=1

Como Y b, converge, existe T = limy_,o, T} < oo. Para k > N, temos:

N—1 k N—1 k N—1
Sk:Zan+Zan§Zan+an§ Zan+T-
n=1 n=N n=1 n=N n=1
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Portanto, a sequéncia (S;) é mondtona crescente (pois a, > 0) e limitada superior-
mente, logo converge pelo Teorema da Sequéncia Mondétona. Assim, Y a, converge.

Observacao: Se existir N € N tal que 0 < b, < a, paratodon > N, e se ) b, divergir,
entdo ) a, também diverge. Para provar isso, suponha que exista N € N tal que 0 < b, < a,, para
todon > N,eque ) b, diverge. Como b, > 0, a divergéncia implica que as somas parciais

T, — +oo.Para k > N, temos:

k k k N—1
Sk = Zanz Zanz an:Tk_ an
n=1 n=N n=N n=1
Como T; — +oo, segue que Sy — +oo. Portanto, ) a, diverge. Esse teste € es-

pecialmente ttil porque permite concluir sobre a convergéncia ou divergéncia de uma série

comparando-a com uma série de comportamento conhecido (Lima, 2008).
Série Harmonica

Existe uma série muito interessante cujo o nome vem do fato de termos sd@o niimeros
relacionados com a escala musical, a série conhecida como série harmodnica, que € série dos

inversos de todos 0os ndmeros naturais:

> 11 1. 1 1 1 1
S=Y c=l4cdotFot-to+o+... 23
n;” tot3tiTstetstgt (2.3)

A divergéncia dessa série que pode ser mostrada ao comparar com uma série de

termos menores que também diverge usando o método da comparacao.

Spettigopr oy o
S T SR SRS on=T41 " on
>1+1+1+1+1+1+1+1+ R +1

27474787888 on o

n—1

—1+1+2+4+ + —142
- 2 4 8 o 2

Como lim,, 0o 1 + g = 400, entao

S— lim S, = lim Spn = 4o0
n—oo 2N o0

Uma soma infinita de 1/2. Como somar mais e mais 1/2 levard para além de

qualquer nimero, ou seja, diverge. Portando, pelo método da comparagio, a soma dos inversos

de todos os numeros naturais também diverge.
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Série-p, a Série Harmonica Generalizada

Agora, Considere a série } ;" ; kip onde r > 0. Temos que:
— Para p = 1 (série harmonica), a série diverge. (Que j4 foi demonstrado)
— Para p > 1, a série converge.
Prova para o Caso p > 1 (Convergéncia) Para p > 1, considere T, = Y}, klP'

Agrupando os termos de forma conveniente:

1 1 1 1
T <1 -4 e
"—+Qﬁ®0+'%@w+ *ww—w)

onde 2" < n < 2"*!. Esta estimativa pode ser majorada por uma série geométrica:

T<i(1)k !

n T ST Ao
=\ 2r 1—2-(=1)
Portanto, a sequéncia (7;) € limitada e mondtona, logo convergente.

A soma da série convergente ) ;| % para p > 1 define a fungdo zeta de Riemann:

> 1
Cp)=Y =
k=1 kP
7’:2
Alguns valores notdveis sdo conhecidos, como §(2) = e Contudo, para muitos valores de

p, especialmente inteiros impares maiores que 1, os valores exatos de {(p) permanecem como

problemas em aberto na matemadtica.
A Série dos Inversos dos Quadrados: A ideia de Euler

Como podemos esperar de L. Euler, a sua ideia é muito esperta: ele come¢a com o
fato elementar de que todo polindmio P pode ser fatorado em polindmios lineares da forma (x —
o), a sendo um nimero complexo, sempre que o é uma raiz de P e assume que o mesmo pode
ser feito com séries infinitas (de fato, Euler anunciou esta solucdo em 1735, mas a justificativa
rigorosa sé foi aparecer em 1741 precisamente por causa dessa ‘propriedade’ para séries infinitas
que ele assume).

Mais precisamente, Euler olha para a expansdo em série do seno:

B XX
Senx—x—a—i—ﬁ—...
Dividindo por x temos
2 4
senx x* X
(1) —=1—-=+4+—-—
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Por outro lado, sabemos que os zeros de **

ocorrem exatamente nos pontos
x = +nn com n € N—{0}. Em particular, supondo que podemos fatorar esta série em fatores

lineares (em analogia com o caso de polindmios) obtemos

M0 () =T ()

Observacao 1. Normalmente, quando fatoramos um polindmio, escrevemos ele
como produto de polindmios lineares da forma (x — ¢¢). No entanto, na expressdo acima estamos
X _ ~
trocando (x — &) por (1—2) = (ot —x) /o na esperanca de obter uma expressdo que resulte
em um produtdrio convergente (com efeito, a andlise de convergéncia de um produtério € feita
olhando a distancia do termo geral para 1).

Agora, separando o ‘coeficiente’ de x*> no produtério acima, obtemos

=1
“\Lm

n=1
Entretanto, o coeficiente de x> na expansio em série de Taylor de 5% & —1/3! =

—1/6. Logo, temos a identidade

| 1

- Z 22 ) 6

n=1

ou seja,

=1 T
hrats

Observacao 2. Obviamente, como ja advertimos anteriormente, esta demonstracio

nao € rigorosa.
Primeira prova mais rigorosa

Agora, apresentaremos uma derivacao rigorosa da célebre solu¢do de Euler para o
problema de Basel, que consiste em determinar a soma da série dos inversos dos quadrados dos

ndmeros naturais.
2

=1 T
DR

A abordagem que seguiremos utiliza integrais duplas e uma engenhosa mudanca de

varidveis. Comecamos por estabelecer uma representacdo integral para o termo geral da série,
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1 : . Nk
—. Observe que a integral de ¥ ! comrespeitoaxdeOalé [);—n] = % Portanto, podemos
n 0

([ ([ra).

Como as varidveis de integracdo sdo independentes, podemos combinar estas duas integrais

escrever.

simples em uma integral dupla sobre o quadrado unitério [0, 1] x [0, 1] no plano xy:

1 Lt
ﬁ:/o /0 XY N dxdy.

Esta identidade € a base para o que se segue.

Agora, desejamos somar -5 L para n de 1 a . Utilizando a representacdo integral

Z 2= Z/o /0 Iy axdy.
n=1 n=1

Para justificar a troca da ordem da somatdria com a integral dupla, podemos invocar o Teorema

acima, temos:

da Convergéncia Monotonica (Stewart, 2010). Como x*~1y"~1 = = (xy)"~ I'¢ ndo-negativo para

x,y € [0,1], a troca é permitida:

an // (xy)" 1) dxdy.

A soma interna ¥'°°_; (xy)"~! é uma série geométrica de primeiro termo a = (xy)!~! = (xy)? = 1

(assumindo xy # 0) e razdo r = xy. Parax,y € [0, 1), temos 0 < xy < 1, garantindo a convergéncia

L Lot 1 _ 1
da série geometrica para T— = T—xy

simultaneamente 1), a convergéncia ainda se mantém, e o integrando permanece bem definido,

exceto no ponto (1,1), que é um conjunto de medida nula e néo afeta o valor da integral. Assim,

>~ 1 1 pl 1 ded
— = xdy.
n;nZ /0/0 1—xy 4

Para resolver esta integral, faremos uma mudanca de varidveis. A transformagao

obtemos:

escolhida € dada por x = u —v e y = u -+ v. Portanto, o elemento de drea dxdy se transforma em
|J|dudv =2dudv. O termo 1 — xy no denominador torna-se 1 — (u —v)(u+v) = 1 — (1> —?) =
1 —u? 4+ V2. A regido original de integracdo é o quadrado unitdrio R = {(x,y) : 0<x < 1,0 <
y < 1}. Precisamos determinar a nova regido de integracdo Q no plano uv. As fronteiras da

regido R sdo transformadas da seguinte maneira:
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.x=0= u—v=0= u=v

2. x=1= u—v=1 = v=u—1

3. y=0 = u+v=0 = v=—

4. y=1 = u+v=1 = v=1—u
Analisando as intersecdes dessas retas, encontramos que a nova regido de integracdo Q é um
quadrado no plano uv com vértices em (0,0), (1/2,—1/2), (1,0) e (1/2,1/2).

Substituindo na integral, obtemos:

dud
// s dudv—-Z[/ .
nl” Ql—u +1? ol—u?+v?

O quadrado Q é o que foi descrito com vértices (0,0),(1/2,1/2),(1/2,—1/2) e (1,0). Podemos
explorar as simetrias deste quadrado e do integrando. O integrando m € uma fungao par
em v. A regido Q € simétrica em relagcdo ao eixo u (a reta v = 0). A integral sobre Q pode ser
dividida explorando essa simetria. Dividimos a regido Q em duas partes pela reta u = 1/2:

— Para0 <u<1/2,vvariade —u au.

— Paral/2<u<1,vvariade —(1—u)al—u.
Devido a simetria do integrando em relagdo a v, ou seja, f(u,v) = f(u, —v), podemos integrar v

de 0 até o limite superior e multiplicar por 2. Assim, a integral sobre Q € expressa como:

dudv 1/2 dv I-u dv
2 — |du+2 —— | du.
//Ql—u2+v2 /o (/o l—u2+v2) ut //2 (/ l—u2+v2) .

Vamos calcular a integral interna em v: f T Esta € da forma f ol + y = = arctan (%)
onde a®> = 1 —u?. Assumindo 1 —u? > 0 (o que é verdade para u € [0, 1)), temos a = v/'1 — u2.
Logo,

= arctan { —— = arctan .
o l—wr+v2 | V1—u? Vi—u?)ly V1-u? V1—u?

Aplicando este resultado as duas integrais, com k = u para a primeira € k = 1 — u para a segunda:

// dudy 2/1/2 ! arctan( “ )d +2 1 arctan( I —u )d
—— | du —— | du.
ol—u24+12 0 1 —u? V1—u? 1/2\/1—u V1—u?

_x
V1—x2
identidade pode ser visualizada considerando um tridngulo retdngulo com cateto oposto x,

Para a primeira integral, utilizamos a identidade trigonométrica arctan ( ) = arcsenx. Esta

hipotenusa 1, e cateto adjacente v/ 1 —x2. O angulo o tal que seno = x tem tan @ = \/1"_7

Assim, a primeira integral (sem o fator 2 na frente) é:

/1/2 1 arctan< u )d /1/2 arcsenud
———— |du= ————du
0 V1—u? V1—u? 0 V1—u?
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Para resolver esta integral, fazemos a substituicdo w = arcsenu. Entdo, dw = ﬁdu. Os limites
de integragdo mudam: quando u =0, w = arcsen0 = 0. Quando u = 1/2, w = arcsen(1/2) = /6.

Portanto,

1/2 arcsenu /6 w21™ 2 12 x2
/ du:/ wdw = | — :—<—> —0==-—=—.
o Vi o 2], “2\6 236 72

Agora, consideramos a segunda integral (sem o fator 2 na frente):

1 1—u
tan (| — | du.
/mma““(m) ‘

4 _ 1—u 1—u  __ 1—u _
Fazemos a mudanca de varidvel 6 = arctan < m) Observamos que v iy e
1 .- Entdo 6 = arctan , / 1. Segue que tan? @ = 1% Tsolando u: (1+u)tan’0 =1 —u =

tan’0 + utan’ 0 = 1 —u — u(tan 9—1—1):1—tan 0 —> usec’0 =1 —tan’H. Assim,

_ 1= —tan? 6

75 =(1- tan? 0) cos” O = cos?> @ —sen’ O = cos(26). A fortiori, 20 = arccos u, ou seja,

6 = %arccos u. Usando arccosu = 5 — arcsenu, temos 6 = % (5 —arcsenu) = § — %arcsen u.

Portanto, a segunda integral torna-se:

/1 (- %arcsenu)

u.
12 V1—u?
Esta integral pode ser resolvida como:
/ (- jarcsenu arcsenu T 1 (arcsenu)? re
Vi \/—1—u2 2/ Vs T et T '

Entdo, avaliando nos limites:

=1

{71: (arcsenu)z] “

—arcseny — ———

4 4 u=1/2

iz (arcsenl)> g /& (n/2)? 72 22 _2n2-n® _ g2 _ .
Parau—l.zarcsen(l)—T—Z(j -z =% 16— " 16 ~— 16 Parau—1/2
(aresen(1/2))> _ 7 (my _ (®/6)> _ % _ #2/36 _ x2 _ x> _ 6n’-m® _

; arcsen(1/2) — 4 _4(6)_ 4 T 247 T4 T 24 1447 144 144 Sub-

Substituindo os resultados das duas integrais (ja multiplicados por 2 como na expressao original)

na equacdo para [[,:

dudv 2 2 2 7
[[ ey (B) (B2 LR
ol—u +12 72 36 36 18
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Para somar estas fragdes, encontramos um denominador comum, que € 36:

n? +27:2 _3wn*  n?
36 36 36 12
Este valor € o resultado da integral [/, %.

Finalmente, recordamos que a soma original era:

ii_ // dudv
= 2= 1—242

Substituindo o valor que acabamos de calcular para a integral dupla:

P
Realizando a multiplica¢do final, concluimos que:
> ] 271 7'[2

Este € o famoso resultado do problema de Basel, obtido aqui através de uma elegante,
embora intrincada, avaliacdo de integrais duplas. Cada passo, desde a representagdo integral de
1/n? até a cuidadosa mudanga de varidveis e subsequente integragdo, contribui para a robustez e

beleza desta prova.
Segunda prova mais rigorosa

Utilizando séries de Fourier da fun¢do f(x) = x no intervalo [—7, 7].
A fungdo f(x) = x é impar e periddica com periodo 27. Portanto, sua série de Fourier

contém apenas termos de seno:

= i by, sen(nx)

n=1

onde os coeficientes b,, sao dados por:

1 T
by, =— / xsen(nx)dx
TJ)-n

Como xsen(nx) é uma fungdo par, podemos simplificar a integral:

2 T
b, = —/ xsen(nx)dx
TTJo

Vamos calcular cada b,, por Integracdo por Partes, com:

u=x = du=dx,



dv=sen(nx)dx = v= _cos(nx).

Assim:
T

1 T
+- / cos(nx)dx
nJjo

by

n

2 | xcos(nx)
— |-

Calculando os termos:

T

_1\n
_ xcos(nx) _ _ mcos(nm) o= _n(=1) 7
n n n
0
- T
/ cos(nx)dx = sen(n) =0.
0 n 0
Portanto:
2 —1)" 2
bn:—(—n( ) ) :(_1)1’14—1_.
T n n

A série de Fourier resultante de f(x) = x é:

2 i (— 1y sen(nx)
n=1

, paraxe€ (—m,m).
n

Agora vamos a aplicacdo da identidade de Parseval para séries de Fourier € dada por:

Lrr 2 QM N2 2
[ 1fPdx =2+ ¥ @+ b2).
- n=1

2
ap=0, a,=0 (fungdo impar), b, =(—1)""'=.

Substituindo na identidade de Parseval:
o 2
1 (= 2
— / X dx = Z (—) .
T)-xn =1 n

Calculando a integral:

T 2753
2
dx =",
/nx T3
Assim:
1 273 &4
PR D
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Simplificando:
1

272
7242 R

n=1"
Portanto, dividindo ambos os lados por 4, demonstramos que:
> 1 7x?
L=
utilizando séries de Fourier e a identidade de Parseval (Apostol, 2000).

A obtencdo deste resultado através de métodos como a avaliac@o de integrais duplas,
conforme mencionado, demonstra a robustez e a beleza da andlise matemaética. Ap6s admirar
um resultado tdo belo, uma pergunta natural emerge: "E quanto a soma dos inversos dos cubos?"

Essa pergunta nos transporta a um territério igualmente fascinante, porém muito

mais misterioso.

A soma dos inversos dos cubos: a constante de apéry

De forma andloga ao Problema de Basel, podemos definir a soma dos inversos dos

cubos como uma série infinita, representada pela fun¢do Zeta de Riemann avaliada em 3:

=1 1 1 1 1
C(3> :nglg: B33 4—3—|-
Esta série também converge para um valor especifico, que € aproximadamente 1.2020569....
No entanto, aqui comeg¢am as grandes diferencas em relacdo ao Problema de Basel.

Apesar de séculos de esfor¢o dos maiores matematicos, incluindo o préprio Leonhard
Euler, ninguém jamais encontrou uma "forma fechada"para este valor. Ou seja, ndo se conhece
uma expressao que represente §(3) usando uma combinacdo finita de constantes matematicas
fundamentais (como 7, e ou logaritmos), da mesma forma que %2 representa a soma dos inversos
dos quadrados.

A importancia e o0 mistério que cercam esta constante sio tdo grandes que ela recebeu
um nome préoprio: a Constante de Apéry.

O grande avango em nossa compreensio sobre §(3) ndo foi a descoberta de seu valor
exato, mas sim de sua natureza fundamental. Em 1978, o matematico francés Roger Apéry
apresentou uma prova surpreendente de que a constante que hoje leva seu nome € um niimero
irracional. Isso significa que {(3) ndo pode ser expresso como uma fragdo de dois nimeros

inteiros.
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A prova de Apéry foi um feito monumental, resolvendo um problema que permanecia
aberto por muito tempo. Enquanto a beleza da solucao do Problema de Basel reside na elegancia
de seu resultado final, a beleza na histéria da Constante de Apéry reside na genialidade e na
complexidade da demonstragdo de sua irracionalidade.

Ao passar da soma dos inversos dos quadrados para os cubos, saimos de um problema
elegantemente resolvido para um dos grandes mistérios em aberto da matematica. Questoes
sobre a natureza de (3) — por exemplo, se é um niimero transcendente (como 7 e ¢) — ainda
permanecem sem resposta. A busca por essas solucdes continua a inspirar matematicos em
todo o mundo, mostrando que mesmo as questdes mais simples de se formular podem levar as

fronteiras do conhecimento humano.
Série dos inversos dos primos

Consideramos a série

11 1 1
e e N R H 25
gttt ot (2.5)

onde os denominadores p sdo os nimeros primos em ordem crescente. E uma série especialmente
interessante de se trabalhar (Honsberger, 1998).

Vemos, entdo, que a série geométrica converge, enquanto a harmonica diverge.
Notamos que a série 1 + ! + —+4+ -+ ... tem todos os seus termos pertencentes também na

2 4 8

sérias harmonica. Ou seja, termos suficientes da série harmonica foram removidos para reduzir
a soma a um ndmero finito. Agora, a série dos inversos dos primos também pode ser obtida a
partir da série harmOnica removendo termos. Surge a questdo: serd que termos deletados foram
suficientes para produzir uma série convergente? Nosso principal objetivo € provar de que a série
dos inversos dos primos diverge (Hardy e Wright, 1960).

Prosseguimos pelo método indireto; ou seja, assumindo que a série converge, argu-
mentamos até uma contradicao.

Se a série dos inversos dos primos convergisse para uma soma S, entdo todo nimero
menor que S eventualmente seria ultrapassado pelas somas parciais. Em particular, as somas

parciais eventualmente excedem S — % Suponha que isso ocorra apds a adi¢do do n-ésimo termo

1/p, da série:
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T T
235 Pn—1 DPn 2

A soma de todos os termos restantes,

1 1
_|_
Pn+1 DPn+42

_|_...,

deve, entdo, ser menor que %; caso contrdrio, o total seria maior que S, 0 que ndo € o caso. Para
algum valor de n, entdo, temos:

1 1 1
<o
Pn+1 Pn+2 2

Agora, fazemos uma digressao para uma drea aparentemente nao relacionada. Consi-

dere a sequéncia de nimeros primos, em ordem crescente, além do k-ésimo primo:

Pik+1,  Pk+2,

Seja N(x) o nimero de inteiros positivos menores ou iguais ao inteiro positivo x que

ndo sdo divisiveis por nenhum dos primos

Pk+15  Pk+2,

Em outras palavras, N(x) é o niimero de inteiros positivos < x, cujos fatores primos

estdo entre os primeiros k nimeros primos py, p2,-- -, pr. Por exemplo, se k = 4, entdao

{p55p67p77p87"'} = {115137177197}7

e

N(10) =10, N(15)=13, N(27)=20.
Ou seja, nenhum inteiro de 1 a 10 é divisivel por 11, 13, 17, - -+, logo N(10) = 10; no intervalo
de 1 a 15, apenas dois inteiros (11 e 13) sdo divisiveis por algum dos primos 11, 13, 17, ---, logo

N(15) = 13; no intervalo de 1 a 27, sete inteiros (11, 13, 17, 19, 22, 23, 26) sdo divisiveis por
um dos primos 11, 13, 17, ---, logo N(27) = 20 para k = 4.

Suponha que algum valor para k tenha sido decidido e os valores de N(x) determi-
nados de acordo. (O valor particular de k € irrelevante neste momento.) Podemos estimar o
tamanho de N(x) da seguinte forma.

Seja y qualquer inteiro positivo; ele pode ser fatorado em seus fatores primos:

ar

y=pi'py*p3y - pi,
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onde alguns dos expoentes aj,as, - - ,a; podem ser impares e outros pares. Se um expoente a;
for impar, diminuimos para o préximo valor par inferior, transferindo um dos fatores p; para o

final da expressdo. Por exemplo, se y = 2*-33.5'.70, reescrevemos como:
y=(2*.32.59.793.5).

Dessa forma, podemos escrever y = uv, onde cada fator primo em u aparece um
numero par de vezes e cada um em v aparece exatamente uma vez. Como os fatores de u

aparecem um nimero par de vezes, u € um quadrado perfeito; logo, podemos escrever:
y=w v,

onde v ndo possui fatores repetidos. Agora, para que um inteiro y seja contado por N(x), ele
deve satisfazer as condi¢des:
1. y<x,
2. todos os fatores primos de y devem estar entre 0s primeiros k primos pi, p2,--- , Pk-
Para estimar N (x), estimamos o nimero de inteiros positivos y = w?v que satisfazem

(i) e (ii). Para satisfazer (1), certamente devemos estipular que w?v < x, e como v > 1, devemos

exigir que:
w < /x.
Para satisfazer (2), devemos garantir que todos os fatores primos de y = w?v, e por-
tanto certamente todos os fatores primos de v, estejam entre os primeiros k primos p1,p2,-- - , Pk-

Logo, exigimos que v seja da forma:
_ b b b
V=DP1 Py P>

onde, como v ndo contém fatores repetidos, cada um dos expoentes by,b;,--- ,b; € 0 ou 1. Como
apenas duas escolhas sdo permitidas para cada um dos k expoentes, o nimero total de valores
permitidos para v é no maximo 2¥. (E menor que 2* se pp, - - px > x, pois, nesse caso, alguns
valores de v violariam a condi¢do (1).)

O niimero de valores que y = w?v pode assumir sem violar as condi¢des (1) e (2)
depende do numero de valores permitidos para suas partes w € v. O nimero de escolhas para as
partes sio, respectivamente, no maximo /x e no méximo 2¥. Consequentemente, pode haver no
maximo:

2% /x
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valores adequados para y; ou seja,

N(x) < 2ky/x.

Existem x inteiros positivos menores ou iguais ao inteiro x; N(x) deles nio sdo
divisiveis por nenhum dos primos py.1, Pr+2,- - -, entdo os restantes x — N(x) s@o divisiveis por
algum primo py. 1, pxi2,- - Podemos tentar contar esses x — N (x) nimeros diretamente, regis-
trando quantos ntimeros entre 1 e x sdo multiplos de um dos primos py. 1, px+2, - - -- No conjunto
{1,2,---,x}, hd no maximo x/py | multiplos de py. (pois esses mualtiplos pri1,2Pk+1,3Pk+1,"
ocorrem apenas a cada py1-ésima posi¢éo). Por exemplo, o conjunto {1,2,---,20} contém os
seis multiplos de 3: 3, 6,9, 12, 15, 18; ¢ 6 < 20/3. Da mesma forma, no maximo x/py_., dos

numeros de 1 a x sdo multiplos de py;, € assim por diante. Portanto:

X X
1) x—Nx) < —+
( ) ( ) Pik+1  Pk+2

Observe que essa estimativa é definitivamente uma superestimativa para valores
grandes de x; por exemplo, quando x é divisivel por ambos py. | € px12, ele é contado uma vez
em cada uma das expressdes x/py11 € X/ pi12, embora contribua apenas uma vez para x — N(x).

Agora, voltando a questdo principal. J4 vimos que, se a série P converge, entdo para

algum valor de n temos:

1 1
_|_

Pn+1 Pni2

(2)

+ <1
5

Tomemos k como sendo esse valor de n (qualquer que seja) e consideremos as

fungdes correspondentes N(x) e x — N(x). A relagdo (1) acima, para k = n, torna-se:

X X
+

x—N(x) <
Pn+1  Pn+2

_|_...7

e multiplicando a relacdo (2) por x, obtemos (para qualquer x):

X X
+
Pn+1 Pni2

+ <1
DEPEY —x‘
2

Combinando esses resultados, temos:

0 que equivale a:
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e vale para todos os valores de x. Mas anteriormente tinhamos que N(x) < 2/, o que para

k = n se torna:

N(x) <2"/x.

Portanto:

1
7% < N(x) <2"\/x, paratodo x.

Para x igual a 22"*2, obtemos:

1
5 _22n+2 <N(X) < 2n_2n+l’ (\/)_C: 2n+l>,

o que simplifica para:

22n+1 < N(x) S 22n+1.

Essa contradi¢do prova que a série P diverge. (Uma contradi¢@o similar € obtida para
x igual a qualquer valor maior que 2%"+2.)

Uma observacao interessante, pelo fato da série dos inversos dos primos ser diver-
gente implica diretamente que a série harmonica diverge, pois a série harmdnica contem todos

os termos da série dos inversos dos primos.

2.5 Séries alternadas, convergéncia absoluta e condicional
Séries Alternadas

Uma série é denominada alternada quando seus termos apresentam sinais alternados.

Tal série pode ser expressa em uma das seguintes formas:

[} o)

Y (—1)" "5, ou Y (~1)"b,

n=1 n=1
onde b, > 0 para todo n € N.
O Critério de Leibniz consiste na seguinte ideia: Considere a série alternada
Y (—1)""!b, onde b, > 0. Se as seguintes condicdes forem satisfeitas:
1. bpy1 < by, para todo n (sequéncia {b, } é decrescente),

2. lim b, =0,

n—oo
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entdo a série é convergente. A demonstracio € dividida em trés partes:

1. Anadlise das Somas Parciais Pares: Considere as somas parciais pares S,:

So=b1—by >0,

S4 =824 (b3 —bs) > S5,

Son = Son—2+ (ban—1 — ban) > San-2.
Assim, a sequéncia {S,, } é ndo-decrescente. Além disso:
Son =b1— (by —b3) — -+ — (bap—2 — bag—1) — ban < by,

portanto, {S>,} é limitada superiormente. Pelo Teorema da Sequéncia Mondtona, {S5, } converge
para um limite S.

2. Analise das Somas Parciais impares: Para as somas impares S2,,+1:
lim a1 = r}i_I)?o(SZ” +bopy1) =S+0=S.

3. Conclusao: Como ambas as subsequéncias pares e impares convergem para
S, concluimos que a sequéncia de somas parciais {S,} converge para S, e portanto a série é
convergente.
Diante de tudo isso, o que podemos concluir € a série alternada dos inversos dos
1 1 1 1

) 1
numeros 1mpares 1— 5 + g — 5 + § — H +... € convergente € o valor se sua soma sera

determinado no capitulo 4.
Convergéncia absoluta

A seguinte defini¢do destaca uma classe importante de séries numéricas cuja andlise
de convergéncia € particularmente acessivel:

Defini¢do. Uma série ) ;°_ | a; € denominada absolutamente convergente quando a
série associada ) ;- | |ay| € convergente.

A relevancia deste conceito € evidenciada pelo seguinte resultado fundamental:

Teorema. Toda série absolutamente convergente é necessariamente convergente.
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Prova Considere } ;" | a; uma série absolutamente convergente. Definimos as somas

parciais:

S8

I
=
2

~
I
—_

3

I
1=
5

~
I
—_

Para quaisquer indices m > n > 1, vale a desigualdade:

m m
|Sm_Sn|: Z ag| < Z |ak|:Tm_Tn
k=nt1 k=nt1

Como Y |ay| converge por hipédtese, a sequéncia (7;,) é de Cauchy. Assim, para todo

€ > 0, existe ng € N tal que para m > n > ng temos 7, — T, < €. Consequentemente:
m>n>nyg= S, =S| <T,—T,<¢€

Isto estabelece que (S,) também é uma sequéncia de Cauchy. Pelo critério de

completude dos nimeros reais, concluimos que Y a; converge.
Convergéncia Condicional

Quando uma série é convergente, mas ndo € absolutamente convergente, ¢ chamada
de Condicionalmente convergente

Um exemplo de uma série que convergente condicionalmente, ou seja, converge se-
gundo o Critério de Leibniz, mas ndo absolutamente convergente ¢ a série harménica alternada
¢ dada por: B
= (—1)" 1 1 1 1
L, ' atygtso 26

n=1

Demonstracdo da Convergéncia (Critério de Leibniz)

Para verificar a convergéncia, aplicamos o Critério de Leibniz, que estabelece que
uma série alternada da forma ¥ (—1)"*!a, converge se:
1. a, é decrescente: a,.| < a, para todo n.
2. a, — 0 quando n — oo,

No caso da série harmoOnica alternada:

1 1
— a, = —, que é decrescente ( < -).
n n+1 n
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— lim - =0.
n—oo n
Portanto, a série converge. Porém a série nao converge absolutamente, pois a série
dos valores absolutos € a série harmoOnica:

n=1

-1 n+1 00
eyl

n=1

S =

que € divergente.
Diante desse fato, a série harmonica alternada converge para um valor conhecido

que vale:
oo n+1

Z =1In(2) (=0.6931).

n:

Para demonstrar essa afirmacao: usaremos a expansdo em série de Taylor do loga-

ritmo natural em x = 1:

Substituindo x = 1:

i )n+1
n=1
Calculando os primeiros termos:
1 1 1 1 1
l—=+z—-+-—-=0.6167,

2 3 4 5 6

que se aproxima de In(2) ~ 0.6931 a medida que mais termos sao adicionados.
Este ¢ um exemplo cldssico de uma série que converge devido ao cancelamento entre
termos positivos e negativos, mas cuja versao absoluta diverge. Esse comportamento é tipico de

séries condicionalmente convergentes.

2.6 Ferramentas adicionais de analise de convergéncia
Teste da Razdo ou Teste de d’Alambert

Proposicao: Seja ) a, uma série de termos positivos e considere o limite:

. ap+1
= lim .
n—e

Entdo Se L < 1, a série ) a, converge absolutamente.



47

Prova: Seja L < 1 e escolha r tal que L < r < 1. Existe N € N tal que para todo
An+1
an

n > N temos < r. Isso implica:

a1 <rany

an+2 <ray41 < ray

an+i < rkaN

A série Y7 ayr* é geométrica e converge pois r < 1. Pelo teste da comparacio,
Y a, converge.
1. Se L =1, o teste € inconclusivo.
Observacao: Se L > 1 ou L = +oo, a série ) a, diverge. Com efeito, sejaL > 1e

escolha r com 1 < r < L. Existe N € N tal que paran > N temos “Z—:' > r. Portanto:

ay+1 > ray

an42 > ray41 > rzaN

aN+k > rkaN

Como r > 1, os termos a, ndo tendem a zero, logo a série diverge.

Se L = 1: O teste € inconclusivo, observe:

1
Z — divergecom L=1
n

1
Z — converge com L =1
n

Portanto, quando L = 1, a série pode convergir ou divergir.
Teste da Raiz ou Teste de Cauchy

Proposicao: Seja ) a, uma série, considere o limite:

L =limsup V/a,.
n—oo

Entdo Se L < 1, a série ) a, converge absolutamente.
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Prova: Seja L < 1 e escolha r tal que L < r < 1. Existe N € N tal que para todo
Wa, <r = a,<r’.

Como Y ;" " é uma série geométrica convergente (r < 1), pelo teste da comparagdo
direta, Y a, converge absolutamente.

Obervacao: Se L > 1, a série ) a, diverge. Com efeito, se L > 1, existe uma
subsequéncia (ay, ) tal que:

wan, >1 = ap > 1.

Portanto, liminfa, > 1 e o termo geral ndo tende a zero, logo a série diverge.

O teste mais uma vez € inconclusivo quando L = 1, Considere os exemplos:

1
Z — divergecom L=1
n

1
Z p) converge com L =1

Assim, quando L = 1, o comportamento da série ndo pode ser determinado por este

critério.
2.7 Comutatividade e reordenamento de série de Riemann

Uma propriedade fundamental da adi¢do de um niimero finito de termos é a comu-
tatividade: a ordem em que os nimeros sdo somados nao altera o resultado final. Contudo, ao
transitar para o dominio das séries infinitas, onde somamos uma infinidade de termos, surge a
questdo de se essa propriedade de comutatividade ainda se mantém. Ou seja, se rearranjarmos os
termos de uma série convergente, a nova série ainda convergird para a mesma soma? A resposta,
surpreendentemente, depende da maneira como a série original converge (Lima, 2008).

Proposicao Toda série absolutamente convergente € comutativamente convergente.

Prova Comecemos com uma série convergente Y a,, onde a, > 0 para todo n. Seja
¢ : N — N uma bijecdo e ponhamos b, = a,). Afirmamos que } b, =} a,. Com efeito, sejam
Sp,=ay+---+ayet,=by+---+b,. Para cada n € N, chamemos de m o maior dos nimeros
o(1),9(2),...,¢(n). Entao

{9(1).-...@(m)} < [1,m].
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Segue-se que 1, = YL ap(y) < XL aj = sm.

Assim, para cada n € N existe um m € N tal que ¢, < s5,,. De modo andlogo
(considerando-se @' em vez de @) se vé que para cada m € N existe n € N, tal que s,, < t,.
Concluimos que

lims, = lim¢,, ou seja Zan = an.

No caso geral, temos Y a, = ) p, — Y. qn, onde p, € g, sdo respectivamente a parte
positiva e a parte negativa de a,. Toda reordenacéo (b,) dos termos a, origina uma reordenago
(u,) para os p, e uma reordenac@o (v,) dos g, de tal modo que cada u,, é a parte positiva e cada

v, € a parte negativa de b,. Pelo que acabamos de ver, Y} u, =Y p,e Y v, =) g,. Logo

Zan = Z”” — Zvn = an, 0 que prova o teorema.

Isso significa que, para séries absolutamente convergentes, a ordem dos termos é
irrelevante para o valor da soma. Podemos soma-los em qualquer ordem que desejarmos, e 0
resultado serd sempre o mesmo.

A situagdo muda drasticamente quando consideramos séries que sao condicional-
mente convergentes. Para essas séries, a ordem dos termos ndo € apenas importante, mas crucial,
como demonstrado pelo notdvel Teorema de Rearranjo de Riemann (também conhecido como
Teorema da Série de Riemann).

Teorema: Seja ) a, uma série condicionalmente convergente. Dado qualquer
nimero real ¢, existe uma reordenacéo (b,) dos termos de Y a,, tal que Y b, = c.

Prova: Sejam p, a parte positiva e g, a parte negativa de a,. Como Xa, converge
condicionalmente, temos lima,, = 0, donde lim p, = limg,, = 0, mas Xp, = Xq,, = +oo.

Reordenaremos os termos da série Xa, tomando como primeiros termos pi, p2, ..., Pn,

onde n; € o menor indice tal que
p1+p2+---+pn >c

Em seguida, tomaremos os termos negativos —¢qi, —q2, ..., —¢n,, onde ny € o menor indice tal
que

P1+ P —q1— " —gn, <C.

As escolhas de n; e ny sdo possiveis porque Xp, = Xg, = +oo.
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Continuamos assim: escolhemos o menor indice n3 tal que

pl+p2+"'+pn1_QI_"'_qn2+pn1+l+"'+pn3 >c

e depois o menor indice ny, tal que

pPr++Dpn—q1— " —Gn, P41+ Py —Gnp+1 — - — Gy, < C.

Prosseguindo desta maneira, obtemos uma reordenacao de Xa, tal que as reduzidas

t, da nova série tendem para c. Com efeito, para todo i impar temos
Iy+1 < ¢ <y, O<tn,~_C§pnia 0<C—tn,'+1 < gn;j+1-

Daf resulta (levando em conta que lim p,,, = limg,, = 0) que lim; .. #,, = c.
Além disso, € claro que:
— Paraiimpar, n; <n <nj) =ty 41 <1, <ty
— Paraipar,n; <n<nj =ty <t <lytil

Assim lim#, = ¢, ou seja, a nova série tem soma c.

I 1 1 1
Exemplo Sabemos que s =1 — 3 + 371 + 57 € convergente e até ja informa-
mos que s = log2. Podemos multiplicar os termos de uma série convergente por um nimero real.
s 1 1 1 1 1
Multipli 1/2 —=——=-4+-—=-+——.... P i -
ultiplicando por 1/2, obtemos =571 + 63 + 10 odemos escrever, evidente
mente,
_q 1+1 1+1 1+1 1+
T2 5 7

s 1 1 1 1
5 =0+ 5 H0—+0+ 2 +0— ot

Ao somar termo a termo duas séries convergentes. Logo

3s_1+1 1+1+1 1+1+1, 1+
2 3 25 7 4 9 11 6 7

S . 3s o
Vé-se que os termos da série acima, cuja soma € — » 530 03 mesmos da série inicial,
cuja soma € s, apenas com uma mudanga de ordem. Logo um rearranjo na ordem dos termos de

uma série convergente pode alterar o valor da sua soma.

1 1 1
Podemos observar que a a serie de Leibniz, 1 — 3 + 5777 converge. Isso pode

ser demonstrado utilizando o Teste de Leibniz para Séries Alternadas, pois os termos (tanto os

positivos quantos negativos), sdo em mddulo decrescentes e tendem a zero.
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No entanto, usando o teste da comparacido vemos que a série dos valores absolutos
dos seus termos, 1 + % + 3 + 7 + ..., ¢ maior que a metade da serie harmodnica que claramente
diverge. Logo a série dos valores absolutos dos termos da série de Leibniz diverge como € pode
ser observado abaixo

1+1+1+1+ >1+1+1+1+ _ 1 1+1+1+1 (2.7)
35 7 777246 8 2 2 3 47 '

Como a série original converge, mas a série dos valores absolutos diverge, a Série de
Leibniz € classificada como condicionalmente convergente. Isso significa que a a série converge
especificamente para 7 /4 (que serd demonstrado no Capitulo 4) devido uma consequéncia direta
da ordem precisa em que os termos sdo apresentados e somados. Qualquer alteragdo nessa ordem
poderia levar a um valor diferente ou a perda da convergéncia. Essa caracteristica sublinha a
beleza e a delicadeza da Série de Leibniz.

Com os fundamentos sobre sequéncias e séries estabelecidos, incluindo critérios
essenciais de convergéncia, estamos agora munidos das ferramentas necessdrias para explorar
como esses conceitos podem ser aplicados na resolucao de problemas cldssicos da geometria
e do calculo. No préximo capitulo, veremos como as ideias de séries, em particular as somas
de poténcias, emergem naturalmente ao abordarmos o desafio de calcular dreas delimitadas por

curvas, abrindo caminho para a manipulacao algébrica que nos serd crucial mais adiante.
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3 DO CALCULO DE AREAS AOS CALCULOS DO PI

Neste capitulo, voltaremos nossa aten¢do para um problema geométrico fundamental:
o cdlculo de éreas sob curvas. Veremos que, surpreendentemente, a abordagem para determinar
tais dreas nos conduzird de volta ao universo das somas e séries que exploramos no Capitulo
2, revelando uma profunda conexdo entre a geometria e a andlise matematica, e preparando o
terreno para as manipulagdes algébricas que culminardo em importantes férmulas gerais. O
capitulo se dividird em secdes interligadas: abordaremos métodos para determinar a area sob
uma curva em um intervalo e de como o cdlculo de dreas pode expressar somas de poténcias
de numeros naturais; em seguida exploraremos as séries de poténcias sem o uso da geometria,

contribuindo para o célculo de 7 no préximo capitulo.

3.1 Definicao de area do poligono

De maneira intuitiva, a drea de uma regido no plano € um valor positivo que podemos
associar a essa regido, permitindo-nos medir o espaco que ela ocupa. Consideremos uma figura
plana como uma regido fechada em um plano bidimensional. A édrea dessa figura € uma medida
que satisfaz os seguintes postulados (Stewart, 2010):

Postulado de Existéncia e Positividade A toda figura plana corresponde um tinico
numero positivo, chamado de drea, que representa o "tamanho"da superficie interna delimitada
pela figura. A drea de qualquer figura plana é sempre maior ou igual a zero.

Postulado de Congruéncia Figuras planas congruentes (isto €, figuras que podem
ser sobrepostas exatamente uma sobre a outra) possuem dreas iguais.

Postulado de Aditividade (ou Adicdo de Areas) Se uma figura pode ser dividida
em partes que nao se sobrepdem, a drea da figura é a soma das dreas dessas partes. Permitindo
calcular a drea de uma figura complexa a partir da soma das areas de figuras mais simples.

Postulado de Invariancia por Translacio e Rotacdo A irea de uma figura plana
nao muda se a figura for transladada ou rotacionada no plano. Em outras palavras, o valor da
area € independente da posi¢do ou orientacdo da figura.

Postulado de Normalizacio (Area do Quadrado Unidade) Um quadrado com
lado igual a 1 unidade de comprimento possui area igual a 1 unidade quadrada. Esse postulado
estabelece uma unidade padrao para a medicao de dreas, servindo como referéncia para o calculo

de dreas de outras figuras.
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Com base nesses postulados, a area de uma figura plana pode ser definida como
a medida numérica que quantifica o "espago"interno dessa figura, respeitando as propriedades
de congruéncia, aditividade, e invariincia, e utilizando a drea de um quadrado unidade como
referéncia de medida.

Por defini¢do, temos que o quadrado de lado 1 possui drea 1. Considere, agora, um
quadrado de lado 7', com m,n € N, e drea A%. Arranje n? c6pias do mesmo, empilhando n
quadrados de lado ** por fila, em 7 filas, formando assim um quadrado de lado %' - n = m. Tal
quadrado maior terd, como ja sabemos, drea m?; por outro lado, como ele estd particionado em

n? quadrados de lado % cada, sua area € igual a soma das dreas desses n? quadrados, i.e.,
Portanto,

A discussio acima sugere que a drea de um quadrado de lado / deve ser igual a [2.
Para confirmar tal suposi¢do, argumentamos que, para k € N, tomamos nimeros racionais x; €
Vi tais que
1
Xp<l<yr e yr—xx < %
Em seguida, construimos quadrados de lados x;, e y, o primeiro contido no quadrado

dado e o segundo o contendo. Como ja sabemos calcular dreas de quadrados de lado racional.

Podemos garantir que a drea A; do quadrado de lado / deve satisfazer as desigualdades
x,% <A< y,%.

Mas como x,% <P’< y%, concluimos que ambos os niimeros A; e /> devem pertencer

ao intervalo (x7,y?), de maneira que

1 1/1
|Al—lz‘ <y%—x,% = (yk—xk)(yk—l—xk) < E(yk—xk+2xk) < z (E+2l> .

Tendo de satisfazer a desigualdade acima para todo nimero natural k, temos que
A — 12| =0,
A =12

Logo temos que todo quadrado de lado / tem 4rea
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Para calcular a drea de um retangulo de base b e altura s ao dividi-lo em uma grade
de quadrados unidade. Como cada quadrado tem &rea igual a 1 unidade quadrada, a drea total do

retangulo serd o produto b x h, conforme o Postulado de Aditividade (Dolce e Pompeo, 2005).

Figura 11 —Defini¢ao de drea: Retangulo formado por quadrados unitérios

Fonte: Dolce e Pompeo (2005, p. 306).

Um argumento andlogo ao acima permite provar que um retangulo de lados b e h
tem drea igual a bh. Comecamos com um retangulo de lados m,n € N, particionando-o em mn
quadrados de lado 1 para mostrar que sua drea € mn. Em seguida, tomamos um retangulo de lados
:’1’—11 e ',%2, com mp,my,ny,ny € N, e, com njny cépias do mesmo, montamos um retangulo maior
de lados m; e my. Somando dreas iguais, concluimos que a drea do retangulo dado originalmente

é igual a
mymy mp nmp

ninz ny np '

Por fim, tomamos um retangulo de lados %,k > O reais, e, para k € N, racionais
Xiy Viey Ug, Vi tais que xp < b < yg, up < h < v e yp — X, v — U < % Sendo A a drea do retangulo
de lados b e h, um argumento analogo ao feito para quadrados garante que A e bh pertencem

ambos ao intervalo (ugxy, yrvi) €, dai, para todo k € N,

|A — Dh| < viyr — ugxy = (Vi — ug) i + g (Vi — X))

1 1 1/2
%()’k*’uk) = z((yk—xk)—|—2xk+(vk—uk)+2uk) < T (——|—2b+2h) .

< x

Também como antes, a validade da desigualdade acima para todo k € N garante que

A =Dbh
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A férmula para a drea do paralelogramo pode ser justificada ao comparar essa
figura com um retangulo. Se cortarmos um triangulo em um dos lados do paralelogramo e o
movéssemos para o lado oposto, ele se transformaria em um retdngulo com as mesmas base b e
altura h. A area desse retangulo, que € b - h, equivale a drea do paralelogramo, ja que o corte e

deslocamento ndo alteram o total de area.

Figura 12 — Demonstra a formula da drea do paralelogramo pela translacdo de um tridngulo

Fonte: Dolce e Pompeo (2025, p. 307).

A formula para area do tridngulo pode ser entendida como a drea de um paralelo-
gramo de mesma base, mas com a metade da altura, logo a drea do tridngulo em questdo € a

b-
metade da drea de o paralelogramo. Resumindo: Ared do triangulo é -

Figura 13 — Célculo da drea de um tridngulo

Fonte: (Dolce e Pompeo, 2005).

Como podemos encontrar a drea de qualquer tridngulo, podemos encontrar a drea de
qualquer poligono, basta subdividi-lo em tridngulos, encontrar a drea de cada tridngulo e somar

as areas.
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3.2 Conjecturando a area sob a curva

Mas a partir dai surge uma pergunta: Como se calcula a drea de figuras delimitadas

por uma curva, em vez de apenas segmentos retos? Por exemplo, como € a drea da regido sob a

curva y = x* acima da secdo onde x varia de O até 1? Essa drea estd sombreada na figura 14:

2

Figura 14 — Regido sob a curva y = x~ no intervalo [0, 1]

eixoy

eixo x

0 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que a drea € menor do que % pois esta dentro de um tridngulo de base e
altura 1 que facilmente pode ser visto na figura acima.

Uma estratégia para conseguir calcular a drea aproximada € construir uma escada de
retangulos. Esse método que remonta a Arquimedes no século III a C. Neste caso, subdividimos

o segmento de 0 a 1 em n particdes, entdo altura de cada retangulo pode ser compreendida em

2
. 1 . . .
dois casos: dada por y = ( — — | , no caso que se queira construir retangulos cuja soma das
n

4reas se aproxime por falta; da por y = x?

, NO caso que queira construir retdngulos cuja a soma
das dreas se aproxime por excesso (Lima, 2008).

Para deixar mais didatico, peguemos o caso n = 5. Dividindo o intervalo de O a 1
em cinco partes iguais. Em seguida, foi desenhado uma escada de cinco retangulos. Na figura
15, mostra como o procedimento € feito em cada caso: o primeiro caso, 0s vértices superiores
esquerdos de cada retangulo toca a curva; o segundo caso, sdo os vértices da direita que toca a

curva. Em ambos os casos, ao somar as areas dos retangulos, se obtém uma area aproximada da

area sob a curva.
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2

Figura 15 — Aproximacdo da drea sob a curva y = x~ usando 5 retangulos

eixoy eix0 Y

4
1

-

1 eiXo X eixo X

0 115 2/5 3/5 4/5 5/5 0 15 2/5 3/5 4/5 5/5

Fonte: Elaborado pelo autor.

2
1
A base dos retangulos da figura acima é 3 e a altura do menor deles é (§> (no

intervalo [1/5,2/5] no primeiro grifico e no intervalo [0,1/5] no segundo grafico), pois o vértice

2
1
desse retingulo encontra a curva da equagio y = x> (Onde x = 3’ entdoy = (5) . Diante disso

/1y 121 12
5 5) 525 53
2

2
A altura do retangulo imediatamente a direita do menor, € <§) , entdo a area é

2\*/1\ 221 22
5 5) 525 53

Note que os denominadores é sempre 5> para todos os retingulos em questo, sé

a drea do retangulo menor é

dada por

os numeradores que mudam, segundo a ordem numérica dos naturais. Chamamos de A a area
da regido sob a curva. Com isso a area total de todos retangulos dos respectivos gréficos, se

aproximam da drea A, da seguinte maneira:
02 12 22 32 42 12 22 32 42 52
5—3+5—3+§+§+5—3 <A< §+5—3+5—3+5—3+5—3
Reescrevendo de uma forma mais simples

2422432442 1242243244245
53 sAs 53

3.1

As fragdes acima representa apenas aproximagdes da drea sob a curva y = x” baseados

30 5
em retangulos. (Calculando obtemos: 25 <AL 25 = 0,24 <A <0,44)



58

Ao aumentar para n = 10, obtém-se, novas escadas de retangulos, obedecendo as
mesmas regras, mas desta vez com 10 retangulos. A drea desta escada (soma das dreas dos

retangulos) € uma aproximacgao melhor da dreas sob a curva.

2

Figura 16 — Aproximacdo da drea sob a curva y = x~ usando 10 retdngulos

eixo y ,|eixoy

/ 7

-

/‘4 eixo x |7l7 €ixo X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0
10 70 10 10 10 10 10 710 10 110 1% 1::) 11] 150 160 170 180

|
|
I
|
I
I
I
|
I
3le
5

v
(=

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fazendo o calculo de modo similar

12+22+32+42+52+62+72+82+92<A< 12422432 +42 452+ 62 + 7% 4 8% 4+ 9% 4 10°

103 103
(Area estimada estd entre 0,285 e 0,385)
Nos casos n =5 e n = 10 sdo apenas valores particulares. A figura 17 mostra um
caso geral de n retdngulos em cada um tem largura de }1 Neste caso geral, a ared A fica entre duas

fragdes que parecem convergir para 0 mesmo nimero a medida que n cresce indeterminadamente.

1242243244245+ .. +(n—1)2 12422432442 4524 ... +n?
3 <AL 3
n n
Um ponto importante a ser examinado é o comportamento da fracdo quando » tende a valores
muito grandes. A compreensao desse comportamento permite estimar a drea sob a curva corres-
pondente. A medida que n cresce, tanto o numerador quanto o denominador da fragdo aumentam.
Inicialmente, pode parecer que, dado o crescimento do numerador, a fracdo resultante se tornara
grande; no entanto, o denominador também cresce e, dependendo da taxa de crescimento, a

fracdo pode diminuir. Em particular, se o denominador cresce mais rapidamente que o numerador,



59

2

Figura 17 — Aproximacdo da drea sob a curva y = x~ usando n retangulos
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Fonte: Elaborado pelo autor

a fracdo pode tender a zero. Contudo, como a drea sob a curva estd entre 0 e % a fracdo se
aproxima de um valor dentro desse intervalo, ja que a drea, embora limitada, ndo € zero.

Este cendrio revela uma "disputa"entre as taxas de crescimento dos numeradores
e dos denominadores. Para investigar, € possivel calcular a fracdo para diferentes valores de
n e observar a tendéncia. Para n =5, a drea sob a curva fica entre 0,24 e 0,44; para n = 10
a aproximacao melhora, ficando entre 0,285 e 0,385, sugerindo que o tamanho do inervado
diminui conforme n aumenta. Essas estimativas permanecem inferiores ou superiores a rea sob
a curva, pois a aproximacao através de uma funcdo em formato de "escada de retangulos'resulta
em valores ligeiramente menores ou maiores respectivamente.

Em caso de curiosidade, recomenda-se explorar valores de n maiores, como 20, 50
e assim por diante, para analisar o comportamento da fracdo e tentar inferir o limite ao qual
ela converge. Software como Geogebra podem auxiliar na investigacdo. Embora essa analise
experimental ndo forneca a drea exata sob a curva, ela permite conjecturar um valor aproximado.
Através de uma abordagem alternativa de "escada", podemos chegar a uma estimativa indireta
para a drea sob a curva.

Na secdo seguinte, serd necessdrio investigar o comportamento de outras fragdes
com estrutura similar a medida que n aumenta. Considere, por exemplo, a fragdo:

14424 434 4 4% 454+ +n?
5
n

Aqui, substituimos o expoente 2 do numerador pelo expoente 4, e o expoente 3 do

denominador pelo expoente 5. Esta fracdo aproxima a 4rea sob a curva y = x* no intervalo de 0 a
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1. Poderiamos calcular seu valor para diferentes valores de n e conjecturar o limite ao qual ela se

aproxima. No entanto, na préxima se¢do, determinaremos exatamente esse limite.

3.3 Fermat e a area sob a curva

2 mas ndo foi o

Na secdo anterior, tentamos encontrar a drea sob a curva y = x
suficiente. Pois os retingulos que usamos para fazer uma escada tinham a mesma largura. Nesta
sec¢do veremos que ha um outro método, devido ao trabalho de Fermat no século XVII, que
encontra exatamente essa drea (Stein, 2008). Em seu método, os retangulos ndo t€ém a mesma

largura.

Figura 18 — Retrato de Pierre de Fermat

Fonte: Folha Unica (2022).

Pierre de Fermat, brilhante matematico francés do século XVII conhecido como
"o principe dos amadores", destacou-se ndo apenas por suas contribuicdes fundamentais a
matemadtica — como avangos em dlgebra, teoria dos nimeros, calculos preliminares ao calculo
infinitesimal e estudos em Optica fisica —, mas também por sua erudi¢cdo humanista, manifesta
em seus talentos como poeta, latinista e helenista (Fermat, 2022). Formado em direito e atuando
como advogado, Fermat cultivou a matematica como vocag¢ao intelectual, tornando-se um dos
maiores génios de seu tempo ao conciliar seu interesse pelas ci€ncias naturais, especialmente a
fisica, com uma produ¢d@o matematica revoluciondria que transcendeu sua condicio de estudioso

nao profissional.
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Para o calculo, precisamos relembrar da equacgdo 2.2, para qualquer nimero r €

l+r+r+r+... =

1—r

A partir desta equacio tomamos r = p>. Assim, temos:

1
1+0+ (P )2+ (p*) + = i 14+p+pS 47+ = =

k+1

1
O segundo fato é que 1 +x+x>4---4+xk = %

k e qualquer nimero x , exceto 1. Na verdade, usamos este segundo fato na ordem inversa,

. Para qualquer niimero inteiro

reescrevendo-o como
1—x 1
= . 3.2
It T fxt2+txk (3.2)

Para cada nimero positivo p menor que 1, faremos uma escada correspondente,
como segue. Primeiro, marcamos onde os niimeros p, p%, p>, p*, ... estio localizados no eixo x,
como na Figura 19. A medida que o expoente k aumenta, p* diminui, aproximando-se de 0.

Figura 19 — Pontos em progressdo geométrica
no eixo x para o método de Fermat

| H3 .2 &
0 ‘ .- P p [
Fonte: Elaborado pelo autor.

=9

A medida que se move da direita para a esquerda, os pontos escolhidos ficam cada
vez mais proximos. Eles também se aproximam cada vez mais de 0.

2

Em seguida, calculamos a altura da curva y = x~ acima de cada um desses pontos.

2 = p?. Quando x = p?, entdo y = x* = (p?)? = p*.

Por exemplo, quando x = p, entdo y = x
Quando x = p3, entdo y = (p?)? = pS. Algumas dessas alturas sdo mostradas no grafico 20. Na
sequéncia, fazemos uma "escada"de retangulos, com a altura de cada retangulo igual a altura da
curva na lateral direita do retangulo. Veja o grafico 21

Tudo o que resta € encontrar a drea total desta escada e entdo ver o que acontece com
esta drea conforme p se aproxima cada vez mais de 1. (Quanto mais préximo p estiver de 1, mais
estreitos serdo os retangulos e mais a escada se assemelhard a curva).

Considere primeiro a drea do maior retingulo. Sua altura € 1 e sua largura é 1 — p.

Sua drea é, portanto, 1- (1 — p).
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Figura 20 — Mostra as alturas da curva y = x?
nos pontos em progressiao geométrica
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 21 — Retangulos de larguras decrescentes
na aproximagdo de drea pelo método de Fermat

eixoy

eixo x

0 . p* op? P 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe o retangulo logo 4 sua esquerda. Sua altura é p? e sua largura é p — p>. Sua

area €, portanto,

p*(p—p*) =p*p(1—p)=p*(1-p).

Considere o terceiro retingulo da direita. Sua altura é p* e sua largura é p?> — p°.
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Sua area é

p*(p*—p)=p*p*(1—p)=p°(1—p)

A drea do préximo retangulo, como podemos verificar, é p°(1 — p).
A éarea de cada retangulo é o produto de 1 — p e uma poténcia de p. O expoente
nesta poténcia aumenta em trés vezes cada vez que nos movemos para a esquerda na escada de

retangulos. A drea da escada sem fim, portanto,
Areadaescada= (1—p)+p°(1—p)+p(0—p)+p°(1—p)+...
Como o fator 1 — p aparece em todos os termos, colocando-o em evidéncia, obtemos:
Areadaescada= (1—p)(1+p>+pS+p°+...)

A soma que aparece nesta equacio é uma série geométrica disfarcada, com razio p°.
Conforme mencionado no inicio da se¢o, Esta soma é igual a 1/(1 — p?) Portanto, a drea total é

1

Areadaescada:(1—p)~(1—|—p3+p6—|—p9+...):(l—p)'1
4

3

finalmente temos uma férmula muito curta para a 4rea da escada

l—p

Area da escada = 3
l—p

Chegamos a um férmula tdo simples. S6 falta descobrir o que acontece com

I—p
quando p fica maior e proximo de 1.

Observamos o resultado da equacgdo, agora no caso k =2 e x = p. temos que a area

total de:
l-p 1
1-p3 1+p+p?

Como p se aproxima a 1, a drea da escada se aproxima

1 1 1 1

poll+p+p? 141412 14+1+1 3

A drea da regido sob a curva deve ser % Esta resposta € razodvel. Basta olhar
novamente a figura 14 e a figura 22.

Uma abordagem similar funciona para a curva y = x>. (veja a figura 23) Seguindo os
passos, basta saber de duas informacoes:

1 1-p 1
1-p* I=p*  1+p+p*+p?

1+pt+pP+. =
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Figura 22 — Comparagio da 4rea sob a curva y = x°

area 1/2.

com o triangulo de

eixoy

eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor.

3

Figura 23 — Comparagio das curvas y = x> e y = x> no intervalo [0, 1]

A

eixoy

#

0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ambos sdo apenas casos especiais da equagio y = xX, para algum k inteiro. A medida

que p se aproxima de 1, portanto, a drea da escada se aproxima

1 1 1

I+1+1241° 1+1+1+1 4

3 no intervalo [0; 1] é 1/4. Se representarmos

2

Concluimos que a drea sob acurvay = x

graficamente a curva, verd que ela fica abaixo da curva y = x~ no intervalo [0; 1]. Portanto, é de

se esperar que a drea abaixo dela seja menor que 1/3, nossa resposta no caso de y = x°.
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Figura 24 — Comparacdo das curvas y = x* para diferentes valores de k
no intervalo [0, 1]
A

eixoy

0

Fonte: Elaborado pelo autor.

O mesmo argumento, seguindo 0 mesmo passo a passo, funciona para todas as curvas
y=x* y=x, y=2% ... podemos verificar que para qualquer nimero inteiro k, 4rea sob a
. 1
% no intervalo [0;1] é :
k+1

Concluimos que o argumento de Fermat revela sua simplicidade: Aproxime uma

curvay = Xx

area curva por uma drea que podemos calcular exatamente. Entdo veja o que acontece com essas
aproximagodes a medida que elas ficam cada vez melhores. Agora que encontramos a drea sob a
curva y = x, sabemos o que acontece com o quociente que encontramos na se¢io anterior,

124224402 1
lim 3 = —
n—yoo n 3

Isto €, a medida que n aumenta, como ele se aproxima dessa drea, o quociente deve

se aproximar de 1/3. Ao generalizar para curva y = x¥, temos:

B e e AN
}E‘ﬁ.‘o nk+1 k41 (3.3)
Prova por Inducao em k:

Caso inicial, (k = 1):

T I+2+---+n 1
e n? 2
n(n+1)
Sabemos que 1 +2+4---+n= — Logo:
1+2+---+n nn+1) n+l 1 1

n2 2n? 2n 2 2n



Tomando o limite quando n — oo:
. 1 L 1 1
im(-+—|==.
n—oo \ 2 2n 2

Hipoétese de Indugdo: Assumimos que, para um certo k > 1, vale:

Portanto, a base esta verificada.

i pokppnk 1
FEC—a Tkl

Passo passo de Indugdo (k — k+ 1): Queremos provar que:

n1—r>1;lo nk+2 k42

Usamos a identidade telescopica:

(1421 = i ((m+1)k+2_mk+2>'

m=1

Expandindo (m + 1)**2 pelo bindmio de Newton:
(m+ 1)k+2 — mk+2 + (k+2)mk+l + 0<mk>
Substituindo na soma:

(n+ 12 —1=(k+2) i mkt! 4 i o(m").

m=1 m=1
Dividindo por nk*?:
1 k+2 1 n k+1 "0 k
4 +k+)2 T k2 T (k+2) m_ng + m_1k+2(m )
n n n n
Tomando o limite n — oo:
1 k+2 1 "0 k
(nj;T)z =1, s, =0 e n1_nlk—+2(m) — 0 (pela hipétese de inducio).
Simplificando:
n 1mk+1
— ; m=
1 (k) fim S
Portanto:
lim “iea

Por inducio, o resultado vale para todo k € N.
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Nas sec¢des 3.2 e 3.3 deste capitulo, abordou-se o cdlculo de dreas sob curvas, uma
questdo fundamental que representa o nicleo do estudo do célculo integral. A determinacao pre-
cisa dessas dreas envolve o uso de métodos de aproximagdo por somas parciais, frequentemente
utilizando "escadas"para aproximar a area sob a curva. Com o refinamento desse método, as
aproximacdes se tornam cada vez mais proximas da drea real, o que exige a aplicacdo de técnicas

especificas e rigorosas para alcancar um limite preciso (Lima et al., 2000).

3.4 Soma de poténcias e convergéncia

Nessa secdo, serd apresentada uma maneira alternativa sem usar a geometria como
1K 42k 13k ik
k1 ’

suporte. O resultado que precisamos saber é uma aproximacao de
medida que n fica cada vez maior, tendendo ao infinito.

Para fazer isso, precisamos olhar para essa expressdo aparentemente irrelevante:
(x—1)¥1. Com a técnica do bindmio de Newton vamos expandir essa expressdo. Felizmente,
como sO precisamos de uma aproximagdo para isso, precisamos apenas dos dois primeiros

termos, que sdo as duas poténcias mais altas de x (Stillwell, 1989).

(x_ l)k—H :kill (k‘; 1)(_1)jxk+l—j :xk-H _ (k+ l)xk+0(xk_1)
=1

Que ¢ equivalente a

=DMl =(x—1)x—1D)x—-1)...(x=1)

- 7
-~

k+1

Isso significa que para obter x**!, precisa multiplicar x de todos os k + 1 parénteses.
S6 ha uma maneira de fazer isso, entéo coeficiente de x**1 é 1.

Semelhantemente, para calcular o coeficiente de x*. Precisamos multiplicar x de
todos os parénteses x, exceto um dos parénteses. Como hd um total de k+ 1 parénteses, temos
k4 1 opgdes de multiplicar x de todos k+ 1 — 1 = k, portanto, —(k + 1) é o coeficiente de x*.

Poderia continuar e calcular todos os outros termos até o final. E sem duvida existe

como fazer isso, através bindmio de Newton, mas nao precisamos conhecer esses termos em

detalhes.
k+1 k41 ) )
<x—1>’<“=2( | )X"“’<—1>J=x"“—<k+1>xk+o<xkl>
j=t\

S6 precisamos saber que todo o resto € algum polindmio que € tdo pequeno que é

absolutamente dominado pelo termo x*~!. E uma abreviagio para escrever isso é O(x*~1). Isso
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significa que esses termos ndo estdo sendo esquecidos, mas sdo condensados em um termo que €

da ordem x*~!, onde 0 k — 1 é a maior poténcia de x que aparece em todos os termos restantes.
K (k+DF o1 = (x— 1)k
Reorganizando,
S (=DM = (k+ DxF— o

Agora vamos substituir diferentes valores de x nesta equagdo e ver o que acontece.

Especificamente, vamos usar x =n; (n—1);(n—2);...; 1.

n*Hl— (n— DM = (k+1)n* — o(n*—1)
(=1 — (=2 = (k+1)(n—1)* = O((n—1)F 1)
(n=2)"1 —(n=3"! = (k+1)(n—2)* —O((n—2)* 1)

2k+l _ 1k+1 — (k—l- 1)2k _ 0(2k—1)
1k+l _Ok—H — (k—|— 1)1k_0(1k—1)

Agora vejamos o que acontece quando somamos todas essas equagdes. No lado

k+1

esquerdo da igualdade, quase todos os termos serdo cancelados para nos dar apenas n*" ', € no

lado direito da igualdade, podemos colocar em evidéncia o termo k + 1 para obter (k+ 1)(1* +

2K+ ...n*) menos n vezes O(x*~1).
A = (k+ D (1528 435 b)) —no(* )

Lembrando que nossa abreviag@o para os termos que ndo calculamos era que todos
eles eram na ordem de, no maximo, n~!. Entdo, se tivermos n destes termos, entio 0s termos

ndo calculados serdo, no maximo, de ordem #¥. Isso significa que podemos escrever:
n = (k+ 1) (1F 425+ 35+ 4+ n*) — 0(n")
E agora, reorganizando,
o) = (k4 1) (15425 435 .. +n¥)

Agora, dividindo por £+ 1, podemos obter

nk+1 N (O(nk)
k+1 k+1

= (1F 42k 3k b
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Agora, uma expressao de qualquer ordem multiplicada por uma constante ndo muda
sua ordem, entdio podemos descartar um dos 1/(1+ k) do denominador de O(n*), Esta é a nossa
aproximagao com a soma que procurdvamos no inicio.
nhtl
k+1

+0(nF) = (1F 42k 4354 41k

No entanto, para obté-lo de uma forma que seja mais util mais tarde, precisamos
dividir por n*—1.
1 o)  (F4+2k43k4 40

k+1 + nk+l nk+1

Entdo, em resumo, o que mostramos € que, a medida que n vai para o infinito, Temos:

po (424304 ah)
n—oo nk+1 k1

(3.4)

3.5 O circulo como limite de regioes poligonais

O objetivo desta secao € mostrar que a drea de um poligono regular de n lados,
inscrito em um circulo unitario, tende a = quando o nimero de lados n tende ao infinito (n — o).

Temos um circulo unitario, o que significa que seu raio r é igual a 1. A 4rea deste
circulo, por definicao, é:

Acirealo = T = 7r(1)2 =T.

Dentro deste circulo, inscrevemos um poligono regular de n lados. Podemos decom-
por este poligono em 7 tridngulos isésceles idénticos. O vértice comum a todos os tridngulos é o
centro do circulo, e as bases dos tridngulos sdo os lados do poligono.

— Os dois lados iguais de cada triangulo isdsceles s@o os raios do circulo. Portanto, ambos
medem r = 1.

— O angulo no vértice central de cada um desses tridngulos é o angulo total do circulo (27
radianos) dividido pelo nimero de tridngulos (7). Portanto, o angulo de cada tridngulo no
centro do circulo é 6 = 27”

Agora, vamos focar em apenas um desses n tridngulos isésceles. Conhecemos o
comprimento de dois lados (a =1 e b = 1) e o angulo entre eles (0 = 27”).

A férmula para a drea de um tridngulo, dadas essas informacdes, é:

1
Atriﬁngulo = Eab sen(9)
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Figura 25 — Divisa@o do poligono regular em triangulos isdsceles

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 26 — Destaque em um tridngulo isésceles

D

0 2m/n C

Fonte: Elaborado pelo autor

Substituindo nossos valores:

1 27
Atriﬁngulo - 5(1)(1) sen <_>

n
1 2
Atriﬁngulo = 5 sen (7)

A érea total do poligono, que chamaremos de A,, € simplesmente a drea de um

triangulo multiplicada pelo nimero de triangulos, 7.
Ap=nx Atriﬁngulo

1 27 n 27
An:nisen - zisen o

Esta férmula nos d4 a drea de qualquer poligono regular de n lados inscrito em um circulo

unitario.
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Intuitivamente, 8 medida que aumentamos o nimero de lados n do poligono (n — o),
o poligono preenche cada vez mais o espacgo do circulo, e sua drea A, deve se aproximar da area
do circulo, que é 7.

Vamos provar isso matematicamente calculando o limite de A, quando n — oo:

. .n 2r
Acirculo = lim A, = lim —sen | —
n—oo n—oo 2 n
Este limite estd na forma indeterminada "o - (0", entdo precisamos manipuld-lo para usar o Limite

Trigonométrico Fundamental:
sen(x)

lim

x—0 X

=1

Para fazer isso, faremos uma substitui¢do de varidvel. Seja x = 27” Note que quando n — o0, a
varidvel x se aproxima de 0.

Agora, vamos reescrever o nosso limite em termos de x. Primeiro, isolamos n na

2n
n’
2

n

I n 21 i 1 /2m ()
n1_r>r°102sen " —xlir(l)z E sen(x

2z

nossa substituicdo: Se x = entdon = ==.

Substituindo n e <= na formula do limite:

27 sen(x)
= m —
x—=0 2 X
, sen(x)
=limnx
x—0 X
. sen(x) .
=7m-lim (pois € uma constante)
x—0 X

Demonstramos com sucesso que o limite da drea do poligono regular inscrito no

circulo unitario, a medida que o nimero de lados tende ao infinito, € exatamente 7.

IimA, =7
n—oo

Este resultado € um belo exemplo de como o cdlculo, através da nocao de limites, pode fornecer

uma base rigorosa para formulas geométricas que conhecemos intuitivamente.

3.6 O produto de Wallis

O Produto de Wallis, uma fascinante descoberta do matematico inglés John Wallis

em 1655, oferece uma representacdo alternativa e elegante para o nimero 7 como um produto
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infinito de nimeros racionais. Esta férmula ndo apenas enriquece a nossa compreensao do 7,
mas também pode ser elegantemente derivada a partir da integracao de poténcias de fungdes
trigonométricas, € possui interessantes interpretacoes geométricas (Pedrosa, 2018).

A expressdo para o Produto de Wallis € a seguinte:

T 22446688

2 133557709

De forma mais compacta, utilizando a notag¢do de produto infinito, a férmula pode ser escrita

como:
(2n)(2n)

T )(
2 H 2n—1)(2n+1)

n=1

Demonstracdo a partir da Integragdo de Poténcias Trigonométricas

Uma das maneiras mais elucidativas de se obter o Produto de Wallis é através da

andlise da integral de poténcias da funcdo seno. Consideremos a integral:

T

I, = /2 sen” (x) dx
0

Mas antes, vamos utilizar a técnica de integrag@o por partes, para mostrar que

1 _ n—1 _
/sen"xdx: ——cosxsen 'x+ —/sen” 2xdx.
n n

n—1

Soluco: Seja [sen"xdx = [sen” !xsenxdx. Facamos u = sen" 'x e dv =

n—2

senxdx. Daf temos du = (n— 1) sen” “xcosxdx e v = —cosx. Assim, a integracdo por partes

nos da

/sen"xdx = —cosxsen” x4+ (n—1) /sen"_zxcoszxdx.

2x = 1 — sen’x, temos que

Usando a relacdo cos
/sen"xdx = —cosxsen x4+ (n—1) /sen"zxdx —(n—1) /sen”xdx.
Somando (n— 1) [ sen"xdx em ambos os lados obtemos,

n/sen”xdx: —cosxsen™ 'x+ (n— 1)/sen”_2xdx.

E finalmente, dividindo por n ambos os membros temos,

1 _ n—1 _
/ senxdx = —— cosxsen" 'x+ / sen 2xdx.
n n
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Agora vamos para a integral definida no intervalo [0, 1]

3 T
2 n—1 12 _
/ sen"xdx = / sen" %xdx
0 0

n

onde n > 2 e inteiro.
Solucao

z 1 I oa—1 [3
/ sen xdx = [— —cosxsen” _lx] + / sen 2xdx.
0 n 0 n 0

Uma vez que cos 5 =0 e sen0 = 0, temos

/2 senxdx = n /2 gel%xdx. 3.5
0 0

n
Com isso, percebemos que € possivel estabelecer uma férmula de recorréncia para

~1
="

In72

A partir desta recorréncia e dos valores iniciais Iy = % e I} = 1, podemos derivar
expressoes para poténcias pares e impares:

Para poténcias pares (n = 2k),

L %—12%=3 1. (k7
*T ok 2k—2 270 (k)22

1.3.5--2n—1)=
T vn>1.
24601 22

T
. 2 2n
ou seja, sen”"xdx =
0

Prova: Facamos inducdo finita sobre n. Paran =1,

I, In =«
d:——:—.
/Osenxx 53 = 3

Suponhamos que a férmula acima vale paran =k > 1. Paran =k + 1,

ERPTAP) (2k+2)—1 /§ 2k 2k+1 13
dx=-—"—_"__ dx = —— dx.
/0 sen xax 2k+2 0 sen— xax 2k+2 0 sen xax

Dai, utilizando a hipétese de indugdo temos,

/§S8n2k+2xdx: 2k+1\1-3-5--(2%k—1)x _1-3:5--(2k—1)-(2%k+1)7
0 2%+2) 2462k 2 2-4-6---2k-(2k+2) 2

Portanto, a férmula é valida para todo n > 1.
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Para poténcias impares (n = 2k + 1):

2k 2k—-2 2 (2kk!)? 3 ity 24:6-2n

2
I = — = — 1
KT 21 3 (2k+1)!’°”se]a’/o sen

Prova: Facamos inducdo finita sobre n. Supondo que vale paran =k > 1.

V> 1.
357 (2nt1) =

T

7 2k+3)—1 [3 2k+2 2
/02 sen* 3y dx = %/02 sen' 232 gy — ﬁ 02 sen*xdx.

Dai, utilizando a hip6tese temos,

/§ %43 2k+2 2-4.-6---2k 2:4-6---2k-(2k+2)
sen xdx = = .
0 2k+3/)3-5-7---(2k+1) 3-5-7---(2k+1)-(2k+3)

Portanto, a férmula é valida para todo n > 1.

b4
Agora, Consideremos a seguinte identificagdo, I, = [ sen"xdx. Provemos que

Dyyo < byt < Dby

Solucgao: 0 <x < %, segue que 0 < senx < 1. Dai paran > 0,

sen®2x < sen*"1x < sen*x.
Integrando de 0 a %, obtemos
/ ? sen?2xdx < / ? sen?xdx < / ’ sen’"xdx,
0 0 0
isto €,
Dpio < byt < Dp.
Agora, verificamos que
12n+2 . 2n+1
Izn 2n+2 ’
Pelo integral definida 3.5 temos,
7 2n+1 (3 2n+1
bpio = 22y dx = Mxdx = ——l,.
) /0 sen™" " xdx 2 sen~"xdx P Ll
Logo,
12n+2 . 2n+1
Ly,  2n+2
Agora, para mostre que.
I
lim 2L —

n—yoo 121’1



Para isso temos, 12 < I, +1 < I,. Logo, dividindo por I, > 0,

I I
2n+2 < 2n+1 < 1.
I2n IZn
O que € equivalente, usando o exercicio anterior, a
2n+1 I
< 2n+1

2n+2 = b,

<l1.

Agora, uma vez que,
an+1 . 241 24
1m = 11m = —_—
n—e 2n-+2 n—>°°2—|—% 240

1,

e lim,_,. 1 = 1, segue pelo Teorema do Confronto que,

. Dy
lim —=*

n—yoo 12}’!

=1.

. . I
Com isso temos que lim,, o 2,’;* L—=1.
n

2-4---2n ne 2k

by = =l
3:5--(2n+1)  ph2k+1
c
1-3---2n—1)nm  w{2k—1
I}’l: —_ = — _
? 2-4---2n 2 2,Hl 2k
Assim,
no 2k
fim BT
noee g k=1 "o
Logo,
28 2k 2k
n—oo Ui 1 2k—12k+1
Portanto,

Aplicacoes geométricas interessantes
Aplicacdo 1

Usando a féormula de Wallis, mostre que

2.4-6--2n 1
r=1 —.
va= lim 1-3-5-(2n—1) n

75
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Solugao
Pela féormula de Wallis temos que,
T 22.4%.6%.--(2n)?
2 nse1-32.52...2n—1)2-2n+1)
Dai segue,

(2:4-6---2n)2
= lim
n—oo \[ (1-3:5---(2n—1))2(2n+1)
2-4.6---2n 1
n%ool-3 5-- (2”—1)%

Observando que

V2n ) 2n ) 2 ]
= lim = lim =1
n—eo\/2n+1 n—ee\ 2n4+1  n—eo 2_|_,ll
E como
V2 Va2n 1
V2n+ 1 2+ 1y/n
temos que
V2 1
m-— = —
n—oo \/2n 4+ 1 n—oo /N
Substituindo na expressio para /7T
2:4.-6---2n 1
r=1 —
V= lim [1 3.5 (2n—1) n
Aplicagao 2
1
/ (1—x*)"dx.
0
Solugdo
Fazendo a substitui¢do x = cost, temos que dx = —sentdt. Parax =0, temost = 7

e parax = 1, temos t = 0. Dai,
T

1 0 z z
/ (1—x*)"dx = —/ (1—cos®t)"sentdt = /2 (sen’t)" sent dt = /2 sen” e dr.
0 z 0 0

2
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Que isso implica, utilizando resultados anteriores:

! 2.4.6---2n
1—x%)"dx = :
/0( = S Tt 1)

Aplicagdo 3

& n
2 senx T
/ ————————dx=—,n€’Z,.
0

sen"x + cos’ x 4
Solugdo

Mostraremos inicialmente que se f € uma fung@o continua e a um nimero real, entdo

Jo f(x)dx = [y f(a—x)dx. De fato, fazendo u = a — x, temos du = —dx e assim,

[L rtamie=— [ soae= [ s

n

sen’x___ Jx. Usando a propriedade acima com a = z,

0 sen” x-+cos” x

n i
2 sen” (5 —x) 2 cos"x
= 7 n dx = —dx.
0 sen"(5 —x)+cos"(5 —x) 0 cos"x+ sen"x
Somando as duas expressoes para /:

7 sen"x 7 cos x 5 sen senx +cos" x x
21 = —dx+/ —dx:/ —/ 1dx.
0 sen"x-+4cos''x 0 cos"x-+senx 0 sen”x —+cos''x

Sejal =

Portanto,

Diante de tudo isso, percebemos que as ferramentas de manipulagdo algébrica e
a compreensao de como somas de poténcias se relacionam com o célculo de dreas, conforme
demonstramos nesta se¢ao, provarao ser indispensaveis. Com essas ideias em mente, estamos
agora preparados para embarcar em uma jornada que nos levard a um dos resultados mais

elegantes da matematica: a série de Leibniz para 7, tema do nosso préximo capitulo.
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4 A SERIE DE LEIBNIZ: DEMONSTRACOES E CONEXOES

Ap0s explorarmos as profundas conexdes entre manipulacio algébrica, somas de
poténcias e o calculo de dreas sob curvas, direcionamos agora nosso foco para um dos nimeros
mais fascinantes da matematica: 7. Neste capitulo, desvendaremos a célebre férmula de Leibniz,
uma série infinita notavel que expressa 7 e cuja demonstracao se baseia, de maneira engenhosa,
em muitas das ideias e técnicas que desenvolvemos nos capitulos anteriores. Essa féormula,
descoberta independentemente por diversos matematicos ao longo da histdria, representa um
marco na busca por uma compreensdao mais profunda da natureza de w. Exploraremos suas
implicagdes e a razao pela qual sua convergéncia € extremamente lenta, apesar de sua beleza e

simplicidade.

Figura 27 — Retrato de Gottfried Wilhelm Leibniz

Fonte: Francke (1695).

Gottfried Wilhelm Leibniz foi um polimata alemao que deixou um legado notdvel
em diversas dreas do conhecimento (Francke, 1695). Considerado um dos maiores fil6sofos

e matematicos de seu tempo, Leibniz desenvolveu, independentemente de Newton, o cdlculo,
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revolucionando a matematica e a fisica. Suas contribui¢des a ldgica, com a criagdo de uma
linguagem formal para representar argumentos, e a filosofia, com a teoria da monadologia, sdo
igualmente significativas. Além disso, Leibniz foi pioneiro na ciéncia da computagdo, tendo
desenvolvido o sistema bindrio e construido uma das primeiras calculadoras mecanicas. Sua
busca por uma linguagem universal e sua visdo otimista sobre o universo, como o melhor dos

mundos possiveis, o tornam uma figura central na histéria do pensamento ocidental.

4.1 A série de Leibniz e a aproximacao do arco

A presente andlise parte de uma constru¢cdo geométrica fundamental. Define-se um
tridngulo retangulo isdsceles e, para fins de normalizagdo, estipula-se que o comprimento de
seus catetos seja unitdrio. Subsequentemente, traga-se um arco de circunferéncia de raio 1, com
centro no vértice correspondente ao angulo reto, que se estende até interceptar os dois catetos. O
foco da investigacdo recai sobre esta configuracdo: o tridngulo e o setor circular de 90 graus (ou

T
0 radianos) que ele delimita.

Figura 28 — Triangulo isdsceles e o arco de circulo para a deducao da série de Leibniz

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definirmos que a circunferéncia de um circulo completo é 27rr. Considerando que

o raio seja 1 e, utilizando apenas um oitavo do circulo, entdo este € um oitavo de circulo tem
. v/ o . qe LN 4 s

o comprimento do arco 1 Ao dividir o lado do tridngulo que € tangente ao arco em n secoes

iguais. Neste caso da figura, definimos n = 3 e desenhamos linhas dos pontos finais das secdes

até o centro do arco. Em seguida, pegamos cada um dos pontos onde essas linhas encontram o
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arco e tracamos linhas deles até a linha acima deles que encontram essa linha a 90 graus.

Figura 29 — Setorizac¢do do arco e divisdo do segmento para aproximagao

1 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essas linhas fornecem uma aproximagdo bastante boa do arco e essa aproximagao
ficard melhor se criarmos secdes cada vez menores, como ilustrado na figura onde n = 4;5...,

conforme mostra a figura 30.

Figura 30 — Setorizacao do arco e divisdo do segmento em 4 € 5

1 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observamos que hd nada de especial em usar n = 3, isso € apenas para ilustrar
como o processo na pratica, n deve assumir valores cada vez maiores para obter uma melhor

aproximagdo. Assim como aproximamos uma curva por retangulos (Método de Riemann), a
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série de Leibniz aproxima % somando distancias que preenchem um quarto de circulo.

Entdo, o que queremos fazer € encontrar o comprimento de cada uma das linhas que
se aproximam do arco e somd-los para obter uma aproximacgao de g Por enquanto, vamos olhar
para apenas uma dessas linhas e chamaé-la de i-€sima correspondente a i-ésima secao da parte
inferior. No nosso caso, estamos usando i = 2 e, vamos chamar os vértices do tridngulo original

A, B e C, mostrado na figura 31.

Figura 31 — Detalhe da aproximacao do arco por segmentos de reta

C N

W| —

W| —

W| —

A B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, escolhemos a se¢do intermedidria do segmento BC, X e Y conforme a figura
32 e, dizemos que a reta que faz parte da aproximagao do arco seja LM, com L pertencente ao
arco reto em M.

Figura 32 — Identificacdo de tridangulos semelhantes na constru¢do geo-

métrica

C A

1
3
Y

1
3
X

1
3

A B

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para facilitar esse problema, usaremos um nova reta XZ, reto em Z (Z ndo pertence
ao arco), de tal modo que LM e XZ sejam paralelos e cruzando as mesmas retas. Perante essa
construgdo, temos que os tridngulos AALM e ANAXZ sao semelhantes, (AALM ~ ANAXZ). Isso
significa que podemos dizer que as propor¢des dos comprimentos correspondentes sdo iguais e,

portanto,
LM XZ
AL  AX

Figura 33 — Identificacdo de angulos retos na construgdo geométrica

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, ha outro tridngulo semelhante aqui, mas ndo € tdo 6bvio. Ao olhar para o
tridngulo AXZY, note que ele tem um angulo reto em Z, um de seus outros angulos esta em
Y e o dltimo angulo, o de X, serd 90 menos o angulo em Y. Mas agora, observe o tridngulo
AABY, encontrara novamente um angulo reto em B e o mesmo angulo em Y e, portanto, o
ultimo angulo em A deve ser o mesmo que o de X do tridngulo anterior. Assim, podemos ver
que os tridngulos AABY e AXZY sdo semelhantes (AABY ~ AXZY) e, portanto, podemos ver
antes que as propor¢des dos comprimentos correspondentes sejam iguais, dando:

XZ AB
XY AY

Finalmente, a ultima coisa que vamos usar € o fato de que, Quando n — oo, a
diferenca entre AX e AY torna-se insignificante, pois os pontos X e Y convergem para o mesmo
ponto (Figura 32). Formalmente, usando a desigualdade triangular, isso decorre do fato de que

1
lim [AX —AY| < lim — =0.

n—oo n—eo
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ou seja, seja n o nimero de secdes que dividimos BC, a medida que » fica cada vez maior, AX é
aproximadamente igual a AY .

n—oo=AX =AY

LM XZ
Vamos comecar com nossa primeira observacao de que 2 = Ax . Se multiplicar-

o X
mos o lado direito por 1 = X7 e podemos reordenar os numeradores a direita, entdo, em vez de

ter XZ - XY, agora temos XY - XZ.

LM  XZ | = LM  XZ XY LM_XY XZ

AL AX AL AX XY AL T AX XY
XZ AB LM XY AB

A d da ob d —— = —, obtem
gora, usando nossa segunda observagdo de que XY~ A7’ em AL =7 a7
e agora podemos mesclar essas duas fracdes multiplicando os numeradores e os denominadores.
Agora podemos usar nossa terceira observagdo de que, para n grande, AX é aproximadamente
AY, entdo podemos substituir AX por AY e sinal de igual por um sinal de aproximadamente igual.

LM XY AB LMNXY-AB
AL AX AY AL~ ay?

Agora, como podemos encontrar AY? em termos de comprimentos que conhecemos
usando Pitdgoras no tridngulo ABY para obter AY?> = AB?> 4+ BY?. Esta é agora a nossa férmula
final para AL que notamos que fornece uma aproximacao cada vez melhor a medida que o

valor de n aumenta indefinidamente.
LM XY -AB
AL ~ AB? 1+ BY?
lembre-se n é o niimero de se¢cdes em que dividimos o arco e i representa 0 segmento

especifico em que estamos interessados. Vale a pena notar neste ponto que, como AL € o raio do

1
arco, seu comprimento € 1. Observando que AL=AB=1,XY =—-e BY = ! temos:
n n

No caso ilustrado na figura temos n =3 e i =2

IM _ 11 B :

boee@ e

Podemos colocar valores reais nessa formula para n e i para encontrar uma aproxi-

macao para o comprimento da linha ou, melhor ainda, usar n e i para obter uma férmula geral

para a linha para qualquer n e i, como temos aqui.
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Fazendo um balango até agora, temos uma aproximagao para o comprimento de cada
linha usada para aproximar o comprimento do arco e, se somarmos todos esses comprimentos,
o . T

obtemos uma aproximagdo para o comprimento do arco, que sabemos ser 7

Lembrando que

%z0,7853981633
paran =3
1 1 1
T3 43 3 _0,6974358974...
P’ @) G
paran =4
1 1 1
- 1 1 1
1~ 41 S+ 42 2+...+ﬁ:o,7202941176...
I+()° 1+(3) 1+ (3
paran=235
1 1 1
%% 5 =0,7337315284..
1+(5)" 1+(3) 1+ (3
paran = 50
1 1 1
T 1 1 1
1~ 501 S+ 502 S+ +%:0,7803814967...
1+(50) 1+(%) 1+ 50
para n = 10000
1 1 1
- 1 1 1
Tt g e s = 0-7853731642...
1+ (yoo00)” 1+ (o000) 1+ (fo000)

Como observamos antes, essa aproximacao ficard cada vez melhor quanto maior o n
ficar. Como exemplo, para 3 secdes, obtemos uma aproximacao que estd a cerca de 0,1 de g,
que € cerca de 0,785; para 50 se¢des, a aproximacao € de 0,005 de distancia de %; para 10.000
secoes, a aproximacao € de 0.000024 de distancia de %.Entﬁo, se em algum sentido pudéssemos
deixar n tender ao infinito, essa aproximagdo seria na verdade uma igualdade.

Geometricamente, isso significa que estariamos adicionando um niimero infinito de
termos, cada um dos quais € infinitesimalmente pequeno ou aproximadamente igual a zero, mas
€ claro que ndo podemos dizer que infinito vezes zero é % porque isso € um absurdo. Temos que

usar estratégias muito mais inteligentes.

T .
— = lim +

1 1
am "1 > n + ...+
1+ (5" 14

R

RIS
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A saida desse problema é manipular nossa férmula para a aproximacao do compri-

mento do arco em algo em que, se levarmos # ao infinito, possamos fazer algum sentido disso.
. o 1

Para fazer isso, primeiro reescrevemos a mesma soma colocando o fator — de cada termo em

n
evidéncia para simplificar.

T .1 1 1 1
— = lim —- 2_|_ 2_|_..._|_—2
4 noen \ 14(1/n) 1+(2/n) 1+ (n/n)
Agora lembre-se do nosso primeiro resultado, obtido no capitulo 2 que deu a equagdo
para uma série geométrica infinita. (Equacdo 2.2)

1

l+r+r+r+rt 4. = —

Veja o que acontece se trocarmos os lados esquerdo e direito da equagdo e substituir-
mos r por —(1/n)?. Este é agora o nosso primeiro termo, entio podemos substitui-lo por uma

série infinita equivalente.

1+(11/n)2 - 1—(—112/n2) =1+ (_n—iz> + (_n—iz)er (_n—lz)3+

Também podemos fazer o mesmo para o segundo termo, substituindo r por —(2/n)?.

Na verdade, podemos substituir cada termo por uma série infinita correspondente para criar uma

espécie de "adi¢do de grade"de n linhas e colunas infinitas.
n 1 12 12\* 712\’
g am 1‘(?)*(,72) —(—2) e
22 22\*  [/22\°
H1-(%)+(5) - (&) +-
el () () S (Y .
n? n? n?

E vale a pena nos lembrar que tudo isso se soma para se tornar nossa aproximacao

para /4. Neste ponto, podemos ficar tentados a tentar somar todos os termos, uma linha de
cada vez, mas, em vez disso, vamos somar cada coluna individualmente. A razdo é que isso nos

da esses termos, que estdo comegando a parecer uma férmula realmente coerente.

n—eep nO I’L2 I’l4

T 1(1°+20+30+...+n0 12+22+32+...+n2+14+24—|—34—|—...—|—n4 )
— = lim —- — —...
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i 1
Agora vamos multiplicar cada termos por —.
n

x 194204301 4 n0 124224324 4n? 1424434 4t
— = lim — + —...
fi—so0 nl "3 S

Lembrando da Equacido 3.3.

R LN, T T T 1
lim =
n—oo pk+1 k+1

A medida que n fica cada vez maior, o lado esquerdo da igualdade fica cada vez mais
proximo do lado direito. Mas espere, cada um dos termos € o lado esquerdo do segundo mini
resultado para diferentes valores de k. Quando k é 0, obtemos o primeiro termo, quando k € 2,

obtemos o segundo termo, quando k € 4, obtemos o terceiro termo e assim por diante.

Parak =0
10+20+3°+...+n°_> 1
n0+1 0+1
Parak =2
12+22+32+...+nz_> 1
n2+l 2+1
Parak =4

14424434+ +nt . 1
ntl 4+1

Agora podemos deixar n ir para o infinito e de repente tudo faz sentido. Nosso

. 1 ) )
rimeiro termo se torna ——, o segundo termo se torna ——, o terceiro termo € € assim
+1 241 441

. L. . T
por diante, dando-nos essa série infinita de 1

T 1 1 n 1 1 .
4 0+1 241 441 6+1 7
Finalizando,
T 1 1 1
—=1l—-=+=-—=+4+.. 4.1
4 3+5 7+ “.1)

Portanto, agora temos algo que é por si s6, um resultado muito bom. E um resultado
bastante famoso que foi descoberto pelo matematico indiano Madhava no século XIV e depois

redescoberto por Leibniz cerca de 300 anos depois na Europa (Beckmann, 1993). Entao,
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naturalmente, tem sido referido como a série Leibniz de mw desde sua redescoberta. Uma outra

forma de escrever essa série € usando a notacao de somatorio.

T« (="

4 =on+1

Uma das principais areas de aplicacao e utilizacdo desta férmula estd no ensino de
célculo, comumente usada como exemplo, mais precisamente em séries infinitas para ilustrar a
ideia de aproximacdo e o conceito de convergéncia de séries, sendo uma das primeiras tentativas
de se obter 7 de maneira sistematica, portanto, a férmula de Leibniz é uma peca importante para

ilustrar a beleza das séries infinitas e a criatividade matematica.

4.2 Teorema da transmutacdo de Leibniz

Nesta secao, aborda-se uma forma alternativa, desenvolvida por Leibniz, para obter
a féormula de Leibniz para 7. Esta abordagem aplica de maneira engenhosa um resultado
especifico para resolver problemas de integracdo. Esse resultado é conhecido como Teorema da
Transmutacdo de Leibniz. Vejamos como foi a constru¢ao desse teorema e como aplicaremos
para obter a formula de @

Considere o gréfico de uma funcéo y = f(x) (Figura 32). Ao tragarmos uma reta
tangente ¢ a curva no ponto P(x,y), obtemos um ponto 7 como a intersec¢ao dessa tangente ¢
com o eixo y. A ordenada do ponto T € denotada por z.

Agora podemos desenhar dois tridngulos retangulos semelhantes: ATDP ~ APRQ

R PD
implica a propor¢do O = —— que, substituindo as grandezas identificadas na figura 34 Obtemos

PR TD
OR =dy,e PR=dx, PD =y—z,e TD = x, que resulta em:
OR PD dy y—z dy
PR TD i x Y “4.2)

Entdo a partir disto, podemos ver que z € uma nova varidvel, € uma varidvel transfor-
mada de y, e obviamente, z ¢ uma funcao diferente de x. Essa transformacao da varidvel de y
para z, ambas em funcao de x.

Agora na figura 35, tragcamos uma reta perpendicular da origem para a reta tangente,
W sendo o ponto de intersecdo e a distancia OW mede h. A partir disso, temos dois tridngulo se-
melhantes AOWT ~ APRQ que por sua vez, implica a propor¢io % = g_{/]{;’ que, substituindo

novamente as grandezas identificadas na Figura 34, PQ = ds, OT =z e OW = h, que resulta:

ds _z
dx h
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Figura 34 — Grafico de uma func¢ao e sua reta tangente em um ponto

.
Q /// B_L’ =f(x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 35 — Detalha o triangulo OPQ na demonstra¢do do Teorema da
Transmutagdo

y=f(x)

vy =

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se dx for muito pequeno e PQ estiver muito proximo da curva, entdo ds seria a
hipotenusa do tridngulo APRQ e z € a hipotenusa do tridngulo AOWT, a partir isso temos a
relacdo:

h-ds=z-dx
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Agora podemos calcular a area do tridngulo AOPQ

1
SAOPQ = Ehds

Observe que h € a altura de O em relagdo a PQ. Considerando que para um dx
infinitesimal o segmento de curva PQ se aproxima do segmento da reta tangente ¢, a distancia
h = OW (perpendicular a tangente) serve como a altura do tridngulo AOPQ relativa a base
PQ =~ ds. Diante disso, usando a rela¢do anterior, a drea do tridngulo AOPQ pode escrita como:

1
SAOPQ = EZ' dx

Baseando nisso, podemos calcular a drea de todos os pequenos tridngulos, denotamos

por Saa como "soma'de todos os tridngulos, conforme a figura 36:

Figura 36 — Interpretacdo geométrica da integral no Teorema da Trans-
mutacao

= X

&
5
2

Fonte: Elaborado pelo autor.

1 b
S = — d
AA Z/QZX

Entdo podemos obter a drea sob a curva y = f(x) no intervado [a,b] dada por:

b
S = / ydx =San+Sr08b — SA0Aa
a
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Onde Saoppp € SAoaq SA0 dreas de tridngulos formados pela origem, um ponto no
eixo x e o ponto correspondente na curva. A area dos dois tridngulos retangulos podem ser

calculadas se os limites de integracdo e a fun¢do sejam conhecidos, assim temos:
b 1 b 1 1
S= / ydx = —/ zdx+ =bf(b) — =af(a)
a 2 a 2 2

1 1
Onde [ ab ydx é a integral em y; 5 /! ab zdx é a integral em z; Eb f(b) é area do tridngulo

b
1 1 1 1
retangulo AOBb e Eaf(a) ¢ area do tridngulo AOAa. Note que zbf(b) - zaf(a) = E(xy)

a

logo:

S = /ydx— (xy) 2/ zdx 4.3)

Este € o teorema da transmutacdo de Leibniz, nds podemos transformar integrais
de func¢des mais complicadas (em y) para integrais de fungdes mais simples (em z), desde que
encontremos essa transformac¢do (Dunham, 2005).

Uma pergunta que naturalmente surge: Essa transformacao serve para todos os tipos
de fun¢@o? Para responder essa pergunta, faremos uma discussdo sobre isso, aplicando a relagao

d
z=y— xd—y,na transformada integral:
x

/bydx—Z/ (y x;l—)dx+ ~bf(b) 2/yolx——/ wdy-+ 5bf(b) ~ 3af(a)

b b
:>/a ydx:%bf(b)—%af(a)—/a xdy

b b b
/Gydx:(xy) —/a xdy 4.4)

a

Obtemos a formula de integral por partes, vélida para qualquer fun¢do, logo o
teorema também € valido.

Passemos agora ao problema central desta secdo: a aplicagdo do teorema para
determinar a drea de um quarto de circulo. Considera-se um quarto de circulo de raio 1 com
centro em (1,0) (Figura 37). A érea sob a curva que define este quarto de circulo no intervalo
x € [0,1] é sabidamente igual a g

Cuja a equagdo do circulo, no intervalo de [0, 1] é:

=124y ==y =u—-x=>y=vV2u—-x2



91

Figura 37 — Quarto de circulo para a aplicacdo do Teorema da Transmu-
tacdo de Leibniz

&
A

S,

»

0
Fonte: Elaborado pelo autor.

A drea do quarto do circulo € definida pela integral
T 1
i / vV 2x — x%dx
0

Como ainda ndo se conhecia série de Taylor ou bindmio Newton. Tomaremos outro

recurso, derivando a equagio (x — 1)? +y? = 1, temos:

d 1-—
2(x—l)dx—|—2ydy:0:>—y: X
dx y

Usando o teorema da transmutacdo, transformando a varidvel, temos

dy l—x Y —x+x> 2x—x>—x—x°
I=yYy—X—=y—Xx = =
dx y y y
X
== 4.5)
y
2 2
X X
y 2x —x
Para o caso x # 0
2 X
= 4.6
¢ 2—x (4.6)

Isolando x, no primeiro membro temos:

=2Q2—x)=x=x+x> =27



92

Figura 38 — Representacao gréfica da transformacao de varidveis no
Teorema da Transmutagao

Fonte: Elaborado pelo autor.

272

X =

4.7
1+22 7

Para o caso x = 0, usaremos a ideia de limite através da regra de L’Hopital:

lim x im gl —0—0
e 2 T o 2

Observequex=0=z=0ex=1=z=1

Figura 39 — Area do quarto de circulo como uma integral definida

N y =+ 2x — x2

o |

N

-
o

0 v

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observando a figura 39, usando a transmutacao de Leibniz para integrais, temos:

——S /ydx— xy 2/ de——+2/zdx
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Figura 40 — Relacdo entre as dreas na aplicagdo do Teorema da Trans-

mutacio
Z
A
= fo
1 | 222
d |(.’”=1+zz)
o
: &%%%%% g .
g |
S | .
A -
1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na figura 40, a integral fol zdx, pode ser calculada também como a drea do quadrado

de lado 1 menos a drea da regido branca do quadrado, matematicamente temos:

1 1
/zdx:l—/ xdz
0 0

Onde fol zdx é a area da regido hachurada; 1 é a drea do quadrado 1x1; fol xdz € a
area regido branca. Essa é uma propriedade conhecida para fun¢des monotdnicas ou relacionada

a integracao de funcdes inversas. Voltamos a integral:

1 1 1 1 27 1 1 1 Z
dx=— 1— dz | = 1-— dz | == 1— — |d
2/” 2 < /o“> 2+2( /0 (1+z> Z) 23 /0 (1+z> ¢

Lembrando do resultado da série geométrica (Equagao 2.2):

—f+f—

1
—_R2A
152 77 +z

Entdo, a integral em z fica:

L2 Lo a6 810
/ 2dz=/ (z7—7"4+20—2°+z"—...)dz
0o 1+z 0

Calulando a integral definida concluimos, finalmente, a férmula de Leibniz

LN U U S S B
4 375 779 11
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4.3 A conexio com a funcio arco tangente

A fascinante relagdo entre a constante 7 e a série de Leibniz pode ser elegantemente
demonstrada através da funcdo arco tangente. Esta funcdo, fundamental no calculo e na trigo-
nometria, é a chave para desvendar a série. A funcéo arco tangente, denotada por arctan(x) ou
tan~!(x), responde & pergunta: "Qual Angulo, no intervalo (=%, %), possui uma tangente igual a
x?". Este intervalo € crucial, pois nele a funcdo tangente € estritamente crescente e, portanto,
. . T T T
invertivel. Por exemplo, afirmamos que arctan(1) = 4 porque tan (Z) =1,e 2 pertence ao
intervalo (—7%, 7) (Stein, 2008).

Uma das ferramentas mais poderosas e versateis do célculo diferencial € a expansdo
de funcdes em séries de Taylor. Este método permite-nos aproximar fungdes bem comportadas
(infinitamente diferencidveis num ponto) por polindmios, cuja precisdo aumenta com o grau do
polindmio. A férmula geral para a expansido de uma fungio f(x) em torno de um ponto x = a é

dada por:

n

x—a)

(g
ff%

n

f=Y
n=0

onde [ (a) representa a n-ésima derivada de f calculada no ponto a, e n! é o fatorial de n.
Quando a expansao € realizada em torno do ponto a = 0, a série de Taylor é frequentemente
chamada de série de Maclaurin. Para a fun¢do arco tangente, arctan(x), sua expansao em série

de Maclaurin (ou seja, a = 0) € particularmente til e conhecida:
3 5 7 o0 2n+1

x> X x X

T T 4= —1)"
3 + 5 7 + Z (=1)

t —x—
arctan(x) = x 1

Esta série converge para arctan(x) no intervalo |x| < 1. Se considerarmos o valor especifico de
x = 1, que estd na fronteira do intervalo de convergéncia da série, podemos substituir este valor
na expansao:

;o

an(1) =1 — — 4+ — — — 4
arctan(1) 3—1—5 7+

Simplificando as poténcias de 1, obtemos a expressao:

tan(1) =1 1+1 1+1
arctan(l) =1—-4+-— -+ - —
35 79
T
Como estabelecemos anteriormente, o valor de arctan(1) é T Substituindo este valor na equagao
acima, chegamos a famosa série de Leibniz para 7:
T 1 1 1
=l -4 ——
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Esta derivacdo, embora elegante, depende da convergéncia da série de Taylor no
ponto x = 1. Existe uma abordagem alternativa, talvez mais direta para alguns, que utiliza o
calculo integral e solidifica este resultado. Conforme explorado por (Stewart, 2010), partimos do

conhecimento de que a derivada da func¢do arco tangente ¢

d 1

—arct
-, Ac an(x) = T2

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, podemos expressar arctan(1) através da

integral definida desta derivada no intervalo [0, 1]:

1
1+ x2

1
g = arctan(1) — arctan(0) = / dx
0

Uma vez que arctan(0) = 0, temos:

b4 |
T 4
4 /0 1+ x2 o

Para revelar a série a partir desta integral, utilizamos uma manipulacao algébrica engenhosa.
Adicionamos e subtraimos o termo (—1)"*1x?**2 (o que equivale a adicionar zero) ao numerador
do integrando. Este passo pode parecer artificial a primeira vista, mas seu proposito é permitir a
utilizagdo da féormula da soma de uma progressao geométrica finita:

T 1 1— (_1)n+1x2n—|—2 + (_1)n+1x2n+2
_ = d
4 /0 ( 14+ x2 ) .

Podemos entdo separar o integrando em duas fra¢des:

n—H 2n+2 (_1)n+1x2n+2
= / 5 + 3 dx
1+x 14+x

o (_1)n+1x2n+2

1 +x?
uma progressio geométrica com primeiro termo 1 e razio —x°. Lembre-se que a soma de uma
n+1
—r
n_nz 2

PG finita 1 + 747> +---+7" ¢ - (Equag@o 2.2). No nosso caso, o "r"é —x“ e o expoente
—r

final da razdo é n. Assim, temos:

O primeiro termo dentro da integral, , € a soma dos primeiros n + 1 termos de

1— (_l)n+1x2n+2 B 1+ (_1)n+2x2(n+1) 1— (_x2>n+1 n

1+x2 - 1— (=22 = = Z(—xz)k: i(_l)kak

(—x?) k=0 k=0

Substituindo esta soma finita de volta na integral:

-1 n+1,2n+2
_ k 2k+< )" dx
1+ x2
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Utilizando a propriedade da linearidade da integral, podemos separar a integral da soma finita e
a integral do termo restante. A integral da soma finita pode ser escrita como a soma das integrais

de cada termo:

n 1 k o n+1 2n+2
= — dx+/ ——dx
,;)/() (-1 1+x2

Calculando a integral de cada termo polinomial (—1)*x%*:

_1)k 12k+1 B 02k+1 _ (_1)k
2k+1 2k+1 2k+1

(

1
x2k+ 1 :|

/01(—1)kx2kdx:(—1)k [2k+1 =

Assim, a expressdo se torna:

no(—1)k 1 /2042
= —1 "“/ d
k;)zk+1+( ") e )&

Agora, nosso objetivo € analisar o comportamento do termo integral restante, que chamaremos

de R,, a medida que n tende ao infinito:

R, = (—1)"*! /1 ﬂdx
0o 1+x?

Vamos analisar o valor absoluto da integral. Para x € [O 1], sabemos que x*"*2 > 0e 1 +x> > 0.

+
1+2’

Além disso, 1 < 14x? <2, o que implica que 2
temos as seguintes desigualdades no intervalo [0, l]:

x2n+2
= 1+X2 =

Integrando todos os membros da desigualdade de O a 1:

1 1x2n+2 1
/ deg/ 2d)cg/ 2 dx
0 o l+x 0
1 2042 K2n+3 1
</ dx <
—Jo 14+x277 ~ | 2n+3 0
1x2n+2 1
o</ dx <
=Jo 142 = 243

A medida que n — +oo, 0 termo ﬁ claramente tende a 0. Pelo Teorema do Confronto

. 2n+2 .
(ou Sanduiche), a integral fol %dx também tende a 0. Consequentemente, o termo R, =

2n 2
(—1)m i ;2 dx também tende a 0 quando n — —+-oo.
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Portanto, ao tomar o limite quando 7 — oo na nossa expressao para J:

T ' n (—l)k 1 x2n+2
T | "“/ d
4 e (,;)2k+1 FEDT L e ) &

T & (—1)F
o> +0
k=0

2k+1

Isso nos leva a mesma série de Leibniz:

T_, 1+1 1+1
4 35 79

A demonstracdo da série de Leibniz para 7 utilizando a func¢do arco tangente, seja
pela expansdo em série de Taylor ou pela avaliacdo de sua integral definida, € um exemplo
classico e belo da interconexdo de conceitos no cédlculo. Ela ilustra como ferramentas analiticas
podem ser empregadas para deduzir resultados numéricos profundos e elegantes, conectando a

geometria (através do arctan e de ) com as somas infinitas.

4.4 A lenta convergéncia da série de Leibniz

‘o . T 1 1 1 1 1
A série de Leibniz, dadapor —=1—-+—-— -+ - — —+4---, demonstra uma

4 35 7 9 11
conexdo matematica elegante entre um ndmero irracional fundamental e uma série infinita
simples. No entanto, apesar de sua beleza tedrica, a série de Leibniz apresenta uma caracteristica
notdvel: sua lenta convergéncia. Como € mostrado ao analisar as 5 primeiras somas parciais,

lembrando que % ~ 0,7853981633...):

S =1
1 2

S —1— === ~0.6666...
2 33

1 1 2 1 1043 13

53 3t5=3 5= 15 —15 0866
1 1 1 13 1 91—-15 76
Sp=1_ Ll 1 13 1 = 07238, ..

375 715 7 105 _ 105

1 76 1 228435 263
0105 "o~ 315 315 08

Uma série € dita que converge lentamente quando um grande nimero de seus termos

precisa ser somado para que a soma parcial se aproxime do valor limite com uma precisao
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razodvel. No caso da série de Leibniz, essa lentidao € bastante pronunciada. Podemos analisar
essa caracteristica observando o comportamento das suas somas parciais e utilizando a estimativa
do erro fornecida pelo Teste de Leibniz para séries alternadas.

O Teste de Leibniz garante que para uma série alternada )~ | (— 1)"~'b, com b, > 0,
se {by, } é decrescente e lim, .. b, = 0, entdo a série converge. Além disso, o erro ao aproximar
pela N-ésima soma parcial Sy é:

1 1

Ry| < byy1 = ~ .
IRNI < by 2(N+1)+1 2N+3

Exemplos numéricos:
— Para N = 4 termos: S3 ~ 0,8667. Erro maximo: |[R3| < % ~ 0,1428. Diferenca real:
|0,7854 —0,8667| ~ 0,0813.
— Para N = 50 termos: S49 = 0,78038. Erro maximo: |Rs9| < ﬁ ~ 0,0099. Diferenga real:
|0,7854 — 0,78038| = 0,00502.
Percebe-se que, mesmo com 50 termos, a aproximagao ainda possui um erro significativo na
terceira casa decimal. Para obter uma precisao de, por exemplo, 4 casas decimais corretas (erro

menor que 0,00005), precisariamos que

N3 < 0,00005 = N >9998,5 (aproximadamente 10.000 termos).

Ou seja, seriam necessdrios aproximadamente 10.000 termos para alcangar essa precisdo, o que

evidencia a lentiddo da convergéncia.

Aceleracao da Convergéncia e o Método de Euler

A necessidade de somar um nimero excessivamente grande de termos para obter
uma precisio aceitdvel torna a série de Leibniz pouco prética para cdlculos numéricos eficientes
de m. Diante dessa limitacdo, surgiram diversos métodos matemadticos com o objetivo de
acelerar a convergéncia de séries, transformando uma série lentamente convergente em outra
série que converge para o mesmo valor limite, mas de forma muito mais rdpida. A aceleracdo da
convergéncia € um campo importante do cdlculo numérico, com aplicacdes em diversas areas.

Um dos métodos cldssicos para acelerar a convergéncia de séries alternadas é a
Transformada de Euler. Este método € particularmente eficaz para séries do tipo da série
de Leibniz, onde os termos decrescem monotonicamente para zero. A ideia fundamental da
Transformada de Euler € expressar a soma da série original em termos de diferencas progressivas

dos seus termos (Burden e Faires, 2011).
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A Transformada de Euler para a série alternada )~ ,(—1)"a, como:

oo oo kg
Y (1) = Y (15,

n=0 k=0

onde A*aq representa a k-ésima diferenga progressiva avaliada no primeiro termo ag. As diferen-

cas progressivas sdo definidas recursivamente:
0, _
A ay = ay,
1
A a, =ani1 —ap,

2
Aay, = apy2 —2ay41 +ay,

Nay = i(—l)k_j (];) At j.

j=0

1
Aplicando a Transformada de Euler a série de Leibniz, onde a,, = m, precisamos
n

calcular as diferencas progressivas de ay = 1= I.
1 1
Cl():l, a1:§7 612:57 0325,
Diferencas progressivas calculadas:
Aoaoza():l,
2
Aaozal—ao———l——g,
1 1 2 8
Aay=ay—2 =—--2(z 1_——— 1=—
do =dy—2a1+do = 3 <3)+ 3T =15
1 5-21 16
3. e — o 1= —_
A’ag=a3 —3ar+3a;1 —ap 7 3(5>—|—1 1= 35 35"

E assim por diante. Pode-se observar um padrido em Akqy.

A série transformada torna-se:

T o Aoa() A]ao A2a0 A3a0
4 21 22 23 24

1 -2/3 8/15 —16/35
2 4 8 16
1 2 8 16

2T 120560 T

Simplificando as fracdes temos a série transformada:

NI
276 1535

T
4
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Que colocando, através da fatoracdo podemos rescrever a seguinte formula

T_ 1 1 12 123 _12 n!
42 3°3.5 3.5.7 ) 254 (@2n+1)N

T
Calculando as primeiras as 5 primeiras somas parciais(z ~ 0,7853981633...):

1 1
Sy =~ + - =0,6666666666. ..
276
ss= Lol U 0733333333
3727615
1 1 1 1
Sa= 5+ ¢+ 75 + 35 = 07619047619

I 1 1 1 4
Ss=-+—-+-—+--+-—-—-=0,7746031746....
T2 T s s
Ao calcular as somas parciais desta nova série, percebemos que a convergéncia é

significativamente mais rdapida do que a da série original de Leibniz. Por exemplo, com apenas

iy o . T
alguns termos, ja obtemos uma aproximacao muito melhor de 1

4.5 Relacao dos nimeros primos impares e pi

~ A T . , .
Essa sec@ao € um bonus onde o 1 serd obtido através de nimeros primos (Ono e
e . N .. T
Trebat-Leder, 2016). Para facilitar as manipulacdes subsequentes, chamaremos nossa série de 2

de M, isto é

Se olharmos mais de perto os termos negativos, podemos ver que sao todos os termos
que tém um denominador que € um a menos que um multiplo de 4. E da mesma forma, os termos
positivos sdo todos os termos com um denominador um a mais do que um mudltiplo de 4. Vale a
pena notar agora para nos ajudar a ver para onde estamos indo. Podemos tentar eliminar esse

. 1 L
segundo termo considerando o que é M - 3 Se dividirmos cada termo por 3, obteremos

_11+11
N 9

1
M-3=3 15 217

Cada um desses termos do lado direito aparece na série original M, mas com o sinal

.. 1
oposto. Portanto, se adicionarmos M + 3 - M, todos esses termos serdo cancelados. Resultando
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apenas na série original, mas sem nenhum termo que seja um sobre um multiplo de 3. Fatorando

M, temos:
M 1+1 —1+1 ! 1+1
3/ 5 7 11 137

Entdo, o que realmente fizemos nessas etapas foi multiplicar nossa série original

1 . oy
por 1+ 3 para eliminar todos os termos que sao um sobre um multiplo de 3. Podemos tentar a

1
mesma abordagem para o segundo passo, que é multiplicar por 5

M1+1 1_1+1_1_1+1
3/ 5 5 25 35 55 657

) } 1
Novamente cada um desses termos aparece na série acima, o0 M (1 + 3): mas desta

vez com o mesmo sinal. Entdo, para eliminar esses termos, temos que subtrair.

Ml+1 11— ! 1+1+1
3 5) 7 11 13 17 7

Se fizéssemos isso outra vez com o novo segundo termo, 1/7, multiplicariamos por

L. oo P
1+ 7 e isso eliminaria todos os termos restantes que sao um sobre um multiplo de 7.

M1+1 1—1 1+1 —1—1+1+1—
3 5 7)) 11 13 17 7

Entdo, em seguida, fazemos isso com 11 onde adicionamos, depois 13 subtraimos,
depois 17 subtraimos e assim por diante, eliminando todos os termos relacionados a medida que

avancamaos.

() 0D ) 0-) -

Olhando para a sequéncia de nimeros que eliminamos como o segundo termo até
agora, um ter¢o, um quinto, um sétimo, um onze avos, um treze avos, um dezessete avos, agora
podemos ver que esses denominadores sdo todos primos. (1 LRI )

Tendo trabalhado com os primeiros exemplos, observamos que o segundo termo da
série em qualquer etapa de eliminacdo € um sobre o proximo primo. Isso ocorre porque qualquer
ndmero menor que esse primo ja foi eliminado da série por um primo menor em algum processo
anterior de eliminacdo. Entdo agora sabemos que para eliminar todos os termos da forma um

. . o . 1
sobre um multiplo de primo p, multiplicamos nossa série por 1 £ —. Mas como sabemos se deve

adicionar ou subtrair? Ha uma maneira muito facil de saber.
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1 . L .
Se o termo — € um termo negativo na série original M, entdo, para eliminar os
p

. . I . 1
termos relacionados a esse primo p, multiplicamos a série por 1 4+ —. E da mesma forma, se o

termo — € um termo positivo na série original, entdo, para eliminar os termos relacionados a p,
p

I .. 1
multiplicamos a série por 1 — — (Hefez e Fernandez, 2016).
p
Agora, como destacado anteriormente, podemos dizer se algum termo na série
original M € positivo ou negativo apenas vendo se denominador € um multiplo de 4 + 1. Por

1 1 . . ~ .
exemplo, = e Tl sdo termos negativos, pois 7 € 11, ambos sdo um a menos que um multiplo

7
1 1
de 4, e, por exemplo também, e e i sdo positivos, pois 13 e 17, sdo um a mais do que um
multiplo de 4.
M—n—l 1+1 1+1 1i
T3 375 79 U LTE

onde: p =4k =+ 1, para algum k natural.
Continuando dessa forma, agora podemos eliminar todos os termos relacionados a

todos os primos e, de fato, ao fazer isso, eliminaremos todos os termos, exceto 1.

() 1-D0-D 0 ) 0-) -

Agora, vamos transformar cada termo a esquerda em uma tnica fragdo, adicionando

ou subtraindo as fracoes.

EOEE -

Agora vamos cancelar cada termo a esquerda, primeiro multiplicando os dois lados

3 5 7
por T depois multiplicamos os dois lados por T depois g Continuando assim, a férmula

=3 0 6) () (2) () o

Agora podemos ver que os denominadores de cada fator do lado direito da igualdade

comega a aparecer.

€ o nimero primo do numerador mais 1 se esse primo for da forma 4k — 1, ou é o nimero primo
no numerador menos 1 se esse primo for da forma 4k + 1. Em outras palavras, o denominador

de cada fracdo € o numerador primo arredondado para o multiplo de 4 mais préximo.

FOOOREE-
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E finalmente mostramos que % € o produto de todos os primos impares divididos
por o multiplo de 4 mais préoximo. No entanto, por se tratar de um produto de infinitos fatores,
podemos introduzir a seguinte notac¢do de produtoério,

- n = (4.10)
4 p primo impar p +1

Concluimos este capitulo explorando a fascinante Série de Leibniz, que nos permitiu
calcular o valor de g através de abordagens diversas. Essa jornada nos revelou nao apenas
a beleza da matematica em si, mas também um vislumbre inesperado de sua universalidade,
ao notar sua curiosa ligacdo com a distribui¢do dos nimeros primos. No entanto, podemos
transcender a beleza tedrica e transformar conceitos tao intrinsecos e, por vezes, abstratos em
ferramentas concretas para o aprendizado e a pritica. E essa ponte entre a Matematica e sua

aplicacdo na educacao que nos guiard no préximo capitulo.
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5 A SERIE DE LEIBNIZ E O ENSINO DE MATEMATICA

A jornada matematica empreendida nesta dissertacdo, explorando as diversas de-
monstracdes da série de Leibniz para 7, revela ndo apenas a beleza e a interconexdo de diferentes
areas da matemadtica, mas também um rico potencial pedagdgico para o Ensino Bésico. A prépria
natureza da série, que conecta um nimero irracional (77) a uma soma infinita de termos racionais
simples e alternados, oferece um contexto motivador para introduzir e discutir conceitos abstratos
como infinito, convergéncia, aproximacao e a ideia intuitiva de limite.

A abordagem histdrica permite contextualizar a matemdtica como uma ciéncia
em evolucdo, enquanto as demonstragdes, especialmente a de viés geométrico explorada neste
capitulo, fornecem visualizacdes que podem facilitar a compreensio de processos de aproximagao

sucessiva.

5.1 Justificando as escolhas pedagogicas do produto educacional

A decisdo de estruturar a sequéncia didética (Apéndice B) em torno da demonstragdo
geométrica da Série de Leibniz, explorada na Secdo 4.1, ndo foi arbitraria. Ela resulta de uma
andlise comparativa das multiplas abordagens investigadas nesta dissertacdo, considerando as
particularidades cognitivas e curriculares do aluno do Ensino Médio.

A abordagem geométrica apresenta-se como a mais adequada para este nivel de
ensino por seu forte apelo visual e intuitivo. Ela permite que os estudantes compreendam o
processo de aproximagdo de um arco por segmentos de reta e a constru¢do da soma termo a termo
sem a necessidade de um conhecimento prévio de cdlculo diferencial e integral. Ferramentas
como o GeoGebra, sugeridas na sequéncia didatica, potencializam essa abordagem, tornando o
processo dindmico e exploratorio.

Em contrapartida, as outras demonstragcdes, embora matematicamente ricas, exigem
um ferramental mais avangado. A prova via Teorema da Transmuta¢do de Leibniz (Secdo 4.2)
e a conexao com a fung¢do arco tangente e a série de Taylor (Se¢do 4.3) sdo elegantes, mas
dependem de conceitos de calculo que ndo fazem parte do curriculo padrao do Ensino Médio.
Apresenté-las diretamente poderia criar um obstaculo de abstracdo, transformando o que deveria
ser uma jornada de descoberta em um exercicio de aceitacdo de férmulas prontas.

Portanto, a pesquisa tedrica aprofundada nas diferentes demonstragdes cumpriu um

papel crucial: permitiu ndao apenas o dominio do contetido pelo professor-pesquisador, mas
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também a tomada de uma decisdo pedagégica informada, selecionando o caminho mais fértil
para a constru¢do do conhecimento em sala de aula.

Reconhecendo esse potencial, e em cumprimento as exigéncias do Mestrado Profissi-
onal em Matemadtica em Rede Nacional (PROFMAT), foi desenvolvido um recurso educacional
atrelado a presente pesquisa. Este recurso consiste em uma Sequéncia Didatica, composta
por S aulas, intitulada "Desvendando 7 - Uma Jornada Infinita", destinada a alunos do Ensino
Médio. A sequéncia completa encontra-se no Apéndice B deste trabalho.

Esta sequéncia didética foi concebida como um produto independente, de modo
que um professor da Educagao Basica possa utilizd-la sem a necessidade de consulta prévia a
dissertacdo. Ela traduz os elementos centrais da investigacdo tedrica aqui apresentada: a historia
de m; a aproximacdo de dreas e arcos por subdivisdo; a introdugdo as séries via série geométrica
e a apresentacdo da série de Leibniz através de uma constru¢do geométrica intuitiva. Com
atividades préticas, discussoes guiadas e exploragdes visuais (com sugestoes de uso do software
GeoGebra), buscando engajar os alunos e facilitar a construcdo de conceitos matematicos

relevantes.

A elaboragdo deste recurso educacional e sua articulagdo com a fundamentagao
tedrica descrita na dissertagdo atendem diretamente ao disposto no Artigo 13° do Regimento
Geral do PROFMAT (SBM-PROFMAT, 2023), que estabelece:

Para a obtencdo do titulo de Mestre em Matemética, Area de Concentragio:
Matemadtica na Educacio Bésica, é necessdrio o desenvolvimento de um recurso
educacional e de uma dissertacdo de mestrado, na qual estejam descritos os
fundamentos tedricos empregados e os processos que culminaram neste produto
e na sua aplicacdo em situagdes de ensino. Isso deve ser feito com foco em
topicos especificos relacionados ao curriculo de Matemdtica na Educagdo Bdsica
e seu impacto na prética pedagdgica em sala de aula.

Nesse sentido, a presente dissertacdo e o produto educacional dela decorrente (Apén-
dice B) buscam uma sinergia explicita. A decis@o de explorar multiplas demonstracdes da Série
de Leibniz no Capitulo 4, por exemplo, ndo visa apenas a completude tedrica, mas também
a reflex@o sobre qual abordagem seria mais transponivel e significativa para o Ensino Médio
— culminando na escolha da derivacdo geométrica para a sequéncia didatica. Similarmente, a
discussdo sobre a lenta convergéncia da série (Secao 4.4) € diretamente abordada na Aula 5
como uma oportunidade para discutir a eficiéncia de métodos matemdticos e a natureza das
aproximacgdes. A fundamentagao em séries geométricas (Capitulo 2) é traduzida na Aula 3 como

um degrau essencial para que os alunos possam, posteriormente, compreender a manipulacdo

algébrica que transforma a soma dos comprimentos dos segmentos na Série de Leibniz.
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A sequéncia didatica proposta (Apéndice B) representa, portanto, o recurso educaci-
onal exigido, focado em t6picos do curriculo da Educagao Basica e com potencial de impacto na
pratica pedagdgica ao oferecer uma abordagem alternativa e contextualizada para o ensino de
conceitos matemdticos. A presente dissertacao, por sua vez, descreve os fundamentos tedricos e
0s processos matemdaticos que embasaram a criagdo deste recurso.

Espera-se que a combinacao da exploragdo tedrica com a proposta didética pratica
contribua para a valoriza¢io do ensino de matematica, mostrando como topicos cléssicos e ele-

gantes podem ser ferramentas poderosas para o desenvolvimento do raciocinio e o encantamento

dos estudantes na Educacdo Basica.
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6 CONCLUSAO

Esta pesquisa explorou o nimero 7, um dos mais emblemaéticos da Matematica,
sob vdrias perspectivas: histdrica, geométrica, analitica e pedagdgica. Revelando conexdes
surpreendentes e oferecendo ferramentas inovadoras para o ensino de matemadtica. Os principais
resultados e contribui¢des podem ser organizados em trés eixos:

Primeiro: Tracamos a evolu¢do do conceito de 7, desde as aproximagdes empiricas de
civilizagdes antigas (como os egipcios, que usavam 7T ~ 285—16, e os babilonios, com simplesmente
7 =~ 3) até os métodos rigorosos de Arquimedes, que aproximou 7 usando poligonos inscritos e
circunscritos. Essa reconstrucao historica € traduzida em atividades praticas em salas de aulas do
ensino fundamental médio, como a medi¢do de 7 com objetos cotidianos (copos, moedas, rodas
de bicicleta e etc), permitindo a vivéncia da matemdtica como uma ci€ncia experimental e em
constante evolugao.

. o . T 1 1

Segundo: demonstramos que a série de Leibniz i 11— 3 + 577 + --- frequen-
temente abordada como uma curiosidade analitica, pode ser derivada de uma abordagem geo-
métrica. Ao subdividir recursivamente um tridngulo isésceles inscrito em um quarto de circulo
(Figura 28), associamos cada etapa da subdivisdo a um termo da série, revelando como a geo-
metria cldssica pode fundamentar resultados de séries infinitas. Essa abordagem revela como a
geometria pode iluminar resultados cldssicos de séries infinitas.

Terceiro: provamos também que 7 pode ser expresso como como um produto infinito

envolvendo nimeros primos impares:
- = 6.1)
4 p primo impar p +1
onde o sinal + depende da congruéncia do primo médulo 4. Uma generalizagdo que conecta
teoria dos nimeros a representagdes de constantes irracionais.
Diante de tudo isso € importante ressaltar que cada um desses eixos tedricos nao foi
explorado isoladamente, mas com o olhar voltado para sua potencial transposi¢do didatica. A
andlise aprofundada dos fundamentos das séries infinitas (Capitulo 2) forneceu as bases para a
introdugdo gradual desses conceitos na sequéncia didética. A investigacao sobre o célculo de
areas e somas de poténcias (Capitulo 3) inspirou as atividades de aproximacao e visualizacdo com

tecnologia. E, crucialmente, a exploragao das diferentes facetas da Série de Leibniz (Capitulo 4),

desde sua derivagcdao geométrica até sua conexao com os numeros primos, moldou o nucleo da
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proposta pedagdgica, buscando apresentar a matematica como uma ciéncia viva, interconectada
e acessivel.

A interpretacdo geométrica da série de Leibniz pode ser adaptada para aulas de de
pré-calculo, para estudantes do Ensino Médio e para professores em formagdo continuada, usando
ferramentas como GeoGebra (Geogebra, 2023) a programagdo em Python para visualiza¢des
interativas, ficando, assim, sugestdes para trabalhos futuros.

Embora a Férmula de Leibniz ndo seja eficiente para calculos de alta precisao devido
a sua lenta convergéncia, seu valor reside em enriquecer o entendimento histérico da série e,
também, em oferece uma ferramenta pedagogica poderosa para ilustrar conceitos de célculo e
andlise numérica, tornando abstra¢des matemadticas mais tangiveis em ambientes educacionais.

Os resultados desta pesquisa foram convertidos em recursos pedagdgicos prontos
para uso em sala de aula, alinhados a Base Nacional Comum curricular (BRASIL, 2018), através
de uma sequencia didética, formadas por 5 aulas, abordando, desde um pouco da histéria de 7
até a introdugdo de conceitos de cdlculo para somas infinitas. Ao traduzir conceitos abstratos
em atividades palpdveis, esta pesquisa reforca que a matematica pode ser ensinada de forma
contextualizada, interdisciplinar e inclusiva.

A tradugdo desses insights tedricos para o contexto da Educa¢do Béasica materializou-
se na sequéncia didatica ’Desvendando 7 - Uma Jornada Infinita’ (Apéndice B). A escolha pela
abordagem geométrica para derivar a Série de Leibniz nas Aulas 4 e 5, por exemplo, € um reflexo
direto da andlise comparativa das demonstracdes apresentadas no Capitulo 4, priorizando-se
aquela com maior potencial visual e conceitual para alunos do Ensino Médio. A introdugdo as
séries via o exemplo concreto e visual da série geométrica na Aula 3 espelha a fundamentacao
tedrica do Capitulo 2, que destaca a importancia deste tipo de série como porta de entrada para o
estudo de somas infinitas. Mesmo a discussdo sobre a lenta convergéncia da série (Secao 4.4)
encontra seu eco na Aula 5, promovendo uma reflexao critica sobre a aplicabilidade e eficiéncia
dos métodos matematicos.

Portanto, esta dissertacao buscou ndo apenas contribuir para a compreensao tedrica
da Série de Leibniz e suas fascinantes conexdes, mas também, e fundamentalmente, demonstrar
como um estudo aprofundado de tépicos matematicos cldssicos pode diretamente informar e
enriquecer a pratica pedagodgica. A sequéncia didéatica desenvolvida é um testemunho dessa inter-
dependéncia, onde os desafios e as descobertas da pesquisa tedrica se convertem em estratégias

de ensino que visam engajar os alunos e revelar a beleza inerente a matemaética.
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Esta pesquisa abre caminho para trabalhos futuros em trés frentes principais, com
potencial para transformar o ensino de matemdtica: Generalizacdo para outras constantes,
adaptando a abordagem geométrica para explorar constantes como e (nimero de Euler), por
exemplo; desenvolvimento de um aplicativo para mostrar dinamicamente as demonstragdes
geométricas apresentados neste trabalho; um curso de formacdo continuada para professores da
rede publica, com mddulos sobre: Integracdo de Python e GeoGebra em aulas de geometria e
também oferecer estratégias de como ensinar o bdsico teoria dos nimeros, para resolugdo de
problemas de olimpiadas de Matematica.

Em ultima andlise, esta dissertacdo e seu produto educacional buscam materializar o
principio fundamental do PROFMAT: a formacdo do professor como pesquisador de sua prépria
pratica. A jornada pelos fundamentos das séries, pelas provas de Fermat e pelas multiplas
demonstra¢des da férmula de Leibniz ndo foi um mero exercicio académico. Foi, na verdade,
0 percurso necessario para adquirir a profundidade tedrica que permite ao educador realizar
a transposicado didatica de forma consciente e responsavel. Dominar o complexo para poder
ensinar o simples com clareza € a esséncia do trabalho docente aqui defendido.

Concluimos este trabalho com a esperanca de que ele contribua tanto para o ensino
quanto para a valorizagdo da Matemadtica, demonstrando como seus conceitos se entrelacam
e se desdobram em uma harmonia intelectual. Além disso, esta pesquisa ndo se limita a uma
exploracdo tedrica de 7, mas oferece um modelo replicdvel para ensinar topicos complexos de
matemadtica na educacao basica. Que ela inspire educadores a transformar féormulas em narrativas,

nimeros em pontes para o conhecimento e salas de aula em espacos de descoberta coletiva.
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APENDICE A - SOMA DE POTENCIAS DOS NATURAIS

Ao observar as sec¢oes do capitulo 3, dentro dos métodos abordados, a maior dificul-
dade estava no calculo das somas das poténcias, porque nao tinhamos uma férmula curta para
asoma 1% 425435+ 4 n* Na verdade, existem tais férmulas e, quando k é pequeno, elas
podem ser encontradas com algum esfor¢o. Sé para registrar, aqui estdo as férmulas para os
quatro primeiros casos, k = 1,2,3,4. Para alguns casos, usaremos o seguinte resultado através
da seguinte poténcia, usando bindmio de Newton.

k41
i

i=0

Soma dos n primeiros naturais, k = 1

1
Si=1' 42434l =1 42434 4n= n(n; )
Que é uma soma de uma progressao aritmética (P.A.)
Soma dos quadrados dos n primeiros naturais, k = 2
Sy =12 +224+3% 4. 4n?
Usando o desenvolvimento do bindmio de Newton, para k =2 e [ = 1;2;3;...;n

temos:
(14+1)3=1+3-1+3-12+1°

(1423 =1+3.24+3.22 423
(1433 =1+3-3+3.324+3°

(1+n3=143n+3-n*+n

Ao somar todas as equagdes, observando ambos os membros das igualdades acima,
é facil ver que (1+ 1)? se cancela com 23; (14 2)3 se cancela com 3, assim sucessivamente até

(1+n—1)? se cancela com n’, que é chamado de somas telescopicas:

(14+n)’=n+3-5;+3-5,+1°



113

n—l—n2

Fazendo S| = 5

n?+n

= 14+3n+3n*+n°=n+3- +3.4+1

= 6n+6n°+2n° :2n+3n2+3n+6-S2

:>6~S2:n+3nz+2n3

s n+3n+2n  nn+1)2n+1)

6 - 6

Soma dos cubos dos n primeiros naturais, kK = 3

S3=14+22+3%+ -+

Novamente, desenvolvendo o bindmio de Newton para k =3, e [ = 1;2;3;...;n

temos:
(A+D)*=1+4-14+6-1>+4-1>+14

(142)*=1+4-2+6-224+4.23 424
(14+3)*=1+4-3+6-324+4.3>+3%

(1+n)*=1+4+3-n+6-n*>+4-n°+n*

Ao somar todas as equagdes, observando ambos os membros das igualdades acima,
é facil ver que (1+ 1)* se cancela com 2%; (1 +2)* se cancela com 3*, assim sucessivamente até
(14n— 1)* se cancela com n* (somas telescépicas), tem-se:

l+4n+6n°+4n’ +n*=n+4-5,46-S,+4-S3+1°

2 2 3 3 2
Sabendo que §7 = nn o onEn

6
:>4n+6n2+4n3+n4:n+2n2+2n+n+3n2+2n3+4~S3

2 3 2 2 3
= L +dn+6n>+4n’ +n* =n+4. (" Jr")+6.(m

>+4.53+1

= -S3 =n*+2n +n*

et Rl (D) (g e

=S =
3 4 4 2
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Soma dos quartas poténcias dos n primeiros naturais, k = 4

Sp=14 424434 4. 40t

Mas uma vez, usaremos aquele aquele resultado usando o bindmio, agora para k = 4

el=1:;2;3...;n:

(14+1P=1+51+10-124+10- 13 +5- 14+ 1°
(1427 =1+5-2+10-22+10-23 +5-244+2°
(143 =1+5-3+10-324+10-33+5.34 43>

(1+n)’=1+4+5-n+10-n>+10-n> +5-n* +n’

Fazendo o mesmo procedimento, observando ambos os membros das igualdades
acima: (1 +1)° se cancela com 2°; (1 +42)> se cancela com 3°, assim sucessivamente até

(14n—1)3 se cancela com r°. Assim sendo, tem-se:

(14+n)°=n+5-84+10-S,4+10-S3+5-54+1°

n2+n.
2 2

2n3 +3n%+n n* +2n3 +n?
= S eS; = — temos:

Substituindo novamente, S; = SH

nz—i—n_'_lo.2n3+3n2+n+10.n4+2n3+n2

5-S4+1
6 1 +3-54+

1+5n+10n2 + 107> +5n* +1n° =n+5-

Multiplicando toda a equagao por 6 para cancelar todos os denominadores:
30n+60n> 4-60n° +30n* +6n° = 6n-+15n% + 1514201 + 300> + 1014 15n* +-300° + 150* +30- 5,
=30-S4 = —n+ 100 + 152* + 61°

—n+10n3 +15n* +6n°  n(n+1)2n+1)(3n>+3n—1) 3% +3n—1
=5 = 30 - 30 =T

Caso geral

Percebe-se que a medida que valor de k (o expoente das somas) aumenta, para

calcular uma nova soma precisamos dos resultados de todas as somas anteriores, ou seja, as
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sequencias da somas (S71;52;53;54;...) obedecem uma relacdo de recorréncia. Para generalizar,

faremos o processo para um valor k natural qualquer:
Se=1F42k 3k 4k
Usando o resultado binomial mais uma vez e lembrando que (g) = (x) =1, temos:
X

k+1 k+1 k+1

1+ =1+ L) 124 ) kg ke
k+1 k+1 k+1

(14+2) =1+ Jlr 24 er 224 7}: Lk 4 pk+1
k+1 k+1 k+1

(1+3)* =1+ le 3+ er 3t ;: .3k 3k

1 1 1
<1+n)k+1:1+(k_; ).n_|_(k—; ),n2+...+(k_]|; ),nk+nk+1

Aplicando mais uma vez as somas telescépicas: (14 1)*! se cancela com 25+1;

(14 2)%*! se cancela com 3**!, assim sucessivamente até (1 +n — 1)** se cancela com n¥*!.

Assim sendo, tem-se:

k+1 k41 k41
(1+n)"“=n+( Jlr )-S1+< ;’ >~S2+---+( JI; )-Sk+1k+1

k+1
Resumindo e lembrando que ( : ) =k+1.

k+1 v (k+1
(1+n)*=n+ ) o) Sit (kDS
i=1

Isolando o S:

]
S = ——
k1

(1+n)k+1—n—l—ki:1 (H,l) .Si]

i—1 l

A férmula geral para a soma das k-ésimas poténcias dos n primeiros nlimeros naturais
nao € simples, principalmente porque ela envolve uma relaciao de recorréncia isso significa que,
para calcular a soma dos n primeiros nimeros elevados a uma poténcia k, precisamos, de certo

modo, conhecer as somas das poténcias inferiores.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da historia, diferentes civilizagdes e matematicos dedicaram-se a desven-
dar os segredos de . De aproximagdes rudimentares na antiguidade a cdlculos com precisdo
astrondmica nos tempos modernos, a evolu¢do da compreensdo sobre esse nimero € um tes-
temunho da curiosidade e do engenho humano. A descoberta de métodos para calcular & ndo
apenas proporcionou uma maior precisao em aplicacdes praticas, mas também revelou conexdes
profundas e inesperadas dentro da propria estrutura da matematica(Beckmann, 1993).

Nesse contexto, a Série de Leibniz para 7 emerge como um resultado particularmente
intrigante e elegante (Stein, 2008). Desenvolvida pelo matemético alemao Gottfried Wilhelm
Leibniz no século XVII, essa série oferece uma maneira surpreendentemente simples de expressar
7 através da soma de uma sequéncia infinita de fragdes. A formula, que relaciona /4 a soma

alternada dos inversos dos nimeros impares:

€ um exemplo notavel da beleza e da profundidade das séries infinitas.

Esta sequéncia didatica propde uma jornada investigativa de 5 aulas, destinada a
alunos do Ensino Médio, que utiliza o nimero & como fio condutor para explorar conceitos
matematicos fundamentais de forma conectada e significativa. Partindo da defini¢do elementar de
7 e de sua estimativa pratica, avan¢camos por métodos de aproximacgdo geométrica, introduzimos a
poderosa ideia de séries infinitas através do exemplo acessivel da série geométrica, e culminamos
na apresentacdo da célebre e elegante Série de Leibniz.

Muitos conceitos importantes da matematica do Ensino Médio e que preparam para o
Ensino Superior, como a no¢do de limite, processos infinitos e a conexdo entre diferentes campos
(geometria, dlgebra, fungdes), podem parecer abstratos ou desconectados para os alunos. Abordar
a Série de Leibniz para 7 através de uma perspectiva histérica e de construcdes geométricas e
aproximacdes sucessivas oferece um contexto rico e motivador para tornar essas ideias mais

concretas e acessiveis.
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Objetivos da Sequéncia Diddtica

Compreender a defini¢do de 7 e sua natureza como ndmero irracional.

Descrever métodos histéricos e praticos de aproximagdo de 7.
— Entender a estratégia de aproximagdo de 4reas e comprimentos curvos por meio de
subdivisdes e somas de elementos mais simples (retangulos, segmentos).

Reconhecer a ideia de limite como um processo de aproximagao sucessiva.

Identificar uma série geométrica e aplicar sua condi¢do de convergéncia e formula da soma

(Ir| < D).

Compreender (intuitivamente) como uma constru¢ao geométrica pode levar a uma soma

infinita.

Reconhecer a Série de Leibniz como uma representagdo de 7 /4.

Calcular termos da Série de Leibniz e observar sua (lenta) convergéncia.

Valorizar a conexdo entre diferentes dreas da matematica e sua evolugao historica.

A metodologia adotada busca promover uma aprendizagem ativa e significativa, com-
binando diferentes abordagens: Aprendizagem Baseada em Problemas/Investigacao: Partir
de perguntas (Como medir 7?7 Como calcular a drea curva? Como somar infinitos termos?) para
guiar a exploragdo; Contextualizacao Historica: Apresentar conceitos e resultados inseridos em
seu contexto de desenvolvimento; Atividades Praticas e Lidicas: Iniciar com a medi¢do con-
creta de 7; Visualizacao e Tecnologia Educacional: Uso intensivo do software GeoGebra para
construir figuras, visualizar aproximacdes e explorar o comportamento de funcdes e sequéncias;
Construcao Progressiva: Apresentar os conceitos de forma encadeada, onde cada aula se baseia
nas anteriores, construindo gradualmente a compreensao até a Série de Leibniz; Discussao e
Colaboracao: Incentivar a troca de ideias entre os alunos e a discussdo mediada pelo professor.
A abordagem evita o formalismo excessivo do calculo diferencial e integral, focando na intuicao,
na visualizacdo e na conexao conceitual.

Esta sequéncia didatica foi desenvolvida como um recurso educacional para uso
em salas de aula do Ensino Médio, em consonancia com os objetivos do Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). Ela se baseia em fundamentos tedricos solidos,
mas € apresentada de forma autossuficiente e pratica para o professor. Seu foco em tépicos
relevantes do curriculo da Educacdo Bésica (nimeros, fungdes, geometria, sequéncias) e sua
metodologia voltada para a exploracdo e a visualizacdo visam contribuir para a melhoria do

ensino de Matematica.
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2 APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Piublico-Alvo: Alunos do Ensino Médio (preferencialmente 2% ou 3* série com conhecimentos
basicos de geometria plana, funcdes e introducdo a sequéncias).

Duracao Total: 5 aulas de aproximadamente 50 minutos cada.

Objetivo Geral: Explorar o nimero pi através de métodos de aproximacao histdrica e geomé-
trica, introduzir a nocao de séries infinitas e limites de forma intuitiva, e apresentar a Série de
Leibniz como uma forma de calcular 7, conectando conceitos geométricos e algébricos.
Recursos Gerais: Lousa ou quadro branco, projetor multimidia, computadores com acesso
a internet e software GeoGebra (Geogebra, 2023) (ou similar), objetos circulares variados,
barbante, réguas, calculadoras, folhas de atividades.

Alinhamento com BNCC (BRASIL, 2018) (Algumas Habilidades).

— (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da drea de uma
superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressdes de calculo
para aplicd-las em situacdes reais (como o remanejamento € a distribui¢do de plantacoes,
entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

— (EM13MAT402) Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau
em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a softwares
ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica, entre outros materiais.

— (EM13MATS508) Identificar e associar progressdes geométricas (PG) a fun¢des exponenci-
ais de dominios discretos, para andlise de propriedades, dedu¢do de algumas férmulas e

resolucao de problemas.
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2.1 Aula 1: o mistério de pi - da roda a irracionalidade

Objetivos Especificos:

— Definir ¥ como a razdo constante entre a circunferéncia e o diametro de qualquer circulo.

— Justificar a importancia histérica de encontrar valores aproximados para 7.

Estimar o valor de & através de medi¢Oes préticas.

Apresentar 7 como um ntimero irracional. (infinitas casas decimais ndo periodicas).
Conteudos:

Circulo, circunferéncia, diametro, razao, constante matematica, namero 7, historia

da matemadtica (breve mencao a Arquimedes), nimeros irracionais (Beckmann, 1993).
Materiais:

Objetos circulares (latas, tampas, etc.), barbante, réguas, calculadoras, projetor

(Opcional).
Metodologia/Procedimentos:

(5 min) Introducao: Iniciar com a pergunta: "Se tivermos circulos de tamanhos
diferentes, existe algo em comum entre eles?". Guiar a discussdo para a relagdo entre o con-
torno (circunferéncia) e a maior distincia entre dois pontos do contorno passando pelo centro
(didmetro).

(15 min) Atividade Pratica - Medindo 7: Organizar a turma em grupos. Distribuir
objetos circulares, barbante e régua. Em seguida, orientar os alunos a medir a circunferéncia (C)
de cada objeto usando o barbante e a régua, e também o seu didmetro (D) e pedir que calculem a

. C .
razao D para cada objeto e anotem os resultados.

(10 min) Discussao e Definicao de 7: Reunir os resultados dos grupos na lousa.
Discutir a variacdo (devido a erros de medi¢do) mas notar a tendéncia de os valores se agruparem
em torno de 3,1 ou 3,2. Em seguida, apresentar que, teoricamente, essa razao € exatamente a

mesma para todos os circulos, e esse nimero constante ¢ chamado de 7.
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Figura 1 — Sugestdo de atividades para medi¢do de objetos e calculat &

Preencha a tabela abaixo com nome do objeto, medindo seu didmetro e
comprimento, em seguida, calcular a razdo entre as medidas.

Objeto Comprimento - C Diametro -D Razao C/D

Fonte: Elaborado pelo autor

(15 min) Historia e Natureza de n: Comentar que encontrar o valor exato de
7 foi um desafio por milénios. Mencionar Arquimedes como um dos primeiros a usar um
método rigoroso (aproximando o circulo por poligonos com muitos lados — mostrar uma imagem
ilustrativa simples, se possivel) como essa do blog Baricentro da Mente (Almeida, 2008).

Figura 2 — Método de Arquimedes para estimar o valor de 7 por poligonos regulares
inscritos e circunscritos numa circunferéncia.

4

A

n:

n=4i

Fonte: Almeida (2008).
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Explicar que 7 é um numero irracional: sua representagdo decimal € infinita e ndo
periddica (ndo € dizima periddica, ndo pode ser escrito como fragao de inteiros). Mostrar alguns
digitos: 3,14159265....

(5 min) Fechamento: Reforcar: 7 € a constante universal dos circulos, um nimero
irracional fascinante. Nas préximas aulas, veremos como ideias de “somar muitas partes

pequenas” podem nos levar a ele.

Avaliagado:

Observar o engajamento na atividade e a compreensao demonstrada na discussao.

Verificar as anotagdes e célculos da atividade.
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2.2 Aula 2: aproximando o inatingivel - a area sob a curva
Objetivos Especificos:

— Visualizar o problema de calcular a drea de uma regido com limite curvo.

— Aplicar a estratégia de aproximacgao da drea usando retangulos. (intuicdo da Soma de
Riemann).

— Utilizar o GeoGebra para visualizar como a aproximac¢do melhora com mais retangulos.

— Construir a expressao algébrica que representa a soma das dreas dos retangulos.
Conteudos:

Area de retangulo, funcio quadritica (y = x?), plano cartesiano, aproximagao, soma-

torio (intuitivo), limite (intuitivo) (Dolce e Pompeo, 2005).
Materiais:

Lousa, projetor, computadores com GeoGebra, folha de atividades.
Metodologia/Procedimentos:

(5 min) Revisao/Introduciao: Relembrar como calcular a drea de retdngulos. Apre-

2 no intervalo [0, 1]. Questionar: "Como poderfamos calcular a

sentar o grafico da fun¢do y = x
area exata da regido entre essa curva, o eixox easretasx =0ex = 1?".

(25 min) Exploracido com GeoGebra: Guiar os alunos no GeoGebra: Plotar
flx)= x2. Definir um controle deslizante *»’ para o niimero de retdngulos (inteiro, de 1 a 50, por
exemplo). Usar o comando SomaSuperior(f, 0, 1, n) ouSomalnferior(f, 0, 1, n)e
fazer a conferencia.

Observacao: Caso nao tenha computadores na escola, construir manualmente os
retangulos como sugeridos nas figuras 3 e 4 no quadro.

Observar visualmente os retangulos e como eles cobrem (ou ficam abaixo) da drea
desejada. Variar 'n’ e observar como a soma das dreas dos retangulos (geralmente exibida pelo
GeoGebra) muda. Perguntar: "O que acontece com a aproximag¢do quando ’n’ aumenta? O

valor da soma parece se aproximar de algum nimero?". (Esperado: Sim, parece se aproximar de

0,333... ou 1/3).



Figura 3 — Aproximacao da drea sob a curvay = x

soma inferior.
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Figura 4 — Aproximacao da drea sob a curvay = x
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usando 5 retangulos, através do recurso de
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(15 min) Da Visualizacdo a Expressao: Fixar um ’n’ pequeno (ex: n = 5). E pedir
para o alunos calcular a drea de cada retingulo: Base = 1/n = 1/5. Alturas (pela direita) =

(1/5)2,(2/5)%,(3/5)%,(4/5)%,(5/5)?, conforme a figura 4.

‘ L /1\2 /2\* /3\2 [/4\* [5)\°
Area Total ~ (B Al =—1(= = e Z e
rea Total ~ (Base) x (Soma das Alturas) 5 [(5) +<5) +(5) +<5) +(5)

. Generalizar para 'n’:

) 1 /1\% /2\? 2]
Area%—[(—) +<—) +---+<E>]:—3(12+22+---+n2)
n n n n n

. Escrever essa expressdo na lousa.
(5 min) Conclusao: Vimos que podemos aproximar uma area curva somando dreas
de retdngulos. A precisdo aumenta com o nimero de retangulos. A soma pode ser escrita como

uma expressao matematica. O valor exato seria o /imite dessa soma quando n — .
Avaliagdo:

Participacdo na exploracdo do GeoGebra; capacidade de explicar o método de

aproximacdo; preenchimento de um exercicio simples na atividades (calcular a soma para n=5).
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2.3 Aula 3: somando o infinito? séries geométricas

Objetivos Especificos:

— Apresentar a ideia de somar infinitos termos (séries infinitas).

— Diferenciar séries convergentes (soma finita) de divergentes (soma infinita).

Definir e identificar uma série geométrica.

Aplicar a condig@o de convergéncia (|r| < 1) para séries geométricas.

Utilizar a férmula S = a; /(1 — r) para calcular a soma de séries geométricas convergentes.
Conteiidos:

Séries infinitas, convergéncia, divergéncia, Progressdo Geométrica (PG), razdo (r),

série geométrica, férmula da soma da série geométrica convergente(Lima, 2008).
Materiais:

Lousa, projetor, folha de atividades, calculadora.
Metodologia/Procedimentos:

(5 min) Introducio: Perguntar novamente: "Podemos somar infinitos nimeros e
obter um resultado finito?". Relembrar a ideia da Aula 2: a drea exata seria uma soma de infinitos
retangulos infinitesimais. (15 min) Visualizando a Convergéncia/Divergéncia:

Exemplo Convergente: Apresentar a série % + % + % + % +.... Desenhar um
quadrado unitdrio na lousa e mostrar como essas fragdes preenchem o quadrado sem ultrapassa-lo
(soma = 1). Identificar como uma PG de razdo r = 1 /2. Conforme a figura 5

Exemplo Divergente: Apresentar a série 1 +2+4+ 8+ .... Mostrar que a soma
cresce indefinidamente. Identificar como uma PG de razdo r = 2.

Concluir que algumas somas infinitas “se acomodam em um valor” (convergem) e
outras “explodem” (divergem).

(15 min) A Série Geométrica e sua Soma: Definir formalmente a série geométrica:

ai +air+ar*+ar’ +.... Enunciar a condi¢io de convergéncia: A série geométrica converge

se e somente se a razao r estiver entre -1 e 1 (ou seja, |r| < 1). Apresentar a férmula da soma
ai

para séries convergentes: S = .
—r
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Figura 5 — Visualizac@o da série geométrica 1/2+1/4+1/8+ ... através da divisdo de uma
unidade.

go|—~

Fonte: Elaborado pelo autor

(Professor pode optar por fazer a deducao algébrica simples baseada na soma fi-
ay(1—r")

(1=7)

estabelecido).

nita S, = e argumentar que " — 0 se |r| < 1, ou apresentar como um resultado

(10 min) Praticando: Atividade: Usando a formula § = 1a_1 as seguintes somas:

(@ ~ ottt
a) — — -
2 4 8

1 1
b) 3414+ —+...
(b) 3+ 1+ 31+ 91 +
l— 4 —-—=—...
@ 1737173
@ 1+1+1+1+...
(5 min) Fechamento: A série geométrica ¢ uma ferramenta poderosa para entender
somas infinitas. A condigdo |r| < 1 é crucial. Essa ideia serd util para entender a férmula de 7

na ultima aula.
Avaliagdo:

Resolucdo de exercicios (identificar séries geométricas, determinar convergéncia e

calcular a soma).
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2.4 Aula 4: um caminho geométrico para pi (parte 1 - a construcao)
Objetivos Especificos:

— Apresentar uma constru¢do geométrica que visa aproximar um comprimento de arco
relacionado a 7.

— Compreender a estratégia de usar segmentos de reta para aproximar o comprimento de um
arco.

— Identificar os elementos geométricos relevantes na constru¢io proposta.

— Utilizar o GeoGebra para visualizar e explorar a construcgao.
Conteudos:

Geometria plana: arco de circunferéncia, aproximacao de comprimentos (Stillwell,

1989).
Materiais:

Lousa, projetor, computadores com GeoGebra.
Metodologia/Procedimentos:

(5 min) Introducao: Relembrar o objetivo final: encontrar uma férmula para «
(ou 7 /4) usando ideias de soma infinita. Introduzir que fardo isso através de uma aproximagio
geométrica do comprimento de um arco.

(30 min) Constru¢ao Geométrica Guiada (GeoGebra):

Pedir para desenhar um sistema de eixos cartesianos. Marquem a origem A=(0,0), o
ponto C=(1,0) e o ponto B=(0,1). Tracem o arco de circulo centrado na origem A, com raio 1,
que liga C a B. Qual o comprimento deste arco?"(Guiar para a resposta: L = % x2n(1) =m/2).

Focando na ideia principal: queremos aproximar o comprimento desse arco 7/2
usando pequenos segmentos de reta. Pedir para dividir o segmento AC (eixo xde O a 1) em ‘n’
partes iguais (exemplo n = 5). De cada ponto de divis@o, tracamos um segmento vertical até
encontrar o arco. Vamos conectar os pontos consecutivos no arco por segmentos de reta. A soma
dos comprimentos desses segmentos serd uma aproxima¢ao do comprimento do arco. Veja o

exemplo nas figuras 6 e 7.



Figura 6 — Construcao de um circulo circulo centrado na origem e raio unitario
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Entrada...

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 7 — Aproximando o arco através de segmentos poligonais

+

| = SegmentodeReta(J, F)

= 0.8

m = SegmentodeReta(K, G)

= 0.6

p = SegmentodeReta(C, K)

= 0.63

q = SegmentodeReta(K, J)

= 0.28

r = SegmentodeReta(J, 1)

= 023

s = SegmentodeReta(l, H)

= 0.21

t = SegmentodeReta(H, B)

= 0.2

Entrada...
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#

Exploracao Visual: Usar o GeoGebra para mostrar que ao aumentar 'n’, a poligonal

formada pelos segmentos se ajusta melhor ao arco. Perguntar: "A soma dos comprimentos desses

segmentos parece se aproximar de /2 quando ‘n’ aumenta?".

(10 min) Foco nos Segmentos: Explicar que matematicos conseguem encontrar

uma férmula para o comprimento de cada pequeno segmento usando geometria (semelhanca de
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tridngulos, Pitdgoras) e que a soma total desses comprimentos, para ‘n’ subdivisdes, pode ser
escrita matematicamente.

(5 min) Préximo Passo: Na préxima aula, veremos qual a férmula aproximada para
a soma desses comprimentos € como, ao considerarmos infinitos segmentos (n — o), chegamos

a uma série relacionada a /4.

Avaliagado:

Observar a compreensio da constru¢do geométrica e do principio de aproximagao.

Pedir aos alunos que expliquem o método com suas palavras.
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2.5 Aula 5: um caminho geométrico para pi (parte 2 - a série de Leibniz)
Objetivos Especificos:

— Apresentar a expressao resultante da soma dos comprimentos dos segmentos aproximado-
res.

— Introduzir (conceitualmente) a conexio dessa soma com a expansio em série de 1/(1 +x?).

— Apresentar a Série de Leibniz como o resultado final dessa aproximacao infinita.

— Calcular termos da série para observar a aproximagao de /4.

— Refletir sobre a convergéncia e a beleza da férmula.
Contetidos:
Série de Leibniz, convergéncia(Stewart, 2010).
Materiais:
Lousa, projetor, calculadora, folha de atividades.
Metodologia/Procedimentos:

(5 min) Revisdo: Relembrar a constru¢do geométrica da Aula 4 e a soma dos
segmentos que aproximam o arco.

(20 min) A Conexdo e a Série de Leibniz:

: ) 1 o
Relembram da série geométrica 1 +r+r>+--- = 1 da Aula 3. Substituir usarmos
—r
r = —x?, para obter uma expanséo para a fun¢io da nossa soma:
2, 4 6 1
I —x"+x"—x"+- = 5
I +x

Relembrar também a seguinte relacao:
tan(45°) = tan (g) =1 logo arctan(l)= g

Apesar o publico alvo sendo alunos do ensino, por motivos de contextualizacio, por
se tratar de um assunto limitrofe ao Ensino Médio, € interessante dizer (sem entrar em muitos
detalhes) que existe uma relacdo matemética chamada de Integral e que, a seguinte afirmacio é

verdadeira:
1

n
arctan(n) = / I dx
0 x




Portanto, unindo todas as informagdes apresentadas temos:

I 1
gzarctan(l):/o 1+x2dx:/o(l—x2+x4—x6+...)dx
1
x3+x5 x7+ | 1+1 1+
=(x—=+=—-=+... =l-=+=-—=+...
35 7 0 35 7

Assim chega-se a um resultado fantédstico, conhecido como “Série de Leibniz:"

Apresentar a Série de Leibniz:

T_, 1+1 1+1 1+
4 35 7 9 11 7

ou usando somatorio:
-1

(=1)"
2n—1

>

n=1
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Enfatizar: 7, da geometria, conectado a uma soma alternada simples dos inversos

dos impares!

(20 min) Explorando a Série: Pedir aos alunos para calcularem as primeiras somas

parciais na calculadora e compararem com 7 /4 ~ 0,78539....

Figura 8 — Sugestdo de atividade para calcular as somas parcial da série de Leibniz

Soma Parcial Operacao Resultado

S(1) = 1 1

S(2) =|S(1) - 1/3 =

S(3) =|S(2) + 1/5 =

S(4) =|S(3) - 1/7 =

S(5) =|S(4) + 1/9 =

S(7) =|S(6) + 1/13 =

S(8) =|S(7) - 1/15 =

S(9) =|S(8) + 1/17 =

)
)
)
)
S(6) =|S(5) - 1/11 =
)
)
)
)

S(10) =/S(9) - 1/19 =

Fonte: Elaborado pelo autor
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Discutir: A soma "oscila", conforme mostrado na figura 9 em torno do valor real.
Ela converge, mas muito lentamente. Mencionar que seriam necessarios milhares de termos para

obter apenas algumas casas decimais corretas.

Figura 9 — Grifico mostrando a convergéncia da serie de Leibniz para o /4 ~ 0.78539816339

Convergéncia da Série de Lebniz para 1
1

0,9
0,8
0,7
0,6
i e (—1)k-1
0.4 v Flr) = Z T S
s fm) 2, 2k—1
0,2
0,1
0

B

0 10 20 30 40 50

Fonte: Elaborado pelo autor

(5 min) Conclusao da Jornada: Revisitar os passos da sequéncia didatica. Destacar
a beleza das conexdes matematicas e como ideias aparentemente simples (como somar partes)

podem levar a resultados profundos sobre nimeros como 7.
Avaliagdo:

Célculo das somas parciais e andlise da aproximacdo. Discussdo sobre a convergéncia
(lenta vs rapida). Possivelmente, pedir aos alunos que escrevam um pequeno texto refletindo

sobre a conexao mais surpreendente que viram nestas aulas.
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APENDICE C - CODIGO PYTON PARA APROXIMACAO

T
Cédigo em Python que implementa a aproximacao de 1 A férmula € dada por:

O cd6digo gera uma funcdo que calcula o valor desta soma para um nidmero finito

n de subintervalos. O script a seguir define a fun¢do aproximar_pi_div_4(n) que realiza o

célculo e, em seguida, a utiliza para gerar aproximagdes para diferentes valores de n.

o

w

18

19

20

import math

def aproximar_pi_div_4(n):

Calcula uma aproximacao de pi/4 usando a soma de Riemann para a

integral de 1/(1+x~2) de 0 a 1.

A formula implementada e: (1/n) * Sum[i=1 a n] 1 / (1 + (i/n)~2)

Args:
n: 0 numero de iteracoes (subintervalos). Deve ser um inteiro

positivo.

Returns:

A aproximacao de pi/4 para o dado n.

nnn

if not isinstance(n, int) or n <= 0:

raise ValueError ("0 valor de 'n' deve ser um inteiro positivo.")

soma = 0
for i in range(l, n + 1):

termo = 1.0 / (1.0 + (i / n)=*x*x2)

soma += termo

return (1/n) * soma

# --- Exemplo de Uso ---

if __name__ == "__main__":




40
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valores_n = [10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000]

print ("Calculo da aproximacao de pi/4 para diferentes valores de
n:\n")
for n_teste in valores_n:

aproximacao = aproximar_pi_div_4(n_teste)

# Para obter a aproximacao de Pi, multiplicamos o resultado
por 4

pi_aproximado = aproximacao * 4

print (f"Para n = {n_teste:<7} | Aproximacao de pi/4: {

aproximacao:<22} | Aproximacao de pi: {pi_aproximadol}")

pI'iI'lt (n\nn + " _II*SO)

valor_real_pi_div_4 = math.pi / 4

print (f"Valor de referencia (math.pi / 4): {valor_real_pi_div_4}"
)

print (f"Valor de referencia (math.pi): {math.pil}")

Cédigo-fonte 1 —Cédigo Python para aproximacéo de 7 /4.

Ao executar o script acima, a saida gerada demonstra a convergéncia da aproximagdo para o

T .
valor real de 1 a medida que n aumenta.

Calculo da aproximacao de pi/4 para diferentes valores de n:

Para
Para
Para
Para
Para

Para

n = 10 | Aprox pi/4: 0.7599797534 | Aprox pi: 3.0399190137
n = 100 | Aprox pi/4: 0.7828962250 | Aprox pi: 3.1315849001
n = 1000 | Aprox pi/4: 0.7851481634 | Aproxi pi: 3.1405926538
n = 10000 | Aprox pi/4: 0.7853731633 | Aproxi pi: 3.1414926535
n = 100000 | Aprox pi/4: 0.7853956633 | Aproxi pi: 3.1415826535
n = 1000000 | Aprox pi/4: 0.7853979133 | Aproxi pi: 3.1415916535

Valor de referencia (math.pi / 4): 0.7853981633

Valor de referencia (math.pi): 3.1415926535

O cddigo implementa com sucesso o0 método da soma de Riemann para aproximar o

valor de 7. Os resultados confirmam que a precisdo da aproximagao aumenta com o nimero de

subintervalos n, alinhando-se com a teoria matematica do calculo integral.
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