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Resumo 

 

 
Macabu, Hallef Julia. Relação de Euler para poliedros convexos: Uma 

abordagem utilizando material concreto e o software GeoGebra para alunos 

do sexto ano. Rio de Janeiro, 2026. 126 p. Dissertação de Mestrado - Departamento 

de Matemática, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 
Este trabalho analisa o ensino da relação de Euler para poliedros convexos no 

contexto do ensino de Geometria nos anos finais do Ensino Fundamental. O ensino de 

Geometria é reconhecido como componente essencial pela Base Nacional Comum 

Curricular (BNCC). Entretanto, observa-se que esse conteúdo, muitas vezes, é 

negligenciado nas práticas escolares, sendo frequentemente relegado ao final do ano 

letivo, o que pode gerar lacunas na aprendizagem dos alunos e comprometer o 

desenvolvimento de conhecimentos geométricos ao longo da escolaridade. No sexto ano, 

a BNCC prevê o ensino da relação de Euler para poliedros convexos; contudo, os livros 

do Plano Nacional do Livro Didático (PNLD) geralmente não abordam esse conteúdo ou 

o apresentam de forma limitada. Diante desse cenário, este trabalho tem como objetivo 

analisar as potencialidades da utilização de materiais concretos, tecnologias digitais, 

investigação matemática, verificação e gamificação no ensino da relação de Euler para 

poliedros convexos. Para isso, a pesquisa fundamenta-se em estudos teóricos sobre o 

ensino de Geometria e metodologias ativas, apresentando uma proposta metodológica 

aplicada em sala de aula, bem como a análise dos dados obtidos durante sua 

implementação. Os resultados evidenciam que a combinação dessas metodologias 

contribuiu para o engajamento dos estudantes, para o desenvolvimento da autonomia 

investigativa e para a aprendizagem conceitual da relação de Euler. Como contribuição, 

o trabalho propõe uma metodologia que pode potencializar o ensino de Geometria 

Espacial nos anos finais do Ensino Fundamental e disponibiliza um produto educacional 

destinado a professores e pesquisadores interessados no ensino da relação de Euler. 
 
 

Palavras-chave 

Relação de Euler; Atividades Investigativas; GeoGebra; Materiais Concretos; 

Verificação Matemática 

  



 

 
 

Abstract 

 

 
Macabu, Hallef Julia. Euler’s Relation for Convex Polyhedra: An Approach 

Using Concrete Materials and GeoGebra Software for Sixth-Grade Students. 

Rio de Janeiro, 2026. 126 p. Dissertação de Mestrado - Departamento de 

Matemática, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 
This work analyzes the teaching of Euler’s relation for convex polyhedra within the 

context of Geometry education in the final years of Elementary Education. Geometry 

teaching is recognized as an essential component by the Brazilian National Common 

Curricular Base (BNCC). However, this content is often neglected in school practice, 

frequently being postponed to the end of the academic year, which may create learning 

gaps and compromise the development of geometric knowledge throughout students’ 

schooling. In the sixth grade, the BNCC establishes the teaching of Euler’s relation for 

convex polyhedra; however, textbooks provided by the National Textbook Program 

(PNLD) generally do not address this topic or present it in a limited manner. In this 

context, this work aims to analyze the potential of using concrete materials, digital 

technologies, mathematical investigation, verification processes, and gamification in 

teaching Euler’s relation for convex polyhedra. The study is grounded in theoretical 

research on Geometry education and active learning methodologies and presents a 

methodological proposal implemented in the classroom, along with an analysis of the data 

obtained during its application. The results indicate that the combination of these 

methodologies contributed to student engagement, the development of investigative 

autonomy, and the conceptual learning of Euler’s relation. As a contribution, this work 

proposes a methodology that may enhance the teaching of Spatial Geometry in the final 

years of Elementary Education and provides an educational product intended for teachers 

and researchers interested in teaching Euler’s relation. 
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Euler’s Relation; Investigative Activities; GeoGebra; Concrete Materials; 
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1 
Introdução  

 

No ingresso dos alunos no sexto ano do Ensino Fundamental, diversas mudanças 

passam a compor a vivência escolar. Nesse momento, os estudantes têm que se adaptar a 

uma nova realidade, com professores separados por disciplinas, uma nova dinâmica de 

quadros de horários e novos esquemas de avaliação. Diante desse cenário, observa-se, 

especialmente nas aulas iniciais de Matemática, a manifestação de sentimentos de aversão 

à disciplina ou de preocupação em relação à sua suposta dificuldade. 

A transição do Ensino Fundamental I para o Ensino Fundamental II configura-se, 

portanto, como um período potencialmente turbulento para os alunos, podendo marcar o 

início de um processo de dificuldades persistentes na aprendizagem Matemática (Bento, 

2007). Essas dificuldades, que são frequentemente desenvolvidas durante os anos iniciais, 

tendem a se intensificar quando os estudantes se deparam com conteúdos mais abstratos 

e com uma metodologia de ensino menos contextualizada e lúdica. 

Nesse contexto, em que se destaca a dificuldade dos alunos com os novos conteúdos 

de Matemática, faz-se necessário buscar formas de motivar a participação e estimular que 

os alunos tenham desejo por aprender Matemática. Essa busca demanda propostas didá-

ticas que valorizem a compreensão conceitual, a investigação e a participação ativa dos 

estudantes no processo de aprendizagem. 

Dentre os conteúdos abordados no sexto ano, pode-se destacar a dificuldade dos 

alunos com os conteúdos de Geometria e a falta de conhecimentos prévios desses estu-

dantes. A Matemática é vista como uma disciplina difícil, mas destaca-se que dentre as 

suas áreas básicas Aritmética, Álgebra e Geometria, esta última é a que apresenta maior 

dificuldade de aprendizagem por parte dos alunos, sendo os conteúdos de Geometria por 

muitas vezes, sequer ministrados durante o Ensino Fundamental II (Filho; Tavares, 2015).  

A compreensão dos conteúdos geométricos, normalmente, está atrelada à capaci-

dade de abstração e ao desenvolvimento da percepção visual do educando. Muitas vezes, 

os alunos chegam ao sexto ano sem os conhecimentos básicos de Geometria, destacando-

se que muitos alunos chegam a essa etapa sem conhecer as figuras geométricas planas 

básicas (Albuquerque, 2017). 

Essa defasagem prejudica o desenvolvimento dos conteúdos previstos para essa 

etapa, na qual é esperado que sejam desenvolvidas as habilidades associadas à Geometria 

Espacial e à visualização tridimensional. Conforme estabelecido na Base Nacional 
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Comum Curricular (BNCC), os alunos dessa etapa devem ser capazes de “(EF06MA18) 

Reconhecer, nomear e comparar polígonos, considerando lados, vértices e ângulos, e clas-

sificá-los em regulares e não regulares, tanto em suas representações no plano como em 

faces de poliedros.” (Brasil, 2017, p. 305).  

Nesse âmbito da Geometria Espacial, pode ainda ser destacada a ênfase dada pela 

BNCC ao estudo das relações existentes entre faces, vértices e arestas em determinados 

poliedros, sendo previsto que seja desenvolvida a habilidade de “quantificar e estabelecer 

relações entre o número de vértices, faces e arestas de prismas e pirâmides, em função do 

seu polígono da base, para resolver problemas e desenvolver a percepção espacial” (Bra-

sil, 2017, p.305). Essa relação é conhecida como a Relação de Euler para poliedros con-

vexos.  

Buscando superar as dificuldades do cenário narrado, a presente dissertação foi de-

senvolvida diante do desejo de investigar uma forma inovadora de trabalhar o conteúdo 

de Geometria Espacial, especificamente a relação de Euler para poliedros convexos, em 

turmas do sexto ano do ensino fundamental.  Esse conteúdo é abordado, normalmente, de 

forma superficial ou nem chega a ser apresentado, devido às lacunas na aprendizagem 

nos anos anteriores dos conteúdos de Geometria, como destacado.  

Além disso, os livros do Plano Nacional do Livro Didático (PNLD), no período de 

2024 a 2027, abordam o conteúdo apenas como exercício ou não apresentam nenhuma 

abordagem desse tema. Os que abordam esse conteúdo na forma de exercícios não reali-

zam um aprofundamento teórico do conteúdo, nem demonstram preocupação com a va-

lidação dessa relação para todos os poliedros convexos. 

Essa abordagem sucinta e a defasagem de aprendizagem dos conteúdos prévios re-

sultam em uma dificuldade de aprendizagem para os alunos, criando um obstáculo que se 

desenvolve durante toda Educação Básica, de forma que Rogenski e Pedroso (2007) des-

tacam que 

verifica-se que os alunos têm amplas dificuldades, primeiramente com 

relação à visualização e representação, pois reconhecem poucos con-

ceitos da geometria básica e, por conseguinte da geometria espacial. 

Também apresentam problemas de percepção das relações existentes 

entre os objetos de identificação das propriedades das figuras que for-

mam os sólidos, dentre outros conceitos. (Rogenski; Pedroso, 2007, p. 

5)  
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Diante dessas dificuldades identificadas no ensino da Geometria Espacial, torna-se 

pertinente pesquisar estratégias de ensino-aprendizagem que possam favorecer a compre-

ensão dos alunos desses conteúdos. Assim, esta pesquisa busca responder à seguinte ques-

tão: Como o uso de metodologias ativas, materiais concretos e tecnologias digitais pode 

contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da Relação de Euler em turmas do 

sexto ano do Ensino Fundamental? 

Para responder a essa questão de pesquisa, este trabalho teve como objetivo geral 

investigar o processo de aprendizagem da Relação de Euler para poliedros convexos em 

turmas do sexto ano do Ensino Fundamental, a partir do uso de metodologias ativas, ma-

teriais concretos e tecnologias digitais. 

Para alcançar esse objetivo, foram selecionadas metodologias e ferramentas, no âm-

bito da Geometria Espacial, que se adequassem à realidade educacional e ao conteúdo a 

ser ministrado e traçados os seguintes objetivos específicos.  

Analisar as potencialidades dos materiais concretos no ensino da Relação de Euler 

para alunos do sexto ano; Avaliar a contribuição do software GeoGebra para visualização 

e investigação de poliedros convexos; Investigar o desenvolvimento da autonomia dos 

estudantes por meio de atividades investigativas; Verificar a eficácia da gamificação como 

instrumento de avaliação; Explorar a viabilidade de processos de verificação matemática 

inspirados na demonstração de Cauchy para o Ensino Fundamental.  

Considerando que os alunos do sexto ano estão em processo de transição entre eta-

pas da Educação Básica, destaca-se que, no Ensino Fundamental I, o uso de materiais 

concretos é recorrente. Sendo assim, é interessante que possa ser utilizado nessa fase de 

transição materiais concretos, que já são familiares aos alunos.  

Além disso, pesquisas relatam que o uso do material concreto pode trazer ganhos 

pedagógicos no processo de ensino. Seu uso pode facilitar a visualização, já que propicia 

a manipulação por parte dos alunos e estimula a participação. Cabe destacar que “a utili-

zação de material concreto é uma importante ferramenta que proporciona melhor desen-

volvimento e envolvimento do aluno em relação ao ensino da Matemática, em especial 

da Geometria.” (Couto et al., 2017, p. 514).    

De forma a complementar a utilização do material concreto, que tem suas limitações 

geradas pelo material utilizado e do tempo de preparação exigido, buscou-se utilizar a 

Tecnologia Digital, mais especificamente o software de Geometria Dinâmica GeoGebra.  

Essa ferramenta vem sendo amplamente utilizada e pesquisas relatam suas poten-

cialidades no ensino de Geometria. Conforme relatado por Oliveira e Araújo Junior 
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(2025), em seu trabalho que se dedicava a analisar os resultados de pesquisas desenvol-

vidas com o uso do GeoGebra, foi possível concluir a eficácia do uso desse software no 

ensino de Matemática, especialmente em sequências didáticas que envolvem conteúdos 

de Geometria.  

Outra lacuna que se destacou como relevante foi a falta de comprovação dos con-

teúdos e propriedades apresentadas pelos alunos. Muitas vezes, os alunos não conseguem 

compreender que determinado conteúdo estudado tem validade para além dos exemplos 

apresentados em sala. Essa falta de compreensão, pode gerar dificuldade em aplicar o 

conteúdo estudado em casos diferentes daqueles já vistos. 

Dessa forma, o processo demonstrativo pode ser um facilitador do processo de com-

preensão do aluno acerca da validade do conteúdo estudado em sala de aula. Mesmo na 

educação básica pode ser proveitoso desenvolver nos alunos o gosto pela argumentação 

e demonstração, já que sem essas deduções os conteúdos estudados podem ficar desco-

nexos e sem uma compreensão clara de sua aplicação e relação com demais conteúdos 

(Freitas, 2011).  

Outra metodologia que se destaca por motivar a participação e facilitar o processo 

de avaliação é a Gamificação. Essa metodologia ativa, destaca-se pelas suas potenciali-

dades, tendo como foco a participação e a motivação dos alunos e vem sendo amplamente 

utilizada nas diversas áreas do ensino, inclusive na Matemática. As pesquisas que utiliza-

ram essa metodologia relatam suas potencialidades, podendo ser destacado que os resul-

tados evidenciam que a gamificação é eficiente em estimular a participação e interesse 

dos alunos e que esses, após sua aplicação, demonstram avaliação positiva dessa estraté-

gia (Carvalho et al., 2023).  

Nas próximas seções desse trabalho, serão detalhados os referenciais teóricos de 

cada uma das metodologias e ferramentas utilizadas. Será feito um breve desenvolvi-

mento teórico acerca da Relação de Euler para poliedros convexos. Na seção metodolo-

gia, será apresentado o percurso metodológico planejado para aplicação. Além disso, se-

rão apresentados os resultados da aplicação detalhando, de acordo com o planejamento 

metodológico, quais etapas foram ou não exitosas. Por fim, serão apresentadas as consi-

derações finais com as sugestões para aplicações futuras.  

 

 

 

 



2 
Fundamentação metodológica 

Neste capítulo, apresentam-se as etapas de elaboração desta pesquisa, embasando-

as nas metodologias adotadas e nas definições do conteúdo matemático abordado. Busca-

se, com esta seção, fornecer subsídios para que o leitor apreenda o percurso teórico tri-

lhado e compreenda tanto a metodologia aplicada quanto o recurso educacional elabo-

rado. 

  

2.1 
Materiais concretos  

 

Pesquisas na área de Educação Matemática vêm buscando identificar metodologias 

e ferramentas que possam propiciar um melhor desenvolvimento das aprendizagens dos 

conteúdos de Matemática previstos para a Educação Básica. Dentre essas investigações, 

destacam-se as que abordam o uso de materiais concretos manipuláveis, indicando suas 

potencialidades inclusive no ensino de Geometria.  

Os materiais concretos manipuláveis podem ser utilizados nas aulas de Matemática, 

principalmente de Geometria, por favorecer a exploração ativa por parte do aluno, possi-

bilitando a construção de significados acerca dos objetos matemáticos. 

Vale destacar que o entendimento de material concreto manipulável está embasado 

em Vale e Barbosa (2014, p.6) que definem os materiais manipuláveis como “todo o ma-

terial concreto, educacional ou do dia a dia “[...], que represente uma idéia Matemática, 

que durante uma situação de aprendizagem apele aos sentidos e que se caracteriza por um 

envolvimento ativo dos alunos”. 

Esses materiais podem ser utilizados nas mais diversas etapas do ensino, “favore-

cendo o desenvolvimento do raciocínio lógico, coordenação motora, rapidez no pensa-

mento dedutivo, socialização, organização do pensamento, concentração que é necessário 

para compreensão e resolução de problemas matemáticos” (Silva et al., 2016, p. 2).  

Considerando que esta pesquisa aborda uma relação que depende da visualização 

de sólidos geométricos, torna-se fundamental buscar estratégias que auxiliem os alunos 

no desenvolvimento dessa habilidade. Dessa forma, o uso do material concreto pode se 

tornar um aliado na construção desses conceitos. Conforme afirmam Ponte e Serrazina 

(2006, p. 116)
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[...] os conceitos e relações Matemáticas são entes abstractos, mas po-

dem encontrar ilustrações, representações e modelos em diversos tipos 

de suportes físicos. Convenientemente orientada, a manipulação de ma-

terial pelos alunos pode facilitar a construção de certos conceitos 

(Ponte; Serrazina, 2006, p.116) 

 

Nesse sentido, os materiais concretos manipuláveis constituem-se como instrumen-

tos didáticos para favorecer a visualização dos sólidos por parte dos educandos, podendo 

contribuir para a compreensão de conceitos que, quando estudados apenas no âmbito teó-

rico, podem apresentar elevado grau de abstração para os estudantes.  

Além disso, há pesquisas que destacam a potencialidade do uso de materiais con-

cretos aliados a tecnologias. Bozza (2015) aponta em sua pesquisa que o ensino de Geo-

metria Espacial pode ser auxiliado pelo uso dessas ferramentas. Em seu trabalho, a autora 

discorre sobre as diversas potencialidades do material concreto, destacando que “além de 

facilitar a aprendizagem, torna as aulas mais significativas e prazerosas, estimula o raci-

ocínio dos alunos, desenvolve suas habilidades e a capacidade de compreender conteúdos 

geométricos”. 

Diante dessas potencialidades, torna-se relevante o uso de materiais concretos ma-

nipuláveis para o ensino da Relação de Euler para poliedros convexos, buscando-se esti-

mular a participação dos alunos e auxiliar na construção da sua visualização geométrica.  

 

2.2 
Atividades investigativas 

 

 No ensino de Matemática, que se caracteriza pela necessidade de prática para a 

consolidação dos conhecimentos acerca de determinado conteúdo, as atividades investi-

gativas destacam-se por propiciar que o aluno desenvolva de forma mais autônoma a 

construção do seu conhecimento.  

Cunha, Oliveira e Ponte (1995) destacam as potencialidades do uso de atividades 

investigativas, salientando a importância do seu uso no ensino de Matemática. Esses au-

tores afirmam que a investigação é uma parte essencial da aprendizagem Matemática, 

permitindo uma visão mais ampla dessa ciência, além de estimular o envolvimento dos 

alunos, com o intuito de possibilitar uma aprendizagem mais significativa.  

Os pesquisadores apontam, ainda, que as atividades podem ser aplicadas em todas 

as etapas do ensino e também em níveis diferentes de desenvolvimento do educando. 

Além disso, auxiliam no desenvolvimento de um modo de pensamento holístico, 
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conforme denominam os autores, por relacionar diversos tópicos, sendo essencial ao pen-

samento matemático.  

A investigação Matemática envolve quatro momentos principais, conforme Ponte, 

Brocardo e Oliveira (2019). O primeiro corresponde ao reconhecimento da situação, no 

qual ocorre uma exploração inicial e a formulação das primeiras questões sobre o pro-

blema. No segundo momento, são feitas as formulações de conjecturas.  

Já no terceiro, são realizados os testes para verificar a validade das conjecturas ela-

boradas e, sendo necessário, a aprimoração dessas conjecturas. O momento final consiste 

na realização da argumentação, a demonstração e a avaliação do que foi desenvolvido. 

Os autores ainda destacam que esses momentos podem acontecer de forma simultânea, 

ou ocorrer mais de uma vez durante o processo de investigação.  

No âmbito da sala de aula, esses pesquisadores afirmam que as investigações estão 

diretamente ligadas ao processo de resoluções de problemas. Para o desenvolvimento dos 

conhecimentos matemáticos é necessário despertar o interesse dos alunos para a resolução 

das atividades propostas, de forma que o aluno mobilize seus conhecimentos prévios para 

desenvolver novos conhecimentos. Dessa forma, a realização de atividades investigativas 

em sala de aula, 

ajuda a trazer para a sala de aula o espírito da atividade Matemática 

genuína, constituindo, por isso, uma poderosa metáfora educativa. O 

aluno é chamado a agir como um matemático, não só na formulação de 

questões e conjecturas e na realização de provas e refutações, mas tam-

bém na apresentação de resultados e na discussão e argumentação com 

os seus colegas e o professor. (Ponte; Brocardo; Oliveira, 2019, p. 20) 

 

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) prevê como competência específica 

para Matemática no Ensino Fundamental, “desenvolver o raciocínio lógico, o espírito de 

investigação e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhe-

cimentos matemáticos para compreender e atuar no mundo.” (Brasil, 2017, p. 267).  

Em consonância com o preceituado na BNCC, as atividades investigativas têm o 

potencial de estimular o espírito de investigação dos alunos. Além disso quando tratamos 

do ensino de Geometria, as atividades investigativas podem ser associadas ao uso de tec-

nologias para auxiliar no processo de investigação, sendo destacado por Scalabrin e Mus-

sato (2020) que esse uso 

[...] favoreceu para que o processo de aprendizagem dos alunos sobre 

os conceitos geométricos ocorresse de forma gradativa, partindo da in-

formação visual dos objetos construídos e análise das propriedades, 

para a compreensão da lógica formal e elaboração de conjecturas. (Sca-

labrin; Mussato, 2020, p. 142) 
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Outras pesquisas associam o uso de atividades investigativas com softwares de Ge-

ometria dinâmica, destacando que esse uso combinado pode potencializar o processo de 

aprendizagem dos conteúdos dessa área da Matemática. Em sua pesquisa, Charleaux e 

Souza (2019) afirmam que a aula ministrada usando essa associação propiciou autonomia 

por parte dos estudantes e contribuiu para o entendimento dos alunos do conteúdo estu-

dado.  

Em suas considerações finais, Anjos (2025) discorreu sobre os resultados obtidos 

nesse uso combinado no ensino de Geometria, destacando os resultados positivos obtidos, 

defendendo que essas atividades “[...] criam uma situação de exploração de objetos de 

modo a permitir observação de padrões, o teste de hipóteses, a refutação e refino de con-

jecturas, a comunicação e a defesa da validade das afirmações observadas.” (Anjos, 2025, 

p. 85) 

Evidencia-se, portanto, a relevância da realização de atividades investigativas, já 

que essas podem contribuir para aprendizagem de Matemática, mais especificamente da 

Geometria Espacial. Em especial, esse uso associado a Tecnologias, com destaque ao sof-

tware de Geometria dinâmica, pode criar um ambiente propício para aprendizagem dos 

alunos do conteúdo objeto dessa pesquisa.  

 

2.3 
Tecnologias digitais: software GeoGebra 

 

 Podemos observar que o ambiente escolar se destaca pelo uso da metodologia tra-

dicional, com aulas expositivas e sem recursos tecnológicos, mesmo tendo atualmente na 

Educação Básica alunos que vivenciam diariamente o uso de tecnologias em seu dia a 

dia. Diante desse cenário, pesquisas já apontam para a necessidade da ampliação do uso 

de tecnologias em sala de aula.  

Bittencourt e Albino (2017) afirmam que a falta de conhecimento e preparação para 

o uso de mídias digitais é um desafio nos espaços educacionais, que esse pode ser um 

fator para a não utilização das diversas novas tecnologias educacionais disponíveis. Bus-

cando superar esse cenário, diversos autores têm buscado destacar as potencialidades do 

uso de tecnologias em sala de aula nas mais diversas disciplinas, buscando integrar esses 

recursos na sala de aula, conforme afirmado por Conte, Habowski e Rios (2019) 
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Partindo de uma perspectiva integradora das tecnologias digitais que 

favorece as comunicações descentralizadas, a participação ativa dos su-

jeitos e o surgimento de novos ambientes socioculturais de educação, 

solidários e colaborativos, o trabalho busca aproximar as reflexões so-

bre os artefatos digitais da prática formativa, democratizando o acesso 

ao conhecimento tecnológico e proporcionando uma educação como 

prática de liberdade. (Conte; Habowski; Rios, 2019, p. 33) 

 

Conforme destacado por esses autores, é importante realizar a democratização do 

acesso as tecnologias no ambiente escolar. Apontam ainda que a produção do conheci-

mento não pode ser feita isolada do mundo em que o aluno está inserido, de forma que o 

ambiente escolar pode ser um gerador de desigualdades caso não faça uma real inclusão 

tecnológica em sala de aula, oportunizando que o educando tenha oportunidade de reali-

zar a construção do seu conhecimento e melhoria das aprendizagens.  

Além disso, diante dessa importância do uso das tecnologias na BNCC é destacado 

que o uso de tecnologias é uma das competências gerais para educação básica.  

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informação e co-

municação de forma crítica, significativa, reflexiva e ética nas diversas 

práticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e 

disseminar informações, produzir conhecimentos, resolver problemas e 

exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. (Brasil, 2017, 

p. 9) 

 

Nesse sentido, o uso de tecnologias é de grande importância no ambiente escolar, 

não sendo diferente no ensino de Matemática. A aplicação das tecnologias digitais pode 

contribuir para melhor compreensão dos conteúdos, possibilitando aplicações que fazem 

sentido para os alunos, incluindo no ensino de Geometria (Lima; Rocha, 2022).  

Além disso, as tecnologias digitais “ampliam as possibilidades de se ensinar e 

aprender, oferecendo novas e variadas formas para que esses processos ocorram, de forma 

que ideias para trabalhos pedagógicos que antes eram inviáveis (por limitações de custo, 

tempo, recursos físicos, etc.) tornam-se factíveis com o uso de tecnologias.” (Maltempi, 

2008, p.60) 

Lima e Rocha (2022) destacam que a tecnologia a ser utilizada deve ser escolhida 

tendo em vista os objetivos a serem alcançados e a realidade dos alunos e as possibilida-

des do espaço escolar. Associando essa afirmação ao que Maltempi (2008) afirma, pode-

mos buscar ferramentas que possam ampliar as possibilidades de aprendizagem, que es-

pecificamente no ensino de Geometria Espacial pode ser realizada pelo uso de softwares 

de Geometria dinâmica. Dentre esses se destaca o software GeoGebra, que tem se desta-

cado há alguns anos devido suas potencialidades para o ensino de Matemática.  
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O GeoGebra é um software de Geometria dinâmica de Matemática, amplamente 

utilizado que permite trabalhar as mais diversas áreas da Matemática, incluindo álgebra, 

planilhas, gráficos, estatística e Geometria. O GeoGebra foi adquirido em 2021 por uma 

empresa de educação que garantiu a continuidade da sua oferta gratuita para o público, 

seguindo sob a liderança dos fundadores e desenvolvedores originais (GeoGebra, 2025).  

Dentre as possibilidades de uso do GeoGebra está o uso da janela de visualização 

3D e o recurso de realidade aumentada (RA), que permite explorar Geometria Espacial. 

Com o recurso de RA é possível manipular sólidos no ambiente utilizando um dispositivo 

móvel. Já na janela 3D é possível realizar a criação de sólidos e sua manipulação de forma 

fácil e intuitiva, destacando que seu uso tem a possibilidade de potencializar a aprendiza-

gem conforme destacado por Santiago e Santana (2024), que afirmaram que especifica-

mente no ensino de Geometria o uso do GeoGebra gerou um avanço e assimilação dos 

conteúdos,  

[...] possibilitando a estruturação da percepção cognitiva do estudante, 

o que seria diferente se o problema aplicado fosse ao ensino tradicional, 

com apenas papel e lápis.  O GeoGebra, por meio de seus comandos, 

permite construir objetos matemáticos em 2D, 3D e RA em ambientes 

físicos reais, sendo um recurso dinâmico que propicia a prática e expe-

rimentação de conceitos fundamentais da Geometria. (Santiago; San-

tana, 2014, p. 18) 

 

Dessa forma, o GeoGebra pode ser uma ferramenta importante para auxiliar os con-

teúdos de Geometria Espacial, objeto dessa pesquisa.  Além disso, há pesquisas que rela-

cionam o uso desse software com atividades investigativas, destacando que essa associa-

ção pode potencializar o ensino de Geometria. Scalabrin e Mussato (2020), concluem que 

[...] o uso do software GeoGebra aliado as atividades propostas de cu-

nho exploratório e investigativo, favoreceu para que o processo de 

aprendizagem dos alunos sobre os conceitos geométricos ocorresse de 

forma gradativa, partindo da informação visual dos objetos construídos 

e análise das propriedades, para a compreensão da lógica formal e ela-

boração de conjecturas. (Scalabrin; Mussato, 2020, p. 142)  

 

Considerando a necessidade do uso de tecnologias digitais em sala de aula, con-

forme preceituado pela BNCC, e as potencialidades do GeoGebra, pode-se destacar que 

o uso dessa ferramenta pode criar um ambiente propício à aprendizagem dos conteúdos 

de Geometria Espacial, com destaque para a relação de Euler em poliedros convexos. Isso 

se justifica pelo fato de que a visualização dos sólidos auxilia na contagem dos vértices, 

arestas e faces, elementos necessários para a aplicação da relação. 
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Cabe destacar que a aplicação dessa ferramenta não garante por si só uma aprendi-

zagem significativa, dependendo também da mediação docente e da intencionalidade pe-

dagógica. Dessa forma, sua utilização deverá ser bem planejada e associada às demais 

metodologias que têm apresentado resultados positivos, como a utilização de Materiais 

Concretos e gamificação.  

 

2.4 
Gamificação 

 

Embora o termo tenha surgido em 2010, a gamificação vem sendo aplicada há muito 

tempo, de forma não digital, podendo ser associada, por exemplo, a métodos de recom-

pensa utilizados por professores, quando os alunos realizam atividades previstas (Fadel; 

Ulbricht, 2014).  

 Torna-se cada vez mais desafiador propor metodologias em sala de aula que 

atraiam a atenção dos alunos e possam facilitar o processo de aprendizagem. Quando 

falamos do ensino de Matemática os índices mostram o baixo desempenho dos alunos nas 

avaliações externas, conforme apontam dados de avaliações externas em larga escala (Al-

ves; Carneiro; Carneiro, 2022).  

Nesse sentido, a gamificação está relacionada à incorporação de elementos estrutu-

rais dos jogos, utilizando métodos e sistemática similares a de um jogo, só que fora desse 

ambiente (Busarello; Ulbricht; Fadel, 2014). Esses elementos, como rankings que resul-

tam em um feedback automático para o estudante, pontuação que gera motivação nos 

alunos e a competição que pode possibilitar uma melhor interação entre eles, podem fa-

vorecer a aprendizagem Matemática e seu uso  

[...] representa uma abordagem inovadora e eficaz para envolver os alu-

nos e promover o aprendizado ativo. Ao integrar elementos de jogos e 

interatividade, o Kahoot! oferece aos educadores uma ferramenta pode-

rosa para criar experiências de aprendizado memoráveis e significativas 

em sala de aula. (Andrade, 2024, p. 6) 

 

Podemos destacar que a gamificação se diferencia dos jogos utilizados pelos alunos 

no dia a dia por haver uma intencionalidade e uma proposta pedagógica envolvida. De-

vemos diferenciar também a gamificação dos jogos pedagógicos, já que esses últimos são 

criados e desenvolvidos com o objetivo de constituir um produto educacional voltado 
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para aprendizagem, que por muitas vezes não traz mecânicas atrativas para os alunos e 

pode ser limitado nas suas aplicações.  

A gamificação se diferencia por criar na sala de aula um ambiente similar aos dos 

jogos, incorporando sua mecânica durante o momento da aplicação e possibilitando sua 

conciliação com outras metodologias durante a aula. O que a diferencia também da apren-

dizagem baseada em jogos, que coloca o jogo como ambiente principal da aprendizagem. 

Dessa forma, a utilização da gamificação pode ser um aliado para estimular a par-

ticipação dos alunos e possibilitar uma aprendizagem mais significativa para o aluno. O 

professor deve utilizar essa ferramenta considerando que “[...] ao valorizar os jogos e seu 

caráter lúdico, o docente busca uma aprendizagem utilizando uma alternativa que possa 

motivar a participação do aluno frente ao conteúdo a ser trabalhado.” (Alves; Carneiro; 

Carneiro, 2022, p. 148) 

Essa perspectiva torna-se ainda mais pertinente quando se observa que os jogos 

digitais se popularizaram nas últimas décadas, passando a integrar o cotidiano dos estu-

dantes, seja por meio de consoles, dispositivos móveis ou computadores. Os estudantes 

costumam se interessar por jogos e normalmente jogam para se entreter. Diante dessa 

disseminação, surgiram pesquisas que investigam a aplicação da gamificação, no con-

texto digital, como ferramenta no processo de ensino e aprendizagem. 

A BNCC destaca nas suas orientações para a área de Matemática dos anos finais 

que os jogos podem ser utilizados para potencializar as aprendizagens. Além disso, pode-

mos destacar o enfoque apresentado nesse documento ao uso de tecnologias digitais e 

também a necessidade de possibilitar que os alunos sejam protagonistas da sua aprendi-

zagem. 

Diante da necessidade de incorporar ao ambiente da sala de aula recursos que apre-

sentem características dos jogos, especialmente os digitais, com os quais os alunos já 

possuem familiaridade e que favoreçam seu protagonismo, torna-se pertinente a utiliza-

ção de abordagens pedagógicas que integrem tais elementos ao processo de ensino e 

aprendizagem. Já que “elementos como pontuação, desafios, recompensas e narrativas 

imersivas tornam o aprendizado mais atrativo e interativo, transformando atividades tra-

dicionais em experiências dinâmicas e motivadoras.” (Coelho et al., 2025, p. 12). Esses 

autores destacam ainda em sua pesquisa que 

Ferramentas como Classcraft e Kahoot!  são exemplos emblemáticos 

de como a gamificação pode ser aplicada para promover a colaboração, 

a competição saudável e o desenvolvimento de habilidades 
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socioemocionais, como trabalho em equipe e resiliência. (Coelho et al., 

2025, p. 12) 

 

Tratando-se especificamente do Kahoot!, diversas pesquisas vêm apontado para 

suas potencialidades no uso em sala de aula e especificamente no ensino de Matemática, 

conforme apontado na pesquisa de Mesquita e Bueno (2023). O Kahoot! é uma plata-

forma de aprendizagem baseada em jogos que facilita a criação, o compartilhamento e a 

participação em jogos educativos ou quizzes de curiosidades em minutos (Kahoot, 2026).  

Essa plataforma se destaca pela facilidade de utilização, sendo intuitiva e prática de 

usar. Está disponível em português e possui plano gratuito para professores, que amplia o 

número possível de participantes e oferece mais algumas ferramentas de organização das 

atividades gamificadas. Além disso, por ser utilizado direto no site, gera uma facilidade 

de acesso, não sendo necessária a instalação prévia de programas e não apresenta de-

manda de hardwares mais potentes.  

O Kahoot! funciona com uma mecânica de competição individual entre os alunos, 

caso haja disponibilidade de dispositivos para todos, e também possibilita a competição 

entre turmas, podendo ser criada uma ilha para cada turma de forma que a evolução da 

turma pode ser acompanhada.  

Os questionários montados funcionam numa lógica de pontuação por acerto e ve-

locidade de resposta, criando um ranking no final de cada pergunta e no final do jogo, 

gerando um pódio. As perguntas podem ser de múltipla escolha ou verdadeiro ou falso 

(no plano gratuito apenas esses dois tipos são disponibilizados). O Professor, durante a 

organização, pode atribuir pontuação dupla a perguntas e controlar o tempo disponibili-

zado. Durante a partida, a plataforma automaticamente toca sons que estimulam os alunos 

e atribui insígnias para alto número de acertos e velocidade.  

Essa plataforma, por ser tão interessante e funcional, tem apresentado resultados 

positivos em pesquisas já realizadas acerca de seu uso, podendo ser destacado que seu 

uso “não apenas oferece uma plataforma interativa e acessível para aprimorar o aprendi-

zado, mas também proporciona uma experiência educacional envolvente e estimulante 

para alunos e professores.” (Andrade, 2024, p. 5) 

Dessa forma, incorporar essa plataforma nas aulas de Matemática, incluindo no en-

sino de geometria, pode auxiliar no processo de engajamento dos alunos, despertando o 

interesse e possibilitando uma aprendizagem mais significativa para os alunos. Especifi-

camente no ensino de geometria, Andrade (2024) destacam que 
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A utilização do Kahoot como ferramenta tecnológica revelou-se uma 

alternativa eficaz para superar desafios comumente encontrados no en-

sino tradicional. A interação dos alunos com a plataforma não apenas 

fortaleceu o entendimento dos conteúdos de Geometria Plana e Espa-

cial, mas também estimulou a cooperação e a socialização entre eles. 

(Andrade, 2024, p. 47) 

 

   

Diante desses resultados positivos, podemos avaliar que o uso do Kahoot! pode ser 

relevante quando conciliado com a mediação do professor. Esse deve ter um papel de 

motivador e orientador para que a atividade gamificada não seja motivada apenas pelo 

desejo de ganhar, mas tenha foco na aprendizagem. Além disso, o docente deve observar 

sempre a competitividade, para que essa não seja levada ao excesso, gerando problemas 

durante a atividade. 

Portanto, quando tratamos do ensino da relação de Euler para poliedros convexos, 

que faz parte dos conteúdos de geometria espacial, é possível destacar que o uso do 

Kahoot! pode ser uma ferramenta potencializadora, podendo ser utilizada como atividade 

de aplicação da relação após seu estudo. 

 

2.5 
Demonstrações na Educação Básica 

 

Nos anos finais do Ensino Fundamental ainda há predominância de aulas expositi-

vas de Matemática, dados confirmados pela pesquisa de Silva et al. (2023), que fizeram 

um estudo com professores dessa disciplina. Nessa metodologia, os teoremas, relações e 

propriedades são apresentados para os alunos sem uma validação, verificação ou demons-

tração.  

Essa forma expositiva pode gerar no aluno uma visão limitada do conteúdo estu-

dado. Nesse sentido a BNCC prevê que nessa etapa “[...]precisa ser destacada a impor-

tância da comunicação em linguagem Matemática com o uso da linguagem simbólica, da 

representação e da argumentação.” (Brasil, 2017). Além disso, em alguns conteúdos a 

Base destaca o uso das demonstrações como parte das habilidades a serem desenvolvidas. 

Sendo assim, é importante estimular os estudantes realizarem uma argumentação 

dos conteúdos estudados nessa etapa. Apesar da orientação presente na Base, observa-se 

que nos livros do PNLD analisados nesta pesquisa, no momento de realização da escolha 

do livro didático pela unidade escolar, apresentam poucas verificações e demonstrações, 



26 
 

 
 

não estimulam a argumentação dos alunos e ainda seguem uma lógica expositiva e mecâ-

nica, conforme verificado nos livros disponibilizados no atual período de vigência.  

As demonstrações Matemáticas “possuem seu amplo valor no processo de ensino-

aprendizagem de Matemática, pois fazem parte da construção de conhecimento lógico 

dedutivo do estudioso e inerentes a esse conhecimento colaboram na construção da física, 

da Matemática [...]” (Medeiros et al., 2024, p. 4). Esses autores destacam que pode haver 

dificuldade inicial na prática da demonstração por parte dos alunos, porém com o tempo 

os alunos evoluem e podem realizar generalizações mais formais, além de conseguirem 

compreender de forma mais efetiva a amplitude da Matemática.  

Tratando-se especificamente do ensino de geometria, a inserção das demonstrações 

auxilia a aprendizagem, podendo ser utilizada de forma mais interessante, para além dos 

métodos tradicionais, através de materiais manipuláveis. Isso ocorre porque o processo 

demonstrativo em geometria espacial é facilitado com a visualização do objeto estudado 

(Bispo; Assis, 2021). 

No contexto da educação básica devemos considerar que não é possível realizar a 

demonstração de todos os conteúdos estudados, tendo em vista o programa a ser cum-

prido. Porém Balacheff (2022) destaca a importância de estimular as demonstrações, por 

mais que essas não sejam necessariamente formais. O aluno deve ser estimulado a realizar 

produções espontâneas e escritas, além de argumentações resultantes de suas investiga-

ções e experiências (Balacheff, 2022). 

Além disso, esse autor destaca que é possível realizar uma prova ou uma justifica-

ção argumentada sobre determinada propriedade. Dessa forma, nem sempre é necessário 

que os alunos sejam levados a realizar demonstrações estritamente formais.  

Esse autor, em outra pesquisa realizada, classifica as demonstrações em quatro tipos 

possíveis, verificação empírica, prova pragmática, prova intelectual e demonstração for-

mal.  

A validação empírica ocorre quando o aluno testa alguns casos particulares e, a 

partir da regularidade observada, aceita a afirmação como verdadeira. Trata-se de uma 

constatação baseada na experiência ou na experimentação, ainda sem generalização ló-

gica.  

A prova pragmática, por sua vez, também se apoia em exemplos, mas envolve uma 

tentativa de explicação apoiada em manipulações, desenhos ou argumentos contextuali-

zados, sendo considerada suficiente dentro do contexto da sala de aula, embora ainda não 

alcance o texto formal.  
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Já a prova intelectual caracteriza-se por um encadeamento de argumentos que busca 

justificar a afirmação para todos os casos, utilizando propriedades e definições Matemá-

ticas, mesmo que com linguagem ainda não totalmente formalizada.  

Por fim, a demonstração formal corresponde ao nível mais rigoroso de validação, 

estruturada segundo regras explícitas de dedução lógica, com organização sistemática de 

hipóteses, definições e conclusões, garantindo validade universal no interior do sistema 

matemático. Na Educação Básica, essas formas de validação não necessitam ser vistas de 

forma separada, mas como etapas do desenvolvimento da capacidade argumentativa dos 

estudantes. 

Sendo assim, durante a elaboração do planejamento da aula deverá ser considerado 

o nível de compreensão dos alunos do processo demonstrativo e a etapa do ensino em que 

o estudante se encontra, podendo ser realizada uma adaptação do processo demonstrativo. 

Nesta pesquisa, utiliza-se o termo “verificação” para designar o conjunto de procedimen-

tos investigativos e argumentativos que, embora não configurem uma demonstração for-

mal, conduzem os alunos à compreensão da validade geral da propriedade estudada. 

Nesse caso é possível recorrer ao processo de verificação, de forma que o aluno, a 

partir de sua investigação, consiga verificar a validade do tema estudado. O professor terá 

o papel de sistematizar e institucionalizar o conhecimento produzido de forma mais am-

pla, já que “Uma argumentação Matemática deve ser pelo menos potencialmente admis-

sível segundo os padrões da aula de Matemática, ou seja, ser aceito como prova pela 

classe e confirmado pelo professor.” (Balacheff, 2022, p. 810). Sobre essa possibilidade, 

Vasconcelos e Santos (2022), afirmam que 

[...] se não alcançarmos uma prova formal que avalie a afirmação, ao 

menos possamos construir uma explicação clara e convincente para 

isso. Este empoderamento da capacidade de refletir criticamente ao ana-

lisar a veracidade de uma informação é muito importante para a socie-

dade. (Vasconcelos; Santos, 2022, p. 11) 

 

Diante da possibilidade de uma adaptação do processo demonstrativo para a reali-

dade da sala de aula e considerando o uso de materiais manipuláveis, se torna interessante 

possibilitar que o aluno, utilizando esse tipo de material, consiga desenvolver sua argu-

mentação e justificar a validade do objeto de estudo. 

A ausência de validação formal da Relação de Euler nos livros didáticos justifica a 

necessidade de desenvolver, em sala de aula, processos de verificação e argumentação 

que conduzam à compreensão de sua validade geral. 



28 
 

 
 

No estudo da relação de Euler para poliedros convexos, é necessário considerar que 

sua compreensão envolve a verificação de que a igualdade se mantém válida independen-

temente do poliedro analisado. Nesse processo, a visualização desempenha papel funda-

mental, pois auxilia na identificação e na contagem dos elementos geométricos envolvi-

dos. As etapas de validação dessa relação no contexto do ensino serão apresentadas e 

detalhadas na seção metodológica deste trabalho. 

 

2.6 
Relação de Euler para poliedros convexos 

 

Nesta subseção, será apresentada a fundamentação matemática do objeto investi-

gado. Inicialmente, apresenta-se um apanhado histórico sobre Leonhard Euler, baseado 

no texto de Ubiratan D’Ambrosio (2008), que apresenta um relato relevante sobre sua 

trajetória. Em seguida, desenvolve-se a base teórica fundamentada no livro A Matemática 

do Ensino Médio – Volume 2, de autoria de Lima et al. (2004). 

Leonhard Euler nasceu em Basiléia, na Suíça, no dia 15 de abril de 1707.   Seu pai, 

Paulus Euler, foi aluno da Universidade de Basiléia. Sua tese de conclusão de curso era 

sobre razões e proporções, indicando um contexto familiar relacionado à Matemática. 

Com apenas dezesseis anos, ele recebeu o título de mestre, e em seguida publicou diversos 

trabalhos de relevância na época, alguns na área da engenharia.  

Mesmo tendo ficado cego, Euler continuou produzindo muitos trabalhos, ditando 

seus livros e materiais para seus auxiliares. Chegou a publicar o segundo livro de Mate-

mática mais impresso no mundo, perdendo apenas para Elementos de Euclides. Euler 

destaca-se como um matemático de grande relevância, considerando que “sua genialidade 

foi reconhecida na importante obra A Mathematical and Philosophical Dictionary, por 

Charles Hutton, publicada na Inglaterra, em 1795” (D’Ambrosio, 2008, p. 28).  

Esse matemático contribuiu para diversos campos da Matemática, tendo apresen-

tado teoremas em diversas áreas. No campo da Geometria Espacial, é amplamente conhe-

cida a relação que leva seu nome. Santos (2014) destaca que 

Embora os poliedros já fossem conhecidos desde a antiguidade, até o 

século XVIII ninguém havia percebido qualquer relação de natureza 

combinatória entre suas faces, arestas e vértices, até que por volta de 

1750, Leonhard Euler (1707-1783) fez uma descoberta que descreveu 

a seu amigo também matemático, Christian Goldbach (1690-1764), em 

uma correspondência enviada a este. (Santos, 2014, p. 7) 
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Essa relação apresentada por Euler perpassou o tempo e é apresentada até hoje nos 

conteúdos previstos da Educação Básica, inclusive na BNCC. A permanência da relação 

de Euler nos currículos evidencia sua relevância para o ensino de geometria. 

Segundo o texto apresentado por Lima et al., poliedros podem ser definidos como 

uma reunião de um número finito de polígonos planos, onde cada lado de um desses po-

lígonos é também lado de um, e apenas um, outro polígono. Cada um desses polígonos é 

denominado face do poliedro, cada lado comum a duas faces é chamado de aresta e cada 

vértice de uma face é também chamado de vértice do poliedro. Essa definição pode ser 

refinada da seguinte forma: 

 

Definição. Poliedro é uma reunião de um número finito de polígonos 

planos chamados faces onde: 

a) Cada lado de um desses polígonos é também lado de um, e apenas 

um, outro polígono. 

b) A interseção de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um 

vértice ou é vazia. 

Cada lado de um polígono, comum a exatamente duas faces, é chamado 

uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do po-

liedro. 

c) É sempre possível ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer 

outra, sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas ares-

tas). (Lima et al., 2004, p. 232) 

 

Considerando essa definição, todo poliedro limita uma região do espaço chamada 

interior do poliedro. Aqui destaca-se uma definição importante: podemos afirmar que o 

poliedro é convexo se seu interior é convexo. Os autores apresentam a seguinte definição 

“Um conjunto C, do plano ou do espaço, diz-se convexo, quando qualquer segmento de 

reta que liga dois pontos de C está inteiramente contido em C.” (Lima et al., 2004, p. 

233). No caso dos poliedros se torna mais interessante definir que o poliedro será convexo 

se qualquer reta (não paralela a nenhuma de suas faces) só o corta em no máximo dois 

pontos.  

Utilizaremos a seguintes abreviações para faces (F), vértices (V) e arestas (A). De 

acordo com os autores a relação de Euler, por ser simples e bela, fascinam os alunos em 

seu primeiro contato. Essa relação pode ser definida da seguinte forma: 𝑉 −  𝐴 +  𝐹 =

 2. Essa relação não vale para todos os poliedros que seguem a definição apresentada, 

sendo verdadeira, contudo, para os poliedros convexos. Há várias demonstrações para 

essa relação, mas os autores do livro utilizam uma demonstração diferente da que será 
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utilizada nessa pesquisa. Dessa forma, será apresentada a demonstração de Cauchy da 

relação de Euler. 

Será utilizado como base para apresentação da demonstração o texto do professor 

Elon Lages Lima intitulado “O teorema de Euler sobre poliedros”, publicado na Revista 

Universitária em 1985.  

A demonstração de Cauchy pode ser dividida em etapas para facilitar sua compre-

ensão, segundo Lima. A primeira consiste da retirada de uma face do poliedro, o que não 

altera o número de vértices nem o de arestas, mas reduz em uma unidade o número de 

faces. Dessa forma, basta provar que 𝑉 − 𝐴 + 𝐹 = 1 para o objeto resultante após a reti-

rada da face, já que ambos os lados da igualdade foram reduzidos em uma unidade.  

Na segunda etapa, considera-se que uma aresta é livre quando é lado de apenas uma 

face do poliedro. O novo poliedro resultado da primeira etapa tem as arestas livres da face 

que foi retirada. Ao esticar esse poliedro partindo das arestas livres, é possível achatá-lo 

de modo que se obtenha uma figura plana. Ao realizar esse processo, os números de cada 

um dos elementos da relação se mantêm constantes.  

Durante este processo, os números mantêm-se constantes. Se, em particular, o po-

liedro era convexo, este achatamento pode ser feito de modo bastante simples, projetando-

se o poliedro modificado sobre um plano, a partir de um ponto tão próximo da face omi-

tida que nenhuma semirreta que parta desse centro de projeção contenha mais de um 

ponto do poliedro. Sendo a origem dessas semirretas um foco luminoso, a sombra do 

poliedro sobre o plano é sua projeção (Figura 1).  

 

Figura 1 - Exemplos de projeção da segunda etapa. 
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A terceira etapa consiste em traçar diagonais que não se cortam, de forma que cada 

face seja transformada em triângulos. Cada vez que esse procedimento é realizado, o nú-

mero de vértices não se altera, mas o número de faces e arestas aumenta em uma unidade 

cada. Dessa forma, a relação não é alterada. Podemos então supor que as faces são triân-

gulos. 

A fase seguinte consiste em retirar as arestas livres do poliedro planificado, reti-

rando-se também, uma a uma, as faces que têm alguma aresta livre. Ao retirar cada uma 

dessas faces a igualdade 𝑉 − 𝐴 + 𝐹 = 1 se mantém.  

Retirando-se uma a uma as arestas livres, chega-se à etapa final que consiste em 

chegar a um triângulo, após as sucessivas retiradas. No triângulo é evidente a relação 𝑉 −

𝐴 + 𝐹 = 1, pois neste caso 𝑉 = 3, 𝐴 = 3 𝑒 𝐹 = 1. Isso conclui a demonstração.  

Em seu texto, Lima faz uma análise detalhada dessa demonstração que evidencia 

que o argumento clássico atribuído a Cauchy, embora amplamente difundido, envolve 

hipóteses matemáticas que nem sempre são explicitadas em abordagens introdutórias. O 

autor demonstra que a validade da prova está associada a condições específicas sobre a 

estrutura do poliedro, particularmente no que se refere à conectividade, à organização das 

faces e à natureza dos ciclos presentes.  

Dessa forma, Lima ressalta que a demonstração não se aplica indistintamente a 

qualquer poliedro, mas a uma classe particular que satisfaz determinadas propriedades 

combinatórias e topológicas.  

Apesar disso, no contexto do ensino básico, a utilização da demonstração por meio 

da projeção e da planificação pode enriquecer o processo de aprendizagem, pois permite 

compreender a conservação das quantidades envolvidas na relação de Euler ao longo dos 

processos realizados.  

Como destaca o autor, a projeção do poliedro sobre um plano constitui um proce-

dimento que preserva as relações combinatórias fundamentais, possibilitando a redução 

do problema espacial a uma configuração plana mais acessível ao raciocínio geométrico 

dos estudantes. 

 Assim, no contexto do 6º ano do Ensino Fundamental, a demonstração assume ca-

ráter pedagógico de verificação e exploração, favorecendo a visualização e a construção 

intuitiva da relação 𝑉 − 𝐴 + 𝐹 = 2, mesmo que o tratamento formal completo ultrapasse 

os objetivos dessa etapa escolar.



 
 

 
 

3 
Procedimentos metodológicos 

Nessa seção serão tratados os procedimentos adotados no desenvolvimento da pes-

quisa, discorrendo sobre o planejamento realizado, os materiais elaborados, as ferramen-

tas utilizadas e os resultados esperados na aplicação em sala de aula. O texto busca levar 

o leitor a compreender os percursos percorridos até a realização da aula e conclusão do 

produto educacional elaborado (https://www.geogebra.org/m/vurjtgvm). O trabalho de-

senvolvido nessa seção está devidamente embasado nos referenciais teóricos apresenta-

dos na seção 2.  

A pesquisa iniciou-se a partir da observação da não abordagem dos conteúdos de 

geometria na Educação Básica, mais especificamente no sexto ano. Nesse ano de escola-

ridade, os conteúdos de geometria ficam delegados ao final do ano letivo, sendo explora-

dos apenas se há tempo hábil e se os conteúdos de aspecto aritmético estão concluídos. 

Além disso, durante a aplicação das aulas envolvendo a relação de Euler identifi-

cou-se que os alunos apresentavam dificuldade em visualizar os poliedros, devido a limi-

tação bidimensional do livro didático. Mesmo assim, foi possível identificar que os alunos 

sentiam curiosidade pelo assunto, o que pode estar relacionado à ausência de contato sis-

temático com conteúdos geométricos nos anos anteriores.  

Experiências com o uso de tecnologias digitais, como softwares de geometria dinâ-

mica, mostraram-se proveitosas e geram resultados positivos no processo de compreensão 

dos alunos, aumentando a participação e obtendo melhores resultados nas atividades pro-

postas. Porém, esse conteúdo é abordado de forma superficial nos livros didáticos adota-

dos no sexto ano. É necessário um planejamento mais detalhado que possa enriquecer o 

processo de aprendizagem.  

Dessa forma, procedeu-se ao aprofundamento teórico acerca de metodologias que 

apresentaram resultados positivos no processo de aprendizagem, principalmente dos con-

teúdos de geometria. Buscou-se identificar as potencialidades de tais metodologias para 

compor um plano de aula para a abordagem da relação de Euler de forma a possibilitar 

uma aprendizagem mais significativa dos educandos.  

Por se tratar de uma pesquisa desenvolvida na área da Educação, predominam in-

vestigações de natureza qualitativa. Segundo Pereira e Coutinho (2023, p. 994), esse tipo 

de pesquisa “[...]centra-se no embasamento empírico, que dispõe de diversos tipos e me-

todologias de estudos, com objetivo específico na análise dos processos de ensino-apren-

dizagem”. 
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Sendo assim, optou-se pela realização desse tipo de pesquisa, já que o interesse é 

analisar o processo de aprendizagem dos alunos a partir de uma intervenção pedagógica. 

O método de pesquisa do tipo intervenção pedagógica é definido por Damiani et al. 

(2013) quando afirma que  

Envolve planejamento e implementação de uma interferência e a avali-

ação de seus efeitos. Assim, como já discutido, nos relatórios desse tipo 

de pesquisa, na parte dedicada a apresentar o método, devem ser iden-

tificados e separados esses dois componentes principais: o método da 

intervenção (método de ensino) e o método da avaliação da intervenção 

(método de pesquisa propriamente dito). (Damiani et al., 2013, p. 62) 

 

Nas próximas subseções serão abordadas a caracterização da pesquisa, o método 

adotado na intervenção pedagógica e na avaliação da intervenção.  

 

3.1 
Caracterização da pesquisa 

 

A pesquisa caracteriza-se como qualitativa, conforme o apresentado por Pereira e 

Coutinho (2024, p. 999), que defendem “[...] que na pesquisa científica o mais importante 

é produzir conhecimento que, além de útil, esteja voltado para a subjetividade e orientado 

pelo caráter humanista, como estabelecido na área da Educação.” Esses autores destacam 

a importância de uma abordagem qualitativa em pesquisas voltadas para a Educação, o 

que exige a delimitação dos métodos e das avaliações a serem realizadas. 

A intervenção pedagógica fundamentada no referencial teórico apresentado visa 

promover uma abordagem diferenciada do conteúdo, possibilitando a análise dos resulta-

dos obtidos ao longo e após sua aplicação. Segundo Damiani et al. (2013, p. 61), as pes-

quisas desse tipo “[...] poderiam ser consideradas como estímulos auxiliares que os pro-

fessores-pesquisadores utilizam para resolver situações-problema, tais como a insatisfa-

ção com o nível e a qualidade das aprendizagens de seus alunos/sujeitos em determinados 

contextos pedagógicos.” 
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3.2  
Método da intervenção pedagógica 

 

A intervenção foi planejada para ser aplicada em uma escola pública pertencente à 

rede municipal de ensino do município de Teresópolis, localizada na Barra do Imbuí. A 

escola atua no segundo segmento do Ensino Fundamental, que compreende do sexto ao 

nono ano. O ano de escolaridade da intervenção foi o sexto, sendo duas turmas com alu-

nos na faixa etária de 10 aos 12 anos e aproximadamente trinta alunos em cada sala.  

A pesquisa foi desenvolvida para a disciplina de Matemática. O planejamento da 

intervenção considerou uma semana letiva, correspondendo a seis horas-aula por turma.  

Foi considerada a possibilidade de utilização dos recursos disponíveis na unidade escolar, 

que incluem televisores, laboratório de informática e tablets, além dos recursos tradicio-

nais.  

A intervenção pedagógica foi elaborada para a área da geometria, mais especifica-

mente a geometria espacial, sendo o conteúdo abordado a relação de Euler para poliedros 

convexos. Sua elaboração teve como objetivo promover a aprendizagem desse conteúdo 

de forma significativa e proporcionar uma experiência inovadora.  

Para que esse objetivo fosse alcançado se recorreu às tecnologias digitais, sendo 

utilizado software de geometria dinâmica para auxiliar na visualização. Também foram 

planejados o uso de materiais concretos manipuláveis e o desenvolvimento de uma veri-

ficação da relação para auxiliar na abstração.  

Com isso, espera-se que os alunos consigam compreender de forma mais clara essa 

relação e consigam aplicar esses conhecimentos em problemas e atividades futuras. Além 

disso, deseja-se que esse conteúdo se torne um conhecimento solidificado que sirva de 

conhecimento prévio para os futuros estudos de geometria espacial desses alunos.   

A intervenção pedagógica foi elaborada seguindo uma organização em quatro eta-

pas, pensadas para o desenvolvimento gradual do conteúdo e com o objetivo de favorecer 

a compreensão dos alunos. Essas etapas foram desenvolvidas para permitir a articulação 

entre momentos de explanação, exploração, aplicação e verificação, permitindo que o 

aluno possa desenvolver de forma gradual sua aprendizagem.  

A primeira etapa consiste na apresentação das definições de poliedros e corpos re-

dondos, utilizando slides como material de apresentação para os alunos. Para auxiliar na 

compreensão e facilitar a visualização, serão utilizados sólidos em acrílico para que os 

alunos observem as diferenças entre os poliedros e os corpos redondos. Nesse momento, 
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o livro didático adotado pela unidade escolar será utilizado como material de apoio. Além 

disso, foi proposta uma atividade de classificação de sólidos, poliedros e corpos redondos. 

Ainda nessa etapa, será apresentada a definição de poliedros, bem como seus prin-

cipais tipos, utilizando o livro didático, os slides elaborados e os sólidos geométricos 

como apoio. Os conceitos de vértices, faces e arestas serão introduzidos com o auxílio de 

um sólido como referência e de imagens projetadas, a fim de facilitar a compreensão dos 

alunos. Nesse momento, será realizada oralmente a indagação aos alunos acerca do nú-

mero desses elementos de alguns sólidos com o objetivo de favorecer a compreensão 

inicial. 

Tendo concluído a etapa expositiva, será dado início à segunda etapa, em que os 

alunos receberão uma atividade investigativa, previamente elaborada e fundamentada nos 

princípios da investigação Matemática, que será desenvolvida em conjunto com o Geo-

Gebra. Os estudantes serão conduzidos a conjecturar a relação de Euler para poliedros 

convexos, realizando a observação dos números de vértices, faces e arestas de diversos 

poliedros. Nessa etapa, espera-se que os alunos consigam estabelecer a relação de Euler 

de forma menos formal, percebendo alguma relação entre a quantidade de cada um desses 

elementos.   

Após a realização desta atividade por todos os alunos, estes serão incentivados a 

compartilhar suas constatações de forma a ser elaborada uma definição coletiva mais for-

mal da relação identificada. Nesse momento caberá ao professor a orientação do processo, 

guiando os alunos a comporem a partir de suas observações essa definição. Neste mo-

mento, espera-se que os alunos, em conjunto e com orientação, apresentem a relação cor-

reta entre o número de faces, arestas e vértices, mesmo que não seja apresentada formal-

mente como enunciada em livros.   

Tendo sido apresentada a relação, na terceira etapa será o momento de questionar a 

sua validade para todos os poliedros convexos, buscando conduzir os alunos à investiga-

ção da validade. A partir dessa discussão, será proposta a realização de uma verificação 

baseada na demonstração de Cauchy da relação de Euler, utilizando o material concreto 

manipulável que consistirá na montagem, pelos alunos em grupos, de um poliedro utili-

zando jujubas e palitos. Em seguida será realizada a projeção em uma cartolina, para então 

realizar a triangulação, seguindo o processo proposto por Cauchy, com o objetivo de que 

os alunos consigam verificar a validade dessa relação a partir desse processo.   

Tendo sido realizado esse processo de verificação prática, na quarta etapa será for-

malizado para os alunos, por meio de uma abordagem expositiva, que esse procedimento 
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pode ser feito para todos os poliedros convexos, comprovando a validade da relação para 

os mesmos. Essa formalização será realizada de forma simplificada, devido à faixa etária 

da turma.   

Cabe ressaltar que todos os recursos digitais utilizados nessa metodologia foram 

organizados em um único material, utilizando o livro do GeoGebra, com o intuito de gerar 

o produto educacional desejado. Essa ferramenta possibilita a organização dos materiais 

de forma clara e acessível, os quais podem ser acessados em qualquer dispositivo que 

possua navegador.  

A implementação das etapas descritas constituiu a intervenção pedagógica pro-

posta. Na subseção seguinte, serão apresentados os procedimentos adotados para a avali-

ação da intervenção. 

 

3.3 
Avaliação da intervenção  

 

A avaliação dessa intervenção pedagógica será realizada por meio de quatro proce-

dimentos. O primeiro consiste na observação durante toda a aplicação e o registro dos 

aspectos relevantes para a pesquisa. Como destacado por Rodrigues, Oliveira e Santos 

(2021, p. 159), a pesquisa qualitativa “[...] é complexa, dialoga com a diversidade e a 

flexibilidade e está arraigada a tendências fundamentadas em raízes filosóficas.”. Esses 

autores destacam que a observação é um processo muito importante nesse tipo de pes-

quisa, sendo valorizadas a descrição dos eventos e a análise de casos específicos.  

Além da observação, as atividades realizadas pelos alunos servirão de material de 

análise, com o intuito de observar indícios do processo de aprendizagem ao longo das 

etapas da intervenção. Tanto as respostas às atividades investigativas, as respostas apre-

sentadas oralmente durante a intervenção e os registros do processo de verificação serão 

analisadas cuidadosamente.  

Como terceiro procedimento avaliativo, será aplicada uma atividade final na plata-

forma Kahoot! com o intuito de gerar dados que subsidiarão a análise do processo de 

aprendizagem dos alunos. As perguntas desse questionário serão objetivas, sendo neces-

sária a aplicação do conteúdo trabalhado durante a intervenção.  

Por fim, os alunos serão convidados a responder um questionário no Google Forms 

para colher as impressões e percepções dos alunos acerca da intervenção aplicada. Esse 

formulário trará perguntas objetivas e discursivas, possibilitando que os alunos, em 
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algumas questões, discorram sobre suas observações. Esses procedimentos produzirão os 

dados que serão analisados para a construção dos resultados da pesquisa. 

A análise dos dados coletados será realizada embasada no referencial teórico apre-

sentado na seção 2, buscando identificar evidências de aprendizagem, dificuldades en-

frentadas, contribuições da intervenção pedagógica para o processo de ensino e aprendi-

zagem e indicações para investigações futuras. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

4 
Aplicação e resultados 

 

Esta seção apresenta o relato da aplicação da intervenção pedagógica e do produto 

educacional, que consiste no conjunto de atividades disponibilizadas no livro do GeoGe-

bra. Além disso, apresenta os resultados de cada etapa com embasamento no referencial 

teórico adotado.  

 

4.1 
Contexto da aplicação 

 

A aplicação da intervenção pedagógica e do produto educacional ocorreu nos dias 

20 e 21 de outubro de 2025, nas turmas 2603 e 2604, do Centro Educacional Beatriz Silva. 

Foram utilizados os seis tempos previstos para a intervenção. Durante esses dias, estive-

ram presentes 20 alunos da turma 2603 e 26 alunos da turma 2604. 

Devido à necessidade do uso dos recursos tecnológicos, optou-se pelo uso do labo-

ratório de informática (Figura 2), que conta com televisor para apresentação do professor 

e dezesseis computadores para uso dos alunos. 

 

Figura 2 - Início da aula no laboratório de informática 
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Inicialmente, previa-se a utilização dos tablets para que os alunos pudessem realizar 

as atividades de forma individual. Porém, devido ao bloqueio do sistema realizado pela 

Secretaria Municipal de Educação, não foi possível acessar o site do GeoGebra. Dessa 

forma, optou-se pelo uso dos computadores em dupla para que todos os alunos pudessem 

realizar as atividades. 

 

4.2  
Resultados da primeira etapa 

 

 O desenvolvimento dessa etapa iniciou-se com a apresentação dos slides elabora-

dos (Figura 3). Levando em consideração a importância da contextualização dos conteú-

dos apresentados, utilizou-se um evento ocorrido próximo ao dia da aplicação que teve 

grande repercussão. Dessa forma, foi apresentada inicialmente a imagem do museu do 

Louvre, que havia sido alvo de ampla repercussão midiática nas semanas anteriores, de-

vido a um roubo realizado, e possui uma estrutura associada a um poliedro. 

 

Essa imagem inicial despertou o interesse dos alunos. Diversos estudantes trouxe-

ram falas sobre o caso ocorrido. Esse momento foi aproveitado para direcionar o questi-

onamento acerca da forma do museu. Como esperado, muitos alunos associaram a forma 

do museu à figura geométrica plana triângulo, confirmando a pouca familiaridade com 

conteúdos geométricos, conforme discutido no referencial teórico. 

Figura 3 - Parte dos slides apresentados 
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Em seguida, iniciou-se o momento da diferenciação de corpos redondos e poliedros, 

ainda utilizando os slides e apresentando os sólidos de acrílico (Figura 4), que são mate-

riais concretos manipuláveis, disponíveis na Unidade Escolar. Esses foram utilizados de 

forma expositiva inicialmente e depois entregues aos alunos para manipulação e observa-

ção das diferenças entre os sólidos.  

 

  

 Figura 4 - Sólidos de acrílico utilizados 

  

 Os sólidos atraíram a atenção dos alunos, que ficaram empolgados com a possibi-

lidade de manipular os sólidos. Muitos alunos relataram já terem visto os sólidos nos 

armários, mas acreditavam que não podiam ser utilizados. Esse resultado evidencia a im-

portância da utilização dos recursos disponíveis para tornar as aulas mais dinâmicas. 

 Durante a manipulação dos sólidos pelos alunos, as observações realizadas con-

firmam resultados apresentados no referencial teórico, que afirmam que os sólidos des-

pertam o interesse dos alunos e auxiliam na visualização dos objetos estudados. 

 Em seguida foi apresentada a definição formal de poliedros, para que os alunos 

compreendessem o significado da palavra e as características desses sólidos. Utilizando 

o slide, foram definidos vértices, arestas e faces de um poliedro. Os sólidos de acrílico 

novamente foram utilizados para indagar aos alunos os números desses elementos e 
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alguns poliedros. Os alunos responderam adequadamente, demonstrando compreensão 

inicial dos conceitos apresentados. 

 Para finalizar essa etapa, foi apresentada a definição de poliedro convexo, que é 

de grande importância para compreensão da aplicação da relação de Euler. A conclusão 

dessa primeira etapa permitiu identificar os conceitos prévios dos alunos acerca dos con-

teúdos de geometria. A utilização dos sólidos e a contextualização inicial aumentaram o 

engajamento e a participação dos alunos, criando condições para o desenvolvimento da 

etapa a seguir, que consiste na atividade investigativa.  

 

4.3 
Resultados da segunda etapa 

  

 A segunda etapa teve como objetivo conduzir os alunos à investigação da relação 

de Euler, permitindo que identificassem padrões a partir da observação de diferentes po-

liedros no GeoGebra. Para dar início a essa etapa, as atividades investigativas (Apêndice 

B) foram distribuídas para os alunos, que já estavam separados em duplas. Foi solicitado 

que os alunos acessassem o link que direcionava ao livro do GeoGebra (Figura 5).  

 Nesse livro os alunos foram instruídos a abrir a seção “Atividades” (Figura 6), que 

continha os poliedros a serem utilizados nas atividades investigativas. Cada sólido era 

uma construção desenvolvida no GeoGebra que permitia que os alunos, utilizando as cai-

xas de seleções, exibissem ou ocultassem os vértices, faces e arestas (Figura 7). Foi apre-

sentado na televisão o processo de utilização desse recurso, em seguida os alunos foram 

orientados a dar seguimento nas atividades da apostila. 

 Por se tratarem de atividades investigativas, os alunos foram orientados a prosse-

guir de forma autônoma na realização das atividades. Sendo esclarecido que poderiam 

tirar dúvidas que surgissem acerca dos enunciados ou de problemas com as construções.  
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Figura 5 - Livro do GeoGebra 
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Figura 6 - Seção atividades livro do GeoGebra 

 

 

Figura 7 - Exemplo de construção utilizada na atividade investigativa 

 

 Os alunos se mostraram extremamente engajados durante as atividades. Foi pos-

sível identificar que o uso do GeoGebra despertou o interesse dos alunos, que utilizaram 

as construções de forma extremamente proveitosa, manipulando a construção de diversas 

formas: rotacionando, ampliando e reduzindo (Figura 8). 
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Figura 8 - Alunos utilizando as construções 

 

 Foi possível identificar, conforme referenciado, que o GeoGebra potencializa a 

realização das atividades investigativas, auxiliando os alunos no processo de investiga-

ção.   

 Cabe ressaltar que alguns alunos solicitaram os sólidos de acrílico para utilizarem 

no processo de investigação (Figura 9). Esse fato se relaciona diretamente com a famili-

aridade dos alunos com materiais concretos, que são utilizados durante os anos iniciais 

do Ensino Fundamental. Essa familiaridade já era esperada, conforme apresentado na se-

ção sobre materiais concretos manipuláveis.  

Essa utilização não prejudicou o desenvolvimento da atividade investigativa, sendo 

considerado seu uso um ponto positivo que auxiliou os alunos na realização da investiga-

ção.  

 

 

 

 

 

 



45 
 

 
 

 

 Durante a observação da investigação, identificou-se que os alunos apresentavam 

dificuldade em realizar atividades de forma autônoma. Foi recorrente a solicitação de 

respostas ou orientações mais objetivas. Esse comportamento evidencia a pouca familia-

ridade dos alunos com propostas investigativas, indicando uma predominância prévia de 

práticas mais expositivas no ensino de Matemática. Coube ao professor direcionar os alu-

nos a compreenderem o caráter investigativo das atividades. 

Após compreenderem o aspecto investigativo da proposta, observou-se maior auto-

nomia na realização das atividades. Muitos alunos, já nos primeiros sólidos, começaram 

a elaborar conjecturas. Alguns alunos realizaram a soma de faces e vértices (Figura 10), 

mesmo não tendo sido solicitado nessa etapa.  

Figura 9 - Aluno utilizando sólido e GeoGebra 
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     Figura 10 - Registro de resposta de um aluno 

 

 O primeiro item que solicitava uma conjectura inicial (Figura 11) apresentou res-

postas que já encaminhavam para a relação correta, alguns alunos perceberam a presença 

da diferença de duas unidades entre a soma das faces e vértices e a quantidade de arestas. 

Alguns alunos não apresentaram hipóteses corretas, esse fato já é esperado em atividades 

investigativas. 

 

Figura 11 - Respostas do item 3.1 da atividade investigativa 
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      A atividade seguinte solicitava uma verificação da relação apresentada. Nessa etapa 

da verificação da relação, foi possível perceber que os alunos identificaram falhas em 

suas afirmações e buscaram retornar nos itens anteriores para realizar mais observações 

e tentar perceber uma nova relação. Porém, foi solicitado pelo professor que não fossem 

alterados os registros feitos, já que essas respostas contribuem para a análise das ativida-

des. 

O item seguinte da atividade, após a verificação, direcionava os alunos à construção 

de uma tabela do número de faces, vértices e arestas dos sólidos já analisados. Nessa etapa 

da atividade, foi possível perceber que muitos alunos conseguiram conjecturar de forma 

mais clara a relação existente. Alguns alunos se mostraram empolgados a constatarem a 

validade da sua conjectura inicial ao observarem os valores organizados na tabela.  

Após o preenchimento da tabela, o item seguinte solicitava uma formalização da 

relação observada, muitos alunos apresentaram a relação correta (Figura 12), utilizando 

uma linguagem simplificada e de acordo com sua faixa etária. A quantidade de respostas 

que apresentavam uma relação correta evidencia o potencial das atividades investigativas.  
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Na análise das relações apresentadas, nenhum dos alunos citou a limitação da rela-

ção aos poliedros convexos. Porém, alguns alunos destacaram a limitação da relação para 

“alguns sólidos”, mostrando uma interessante percepção da existência de uma limitação 

da relação de Euler. 

A atividade final da apostila de atividades investigativas solicitava uma aplicação 

da relação conjecturada em um exercício. Todos os alunos que apresentaram a relação 

correta conseguiram desenvolver a questão de forma clara e com respostas corretas.  

Figura 12 - Relações apresentadas pelos alunos na atividade investigativa 
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Para fechamento dessa etapa, foi realizado o momento de construção coletiva da 

definição da relação, esse momento é importante para possibilitar que aqueles alunos que 

não chegaram à relação correta, consigam compreender a relação para dar segmento nas 

atividades. Esse momento de socialização das respostas foi enriquecedor, pois os alunos 

debateram suas versões das relações e chegaram a uma definição bem próxima da defini-

ção formal.  

Nessa etapa, foi possível identificar que os alunos inicialmente apresentaram uma 

postura dependente, característica do costume com aulas expositivas, mas essa postura 

foi alterada, a partir da orientação do professor, para um posicionamento investigativo. 

Essa nova postura resultou na formulação de conjecturas e na identificação da relação de 

Euler, o que preparou o grupo para a etapa seguinte de verificação e formalização. 

Embora os alunos tenham conseguido conjecturar e aplicar a relação de Euler a 

partir da atividade investigativa, a compreensão obtida até esse momento ainda se baseava 

na observação de casos particulares.  

Dessa forma, tornou-se necessário avançar para uma etapa de verificação, conforme 

o planejamento metodológico, permitindo que os estudantes compreendessem que a rela-

ção identificada não se limita a exemplos isolados, mas possui validade matemática para 

os poliedros convexos. Assim, a etapa seguinte foi dedicada à realização de um processo 

de verificação inspirado na demonstração apresentada por Cauchy. 

 

4.4 
Resultados da terceira e quarta etapa: verificação e formaliza-
ção da relação de Euler 

 

A aplicação dessa etapa se iniciou com a reorganização dos alunos em grupos, cada 

grupo recebeu uma cartolina, palitos de dente e jujubas. Esse momento gerou grande em-

polgação nos alunos, principalmente devido a presença do doce. Para manter o foco na 

atividade, foi combinado que os materiais seriam utilizados inicialmente para a constru-

ção proposta, sendo os doces disponibilizados aos alunos ao final da etapa. 

Os alunos foram instruídos a construir um poliedro utilizando os palitos e as jujubas 

e orientados a analisar qual poliedro seria construído devido as dificuldades que poderiam 

ser encontradas em poliedros com muitas faces.  
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Essa etapa teve como objetivo conduzir os alunos a verificação da relação de Euler, 

para que fosse possível que os estudantes transitassem da observação da relação para uma 

compreensão mais ampla da sua validade. 

Foi possível identificar que a etapa da construção dos sólidos despertou o interesse 

dos alunos, os grupos trabalharam de forma engajada na execução do processo. Os edu-

candos tiveram cuidado ao executar a tarefa (Figura 13), para que o sólido ficasse bem 

estruturado e similar aos sólidos visualizados no GeoGebra ou nos sólidos em acrílico.  

         

Figura 13 - Montagem dos sólidos 
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Após todos os grupos terem concluído a montagem dos sólidos, os alunos foram 

orientados a realizar a projeção. Para esse processo foram utilizadas as lanternas dos ce-

lulares, réguas, lápis e borracha. Houve, inicialmente, um pouco de dificuldade dos alunos 

em posicionar os sólidos de forma que fosse possível realizar a projeção de forma ade-

quada.  

Os grupos foram auxiliados pelo professor nesse processo de projeção. Após essas 

orientações, os alunos iniciaram o traçado da projeção (Figura 14), se mostrando focados 

na realização da tarefa. Houve também muito interesse por parte deles em compreender 

o resultado que seria alcançado ao final do processo.  

 

 

 Após a finalização do processo de projeção, os alunos iniciaram o processo de 

triangulação da figura plana gerada, foi esclarecido que esse era o início da verificação 

da relação de Euler. Os estudantes ficaram curiosos e intrigados com a atividade a ser 

desenvolvida, alguns questionaram como uma figura plana iria servir para verificar a re-

lação em sólidos.  

Esse questionamento evidenciou a transição dos alunos entre a percepção concreta 

dos sólidos e a compreensão de que propriedades geométricas podem ser analisadas por 

meio de representações planas. A projeção e a triangulação possibilitaram visualizar que 

a relação entre faces, vértices e arestas permanece invariável ao longo do processo. 

Figura 14 - Alunos projetando o sólido 
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Em seguida, os educandos foram orientados a iniciar o processo de retirada dos 

lados livres (Figura 15). Houve um pouco de dificuldade na compreensão da retirada ini-

cial da face superior que não é projetada. Superada essa dificuldade, os alunos iniciaram 

o processo de retirada.  

 

Foi possível perceber que os alunos ficaram surpresos pela invariância da relação, 

os grupos trocaram questionamentos para verificarem se estava ocorrendo com todos, 

indicando compreensão do caráter geral da propriedade. Quando os grupos começaram a 

chegar ao triângulo final (Figura 16), alguns grupos comemoraram o resultado, sendo 

possível identificar que houve compreensão do processo realizado.  

Figura 15 - Processo de retirada dos lados livres 
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          Figura 16 - Resultado final do processo de verificação 

 

Concluída a etapa de verificação prática, iniciou-se o momento de formalização do 

processo, com a apresentação dos elementos centrais da demonstração de Cauchy. 

Muitos alunos questionaram se o que haviam realizado era uma demonstração, foi 

explicado que o processo realizado foi uma verificação, mas que é a base para uma de-

monstração. Foi possível perceber o sentimento de realização dos alunos, compreen-

dendo-se como sujeitos de sua aprendizagem e tendo potencial de realizar uma verifica-

ção matemática.  

Dessa forma, a etapa evidenciou a relevância da introdução de processos demons-

trativos já no Ensino Fundamental. Observou-se que, quando adequadamente mediados, 

os alunos conseguem participar ativamente de processos de verificação Matemática, am-

pliando sua compreensão do objeto estudado e atribuindo significado às relações obser-

vadas. 

Cabe destacar que não foi realizada a demonstração formal completa. Considerando 

o ano de escolaridade e a maturidade dos estudantes, foi feita uma explicação simplifi-

cada, mas com elementos suficientes para justificar a validade da relação para todos os 

poliedros convexos.  
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Nesse momento, alguns alunos resgataram, da atividade investigativa, o sólido ge-

nérico, afirmando que a relação teve sua validade mantida nesse sólido devido a esse fato 

demonstrado. Já que aquele não era um sólido, nas palavras deles, “normal”. Essa cons-

tatação dos alunos, mostrou que houve compreensão do processo de verificação e de-

monstração, resultando em uma aprendizagem mais clara da relação de Euler.  

 

4.5 
Resultados das avaliações 

 

Esta subseção sistematiza os resultados obtidos a partir dos instrumentos de avali-

ação adotados, que consistiram na observação, na análise das atividades realizadas pelos 

alunos, na atividade gamificada no Kahoot! e no formulário final. Esses instrumentos 

serviram como base para a análise qualitativa dos dados referentes ao processo de desen-

volvimento dos alunos durante a aplicação da metodologia.  

A observação evidenciou que os alunos se mantiveram engajados durante toda a 

aplicação. Desde o momento em que identificaram que a aula teria uma abordagem dife-

rente da tradicionalmente adotada, observou-se maior curiosidade e interesse. Esse resul-

tado pode ser relacionado, inicialmente, ao uso da contextualização adotada na aula e bem 

como à utilização dos sólidos de acrílico, evidenciando que esses recursos podem poten-

cializar o envolvimento dos alunos no processo de aprendizagem. 

A observação também possibilitou um acompanhamento da execução, por parte dos 

estudantes, das atividades investigativas. A partir dessa análise, foi possível identificar o 

desenvolvimento da autonomia dos estudantes durante o processo investigativo. Os alu-

nos que inicialmente adotaram uma postura de espectadores, por não terem familiaridade 

com a metodologia, foram gradualmente desenvolvendo maior autonomia investigativa. 

A análise das atividades investigativas desenvolvidas pelos alunos evidenciou indí-

cios de aprendizagem conceitual da relação de Euler a partir do processo investigativo, 

uma vez que vários estudantes conseguiram apresentar uma definição correta da relação 

ao final da atividade. O encaminhamento proposto pela atividade investigativa mostrou-

se consistente na condução do processo de aprendizagem do conteúdo estudado. 

A atividade gamificada realizada no Kahoot!, realizada em duplas, foi um momento 

de grande empolgação dos alunos. Nela os alunos deveriam aplicar, em questões de múl-

tipla escolha, o conteúdo estudado e verificado durante a aula.  
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A análise dos resultados do relatório gerado pela plataforma (Figura 17), confirma-

ram que os alunos conseguiram aplicar de forma satisfatória o conteúdo estudado, de-

monstrando que a metodologia adotada contribui para o processo de construção do co-

nhecimento dos alunos acerca da relação de Euler.  

 

 

Ainda na análise do relatório, foi possível identificar que algumas perguntas apre-

sentaram alto percentual de acerto (Figura 18). Tais perguntas mostraram que os alunos 

conseguiram compreender a definição e também foram capazes de aplicar a relação de 

Euler em exercícios.  

 

Figura 17 - Relatório da plataforma Kahoot! 
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O uso da ferramenta Kahoot! para realização de atividade gamificada se mostrou 

relevante, conforme apontado em pesquisas desenvolvidas. O uso dessa metodologia es-

timula a participação e o engajamento dos alunos. Ainda durante a aplicação foi possível 

identificar o espírito competitivo despertado nos alunos pela atividade, conforme também 

apontado no referencial teórico.  

Sendo assim, a atividade gamificada enriqueceu a metodologia adotada, propici-

ando um fechamento dinâmico e atrativo da aula desenvolvida.  

Após a finalização dessa atividade, os alunos foram convidados a responder um 

questionário de avaliação da aula aplicada (Apêndice F). Esse formulário foi preenchido 

de forma individual, para possibilitar a identificação das impressões de cada aluno e au-

xiliar na análise em conjunto dos demais instrumentos (Apêndice G).   

Esse formulário mostrou-se uma rica fonte de análise, possibilitando uma compre-

ensão detalhada das opiniões dos alunos que participaram da aplicação. Uma das pergun-

tas realizadas questionava os alunos acerca da compreensão do conteúdo trabalhado. 

Aproximadamente 96% dos alunos compreenderam em algum grau o conteúdo, sendo 

que aproximadamente 61% afirmaram terem entendido bem (Gráfico 1).  

 

Figura 18 - Relatório individualizado das perguntas 
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Esse resultado confirma que o conjunto das metodologias adotadas durante a aula 

contribuiu para o processo de compreensão da relação de Euler. Acerca da atividade in-

vestigativa, mesmo diante da resistência inicial, os resultados mostraram que essa ativi-

dade despertou o interesse dos alunos. Cerca de 80% dos alunos relataram ter achado a 

atividade investigativa interessante (Gráfico 2). 

 

 

Diferentemente do esperado, o uso de materiais concretos e do software GeoGebra 

obteve uma porcentagem menor que 70% (Gráfico 3) nas perguntas que questionavam 

sua contribuição para a compreensão da relação de Euler. Já o processo demonstrativo, 

com o qual os alunos não tinham familiaridade, obteve 74%. Esse fato corrobora com os 

dados apresentados acerca da importância do processo de demonstração na Educação Bá-

sica. 

Gráfico 1 - Dados das respostas ao formulário de avaliação (I) 

Gráfico 2 - Dados das respostas ao formulário de avaliação (II) 
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Os dados sugerem que os alunos conseguiram compreender a importância dessa 

metodologia, já que, conforme defendido, a demonstração contribui para consolidação do 

processo de aprendizagem e pode ampliar a compreensão dos estudantes acerca da sua 

aplicabilidade. Esse fato não configura uma limitação ou dificuldade do processo de apli-

cação da metodologia, mas reafirma a importância do processo demonstrativo combinado 

com outras metodologias.  

Outra pergunta que mostrou um resultado positivo questionava os alunos sobre o 

interesse em aulas com formato investigativo. Aproximadamente 90% dos alunos afirmou 

ter interesse em mais aulas nesse formato (Gráfico 4). Esse dado confirma os resultados 

de pesquisas anteriores, que afirmam que as atividades investigativas motivam os alunos 

e geram mais autonomia.  

     

Gráfico 3 - Dados das respostas ao formulário de avaliação (III) 

Gráfico 4 - Dados das respostas ao formulário de avaliação (IV) 
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 Mesmo considerando que os resultados obtidos foram em sua maioria positiva, 

cabe destacar que a aplicação da aula elaborada enfrentou limitações. Destaca-se que o 

trabalho em dupla, durante a atividade investigativa, impossibilitou uma análise mais in-

dividualizada das respostas dadas pelos alunos. Esse fato foi consequência do número 

insuficiente de computadores e o bloqueio dos tablets.  

Além disso, durante o processo de verificação da relação de Euler, houve dificul-

dade no atendimento de todos os grupos devido a quantidade de alunos por turma. Seria 

necessário que a turma possuísse menos alunos ou houvesse um professor auxiliar para 

contribuir no processo de auxílio aos alunos. Se houvesse possibilidade de um trabalho 

mais individualizado, talvez fosse possível obter um resultado mais positivo.  

No formulário, quando questionados sobre sua visão acerca da Matemática após a 

aula, aproximadamente 68% dos alunos afirmaram achá-la mais interessante e próxima 

do cotidiano. De forma geral, os resultados indicam que a combinação entre investigação 

matemática, recursos tecnológicos, materiais manipuláveis e momentos de verifica-

ção/demonstração contribuiu para o desenvolvimento conceitual e investigativo dos alu-

nos. Além disso, essa combinação despertou o interesse dos mesmos por mais aulas nesse 

formato e apresentou avaliação positiva por parte de alguns deles. Aproximadamente 94% 

dos alunos atribuíram nota maior ou igual a quatro para a aula (Gráfico 5). 

 

 

 

 

 

Gráfico 5 - Dados das respostas ao formulário de avaliação (V) 
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Além da avaliação da aula, as perguntas abertas realizadas no formulário, que per-

mitiam que os alunos apresentassem suas opiniões sobre a metodologia adotada e a com-

preensão dos conteúdos, trouxe respostas positivas (figura 19). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Os resultados obtidos permitem refletir não apenas sobre a eficácia da intervenção 

proposta, mas também sobre as potencialidades e desafios envolvidos na implementação 

de metodologias investigativas no contexto da Educação Básica, aspectos que serão reto-

mados nas considerações finais deste trabalho. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 19 - Respostas dos alunos as perguntas abertas 



 
 

 
 

5 
Considerações finais 

 

Em um cenário em que se destacam as dificuldades com os conteúdos de Geometria 

encontradas no sexto ano do Ensino Fundamental, torna-se importante buscar formas de 

superar os obstáculos enfrentados e tornar o ensino dessa área da Matemática mais atra-

tiva e interessante. Nesse sentido, este trabalho se dedicou a responder à questão de pes-

quisa proposta, que investigava as potencialidades do uso de metodologias ativas, mate-

riais concretos e tecnologias no ensino da relação de Euler.  

De modo geral, os resultados obtidos evidenciaram que o uso combinado dessas 

metodologias e ferramentas potencializou o processo de ensino-aprendizagem, criando 

um ambiente propício para a compreensão do conteúdo estudado. Foi possível identificar 

que os estudantes ficaram estimulados a participar e se dedicaram à realização das ativi-

dades.  

A análise dos dados permitiu ainda identificar uma maior compreensão da relação 

de Euler por parte dos alunos, sendo perceptível o desenvolvimento da visualização es-

pacial dos sólidos estudados. Outro resultado relevante foi o desenvolvimento da verifi-

cação por parte dos alunos, que demonstrou a possibilidade de aplicação desse tipo de 

atividade para alunos do Ensino Fundamental.  

Em relação à questão de pesquisa proposta, os resultados evidenciam que o uso de 

materiais concretos, tais como sólidos de acrílico e a construção de sólidos, contribuiu 

significativamente para a visualização espacial dos estudantes. Esses materiais possibili-

taram uma visualização tridimensional dos sólidos, que normalmente são apresentados de 

forma bidimensional nos materiais tradicionais.  

As atividades investigativas mostraram-se eficazes em estimular a participação dos 

alunos e desenvolver sua autonomia diante da exploração e verificação das conjecturas 

realizadas. Esse fato se confirma pela mudança de postura dos alunos do início para o 

final da atividade, assim como pelas respostas que apresentavam a relação desejada cor-

retamente.  

A verificação da relação de Euler, baseada na demonstração de Cauchy, utilizando 

as projeções, apresentou potencialidades no desenvolvimento da aprendizagem dos alu-

nos, incentivando o desenvolvimento de conjecturas e estimulando o desejo pelo fazer 

matemático.
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A utilização da gamificação como instrumento avaliativo mostrou-se eficaz, esti-

mulando a aplicação dos conteúdos estudados, tendo possibilitado a socialização e com-

petição saudável entre os alunos. Os resultados obtidos nessa atividade podem ser consi-

derados positivos devido à quantidade de acertos obtidos por boa parte dos estudantes.  

Entre as contribuições, observa-se que o estudo favorece o ensino de Geometria ao 

disponibilizar uma metodologia combinada de recursos que potencializam o desenvolvi-

mento do ensino, criando um ambiente propício para a aprendizagem. Além disso, o es-

tudo apresenta a possibilidade de contribuir para a prática docente dos professores dessa 

etapa de ensino que tenham o interesse em aplicar metodologias diferenciadas em sala de 

aula, com o objetivo de enriquecer o processo de ensino. 

Um resultado importante desta pesquisa é o reconhecimento do papel do professor 

como mediador das metodologias adotadas, assumindo papel central na condução das 

atividades de forma a possibilitar que suas potencialidades sejam exploradas. Na realiza-

ção de cada etapa da metodologia foi importante o esclarecimento e orientação acerca da 

realização das atividades e o acompanhamento de seu desenvolvimento. Ressalta-se que 

esse acompanhamento próximo não reduz a autonomia dos alunos, apenas direciona seus 

esforços para o caminho mais adequado.  

Apesar dos resultados positivos, cabe destacar que a pesquisa realizada possui li-

mitações quanto aos resultados apresentados, uma vez que se baseia em dados aplicados 

em duas turmas em uma unidade escolar que dispõe de estrutura adequada para a aplica-

ção das atividades. Esses fatores podem influenciar a generalização dos resultados. 

Como sugestão para trabalhos futuros, propõe-se a possibilidade de a aplicação ser 

realizada utilizando mais tempos de aula, entre nove a doze aulas, para que as atividades 

possam ser desenvolvidas de forma mais detalhada e com mais atenção aos estudantes. 

Outro ponto relevante é a verificação da possibilidade de disponibilização de dispositivos 

suficientes para a realização de forma individual das atividades investigativas. Conside-

rando a possibilidade de utilização de um tempo maior, seria positivo o uso de uma ativi-

dade escrita avaliativa para complementar a avaliação feita no Kahoot!, para que fossem 

gerados registros dos cálculos desenvolvidos pelos alunos.    

Faz-se relevante justificar a apresentação das atividades em forma de apêndice neste 

trabalho, devido ao desenvolvimento do produto educacional ter sido realizado no site do 

GeoGebra, utilizando a ferramenta livro para sua organização. Pode haver indisponibili-

dade de acesso futuro, dessa forma optou-se pela disponibilização dos materiais que com-

põem o produto educacional na forma de apêndice com links de acesso ao Google Drive, 
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para que os professores que tenham interesse na aplicação dessa proposta possam fazer 

uso do material.  

Conclui-se, portanto, que o ensino de Geometria na Educação Básica é de suma 

importância, conforme destacado na BNCC e nas pesquisas de Educação Matemática, 

sendo importante que os professores busquem inserir essa área da Matemática em seus 

planejamentos. Esses conteúdos não devem ser negligenciados ou delegados ao final do 

período letivo, apenas na existência de tempo.  

Deve-se haver uma preocupação em despertar o interesse dos alunos para o estudo 

dos conteúdos geométricos que, como afirmado, estão presentes na vida dos alunos, po-

dendo ser observado em seu dia a dia.  

Dessa forma, é importante que seja dado prosseguimento em trabalhos que bus-

quem potencializar o ensino dos conteúdos, não sendo esse trabalho uma prática isolada, 

mas sim parte do desenvolvimento de uma prática pedagógica focada no uso de metodo-

logias que potencializem a aprendizagem.  

Essa pesquisa contribui para a compreensão das potencialidades do uso de metodo-

logias ativas, materiais concretos, tecnologias digitais no ensino de Geometria, que po-

dem ser consideradas para o ensino dos demais conteúdos de Matemática. Além disso, o 

papel do professor como mediador mostra-se central, sendo o responsável por guiar o 

processo de aprendizagem. Espera-se que esse trabalho contribua para que outros profes-

sores reflitam sobre a importância de se buscarem formas de estimular os alunos e des-

pertar o interesse deles para a Matemática, reconhecendo que existem diversas limitações, 

principalmente em escolas públicas.  
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Apêndice A – Slides utilizados na aula



RELAÇÃO DE EULER 
PARA POLIEDROS 

CONVEXOS
PROFESSOR: HALLEF J. MACABU
ORIENTADOR: SAMUEL PACITTI

Sólidos geométricos

O museu do Louvre, na França, possui uma pirâmide de vidro formada
por 603 losangos e 70 triângulos



Muitos objetos e construções, naturais ou feitos pelo ser
humano, lembram figuras geométricas conhecidas como
sólidos geométricos.



Poliedros e corpos redondos

Os sólidos geométricos que têm apenas faces
planas são chamados poliedros, e os sólidos geométricos
que têm pelo menos uma parte não plana, ou seja,
arredondada, são chamados corpos redondos.

Poli significa muitos; edros significa faces. Poliedro 
significa objeto com muitas faces.

Elementos de um poliedro: vértice, face 
e aresta

Examine este poliedro. Ele tem 6 vértices, 5 faces
e 9 arestas.

Cada vértice é um ponto.

Cada aresta é um segmento de reta.

Cada face é uma região plana.

Neste poliedro, cada vértice é o encontro de 3
arestas.

Cada aresta é o encontro de 2 faces.

Este poliedro tem 2 faces triangulares e 3
faces retangulares



Poliedro convexo

Diz-se que o poliedro é convexo se sua
superfície (compreendendo suas faces,
arestas e vértices) não se intercepta e o
segmento de linha que une quaisquer dois
pontos do poliedro está contido no interior
ou na superfície.

LINK

https://www.geogebra.org/m/vurjtgvm



Relação de Euler
Relação de Euler: é uma regra que mostra uma ligação
entre o número de vértices (V), arestas (A) e faces (F) de
um sólido geométrico (como cubos e prismas).
A fórmula é:

Isso quer dizer que, se você contar quantos vértices,
arestas e faces tem um sólido, e colocar esses números
nessa conta, o resultado sempre será 2 (para sólidos
convexos, como cubos, prismas e pirâmides).

Construção dos sólidos



A demonstração de Cauchy

Retira-se uma face do poliedro. Isto não altera
os números de Vértices e Arestas, mas diminui o
número de Faces de uma unidade. Basta então
provar que o poliedro modificado cumpre a
condição .

Diz-se que uma aresta do poliedro é livre
quando é lado de apenas uma face. O
poliedro modificado possui arestas livres, a
saber: os lados da face retirada. Esticando-
se o poliedro a partir das arestas livres,
pode-se achatá-lo de modo que ele se
transforme numa figura plana. Durante
este processo, os números V, A e F
mantêm-se constantes.



Exemplos dessa planificação

Traçando diagonais que não se cortam,
decompõe-se cada face em triângulos. Cada
vez que se traça uma diagonal que não
intersecta as outras, o número V não muda,
enquanto A e F aumentam de uma unidade,
logo não se altera. Podemos então
supor que todas as faces do poliedro são
triângulos.



Começa-se a "despetalar" o poliedro plano
(cujas faces agora são triângulos),
retirando-se uma a uma as faces que têm
alguma aresta livre. Ao retirar cada uma
dessas faces, o número não se
altera.

Retirando, uma a uma, as faces que
têm alguma aresta livre chega-se,
finalmente, à última, que é um
triângulo, para o qual se tem
evidentemente . Isto
conclui a demonstração.



Referência

O Teorema de Euler sobre Poliedros Autor: Elon Lages Lima Publicação (Nota na p. 
57): Uma versão preliminar deste trabalho foi publicada no "Noticiário da Sociedade 
Brasileira de Matemática" (Ano XII, Número 2, Outubro de 1982.).



 
 

 
 

Apêndice B – Atividades investigativas



 

 

Nome: ________________________________________________________________ 

Turma: ___________ 

As atividades a seguir fazem parte de uma pesquisa desenvolvida por Hallef J. Macabu, aluno do 

Mestrado Profissional em Matemática da Sociedade Brasileira de Matemática na Pontifícia Universi-

dade Católica do Rio de Janeiro, sob orientação da prof. Samuel Pacitti.  

Orientação  

 Estas atividades devem ser realizadas com o auxílio dos applets elaborados no GeoGebra e dispo-

nibilizados em https://www.geogebra.org/....  

Atividade 1: Cubo 

Na seção atividades clique na atividade intitulada “cubo”. 

Observe a forma tridimensional exibida na janela da direita, você pode movimentá-la para observar 

melhor, rotacionar ou ampliar e reduzir. 

Observação: caso precise que a figura volte a sua forma original basta clicar no botão reiniciar na 

parte superior da janela da esquerda. 

Utilizando a construção interativa, marque as caixas de seleção para exibir cada elemento do cubo 

e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles. 

Número de faces: _____ 

Número de vértices: _____ 

Número de arestas: _____ 

Atividade 2: Pirâmide de base quadrada 

Utilizando a construção interativa, marque as caixas de seleção para exibir cada elemento da pirâ-

mide de base quadrada e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles. 

Número de faces: _____ 

Número de vértices: _____ 

Número de arestas: _____ 

Atividade 3: Octaedro 

Utilizando a construção interativa, marque as caixas de seleção para exibir cada elemento do octae-

dro e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles. 

Número de faces: _____ 

Número de vértices: _____ 

Número de arestas: _____ 

 



3.1 Você consegue identificar, a partir dos registros acima, alguma relação entre o número de vérti-

ces, arestas e faces dos sólidos analisados? 

_______________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________ 

Atividade 4: Pirâmide oblíqua 

Utilizando a construção interativa, marque as caixas de seleção para exibir cada elemento da pirâ-

mide oblíqua e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles. 

Número de faces: _____ 

Número de vértices: _____ 

Número de arestas: _____ 

Atividade 5: Dodecaedro 

Utilizando a construção interativa, marque as caixas de seleção para exibir cada elemento do dode-

caedro e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles. 

Número de faces: _____ 

Número de vértices: _____ 

Número de arestas: _____ 

5.1 Observando o registro feito nas atividades 4 e 5, sua constatação do item 3.1 estava correta? Se 

não está, tente identificar uma nova relação entre esses elementos.  

______________________________________________________________________________ 

Atividade 6: Sólido genérico 

Utilizando a construção interativa, marque as caixas de seleção para exibir cada elemento do sólido 

genérico e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles. 

Número de faces: _____ 

Número de vértices: _____ 

Número de arestas: _____ 

Atividade 7 

Utilize a tabela abaixo para registrar os dados de cada sólido obtido nas atividades anteriores, com 

o objetivo de organizar as informações e possibilitar uma análise mais detalhada dos resultados. 

Sólido Vértices Faces  Arestas 

Cubo    

Pirâmide de base quadrada    

Octaedro    

Pirâmide Oblíqua    

Dodecaedro    

Sólido genérico    

 



7.1 Analisando a tabela, verifique se sua constatação no item 3.1 ou 5.1, está correta, analisando se 

ela se confirmou para todos os sólidos.  

7.2 Caso esteja correta, enuncie de forma clara sua constatação, caso esteja incorreta, observe a 

tabela e busque identificar a relação existente entre o número de faces, arestas e vértices de sólidos 

convexos e a enuncie de forma clara.  

_______________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________ 

Atividade 8 

Considerando seu enunciado acima, determine o número de vértices do Icosaedro, que é um sólido 

que tem 20 faces triangulares e possui 30 arestas.  

 

 

Resposta: ____________________________________________________________ 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

  

 



 
 

 
 

Apêndice C – Construções do GeoGebra



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

Apêndice D – Orientações para o processo de verificação



Orientação para verificação da validade da relação de Euler 

Este texto apresenta uma orientação prática para realizar a verificação da 

relação de Euler em poliedros convexos, com base na demonstração de Cauchy, 

que utiliza a projeção da sombra do poliedro. 

Materiais necessários:  

• Jujubas; 

• Palitos de dente; 

• Cartolina branca; 

• Lanterna; 

• Lápis; 

• Régua; 

• Borracha. 

Execução da atividade 

Inicialmente os alunos deverão ser separados em grupos de quatro 

a seis participantes. Cada grupo deverá receber cerca de vinte jujubas, 

quarenta palitos de dentes, uma cartolina, régua, lápis e borracha.  

Em seguida, os alunos deverão ser orientados a escolher um dos 

poliedros convexos conhecidos para montar, usando as jujubas e palitos 

entregues. Nesse momento os alunos deverão ser instruídos a escolher o 

poliedro, já pensando nas dificuldades da execução do desenho da 

projeção na cartolina. Esse ponto é importante para que não sejam 

montados poliedros que exijam muito trabalho para executar a projeção e 

desenho. 

Após o término da montagem por todos os grupos, os alunos serão 

instruídos a usar a lanterna do celular, ou a disponibilizada pelo professor, 

para projetar o sólido na cartolina. Nesse momento é aconselhável apagar 

as luzes da sala e incentivar o trabalho coletivo do grupo, de forma que 

cada aluno execute uma parte do processo, sendo necessário um aluno 

para posicionar o sólido, um para utilizar a lanterna e os demais 

executarem o desenho usando a régua e lápis.  

Tendo todos os grupos concluído o desenho, deverá ser 

apresentado e explicado aos alunos o processo de triangulação das 

“faces” planificadas, explicando que a triangulação facilita a contagem das 

partes do desenho e ajuda a verificar como as faces se ligam. Deverá ser 

disponibilizado tempo para que os alunos realizem a triangulação, deverá 

ser verificado pelo professor se os grupos executaram as triangulações 

de forma correta. Devendo após esse momento ser efetuada a contagem 

dos vértices, faces e arestas pelos alunos e apresentar que a igualdade 

parecerá afetada pela ausência de uma face na projeção. 

Por fim, os alunos deverão ser orientados a colocar na folha os 

números iniciais de vértices, faces e arestas e montar a relação de Euler 



considerando a informação acima. Deverá ser explicado o processo de 

remoção das arestas livres e que a cada retirada deverá ser atualizada a 

relação. O objetivo final dessa atividade é chegar a um único triângulo 

onde será possível verificar a relação de forma que: 

𝐹 = 1, 𝑉 = 3, 𝐴 = 3 𝑒 𝑉 + 𝐹 − 𝐴 = 1 ⟺ 3 + 1 − 3 = 1  

Verificando, assim, a validade da relação de Euler. Após esse 

momento deverá ser apresentado para os alunos a generalização dessa 

verificação, de forma que seja provada a validade da relação para todos 

poliedros convexos. E apresentado que ao removermos uma face e 

projetarmos o poliedro, estamos fazendo o mesmo que Cauchy fez: 

observando a sombra para entender como vértices, arestas e faces se 

relacionam. 

 

 

 



 
 

 
 

Apêndice E – Kahoot professor 



























 
 

 
 

Apêndice F – Formulário de avaliação da aula



 
 

 
 

 
Apêndice G – Respostas ao formulário de avaliação



Nome (opcional):

37 respostas

Turma: 

46 respostas

Avaliação da aula minsitrada sobre Relação
de Euler
46 respostas

Publicar análise

Copiar

Alice da rocha
Breno da silv…

KEVELEEN…
Nicoly carreir…

arhur costa e…
eduarda sant…

heloa carreiro
jonathan

livia guedini…
nilton e ruan

rebeca soare…
yasmin v

0

1

2

1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)

2 (5,4%)2 (5,4%)2 (5,4%)

1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)

2 (5,4%)2 (5,4%)2 (5,4%)

1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,7%)1 (2,71 (2,7%1 (2,7

Copiar

2602
260456,5%

43,5%

https://docs.google.com/forms/d/19lBf_89LHe_lVEXSllGnSEKbdJzNyxN8xOGZCdM8jTk/edit#start=publishanalytics


O objetivo da atividade ficou claro para você?  

46 respostas

  Você conseguiu compreender o conteúdo trabalhado durante a aula?

46 respostas

  A forma de investigar e descobrir por conta própria ajudou você a
aprender?  

46 respostas

Copiar

Sim, totalmente.
Mais ou menos.
Não entendi muito bem.

39,1%

58,7%

Copiar

Sim, entendi bem.
Entendi em parte.
Tive dificuldade em entender.

34,8%

60,9%

Copiar

Sim, ajudou muito.
Ajudou um pouco.
Prefiro quando o professor
explica tudo primeiro.17,4%

34,8%

47,8%



  Como foi a sua participação na atividade?  

46 respostas

O trabalho em grupo ajudou na sua aprendizagem?  

46 respostas

Você achou a aula investigativa interessante?  

46 respostas

Copiar

Participei ativamente com meu
grupo.
Contribuí um pouco.
Fiquei mais observando.

28,3%

65,2%

Copiar

Sim, aprendi mais com meus
colegas.
Um pouco.
Não fez muita diferença.

30,4%

65,2%

Copiar

Sim, foi bem interessante.
Razoavelmente interessante.
Não achei interessante.17,4%

80,4%



  O uso de materiais concretos (como sólidos apresentados) ajudou
você a compreender o conteúdo?  

46 respostas

O uso do GeoGebra facilitou a visualização dos sólidos e a
compreensão da relação de Euler?  

46 respostas

 A demonstração com os sólidos (físicos ou virtuais) ajudou você a
entender melhor a relação entre vértices, faces e arestas?  

46 respostas

Copiar

Ajudou muito.
Ajudou um pouco.
Não fez diferença.

34,8%

65,2%

Copiar

Sim, facilitou muito.
Um pouco.
Não ajudou.30,4%

69,6%

Copiar

Sim, ficou mais claro.
Um pouco.
Não ajudou muito.
Não prestei atenção nessa
parte.

26,1%

73,9%



Entre os recursos utilizados, qual você considera mais importante para
o seu aprendizado nesta aula?  

46 respostas

Copiar

0 10 20 30

Materiais concretos.

GeoGebra.

Verificação com projeção.

Explicação do professor.

Discussão em grupo

17 (37%)17 (37%)17 (37%)

23 (50%)23 (50%)23 (50%)

3 (6,5%)3 (6,5%)3 (6,5%)

16 (34,8%)16 (34,8%)16 (34,8%)

3 (6,5%)3 (6,5%)3 (6,5%)



O que foi mais fácil para você durante a atividade?  

46 respostas

fases

nada

a parte da que agente fez com as jujubas montando o cubo

montar os solidos

desenhar o poliedro

criar o cubo

a atividade de ver quantas vertices,faces e arestas

montar a forma geometrica

o das jujubas

desenha

montar o cubo

fazer as formas geometricas

desenhar

tudo

montar o cubo

foi mais facil fazer com o goegebra

geogebra

colocara a lanterna e colocar as jujubas

A de montar o cubo com jujuba

MATERIAIS CONCRETOS

a parte da jujuba e da montagem



na hora de desenhar o objeto

a ultilizacao com os materias

Fazer a montagem dos solidos .

etedera esplicasao do meu grupo

as faces, arrasta e

a parte de fazer a conta

O QUE FOI MAIS FACIO FOI AS CONTAS DE F V A

A verificação com o geogebra e os trabalho das jujubas ajudaram bastante, foi uma das
minhas materias favoritas.

app geogebra

o desenho

ver quantas vertices,arestas e faces.

o trabalho de montar formas geometricas com jujuba

comer

O USO DE MATERIAIS CONCRETOS.

tudo

as pergustas

com eu e minha dupla com a ajuda do geogebra ficou muito mais facil para responder

explicacao do professor

usar o geogebra

os nomes das formas geometricas

foi a geogebra

enteder a relaçao de euler

as fases,arestas e vertises



calcular as faces vertices araste

obeservar o Professor atentamente



O que foi mais difícil ou o que você não entendeu bem?  

46 respostas

nada

a numero 8.1

á matematica dos numeros

a parte da vertice aresta face

montar o poliedro

nao confundir faces com arestas

eu não entendi as de "V+F-A=2"

o euler

a atividade de folhas

as contas

na hr de desenhar

montar

a parte que repitil os numeor s

fazer as outras contas

as questoes 7.1 7.2

materias

as contas

A de f multiplicacao

GEOGEBRA

a parte do euler

a conta que teve que fazer e bem dificil



umas perguntas

Bom eu nao entendi a parte do euler .

meu grupo

sobre as formas

a parte de desenhar

O QUE FOI MAIS DIFICIO FOI ENTENDER COMO SE FAZ AS LINHAS DAS FASES

As contas de vertices, eu achei meio complexo.

contas de vertices arestas faces

a 8

nenhuma

o negosio da regua

NENHUM.

nada

o tramalho

a atividade do octaedro, porque minha dupla não entendeu muito bem

atividade 7.2

um pouco dos vertices arestas e faces

euler

a parte que tem que descobrir o numero de fases

os numeros

não entendi direito --lc



Você acha que aprendeu algo novo com essa atividade? Se sim, o quê?  

46 respostas

nao

sim

sim por causado metudo de aprender

sim a relaçao de euler

sim por que foi melho e consegui entender mas sobre matematica

sim.aprender sobre as arrestas faces e vertices

sim, as formas

aprendi bastante as formas

aprendi sobre as faces,arestas e vertices

não

tudo

o trabalho com os colegas

sim montar um cubo com jujuba por que eu nunca ouvir falar diso

sim as formas geometricas

sim

sim, eu aprendi q fazer as contas

sim, ja que eu nao sabia muito sobre as formas geometricas

ajuda

so um pouco

As arestas faces e vertices

NAO MUITO



sim,aprendi sobre a geometria e os solidos

nao

os formas mas formal

sim, a geometria e o solidos geometricos

sim a aula foi muito

eu acho que sim

SIM , ME AJUDOU APRENDER AS COISAS QUE EU NAO SABIA FAZER

Aprendi muita coisa, tipo formas geometricas mais complexas, vertices, faces e etc.

mas sobre as formas

sim a faze o trabalho juntos com os colegas

aprendi mais sobre as arestas,vertices e faces

sim, a relaçao de euler

NÃO.

sim por que foi interesante

porque eu e minha dupla aprendemos mais das formas geometricas, como faces vertices e
arestas

sim pq foi interesante

sim geogebra

sim as formas geometricas que eu naõ sabia

sim aprendi formas

eu aprendi geogebra e formas geometricas

sim por causa da relaçao de euler

sim, eu aprendi as formas

eu não sei muito oque falar. --heber



Dê uma nota para esta aula (de 1 a 5):  

46 respostas

Copiar

1 2 3 4 5
0

10

20

30

0 (0%)0 (0%)0 (0%) 0 (0%)0 (0%)0 (0%)
3 (6,5%)

13 (28,3%)

30 (65,2%)



O que você mais gostou na aula?  

46 respostas

tudo

geogebra

das jujubas

tudo

nao sei

a parte de montar a o cubo com as jujubas

fazer o cubo

de desenhar o cubo na cartolina

montar a forma geometrica

montar o cubo

na hora de fazer as formas geometricas

jujubas

de comer as jujubas

a parte que o professor mostrou

as jujuba

de fazer o cubo com jujuba

MATERIAS CONCRETOS

os objetos geometricos

de comer a jujuba

ultilizando as formas

tudo e mais ainda de mecher nos objetos



a partisipa que meus amigos

sobre as faces

a parte de comer a jujuda

DAS CONTAS DAS FASES ARESTAS E VERTICES E ETC

O trabalho das jujubas.

da jujuba

o trabalho com jujubas

como as jujuba

DE CONSTRUIR O CUBO DE JUJUBA.

o tramalho em grupo

poder usar os computadores novamente

tudo

trabalho com jujuba

o trabalho das jujubas

de aprender

as formas --Lc



O que poderia ser melhor nas próximas atividades investigativas?

46 respostas

nada

mais atividades com comida

nao sei

nada

nada ja esta muito bom

sim

esse mesmo conteudo

nao sei

o grupo

fazer em grupos tambem

não sei

botar goranar

-

grupo

nao botar numeor repitido

o professor explicar com as formas

poderia melhor com perguntas um pouco mais facil pq a 7.1 e a 7.2 eu achei muito dificio

n sei

NADA PODIA SER A MESMA COISA

kaooht

por mim poderia mudar nada achei legal e divertido



mmais a tividades

aprender mais sobre isso

VARIAS COISAS

Trabalho artesanal, massinha, papel laminado e papel.

mas investigacao

ter salgado

mais aulas com o geogebra

mais doce

NADA,PODIA SER A MESMA AULA QUE ANTES.

n sei

fazer mais trabalhos mostrando mais das formas, suas faces e etc

usar mais o geogebra

massinha papel e dobraduras

formas

mais formas geometricas

kapott

uma aula mais direta e bem explicativa. --Heber

Depois dessa aula, como você vê a matemática?  

46 respostas

Copiar

Mais interessante e próxima do
cotidiano.
Igual a antes.
Ainda acho difícil entender.

28,3%

67,4%



Você gostaria de ter mais aulas nesse formato investigativo?  

46 respostas

Este conteúdo não foi criado nem aprovado pelo Google. - Entre em contato com o proprietário do formulário -
Termos de Serviço - Política de Privacidade

Este formulário parece suspeito? Denunciar

Copiar

Sim, com certeza!
Talvez.
Não

10,9%

89,1%

 Formulários

https://policies.google.com/terms
https://policies.google.com/privacy
https://docs.google.com/forms/u/0/d/e/1FAIpQLSfpgQuA4OUGvAjPEHE-2kAznC4xt0jSriwVjky-yj9VooavPQ/reportabuse?source=https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfpgQuA4OUGvAjPEHE-2kAznC4xt0jSriwVjky-yj9VooavPQ/viewform
https://www.google.com/forms/about/?utm_source=product&utm_medium=forms_logo&utm_campaign=forms
https://www.google.com/forms/about/?utm_source=product&utm_medium=forms_logo&utm_campaign=forms
https://www.google.com/forms/about/?utm_source=product&utm_medium=forms_logo&utm_campaign=forms




 
 

 
 

 
Apêndice H – Plano de aula 

 

 



PROFMAT PUC-RIO 

PLANO DE AULA 

 

Escola: Centro Educacional Beatriz Silva – Rede Municipal de Teresópolis 

Professor: Hallef J. Macabu 

Orientador: Samuel Pacitti 

Turma: 2602 

Data: A definir 

Duração: 6 horas/aula, podendo ser estendido para 9 horas/aulas.  

 

1. Tema da Aula 

Relação de Euler para poliedros convexos  

2. Objetivos de Aprendizagem 

Propiciar a compreensão e demonstrar a validade da relação de Euler para poliedros 

convexos. 

3. Conteúdos 

− Sólidos geométricos: poliedros e corpos redondos; 

− Poliedros convexos; 

− Relação de Euler para Poliedros convexos. 

4. Metodologia/Desenvolvimento 

A aula será iniciada com a exploração das definições de poliedros e corpos 

redondos. Para auxiliar na compreensão e facilitar a visualização, serão utilizados 

sólidos em acrílico para que os alunos observem as diferenças entre os poliedros e os 

corpos redondos. Nesse momento, o livro didático adotado pela unidade escolar, será 

utilizado como material de apoio. Será realizada uma atividade de classificação de 

alguns sólidos e poliedros e corpos redondos.  



Em seguida, será apresentada a definição de poliedros, bem como seus 

principais tipos, utilizando o livro didático e sólidos geométricos como apoio. Os 

conceitos de vértices, faces e arestas serão introduzidos com o auxílio de um sólido 

como referência e de imagens projetadas, a fim de facilitar a compreensão dos alunos.  

Tendo concluído a etapa expositiva, os alunos receberão uma atividade 

investigativa que será desenvolvida em conjunto com o GeoGebra, de forma que os 

alunos, de forma autônoma, poderão conjecturar a relação de Euler para poliedros 

convexos, realizando a observação dos números de vértices, faces e arestas de diversos 

poliedros. Nessa etapa, espera-se que os alunos consigam conjecturar a relação de 

Euler de forma menos formal, percebendo alguma relação entre a quantidade de cada 

um desses elementos.  

Após a realização por todos alunos, desta atividade, os alunos serão incentivados 

a compartilhar suas constatações de forma a ser elaborada uma definição coletiva 

formal da relação identificada. Neste momento, espera-se que os alunos em conjunto 

apresentem a relação correta entre o número de faces, arestas e vértices.  

Tendo sido apresentada a relação, será o momento de questionar a sua validade 

para todos poliedros convexos, desejando-se que os alunos busquem por uma prova de 

tal resultado. A partir dessa discussão, será proposto a realização da demonstração de 

Cauchy da relação de Euler, utilizando o material concreto que consistirá na montagem, 

pelos alunos em grupos, de um poliedro utilizando jujubas e palitos e sua posterior 

projeção em uma cartolina, para então realizar a triangulação para seguir o processo 

proposto por Cauchy em sua demonstração.  

Tendo sido realizado esse processo de demonstração prática, será formalizado 

para os alunos, de forma expositiva, que esse processo consiste em uma demonstração 

que prova a validade da relação para todos os poliedros convexos. Essa formalização 

será realizada de forma simplificada, devido a faixa etária da turma.  

Por fim, com o intuito de avaliar a compreensão do conteúdo explorado pelos 

alunos, de forma diferenciada e dinâmica, será proposta uma atividade gamificada na 

plataforma do Kahoot, que consistirá de perguntas envolvendo a relação de Euler, de 

forma que o aluno seja estimulado a aplicar a relação para resolver de forma mais rápida 

os problemas apresentados. Antes do encerramento da aula, os alunos responderão um 



questionário no Google Forms em que poderão fazer uma avaliação da aula e suas 

impressões sobre cada uma das atividades realizadas.  

5. Recursos Didáticos 

• Sólidos geométricos em acrílico; 

• GeoGebra; 

• Televisão (apresentação); 

• Cartolinas; 

• Material concreto: sólidos construídos com jujuba e palitos; 

• Lanterna para projeção; 

• Apostila de atividades.  

6. Estratégias de Avaliação 

A avaliação será realizada ao longo de toda a aula, por meio da observação e registro 

do desenvolvimento das atividades. Serão analisadas as respostas apresentadas pelos alunos na 

atividade proposta e, ao final, será disponibilizado um formulário de avaliação via Google 

Forms, para que os alunos registrem suas considerações sobre a aula.  

 

 


