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Resumo

Macabu, Hallef Julia. Relacio de FEuler para poliedros convexos: Uma
abordagem utilizando material concreto e o software GeoGebra para alunos
do sexto ano. Rio de Janeiro, 2026. 126 p. Dissertacao de Mestrado - Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho analisa o ensino da relacdo de Euler para poliedros convexos no
contexto do ensino de Geometria nos anos finais do Ensino Fundamental. O ensino de
Geometria ¢ reconhecido como componente essencial pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC). Entretanto, observa-se que esse contetdo, muitas vezes, ¢
negligenciado nas praticas escolares, sendo frequentemente relegado ao final do ano
letivo, o que pode gerar lacunas na aprendizagem dos alunos e comprometer o
desenvolvimento de conhecimentos geométricos ao longo da escolaridade. No sexto ano,
a BNCC prevé o ensino da relacdo de Euler para poliedros convexos; contudo, os livros
do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) geralmente ndo abordam esse conteudo ou
o apresentam de forma limitada. Diante desse cendrio, este trabalho tem como objetivo
analisar as potencialidades da utilizacdo de materiais concretos, tecnologias digitais,
investigacdo matematica, verificagdo e gamificacdo no ensino da relacdo de Euler para
poliedros convexos. Para isso, a pesquisa fundamenta-se em estudos tedricos sobre o
ensino de Geometria e metodologias ativas, apresentando uma proposta metodoldgica
aplicada em sala de aula, bem como a analise dos dados obtidos durante sua
implementag¢do. Os resultados evidenciam que a combinagdo dessas metodologias
contribuiu para o engajamento dos estudantes, para o desenvolvimento da autonomia
investigativa e para a aprendizagem conceitual da relacdo de Euler. Como contribuigao,
o trabalho propde uma metodologia que pode potencializar o ensino de Geometria
Espacial nos anos finais do Ensino Fundamental e disponibiliza um produto educacional
destinado a professores e pesquisadores interessados no ensino da relacao de Euler.

Palavras-chave
Relacao de Euler; Atividades Investigativas; GeoGebra; Materiais Concretos;

Verificagdo Matematica



Abstract

Macabu, Hallef Julia. Euler’s Relation for Convex Polyhedra: An Approach
Using Concrete Materials and GeoGebra Software for Sixth-Grade Students.
Rio de Janeiro, 2026. 126 p. Dissertacio de Mestrado - Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This work analyzes the teaching of Euler’s relation for convex polyhedra within the
context of Geometry education in the final years of Elementary Education. Geometry
teaching is recognized as an essential component by the Brazilian National Common
Curricular Base (BNCC). However, this content is often neglected in school practice,
frequently being postponed to the end of the academic year, which may create learning
gaps and compromise the development of geometric knowledge throughout students’
schooling. In the sixth grade, the BNCC establishes the teaching of Euler’s relation for
convex polyhedra; however, textbooks provided by the National Textbook Program
(PNLD) generally do not address this topic or present it in a limited manner. In this
context, this work aims to analyze the potential of using concrete materials, digital
technologies, mathematical investigation, verification processes, and gamification in
teaching Euler’s relation for convex polyhedra. The study is grounded in theoretical
research on Geometry education and active learning methodologies and presents a
methodological proposal implemented in the classroom, along with an analysis of the data
obtained during its application. The results indicate that the combination of these
methodologies contributed to student engagement, the development of investigative
autonomy, and the conceptual learning of Euler’s relation. As a contribution, this work
proposes a methodology that may enhance the teaching of Spatial Geometry in the final
years of Elementary Education and provides an educational product intended for teachers
and researchers interested in teaching Euler’s relation.

Keywords

Euler’s Relation; Investigative Activities; GeoGebra; Concrete Materials;
Mathematical Verification
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1
Introducao

No ingresso dos alunos no sexto ano do Ensino Fundamental, diversas mudangas
passam a compor a vivéncia escolar. Nesse momento, os estudantes t€ém que se adaptar a
uma nova realidade, com professores separados por disciplinas, uma nova dindmica de
quadros de horarios e novos esquemas de avaliagdo. Diante desse cenario, observa-se,
especialmente nas aulas iniciais de Matematica, a manifestagao de sentimentos de aversao
a disciplina ou de preocupacao em relacdo a sua suposta dificuldade.

A transicdo do Ensino Fundamental I para o Ensino Fundamental II configura-se,
portanto, como um periodo potencialmente turbulento para os alunos, podendo marcar o
inicio de um processo de dificuldades persistentes na aprendizagem Matematica (Bento,
2007). Essas dificuldades, que sao frequentemente desenvolvidas durante os anos iniciais,
tendem a se intensificar quando os estudantes se deparam com conteudos mais abstratos
e com uma metodologia de ensino menos contextualizada e ludica.

Nesse contexto, em que se destaca a dificuldade dos alunos com os novos contetidos
de Matematica, faz-se necessario buscar formas de motivar a participacao e estimular que
os alunos tenham desejo por aprender Matematica. Essa busca demanda propostas dida-
ticas que valorizem a compreensdo conceitual, a investigagdo e a participagdo ativa dos
estudantes no processo de aprendizagem.

Dentre os conteudos abordados no sexto ano, pode-se destacar a dificuldade dos
alunos com os conteudos de Geometria e a falta de conhecimentos prévios desses estu-
dantes. A Matematica € vista como uma disciplina dificil, mas destaca-se que dentre as
suas areas basicas Aritmética, Algebra e Geometria, esta ultima ¢ a que apresenta maior
dificuldade de aprendizagem por parte dos alunos, sendo os contetdos de Geometria por
muitas vezes, sequer ministrados durante o Ensino Fundamental II (Filho; Tavares, 2015).

A compreensdo dos conteidos geométricos, normalmente, estd atrelada a capaci-
dade de abstracao e ao desenvolvimento da percepcao visual do educando. Muitas vezes,
os alunos chegam ao sexto ano sem os conhecimentos basicos de Geometria, destacando-
se que muitos alunos chegam a essa etapa sem conhecer as figuras geométricas planas
basicas (Albuquerque, 2017).

Essa defasagem prejudica o desenvolvimento dos contetidos previstos para essa
etapa, na qual ¢ esperado que sejam desenvolvidas as habilidades associadas a Geometria

Espacial e a visualizagdo tridimensional. Conforme estabelecido na Base Nacional
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Comum Curricular (BNCC), os alunos dessa etapa devem ser capazes de “(EFO6MA18)
Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e angulos, e clas-
sifica-los em regulares e nao regulares, tanto em suas representagdes no plano como em
faces de poliedros.” (Brasil, 2017, p. 305).

Nesse ambito da Geometria Espacial, pode ainda ser destacada a énfase dada pela
BNCC ao estudo das relagdes existentes entre faces, vértices ¢ arestas em determinados
poliedros, sendo previsto que seja desenvolvida a habilidade de “quantificar e estabelecer
relagdes entre o nimero de vértices, faces e arestas de prismas e piramides, em funcao do
seu poligono da base, para resolver problemas e desenvolver a percepgao espacial” (Bra-
sil, 2017, p.305). Essa relagao ¢ conhecida como a Relacdo de Euler para poliedros con-
VeXos.

Buscando superar as dificuldades do cenario narrado, a presente dissertagao foi de-
senvolvida diante do desejo de investigar uma forma inovadora de trabalhar o contetdo
de Geometria Espacial, especificamente a relagdo de Euler para poliedros convexos, em
turmas do sexto ano do ensino fundamental. Esse contetido é abordado, normalmente, de
forma superficial ou nem chega a ser apresentado, devido as lacunas na aprendizagem
nos anos anteriores dos conteudos de Geometria, como destacado.

Além disso, os livros do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD), no periodo de
2024 a 2027, abordam o conteudo apenas como exercicio ou ndo apresentam nenhuma
abordagem desse tema. Os que abordam esse contetido na forma de exercicios nao reali-
zam um aprofundamento teérico do contetido, nem demonstram preocupa¢do com a va-
lidagao dessa relagao para todos os poliedros convexos.

Essa abordagem sucinta e a defasagem de aprendizagem dos conteudos prévios re-
sultam em uma dificuldade de aprendizagem para os alunos, criando um obstaculo que se
desenvolve durante toda Educacdo Bésica, de forma que Rogenski e Pedroso (2007) des-
tacam que

verifica-se que os alunos t€ém amplas dificuldades, primeiramente com
relacdo a visualizacdo e representagao, pois reconhecem poucos con-
ceitos da geometria basica e, por conseguinte da geometria espacial.
Também apresentam problemas de percepgdo das relagdes existentes
entre os objetos de identificagdo das propriedades das figuras que for-
mam os solidos, dentre outros conceitos. (Rogenski; Pedroso, 2007, p.
5)
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Diante dessas dificuldades identificadas no ensino da Geometria Espacial, torna-se
pertinente pesquisar estratégias de ensino-aprendizagem que possam favorecer a compre-
ensdo dos alunos desses contetidos. Assim, esta pesquisa busca responder a seguinte ques-
tao: Como o uso de metodologias ativas, materiais concretos e tecnologias digitais pode
contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da Relagdo de Euler em turmas do
sexto ano do Ensino Fundamental?

Para responder a essa questdo de pesquisa, este trabalho teve como objetivo geral
investigar o processo de aprendizagem da Relacao de Euler para poliedros convexos em
turmas do sexto ano do Ensino Fundamental, a partir do uso de metodologias ativas, ma-
teriais concretos e tecnologias digitais.

Para alcangar esse objetivo, foram selecionadas metodologias e ferramentas, no am-
bito da Geometria Espacial, que se adequassem a realidade educacional e ao contetido a
ser ministrado e tragados os seguintes objetivos especificos.

Analisar as potencialidades dos materiais concretos no ensino da Relacdo de Euler
para alunos do sexto ano; Avaliar a contribuicao do software GeoGebra para visualiza¢ao
e investigacao de poliedros convexos; Investigar o desenvolvimento da autonomia dos
estudantes por meio de atividades investigativas; Verificar a eficacia da gamificagdo como
instrumento de avaliagdo; Explorar a viabilidade de processos de verificagdo matematica
inspirados na demonstracao de Cauchy para o Ensino Fundamental.

Considerando que os alunos do sexto ano estdo em processo de transi¢ao entre eta-
pas da Educacdo Basica, destaca-se que, no Ensino Fundamental I, o uso de materiais
concretos ¢ recorrente. Sendo assim, € interessante que possa ser utilizado nessa fase de
transi¢do materiais concretos, que ja sao familiares aos alunos.

Além disso, pesquisas relatam que o uso do material concreto pode trazer ganhos
pedagogicos no processo de ensino. Seu uso pode facilitar a visualizagdo, ja que propicia
a manipulacao por parte dos alunos e estimula a participagdao. Cabe destacar que “a utili-
zacdo de material concreto ¢ uma importante ferramenta que proporciona melhor desen-
volvimento e envolvimento do aluno em relagdo ao ensino da Matematica, em especial
da Geometria.” (Couto et al., 2017, p. 514).

De forma a complementar a utilizagdo do material concreto, que tem suas limitagdes
geradas pelo material utilizado e do tempo de preparacao exigido, buscou-se utilizar a
Tecnologia Digital, mais especificamente o software de Geometria Dindmica GeoGebra.

Essa ferramenta vem sendo amplamente utilizada e pesquisas relatam suas poten-

cialidades no ensino de Geometria. Conforme relatado por Oliveira e Aratjo Junior
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(2025), em seu trabalho que se dedicava a analisar os resultados de pesquisas desenvol-
vidas com o uso do GeoGebra, foi possivel concluir a eficacia do uso desse software no
ensino de Matematica, especialmente em sequéncias didaticas que envolvem contetudos
de Geometria.

Outra lacuna que se destacou como relevante foi a falta de comprovagao dos con-
teudos e propriedades apresentadas pelos alunos. Muitas vezes, os alunos nao conseguem
compreender que determinado contetido estudado tem validade para além dos exemplos
apresentados em sala. Essa falta de compreensdo, pode gerar dificuldade em aplicar o
conteudo estudado em casos diferentes daqueles ja vistos.

Dessa forma, o processo demonstrativo pode ser um facilitador do processo de com-
preensdo do aluno acerca da validade do conteudo estudado em sala de aula. Mesmo na
educacdo basica pode ser proveitoso desenvolver nos alunos o gosto pela argumentacao
e demonstragdo, ja que sem essas dedugdes os contetidos estudados podem ficar desco-
nexos ¢ sem uma compreensdo clara de sua aplicagdo e relagdo com demais contetidos
(Freitas, 2011).

Outra metodologia que se destaca por motivar a participacao e facilitar o processo
de avaliacdo ¢ a Gamificacdo. Essa metodologia ativa, destaca-se pelas suas potenciali-
dades, tendo como foco a participagdo e a motivagao dos alunos e vem sendo amplamente
utilizada nas diversas areas do ensino, inclusive na Matematica. As pesquisas que utiliza-
ram essa metodologia relatam suas potencialidades, podendo ser destacado que os resul-
tados evidenciam que a gamificagdo € eficiente em estimular a participagdo e interesse
dos alunos e que esses, apoOs sua aplicacao, demonstram avaliagdo positiva dessa estraté-
gia (Carvalho et al., 2023).

Nas proximas se¢oes desse trabalho, serdo detalhados os referenciais tedricos de
cada uma das metodologias e ferramentas utilizadas. Sera feito um breve desenvolvi-
mento teodrico acerca da Relagcdo de Euler para poliedros convexos. Na secdo metodolo-
gia, sera apresentado o percurso metodoldgico planejado para aplicagdo. Além disso, se-
rdo apresentados os resultados da aplica¢do detalhando, de acordo com o planejamento
metodoldgico, quais etapas foram ou ndo exitosas. Por fim, serdo apresentadas as consi-

deragdes finais com as sugestdes para aplicagdes futuras.



2
Fundamentacao metodolégica

Neste capitulo, apresentam-se as etapas de elaboracio desta pesquisa, embasando-
as nas metodologias adotadas e nas defini¢cdes do conteido matematico abordado. Busca-
se, com esta secao, fornecer subsidios para que o leitor apreenda o percurso teorico tri-
lhado e compreenda tanto a metodologia aplicada quanto o recurso educacional elabo-

rado.

2.1
Materiais concretos

Pesquisas na area de Educagao Matematica vém buscando identificar metodologias
e ferramentas que possam propiciar um melhor desenvolvimento das aprendizagens dos
conteudos de Matematica previstos para a Educacdo Basica. Dentre essas investigagoes,
destacam-se as que abordam o uso de materiais concretos manipuldveis, indicando suas
potencialidades inclusive no ensino de Geometria.

Os materiais concretos manipuldveis podem ser utilizados nas aulas de Matematica,
principalmente de Geometria, por favorecer a exploracao ativa por parte do aluno, possi-
bilitando a construgdo de significados acerca dos objetos matematicos.

Vale destacar que o entendimento de material concreto manipulavel esta embasado
em Vale e Barbosa (2014, p.6) que definem os materiais manipuldveis como “todo o ma-
terial concreto, educacional ou do dia a dia “[...], que represente uma idé¢ia Matematica,
que durante uma situacdo de aprendizagem apele aos sentidos e que se caracteriza por um
envolvimento ativo dos alunos”.

Esses materiais podem ser utilizados nas mais diversas etapas do ensino, “favore-
cendo o desenvolvimento do raciocinio logico, coordenagao motora, rapidez no pensa-
mento dedutivo, socializagdo, organizacdo do pensamento, concentragdo que € necessario
para compreensao e resolu¢do de problemas matematicos” (Silva et al., 2016, p. 2).

Considerando que esta pesquisa aborda uma relagdo que depende da visualizacao
de solidos geométricos, torna-se fundamental buscar estratégias que auxiliem os alunos
no desenvolvimento dessa habilidade. Dessa forma, o uso do material concreto pode se
tornar um aliado na constru¢ao desses conceitos. Conforme afirmam Ponte e Serrazina

(2006, p. 116)
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[...] os conceitos e relagdes Matematicas sdao entes abstractos, mas po-
dem encontrar ilustra¢des, representagdes e modelos em diversos tipos
de suportes fisicos. Convenientemente orientada, a manipulagao de ma-
terial pelos alunos pode facilitar a constru¢do de certos conceitos
(Ponte; Serrazina, 2006, p.116)

Nesse sentido, os materiais concretos manipuléveis constituem-se como instrumen-
tos didaticos para favorecer a visualiza¢ao dos so6lidos por parte dos educandos, podendo
contribuir para a compreensao de conceitos que, quando estudados apenas no ambito teo-
rico, podem apresentar elevado grau de abstrag@o para os estudantes.

Além disso, ha pesquisas que destacam a potencialidade do uso de materiais con-
cretos aliados a tecnologias. Bozza (2015) aponta em sua pesquisa que o ensino de Geo-
metria Espacial pode ser auxiliado pelo uso dessas ferramentas. Em seu trabalho, a autora
discorre sobre as diversas potencialidades do material concreto, destacando que “além de
facilitar a aprendizagem, torna as aulas mais significativas e prazerosas, estimula o raci-
ocinio dos alunos, desenvolve suas habilidades e a capacidade de compreender contetidos
geométricos”.

Diante dessas potencialidades, torna-se relevante o uso de materiais concretos ma-
nipulaveis para o ensino da Relag¢ao de Euler para poliedros convexos, buscando-se esti-

mular a participag¢do dos alunos e auxiliar na constru¢do da sua visualiza¢do geométrica.

2.2
Atividades investigativas

No ensino de Matematica, que se caracteriza pela necessidade de pratica para a
consolidag¢do dos conhecimentos acerca de determinado contetido, as atividades investi-
gativas destacam-se por propiciar que o aluno desenvolva de forma mais autonoma a
constru¢ao do seu conhecimento.

Cunha, Oliveira e Ponte (1995) destacam as potencialidades do uso de atividades
investigativas, salientando a importancia do seu uso no ensino de Matematica. Esses au-
tores afirmam que a investigacdo ¢ uma parte essencial da aprendizagem Matematica,
permitindo uma visdo mais ampla dessa ciéncia, além de estimular o envolvimento dos
alunos, com o intuito de possibilitar uma aprendizagem mais significativa.

Os pesquisadores apontam, ainda, que as atividades podem ser aplicadas em todas
as etapas do ensino e também em niveis diferentes de desenvolvimento do educando.

Além disso, auxiliam no desenvolvimento de um modo de pensamento holistico,
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conforme denominam os autores, por relacionar diversos topicos, sendo essencial ao pen-
samento matematico.

A investigacdo Matematica envolve quatro momentos principais, conforme Ponte,
Brocardo e Oliveira (2019). O primeiro corresponde ao reconhecimento da situacao, no
qual ocorre uma exploracao inicial e a formulagdo das primeiras questdes sobre o pro-
blema. No segundo momento, sdo feitas as formula¢des de conjecturas.

J& no terceiro, sdo realizados os testes para verificar a validade das conjecturas ela-
boradas e, sendo necessario, a aprimoragao dessas conjecturas. O momento final consiste
na realizacdo da argumentacao, a demonstracao e a avaliagdo do que foi desenvolvido.
Os autores ainda destacam que esses momentos podem acontecer de forma simultanea,
ou ocorrer mais de uma vez durante o processo de investigagao.

No ambito da sala de aula, esses pesquisadores afirmam que as investigacdes estao
diretamente ligadas ao processo de resolu¢des de problemas. Para o desenvolvimento dos
conhecimentos matematicos € necessario despertar o interesse dos alunos para a resolugao
das atividades propostas, de forma que o aluno mobilize seus conhecimentos prévios para
desenvolver novos conhecimentos. Dessa forma, a realizagdo de atividades investigativas
em sala de aula,

ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da atividade Matematica
genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metafora educativa. O
aluno é chamado a agir como um matematico, ndo sé na formulagao de
questdes e conjecturas e na realizag¢do de provas e refutagdes, mas tam-
bém na apresentacgao de resultados e na discussdo e argumentagdo com
os seus colegas e o professor. (Ponte; Brocardo; Oliveira, 2019, p. 20)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) prevé como competéncia especifica
para Matematica no Ensino Fundamental, “desenvolver o raciocinio légico, o espirito de
investigacao e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhe-
cimentos matematicos para compreender e atuar no mundo.” (Brasil, 2017, p. 267).

Em consonéncia com o preceituado na BNCC, as atividades investigativas tém o
potencial de estimular o espirito de investigagdo dos alunos. Além disso quando tratamos
do ensino de Geometria, as atividades investigativas podem ser associadas ao uso de tec-
nologias para auxiliar no processo de investigacao, sendo destacado por Scalabrin e Mus-
sato (2020) que esse uso

[...] favoreceu para que o processo de aprendizagem dos alunos sobre
0s conceitos geométricos ocorresse de forma gradativa, partindo da in-
formagdo visual dos objetos construidos e andlise das propriedades,
para a compreensao da logica formal e elaboragdo de conjecturas. (Sca-
labrin; Mussato, 2020, p. 142)
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Outras pesquisas associam o uso de atividades investigativas com softwares de Ge-
ometria dindmica, destacando que esse uso combinado pode potencializar o processo de
aprendizagem dos conteudos dessa area da Matematica. Em sua pesquisa, Charleaux e
Souza (2019) afirmam que a aula ministrada usando essa associagdo propiciou autonomia
por parte dos estudantes e contribuiu para o entendimento dos alunos do contetido estu-
dado.

Em suas consideragdes finais, Anjos (2025) discorreu sobre os resultados obtidos
nesse uso combinado no ensino de Geometria, destacando os resultados positivos obtidos,
defendendo que essas atividades “[...] criam uma situa¢do de exploragdo de objetos de
modo a permitir observagdo de padroes, o teste de hipdteses, a refutacdo e refino de con-
jecturas, a comunicacdo e a defesa da validade das afirmacdes observadas.” (Anjos, 2025,
p. 85)

Evidencia-se, portanto, a relevancia da realizagdo de atividades investigativas, ja
que essas podem contribuir para aprendizagem de Matematica, mais especificamente da
Geometria Espacial. Em especial, esse uso associado a Tecnologias, com destaque ao sof-
tware de Geometria dindmica, pode criar um ambiente propicio para aprendizagem dos

alunos do contetido objeto dessa pesquisa.

2.3
Tecnologias digitais: software GeoGebra

Podemos observar que o ambiente escolar se destaca pelo uso da metodologia tra-
dicional, com aulas expositivas € sem recursos tecnologicos, mesmo tendo atualmente na
Educagdo Basica alunos que vivenciam diariamente o uso de tecnologias em seu dia a
dia. Diante desse cenario, pesquisas ja apontam para a necessidade da ampliagdo do uso
de tecnologias em sala de aula.

Bittencourt e Albino (2017) afirmam que a falta de conhecimento e preparacao para
o uso de midias digitais ¢ um desafio nos espagos educacionais, que esse pode ser um
fator para a ndo utiliza¢do das diversas novas tecnologias educacionais disponiveis. Bus-
cando superar esse cenario, diversos autores tém buscado destacar as potencialidades do
uso de tecnologias em sala de aula nas mais diversas disciplinas, buscando integrar esses

recursos na sala de aula, conforme afirmado por Conte, Habowski e Rios (2019)
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Partindo de uma perspectiva integradora das tecnologias digitais que
favorece as comunicagdes descentralizadas, a participagdo ativa dos su-
jeitos e o surgimento de novos ambientes socioculturais de educacao,
solidarios e colaborativos, o trabalho busca aproximar as reflexdes so-
bre os artefatos digitais da pratica formativa, democratizando o acesso
ao conhecimento tecnoldgico e proporcionando uma educagdo como
pratica de liberdade. (Conte; Habowski; Rios, 2019, p. 33)

Conforme destacado por esses autores, ¢ importante realizar a democratizagdo do
acesso as tecnologias no ambiente escolar. Apontam ainda que a produ¢do do conheci-
mento ndo pode ser feita isolada do mundo em que o aluno esta inserido, de forma que o
ambiente escolar pode ser um gerador de desigualdades caso ndo faca uma real inclusao
tecnologica em sala de aula, oportunizando que o educando tenha oportunidade de reali-
zar a construcdo do seu conhecimento e melhoria das aprendizagens.

Além disso, diante dessa importancia do uso das tecnologias na BNCC ¢ destacado
que o uso de tecnologias ¢ uma das competéncias gerais para educagdo basica.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e co-
municacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar €
disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. (Brasil, 2017,

p-9)

Nesse sentido, o uso de tecnologias ¢ de grande importancia no ambiente escolar,
ndo sendo diferente no ensino de Matematica. A aplicag¢do das tecnologias digitais pode
contribuir para melhor compreensao dos conteudos, possibilitando aplicagdes que fazem
sentido para os alunos, incluindo no ensino de Geometria (Lima; Rocha, 2022).

Além disso, as tecnologias digitais “ampliam as possibilidades de se ensinar e
aprender, oferecendo novas e variadas formas para que esses processos ocorram, de forma
que ideias para trabalhos pedagdgicos que antes eram inviaveis (por limitagdes de custo,
tempo, recursos fisicos, etc.) tornam-se factiveis com o uso de tecnologias.” (Maltempi,
2008, p.60)

Lima e Rocha (2022) destacam que a tecnologia a ser utilizada deve ser escolhida
tendo em vista os objetivos a serem alcangados e a realidade dos alunos e as possibilida-
des do espaco escolar. Associando essa afirmac¢do ao que Maltempi (2008) afirma, pode-
mos buscar ferramentas que possam ampliar as possibilidades de aprendizagem, que es-
pecificamente no ensino de Geometria Espacial pode ser realizada pelo uso de softwares
de Geometria dinamica. Dentre esses se destaca o software GeoGebra, que tem se desta-

cado ha alguns anos devido suas potencialidades para o ensino de Matematica.
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O GeoGebra ¢ um software de Geometria dindmica de Matematica, amplamente
utilizado que permite trabalhar as mais diversas areas da Matemadtica, incluindo algebra,
planilhas, gréaficos, estatistica e Geometria. O GeoGebra foi adquirido em 2021 por uma
empresa de educacao que garantiu a continuidade da sua oferta gratuita para o publico,
seguindo sob a lideranga dos fundadores e desenvolvedores originais (GeoGebra, 2025).

Dentre as possibilidades de uso do GeoGebra estd o uso da janela de visualizagao
3D e o recurso de realidade aumentada (RA), que permite explorar Geometria Espacial.
Com o recurso de RA ¢ possivel manipular s6lidos no ambiente utilizando um dispositivo
movel. Ja na janela 3D ¢ possivel realizar a criagdo de solidos e sua manipulagao de forma
facil e intuitiva, destacando que seu uso tem a possibilidade de potencializar a aprendiza-
gem conforme destacado por Santiago e Santana (2024), que afirmaram que especifica-
mente no ensino de Geometria o uso do GeoGebra gerou um avancgo e assimilacdo dos
conteudos,

[...] possibilitando a estruturagdo da percepcdo cognitiva do estudante,
o que seria diferente se o problema aplicado fosse ao ensino tradicional,
com apenas papel e lapis. O GeoGebra, por meio de seus comandos,
permite construir objetos matematicos em 2D, 3D e RA em ambientes
fisicos reais, sendo um recurso dindmico que propicia a pratica e expe-
rimentacdo de conceitos fundamentais da Geometria. (Santiago; San-
tana, 2014, p. 18)

Dessa forma, o GeoGebra pode ser uma ferramenta importante para auxiliar os con-
teidos de Geometria Espacial, objeto dessa pesquisa. Além disso, ha pesquisas que rela-
cionam o uso desse software com atividades investigativas, destacando que essa associa-

¢ao pode potencializar o ensino de Geometria. Scalabrin e Mussato (2020), concluem que

[...] o uso do software GeoGebra aliado as atividades propostas de cu-
nho exploratério e investigativo, favoreceu para que o processo de
aprendizagem dos alunos sobre os conceitos geométricos ocorresse de
forma gradativa, partindo da informacao visual dos objetos construidos
e analise das propriedades, para a compreensao da 16gica formal e ela-
boragdo de conjecturas. (Scalabrin; Mussato, 2020, p. 142)

Considerando a necessidade do uso de tecnologias digitais em sala de aula, con-
forme preceituado pela BNCC, e as potencialidades do GeoGebra, pode-se destacar que
o uso dessa ferramenta pode criar um ambiente propicio a aprendizagem dos contetidos
de Geometria Espacial, com destaque para a relagdo de Euler em poliedros convexos. Isso
se justifica pelo fato de que a visualizacdo dos solidos auxilia na contagem dos vértices,

arestas e faces, elementos necessarios para a aplicagdo da relagdo.
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Cabe destacar que a aplicacdo dessa ferramenta ndo garante por si s6 uma aprendi-
zagem significativa, dependendo também da mediacdo docente e da intencionalidade pe-
dagogica. Dessa forma, sua utilizagdo devera ser bem planejada e associada as demais
metodologias que tém apresentado resultados positivos, como a utilizacdo de Materiais

Concretos e gamificagao.

24
Gamificacao

Embora o termo tenha surgido em 2010, a gamifica¢cdo vem sendo aplicada h4d muito
tempo, de forma nao digital, podendo ser associada, por exemplo, a métodos de recom-
pensa utilizados por professores, quando os alunos realizam atividades previstas (Fadel;
Ulbricht, 2014).

Torna-se cada vez mais desafiador propor metodologias em sala de aula que
atraiam a atencdo dos alunos e possam facilitar o processo de aprendizagem. Quando
falamos do ensino de Matematica os indices mostram o baixo desempenho dos alunos nas
avaliagdes externas, conforme apontam dados de avaliagdes externas em larga escala (Al-
ves; Carneiro; Carneiro, 2022).

Nesse sentido, a gamificagdo esta relacionada a incorporagdo de elementos estrutu-
rais dos jogos, utilizando métodos e sistematica similares a de um jogo, s6 que fora desse
ambiente (Busarello; Ulbricht; Fadel, 2014). Esses elementos, como rankings que resul-
tam em um feedback automéatico para o estudante, pontuacdo que gera motivacao nos
alunos e a competicao que pode possibilitar uma melhor interacdo entre eles, podem fa-
vorecer a aprendizagem Matematica e seu uso

[...] representa uma abordagem inovadora e eficaz para envolver os alu-
nos ¢ promover o aprendizado ativo. Ao integrar elementos de jogos e
interatividade, o Kahoot! oferece aos educadores uma ferramenta pode-
rosa para criar experiéncias de aprendizado memoraveis e significativas
em sala de aula. (Andrade, 2024, p. 6)

Podemos destacar que a gamificagdo se diferencia dos jogos utilizados pelos alunos
no dia a dia por haver uma intencionalidade e uma proposta pedagdgica envolvida. De-
vemos diferenciar também a gamificag¢do dos jogos pedagdgicos, j& que esses ultimos sdo

criados e desenvolvidos com o objetivo de constituir um produto educacional voltado
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para aprendizagem, que por muitas vezes ndo traz mecanicas atrativas para os alunos e
pode ser limitado nas suas aplicagdes.

A gamificacdo se diferencia por criar na sala de aula um ambiente similar aos dos
jogos, incorporando sua mecanica durante o momento da aplicacdo e possibilitando sua
conciliagao com outras metodologias durante a aula. O que a diferencia também da apren-
dizagem baseada em jogos, que coloca o0 jogo como ambiente principal da aprendizagem.

Dessa forma, a utilizagdo da gamifica¢do pode ser um aliado para estimular a par-
ticipagdo dos alunos e possibilitar uma aprendizagem mais significativa para o aluno. O
professor deve utilizar essa ferramenta considerando que “[...] ao valorizar os jogos € seu
carater ludico, o docente busca uma aprendizagem utilizando uma alternativa que possa
motivar a participagdo do aluno frente ao conteudo a ser trabalhado.” (Alves; Carneiro;
Carneiro, 2022, p. 148)

Essa perspectiva torna-se ainda mais pertinente quando se observa que 0s jogos
digitais se popularizaram nas tltimas décadas, passando a integrar o cotidiano dos estu-
dantes, seja por meio de consoles, dispositivos moveis ou computadores. Os estudantes
costumam se interessar por jogos e normalmente jogam para se entreter. Diante dessa
disseminagdo, surgiram pesquisas que investigam a aplicacdo da gamificacdo, no con-
texto digital, como ferramenta no processo de ensino e aprendizagem.

A BNCC destaca nas suas orientagdes para a area de Matematica dos anos finais
que os jogos podem ser utilizados para potencializar as aprendizagens. Além disso, pode-
mos destacar o enfoque apresentado nesse documento ao uso de tecnologias digitais e
também a necessidade de possibilitar que os alunos sejam protagonistas da sua aprendi-
zagem.

Diante da necessidade de incorporar ao ambiente da sala de aula recursos que apre-
sentem caracteristicas dos jogos, especialmente os digitais, com os quais os alunos ja
possuem familiaridade e que favorecam seu protagonismo, torna-se pertinente a utiliza-
cdo de abordagens pedagogicas que integrem tais elementos ao processo de ensino e
aprendizagem. Ja que “elementos como pontuacdo, desafios, recompensas e narrativas
imersivas tornam o aprendizado mais atrativo e interativo, transformando atividades tra-
dicionais em experiéncias dindmicas e motivadoras.” (Coelho et al., 2025, p. 12). Esses
autores destacam ainda em sua pesquisa que

Ferramentas como Classcraft e Kahoot! sdo exemplos emblematicos
de como a gamificacdo pode ser aplicada para promover a colaboragio,
a competicdo saudavel e o desenvolvimento de habilidades
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socioemocionais, como trabalho em equipe e resilié€ncia. (Coelho et al.,
2025, p. 12)

Tratando-se especificamente do Kahoot!, diversas pesquisas vém apontado para
suas potencialidades no uso em sala de aula e especificamente no ensino de Matematica,
conforme apontado na pesquisa de Mesquita ¢ Bueno (2023). O Kahoot! ¢ uma plata-
forma de aprendizagem baseada em jogos que facilita a criagdo, o compartilhamento e a
participacao em jogos educativos ou quizzes de curiosidades em minutos (Kahoot, 2026).

Essa plataforma se destaca pela facilidade de utilizagdo, sendo intuitiva e pratica de
usar. Esta disponivel em portugués e possui plano gratuito para professores, que amplia o
numero possivel de participantes e oferece mais algumas ferramentas de organizagao das
atividades gamificadas. Além disso, por ser utilizado direto no site, gera uma facilidade
de acesso, ndo sendo necessdria a instalacdo prévia de programas e ndo apresenta de-
manda de hardwares mais potentes.

O Kahoot! funciona com uma mecanica de competi¢ao individual entre os alunos,
caso haja disponibilidade de dispositivos para todos, e também possibilita a competicao
entre turmas, podendo ser criada uma ilha para cada turma de forma que a evolugdo da
turma pode ser acompanhada.

Os questionarios montados funcionam numa légica de pontuagao por acerto e ve-
locidade de resposta, criando um ranking no final de cada pergunta e no final do jogo,
gerando um podio. As perguntas podem ser de multipla escolha ou verdadeiro ou falso
(no plano gratuito apenas esses dois tipos sdo disponibilizados). O Professor, durante a
organizacao, pode atribuir pontuagdo dupla a perguntas e controlar o tempo disponibili-
zado. Durante a partida, a plataforma automaticamente toca sons que estimulam os alunos
e atribui insignias para alto numero de acertos e velocidade.

Essa plataforma, por ser tdo interessante e funcional, tem apresentado resultados
positivos em pesquisas ja realizadas acerca de seu uso, podendo ser destacado que seu
uso “ndo apenas oferece uma plataforma interativa e acessivel para aprimorar o aprendi-
zado, mas também proporciona uma experiéncia educacional envolvente e estimulante
para alunos e professores.” (Andrade, 2024, p. 5)

Dessa forma, incorporar essa plataforma nas aulas de Matematica, incluindo no en-
sino de geometria, pode auxiliar no processo de engajamento dos alunos, despertando o
interesse e possibilitando uma aprendizagem mais significativa para os alunos. Especifi-

camente no ensino de geometria, Andrade (2024) destacam que
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A utilizacdo do Kahoot como ferramenta tecnologica revelou-se uma
alternativa eficaz para superar desafios comumente encontrados no en-
sino tradicional. A intera¢do dos alunos com a plataforma nio apenas
fortaleceu o entendimento dos conteudos de Geometria Plana e Espa-
cial, mas também estimulou a cooperacdo ¢ a socializagao entre eles.
(Andrade, 2024, p. 47)

Diante desses resultados positivos, podemos avaliar que o uso do Kahoot! pode ser
relevante quando conciliado com a mediacdo do professor. Esse deve ter um papel de
motivador e orientador para que a atividade gamificada nao seja motivada apenas pelo
desejo de ganhar, mas tenha foco na aprendizagem. Além disso, o docente deve observar
sempre a competitividade, para que essa nao seja levada ao excesso, gerando problemas
durante a atividade.

Portanto, quando tratamos do ensino da relacao de Euler para poliedros convexos,
que faz parte dos contetidos de geometria espacial, ¢ possivel destacar que o uso do
Kahoot! pode ser uma ferramenta potencializadora, podendo ser utilizada como atividade

de aplicacdo da relacdo apds seu estudo.

2.5
Demonstragoées na Educagao Basica

Nos anos finais do Ensino Fundamental ainda ha predominéncia de aulas expositi-
vas de Matematica, dados confirmados pela pesquisa de Silva ef al. (2023), que fizeram
um estudo com professores dessa disciplina. Nessa metodologia, os teoremas, relagdes e
propriedades sdo apresentados para os alunos sem uma validagao, verificagdo ou demons-
tracao.

Essa forma expositiva pode gerar no aluno uma visdo limitada do contetdo estu-
dado. Nesse sentido a BNCC prevé que nessa etapa “[...]precisa ser destacada a impor-
tancia da comunicacdo em linguagem Matematica com o uso da linguagem simbolica, da
representacdo e da argumentacao.” (Brasil, 2017). Além disso, em alguns contetidos a
Base destaca o uso das demonstragdes como parte das habilidades a serem desenvolvidas.

Sendo assim, ¢ importante estimular os estudantes realizarem uma argumentacgao
dos conteudos estudados nessa etapa. Apesar da orientagdo presente na Base, observa-se
que nos livros do PNLD analisados nesta pesquisa, no momento de realiza¢do da escolha

do livro didatico pela unidade escolar, apresentam poucas verificagdes e demonstragoes,



26

nao estimulam a argumentacgdo dos alunos e ainda seguem uma logica expositiva e meca-
nica, conforme verificado nos livros disponibilizados no atual periodo de vigéncia.

As demonstracdes Matematicas “possuem seu amplo valor no processo de ensino-
aprendizagem de Matemadtica, pois fazem parte da constru¢do de conhecimento l6gico
dedutivo do estudioso ¢ inerentes a esse conhecimento colaboram na construgao da fisica,
da Matematica [...]” (Medeiros et al., 2024, p. 4). Esses autores destacam que pode haver
dificuldade inicial na pratica da demonstracdo por parte dos alunos, porém com o tempo
os alunos evoluem e podem realizar generalizagdes mais formais, além de conseguirem
compreender de forma mais efetiva a amplitude da Matematica.

Tratando-se especificamente do ensino de geometria, a inser¢do das demonstragdes
auxilia a aprendizagem, podendo ser utilizada de forma mais interessante, para além dos
métodos tradicionais, através de materiais manipulaveis. Isso ocorre porque o processo
demonstrativo em geometria espacial € facilitado com a visualizacdo do objeto estudado
(Bispo; Assis, 2021).

No contexto da educagdo bésica devemos considerar que nao ¢ possivel realizar a
demonstragcdo de todos os contetidos estudados, tendo em vista o programa a ser cum-
prido. Porém Balacheff (2022) destaca a importancia de estimular as demonstragdes, por
mais que essas nao sejam necessariamente formais. O aluno deve ser estimulado a realizar
producdes espontaneas e escritas, além de argumentagdes resultantes de suas investiga-
¢oes e experiéncias (Balacheff, 2022).

Além disso, esse autor destaca que ¢ possivel realizar uma prova ou uma justifica-
¢do argumentada sobre determinada propriedade. Dessa forma, nem sempre € necessario
que os alunos sejam levados a realizar demonstracoes estritamente formais.

Esse autor, em outra pesquisa realizada, classifica as demonstra¢des em quatro tipos
possiveis, verificacdo empirica, prova pragmatica, prova intelectual e demonstragao for-
mal.

A validacao empirica ocorre quando o aluno testa alguns casos particulares e, a
partir da regularidade observada, aceita a afirmacdo como verdadeira. Trata-se de uma
constatacdo baseada na experiéncia ou na experimentagdo, ainda sem generalizacao 16-
gica.

A prova pragmatica, por sua vez, também se apoia em exemplos, mas envolve uma
tentativa de explicagcdo apoiada em manipulacdes, desenhos ou argumentos contextuali-
zados, sendo considerada suficiente dentro do contexto da sala de aula, embora ainda nao

alcance o texto formal.
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Ja a prova intelectual caracteriza-se por um encadeamento de argumentos que busca
justificar a afirmag¢do para todos os casos, utilizando propriedades e definicdes Matema-
ticas, mesmo que com linguagem ainda ndo totalmente formalizada.

Por fim, a demonstra¢ao formal corresponde ao nivel mais rigoroso de validagao,
estruturada segundo regras explicitas de deducao ldgica, com organizagao sistematica de
hipdteses, defini¢des e conclusdes, garantindo validade universal no interior do sistema
matematico. Na Educa¢ao Basica, essas formas de validagao ndo necessitam ser vistas de
forma separada, mas como etapas do desenvolvimento da capacidade argumentativa dos
estudantes.

Sendo assim, durante a elaboracdo do planejamento da aula devera ser considerado
o nivel de compreensao dos alunos do processo demonstrativo e a etapa do ensino em que
o estudante se encontra, podendo ser realizada uma adaptagao do processo demonstrativo.
Nesta pesquisa, utiliza-se o termo “verifica¢do” para designar o conjunto de procedimen-
tos investigativos e argumentativos que, embora ndo configurem uma demonstracao for-
mal, conduzem os alunos a compreensao da validade geral da propriedade estudada.

Nesse caso € possivel recorrer ao processo de verificagao, de forma que o aluno, a
partir de sua investigacdo, consiga verificar a validade do tema estudado. O professor tera
o papel de sistematizar e institucionalizar o conhecimento produzido de forma mais am-
pla, ja que “Uma argumentacdo Matematica deve ser pelo menos potencialmente admis-
sivel segundo os padrdes da aula de Matemadtica, ou seja, ser aceito como prova pela
classe e confirmado pelo professor.” (Balacheff, 2022, p. 810). Sobre essa possibilidade,
Vasconcelos e Santos (2022), afirmam que

[...] se ndo alcangarmos uma prova formal que avalie a afirmagao, ao
menos possamos construir uma explicagdo clara e convincente para
isso. Este empoderamento da capacidade de refletir criticamente ao ana-
lisar a veracidade de uma informag&o é muito importante para a socie-
dade. (Vasconcelos; Santos, 2022, p. 11)

Diante da possibilidade de uma adaptacao do processo demonstrativo para a reali-
dade da sala de aula e considerando o uso de materiais manipulaveis, se torna interessante
possibilitar que o aluno, utilizando esse tipo de material, consiga desenvolver sua argu-
mentacdo e justificar a validade do objeto de estudo.

A auséncia de validac¢ao formal da Relacao de Euler nos livros didaticos justifica a
necessidade de desenvolver, em sala de aula, processos de verificagdo e argumentagao

que conduzam a compreensao de sua validade geral.
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No estudo da relacao de Euler para poliedros convexos, € necessario considerar que
sua compreensdo envolve a verificacdo de que a igualdade se mantém valida independen-
temente do poliedro analisado. Nesse processo, a visualizagdo desempenha papel funda-
mental, pois auxilia na identificagdo e na contagem dos elementos geométricos envolvi-
dos. As etapas de validagao dessa relagdo no contexto do ensino serdo apresentadas e

detalhadas na se¢do metodolodgica deste trabalho.

2.6
Relacao de Euler para poliedros convexos

Nesta subsecdo, sera apresentada a fundamentagdo matematica do objeto investi-
gado. Inicialmente, apresenta-se um apanhado historico sobre Leonhard Euler, baseado
no texto de Ubiratan D’ Ambrosio (2008), que apresenta um relato relevante sobre sua
trajetoria. Em seguida, desenvolve-se a base tedrica fundamentada no livro A Matematica
do Ensino Médio — Volume 2, de autoria de Lima et al. (2004).

Leonhard Euler nasceu em Basiléia, na Suiga, no dia 15 de abril de 1707. Seu pai,
Paulus Euler, foi aluno da Universidade de Basiléia. Sua tese de conclusao de curso era
sobre razoes e proporcdes, indicando um contexto familiar relacionado a Matematica.
Com apenas dezesseis anos, ele recebeu o titulo de mestre, e em seguida publicou diversos
trabalhos de relevancia na época, alguns na area da engenharia.

Mesmo tendo ficado cego, Euler continuou produzindo muitos trabalhos, ditando
seus livros e materiais para seus auxiliares. Chegou a publicar o segundo livro de Mate-
matica mais impresso no mundo, perdendo apenas para Elementos de Euclides. Euler
destaca-se como um matematico de grande relevancia, considerando que “sua genialidade
foi reconhecida na importante obra A Mathematical and Philosophical Dictionary, por
Charles Hutton, publicada na Inglaterra, em 1795” (D’ Ambrosio, 2008, p. 28).

Esse matematico contribuiu para diversos campos da Matemadtica, tendo apresen-
tado teoremas em diversas areas. No campo da Geometria Espacial, ¢ amplamente conhe-
cida a relagao que leva seu nome. Santos (2014) destaca que

Embora os poliedros ja fossem conhecidos desde a antiguidade, até o
século XVIII ninguém havia percebido qualquer relagdo de natureza
combinatoria entre suas faces, arestas e vértices, até que por volta de
1750, Leonhard Euler (1707-1783) fez uma descoberta que descreveu
a seu amigo também matematico, Christian Goldbach (1690-1764), em
uma correspondéncia enviada a este. (Santos, 2014, p. 7)
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Essa relacdo apresentada por Euler perpassou o tempo e ¢ apresentada até hoje nos
conteudos previstos da Educacao Basica, inclusive na BNCC. A permanéncia da relagao
de Euler nos curriculos evidencia sua relevancia para o ensino de geometria.

Segundo o texto apresentado por Lima et al., poliedros podem ser definidos como
uma reunido de um numero finito de poligonos planos, onde cada lado de um desses po-
ligonos ¢ também lado de um, e apenas um, outro poligono. Cada um desses poligonos ¢
denominado face do poliedro, cada lado comum a duas faces ¢ chamado de aresta e cada
vértice de uma face ¢ também chamado de vértice do poliedro. Essa defini¢cdo pode ser

refinada da seguinte forma:

Definicdo. Poliedro ¢ uma reunido de um nimero finito de poligonos
planos chamados faces onde:

a) Cada lado de um desses poligonos ¢ também lado de um, e apenas
um, outro poligono.

b) A intersecao de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou ¢ um
vértice ou € vazia.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, ¢ chamado
uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face € um vértice do po-
liedro.

¢) E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer
outra, sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas ares-
tas). (Lima et al., 2004, p. 232)

Considerando essa definicao, todo poliedro limita uma regido do espaco chamada
interior do poliedro. Aqui destaca-se uma defini¢do importante: podemos afirmar que o
poliedro ¢ convexo se seu interior € convexo. Os autores apresentam a seguinte definigdo
“Um conjunto C, do plano ou do espago, diz-se convexo, quando qualquer segmento de
reta que liga dois pontos de C estd inteiramente contido em C.” (Lima et al., 2004, p.
233). No caso dos poliedros se torna mais interessante definir que o poliedro serd convexo
se qualquer reta (ndo paralela a nenhuma de suas faces) s6 o corta em no maximo dois
pontos.

Utilizaremos a seguintes abreviagdes para faces (F), vértices (V) e arestas (A). De
acordo com os autores a relacdo de Euler, por ser simples e bela, fascinam os alunos em
seu primeiro contato. Essa relacdo pode ser definida da seguinte forma: V — A + F =
2. Essa relagdo nao vale para todos os poliedros que seguem a definicdo apresentada,
sendo verdadeira, contudo, para os poliedros convexos. Ha vérias demonstracdes para

essa relacdo, mas os autores do livro utilizam uma demonstrac¢do diferente da que sera
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utilizada nessa pesquisa. Dessa forma, sera apresentada a demonstracao de Cauchy da
relacdo de Euler.

Serd utilizado como base para apresentacdo da demonstragdo o texto do professor
Elon Lages Lima intitulado “O teorema de Euler sobre poliedros”, publicado na Revista
Universitaria em 1985.

A demonstraciao de Cauchy pode ser dividida em etapas para facilitar sua compre-
ensdo, segundo Lima. A primeira consiste da retirada de uma face do poliedro, o que nao
altera o numero de vértices nem o de arestas, mas reduz em uma unidade o nimero de
faces. Dessa forma, basta provar que V — A + F = 1 para o objeto resultante apos a reti-
rada da face, j& que ambos os lados da igualdade foram reduzidos em uma unidade.

Na segunda etapa, considera-se que uma aresta € /ivre quando ¢ lado de apenas uma
face do poliedro. O novo poliedro resultado da primeira etapa tem as arestas livres da face
que foi retirada. Ao esticar esse poliedro partindo das arestas livres, € possivel achata-lo
de modo que se obtenha uma figura plana. Ao realizar esse processo, os nimeros de cada
um dos elementos da relagdo se mantém constantes.

Durante este processo, os nimeros mantém-se constantes. Se, em particular, o po-
liedro era convexo, este achatamento pode ser feito de modo bastante simples, projetando-
se o poliedro modificado sobre um plano, a partir de um ponto tao préximo da face omi-
tida que nenhuma semirreta que parta desse centro de projecdo contenha mais de um
ponto do poliedro. Sendo a origem dessas semirretas um foco luminoso, a sombra do

poliedro sobre o plano € sua projecao (Figura 1).

Figura 1 - Exemplos de proje¢ao da segunda etapa.
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A terceira etapa consiste em tragar diagonais que nao se cortam, de forma que cada
face seja transformada em triangulos. Cada vez que esse procedimento ¢ realizado, o nu-
mero de vértices ndo se altera, mas o nimero de faces e arestas aumenta em uma unidade
cada. Dessa forma, a relagdo nao ¢ alterada. Podemos entao supor que as faces sdo trian-
gulos.

A fase seguinte consiste em retirar as arestas livres do poliedro planificado, reti-
rando-se também, uma a uma, as faces que tém alguma aresta livre. Ao retirar cada uma
dessas faces a igualdade V — A + F = 1 se mantém.

Retirando-se uma a uma as arestas livres, chega-se a etapa final que consiste em
chegar a um tridngulo, apds as sucessivas retiradas. No triangulo ¢ evidente a relagdo V —
A+ F =1,poisnestecaso V = 3,4 = 3 e F = 1. Isso conclui a demonstragao.

Em seu texto, Lima faz uma analise detalhada dessa demonstracao que evidencia
que o argumento classico atribuido a Cauchy, embora amplamente difundido, envolve
hipdteses matematicas que nem sempre sdo explicitadas em abordagens introdutodrias. O
autor demonstra que a validade da prova esta associada a condi¢des especificas sobre a
estrutura do poliedro, particularmente no que se refere a conectividade, a organizacao das
faces e a natureza dos ciclos presentes.

Dessa forma, Lima ressalta que a demonstragdo nio se aplica indistintamente a
qualquer poliedro, mas a uma classe particular que satisfaz determinadas propriedades
combinatdrias e topologicas.

Apesar disso, no contexto do ensino bésico, a utilizacdo da demonstracdo por meio
da projecao e da planificacdo pode enriquecer o processo de aprendizagem, pois permite
compreender a conservacao das quantidades envolvidas na relacdo de Euler ao longo dos
processos realizados.

Como destaca o autor, a projecdo do poliedro sobre um plano constitui um proce-
dimento que preserva as relagdes combinatorias fundamentais, possibilitando a reducao
do problema espacial a uma configura¢do plana mais acessivel ao raciocinio geométrico
dos estudantes.

Assim, no contexto do 6° ano do Ensino Fundamental, a demonstracdo assume ca-
rater pedagogico de verificagdo e exploragdo, favorecendo a visualizagdo e a construgao
intuitiva darelacdo V — A + F = 2, mesmo que o tratamento formal completo ultrapasse

os objetivos dessa etapa escolar.
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Procedimentos metodolégicos

Nessa secao serdo tratados os procedimentos adotados no desenvolvimento da pes-
quisa, discorrendo sobre o planejamento realizado, os materiais elaborados, as ferramen-
tas utilizadas e os resultados esperados na aplicagao em sala de aula. O texto busca levar
o leitor a compreender os percursos percorridos até a realizagao da aula e conclusao do
produto educacional elaborado (https://www.geogebra.org/m/vurjtgvm). O trabalho de-
senvolvido nessa secdo estd devidamente embasado nos referenciais tedricos apresenta-
dos na se¢ao 2.

A pesquisa iniciou-se a partir da observa¢do da ndo abordagem dos contetidos de
geometria na Educagdo Basica, mais especificamente no sexto ano. Nesse ano de escola-
ridade, os contetidos de geometria ficam delegados ao final do ano letivo, sendo explora-
dos apenas se ha tempo habil e se os contetidos de aspecto aritmético estao concluidos.

Além disso, durante a aplicagdo das aulas envolvendo a relagdo de Euler identifi-
cou-se que os alunos apresentavam dificuldade em visualizar os poliedros, devido a limi-
tacdo bidimensional do livro didatico. Mesmo assim, foi possivel identificar que os alunos
sentiam curiosidade pelo assunto, o que pode estar relacionado a auséncia de contato sis-
tematico com contetidos geométricos nos anos anteriores.

Experiéncias com o uso de tecnologias digitais, como softwares de geometria dina-
mica, mostraram-se proveitosas e geram resultados positivos no processo de compreensao
dos alunos, aumentando a participag¢do e obtendo melhores resultados nas atividades pro-
postas. Porém, esse conteudo ¢ abordado de forma superficial nos livros didaticos adota-
dos no sexto ano. E necessario um planejamento mais detalhado que possa enriquecer o
processo de aprendizagem.

Dessa forma, procedeu-se ao aprofundamento teorico acerca de metodologias que
apresentaram resultados positivos no processo de aprendizagem, principalmente dos con-
teidos de geometria. Buscou-se identificar as potencialidades de tais metodologias para
compor um plano de aula para a abordagem da relacao de Euler de forma a possibilitar
uma aprendizagem mais significativa dos educandos.

Por se tratar de uma pesquisa desenvolvida na area da Educagdo, predominam in-
vestigacdes de natureza qualitativa. Segundo Pereira e Coutinho (2023, p. 994), esse tipo
de pesquisa “[...]centra-se no embasamento empirico, que dispde de diversos tipos € me-
todologias de estudos, com objetivo especifico na anélise dos processos de ensino-apren-

dizagem”.
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Sendo assim, optou-se pela realizagdo desse tipo de pesquisa, ja que o interesse €
analisar o processo de aprendizagem dos alunos a partir de uma intervengdo pedagogica.
O método de pesquisa do tipo intervencdo pedagogica ¢ definido por Damiani et al.
(2013) quando afirma que

Envolve planejamento e implementagdo de uma interferéncia e a avali-
acao de seus efeitos. Assim, como ja discutido, nos relatérios desse tipo
de pesquisa, na parte dedicada a apresentar o método, devem ser iden-
tificados e separados esses dois componentes principais: 0 método da
intervencao (método de ensino) e o método da avaliagdo da intervengao
(método de pesquisa propriamente dito). (Damiani et al., 2013, p. 62)

Nas proximas subsecgdes serdo abordadas a caracterizagcdo da pesquisa, o0 método

adotado na intervengdo pedagogica e na avaliagdo da intervengao.

3.1
Caracterizacao da pesquisa

A pesquisa caracteriza-se como qualitativa, conforme o apresentado por Pereira e
Coutinho (2024, p. 999), que defendem “[...] que na pesquisa cientifica o mais importante
¢ produzir conhecimento que, além de util, esteja voltado para a subjetividade e orientado
pelo carater humanista, como estabelecido na area da Educagdo.” Esses autores destacam
a importancia de uma abordagem qualitativa em pesquisas voltadas para a Educagao, o
que exige a delimitacdo dos métodos e das avaliagdes a serem realizadas.

A intervengdo pedagdgica fundamentada no referencial tedrico apresentado visa
promover uma abordagem diferenciada do contetido, possibilitando a analise dos resulta-
dos obtidos ao longo e ap6s sua aplicacdo. Segundo Damiani ef al. (2013, p. 61), as pes-
quisas desse tipo “[...] poderiam ser consideradas como estimulos auxiliares que os pro-
fessores-pesquisadores utilizam para resolver situacdes-problema, tais como a insatisfa-
¢do com o nivel e a qualidade das aprendizagens de seus alunos/sujeitos em determinados

contextos pedagogicos.”
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3.2
Método da intervencao pedagdgica

A intervencao foi planejada para ser aplicada em uma escola publica pertencente a
rede municipal de ensino do municipio de Teresopolis, localizada na Barra do Imbui. A
escola atua no segundo segmento do Ensino Fundamental, que compreende do sexto ao
nono ano. O ano de escolaridade da intervengao foi o sexto, sendo duas turmas com alu-
nos na faixa etaria de 10 aos 12 anos e aproximadamente trinta alunos em cada sala.

A pesquisa foi desenvolvida para a disciplina de Matematica. O planejamento da
intervencgdo considerou uma semana letiva, correspondendo a seis horas-aula por turma.
Foi considerada a possibilidade de utilizagdo dos recursos disponiveis na unidade escolar,
que incluem televisores, laboratorio de informatica e tablets, além dos recursos tradicio-
nais.

A intervencao pedagogica foi elaborada para a drea da geometria, mais especifica-
mente a geometria espacial, sendo o contetido abordado a relagdo de Euler para poliedros
convexos. Sua elaboracao teve como objetivo promover a aprendizagem desse contetido
de forma significativa e proporcionar uma experiéncia inovadora.

Para que esse objetivo fosse alcancado se recorreu as tecnologias digitais, sendo
utilizado software de geometria dindmica para auxiliar na visualizagdo. Também foram
planejados o uso de materiais concretos manipulaveis e o desenvolvimento de uma veri-
ficacdo da relacdo para auxiliar na abstracao.

Com isso, espera-se que os alunos consigam compreender de forma mais clara essa
relacdo e consigam aplicar esses conhecimentos em problemas e atividades futuras. Além
disso, deseja-se que esse contetido se torne um conhecimento solidificado que sirva de
conhecimento prévio para os futuros estudos de geometria espacial desses alunos.

A intervengdo pedagogica foi elaborada seguindo uma organizagdo em quatro eta-
pas, pensadas para o desenvolvimento gradual do contetido e com o objetivo de favorecer
a compreensao dos alunos. Essas etapas foram desenvolvidas para permitir a articulagdo
entre momentos de explanagdo, exploracao, aplicagdo e verificagdo, permitindo que o
aluno possa desenvolver de forma gradual sua aprendizagem.

A primeira etapa consiste na apresentacdo das defini¢des de poliedros e corpos re-
dondos, utilizando slides como material de apresentacdo para os alunos. Para auxiliar na
compreensdo e facilitar a visualizacdo, serdo utilizados solidos em acrilico para que os

alunos observem as diferengas entre os poliedros e os corpos redondos. Nesse momento,
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o livro didatico adotado pela unidade escolar sera utilizado como material de apoio. Além
disso, foi proposta uma atividade de classificagdo de solidos, poliedros e corpos redondos.

Ainda nessa etapa, serd apresentada a definicdo de poliedros, bem como seus prin-
cipais tipos, utilizando o livro didatico, os slides elaborados e os sélidos geométricos
como apoio. Os conceitos de vértices, faces e arestas serdo introduzidos com o auxilio de
um sélido como referéncia e de imagens projetadas, a fim de facilitar a compreensdo dos
alunos. Nesse momento, serd realizada oralmente a indagagao aos alunos acerca do nu-
mero desses elementos de alguns s6lidos com o objetivo de favorecer a compreensao
inicial.

Tendo concluido a etapa expositiva, sera dado inicio a segunda etapa, em que os
alunos receberdo uma atividade investigativa, previamente elaborada e fundamentada nos
principios da investigacdo Matematica, que serd desenvolvida em conjunto com o Geo-
Gebra. Os estudantes serdo conduzidos a conjecturar a relagdo de Euler para poliedros
convexos, realizando a observagdo dos numeros de vértices, faces e arestas de diversos
poliedros. Nessa etapa, espera-se que os alunos consigam estabelecer a relagcdo de Euler
de forma menos formal, percebendo alguma relacdo entre a quantidade de cada um desses
elementos.

Ap6s a realizagdo desta atividade por todos os alunos, estes serdo incentivados a
compartilhar suas constatacdes de forma a ser elaborada uma defini¢do coletiva mais for-
mal da relagdo identificada. Nesse momento caberd ao professor a orientagdo do processo,
guiando os alunos a comporem a partir de suas observagdes essa definicdo. Neste mo-
mento, espera-se que os alunos, em conjunto € com orientagdo, apresentem a relagao cor-
reta entre o nimero de faces, arestas e vértices, mesmo que nao seja apresentada formal-
mente como enunciada em livros.

Tendo sido apresentada a relag@o, na terceira etapa serd o momento de questionar a
sua validade para todos os poliedros convexos, buscando conduzir os alunos a investiga-
¢do da validade. A partir dessa discussdo, serd proposta a realizagdo de uma verificagao
baseada na demonstragdo de Cauchy da relagcdo de Euler, utilizando o material concreto
manipuldvel que consistird na montagem, pelos alunos em grupos, de um poliedro utili-
zando jujubas e palitos. Em seguida sera realizada a proje¢do em uma cartolina, para entao
realizar a triangulacdo, seguindo o processo proposto por Cauchy, com o objetivo de que
os alunos consigam verificar a validade dessa relagao a partir desse processo.

Tendo sido realizado esse processo de verificagdo pratica, na quarta etapa sera for-

malizado para os alunos, por meio de uma abordagem expositiva, que esse procedimento
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pode ser feito para todos os poliedros convexos, comprovando a validade da relagdo para
os mesmos. Essa formalizagdo sera realizada de forma simplificada, devido a faixa etaria
da turma.

Cabe ressaltar que todos os recursos digitais utilizados nessa metodologia foram
organizados em um unico material, utilizando o livro do GeoGebra, com o intuito de gerar
o produto educacional desejado. Essa ferramenta possibilita a organizacdo dos materiais
de forma clara e acessivel, os quais podem ser acessados em qualquer dispositivo que
possua navegador.

A implementacdo das etapas descritas constituiu a intervengdo pedagogica pro-
posta. Na subsecao seguinte, serdo apresentados os procedimentos adotados para a avali-

acgdo da intervengao.

3.3
Avaliagao da intervengao

A avaliacdo dessa intervengao pedagdgica sera realizada por meio de quatro proce-
dimentos. O primeiro consiste na observagdo durante toda a aplicagdo e o registro dos
aspectos relevantes para a pesquisa. Como destacado por Rodrigues, Oliveira e Santos
(2021, p. 159), a pesquisa qualitativa “[...] ¢ complexa, dialoga com a diversidade e a
flexibilidade e estd arraigada a tendéncias fundamentadas em raizes filosoficas.”. Esses
autores destacam que a observagdo ¢ um processo muito importante nesse tipo de pes-
quisa, sendo valorizadas a descri¢do dos eventos e a analise de casos especificos.

Além da observacao, as atividades realizadas pelos alunos servirdo de material de
analise, com o intuito de observar indicios do processo de aprendizagem ao longo das
etapas da interven¢do. Tanto as respostas as atividades investigativas, as respostas apre-
sentadas oralmente durante a intervencao e os registros do processo de verificagdo serdo
analisadas cuidadosamente.

Como terceiro procedimento avaliativo, sera aplicada uma atividade final na plata-
forma Kahoot! com o intuito de gerar dados que subsidiardo a analise do processo de
aprendizagem dos alunos. As perguntas desse questionario serdo objetivas, sendo neces-
saria a aplica¢do do contetdo trabalhado durante a intervengao.

Por fim, os alunos serao convidados a responder um questionario no Google Forms
para colher as impressdes e percepgoes dos alunos acerca da intervencao aplicada. Esse

formulario trard perguntas objetivas e discursivas, possibilitando que os alunos, em
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algumas questoes, discorram sobre suas observacoes. Esses procedimentos produzirao os
dados que serdo analisados para a construgdo dos resultados da pesquisa.

A analise dos dados coletados seré realizada embasada no referencial tedrico apre-
sentado na se¢do 2, buscando identificar evidéncias de aprendizagem, dificuldades en-
frentadas, contribuigdes da intervencdo pedagogica para o processo de ensino e aprendi-

zagem e indicagdes para investigagdes futuras.



4
Aplicacgao e resultados

Esta secdo apresenta o relato da aplicacdo da intervengdo pedagégica e do produto
educacional, que consiste no conjunto de atividades disponibilizadas no livro do GeoGe-
bra. Além disso, apresenta os resultados de cada etapa com embasamento no referencial

teorico adotado.

4.1
Contexto da aplicagao

A aplicagdo da intervencao pedagdgica e do produto educacional ocorreu nos dias
20 e 21 de outubro de 2025, nas turmas 2603 e 2604, do Centro Educacional Beatriz Silva.
Foram utilizados os seis tempos previstos para a intervengao. Durante esses dias, estive-
ram presentes 20 alunos da turma 2603 e 26 alunos da turma 2604.

Devido a necessidade do uso dos recursos tecnoldgicos, optou-se pelo uso do labo-
ratorio de informatica (Figura 2), que conta com televisor para apresentacdo do professor

e dezesseis computadores para uso dos alunos.

RELACAO DE EULER
PARA POLIEDROS
CONVEXO0S

Figura 2 - Inicio da aula no laboratdrio de informatica
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Inicialmente, previa-se a utilizagdo dos tablets para que os alunos pudessem realizar
as atividades de forma individual. Porém, devido ao bloqueio do sistema realizado pela
Secretaria Municipal de Educagdo, nao foi possivel acessar o site do GeoGebra. Dessa
forma, optou-se pelo uso dos computadores em dupla para que todos os alunos pudessem

realizar as atividades.

4.2
Resultados da primeira etapa

O desenvolvimento dessa etapa iniciou-se com a apresentacao dos slides elabora-
dos (Figura 3). Levando em consideragdo a importancia da contextualizacdo dos conteu-
dos apresentados, utilizou-se um evento ocorrido proximo ao dia da aplicagdo que teve
grande repercussdo. Dessa forma, foi apresentada inicialmente a imagem do museu do
Louvre, que havia sido alvo de ampla repercussao midiatica nas semanas anteriores, de-

vido a um roubo realizado, e possui uma estrutura associada a um poliedro.

21: <o Muitos objetos e construcdes, naturais ou feitos pelo ser
SOlldOS geometrlCOS humano. lembram figuras geométricas conhecidas como
sblidos geométricos.

<
e ©

" a
O museu do Louvre, na Franca, possui uma pirdmide de vidro formada P4

-
por 603 losangos e 70 triangulos

Poliedros e corpos redondos

Os sdlidos geométricos que tém apenas faces
planas sdo chamados poliedros, e os sélidos geométricos

A que tém pelo menos uma parte nao plana, ou seja,
/om A )/ arredondada, sao chamados corpos redondos.
>

Poli significa muitos; edros significa faces. Poliedro

ix\,_ 4 ‘ W significa objeto com muitas faces.

Figura 3 - Parte dos slides apresentados

Essa imagem inicial despertou o interesse dos alunos. Diversos estudantes trouxe-
ram falas sobre o caso ocorrido. Esse momento foi aproveitado para direcionar o questi-
onamento acerca da forma do museu. Como esperado, muitos alunos associaram a forma
do museu a figura geométrica plana triangulo, confirmando a pouca familiaridade com

conteudos geométricos, conforme discutido no referencial tedrico.



40

Em seguida, iniciou-se o momento da diferenciagao de corpos redondos e poliedros,
ainda utilizando os slides e apresentando os sélidos de acrilico (Figura 4), que sdo mate-
riais concretos manipulaveis, disponiveis na Unidade Escolar. Esses foram utilizados de
forma expositiva inicialmente e depois entregues aos alunos para manipulagao e observa-

¢ao das diferencas entre os solidos.

Figura 4 - Solidos de acrilico utilizados

Os solidos atrairam a ateng@o dos alunos, que ficaram empolgados com a possibi-
lidade de manipular os so6lidos. Muitos alunos relataram ja terem visto os solidos nos
armarios, mas acreditavam que ndo podiam ser utilizados. Esse resultado evidencia a im-
portancia da utilizacdo dos recursos disponiveis para tornar as aulas mais dindmicas.

Durante a manipulacio dos sélidos pelos alunos, as observagoes realizadas con-
firmam resultados apresentados no referencial teorico, que afirmam que os solidos des-
pertam o interesse dos alunos e auxiliam na visualizacao dos objetos estudados.

Em seguida foi apresentada a defini¢cdo formal de poliedros, para que os alunos
compreendessem o significado da palavra e as caracteristicas desses solidos. Utilizando
o slide, foram definidos vértices, arestas e faces de um poliedro. Os sélidos de acrilico

novamente foram utilizados para indagar aos alunos os nimeros desses elementos e
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alguns poliedros. Os alunos responderam adequadamente, demonstrando compreensao
inicial dos conceitos apresentados.

Para finalizar essa etapa, foi apresentada a definicdo de poliedro convexo, que ¢
de grande importancia para compreensao da aplicagao da relacao de Euler. A conclusao
dessa primeira etapa permitiu identificar os conceitos prévios dos alunos acerca dos con-
teudos de geometria. A utilizagdo dos solidos e a contextualizacdo inicial aumentaram o
engajamento e a participagdo dos alunos, criando condi¢des para o desenvolvimento da

etapa a seguir, que consiste na atividade investigativa.

4.3
Resultados da segunda etapa

A segunda etapa teve como objetivo conduzir os alunos a investiga¢do da relacao
de Euler, permitindo que identificassem padrdes a partir da observagao de diferentes po-
liedros no GeoGebra. Para dar inicio a essa etapa, as atividades investigativas (Apéndice
B) foram distribuidas para os alunos, que ja estavam separados em duplas. Foi solicitado
que os alunos acessassem o link que direcionava ao livro do GeoGebra (Figura 5).

Nesse livro os alunos foram instruidos a abrir a secdo “Atividades” (Figura 6), que
continha os poliedros a serem utilizados nas atividades investigativas. Cada solido era
uma construcao desenvolvida no GeoGebra que permitia que os alunos, utilizando as cai-
xas de selecoes, exibissem ou ocultassem os vértices, faces e arestas (Figura 7). Foi apre-
sentado na televisdo o processo de utilizagdo desse recurso, em seguida os alunos foram
orientados a dar seguimento nas atividades da apostila.

Por se tratarem de atividades investigativas, os alunos foram orientados a prosse-
guir de forma autonoma na realizagdo das atividades. Sendo esclarecido que poderiam

tirar davidas que surgissem acerca dos enunciados ou de problemas com as construgdes.
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Figura 5 - Livro do GeoGebra
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Figura 6 - Secao atividades livro do GeoGebra
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Autor: Hallef Macabu

<o

Vertices
Arestas

Faces

Figura 7 - Exemplo de construcdo utilizada na atividade investigativa

Os alunos se mostraram extremamente engajados durante as atividades. Foi pos-
sivel identificar que o uso do GeoGebra despertou o interesse dos alunos, que utilizaram
as construgdes de forma extremamente proveitosa, manipulando a construcao de diversas

formas: rotacionando, ampliando e reduzindo (Figura 8).
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Figura 8 - Alunos utilizando as construgdes

Foi possivel identificar, conforme referenciado, que o GeoGebra potencializa a
realizacdo das atividades investigativas, auxiliando os alunos no processo de investiga-
¢ao.

Cabe ressaltar que alguns alunos solicitaram os solidos de acrilico para utilizarem
no processo de investigacao (Figura 9). Esse fato se relaciona diretamente com a famili-
aridade dos alunos com materiais concretos, que sdo utilizados durante os anos iniciais
do Ensino Fundamental. Essa familiaridade j4 era esperada, conforme apresentado na se-
¢do sobre materiais concretos manipulaveis.

Essa utilizagdo ndo prejudicou o desenvolvimento da atividade investigativa, sendo
considerado seu uso um ponto positivo que auxiliou os alunos na realiza¢do da investiga-

¢ao.
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Figura 9 - Aluno utilizando sélido e GeoGebra

Durante a observacao da investigagdo, identificou-se que os alunos apresentavam
dificuldade em realizar atividades de forma auténoma. Foi recorrente a solicitacdo de
respostas ou orientacdes mais objetivas. Esse comportamento evidencia a pouca familia-
ridade dos alunos com propostas investigativas, indicando uma predominancia prévia de
praticas mais expositivas no ensino de Matematica. Coube ao professor direcionar os alu-
nos a compreenderem o carater investigativo das atividades.

Apds compreenderem o aspecto investigativo da proposta, observou-se maior auto-
nomia na realizagdo das atividades. Muitos alunos, ja nos primeiros sélidos, comecaram
a elaborar conjecturas. Alguns alunos realizaram a soma de faces e vértices (Figura 10),

mesmo nao tendo sido solicitado nessa etapa.
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Figura 10 - Registro de resposta de um aluno

O primeiro item que solicitava uma conjectura inicial (Figura 11) apresentou res-
postas que ja encaminhavam para a relacdo correta, alguns alunos perceberam a presenga
da diferenca de duas unidades entre a soma das faces e vértices e a quantidade de arestas.

Alguns alunos ndo apresentaram hipoteses corretas, esse fato ja € esperado em atividades

investigativas.

Figura 11 - Respostas do item 3.1 da atividade investigativa
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A atividade seguinte solicitava uma verificacao da relacao apresentada. Nessa etapa
da verificagdo da relacdo, foi possivel perceber que os alunos identificaram falhas em
suas afirmagdes e buscaram retornar nos itens anteriores para realizar mais observagdes
e tentar perceber uma nova relagdo. Porém, foi solicitado pelo professor que ndo fossem
alterados os registros feitos, ja que essas respostas contribuem para a analise das ativida-
des.

O item seguinte da atividade, apds a verificagdo, direcionava os alunos a construgao
de uma tabela do nimero de faces, vértices e arestas dos sélidos ja analisados. Nessa etapa
da atividade, foi possivel perceber que muitos alunos conseguiram conjecturar de forma
mais clara a rela¢do existente. Alguns alunos se mostraram empolgados a constatarem a
validade da sua conjectura inicial ao observarem os valores organizados na tabela.

Apo6s o preenchimento da tabela, o item seguinte solicitava uma formalizagdo da
relacdo observada, muitos alunos apresentaram a relacdo correta (Figura 12), utilizando
uma linguagem simplificada e de acordo com sua faixa etaria. A quantidade de respostas

que apresentavam uma relagdo correta evidencia o potencial das atividades investigativas.
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Figura 12 - Relagdes apresentadas pelos alunos na atividade investigativa

Na analise das relagdes apresentadas, nenhum dos alunos citou a limitagdo da rela-
¢do aos poliedros convexos. Porém, alguns alunos destacaram a limitagao da relagdo para
“alguns solidos”, mostrando uma interessante percepcao da existéncia de uma limitagao
da relacdo de Euler.

A atividade final da apostila de atividades investigativas solicitava uma aplicagao
da relacdo conjecturada em um exercicio. Todos os alunos que apresentaram a relagdo

correta conseguiram desenvolver a questdo de forma clara e com respostas corretas.
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Para fechamento dessa etapa, foi realizado o momento de construgdo coletiva da
definicao da relagdo, esse momento € importante para possibilitar que aqueles alunos que
ndo chegaram a relacdo correta, consigam compreender a relagdo para dar segmento nas
atividades. Esse momento de socializacao das respostas foi enriquecedor, pois os alunos
debateram suas versoes das relagdes e chegaram a uma defini¢do bem préxima da defini-
¢ao formal.

Nessa etapa, foi possivel identificar que os alunos inicialmente apresentaram uma
postura dependente, caracteristica do costume com aulas expositivas, mas essa postura
foi alterada, a partir da orientacdo do professor, para um posicionamento investigativo.
Essa nova postura resultou na formulacao de conjecturas e na identificagdo da relagdo de
Euler, o que preparou o grupo para a etapa seguinte de verificagdo e formalizacao.

Embora os alunos tenham conseguido conjecturar e aplicar a relagdo de Euler a
partir da atividade investigativa, a compreensao obtida até esse momento ainda se baseava
na observagao de casos particulares.

Dessa forma, tornou-se necessario avangar para uma etapa de verificacdo, conforme
o planejamento metodoldgico, permitindo que os estudantes compreendessem que a rela-
¢ao identificada nao se limita a exemplos isolados, mas possui validade matematica para
os poliedros convexos. Assim, a etapa seguinte foi dedicada a realizagdo de um processo

de verificagdo inspirado na demonstragao apresentada por Cauchy.

4.4
Resultados da terceira e quarta etapa: verificagcao e formaliza-
c¢ao da relacao de Euler

A aplicagdo dessa etapa se iniciou com a reorganizagao dos alunos em grupos, cada
grupo recebeu uma cartolina, palitos de dente e jujubas. Esse momento gerou grande em-
polgacdo nos alunos, principalmente devido a presenca do doce. Para manter o foco na
atividade, foi combinado que os materiais seriam utilizados inicialmente para a constru-
¢do proposta, sendo os doces disponibilizados aos alunos ao final da etapa.

Os alunos foram instruidos a construir um poliedro utilizando os palitos e as jujubas
e orientados a analisar qual poliedro seria construido devido as dificuldades que poderiam

ser encontradas em poliedros com muitas faces.
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Essa etapa teve como objetivo conduzir os alunos a verificagao da relagao de Euler,
para que fosse possivel que os estudantes transitassem da observagdo da relagdo para uma
compreensdo mais ampla da sua validade.

Foi possivel identificar que a etapa da construg¢ao dos solidos despertou o interesse
dos alunos, os grupos trabalharam de forma engajada na execugao do processo. Os edu-
candos tiveram cuidado ao executar a tarefa (Figura 13), para que o sélido ficasse bem

estruturado e similar aos solidos visualizados no GeoGebra ou nos sélidos em acrilico.

Figura 13 - Montagem dos so6lidos
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Apos todos os grupos terem concluido a montagem dos soélidos, os alunos foram
orientados a realizar a projecdo. Para esse processo foram utilizadas as lanternas dos ce-
lulares, réguas, lapis e borracha. Houve, inicialmente, um pouco de dificuldade dos alunos
em posicionar os solidos de forma que fosse possivel realizar a projecao de forma ade-
quada.

Os grupos foram auxiliados pelo professor nesse processo de projecao. Apds essas
orientacdes, os alunos iniciaram o tragado da projecdo (Figura 14), se mostrando focados
na realizagdo da tarefa. Houve também muito interesse por parte deles em compreender

o resultado que seria alcangado ao final do processo.

Figura 14 - Alunos projetando o solido

Apos a finalizacdo do processo de projecdo, os alunos iniciaram o processo de
triangulacdo da figura plana gerada, foi esclarecido que esse era o inicio da verifica¢do
da relagdo de Euler. Os estudantes ficaram curiosos e intrigados com a atividade a ser
desenvolvida, alguns questionaram como uma figura plana iria servir para verificar a re-
lagdo em soélidos.

Esse questionamento evidenciou a transi¢ao dos alunos entre a percepg¢do concreta
dos s6lidos e a compreensao de que propriedades geométricas podem ser analisadas por
meio de representacdes planas. A projecdo e a triangulagdo possibilitaram visualizar que

a relacdo entre faces, vértices e arestas permanece invariavel ao longo do processo.
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Em seguida, os educandos foram orientados a iniciar o processo de retirada dos
lados livres (Figura 15). Houve um pouco de dificuldade na compreensdo da retirada ini-
cial da face superior que nao ¢ projetada. Superada essa dificuldade, os alunos iniciaram

o processo de retirada.

Figura 15 - Processo de retirada dos lados livres

Foi possivel perceber que os alunos ficaram surpresos pela invariancia da relagao,
0s grupos trocaram questionamentos para verificarem se estava ocorrendo com todos,
indicando compreensdo do carater geral da propriedade. Quando os grupos comecaram a
chegar ao triangulo final (Figura 16), alguns grupos comemoraram o resultado, sendo

possivel identificar que houve compreensao do processo realizado.
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Figura 16 - Resultado final do processo de verificagao

Concluida a etapa de verificagdo pratica, iniciou-se o momento de formalizagdo do
processo, com a apresentagdo dos elementos centrais da demonstragao de Cauchy.

Muitos alunos questionaram se o que haviam realizado era uma demonstracdo, foi
explicado que o processo realizado foi uma verificagdo, mas que ¢ a base para uma de-
monstragdo. Foi possivel perceber o sentimento de realizacdo dos alunos, compreen-
dendo-se como sujeitos de sua aprendizagem e tendo potencial de realizar uma verifica-
¢do matematica.

Dessa forma, a etapa evidenciou a relevancia da introducdo de processos demons-
trativos ja no Ensino Fundamental. Observou-se que, quando adequadamente mediados,
os alunos conseguem participar ativamente de processos de verificagdo Matematica, am-
pliando sua compreensdo do objeto estudado e atribuindo significado as relagdes obser-
vadas.

Cabe destacar que nao foi realizada a demonstragao formal completa. Considerando
o ano de escolaridade e a maturidade dos estudantes, foi feita uma explicacao simplifi-
cada, mas com elementos suficientes para justificar a validade da relacao para todos os

poliedros convexos.
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Nesse momento, alguns alunos resgataram, da atividade investigativa, o solido ge-
nérico, afirmando que a relacdo teve sua validade mantida nesse solido devido a esse fato
demonstrado. J4 que aquele ndo era um sélido, nas palavras deles, “normal”. Essa cons-
tatacao dos alunos, mostrou que houve compreensao do processo de verificacdo e de-

monstracao, resultando em uma aprendizagem mais clara da relacdo de Euler.

4.5
Resultados das avaliagoes

Esta subsecao sistematiza os resultados obtidos a partir dos instrumentos de avali-
acao adotados, que consistiram na observagado, na analise das atividades realizadas pelos
alunos, na atividade gamificada no Kahoot! e no formulario final. Esses instrumentos
serviram como base para a analise qualitativa dos dados referentes ao processo de desen-
volvimento dos alunos durante a aplicacdo da metodologia.

A observagao evidenciou que os alunos se mantiveram engajados durante toda a
aplicagdo. Desde o momento em que identificaram que a aula teria uma abordagem dife-
rente da tradicionalmente adotada, observou-se maior curiosidade e interesse. Esse resul-
tado pode ser relacionado, inicialmente, ao uso da contextualizacdo adotada na aula e bem
como a utilizacdo dos sélidos de acrilico, evidenciando que esses recursos podem poten-
cializar o envolvimento dos alunos no processo de aprendizagem.

A observagdo também possibilitou um acompanhamento da execucao, por parte dos
estudantes, das atividades investigativas. A partir dessa analise, foi possivel identificar o
desenvolvimento da autonomia dos estudantes durante o processo investigativo. Os alu-
nos que inicialmente adotaram uma postura de espectadores, por nao terem familiaridade
com a metodologia, foram gradualmente desenvolvendo maior autonomia investigativa.

A andlise das atividades investigativas desenvolvidas pelos alunos evidenciou indi-
cios de aprendizagem conceitual da relagdo de Euler a partir do processo investigativo,
uma vez que varios estudantes conseguiram apresentar uma defini¢do correta da relagao
ao final da atividade. O encaminhamento proposto pela atividade investigativa mostrou-
se consistente na condugdo do processo de aprendizagem do conteudo estudado.

A atividade gamificada realizada no Kahoot!, realizada em duplas, foi um momento
de grande empolgacao dos alunos. Nela os alunos deveriam aplicar, em questdes de mul-

tipla escolha, o contetido estudado e verificado durante a aula.
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A anélise dos resultados do relatério gerado pela plataforma (Figura 17), confirma-
ram que os alunos conseguiram aplicar de forma satisfatdria o conteudo estudado, de-
monstrando que a metodologia adotada contribui para o processo de constru¢iao do co-

nhecimento dos alunos acerca da relacao de Euler.

Opgées de relatério  : Ao vivo B8

Relatoério

Relacdo de Euler 72

21 de out. de 2f

Organizado pq

Resumo Participantes (55) Perguntas Feedback
A pratica leva a & Participantes 55
o, | perfeicao!
73% © Perguntas 30
correto Jogue novamente e deixe 0 mesmo grupo
melhorar a pontuacao ou veja se novos o Tempo 13 min

participantes podern superar esse resultado.
Dica valiosa: aum|

Relatérios avangados

Figura 17 - Relatério da plataforma Kahoot!

Ainda na anélise do relatorio, foi possivel identificar que algumas perguntas apre-
sentaram alto percentual de acerto (Figura 18). Tais perguntas mostraram que os alunos

conseguiram compreender a definicdo e também foram capazes de aplicar a relagdo de

Euler em exercicios.
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Pergunta Tipo Correto/incorreto .
3 O que representa a letra F na relacdo de Euler? Quiz O'IOO%
20 Por que a relagdo de Euler é importante? Quiz O 93%
2 O querepresenta a letra A na relacdo de Euler? Quiz O 87%
30 Um poliedro tem 6 faces e 8 vértices. Quantas arestas ele possui? Quiz O 80%
14 Se um sélido tiver "buracos', a relacdo de Euler ainda vale? Quiz O 80%
12 Qual dessas figuras ndo é um poliedro convexo? Quiz O 3%
13  Os palitos na construgao dos poliedros representam: Quiz o 73%
4  Arelacdo de Euler é valida para: Quiz O 67%
19 Arelagdo de Euler mostra que os elementos do poliedro estao: Quiz O 67%
1 Um sdlido tem 10 arestas e 6 faces. Quantos vértices ele deve ter? Quiz O 60%

Figura 18 - Relatorio individualizado das perguntas

O uso da ferramenta Kahoot! para realizagdo de atividade gamificada se mostrou
relevante, conforme apontado em pesquisas desenvolvidas. O uso dessa metodologia es-
timula a participagdo e o engajamento dos alunos. Ainda durante a aplicagdo foi possivel
identificar o espirito competitivo despertado nos alunos pela atividade, conforme também
apontado no referencial tedrico.

Sendo assim, a atividade gamificada enriqueceu a metodologia adotada, propici-
ando um fechamento dinamico e atrativo da aula desenvolvida.

Ap0s a finaliza¢do dessa atividade, os alunos foram convidados a responder um
questionario de avaliacdo da aula aplicada (Apéndice F). Esse formulario foi preenchido
de forma individual, para possibilitar a identificacdo das impressdes de cada aluno e au-
xiliar na andlise em conjunto dos demais instrumentos (Apéndice G).

Esse formulario mostrou-se uma rica fonte de andlise, possibilitando uma compre-
ensdo detalhada das opinides dos alunos que participaram da aplicacdo. Uma das pergun-
tas realizadas questionava os alunos acerca da compreensdo do contetido trabalhado.
Aproximadamente 96% dos alunos compreenderam em algum grau o conteudo, sendo

que aproximadamente 61% afirmaram terem entendido bem (Gréafico 1).
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Vocé conseguiu compreender o contetido trabalhado durante a aula?

46 respostas

@ Sim, entendi bem.
@ Entendi em parte.
@ Tive dificuldade em entender.

Grafico 1 - Dados das respostas ao formulario de avaliacao (I)

Esse resultado confirma que o conjunto das metodologias adotadas durante a aula
contribuiu para o processo de compreensao da relacdo de Euler. Acerca da atividade in-
vestigativa, mesmo diante da resisténcia inicial, os resultados mostraram que essa ativi-
dade despertou o interesse dos alunos. Cerca de 80% dos alunos relataram ter achado a

atividade investigativa interessante (Grafico 2).

Vocé achou a aula investigativa interessante?
46 respostas

@ Sim, foi bem interessante.
@ Razoavelmente interessante.
@ Nao achei interessante.

Grafico 2 - Dados das respostas ao formulario de avaliagdo (II)

Diferentemente do esperado, o uso de materiais concretos e do software GeoGebra
obteve uma porcentagem menor que 70% (Grafico 3) nas perguntas que questionavam
sua contribui¢do para a compreensdo da relacdo de Euler. J& o processo demonstrativo,
com o qual os alunos ndo tinham familiaridade, obteve 74%. Esse fato corrobora com os
dados apresentados acerca da importancia do processo de demonstragcao na Educagao Ba-

sica.
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A demonstragdo com os solidos (fisicos ou virtuais) ajudou vocé a entender melhor a relagéo entre

vértices, faces e arestas?
46 respostas

@ Sim, ficou mais claro.
@ Um pouco.
N&o ajudou muito.
@ Nzo prestei atengao nessa parte.

Grafico 3 - Dados das respostas ao formulario de avaliacao (III)

Os dados sugerem que os alunos conseguiram compreender a importancia dessa
metodologia, ja que, conforme defendido, a demonstrag¢do contribui para consolidacio do
processo de aprendizagem e pode ampliar a compreensdo dos estudantes acerca da sua
aplicabilidade. Esse fato ndo configura uma limitagdo ou dificuldade do processo de apli-
cacdo da metodologia, mas reafirma a importancia do processo demonstrativo combinado
com outras metodologias.

Outra pergunta que mostrou um resultado positivo questionava os alunos sobre o
interesse em aulas com formato investigativo. Aproximadamente 90% dos alunos afirmou
ter interesse em mais aulas nesse formato (Grafico 4). Esse dado confirma os resultados
de pesquisas anteriores, que afirmam que as atividades investigativas motivam os alunos

€ geram mais autonomia.

Vocé gostaria de ter mais aulas nesse formato investigativo?

46 respostas

@ Sim, com certeza!
@ Talvez.
@ Nao

Grafico 4 - Dados das respostas ao formulario de avaliacdo (IV)
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Mesmo considerando que os resultados obtidos foram em sua maioria positiva,
cabe destacar que a aplicacdo da aula elaborada enfrentou limitagdes. Destaca-se que o
trabalho em dupla, durante a atividade investigativa, impossibilitou uma analise mais in-
dividualizada das respostas dadas pelos alunos. Esse fato foi consequéncia do nimero
insuficiente de computadores e o bloqueio dos tablets.

Além disso, durante o processo de verificacdo da relacdo de Euler, houve dificul-
dade no atendimento de todos os grupos devido a quantidade de alunos por turma. Seria
necessario que a turma possuisse menos alunos ou houvesse um professor auxiliar para
contribuir no processo de auxilio aos alunos. Se houvesse possibilidade de um trabalho
mais individualizado, talvez fosse possivel obter um resultado mais positivo.

No formulério, quando questionados sobre sua visdo acerca da Matematica apds a
aula, aproximadamente 68% dos alunos afirmaram acha-la mais interessante e proxima
do cotidiano. De forma geral, os resultados indicam que a combinag¢ao entre investigacao
matematica, recursos tecnoldgicos, materiais manipulaveis ¢ momentos de verifica-
¢do/demonstracdo contribuiu para o desenvolvimento conceitual e investigativo dos alu-
nos. Além disso, essa combinagdo despertou o interesse dos mesmos por mais aulas nesse
formato e apresentou avaliagdo positiva por parte de alguns deles. Aproximadamente 94%

dos alunos atribuiram nota maior ou igual a quatro para a aula (Grafico 5).

Dé uma nota para esta aula (de 1 a 5):

46 respostas

%0 30 (66,2%)

20

13 (28,3%)

0 (0%) 0 (0%)

3 (6,5%)

Grafico 5 - Dados das respostas ao formulario de avaliagao (V)
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Além da avaliagdo da aula, as perguntas abertas realizadas no formulario, que per-
mitiam que os alunos apresentassem suas opinides sobre a metodologia adotada e a com-

preensdo dos conteudos, trouxe respostas positivas (figura 19).

A verificagao com o geogebra e os trabalho das jujubas ajudaram bastante, foi uma das minhas materias

favoritas.

SIM, ME AJUDOU APRENDER AS COISAS QUE EU NAO SABIA FAZER

Aprendi muita coisa, tipo formas geometricas mais complexas, vertices, faces e etc.

com eu e minha dupla com a ajuda do geogebra ficou muito mais facil para responder

com eu e minha dupla com a ajuda do geogebra ficou muito mais facil para responder

Figura 19 - Respostas dos alunos as perguntas abertas

Os resultados obtidos permitem refletir ndo apenas sobre a eficacia da intervencao
proposta, mas também sobre as potencialidades e desafios envolvidos na implementacdo
de metodologias investigativas no contexto da Educacdo Basica, aspectos que serdo reto-

mados nas consideracoes finais deste trabalho.
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Consideracgoes finais

Em um cenario em que se destacam as dificuldades com os conteudos de Geometria
encontradas no sexto ano do Ensino Fundamental, torna-se importante buscar formas de
superar os obstaculos enfrentados e tornar o ensino dessa area da Matematica mais atra-
tiva e interessante. Nesse sentido, este trabalho se dedicou a responder a questao de pes-
quisa proposta, que investigava as potencialidades do uso de metodologias ativas, mate-
riais concretos e tecnologias no ensino da relagcao de Euler.

De modo geral, os resultados obtidos evidenciaram que o uso combinado dessas
metodologias e ferramentas potencializou o processo de ensino-aprendizagem, criando
um ambiente propicio para a compreensdo do contetido estudado. Foi possivel identificar
que os estudantes ficaram estimulados a participar e se dedicaram a realizagao das ativi-
dades.

A analise dos dados permitiu ainda identificar uma maior compreensao da relagao
de Euler por parte dos alunos, sendo perceptivel o desenvolvimento da visualizagdo es-
pacial dos s6lidos estudados. Outro resultado relevante foi o desenvolvimento da verifi-
cagdo por parte dos alunos, que demonstrou a possibilidade de aplicagao desse tipo de
atividade para alunos do Ensino Fundamental.

Em relacdo a questdo de pesquisa proposta, os resultados evidenciam que o uso de
materiais concretos, tais como solidos de acrilico e a constru¢ao de sélidos, contribuiu
significativamente para a visualizagdo espacial dos estudantes. Esses materiais possibili-
taram uma visualizacdo tridimensional dos solidos, que normalmente sdo apresentados de
forma bidimensional nos materiais tradicionais.

As atividades investigativas mostraram-se eficazes em estimular a participacao dos
alunos e desenvolver sua autonomia diante da exploracdo e verificagdo das conjecturas
realizadas. Esse fato se confirma pela mudanga de postura dos alunos do inicio para o
final da atividade, assim como pelas respostas que apresentavam a relagao desejada cor-
retamente.

A verificagdo da relacdo de Euler, baseada na demonstragdo de Cauchy, utilizando
as projegoes, apresentou potencialidades no desenvolvimento da aprendizagem dos alu-
nos, incentivando o desenvolvimento de conjecturas e estimulando o desejo pelo fazer

matematico.
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A utilizacao da gamificagdo como instrumento avaliativo mostrou-se eficaz, esti-
mulando a aplicag¢do dos conteudos estudados, tendo possibilitado a socializa¢do e com-
peticdo saudavel entre os alunos. Os resultados obtidos nessa atividade podem ser consi-
derados positivos devido a quantidade de acertos obtidos por boa parte dos estudantes.

Entre as contribuigdes, observa-se que o estudo favorece o ensino de Geometria ao
disponibilizar uma metodologia combinada de recursos que potencializam o desenvolvi-
mento do ensino, criando um ambiente propicio para a aprendizagem. Além disso, o es-
tudo apresenta a possibilidade de contribuir para a pratica docente dos professores dessa
etapa de ensino que tenham o interesse em aplicar metodologias diferenciadas em sala de
aula, com o objetivo de enriquecer o processo de ensino.

Um resultado importante desta pesquisa ¢ o reconhecimento do papel do professor
como mediador das metodologias adotadas, assumindo papel central na condugdo das
atividades de forma a possibilitar que suas potencialidades sejam exploradas. Na realiza-
¢do de cada etapa da metodologia foi importante o esclarecimento e orientagdo acerca da
realizacdo das atividades e o acompanhamento de seu desenvolvimento. Ressalta-se que
esse acompanhamento proximo nao reduz a autonomia dos alunos, apenas direciona seus
esfor¢os para o caminho mais adequado.

Apesar dos resultados positivos, cabe destacar que a pesquisa realizada possui li-
mitagdes quanto aos resultados apresentados, uma vez que se baseia em dados aplicados
em duas turmas em uma unidade escolar que dispde de estrutura adequada para a aplica-
cdo das atividades. Esses fatores podem influenciar a generalizagdo dos resultados.

Como sugestao para trabalhos futuros, propde-se a possibilidade de a aplicacao ser
realizada utilizando mais tempos de aula, entre nove a doze aulas, para que as atividades
possam ser desenvolvidas de forma mais detalhada e com mais aten¢do aos estudantes.
Outro ponto relevante ¢ a verificacao da possibilidade de disponibilizagao de dispositivos
suficientes para a realiza¢do de forma individual das atividades investigativas. Conside-
rando a possibilidade de utilizagdo de um tempo maior, seria positivo o uso de uma ativi-
dade escrita avaliativa para complementar a avaliagdo feita no Kahoot!, para que fossem
gerados registros dos célculos desenvolvidos pelos alunos.

Faz-se relevante justificar a apresentacdo das atividades em forma de apéndice neste
trabalho, devido ao desenvolvimento do produto educacional ter sido realizado no site do
GeoGebra, utilizando a ferramenta livro para sua organizacdo. Pode haver indisponibili-
dade de acesso futuro, dessa forma optou-se pela disponibilizagdo dos materiais que com-

pdem o produto educacional na forma de apéndice com links de acesso ao Google Drive,
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para que os professores que tenham interesse na aplicacao dessa proposta possam fazer
uso do material.

Conclui-se, portanto, que o ensino de Geometria na Educa¢do Bésica ¢ de suma
importancia, conforme destacado na BNCC e nas pesquisas de Educacdo Matematica,
sendo importante que os professores busquem inserir essa area da Matematica em seus
planejamentos. Esses conteudos ndo devem ser negligenciados ou delegados ao final do
periodo letivo, apenas na existéncia de tempo.

Deve-se haver uma preocupacao em despertar o interesse dos alunos para o estudo
dos conteudos geométricos que, como afirmado, estdo presentes na vida dos alunos, po-
dendo ser observado em seu dia a dia.

Dessa forma, ¢ importante que seja dado prosseguimento em trabalhos que bus-
quem potencializar o ensino dos conteudos, nao sendo esse trabalho uma pratica isolada,
mas sim parte do desenvolvimento de uma pratica pedagogica focada no uso de metodo-
logias que potencializem a aprendizagem.

Essa pesquisa contribui para a compreensao das potencialidades do uso de metodo-
logias ativas, materiais concretos, tecnologias digitais no ensino de Geometria, que po-
dem ser consideradas para o ensino dos demais conteiidos de Matematica. Além disso, o
papel do professor como mediador mostra-se central, sendo o responsavel por guiar o
processo de aprendizagem. Espera-se que esse trabalho contribua para que outros profes-
sores reflitam sobre a importancia de se buscarem formas de estimular os alunos e des-
pertar o interesse deles para a Matematica, reconhecendo que existem diversas limitacdes,

principalmente em escolas publicas.
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RELACAO DE EULER
PARA POLIEDROS
CONVEXOS

PROFESSOR: HALLEF J. MACABU
ORIENTADOR: SAMUEL PACITTI

Solidos geométricos

iz

qwrﬂ Py

O museu do Louvre, na Franga, possui uma piramide de vidro formada
por 603 losangos e 70 triangulos



Muitos objetos e construcoes, naturais ou feitos pelo ser
humano, lembram figuras geomeétricas conhecidas como
sblidos geométricos.

Novelo de la. Esfera. Peca de queijo. Paralelepipedo.

Brinquedo infantil. Piramide. Chapéu de festa. Cone.
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Poliedros e corpos redondos

Os soOlidos geométricos que tém apenas faces
planas sao chamados poliedros, e os solidos geométricos
que tém pelo menos uma parte nao plana, ou seja,

arredondada, sao chamados corpos redondos.

Poli significa muitos; edros significa faces. Poliedro

significa objeto com muitas faces.

Elementos de um poliedro: vértice, face

e aresta

Examine este poliedro. Ele tem 6 vértices, 5 faces
e 9 arestas.

o

o

Cada vértice € um ponto.
Cada aresta € um segmento de reta.
Cada face € uma regiao plana.

Neste poliedro, cada vértice € o encontro de 3
arestas.

Cada aresta € o encontro de 2 faces.

Este poliedro tem 2 faces triangulares e 3
faces retangulares

veértice

aresta

L face




Poliedro convexo

Diz-se que o poliedro é convexo se sua
superficie (compreendendo suas faces,
arestas e veértices) nao se intercepta e o
segmento de linha que une quaisquer dois
pontos do poliedro esta contido no interior
ou na superficie.

LINK

https://www.geogebra.org/m/vurjtgvm



Relacao de Euler

Relagcdo de Euler: € uma regra que mostra uma ligacao
entre o numero de vértices (V), arestas (A) e faces (F) de
um sélido geométrico (como cubos e prismas).

A formula é:
CV+F-A=2 V+F=A+2

Isso quer dizer que, se vocé contar quantos vértices,
arestas e faces tem um sélido, e colocar esses numeros
nessa conta, o resultado sempre sera 2 (para solidos
CONVEX0S, comMo cubos, prismas e piramides).

Construcao dos solidos




A demonstracao de Cauchy

Retira-se uma face do poliedro. Isto nao altera
0S numeros de Vértices e Arestas, mas diminui o
numero de Faces de uma unidade. Basta entao
provar que o poliedro modificado cumpre a
condicaolV — A+ F = 1.

Diz-se que uma aresta do poliedro € livre
quando é lado de apenas uma face. O
poliedro modificado possui arestas livres, a
saber: os lados da face retirada. Esticando-
se 0 poliedro a partir das arestas livres,
pode-se achata-lo de modo que ele se
transforme numa figura plana. Durante
este processo, 0os numeros V, A e F
mantém-se constantes.



Exemplos dessa planificacao

TETRAEDRO CuBo DODECAEDRO

Tracando diagonais que nao se cortam,
decompoOe-se cada face em triangulos. Cada
vez que se traca uma diagonal que nao
intersecta as outras, o numero V nao muda,
enquanto A e F aumentam de uma unidade,
logo V — A + F nao se altera. Podemos entao

supor que todas as faces do poliedro sao
triangulos.



Comeca-se a "despetalar" o poliedro plano
(cujas faces agora sao triangulos),
retirando-se uma a uma as faces que tém
alguma aresta livre. Ao retirar cada uma
dessas faces, o numero V — A + F nao se
altera.

Retirando, uma a uma, as faces que
tém alguma aresta livre chega-se,
finalmente, a ultima, que €& um
triangulo, para o qual se tem
evidentemente V—-A4+F=1 . Isto
conclui a demonstracao.



Referéncia

m O Teorema de Euler sobre Poliedros Autor: Elon Lages Lima Publicagao (Nota na p.
57): Uma versao preliminar deste trabalho foi publicada no "Noticiario da Sociedade
Brasileira de Matematica" (Ano XIl, Ndmero 2, Outubro de 1982.).



Apéndice B — Atividades investigativas



A

Mestrado Profissional
AAAA em Matematica
Nome:
Turma:

As atividades a seguir fazem parte de uma pesquisa desenvolvida por Hallef J. Macabu, aluno do
Mestrado Profissional em Matematica da Sociedade Brasileira de Matematica na Pontificia Universi-
dade Catolica do Rio de Janeiro, sob orientagao da prof. Samuel Pacitti.

Orientacao

Estas atividades devem ser realizadas com o auxilio dos applets elaborados no GeoGebra e dispo-
nibilizados em https://www.geogebra.org/....

Atividade 1: Cubo
Na secao atividades clique na atividade intitulada “cubo”.

Observe a forma tridimensional exibida na janela da direita, vocé pode movimenta-la para observar
melhor, rotacionar ou ampliar e reduzir.

Observacao: caso precise que a figura volte a sua forma original basta clicar no botao reiniciar na
parte superior da janela da esquerda.

Utilizando a construcdo interativa, marque as caixas de selegao para exibir cada elemento do cubo
e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles.

Numero de faces:

Numero de vértices:

Numero de arestas:

Atividade 2: Piramide de base quadrada

Utilizando a construgao interativa, marque as caixas de selegao para exibir cada elemento da pira-
mide de base quadrada e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles.

Numero de faces:
Numero de vértices:
Numero de arestas:
Atividade 3: Octaedro

Utilizando a construgao interativa, marque as caixas de sele¢do para exibir cada elemento do octae-
dro e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles.

Numero de faces:
Numero de vértices:

Numero de arestas:



3.1 Vocé consegue identificar, a partir dos registros acima, alguma relagdo entre o numero de vérti-
ces, arestas e faces dos soélidos analisados?

Atividade 4: Piramide obliqua

Utilizando a construgao interativa, marque as caixas de selegao para exibir cada elemento da pira-
mide obliqua e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles.

Numero de faces:
Numero de vértices:
Numero de arestas:
Atividade 5: Dodecaedro

Utilizando a construcao interativa, marque as caixas de selecéo para exibir cada elemento do dode-
caedro e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles.

Numero de faces:
Numero de vértices:
Numero de arestas:

5.1 Observando o registro feito nas atividades 4 e 5, sua constatacao do item 3.1 estava correta? Se
nao esta, tente identificar uma nova relagao entre esses elementos.

Atividade 6: Solido genérico

Utilizando a construgao interativa, marque as caixas de selecao para exibir cada elemento do sélido
genérico e, em seguida, registre a quantidade correspondente de cada um deles.

Numero de faces:
Numero de vértices: __
Numero de arestas:
Atividade 7

Utilize a tabela abaixo para registrar os dados de cada sélido obtido nas atividades anteriores, com
o objetivo de organizar as informagdes e possibilitar uma analise mais detalhada dos resultados.

Sélido Vértices Faces Arestas
Cubo
Pirdmide de base quadrada
Octaedro
Piramide Obliqua
Dodecaedro
Sélido genérico




7.1 Analisando a tabela, verifique se sua constatagao no item 3.1 ou 5.1, esta correta, analisando se
ela se confirmou para todos os soélidos.

7.2 Caso esteja correta, enuncie de forma clara sua constatacio, caso esteja incorreta, observe a
tabela e busque identificar a relacédo existente entre o nimero de faces, arestas e vértices de solidos
convexos e a enuncie de forma clara.

Atividade 8

Considerando seu enunciado acima, determine o numero de vértices do Icosaedro, que € um sdlido
que tem 20 faces triangulares e possui 30 arestas.

Resposta:




Apéndice C — Construgoes do GeoGebra



Construcoes desenvolvidas no GeoGebra

Cubo

Autor: Hallef Macabu

Piramide de base quadrada
- E
~
Vértices ’
Arestas -~
Avestas
Faces Faces
G
C

(<<

. Octaedro
Piramide obliqua

Solido genérico

Dodecaedro
,,,,,,,
Avesias
Foces Ve
Nt
Faces

Link de acesso: https://drive.google.com/drive/folders/1 AbbtlcQ-uVIhL7T1-
IKTQWkiXGU_ oK 8?usp=sharing



Apéndice D — Orientagoes para o processo de verificagcao



Orientacao para verificagao da validade da relagao de Euler

Este texto apresenta uma orientacao pratica para realizar a verificagao da
relacdo de Euler em poliedros convexos, com base na demonstragéo de Cauchy,
que utiliza a projecdo da sombra do poliedro.

Materiais necessarios:

e Jujubas;
e Palitos de dente;
e Cartolina branca;

e Lanterna;
o Lapis;

e Régua;

e Borracha.

Execucao da atividade

Inicialmente os alunos deverao ser separados em grupos de quatro
a seis participantes. Cada grupo devera receber cerca de vinte jujubas,
quarenta palitos de dentes, uma cartolina, régua, lapis e borracha.

Em seguida, os alunos deverdo ser orientados a escolher um dos
poliedros convexos conhecidos para montar, usando as jujubas e palitos
entregues. Nesse momento os alunos deverao ser instruidos a escolher o
poliedro, ja pensando nas dificuldades da execugdo do desenho da
projecdo na cartolina. Esse ponto é importante para que ndo sejam
montados poliedros que exijam muito trabalho para executar a projecao e
desenho.

Apos o término da montagem por todos os grupos, os alunos serao
instruidos a usar a lanterna do celular, ou a disponibilizada pelo professor,
para projetar o solido na cartolina. Nesse momento € aconselhavel apagar
as luzes da sala e incentivar o trabalho coletivo do grupo, de forma que
cada aluno execute uma parte do processo, sendo necessario um aluno
para posicionar o solido, um para utlizar a lanterna e os demais
executarem o desenho usando a régua e lapis.

Tendo todos os grupos concluido o desenho, devera ser
apresentado e explicado aos alunos o processo de triangulacdo das
“faces” planificadas, explicando que a triangulagao facilita a contagem das
partes do desenho e ajuda a verificar como as faces se ligam. Devera ser
disponibilizado tempo para que os alunos realizem a triangulagao, devera
ser verificado pelo professor se os grupos executaram as triangulagdes
de forma correta. Devendo apds esse momento ser efetuada a contagem
dos vértices, faces e arestas pelos alunos e apresentar que a igualdade
parecera afetada pela auséncia de uma face na projecao.

Por fim, os alunos deverao ser orientados a colocar na folha os
numeros iniciais de vértices, faces e arestas e montar a relacdo de Euler



considerando a informacgao acima. Devera ser explicado o processo de
remocgao das arestas livres e que a cada retirada devera ser atualizada a
relagdo. O objetivo final dessa atividade € chegar a um unico triangulo
onde sera possivel verificar a relagdo de forma que:

F=1V=3A=3eV+F-A=13+1-3=1

Verificando, assim, a validade da relagao de Euler. Apos esse
momento devera ser apresentado para os alunos a generalizagao dessa
verificacdo, de forma que seja provada a validade da relagao para todos
poliedros convexos. E apresentado que ao removermos uma face e
projetarmos o poliedro, estamos fazendo o mesmo que Cauchy fez:
observando a sombra para entender como vértices, arestas e faces se
relacionam.



Apéndice E — Kahoot professor



Kahoot
94 Relacao de Euler

Perguntas (30)

1- Quiz 2 - Quiz

O que representa a letra V na relacdo de Euler? O que representa a letra A na relagcao de Euler?

-

4 Volume A Faces & Arestas

v B Arestas ‘ @ Area W Vértice

3-Quiz 4 - Quiz

O que representa a letra F na relacdo de Euler? A relagao de Euler é valida para:

Todos os sélidos, inclusive ndo

A Arestas & Vértices converos. & Apenas os solidos convexos.

‘ @ Faces v B Forma ‘ ® Somente os prismas. B Somente as piramides.

5 - Quiz 6 - Quiz

Qual é a formula da relacdo de Euler? Um cubo tem 8 vértices, 12 arestas e 6 faces. Qual é o
A+F?

valorde V -

Tetraedro Hexaedro Octaedro

AV iy

Dodecaedro Icosaedro




7 - Quiz

Uma piramide quadrangular tem 5 vértices e 8 arestas.
Quantas faces ela possui?

Um prisma triangular tem 6 vértices e 9 arestas.
Quantas faces ele tem?

Um tetraedro tem 4 vértices e 6 arestas. Quantas faces
ele tem?

11 - Quiz

Um sélido tem 10 arestas e 6 faces. Quantos vértices Qual dessas figuras ndo é um poliedro convexo?

ele deve ter?

A Cubo 4 Prisma pentagonal

‘ ® Piramide quadrangular m Estrela de cinco pontas

13 - Quiz 14 - Quiz

Os palitos na construcao dos poliedros representam: Se um solido tiver "buracos", a relagdo de Euler ainda
vale?

A T BT Nao, pois deixa de ser
A Vértices 4 Arestas i L convexo

® Faces H Lados @® Sim, mas o resultado muda W So6 se for um cubo




A relacéo de Euler é valida para todos os poliedros
convexos?

A Sim v 4 Nao

‘ @ Apenas para cubos

B Depende do tamanho

Um poliedro tem 15 arestas e 8 vértices. Quantas faces
ele tem?

A relacao de Euler mostra que os elementos do
poliedro estao:

A Independentes 4 Em equilibrio matematico v

‘ ® Semrelacao B Apenas visuais

21 - Quiz

Um poliedro tem 20 arestas e 12 vértices. Quantas
faces ele possui?

Um poliedro tem 12 faces e 30 arestas. Quantos
vértices ele tem?

O numero de vértices é igual ao numero de faces. Se
ele tem 12 arestas, quantos vértices tem?

Por que a relagdo de Euler é importante?

Mostra a estrutura dos
A Mede volume -
poliedros

‘ @ So vale para figuras planas m E apenas curiosidade

22 - Quiz

Um poliedro tem 10 vértices e 16 arestas. Quantas
faces ele tem?




Um sélido tem 9 faces e 16 vértices. Quantas arestas
ele possui?

Um poliedro tem 18 arestas e 10 faces. Quantos
vértices ele possui?

Um poliedro tem 8 arestas e 5 faces. Quantos vértices
ele tem?

Um poliedro possui 11 vértices e 18 arestas. Quantas
faces ele tem?

Detalhes

Max. 40 participantes. Faga upgrade para ter mais

Um poliedro tem 14 arestas e 8 faces. Quantos vértices
ele tem?

Um sélido tem 24 arestas e 14 vértices. Quantas faces
ele tem?

Um poliedro tem 9 arestas e 6 vértices. Quantas faces
ele possui?

Um poliedro tem 6 faces e 8 vértices. Quantas arestas
ele possui?




Atualizado: ha 4 meses . Visibilidade: Publico
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Avaliacao da aula minsitrada sobre
Relacao de Euler

Prezado(a) participante,

Eu, Hallef J. Macabu, aluno do curso de Mestrado Profissional em Matematica da PUC-Rio,
estou realizando uma pesquisa no ambito de minha dissertagao de mestrado, sob a
orientacao do Prof. Dr. Samuel Pacitti.

Para esta pesquisa, solicito sua colaboracao por meio do preenchimento deste
questionario.

Na publicagéo dos resultados, sua identidade sera mantida em sigilo, garantindo o carater
confidencial das informagdes fornecidas. Ressalto que esta pesquisa tem finalidade
exclusivamente académica, ndo havendo qualquer ganho financeiro envolvido.

Em caso de duvidas ou para obter mais informagdes sobre o estudo, estou a disposigao
pelo e-mail: hallef_j@hotmail.com.

Desde ja, agradeco pela sua valiosa participagao e colaboragao.

Atenciosamente,
Hallef J. Macabu

Mestrando — PUC-Rio

* Indica uma pergunta obrigatdria

1. Nome (opcional):



2. Turma: *

Marcar apenas uma oval.
2602

2604

3. O objetivo da atividade ficou claro para vocé? *
Marcar apenas uma oval.
Sim, totalmente.
Mais ou menos.

Nao entendi muito bem.

4.  Vocé conseguiu compreender o conteudo trabalhado durante a aula? *

Marcar apenas uma oval.
Sim, entendi bem.
Entendi em parte.

Tive dificuldade em entender.

5.  Aforma de investigar e descobrir por conta propria ajudou vocé a aprender? *

Marcar apenas uma oval.
Sim, ajudou muito.
Ajudou um pouco.

Prefiro quando o professor explica tudo primeiro.



6. Como foi a sua participag¢ao na atividade? *

Marcar apenas uma oval.
Participei ativamente com meu grupo.
Contribui um pouco.

Fiquei mais observando.

7. O trabalho em grupo ajudou na sua aprendizagem? *

Marcar apenas uma oval.
Sim, aprendi mais com meus colegas.
Um pouco.

Nao fez muita diferenca.

8. Vocé achou a aula investigativa interessante? *

Marcar apenas uma oval.
Sim, foi bem interessante.
Razoavelmente interessante.

Nao achei interessante.



0. O uso de materiais concretos (como soélidos apresentados) ajudou vocé a
compreender o conteudo?

Marcar apenas uma oval.
Ajudou muito.
Ajudou um pouco.

Nao fez diferenca.

10. O uso do GeoGebra facilitou a visualizagcao dos solidos e a compreenséao da
relagao de Euler?

Marcar apenas uma oval.
Sim, facilitou muito.
Um pouco.

Nao ajudou.

11. A demonstragao com os solidos (fisicos ou virtuais) ajudou vocé a entender
melhor a relagao entre vértices, faces e arestas?

Marcar apenas uma oval.
Sim, ficou mais claro.
Um pouco.
Nao ajudou muito.

N&o prestei atencao nessa parte.



12. Entre os recursos utilizados, qual vocé considera mais importante para o seu *
aprendizado nesta aula?

Marque todas que se aplicam.

Materiais concretos.
GeoGebra.

Verificagao com projegao.
Explicagao do professor.
Discussa@o em grupo

13. O que foi mais facil para vocé durante a atividade? *

14. O que foi mais dificil ou 0 que vocé nao entendeu bem? *

15.  Vocé acha que aprendeu algo novo com essa atividade? Se sim, o qué? *



16. Dé uma nota para esta aula (de 1 a 5): *

Marcar apenas uma oval.

17. O que vocé mais gostou na aula? *

18. O que poderia ser melhor nas proximas atividades investigativas? *

19. Depois dessa aula, como vocé vé a matematica? *
Marcar apenas uma oval.
Mais interessante e proxima do cotidiano.
Igual a antes.

Ainda acho dificil entender.



20. Vocé gostaria de ter mais aulas nesse formato investigativo? *

Marcar apenas uma oval.
Sim, com certezal!
Talvez.

Nao

Este conteldo néo foi criado nem aprovado pelo Google.

Google Formularios



Apéndice F — Formulario de avaliagao da aula



Apéndice G — Respostas ao formulario de avaliagao



Avaliacao da aula minsitrada sobre Relagao
de Euler

46 respostas
Publicar analise

Nome (opcional): |0 copiar

37 respostas

2 (5!1%) 2 (5!1%)

1(4 ‘I (@ A|( 4 i’(é’l 1['(';1 ~|( 4 i'(v2 ~|7 15(41 i (@ :i'(ﬂ »l( 4 iln'(r;1 ';l'(21 :I:(ﬂ A|( 4 f|~'(ri1 A|( ¥ T'(r;’l ~|( 4 1['('2 ~|7 15(<1 i (¢} ji'(r;1 ~|( 4 :i'(ﬂ »l( 4 iln'(r;1 ';l'(21 :I:(ﬂ A|( 4 f|~'(ri1 A|( ¥ T'(Q A|7

1
0
Alice darocha KEVELEEN... arhurcostae... heloacarreiro livia guedini... rebeca soare...
Breno da silv... Nicoly carreir... eduarda sant... jonathan nilton e ruan yasmin v
Turma: IO copiar

46 respostas

® 2602
® 2604



https://docs.google.com/forms/d/19lBf_89LHe_lVEXSllGnSEKbdJzNyxN8xOGZCdM8jTk/edit#start=publishanalytics

O objetivo da atividade ficou claro para vocé? I8 copiar

46 respostas

@ Sim, totalmente.
@ Mais ou menos.
@ Nao entendi muito bem.

58,7%

Vocé conseguiu compreender o conteudo trabalhado durante a aula? |_|:| Copiar

46 respostas

@ Sim, entendi bem.
@ Entendi em parte.
@ Tive dificuldade em entender.

A forma de investigar e descobrir por conta prépria ajudou vocé a LD Copiar
aprender?

46 respostas

@ Sim, ajudou muito.
@ Ajudou um pouco.

@ Prefiro quando o professor
explica tudo primeiro.

N



Como foi a sua participac¢do na atividade? IO copiar

46 respostas

@ Participei ativamente com meu
grupo.

@ Contribui um pouco.

@ Fiquei mais observando.

O trabalho em grupo ajudou na sua aprendizagem? IO copiar

46 respostas

@ Sim, aprendi mais com meus
colegas.

@ Um pouco.
@ Néo fez muita diferenca.

Vocé achou a aula investigativa interessante? I8 copiar

46 respostas

@ Sim, foi bem interessante.
@ Razoavelmente interessante.
@ Nao achei interessante.

N



O uso de materiais concretos (como sélidos apresentados) ajudou |_|:| Copiar
vocé a compreender o conteudo?

46 respostas

@ Ajudou muito.

34,8% @ Ajudou um pouco.
@ Nao fez diferenca.

O uso do GeoGebra facilitou a visualizacdo dos sélidos e a IO copiar
compreensdao da relagao de Euler?

@ Sim, facilitou muito.
@ Um pouco.
30.4% @ Né&o ajudou.

A demonstragdo com os sélidos (fisicos ou virtuais) ajudou vocé a LD Copiar
entender melhor a relacao entre vértices, faces e arestas?

@ Sim, ficou mais claro.

@ Um pouco.

@ Né&o ajudou muito.

@ N3o prestei atengdo nessa
parte.

46 respostas

46 respostas




Entre os recursos utilizados, qual vocé considera mais importante para
o seu aprendizado nesta aula?

46 respostas

Materiais concretos. —17 (37%)

GeoGebra. —23 (50%)
Verificagdo com projegéo.
Explicagdo do professor. 16 (34,8%)
Discussao em grupo
0 10 20 30

|_|:| Copiar



O que foi mais facil para vocé durante a atividade?

46 respostas

fases

nada

a parte da que agente fez com as jujubas montando o cubo
montar os solidos

desenhar o poliedro

criar o cubo

a atividade de ver quantas vertices,faces e arestas
montar a forma geometrica

o das jujubas

desenha

montar o cubo

fazer as formas geometricas

desenhar

tudo

montar o cubo

foi mais facil fazer com o goegebra

geogebra

colocara a lanterna e colocar as jujubas

A de montar o cubo com jujuba

MATERIAIS CONCRETOS

a parte da jujuba e da montagem



na hora de desenhar o objeto

a ultilizacao com os materias

Fazer a montagem dos solidos .

etedera esplicasao do meu grupo

as faces, arrasta e

a parte de fazer a conta

O QUE FOI MAIS FACIO FOI AS CONTASDEF V A

A verificacdo com o geogebra e os trabalho das jujubas ajudaram bastante, foi uma das
minhas materias favoritas.

app geogebra

o desenho

ver quantas vertices,arestas e faces.

o trabalho de montar formas geometricas com jujuba

comer

O USO DE MATERIAIS CONCRETOS.

tudo

as pergustas

com eu e minha dupla com a ajuda do geogebra ficou muito mais facil para responder

explicacao do professor

usar o geogebra

os nomes das formas geometricas

foi a geogebra

enteder a relagao de euler

as fases,arestas e vertises



calcular as faces vertices araste

obeservar o Professor atentamente



O que foi mais dificil ou o que vocé nao entendeu bem?

46 respostas

nada

a numero 8.1

4 matematica dos numeros

a parte da vertice aresta face
montar o poliedro

nao confundir faces com arestas
eu nao entendi as de "V+F-A=2"
o euler

a atividade de folhas

as contas

na hr de desenhar

montar

a parte que repitil os numeor s
fazer as outras contas

as questoes 7.1 7.2

materias

as contas

A de f multiplicacao
GEOGEBRA

a parte do euler

a conta que teve que fazer e bem dificil



umas perguntas

Bom eu nao entendi a parte do euler .

meu grupo

sobre as formas

a parte de desenhar

O QUE FOI MAIS DIFICIO FOI ENTENDER COMO SE FAZ AS LINHAS DAS FASES

As contas de vertices, eu achei meio complexo.

contas de vertices arestas faces

a8

nenhuma

0 negosio da regua

NENHUM.

nada

o tramalho

a atividade do octaedro, porque minha dupla ndo entendeu muito bem

atividade 7.2

um pouco dos vertices arestas e faces

euler

a parte que tem que descobrir o numero de fases

OS numeros

nao entendi direito --lc



Vocé acha que aprendeu algo novo com essa atividade? Se sim, o qué?

46 respostas

nao
sim

sim por causado metudo de aprender

sim a relacao de euler

sim por que foi melho e consegui entender mas sobre matematica
sim.aprender sobre as arrestas faces e vertices

sim, as formas

aprendi bastante as formas

aprendi sobre as faces,arestas e vertices

tudo

o trabalho com os colegas

sim montar um cubo com jujuba por que eu nunca ouvir falar diso
sim as formas geometricas

sim

sim, eu aprendi q fazer as contas

sim, ja que eu nao sabia muito sobre as formas geometricas
ajuda

SO um pouco

As arestas faces e vertices

NAO MUITO



sim,aprendi sobre a geometria e os solidos

nao

os formas mas formal

sim, a geometria e o solidos geometricos

sim a aula foi muito

eu acho que sim

SIM, ME AJUDOU APRENDER AS COISAS QUE EU NAO SABIA FAZER

Aprendi muita coisa, tipo formas geometricas mais complexas, vertices, faces e etc.

mas sobre as formas

sim a faze o trabalho juntos com os colegas

aprendi mais sobre as arestas,vertices e faces

sim, a relagao de euler

NAO.

sim por que foi interesante

porque eu e minha dupla aprendemos mais das formas geometricas, como faces vertices e
arestas

sim pq foi interesante

sim geogebra

sim as formas geometricas que eu nad sabia

sim aprendi formas

eu aprendi geogebra e formas geometricas

sim por causa da relagao de euler

sim, eu aprendi as formas

eu ndo sei muito oque falar. -heber



Dé uma nota para esta aula (de 1 a 5):

46 respostas

30
20
10
0 (0%) 0 (0%)
0 | |
1 2

13 (28,3%)

|_|:| Copiar

30 (65,2%)



O que vocé mais gostou na aula?

46 respostas

tudo

geogebra

das jujubas

tudo

nao sei

a parte de montar a o cubo com as jujubas
fazer o cubo

de desenhar o cubo na cartolina

montar a forma geometrica

montar o cubo

na hora de fazer as formas geometricas
jujubas

de comer as jujubas

a parte que o professor mostrou

as jujuba

de fazer o cubo com jujuba

MATERIAS CONCRETOS

0s objetos geometricos

de comer a jujuba

ultilizando as formas

tudo e mais ainda de mecher nos objetos



a partisipa que meus amigos

sobre as faces

a parte de comer a jujuda

DAS CONTAS DAS FASES ARESTAS E VERTICES E ETC

0 trabalho das jujubas.

da jujuba

o trabalho com jujubas

como as jujuba

DE CONSTRUIR O CUBO DE JUJUBA.

o tramalho em grupo

poder usar os computadores novamente

tudo

trabalho com jujuba

o trabalho das jujubas

de aprender

as formas —-Lc



O que poderia ser melhor nas proximas atividades investigativas?

46 respostas

nada

mais atividades com comida
nao sei

nada

nada ja esta muito bom
sim

esse mesmo conteudo
nao sei

0 grupo

fazer em grupos tambem
nao sei

botar goranar

grupo
nao botar numeor repitido

o professor explicar com as formas

poderia melhor com perguntas um pouco mais facil pqga 7.1 e a 7.2 eu achei muito dificio
n sei

NADA PODIA SER A MESMA COISA

kaooht

por mim poderia mudar nada achei legal e divertido



mmais a tividades

aprender mais sobre isso

VARIAS COISAS

Trabalho artesanal, massinha, papel laminado e papel.
mas investigacao

ter salgado

mais aulas com o geogebra

mais doce

NADA,PODIA SER A MESMA AULA QUE ANTES.

n sei

fazer mais trabalhos mostrando mais das formas, suas faces e etc
usar mais o geogebra

massinha papel e dobraduras

formas

mais formas geometricas

kapott

uma aula mais direta e bem explicativa. -Heber

Depois dessa aula, como vocé vé a matematica? IO copiar

46 respostas

@ Mais interessante e proxima do
cotidiano.

@ Igual a antes.
@ Ainda acho dificil entender.




Vocé gostaria de ter mais aulas nesse formato investigativo? |_|:| Copiar

46 respostas

@ Sim, com certeza!
@ Talvez.
@ Nao

Este contelido nao foi criado nem aprovado pelo Google. - Entre em contato com o proprietario do formulario -
Termos de Servico - Politica de Privacidade

Este formulario parece suspeito? Denunciar

Google Formularios

N


https://policies.google.com/terms
https://policies.google.com/privacy
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Apéndice H — Plano de aula



PROFMAT PUC-RIO
PLANO DE AULA

Escola: Centro Educacional Beatriz Silva — Rede Municipal de Teresopolis
Professor: Hallef J. Macabu

Orientador: Samuel Pacitti

Turma: 2602

Data: A definir

Duracio: 6 horas/aula, podendo ser estendido para 9 horas/aulas.

1. Tema da Aula

Relacao de Euler para poliedros convexos
2. Objetivos de Aprendizagem

Propiciar a compreensdo e demonstrar a validade da relacdo de Euler para poliedros

convexos.

3. Conteudos

— Solidos geométricos: poliedros e corpos redondos;
— Poliedros convexos;

— Relagdo de Euler para Poliedros convexos.

4. Metodologia/Desenvolvimento

A aula sera iniciada com a exploracao das definicdes de poliedros e corpos
redondos. Para auxiliar na compreensao e facilitar a visualizagao, serdo utilizados
solidos em acrilico para que os alunos observem as diferengas entre os poliedros e os
corpos redondos. Nesse momento, o livro didatico adotado pela unidade escolar, sera
utilizado como material de apoio. Sera realizada uma atividade de classificacao de

alguns sdlidos e poliedros e corpos redondos.



Em seguida, sera apresentada a definicdo de poliedros, bem como seus
principais tipos, utilizando o livro didatico e soélidos geométricos como apoio. Os
conceitos de vértices, faces e arestas serao introduzidos com o auxilio de um sélido
como referéncia e de imagens projetadas, a fim de facilitar a compreensao dos alunos.

Tendo concluido a etapa expositiva, os alunos receberdo uma atividade
investigativa que sera desenvolvida em conjunto com o GeoGebra, de forma que os
alunos, de forma autbnoma, poderdo conjecturar a relagcao de Euler para poliedros
convexos, realizando a observagio dos numeros de vértices, faces e arestas de diversos
poliedros. Nessa etapa, espera-se que os alunos consigam conjecturar a relagdo de
Euler de forma menos formal, percebendo alguma relacéo entre a quantidade de cada
um desses elementos.

Apos arealizagado portodos alunos, desta atividade, os alunos serdoincentivados
a compartilhar suas constatacdes de forma a ser elaborada uma definicdo coletiva
formal da relagéo identificada. Neste momento, espera-se que os alunos em conjunto
apresentem arelacao correta entre o nimero de faces, arestas e vértices.

Tendo sido apresentada a relacdo, sera o momento de questionar a sua validade
para todos poliedros convexos, desejando-se que os alunos busquem por uma prova de
tal resultado. A partir dessa discusséao, sera proposto a realizagcdo da demonstracao de
Cauchydarelacao de Euler, utilizando o material concreto que consistira na montagem,
pelos alunos em grupos, de um poliedro utilizando jujubas e palitos e sua posterior
projecdo em uma cartolina, para entdo realizar a triangulagdo para seguir o processo
proposto por Cauchy em sua demonstracéao.

Tendo sido realizado esse processo de demonstragéo pratica, sera formalizado
para os alunos, de forma expositiva, que esse processo consiste em uma demonstracéo
que prova a validade da relacdo para todos os poliedros convexos. Essa formalizacéo
sera realizada de forma simplificada, devido a faixa etaria da turma.

Por fim, com o intuito de avaliar a compreensao do conteldo explorado pelos
alunos, de forma diferenciada e dindmica, sera proposta uma atividade gamificada na
plataforma do Kahoot, que consistira de perguntas envolvendo a relacao de Euler, de
forma que o aluno seja estimulado a aplicar arelagao para resolver de forma mais rapida

os problemas apresentados. Antes do encerramento da aula, os alunos responderdoum



questionario no Google Forms em que poderao fazer uma avaliacdo da aula e suas

impressdes sobre cada uma das atividades realizadas.

5. Recursos Didaticos

e Solidos geométricos em acrilico;

e GeoGebra;

e Televisdo (apresentacdo);

e (Cartolinas;

e Material concreto: solidos construidos com jujuba e palitos;
e Lanterna para projecao;

e Apostila de atividades.

6. Estratégias de Avaliacao

A avaliacdo sera realizada ao longo de toda a aula, por meio da observacdo e registro
do desenvolvimento das atividades. Serdo analisadas as respostas apresentadas pelos alunos na
atividade proposta e, ao final, serd disponibilizado um formulério de avaliacdo via Google

Forms, para que os alunos registrem suas consideragdes sobre a aula.



