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Resumo

Os erros sao parte inerente do processo de ensino e aprendizagem e sao inevitaveis. O
ato de errar pode trazer consigo uma gama de repercussoes negativas tanto interna (no
sentido de despertar emogoes como vergonha, raiva, frustragao, etc), quanto externamente
no convivio do aluno com seus pares e seus professores. Dito isso, os desacertos podem ser
vistos como uma evidéncia de um processo que fracassou ou (como dizia Thomas Edison)
como um aprendizado de uma forma de nao proceder. Esse trabalho trata dessa segunda
opg¢ao, ou seja, de utilizar o erro no ensino da Mateméatica como uma ferramenta de
aprendizado, tirar ligoes com o erro, investigando-o cuidadosamente para prevenir que ele
se repita. Existem classificacoes para diversos tipos de erro. Aqui tratamos dos seguintes
tipos: erros de interpretacao, de calculo, de estratégia e de conceito matematico. Ao
longo deste trabalho, tratamos desses temas, de como fazer o uso da investigacao do erro
para melhorar o entendimento de alguns topicos da disciplina Anélise Combinatoria. Esse
trabalho resulta em um produto educacional intitulado "Descombinados: um livreto de
problemas matematicos quase resolvidos", que aplica de forma pratica o que foi debatido
ao longo do trabalho, além de apresentar uma sequéncia didatica como norte para o uso
de tal produto educacional em sala de aula.

Palavras-chave: Educagao matematica; Anélise combinatoria; Erros; Investigacao.



Abstract

Mistakes are an inherent and unavoidable part of the teaching and learning process.
The act of making mistakes can bring about a range of negative repercussions, both
internal (in the sense of arousing emotions such as shame, anger, frustration, etc.) and
external, in the student’s interactions with peers and teachers. However, mistakes can be
viewed either as evidence of a failed process or (as Thomas Edison once put it) as a way
of learning how not to proceed.This work focuses on the latter perspective—that is, on
using errors in Mathematics teaching as a learning tool, drawing lessons from mistakes by
carefully investigating them to prevent recurrence. There are classifications for various
types of errors; here, we will address the following: interpretation errors, calculation
errors, reasoning errors, and conceptual (mathematical) errors. Throughout this study,
we will discuss these themes and explore how investigating mistakes can improve the
understanding of certain topics within combinatorial analysis. This work culminates in
an educational product titled "Descombinados: um livreto de problemas matematicos
quase resolvidos", which practically applies the ideas discussed here in and presents a
didactic sequence to guide the use of this educational resource in the classroom.

Keywords: Mathematics Education; Combinatorial Analysis; Errors; Investigation.
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INTRODUCAO

No ensino de matemética é comum que os professores submetam os seus alunos a
resolucao de problemas. Em sala de aula, ao longo da resolucao de um problema é
necessario que os discentes interpretem a situagao proposta no enunciado e recorram aos
seus conhecimentos prévios e ao repertoério matematico recém-ministrado pelo docente
para estabelecer uma estratégia de resolucao, até chegar em um resultado final.

E comum que nem sempre um estudante consiga, de imediato, selecionar uma linha
de raciocinio que o direcione a uma solucao completamente correta de uma atividade.
Bianchini e Vasconcelos (2015) apontam que possiveis causas para esse equivoco sejam
o nao entendimento do enunciado ou nao dominio do contetido. Além desses, é possivel
elencar a interpretagao equivocada dos comandos, a associacao precipitada da situacao-
problema com operacoes mateméticas, proposi¢oes, teoremas, entre outros, ou ainda, a
aplicagao incorreta de tais conhecimentos mateméticos no raciocinio empregado como
alavanca para esse equivoco.

Assim como Bianchini e Vasconcelos, ao longo do século XX muitos cientistas da psi-
cologia e da educagao dedicaram suas pesquisas a entender quais sao as possiveis origens
dos erros em questoes matematicas e como classifica-los para, a partir disso, tragar cami-
nhos eficientes de intervencao que conduzissem o estudante ao real entendimento de dado
conteudo.

Correia (2010) discorre que no periodo entre guerras, pesquisadores do erro na Alema-
nha, como Weiner, Kiessling e Seseman, investigaram as possiveis causas para equivocos
frequentes e a possibilidade de existirem pessoas com uma predisposi¢ao ao erro, conside-
rando trés tipos de erros: mecénicos, associativos e funcionais.

Ja na Uniao Soviética, por volta dos anos 60, Correia (2010) informa que pesquisadores
como Kuzmitskaya e Menchinskaya categorizaram os equivocos como: erro por memoria
de curto prazo insuficiente, erro mecéanico, erro associativo, erro por incompreensao do
problema e erro por distragao (o que resulta em erros mecanicos).

Nos Estados Unidos, ao longo do século XX, os pesquisadores da anélise do erro, como
Reisman, Lankford, Engelhard, Ashlock e Cox, voltaram-se a estudar erros frequentes na
aritmética, entendendo-os como ‘“nao acidentais”, mas resultado de esquemas equivocados
desenvolvidos a partir de conceitos bésicos iniciais. Esses buscavam formas de ensino que

reduzissem os erros frequentes.
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Resnick e Ford (1990) registram que no século passado, a anélise dos erros limitou-se
em algumas pesquisas a anotar quais foram os erros cometidos por alunos em célculos
aritméticos basicos, contabilizar quantas vezes precisavam interferir na resolugao do estu-
dante até que este apresentasse a resposta correta e observar o tempo gasto para completar
a tarefa corretamente. Também era comum a organizacao de escalas de dificuldades para
auxiliar o docente nas corregoes.

Em linhas gerais, errar significa deixar de acertar, isto é, dentre tantos significados que
pode possuir, é nao atingir um alvo pré-estabelecido ou alcangar um resultado incoerente
com a realidade do contexto.

E certo que o objetivo de qualquer professor ao propor um exercicio em sala de aula
¢ que os seus alunos apliquem corretamente os conhecimentos obtidos para acertarem a
resposta. Todavia, errar é uma oportunidade em potencial de aprender. De acordo com
Dewey (1959), quando o erro é analisado com intencionalidade pedagogica, torna-se parte
importante e natural no processo de aprendizagem.

No ensino de matemaéatica, uma pratica docente fundamentada no acerto tende a prio-
rizar um algoritmo de resolucao que conduza o estudante ao éxito (ALRO; SKOVSMOSE,
2006), e a evitar a incidéncia de erros (BESSOT, 1983), desconsiderando questoes impor-
tantes a direcionar ao executor da questao como “a partir de que ponto a sua resolugao
ficou errada?”, “por que o seu raciocinio esta incorreto?”, “matematicamente, o que voceé
desconsiderou para chegar a essa conclusao?”; “a resposta que vocé obteve é coerente?”; “o
seu equivoco te distanciou muito da resposta correta?”, dentre outras reflexoes que podem
tornar um simples erro na consolidagao de um aprendizado.

Saber onde se quer chegar é extremamente importante, mas saber onde nao chegar
ou onde ¢ incoerente chegar é sinal de que estamos lidando com uma questao de maneira
critica e consciente. Por isso é preciso permitir o erro. Dewey (1959) argumenta que é
papel do docente criar em sala de aula um ambiente ideal para que os alunos explorem,
cometam erros, reavaliem rotas e, assim, essa se torne uma o6tima forma de assimilarem
os contetidos abordados.

Ao verificar a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento essencial que
norteia a educacao béasica do Brasil, é nitido o oferecimento de um curriculo que auxilie
os discentes no desenvolvimento de competéncias e habilidades e na formacao de atitudes
e valores, para intervirem nos diversos contextos da vida com solugoes eficazes e decisoes
lacidas (BRASIL, 2018).

Isso evidencia o objetivo de, na escola, o professor contribuir para a formacao de
pessoas autonomas em suas vidas. Cometer um erro em sala de aula, detecta-lo e, em
seguida, apaga-lo sem qualquer reflexao, é desconsiderar que as pessoas cometem erros
fora da escola e que, esses, nao podem ser simplesmente apagados.

Diante desse raciocinio, determinamos como questao de pesquisa para este estudo:

a partir da identificacdo de um erro e da reflexao sobre ele é possivel estabelecer uma
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estratégia pedagogica que otimize o processo de ensino-aprendizagem e preencha a lacuna
causadora do erro?

Para responder a essa indagagao, esta dissertagao possui como objetivo geral discutir
sobre uma estratégia pedagogica que contribua para que o estudante assimile o contetido e
desenvolva um pensamento critico, pautada na investigacao do erro e aplicada na analise
combinatoria, objeto de conhecimento previsto pela BNCC para ser ministrado da 1% série
a 3% série do Ensino Médio.

Diante desse objetivo geral, estabelecemos como objetivos especificos: (1) compreender
de que formas o erro pode impactar a mente humana, para estabelecer uma possivel rela-
¢ao entre a falta de afinidade das pessoas com a disciplina de matematica e a metodologia
a qual essas pessoas foram expostas durante a vida escolar, para entdo (2) entender como
o docente pode intervir a partir do erro de um estudante em sala de aula, de maneira que
o professor consiga encontrar possibilidades de converter uma possivel frustragao em esti-
mulo ao recomeco e ao desenvolvimento de um pensamento critico frente aos problemas,
melhorando a performance do discente.

Apos entender esses dois primeiros topicos serd possivel (3) propor uma estratégia pe-
dagogica de investigacao do erro que contribua com a aprendizagem no estudo da analise
combinatoria, e, por fim, aplicar essa estratégia ao (4) elaborar um Produto Educacio-
nal (PE) nomeado como "Descombinados: um livreto de problemas matemaéticos quase
resolvidos", que consistirda em um pequeno livro com problemas de anélise combinatoria
previamente solucionados (alguns itens com mais de uma solugdo proposta), entretanto,
de maneira incorreta, cujo objetivo do publico sera identificar o erro cometido, raciocinar
o que foi desconsiderado na linha de raciocinio, de que forma a solu¢ao encontrada se
distancia da realidade e como reparar a incoeréncia, chegando a resposta correta.

Esta dissertacao estrutura-se em cinco etapas. A primeira etapa trata-se da presente
introducao que contextualiza o tema do estudo, apresenta a questao de pesquisa e aborda
os objetivos geral e especificos que este trabalho busca alcancar.

A segunda etapa refere-se ao Capitulo 1, em que abordamos os aspectos educacionais
envolvidos no ato de errar em praticas na disciplina de Matematica, sobre a tendéncia de
reprodugao de algoritmos propostos pelo professor quando o tnico foco do estudante é o
de acertar e sobre como a investigagao do erro cometido pode estimular o desenvolvimento
de senso critico no educando.

Seguindo para a terceira etapa, entramos no Capitulo 2, em que nos aprofundamos na
discussao sobre como a investigacao dos erros pode funcionar como estratégia pedagogica
no estudo da analise combinatoria, entendendo como ocorre o contato entre os estudantes
e esse objeto de conhecimento e quais as dificuldades mais recorrentes no estudo desse.

Na quarta etapa, o Capitulo 3 apresenta uma caso pratico que relata os principais
resultados da aplicacao de uma atividade de analise combinatéria pelos autores em uma

turma de 1? série do Ensino Médio. Nesse ponto ¢ feita uma andlise estatistica descritiva
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sobre a incidéncia dos erros em diferentes tipos de problemas, apontando quais foram os
tipos de erros mais comuns em cada caso.

Por fim, na ultima etapa, apresentamos as consideracoes finais sobre este estudo, em
que analisamos se os objetivos foram atingidos com sucesso e finalizamos refletindo sobre
a possibilidade de aprofundar este estudo com desenvolvimentos futuros.

Essa dissertacao possui dois apéndices. O primeiro apresenta e explica o Produto
Educacional (PE) desenvolvido, o livreto de problemas matematicos chamado “Descombi-
nados, um livreto de problemas mateméticos quase resolvidos”, um material que possibi-
lita a pratica da investigagao do erro para auxiliar na assimilacao de conceitos da analise
combinatoéria. O segundo sugere uma sequéncia didatica com recomendagoes sobre como

aplicar algumas atividades propostas no produto em questao.
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Capitulo 1

O erro na disciplina de matematica:

aspectos educacionais

Durante o ano letivo os alunos se deparam, particularmente nas disciplinas de mate-
mética, com os erros. Os erros podem se dar em diversos niveis, desde os erros de calculo
até o erro no entendimento do que o problema pede. Esses primeiros sao mais faceis de
detectar porque sao explicitos, os ultimos precisam ser investigados mais profundamente
para detectar em qual estdgio do entendimento o aluno parou. Seré que ele nao compreen-
deu o que a questao pedia ou nao soube qual tépico da matéria deveria usar para resolver
o problema ou, ainda, foi de uma férmula que ele nao lembrou? Esse trabalho discute
como aproveitar a oportunidade que esses erros cometidos oferecem para o aprimoramento
do processo de ensino-aprendizagem.

Primeiro, devemos entender que o fato de errar provoca efeitos diversos no aluno.
Temos os efeitos na esfera intrapessoal, ou seja, os efeitos que o erro pode causar no proprio
aluno, e na esfera interpessoal, no ambiente de sala de aula, isto é, com os professores e

os outros alunos, na forma que estes lidam com o equivoco cometido.

1.1 O que geralmente acontece quando um aluno erra?

Os efeitos que o erro pode causar na dinamica de uma sala de aula e, até mesmo, em
uma escola, estao diretamente associados a forma com a qual a instituicao, os professores
e os proprios alunos consideram os erros como parte do processo educativo. H& defensores
da ideia de que erros devam ser evitados ao longo do processo de ensino-aprendizagem
por associarem a sua incidéncia com a ineficiéncia do processo educativo, a ignorancia, o
desinteresse ou a desatengao por parte de um aluno (BESSOT, 1983).

Esse tipo de raciocinio acaba por corroborar a ideia de que os erros sao evidéncias
de um insucesso educativo e, logo, ¢é iniciada a busca por possiveis culpados por tais

equivocos.
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“Quando a escola falha nesta perspectiva da eficicia, a razao do erro é buscada em
muitas fontes: ora é considerado um problema do professor, ora da escola, ora da crianca,
etc. Mas ha sempre um culpado na historia.” (MACEDO, 1990, p. 353).

Ao invés de tentar apagar os erros, nao seria possivel utiliza-lo como ferramenta para
melhorar o ensino?

Bianchini e Vasconcelos (2015) refletem que muitos professores de matemética acre-
ditam que sua atribuicao é a de detectar e apontar acertos e erros nas producoes dos
educandos, sem perceberem que os equivocos cometidos possuem varias origens, como
falta de dominio sobre o conteudo, engano ou até mesmo um erro construtivo, que, se-
gundo Piaget, é evidéncia de que o estudante esta a criar uma nova forma de pensar, isto
é, acomodando o novo saber.

A seguir apresentamos um experimento feito por Bianchini e Vasconcelos (2015) que
ilustra como ainda nao estamos preparados para desenvolver o erro como ferramenta de
aprendizado e que para utilizar o erro como auxiliar do processo de ensino, algumas
preparacoes prévias se fazem necessarias para desenvolver um ambiente propicio a tal
implementagao.

Os autores realizaram um experimento em que, durante um més, alunos de diferentes
turmas do 6° ano de uma escola reuniram-se para realizar praticas mateméaticas. Nesse
experimento, ao sugerir atividades, esses notaram que os educandos preferiam organizar-
se individualmente ou, no maximo, em duplas, o que ja sugere uma certa resisténcia em
abrir-se a uma aprendizagem colaborativa na disciplina de matematica.

Nas situagoes em que o erro estava presente, a conduta de antipatia entre eles era ainda
pior, pois trocavam xingamentos entre si, apontando o colega como “burro”’, comentando
“vocé nao sabe nada”, “como pode errar nas atividades tao faceis que dao aqui”’, etc.
Quando o professor propunha atividades em dupla, nao cooperavam entre si, mas um deles
acabava fazendo pelo outro e, quando o colega errava, novamente trocavam xingamentos
hostis entre si (BIANCHINI; VASCONCELOS, 2015).

Vemos que o ambiente encontrado nao era propicio para utilizar o erro como ponto
inicial de uma nova abordagem. O erro foi motivo de discussoes desrespeitosas entre os
discentes.

Os autores analisaram os efeitos do erro causados em trés tipos de situagoes: relagao
aluno-aluno, relacao aluno-professor e aluno sozinho. Na primeira relagao, os autores
registraram a presenca de conflitos interpessoais (com xingamentos e desestimulos) apos
a ocorréncia de erros. Isso mostra que o olhar dos alunos sobre o erro ainda é carregado de
rotulos negativos, ou seja, os estudantes nao entendem o poder que o erro tem de ajuda-los
a assimilar contetudos, o que é compreensivel, visto que é preciso criar um ambiente em que
os desacertos sejam bem-vindos, o que implica na desconstrugao dessa visao pessimista.

Na segunda relacao foi notado que os alunos se sentiam intimidados pelo professor,

visto que se trata de uma relacao considerada assimétrica pelos autores. Isto é, por mais
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que, de fato, um professor possua mais tempo de contato e maior profundidade com um
tema, a relacao professor-aluno pode ser colaborativa, todavia, talvez os discentes nao
tenham essa perspectiva. Na ocorréncia de erros, foi percebido que o professor apresentou
a resposta certa, sem registro de uma correcao ou reflexao sobre o método de resolucao
escolhido pelo estudante. Esse fato mostra que é possivel que nem o proprio professor,
que adota tal método de intervencao, tenha a completa no¢ao do potencial que a relagao
professor-aluno tem de contribuir com uma aprendizagem colaborativa, em que o aluno
autorregula-se.

A terceira situagao analisada refere-se a como os erros podem influenciar na perfor-
mance do educando. Do experimento de Bianchini e Vasconcelos (2015), foram percebidas
algumas reagoes diante das dificuldades surgidas ao longo da execucao das atividades pro-

postas:

Diante de qualquer dificuldade, nao realizavam esfor¢o em prosse-
guir e, quando erravam, nao buscavam refazer a atividade por au-
torregulacao, mas apresentavam estratégias como copiar de alguém
que sabia ou enrolar para depois copiar do quadro a correcao do
professor ou, ainda, pedir para ir ao banheiro e, no caminho, bus-
car a ajuda de colegas de outras salas. Ou seja, era muito pouco
o engajamento dos alunos nas atividades propostas pelo professor.

(BIANCHINI; VASCONCELOS, 2015).

Essas atitudes sao reflexos de como os estudantes estao lidando com seus desacertos,
mas nao comunicam o que, de fato, sentem emocionalmente. E preciso considerar a esfera
emocional dos alunos, visto que questoes emocionais podem atuar como obstaculos para
o conhecimento (GUSMAO; EMERIQUE, 2000).

Culpa, desdnimo, medo, raiva, vergonha, nervosismo e tristeza sao sentimentos comuns
relatados entre os alunos apds perceberem que erraram a execuc¢ao de uma atividade, bem
como vontade de esconder o erro (BIANCHINI; VASCONCELOS, 2015). Tais sensagoes
podem estar relacionadas com a crenca, por parte dos estudantes, de que devem agradar o
professor com um bom desempenho em atividades (GUSMAO; EMERIQUE, 2000). Além
disso, a forma como os instrumentos avaliativos sao abordados pela comunidade escolar
pode influenciar diretamente na incidéncia de tais sentimentos frustrantes. Por vezes, a
comunidade escolar corrobora a cultura de competicao e classificagao de alunos por meio
de avaliagoes (HOFFMANN, 1998).

Para tentar implementar o erro como ferramenta de aprimoramento do ensino teremos

que mudar a forma de correcao das atividades avaliativas, como sugere:
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“Avaliacoes, atividades e suas respectivas correcoes nao devem ser
utilizadas como meios de punicao, classificacdo ou censura, mas
podem ser transformadas em oportunidades de dar continuidade no
processo de aprendizagem” (CHAKUR; SILVA; MASSABNTI, 2016).

Vemos entao que é preciso preparar um ambiente diferente do que foi encontrado no
experimento de Bianchini e Vasconcelos (2015) para poder utilizar o erro como recurso
de aprendizado. Tem que ser possivel estabelecer, em sala de aula, um ambiente em que
haja espontaneidade ao tentar, liberdade para errar, motivagao para consertar, estimulo
para colaborar e possibilidade de aprender sem medos, frustragoes e culpas. Algumas

possibilidades para organizar esse ambiente estao discutidas na proxima secao.

1.2 O que poderia acontecer quando um aluno erra?

Analisamos que quando o erro nao é considerado como uma etapa legitima do processo
de ensino-aprendizagem, comportamentos como apatia, rejeicao, xingamentos e desesti-
mulos sao notados entre os estudantes. Além disso, no tocante ao professor, pode ser
notada uma certa falta de paciéncia de lidar com a incorregao e, entao, esse prontamente
fornece o raciocinio correto ou, até mesmo, a resposta da atividade, na tentativa de “cor-
rigir” o erro cometido pelo estudante.

Em pesquisas realizadas por Spinillo, Pacheco, Gomes e Cavalcanti (2014), no campo
da Psicologia Cognitiva, foi sugerido inserir o erro como uma forma de pensar o contetido,
isto é, diante de um determinado problema, o professor pode apresentar aos alunos linhas
de raciocinio comumente utilizadas por eles, nao necessariamente corretas, e refletir em
cima delas, tragando questionamentos como “por que pensar ou por que nao pensar dessa
forma?”, “como ter certeza de que este raciocinio nos conduz a resposta correta?”’, “esse
modo de pensar nao estd completamente correto, mas até que ponto esta coerente?”,
dentre outras questoes. Com as respostas dos estudantes, é possivel que esses entendam
formas de agir diante do problema em questao e sintam-se & vontade para questionar
procedimentos e sugerir novos caminhos.

Além dos beneficios aos alunos, esse tipo de debate também confere ao professor um
retorno positivo: uma clareza sobre os erros que tendem a surgir e sobre como os alunos
tendem a interpretar tais questoes em um primeiro contato. Em resumo, teorizar sobre
os erros é permitir que a dindmica de sala de aula parta de “apéatica” para “colaborativa’.

Esse retorno positivo é importante, pois o professor é um criador de situacoes que
facilitam a aprendizagem de um contetido. Dessa forma, se os professores abandonarem
o lugar de corretor de erros e passarem também a estuda-los (e gerenciarem os alunos de
modo que esses também reflitam sobre tais incorregoes), entao se desprenderao do ato de
sugerir linhas de raciocinios (CHAKUR;; SILVA; MASSABNI, 2016) e parardo de gastar
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suas energias em fazer os educandos entenderem tais linhas.

Na prética, no que diz respeito aos professores, isso poderia acontecer da seguinte
forma: ao propor um problema matematico, o docente pode ceder um tempo para que os
alunos lidem com a interpretagao da situacao. Em seguida, oferecer um momento para
que haja didlogo sobre o problema. Assumir o papel de mediadores e deixar que os alunos
lancem raciocinios de resolucao, que podem ser registrados no quadro da sala, indepen-
dente de estarem corretos ou nao. Apods esse processo, pode propor que os educandos
argumentem sobre quais raciocinios parecem coerentes e quais nao parecem.

Essa etapa de exposicao de ideias e deliberagao sobre os raciocinios mais coerentes,
possibilita que, aos poucos, cada estudante sinta-se a vontade para sugerir e argumentar,
pois é um momento em que nao ha reprovacao de opinides em razao de erros. Assim,
passa a nao existir mais motivos para desrespeito e rejeicao entre os pares.

Apos a selecao dos raciocinios mais “coerentes” pelos alunos, a turma pode tentar
solucionar a questao, seja em grupos ou individualmente, enquanto os professores se detém
a retirar duvidas que possam surgir no processo.

Nesse contexto, os professores nao precisam se preocupar em analisar a quantidade
de acertos ou erros que os educandos cometem, mas, sim, perceber quanta ajuda estao
precisando para desenvolver a atividade e quanta ajuda estao oferecendo uns aos outros
(CHAKUR; SILVA; MASSABNI, 2016).

O professor pode provocar o aluno a refletir mais sobre o que o préprio produziu, ao
lancar questionamentos como “Observe o seu ponto de partida; Vocé desenvolveu cada
etapa do seu raciocinio corretamente? Revise-as!” ou “De fato, a solucdo possui alguns
erros, mas esses sao de calculo, de interpretagao ou por vocé nao saber mais como proceder
a partir desse ponto especifico?”, e, assim, ir intervindo na préatica do aluno até o acerto,
sem sobrepor o seu pensamento experiente em detrimento do pensar em construcao do
educando.

A Figura 1.1 ilustra a proposta acima por meio de um esquema para facilitar a sua

visualizacao.
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Figura 1.1: Sugestao de como favorecer em sala de aula um ambiente nao intimidador
frente aos problemas matematicos

PROPOR
PROBLEMA

[SEM INFLUENCIAS EXTERNAS)

Y

CEDER TEMPO PARA QUE OS
ALUMNOS EXPOMNHAM
ORALMEMNTE SUAS

CEDER TEMPO PARA QUE OS
ALUMOS LEIAM E INTERPRETEM

INTERFRETACOES

/

REGISTRAR TODOS OF
RACIOCINIOS EXPOSTOS NO
QUADRO DA SALA

CEDER TEMPO PARA QUEOE
ALUNOS ARGUMEMNTEM S0OBRE A

COEREMNCIA DE CADA LINHA DE
RACIOCIMIO REGISTRADA

(.

'

ESCOLHIDO O RACIOCINIO MAIS
COEREMTE, CEDER TEMPO PARA

A RESOLUCAD DO PROBLEMA

(o )

Y

MEDIAR O PROCESSO
DE RESOLUCAQO

Fonte: Autoria propria

A estratégia acima é uma sugestao do que poderia acontecer frente as resolugoes de
problemas mateméticos, porém, é possivel elaborar outras estratégias que valorizem a
potencialidade do erro e a colaboracao entre os alunos no intercambio de repertoérios e
linhas de raciocinios.

O ambiente de sala de aula pode passar progressivamente a ser um lugar confortavel,
para que o menos experiente em matematica dos discentes se dé ao menos o direito de
tentar compreender, sem temer sentimentos de culpa ou de frustracgao.

Vemos entao que os erros em sala de aula sao oportunidades pedagogicas para que

com métodos adequados, colaboracao e paciéncia conhecimentos sejam adquiridos.
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Todavia, os erros abrangem outros questionamentos, como sugerem Casévola et al.
(1988, p. 32):

Os erros cometidos pelas criancas durante a aquisicao de conheci-
mentos suscitam uma grande problematica. Por um lado, trata-se
de uma questao pedagogica, no que tange a relaciona-los com o tipo
de atitude que o docente deve assumir diante do erro e a maneira
de corrigi-los. Por outro lado, é uma questao psicolégica na medida
em que ¢é pertinente perguntar se os erros sao fatos aleatérios da
aprendizagem ou se tém suas razoes no mecanismo de aquisi¢ao dos

conhecimentos. (CASAVOLA et al., 1988, p. 32)

Para os autores, o erro possui a sua vertente psicologica, na qual o docente deve
questionar-se sobre se a origem do erro é marcada pela aleatoriedade (ou seja, o equivoco
mostra-se como um indicio de incompreensao do tema) ou pelo trago de que esta havendo
um entendimento gradual do contetdo.

Os professores poderiam permitir que o estudante participasse do processo de enten-
dimento do desacerto, adentrando a vertente pedagbgica do erro, ao perguntar ‘“vocé esta
entendendo o motivo dos passos que estd dando?” ou “por que vocé acha que esta errado?”
e a partir das respostas falar “esse erro é sinal de que vocé ja compreendeu boa parte do
que deve ser feito, falta apenas esse ajuste” ou “o seu erro mostra que devemos voltar uns
passos e tentar entender o problema mais uma vez, talvez de uma outra forma”.

Desse modo, conscientizar o aluno de que o erro ensina é uma forma de parar de
trata-lo como se fosse o fim de um processo marcado pelo fracasso e promover criticidade,
mudancas de abordagens nas resolugoes de problemas mateméticos e momentos de reflexao
e debate, conforme defende DAMASCENO (2020).

Pode parecer que essa preocupacao com o ambito emocional do aluno nao é uma atri-
buicao do professor de matemaética, que deveria deter-se apenas a ministrar os contetudos
de sua disciplina, mas a questao das emocoes em razao dos erros tem sido obstaculo para
a compreensio do aluno (GUSMAO; EMERIQUE, 2000).

A influéncia das emocoes no processo de ensino-aprendizagem nao deveria ser ignorada
e os docentes nao deveriam evitar qualificar-se para lidar com tal interferéncia. Goldberg
et al., (2019) apontam que a qualificagdo de profissionais por meio de Programas de
Educac¢ao Emocional (PEE), além de muito indicado, ¢ um anseio verificado entre a
propria categoria.

Ambientes escolares em que hé a inclusao de um PEE registram melhoria tanto na

aprendizagem dos alunos, quanto nos relacionamentos interpessoais em sala de aula (FUR-
LAN; DELLA MEA, 2024).
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A crianca que tenta e que tem a sorte de ter adultos que nao ini-
bem suas tentativas pode se construir, e construindo-se constroéi
a humanidade. Se tem a chance de superar frustragoes, superar
desafios, e nao ser premiado por isso, mas sentir a alegria da con-
quista, entao ela desenvolve coragem, um senso de moral que nao
depende de aprovagao externa, uma motivagao que tem a ver com o
aprendizado, a superacao, e fazer a coisa certa. (SALOMAO, 2017)

Percebemos, entao, que muitos fatores influenciam no processo da aprendizagem hu-
mana, como o bem-estar emocional, o meio, as relagoes interpessoais. Além desses fatores,
o “aprender humano” tem as suas etapas e é primordial que os docentes saibam o que ofe-

recer aos estudantes em cada uma dessas.

1.3 Em que etapa do desenvolvimento cognitivo propor

problemas e exercicios matematicos?

Nesta secao vamos abordar dois tipos de atividades matematicas comumente usadas
em sala de aula: o exercicio e o problema. Os dois possuem as suas potencialidades,
todavia quando utilizados sem atentar para suas intencionalidades pedagogicas, podem ser
empregadas em momentos inadequados nas etapas da aprendizagem, visto que apresentam
naturezas e objetivos diferentes.

Antes de definir tais tipos de atividades e explicitar suas diferengas, relembremos os
processos fundamentais para o desenvolvimento cognitivo segundo o psicologo Jean Piaget:
a assimilagao, a acomodacao e a equilibracao.

Para Piaget, a assimilagao pode ser definida como:

[...]| uma integracdo a estruturas prévias, que podem permanecer
invaridveis ou sao mais ou menos modificadas por esta propria in-
tegracao, mas sem descontinuidade com o estado precedente, isto

é, sem serem destruidas, mas simplesmente acomodando-se a nova
situacao. (PIAGET, 1996, p. 13)

Ou seja, para o autor, a assimilacao é o processo em que o estudante entra em contato
com uma situacao desconhecida e busca similaridade entre esse e o que ja conhece, por
exemplo: um estudante do Ensino Médio que ja tem conhecimento sobre permutacao
simples se depara com a questao “Quantos anagramas podemos formar com a palavra
CASA?”. Como o aluno ja resolveu problemas que exijam o conhecimento de permutar
elementos, respondera com facilidade que a resposta para a questao é “podemos formar
24 anagramas, pois como a palavra ‘casa’ possui quatro letras, s6 é preciso calcular 4!

(quatro fatorial), que resulta em 24 possibilidades”.
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O raciocinio utilizado pelo aluno se aplica a situagao, visto que se trata de uma questao
de permutagao, porém existe um detalhe a ser observado: a palavra “casa” possui repeticao
de letras e o estudante ainda nao lidou com tais casos.

A Figura 1.2 ilustra, por meio de um diagrama, o esquema de assimilacao realizado

pelo estudante.

Figura 1.2: Esquema de assimilacao ocorrido no exemplo em questao

Calcular n! paran

Situagdo desconhecida: ASSIMILACAO Situagdo conhecida: clementos SEM
Permutagdo com D Permutagdo simples EXITO
repetic@o (sem repeticdo)

Fonte: Autoria propria

Em resumo, o estudante tenta adaptar as novas questoes aos esquemas ja existentes
em si, sem reconhecer a diferenca entre os casos. A percepcao dessa diferenciacao pode ser
provocada pelos professores ao indagar: “ao realizar uma permutacgao simples entre quatro
elementos, sendo que um deles esta repetido, vocé percebe que contabiliza um mesmo
anagrama duas vezes?” e, assim, inicia-se o processo de acomodagao, definido como “toda
modificagao dos esquemas de assimila¢do sob a influéncia de situagdes exteriores (meio)
ao quais se aplicam” (PTAGET, 1996, p. 18).

Dessa forma, quando o estudante nao consegue aplicar o que ja conhece a nova situagao,
busca (por meio do professor, de materiais, entre outros) um novo esquema que se adeque
a situagao, no exemplo em questao: a permutacao com repeticao.

A Figura 1.3 ilustra, por meio de um diagrama, o esquema de acomodagao realizado

pelo estudante.
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Figura 1.3: Esquema de acomodagao ocorrido no exemplo em questao

Calcular n! paran

Situagéo desconhecida: ASSIMILACAO Situagdo conhecida: clementos SEM
Permutagdo com —_— Permutagdo simples EXITO
repeticdo (sem repeticdo)
ACOMODAGAO

Calcular nl/k! paran
elementos e com

repeticdo de um
Compreensdo das elemento “k” vezes

diferencas entre os

casos '

» EXITO

Fonte: Autoria propria

O aluno encaixa a nova informagao ao esquema ja existente (assimilagdo) ou modifica

0s esquemas atuais para incorporar o novo repertorio (acomodagao), indo em diregao a

equilibragao, isto é, a coexisténcia entre esquemas (PIAGET, 1975). A Figura 1.4 é um

diagrama que representa o esquema de equilibracao em referéncia ao exemplo dado.

Figura 1.4: Esquema de Equilibracao ocorrido no exemplo em questao

X N . Calcular n! paran
NAO Situagdo conhecida: clementos

— Permutagéo simples —— 3 EXITO
(sem repeticdo)

Tem repeticdo

PERMUTAGAO de elemento?

SIM

Calcular nl/k! paran
elementos e com repeti¢céo
de um elemento “k” vezes

» EXITO

Situagdo conhecida:
Permutagdo com

repeticdo J

Fonte: Autoria propria

Compreendendo os processos do desenvolvimento cognitivo, a seguinte questao surge:

em que momento pode ser mais adequado o professor propor problemas matematicos e

em que momento sugerir exercicios matematicos?

Um problema matemético pode ser entendido como uma situagao que requer analise

e interpretagao de informacoes por quem vai resolvé-lo e a invencao de estratégias que

auxiliem o resolvedor a alcangar o seu objetivo (SILVEIRA, J. F. Porto da, 2001).
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Os problemas exigem reflexao, questionamentos e tomadas de deci-
sao. Trata-se de uma situagao na qual se procura algo desconhecido
e o0 aluno nao tem nenhum algoritmo prévio que garanta a sua reso-
lucao. Por isso, a atividade propoe uma invengao ou criagao signi-
ficativa do estudante, que deve construir uma solucao, explicando

o que pensou. (MASSUCATU, MAYRINK, 2015)

De acordo com Resnick e Collins (1996), os problemas matematicos possuem algumas
caracteristicas como a nao algoritmizacao, os multiplos pontos de vista, a busca por
informagoes implicitas no enunciado, a necessidade de reflexao, entre outros. Polya (2006)
aponta que as etapas de solucao de um problema sao: a compreensao do problema, a
observacao dos dados, a idealizacao de um raciocinio de resolugao, a execucao e analise
do resultado obtido.

O exercicio matematico, por sua vez, é uma atividade de aplicagdo de conhecimentos

jéa equilibrados pelo estudante. Sua realizacao é dada de forma mais objetiva e mecénica.

O exercicio é uma atividade de adestramento no uso de alguma
habilidade/conhecimento matemético ja conhecido pelo resolvedor,
como a aplicacdo de um algoritmo conhecido, de uma férmula co-
nhecida, etc. O exercicio envolve mera aplicagao e o problema ne-
cessariamente envolve invengdo ou/e criagao significativa. (SIL-

VEIRA, J. F. Porto da, 2001)

Dessa forma, pode ser inadequado propor exercicios mateméticos nos primeiros con-
tatos de um estudante com um tema, visto que ainda nao possui o repertério necessario
para a sua execucao.

Sao os problemas matematicos que farao o aluno buscar informacoes que parecam
familiares, analisar o que ji conhece, tentar compreender o tema e elaborar um plano
de acao. Isto ¢, os problemas matematicos sao adequados em todos os processos de
desenvolvimento cognitivo, comecando pela assimilagao, visto que permitem vastos pontos
de vista (RESNICK; COLLINS, 1996), investigagdo e admitem uma reflexao perante aos
erros cometidos. Dessa forma, é no contexto do problema matematico que o erro tem a
sua potencialidade maximizada e é na resolucao de tais problemas que a prética sugerida
na secao anterior é bem sucedida.

Os exercicios podem ser utilizados como uma forma de reforcar o que foi descoberto,
auxiliando na incorporagao dos novos conceitos ao que ja era dominado, isto é, na etapa
de equilibracao. No exercicio pode ser que nao caiba muito didlogo, mas o que esta certo
e o que esta errado, o que deve ser mantido e o que deve ser apagado, ¢ um pouco de
“saber ou nao saber fazer”. A figura 1.5 exibe um esquema que sugere em quais etapas do

desenvolvimento cognitivo submeter o aluno aos problemas e aos exercicios matemaéticos.
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Figura 1.5: Problemas e exercicios matematicos nas etapas de desenvolvimento cognitivo

Acomodacdo
Assimilacdo
PROBLEMA BUSCA POR NOVOS
MATEMATICO ESQUEMAS
Equilibracao

EXERCICIOS
MATEMATICOS

(para verificagdo)

Fonte: Autoria propria

O exercicio matemético nao vai estimular o estudante a refletir e investigar solugoes
plausiveis. O que vai ocorrer é a tentativa de aplicacao de um algoritmo de resolugao
conhecido pelo aluno que, por vezes, é simples reproducao dos métodos adotados por seu

professor. A seguir, esse processo de “algoritmizacao” sera analisado com mais detalhes.

1.4 A tentativa de reproducao de algoritmos de resolu-

cao em problemas matematicos

Vemos que é comum entre os estudantes a busca de um algoritmo para resolugao
de questoes. Uma vez encontrado um que resolva uma questao especifica, tentam sua
reproducao nas demais atividades na esperanga de que o mesmo algoritmo sirva em todas
as situacoes. Vimos na Sec¢ao 1.3 que isso em geral nao é possivel em todos os problemas
matematicos que abordem um mesmo tema.

Comecemos com uma ilustragao. Ao pedir para que uma crianga pegue um pacote de
biscoitos no armario da cozinha, os comandos que provavelmente ela realizara sao: (1)
andar até a cozinha, (2) localizar o arméario, (3) ir em dire¢do ao armério, (4) abrir o
armario, (5) localizar o pacote do biscoito, (6) pega-lo, (7) fechar o arméario e (8) voltar

ao ponto inicial. Note que se a crianca conseguir entender o pedido, s6 precisaremos dizer
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“vocé pode trazer um pacote de biscoitos?”. Caso contrario precisaremos, necessariamente,
dar esses oito comandos a crianca.

De maneira anéloga, a busca por algoritmos de resolucao de questoes matematicas esta
intimamente relacionada com a falta de senso critico frente as atividades matematicas.

Acostumar os estudantes com algoritmos de resolugao é colaborar com o nao desenvol-
vimento das suas criticidades e isso é totalmente possivel quando os professores se limitam
ao emprego de exercicios matemaéticos.

Imagine uma primeira situagao em que um professor propds aos alunos os seguintes
exercicios: calcule (1) o arranjo de 5 elementos tomados 2 a 2 e (2) o arranjo de 4
elementos tomados 3 a 3. A Figura 1.6 ilustra o algoritmo utilizado pelo aluno para

resolver a questao.

Figura 1.6: Resolucao de exercicio com uso de algoritmo

CALCULODEAS>2 CALCULODEA 43
1% - Selecionar a 1? - Selecionar a
férmula do arranjo férmula do arranjo

n! n!
Anp = —— Anpg=—
(n—p)! (n—p)!
2% - Calcular 51 2% = Calcular 4!
5=54321=120 A=-4321=24
3° - Calecular (5 - 2)| 3% - Calcular (4 - 3)!
(5-20=31=321=6 (4-3p=11=1
4 - Dividir os dois 4° - Dividir os dois
valores encontrados valores encontrados
A =120/6=20 = -
52 A4I3-24!1 =24

Fonte: Autoria propria
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Essa algoritmizagao possibilita a resolu¢ao do exercicio de maneira mecanica, sem que
o discente, necessariamente, tenha entendido o tema. Dado esse exemplo, imagine uma
segunda situagdo em que o mesmo professor proponha os seguintes problemas: (1) Dentre
cinco alunos serao escolhidos dois para compor o cargo de lider e vice-lider de uma turma.
De quantas maneiras diferentes essa escolha podera ser feita? e (2) Quatro pessoas estao
participando da ultima partida de um jogo. Ao final da partida, serd montado o pddio.
De quantas maneiras diferentes pode ser formado o pdédio (primeiro, segundo e terceiro
lugares)?

Por mais que os calculos necessarios para resolver os casos das duas situacgoes sejam os
mesmos, enquanto na primeira situagao foi possivel a aplicacao de um mesmo algoritmo em
ambos exercicios, sem a necessidade de muita reflexao, a segunda situagao requer que cada
problema seja resolvido de maneira individual, que haja a compreensao dos enunciados e
observacao dos dados e que sejam feitas algumas reflexdes como “tal problema trata sobre
combinagao ou arranjo? Por qué?”, para, a partir disso, selecionar uma férmula, inserir
valores e realizar calculos.

Os algoritmos de resolucao, mais uma vez, aplicaveis aos exercicios mateméticos, des-
consideram o processo entre a compreensao de uma situagao-problema e a execucao de
uma solucao eficaz e limitam-se a estabelecer passos corretos e errados, corroborando a
ideia de que professores apontam caminhos corretos e corrigem caminhos errados e de que
os alunos obedecem comandos, sem precisao de anélise (ALRO; SKOVSMOSE, 2006).

O que se deseja é que o professor deixe de ser apenas um conferen-
cista e que estimule a pesquisa e o esforgo, ao invés de se contentar
com a transmissao de solugdes ja prontas (...) Seria absurdo ima-
ginar que, sem uma orientacao voltada para a tomada de consci-
éncia das questoes centrais, possa a crianga chegar apenas por si a
elabora-las com clareza. (PIAGET, 1977, p.18)

Quando permitimos a reflexao, a criatividade e o erro por parte dos alunos, permitimos
que esse possa se construir, “e construindo-se, constroi a humanidade” (SALOMAO, 2017).
Essa permissao implica na nao priorizagao de transmissao de algoritmos e na valorizacao
dos problemas como atividades matematicas no cotidiano escolar.

Isso nao significa que exercicios matematicos e uso de solugoes ja prontas nao tenham
o seu valor em alguma etapa do ensino-aprendizagem, mas importa ter a nocao de que
a escola prepara pessoas para que tenham autonomia em suas vidas e nem sempre um

adulto consegue resolver os problemas da vida com “macetes” e atalhos.
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Agora que contextualizamos as perspectivas do cotidiano de um professor de mate-
méatica em sala de aula, efeitos que o erro pode causar nos alunos e nos professores,
procedimentos que podemos adotar para conferir um ambiente mais propicio a aprender
frente aos erros, tipos de atividades mateméaticas mais adequadas para cada etapa do
desenvolvimento cognitivo e impactos da algoritmizacgao nas resolugoes, vamos focar, no
proximo capitulo, em um tema mais especifico da matematica presente no ensino béasico

brasileiro, a saber: anélise combinatoria.
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Capitulo 2

Investigando erros frequentes em

Analise Combinatoéria

Depois de contextualizar sobre como os estudantes podem se sentir diante dos erros,
sobre como proporcionar uma sala de aula segura para promover tentativas e refletir sobre
os desacertos e sobre qual tipo de atividade matematica é mais adequada para valorizar a
criatividade, argumentacao e senso critico dos alunos, este capitulo propoe a investigacao
dos erros como uma estratégia pedagogica, dialogando de forma mais especifica sobre o

objeto de conhecimento: analise combinatoria.

2.1 Andalise combinatoria no Ensino Médio e os erros

mais frequentes

A analise combinatoéria é um ramo da matematica que se destina a elaborar métodos
de contagem que visam facilitar a contagem de possibilidades de uma situagao especifica
acontecer. Nesse ambito, esses métodos de contagem variam de acordo com as mais
diversas situacoes, como por exemplo, se ha repeticao de elementos, se a estrutura que
estamos montando é em fila (onde o primeiro elemento nao é adjacente ao tltimo) ou
circular (onde o ultimo elemento é adjacente ao primeiro), se a ordem dos agrupamentos
¢ importante ou nao, entre outros.

Resumidamente, a anélise combinatoéria desenvolve métodos de contagem que evitam
o trabalho exaustivo de listar todos os possiveis resultados, um a um.

No cenario da educacao basica brasileira, o ensino desse ramo ocorre tanto nos anos
finais do ensino fundamental, isto é, no oitavo e nono ano, comecando com a abordagem
de conceitos de principio fundamental da contagem, construgao de arvore de possibili-
dades e problemas com anagramas, até o final do ensino médio, momento em que sao
desenvolvidos conceitos mais aprofundados da analise combinatéria como, por exemplo,

calculos envolvendo o fatorial de um ntmero natural, permutagao simples e com elementos
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repetidos, bem como arranjo e combinacao.
Algumas habilidades previstas para serem alcancadas no ensino desse tema pela Base

Nacional Comum Curricular (BNCC) sao:

Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamen-
tos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios mul-
tiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o di-
agrama de arvore. (...) Identificar e descrever o espago amostral
de eventos aleatorios, realizando contagem das possibilidades, para
resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo da probabili-

dade. (BRASIL,2018)

E muito comum a incidéncia de erros decorrentes da interpretacio equivocada dos
enunciados ou da ma interpretacao dos conceitos, como no exemplo dos anagramas, em
que o aluno nao observa a ocorréncia de letras repetidas ou ainda nao tem conhecimento de
que esse fato leva a um outro modo de resolu¢ao; ou quando na escolha de um subconjunto
de objetos, percebe se a ordem dos elementos é essencial ou nao no que esta sendo pedido.
Um estudo realizado por Pinheiro, Abar e Sa (2012) teve como objetivo compreender se
uma sequéncia de ensino com foco na resolucao de problemas matemaéticos era favoravel
para o aprendizado desses conceitos basicos da analise combinatoéria.

Foram realizados sete encontros com uma turma da segunda série do Ensino Médio
de uma escola publica do estado do Parda. No primeiro encontro foi aplicado um pré-
teste com cinco questoes, do segundo ao sexto encontros foram ministrados contetidos da
analise combinatoéria citados anteriormente e, por fim, no sétimo encontro foi realizada a

aplicagao de um pos-teste com cinco questoes.
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Figura 2.1: Resultados do pré-teste

numero de alunos por questao pré-teste

15
12
9
numero de alunos o Acertos
61 m Eros
3 o Nao Fez
0

Qi Q2 Q3 Q4 Q5 TOTAL
Questoes

Fonte: Pinheiro, Abar e Sa (2012)

Os resultados do pré-teste mostraram que a maioria dos casos se concentraram entre
estudantes que nao resolveram os problemas ou, dos que tentaram, cometeram erros em
problemas envolvendo permutagao com elementos repetidos e em problemas envolvendo
combinacdo e arranjo. E importante salientar nesse momento que os alunos ainda néo

tinham tido aulas sobre tais temas.

Figura 2.2: Resultados do pos-teste

nimero de alunos por questoes no pos-teste

15
12
0. —
Numero de alunos @ Acertos
6 m Eros
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0
Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Total

Questdes

Fonte: Pinheiro, Abar e Sa (2012)
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Apobs o contetdo ser ministrado (do segundo ao sexto encontros) e o poOs-teste ser
aplicado, foi percebido um aumento significativo de tentativas dentre os estudantes que
desistiram da atividade no pré-teste, o que expressa a intengao dos alunos de acertar,
segundo os autores. Dentre os assuntos apresentados, o principal erro detectado foi a
dificuldade de diferenciacao entre combinacao e arranjo na interpretacao dos enunciados
das questoes, porém, os autores acreditam que se tivesse sido possivel ter mais aulas de
resolucao de problemas antes da aplicacao do pos-teste, o éxito teria sido ainda maior.

A discussao do erro é tdo importante quanto a resolugao de mais problemas mateméti-
cos, para que os alunos alcancem o dominio desses contetidos, pois é através da discussao
sobre os erros que o professor vai tentar encontrar o que foi perdido, ignorado ou con-
fundido na compreensao da atividade. Quando os professores identificarem o erro de um
aluno, ao invés de avangar para mais uma questao, poderiam despender um tempo para
discutir o erro cometido, com intuito de buscar corrigir as interpretagoes erroneas e buscar
o procedimento correto. O professor poderia comecar discutindo que a resolucao errada
esta resolvendo alguma coisa, tentar encontrar a questao que esté sendo resolvida pela
resolucao equivocada e depois comparar a questao resolvida com a questao inicial, para
ver se estao perguntando a mesma coisa.

Pacheco e Medeiros (2009) também relatam a confusdo dos alunos entre os conceitos
de arranjo e combinacao que, em alguns casos, decorre da dificuldade da interpretacao
dos enunciados e da proximidade conceitual entre esses dois tipos de situagoes. Enquanto
em um a ordem importa, no outro a ordem nao importa.

Apresentamos um exemplo para tornar mais clara a diferenciacdo entre os casos em
que a combinagao ou o arranjo ¢ o método de contagem mais adequado. Em um primeiro
caso, imagine que dentre dez funcionarios de uma escola, trés serao escolhidos para compor
a nova gestao escolar. Ao perguntar “de quantas formas essa escolha podera ser feita?” é
correto utilizar a combinacao para resolver o caso, pois nao existe diferenca entre os trés
escolhidos, por exemplo, as opgoes “Ana, Beto e Carla” e “Beto, Carla e Ana” representam
uma mesma escolha.

Em um segundo caso, imagine que dentre os dez funcionarios da mesma escola, trés
serao escolhidos para compor a nova gestao nos cargos de diretor, vice-diretor e coorde-
nador. Agora “Ana, Beto e Carla” e “Beto, Carla e Ana” nao representam uma mesma,
escolha, pois, a depender da ordem com a qual os elementos sao selecionados, obtemos
novos agrupamentos. Nesse caso, é correto utilizar o arranjo para resolver a situacao.
Portanto, existe uma diferenca sutil entre os casos, que vao levar a escolha de métodos de
contagens diferentes.

Isso significa que é preciso que o educador auxilie os seus discentes na interpretagao
de cada problema proposto, investigando os erros cometidos até que todos compreendam
integralmente do que se trata a situacao-problema, como resolvé-la e como nao resolvé-la.

Algumas possibilidades de como investigar esses erros estao discutidas na proxima segao.
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2.2 A investigacao do erro como estratégia pedagogica

Ao lidar com resolugao de problemas matematicos é preciso ter em mente que erros vao
aparecer durante o processo e que podem ter diversas origens. A origem de um erro nao
reside apenas em calculos incorretos, mas pode residir em dificuldades no entendimento
de um enunciado ou comando, interpretacoes incoerentes, falta de repertério matematico,
entre outros.

Existem diversos trabalhos que sugerem a anélise do erro como uma préatica pedago-
gica, entretanto, é preciso refletir sobre a forma com a qual esse erro esta sendo analisado.
A anélise do erro vem sendo estudada por diversos pesquisadores ao redor do mundo desde
o inicio do século passado. Cury (1994) afirmou que nas primeiras décadas do século XX
a anélise do erro se voltava aos erros de calculos, mais precisamente sobre erros frequentes
em atividades sobre as quatro operagoes matematicas.

Correia (2010) discorre que no periodo entre guerras, pesquisadores do erro na Alema-
nha, como Weiner, Kiessling e Seseman, investigaram as possiveis causas para equivocos
frequentes e a possibilidade de existirem pessoas com uma predisposi¢ao ao erro, conside-
rando trés tipos de erros: mecéanicos, associativos e funcionais - em outras palavras, erro de
calculo, erro de conceito e erro por uma possivel “deficiéncia no calculo”, respectivamente.

Ja na Uniao Soviética, por volta dos anos 60, Correia (2010) informa que pesquisadores
como Kuzmitskaya e Menchinskaya categorizaram os equivocos como: erro por memoria
de curto prazo insuficiente, erro mecéanico, erro associativo, erro por incompreensao do
problema e erro por distragao (o que resulta em erros mecanicos).

Nos Estados Unidos, ao longo do século XX, os pesquisadores da anélise do erro, como
Reisman, Lankford, Engelhard, Ashlock e Cox, voltaram-se a estudar erros frequentes na
aritmética, entendendo-os como ‘“nao acidentais”, mas resultado de esquemas equivocados
desenvolvidos a partir de conceitos bésicos iniciais. Esses buscavam formas de ensino que
reduzissem os erros frequentes.

Mediante o exposto, no século XX os erros eram estudados com o intuito de entender
suas causas, para criar estratégias de ensino que pudessem, de certo modo, evita-los.

Resnick e Ford (1990) registram que, no século passado, a analise dos erros se limitou
em algumas pesquisas a anotar quais foram os erros cometidos por alunos em célculos
aritméticos basicos, contabilizar quantas vezes precisavam interferir na resolucao do estu-
dante até que este apresentasse a resposta correta e observar o tempo gasto para completar
a tarefa corretamente. Também era comum a organizacao de escalas de dificuldades para
auxiliar o docente nas correcgoes.

Em outras palavras, por um tempo, analisar um erro significava medir o tempo que
demorava para que este desaparecesse e contabilizar quantas vezes ele acontecia. Para
facilitar a detecgao de que um aluno estava utilizando um método erroneo, alguns pro-

fessores solicitavam que seus estudantes “pensassem em voz alta” enquanto resolviam os
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problemas propostos (CURY, 1994).
Os professores que adotam tais métodos correm o risco de nao enxergar o erro, isto
¢, nao o investigar, mas dar comandos na expectativa de que os erros desaparecam. Essa

conduta ja é criticada ha tempos por diversos pesquisadores, por exemplo, Annie Bessot:

Certas teorias consideram o refor¢o externo como principal meca-
nismo desse desenvolvimento: sob esse ponto de vista, os erros sao
o efeito da ignorancia ou da desatencao e dessa forma devem ser
evitados em todo o processo de aprendizagem."(BESSOT, 1983, p.
474).

De acordo com Caséavola et al. (1988, p. 43), quando um erro é investigado, é capaz
de promover um efeito ainda melhor que um acerto imediato, isto porque a comparacao
entre linhas de raciocinio utilizadas durante uma resolucao é capaz de produzir novos
conhecimentos e ideias. Portanto, a questao que se levanta é: De que forma é possivel um
professor investigar o erro de um estudante?

E comum que os professores saibam quais erros sdo mais provaveis de surgir durante
a resolugao de um problema matematico que aborda determinado conteiido. Segundo
Spinillo, Pacheco, Gomes e Cavalcanti (2014), existe uma certa previsibilidade ligada ao
erro e ¢ possivel incorporar isso aos planejamentos, ou seja, se é sabido que existe uma
grande probabilidade de um estudante utilizar a formula de combinagao em um problema
de arranjo simples, entao uma possibilidade é provocar situacoes para que esse erro se
manifeste, para que o aluno possa também enxerga-lo e saber que aquele é um erro
frequente e comum, e que por isso deve se atentar as diferencas sutis entre tais conceitos.

Essa pratica ajuda o discente a criar uma espécie de alerta para que, das proximas
vezes que ele tiver que lidar com problemas semelhantes (ainda que em outros contextos),
possa se lembrar da primeira vez que errou, como errou e porque errot.

Borasi (1996) sugere que os professores tenham um repertorio de erros para apresentar
aos alunos ou que crie situagoes que gerem tais erros, objetivando um momento de debate
sobre quais raciocinios seriam mais adequados para resolver uma situacao-problema. Xu
(2023) argumenta que se o professor tiver um “banco de questoes erradas’, os alunos
podem utiliza-lo para investigar as questoes, compreender os erros mais profundamente e
criar novas conexoes e esquemas.

Um estudo préatico realizado por Lima e Cunha (2024) submeteu alunos de uma turma
do ensino fundamental ao contato com questoes erradas sobre equacao do primeiro grau

e obteve como resultado que:
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As atividades permitiram que os estudantes corrigissem suas fa-
lhas, questionassem suas praticas matematicas e ressignificassem
seus processos de aprendizagem, promovendo uma reorganizagao
cognitiva e a construgao de novos significados. (LIMA; CUNHA,
2024)

Neste trabalho exploramos a possibilidade de investigar os erros como pratica pe-
dagogica, assim como na pesquisa de Lima e Cunha (2024), desenvolvendo problemas
matemaéticos ja resolvidos incorretamente e, ap6s ministrar os conceitos basicos necessa-
rios para a compreensao do conteido, colocar os estudantes na posicao de corretores de
tais atividades.

Os estudantes entram em contato com as resolugoes ja sabendo que estao incorre-
tas, porém, sem saber qual é o erro envolvido. Neste trabalho vamos considerar quatro
classificagbes para os erros: erro de interpretagao, de calculo, de estratégia e de conceito.

Observe o seguinte problema: Maria tinha uma nota de 20 reais e comprou 5 magas a
um preco de 3 reais cada. Qual foi o valor total gasto por Maria?

O erro de interpretacao ocorre quando o enunciado nao foi total ou parcialmente
compreendido. No exemplo acima, o erro de interpretacao aconteceria se uma pessoa
calculasse o “troco” recebido por Maria, ou seja, acabou empregando propriedades ma-
tematicas corretamente, mas para responder uma pergunta diferente da proposta pelo
enunciado.

Erro de célculo, que ocorre quando a estratégia esta correta, mas existe algum erro
no(s) calculo(s). Tal erro aconteceria se uma pessoa calculasse que 3 reais x 5 = 13
reais, ou seja, interpretou corretamente e selecionou a operacao matemaéatica correta, mas
calculou errado.

Erro de estratégia, que ocorre quando o enunciado foi compreendido, mas a estratégia
de resolucao nao foi bem empregada. Esse erro aconteceria no problema exemplificado se
a pessoa respondesse “3 reais + 3 reais + 3 reais + 3 reais = 12 reais”, pois ela interpretou e
calculou corretamente, mas apresentou um erro na estratégia de calculo, quando esqueceu
de contar uma macga.

Erro de conceito mateméatico, que ocorre quando se utiliza um conceito matematico
inadequado ao contexto do problema. Esse tipo de erro aconteceria no exemplo acima
se a pessoa calculasse “20 reais + 5 reais = 47, ou seja, utilizou um conceito matematico
que nao se aplica a situacao-problema proposta. Geralmente um indicativo de que esse
erro pode vir a acontecer é quando o aluno pergunta “essa questao é de somar, subtrair,
multiplicar ou dividir?”, sinalizando que nao compreendeu o problema e vai utilizar, de
maneira aleatéria, algum conceito matemaéatico que conhece para tentar resolvé-lo.

Assim, o objetivo de apresentar questoes resolvidas incorretamente é o aluno analisar

o que foi desenvolvido e se questionar “por que essa solucao nao pode ser considerada
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correta?”, “o tipo de erro envolvido foi de interpretagao do enunciado, de célculo, de estra-
tégia incorreta ou por ter faltado repertorio matematico?”, “De 0 a 100, qual porcentagem
de acerto proporcional é possivel conferir a essa resolugao?”, dentre outras questoes.

Apos esse momento de investigacao e reflexao, o aluno pode tentar resolver o problema
da forma correta, pois agora ja terd uma nocao mais clara de quais caminhos seguir e quais
caminhos nao seguir.

Para fazer essa investigacao, o aluno precisa revisitar tudo o que aprendeu sobre o
tema ou ir atras de novos conceitos que ainda nao havia aprendido. Como beneficios

dessa pratica, Lima e Cunha (2024) relatam que:

A analise de erros intencionais |...] facilita a construgao de modelos
mentais mais precisos, ao mesmo tempo que contribui para a regu-
lacao autorreflexiva das estratégias de aprendizagem. |...| Quando
adequadamente explorados, os erros promovem a detecgao, corre¢cao
e prevengao de equivocos futuros. (LIMA; CUNHA, 2024)

A anélise do erro contribui, ndo apenas para a equilibracao de conhecimentos e esta-
belecimentos de novos modelos mentais, mas para o desenvolvimento de novas aptidoes
como a metacognicao.

Flavell (1987) define a metacognigao como a habilidade de uma pessoa pensar sobre
os seus proprios pensamentos, avaliando, monitorando e autorregulando os seus processos
cognitivos. Durante a resolucao de um problema, pensar sobre o que se esta pensando pode
destravar linhas de raciocinio fundamentais, gerando a chance de nao apenas aprender um
assunto, mas de consolidar mais profundamente um conhecimento.

Vejamos um exemplo préatico de como pode acontecer a investigacao do erro na

situacao-problema a seguir.
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Figura 2.3: Situagao-problema e resolugao incorreta

PROBLEMA 000

Alicia e Bento compraram um kit com 6 chocolates
diferentes. De quantas formas podem dividir os chocolates
entre si, de modo que cada um fique com 3 chocolates?

SOLUGAO 1 @00

Para resolver a situagao acima precisamos utilizar o conceito
de combinagdo, visto que nao existe diferenga entre as
possibilidades “chocolates A, B e C” e “chocolates C, B e A”.

Como sao 6 chocolates para serem divididos entre duas
pessoas, facamos C6,2:

C6,2 = 6!/ (41.2!) =15 formas de dividir os chocolates.

Fonte: Autoria propria

Ao observar a solucao 1 atribuida ao problema acima, essa pode parecer coerente,
porém apresenta um erro sutil que vamos investigar agora.

“Por que a resolugcao nao pode ser considerada correta e qual é o tipo de erro em
questao?”: A parte inicial do argumento esta correta, pois realmente nao existe diferenca
entre o agrupamento dos chocolates “A, B e C” e “C, B e A”. Dessa forma, o erro da
resolucao nao é um erro de interpretagao de enunciado.

De fato, utilizaremos a férmula da combinagao para solucionar a situacgao, assim, o
erro envolvido na resolugao também nao foi um erro de conceito matematico. O célculo
foi realizado de maneira correta, excluindo a possibilidade de ter sido erro de célculo,
porém, a forma com a qual a combinacao foi aplicada esté equivocada.

Ao calcular combinacao de 6 tomados 2 a 2, estamos calculando as possibilidades de
tomar dois chocolates para uma pessoa, sobrando quatro chocolates para outra pessoa
e 0 objetivo da questao é dividir os chocolates de modo que cada pessoa fique com trés
doces, assim, a estratégia ideal é calcular combinacao de 6, tomados 3 a 3, que resulta
em 20 possibilidades, pois escolhendo trés chocolates para uma pessoa, automaticamente
a outra pessoa fica com os trés chocolates restantes. Desse modo, o erro envolvido no
problema foi um erro de estratégia.

Essa investigacao, por mais que seja simples, tem um grande potencial de ajudar no

desenvolvimento do senso critico de nossos alunos frente as questoes matematicas. A
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Figura 2.4 apresenta um esquema de como identificar o tipo de erro (dentre os quatro

sugeridos por esse trabalho) ao analisar uma resolugao.

Figura 2.4: Esquema para analise do erro em uma resolugao de problema

RESOLUCAQ A SER ANALISADA

v

Independentemente de os cdalculos NAO —
estarem corretos, a resolucdo ERRO DE
responde exatamente ao que o INTERPRETACAO
-

problema pergunta?

+ SIM

As operacdes, proposicoes, -

teoremas, etc, utilizados na ERRO DE
resolucdo sdo coerentes coma CONCEITO
solugdo do problema proposto?
+ SIM
Algum detalhe fornecido ou pedido
pelo enunciado, necessdario para a SIM ERRO DE
resolucdo correta do problema, foi RACIOCINIO
esquecido?
+ NAO
As operﬂgées matemdaticas NAO ERRO DE
efetuadas na resolucdo estao 3 CALCULO
corratas?

+ SiM

O PROBLEMA FOIRESOLVIDO
CORRETAMENTE!

Fonte: Autoria propria

E importante observar que o esquema representa um ponto de partida para a analise
de resolugoes e tem como objetivo ajudar o leitor a diferenciar e identificar cada tipo de
erro. Todavia, ¢ bem possivel que em uma mesma resolu¢ao ocorra mais de um tipo de
erro, isto €, erro de interpretacao integrado ao erro de calculo, entre outras possibilidades.

Sendo assim, a Figura 2.4 nao abrange todas as possibilidades da incidéncia de erros em
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resolucoes de problemas.

Isso expressa ainda mais o potencial que a anélise do erro tem de fazer o professor
entender como o aluno estd aprendendo e o aluno compreender o seu proéprio pensar.
Assim, a investigacao dos erros pode ser uma grande estratégia pedagbgica para o ensino
de Matematica.

Outros exemplos de investigagao de erros em problemas de anélise combinatoria estao

dispostos no préoximo capitulo.
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Capitulo 3

Caso pratico da deteccao de erros de

Analise Combinatoéria

Apo6s a ministracao de aulas sobre principio fundamental da contagem, conceitos de
permutacao sem repeticao, fatorial e suas propriedades, combinacao e arranjo, nés aplica-
mos uma atividade avaliativa em uma turma de 12 série do Ensino Médio com 13 alunos,
cujo tema era “analise combinatoria’. Para além do objetivo de avaliacao para compor
parte da nota do bimestre em vigor, a atividade objetivou confirmar a incidéncia dos erros
mais frequentes em Analise Combinatoéria discutidos na Segao 2.1.

Das questoes aplicadas, apresentamos agora quatro questoes sobre as quais fazemos
uma estatistica descritiva dos resultados.

Primeira questao: Quantos anagramas diferentes podemos formar com as letras da
palavra "PORTA"?

O problema em questao trata da permutacao sem repeticao das letras que compoem a
palavra "PORTA". Como sao 5 letras possiveis, para a primeira escolha, 5 possibilidades,
para a segunda escolha, 4 possibilidades, e assim sucessivamente, de modo que, pelo
principio fundamental da contagem, tem-se 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 5! = 120 anagramas
possiveis. Um outro raciocinio possivel seria calcular Ajs 5, visto que é desejado selecionar
5 elementos de um conjunto de 5 elementos, de maneira que a ordem de selecao importa.
Assim, As 5 € igual a 120.

Das respostas analisadas, 30,8% (4 pessoas) resolveram a situa¢ao corretamente, tam-
bém 30,8% tentaram registrar manualmente todas as possibilidades de anagramas, mas
nao tiveram éxito devido a quantidade elevada de anagramas possiveis, registrando parci-
almente tais possibilidades, o que aponta um erro de estratégia, uma vez que a estratégia
selecionada é coerente, mas nao foi desenvolvida de maneira a conduzir o aluno a resolucao
completa da questao; e 38,5% (5 pessoas) apresentaram algum erro de célculo relacionado
as multiplicacoes sucessivas.

Segunda questao: Identifique se o calculo correto a ser realizado nas situacoes abaixo

trata-se de combinagao ou arranjo:
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a) Maneiras diferentes de formar uma comissao com 3 de 8 candidatos.

b) Maneiras distintas de premiar os 3 vencedores com ouro, prata e bronze.

c) Possibilidades de selecionar 4 dentre 8 alunos para um evento.

d) Maneiras diferentes de criar senhas de 6 letras distintas do alfabeto.

A questao apresentava como objetivo verificar apenas se os alunos conseguiam dife-
renciar os conceitos entre arranjo e combinacao.

No primeiro caso temos uma situacao que pode ser resolvida por meio de combinacao,
visto que a ordem de sele¢ao de trés candidatos especificos nao vai importar, isto é, "Joao,
Maria e José" e "José, Joao e Maria" representam uma mesma escolha.

No segundo caso temos uma situacao a ser resolvida por calculo de arranjo, uma vez
que, a ordem de escolha dos trés elementos vai importar, pois por mais que sejam trés
vencedores, esses ocupam posicoes diferentes no podio, assim "José - 12 lugar, Maria -
29 lugar e Joao - 3° lugar" e "Joao - 1° lugar, Maria - 2° lugar e José¢ - 3° lugar" sdo
configuragoes distintas.

No terceiro caso temos a selecao de quatro elementos de um conjunto que possui
oito elementos, sem que haja qualquer diferenciacao entre os escolhidos. Desse modo, a
situacao retrata um problema a ser resolvido por combinacao, uma vez que a ordem com
a qual os elementos sao escolhidos nao influencia, tal qual o primeiro caso.

Por fim, no quarto caso, é preciso escolher 6 elementos dentre 26 elementos de um
conjunto, de maneira que cada mudanca na ordem de selecao consegue gerar uma senha
distinta. Assim, a situacao retrata um problema a ser resolvido por meio de arranjo, como
no segundo caso.

Dentre as 52 respostas analisadas, 36,5% (19 respostas) apresentaram erros de con-
ceito, isto é, de confusao entre os conceitos de combinagao e arranjo e 63,5% (33 respostas)
estavam corretas. Apesar da porcentagem de acerto ser maior que a de erros, a porcen-
tagem de erros é expressiva, visto que essa questao tratou apenas de identificar situagoes
de arranjo ou combinacao, sem necessidade de elaboracao de estratégias ou calculos.

Terceira questao: De um grupo de 6 pessoas na plateia, um reporter vai escolher 4
para uma entrevista rapida, de modo que o primeiro escolhido sera o primeiro entrevistado,
o segundo escolhido serda o segundo entrevistado, e assim sucessivamente. De quantas
formas distintas esse reporter pode fazer essa escolha?

Agora de uma maneira mais pratica, a questao tinha como objetivo nao apenas testar
o dominio conceitual do aluno, mas também a sua capacidade de interpretar e calcular
corretamente. Como é necessario escolher 4 elementos dentre 6 elementos de um conjunto,
de maneira que a ordem de escolha indica exatamente a ordem em que a entrevista
acontecerd, a situagao envolve um problema de arranjo, pois a ordem de selegao importa.
Assim Ag 4 — 360 formas.

Das respostas analisadas, 15,4% (2 pessoas) apresentaram erros de calculo presentes

nos calculos dos fatoriais, 53,8% (7 pessoas) apresentaram erros de conceito, em decorrén-
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cia da selegao da formula de combinagdo em vez de arranjo; ou seja, 69,2% (9 pessoas) das
respostas apresentaram algum tipo de erro e 30,8% (4 pessoas) estavam completamente
corretas.

Quarta questao: Dentre 15 jogadores de uma equipe, 8 precisam ser selecionados
para compor uma dindmica. De quantas formas distintas é possivel fazer essa selecao?

Ao escolher oito jogadores dentre 15 possiveis, de modo que todos os escolhidos exercem
o mesmo papel, a ordem de selegao nao vai influenciar em qualquer detalhe ou restricao,
estamos combinando jogadores. Para resolver tal problema, ¢ preciso calcular Ci5 5, que
é igual a 6435.

Ao aumentar os valores numéricos em questoes de analise combinatoéria é notavel que
o nivel de dificuldade também se eleva. Das respostas analisadas, 61,5% (8 pessoas)
apresentaram erros de célculo referentes as multiplicagoes sucessivas, o que sugere uma
dificuldade de multiplicar dois fatores e utilizar a sua resposta para a proxima multi-
plicacao; 46,2% (6 pessoas) apresentaram erros de conceitos ao argumentar que "15! =
81 + 7" por exemplo; 30,7% (4 pessoas) apresentaram erro de estratégia, por acabar
esquecendo de registrar todos os fatores de um fatorial, por exemplo, "7! = 7x 6 x 4 x
3 x 2 x 1"(o namero 5 nao foi considerado no fatorial em questao); e 38,5% (5 pessoas)
responderam a questao corretamente.

Vemos que, apesar do niimero de provas analisadas ser bastante reduzido, nos temas
abordados nas questoes, os erros mais incidentes foram: os erros de conceito, na dife-
renciacao entre arranjo e combinag¢ao, que tornou-se mais expressivo quando o problema
partiu da teoria e passou a envolver calculos; os erros de céalculo, expressos na dificuldade
de acumular resultados em multiplicages sucessivas em fatoriais (exemplo: para calcular
4! = 4x 3 x2x 1, podemos resolver primeiro 4 x 3 = 12 e esse resultado vamos multiplicar
por 2, ou seja, 12 x 2 = 24 e, por fim, multiplicar 24 x 1, que resulta em 24. Em algumas
respostas foi percebida a seguinte estratégia: 4! =4x3x2x1,entao: 4x3=12,3x2 =
6e2x1=2logo, 4 =12x6x2 = 144) e os erros de estratégia, expressos em questoes
de anagramas em que, apesar de compreenderem bem o que se quer saber, o método
mais eficiente encontrado por alguns alunos foi o registro manual dos anagramas que, por
serem muitos, culminou na desisténcia dos registros, ou seja, a estratégia empregada nao
foi eficiente para a solucao do caso.

A auséncia de erros de interpretagao, que poderiam ser expressos em questoes deixadas
em branco e em respostas que respondem questoes diferentes da proposta, sugere que os
estudantes conseguiram compreender bem os conceitos iniciais da anélise combinatoéria e
o que se pede nos diferentes contextos em que esses podem ser aplicados.

Por meio dessa préatica foi possivel verificar que, de fato, ha uma certa previsibilidade
de quais erros podem surgir em disciplinas de Matematica, conforme afirmado por Spinillo,
Pacheco, Gomes e Cavalcanti (2014).

Mediante o encerramento do ano letivo nao foi possivel prosseguir com essa mesma
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pratica, porém, um caminho possivel para introduzir a investigacao dos erros em sala
de aula nesta atividade seria expor no quadro (sem identificar o estudante) algumas
resolucoes referentes aos problemas trés e quatro, por exemplo, e perguntar "Por que
essa resolucao esta incorreta?". Verificar se ha a participagao dos estudantes no didlogo
ou se ha timidez.

No caso de haver timidez, apresentar uma resolucao correta para um dos problemas
e modificar a pergunta: "Por que essa resolugao esté correta?". Em seguida, avaliar se
a mudanca confere uma maior adesao ao debate, confirmando se o desconforto de falar
sobre o erro, principalmente em ptublico, decorre da rotulagem que ele carrega.

E possivel que seja proveitoso exibir a Figura 2.4 (Capitulo 2) aos discentes como
forma de apresentar os tipos de erros que podem surgir no caminho das resolugoes, como
diferencia-los e como aprender com eles, para assim, exibir novamente as resolugoes incor-
retas e perceber se ha participacao no debate "Por que essa resolugao esta incorreta?" nao
apenas pelos discentes que responderam ao problema corretamente, mas também pelos
que se equivocaram.

Acredita-se que essa introducao da investigacao do erro é capaz de suavizar debates
sobre erros nas relagoes professor-aluno e aluno-aluno, gerar menos frustracao do aluno
consigo mesmo ao se deparar com um erro e promover um ambiente seguro e leve para
aprender, entendendo a investigagao de erros nao como exposi¢ao, mas como etapa de

construcgao.
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CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho buscou compreender algumas maneiras de valorizar o erro como
um estagio da aprendizagem por meio da recapitulacao das etapas do desenvolvimento
cognitivo segundo Piaget (para entender que existe um ritmo a ser respeitado na apren-
dizagem), da diferenciagdo entre exercicios e problemas matemaéticos (para entender que
cada atividade tem sua potencialidade otimizada quando aplicada no momento adequado),
da investigagao sobre como o erro em aulas de matematica foi considerado nos tltimos
100 anos ao redor do mundo (para entender que o erro é um acontecimento que inevitavel-
mente teremos que lidar, entao é preciso buscar uma forma eficiente de nao temeé-lo, mas
considera-lo), do estudo de formas de promover um ambiente de sala de aula seguro para
pensar, testar, errar e corrigir (para entender que quando um aluno se sente seguro diante
de seus pares e de seu professor, ele se permite gastar a energia necessaria para equilibrar
conhecimentos) e da submissao dos estudantes a situagoes de investigagio e corre¢ao de
erros cometidos em problemas matematicos.

Durante o desenvolvimento desta dissertacao, apresentamos possibilidades de como
essa valorizagao poderia acontecer na pratica. Um primeiro exemplo ¢é registrar todas
as ideias para a resolucao de um dado problema matematico, independente dessas serem
corretas ou nao, e a discussao em grupo sobre a coeréncia das resolugoes propostas, na qual
o professor atuaria como um mediador e nao um solucionador. Um segundo exemplo é a
criacao de um banco de questoes resolvidas incorretamente, pratica sustentada por alguns
autores citados nesse trabalho, e a submissao dos discentes a investigacao desses erros,
para que compreendam quais sao os erros comuns de acontecerem em determinado tema,
quais sao os tipos desses erros, o que fazer para eviti-los e, assim, incorporar um novo
conhecimento ao seu repertoério matematico, nao necessariamente entregue pelo docente,
mas conquistado por eles proprios.

Esse estudo culminou no desenvolvimento de um produto educacional chamado “Des-
combinados: um livreto de problemas matematicos quase resolvidos”, que conta com qua-
tro problemas de analise combinatoria, solugoes incorretas e fichas de investigacao para
a analise dos estudantes. Além disso, apresentamos uma sequéncia didética de trés aulas
que explicitam como a aplicacao desse produto educacional pode acontecer na préatica no
ensino de permutacao simples e com repeticao.

Ressaltamos que, apesar do trabalho ter se desenvolvido com foco em analise combi-
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natoria, essa oOtica sobre o erro pode ser aplicada nos demais contetidos ministrados nas
aulas de matematica. Essa pesquisa nos fez perceber que a pratica realizada no Capitulo
3 pode ser aplicada em um grupo com nimero maior de participantes e com um ntimero
maior de problemas, para que seja possivel realizar uma analise estatistica quantitativa,
e que esse tipo de abordagem pode ser o ponto inicial para investigagoes em outros temas
como:

- “Como a investigacao dos erros pode auxiliar na detecgao de pessoas com transtornos
globais de desenvolvimento ou de aprendizagem (como a discalculia)”;

- “Como a investigacao do erro pode contribuir para que os alunos recuperem os temas
nao compreendidos (lacunas) de séries anteriores”,

- “Estratégias de procedimento para intervencao do professor quando o estudante nao
consegue detectar os erros cometidos nas resolugoes, mesmo apds a ministragao de todos
os conceitos necesséarios’.

Mediante ao exposto nesse trabalho, ilustramos que a investigacao do erro nos mostra
que saber qual caminho seguir é tao importante quanto saber qual caminho nao se deve

seguir, e que é importante nao apenas saber, mas também entender os porqués.
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Apéndice A: Produto educacional

Para a obtencao do titulo de mestre pelo Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT), esse trabalho deve resultar em um produto educacional.

“O produto educacional apresenta-se como uma forma de tornar publica a pesquisa
realizada durante o mestrado profissional e caracteriza-se como um recurso com estratégias
educacionais que favorecem a pratica pedagogica” (BECKMANN; PEIXOTO, 2021).

O produto educacional desenvolvido neste trabalho tem como ptblico-alvo os profes-
sores de Matematica e tem como finalidade servir como um ponto de partida para que os
docentes compreendam como utilizar a investigacao dos erros como forma de valorizar o
raciocinio do aluno (bem como o potencial de aprender por meio do erro) e elaborar o seu
proprio banco de questoes erradas, conforme sugere Xu (2023).

“Descombinados: um livreto de problemas matematicos quase resolvidos” é um pe-
queno livro que propoe quatro problemas comumente abordados no ensino de analise
combinatoéria durante o Ensino Médio nas escolas brasileiras. A seguir, uma breve descri-

¢ao de seus elementos.
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Figura 3.1: Capa do livreto

UM LIVRETO DE PROBLEMAS MATEMATICOS
QOUASE RESOLVIDOS

< | JoL

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

A capa desse produto traz a ideia de combinacao em seu titulo, uma vez que as
letras aparentam ser recortes selecionados de fontes diferentes e combinados para formar a
palavra "Descombinados". A ilustragao presente na capa exprime a ideia de "investigagao
de erros" que sera abordada no livreto, pois ao combinar dois tipos de camisas com um tipo
de bermuda, é possivel formar dois tipos de looks distintos, todavia, a imagem apresenta
trés tipos de looks, em que a terceira combinacgao esta evidenciada por uma lupa, que

exprime a ideia de investigacao do erro cometido.
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Figura 3.2: Apresentagao

APRESENTAGCAO

CAro(A) ALUNO(A) DO ENSINO MEDIO E PROFESSOR(A),

D@@@@ﬁﬂ@ﬂﬂ@@@g E PRODUTO EDUCACIONAL

ASSOCIADO A UMA DISSERTAGAO DE MESTRADO PROFISSIONAL EM
MATEMATICA DO PrRoGrRaAMA  DE Poés-GrRaDuUAGAO  EM
MATEMATICA EM REDE NaAcioNaL (PROFMAT) NA INSTITUICAO
AssoclADA UNIVERSIDADE FEDERAL DO Rio GRANDE DO NORTE
(UFRN).

O OBUJETIVO DESTE LIVRETO E VERIFICAR A APRENDIZAGEM DE
ALGUNS CONCEITOS IMPORTANTES DA ANALISE COMBINATORIA
POR MEIO DE QUATRO PROBLEMAS PRESENTES AQUI E DA
INVESTIGAGAO DE ERROS COMETIDOS EM SUAS RESOLUGOES.

< P - C T aaiatad

o ST oo e

s Son @00 Ty o O

i O O S oshaaiE _lesme. o
e - e

GABRIEL HENRIQUE MOREIRA GOMES
ANDRE GUSTAVO CAMPOS PEREIRA

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Em seguida, encontra-se a apresentacao do livro como produto educacional associado
a essa dissertacao de mestrado, vinculado ao Programa de Pés-graduacao em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT) oferecido na Universidade Federal do Rio Grande do
Norte (UFRN), bem como o objetivo geral desse produto: verificagdo da aprendizagem
de conceitos importantes da analise combinatéria por meio da investigacao dos erros

cometidos nas resolugoes dos problemas.
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Figura 3.3: Sumaério

Os PROBLEMAS |

O PROBLEMA DOS ANAGRAMAS 3
HORA DE INVESTIGAR! 4
O PROBLEMA DOS CHOCOLATES 5
HORA DE INVESTIGAR! S
O PROBLEMA DAS CADEIRAS 8
HORA DE INVESTIGAR! S
O PROBLEMA DAS SENHAS 10

HORA DE INVESTIGAR! 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

O sumaério explicita a forma com a qual o livreto foi dividido. Ao todo, o material conta
com 11 paginas divididas em uma breve explica¢ao sobre a dindmica do produto educaci-
onal, os quatro problemas propostos com as respectivas solugoes incorretas, seguidas de

fichas de investigacao para os alunos - uma para cada solugao proposta.
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Figura 3.4: Dinamica do livreto - parte I

ESTE LIVRETO CONTEM QUATRO PROBLEMAS SOBRE ANALISE COMBINATORIA:
O PROBLEMA DOS ANAGRAMAS, O PROBLEMA DOS CHOCOLATES, O PROBLEMA
DAS CADEIRAS E O PROBLEMA DAS SENHAS.

ToDOS ELES JA ESTAO SOLUCIONADOS, COM APENAS UM DETALHE: TODAS AS
SOLUGOES ESTAO INCORRETAS!

VOCE DEVERA:
(1) ANALISAR AS SOLUGOES INCORRETAS;

(2) INVESTIGAR O ERRO PARA CLASSIFICA-LO EM: ERRO DE
INTERPRETAGAO, ERRO DE CALCULO, ERRO DE ESTRATEGIA OU ERRO DE
CONCEITO MATEMATICO.

OBSERVE O SEGUINTE PROBLEMA:
MARIA TINHA UMA NOTA DE R$20,00 E COMPROU 5 MAGAS A UM PREGO
DE R$3,00 cADA. QUAL FOI O VALOR TOTAL GASTO POR MARIA?

« ERRO DE INTERPRETAGAO: OCORRE QUANDO O ENUNCIADO NAO FOI
TOTAL OU PARCIALMENTE COMPREENDIDO. NO EXEMPLO ACIMA, O ERRO
DE INTERPRETAGAO ACONTECERIA SE UMA PESSOA CALCULASSE O
“TROCO” RECEBIDO POR MARIA, OU SEJA, ACABOU EMPREGANDO
PROPRIEDADES MATEMATICAS CORRETAMENTE, MAS PARA RESPONDER
UMA PERGUNTA DIFERENTE DA PROPOSTA PELO ENUNCIADO.

ERRO DE CALCULO: OCORRE QUANDO O RACIOCINIO ESTA CORRETO, MAS
EXISTE ALGUM ERRO NO(S) CALCULO(S). TAL ERRO ACONTECERIA SE UMA
PESSOA CALCULASSE QUE R$3,00 x 5 = R$13,00, ou SEJUA,
INTERPRETOU CORRETAMENTE E SELECIONOU A OPERA(;AO MATEMATICA
CORRETA, MAS CALCULOU ERRADO.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

A Segao "Os problemas'"vai explicar o funcionamento do produto educacional, em que
logo no principio o leitor é avisado de que as resolugoes estao incorretas e seu trabalho
deveré ser analisar as solucgoes incorretas, investigar o erro detectado para classificé-lo de
acordo com a classificagao ja sugerida na Secao 2.2 desse trabalho, atribuir uma porcen-

tagem de aproveitamento da resolugao incorreta e, por fim, corre¢ao do trabalho.
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Figura 3.5: Dinamica do livreto - parte 11

< T R =
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« ERRO DE ESTRATEGIA: OCORRE QUANDO O ENUNCIADO FOI
COMPREENDIDO, MAS A ESTRATEGIA DE RESOLUGAO NAO FOI BEM
EMPREGADA. ESSE ERRO ACONTECERIA NO PROBLEMA EXEMPLIFICADO SE
A PESSOA RESPONDESSE “R$3,00 + R$3,00 + R$3,00 + R$3,00 =
R$12,00”, POIS ELA INTERPRETOU E CALCULOU CORRETAMENTE, MAS
APRESENTOU UM ERRO NA ESTRATEGIA DE CALCULO, QUANDO ESQUECEU
DE CONTAR UMA MAGCA; OU

ERRO DE CONCEITO MATEMATICO: OCORRE QUANDO SE UTILIZA UM
CONCEITO MATEMATICO INADEQUADO AO CONTEXTO DO PROBLEMA. ESSE
TIPO DE ERRO ACONTECERIA NO EXEMPLO ACIMA SE A PESSOA
CALCULASSE “R$20,00 = R$5,00 = 4”7, OU SEJA, UTILIZOU UM
CONCEITO MATEMATICO QUE NAO SE APLICA A SITUAGAO-PROBLEMA
PROPOSTA, SINALIZANDO QUE NAO COMPREENDEU O PROBLEMA E VAI
UTILIZAR, DE MANEIRA ALEATORIA, ALGUM CONCEITO MATEMATICO QUE
CONHECE PARA TENTAR RESOLVE-LO.

(3) ATRIBUIR UM PERCENTUAL DE APROVEITAMENTO (DE O% A 100%) PARA
A SOLUGAO, AFINAL, NAO E PORQUE A RESPOSTA ESTA INCORRETA, QUE A
SOLUGAO ESTA TOTALMENTE ERRADA.

(4) POR FIM, E AGORA SIM, CORRIGIR O PROBLEMA.

VAMOS LA?

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

A partir do problema das magas apresentado na Secao 2.2, o livreto vai caracterizar os
quatro tipos de erros considerados nesse trabalho: erro de interpretagao, erro de célculo,
erro de estratégia e erro de conceito, como forma de orientar o estudante na investigacao

dos equivocos expostos mais adiante.
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Figura 3.6: O problema dos anagramas e solucao

0 PROBLEMA Dos EMVE\(@FEY I E\S

PROBLEMA (ONOXO)

Quantos anagramas de 4 letras podemos formar dispondo
das 4 primeiras letras do alfabeto?

SOLUCAO @00

O anagrama formado possuira 4 letras. Assim, para a primeira
escolha temos 4 possibilidades: A, B, C ou D.

Da mesma forma, para a segunda, terceira e quarta escolha,
teremos as mesmas 4 possibilidades. Assim, de acordo com o
principio fundamental da contagem, para descobrir quantos
anagramas de 4 letras podemos formar com as letras A, B, C e D,

basta multiplicar:

4x4x4x4=256

Portanto, sdo 256 anagramas possiveis de se formar.

s ﬁ,—- P - <
o Ed Srow, a7 8BTS o
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Esse é um problema classico de permutacao, comum de surgir nos primeiros contatos
dos estudantes com a anélise combinatoria. Trata-se da reorganizacao de um dado niimero
de letras distintas entre si, isto é, a reordenagao de elementos de um conjunto.

Vale lembrar que tal solucao esté incorreta e o estudante, que entra em contato com
essa, ja sabe disso, pois seu objetivo é justamente analisar o que foi sugerido, detectar o
erro cometido com base em sua “bagagem” matematica e propor uma solucao correta.

O caso acima trata de um erro de estratégia, pois seleciona as operacoes matemaéticas
adequadas ao problema (ou seja, ndo é erro de conceito), calcula as operagoes que propoe

corretamente (nao é erro de calculo), entende o que a questao espera como resposta (nao
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¢ erro de interpretagao), mas seleciona uma estratégia de resolugao inadequada quando
sugere que para cada escolha existem 4 possibilidades de letras. Na verdade, por se tratar
de um anagrama com as letras A, B, C e D, ao escolher uma letra dentre as quatro, na
segunda escolha sobram trés opcgoes de letras e assim sucessivamente, resultando como
resposta: 4 x 3 x 2 x 1 = 24 anagramas possiveis.

E importante que o estudante analise qual tipo de erro foi cometido, quao distante
a resposta sugerida se encontra da resposta correta, entre outros. Por isso, apos cada

problema existe uma ficha de investigacao a ser preenchida pelo discente, conforme mostra

a figura a seguir:

Figura 3.7: Ficha de investigacao

HORA DE INVESTIGAR! @00

Sobre a solugéo anterior,

fl Por que a solugéo ndo pode ser considerada correta?

?3 Para vocg, assinale o possivel motivo do erro cometido (pode
marcar mais de uma opgao).

O Erro de interpretacéo;

QO Erro de célculo;

QO Erro de estratégia;

QO Erro de conceito matemaético;
QO Outro. Qual?

& Como corretor, qual porcentagem de acerto vocé daria a essa
solugao?

0O 0 0O 0O o o o o o o o

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% I00%

¢} Corrija a solugéo anterior.

. E-S o
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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A ficha de avaliacao aparecera apos cada problema, inclusive, nos problemas em que

sao propostas duas solugoes incorretas havera duas fichas de investigacgao.

Figura 3.8: O problema dos chocolates e solugoes

e C O CoLatels

PROBLEMA 00O

Alicia comprou um kit com 6 chocolates diferentes e precisa
escolher trés unidades para si. De quantas formas pode
realizar essa escolha?

SOLUGAO 1 @00

Para resolver a situag@o acima precisamos utilizar o conceito
de combinagdo, visto que nao existe diferenca entre as
possibilidades “chocolates A, B e C” e “chocolates C, B e A”.

Como sdo 6 chocolates diferentes, logo, a ordem importa,
facamos AG,3:

A6,3 = 6!/ 31 =120 formas de dividir os chocolates.

SOLUGAO 2 @00

Vamos analisar de quantas formas Alicia pode escolher trés
chocolates.

Para a primeira escolha, Alicia tem 6 possibilidades, para a
segunda, 5 possibilidades e para a terceira, 4 possibilidades.
Assim, pelo principio fundamental da contagem, serdo 6 +5 +
4 =15 formas.

D

o

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

O problema dos chocolates é um problema de combinacao em que Alicia deve escolher
trés doces para si, ou seja, nao importa a ordem com a qual serd feita a escolha, tal
qual argumenta a "solucao 1", demonstrando que o erro cometido nao foi do tipo de
interpretacao. Todavia, essa resolucao utiliza a formula de arranjo para solucionar o caso,
0 que representa um erro de conceito, uma vez que os conceitos de arranjo e combinac¢ao
foram confundidos no decorrer da resolucdao. Assim, a resposta correta para a questao

seria Cg 3 = 20 formas.

29



A "solucao 2", por sua vez, também apresenta um erro de conceito, quando aplica o

conceito de "adi¢ao" a uma situagao que envolve o principio multiplicativo.

Figura 3.9: O problema das cadeiras e solugoes

0 PROBLEMA DAS (4ENDEIFAAR

PROBLEMA 000

Ana, Bia, Carla, Duda, Ester e Flora irdo ao teatro e se
sentarao em 6 cadeiras enfileiradas. De quantas formas elas
poderao se sentar lado a lado, de modo que Ester ocupe a
primeira cadeira?

SOLUGAO @00

Como Ester sera a primeira a escolher a cadeira, possui 5
opgodes, ja que a primeira cadeira ndo € uma opgao valida para ela.
Em seguida, a préxima garota também terd 5 escolhas, visto que
das 6 cadeiras, nao podera escolher a que Ester escolheu, mas
podera escolher a primeira cadeira. Em sequéncia a terceira
garota poderd escolher dentre 4 escolhas e assim
sucessivamente.

Logo, basta calcular 5 x 5! para descobrir de quantas formas as
6 garotas se sentarao nas cadeiras, comegando por Ester.

5x5x4x3x2x1=240

Portanto, sao 240 formas das garotas se sentarem lado a lado.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

O problema das cadeiras trata de uma situacao de permutacao em que o primeiro e
o ultimo elementos nao sao adjacentes, com uma restricao. A resolucao indica que uma
parte do problema nao foi bem interpretada, indicando erro de interpretacao, pois Ester
devera sentar, obrigatoriamente, na primeira cadeira para atender ao enunciado, mas o

resolvedor desconsiderou esse fato e entendeu que ela seria a primeira garota a realizar a

escolha.
Ainda que a interpretacao estivesse correta e Ester fosse a primeira a escolher a cadeira
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para sentar, podendo sentar-se em qualquer assento, ela teria 6 possibilidades de escolha

e nao b, ou seja, o resolvedor também cometeu um erro de estratégia em sua resolugao,

pois em sua estratégia, esqueceu um detalhe, trocando 6 por 5 nos calculos.
Por fim, o resolvedor também cometeu um erro de célculo ao afirmar que 5x5! é igual

a 240, quando, na verdade, é igual a 600.

D

Figura 3.10: O problema das senhas e solugoes

o PROBLEMA DAS FEAY2AR

00O

PROBLEMA

Hélio deseja criar uma senha e precisa escolher 6 nimeros
distintos dentre os 10 algarismos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9).
Quantas senhas Hélio podera criar nessas condi¢gdes?

@00

SOLUCAO

Para descobrir quantas senhas Hélio vai poder criar nessas
condigbes, basta calcular C10,6, pois devemos escolher 6
numeros diferentes dentre os 10 algarismos existentes no
sistema de numeracdo decimal. Assim:

C10,6 =10!/6!14!=10x9x8x7x6x5x4x3x2x1
6x5x4x3x2x1x4x3x2x1

C10,6 = 420

420 senhas nessas

Logo, é possivel que Hélio crie
condicdes.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

O problema da senhas retrata a situagao em que é necessario escolher 6 elementos

de um conjunto de 10 elementos de maneira a formar uma senha, ou seja, a ordem de
selecao importa, pois "012345"¢é diferente de "543210". Os erros cometidos foram tanto

de calculo, pois Cipe € igual a 210, quanto de conceito, pois, apesar do resolvedor ter

61



compreendido a situagao-problema, o conceito de arranjo foi confundido com o conceito

de combinacao.

Figura 3.11: Contracapa

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Esse livreto possibilita uma investigacao que é capaz de desenvolver senso critico e
argumentacao no estudante. Na pratica, de que forma aplicar tais problemas em sala de
aula? A seguir, um exemplo de sequéncia didatica para aplicacao de um dos problemas
de “Descombinados: um livreto de problemas matematicos quase resolvidos” em sala de

aula.
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Apéndice B: Sequéncia didatica

O termo sequéncia didatica possui um tom autoexplicativo. A palavra “sequéncia”
sugere progressao, desenvolvimento, enquanto que a palavra “didatica” refere-se a parte
técnica e eficiente da transmissao de conceitos. Assim, uma sequéncia didéatica é um
conjunto de aulas que foram elaboradas com o objetivo de favorecer o processo de ensino-
aprendizagem de um conceito, conforme Pais (2019, p. 157).

No estudo da analise combinatéria numa turma de terceira série do Ensino Médio,
¢ comum abordar situagoes de permutacao com restricoes, por exemplo: maneiras de
quatro pessoas sentarem-se enfileiradas, de modo que duas delas nao se sentem lado a
lado. Antes de chegar nesse nivel de complexidade, é preciso passar pela aprendizagem
de contextos mais simples em que a permutacao se aplica.

A tabela a seguir expoe um exemplo de sequéncia didatica para a aplicacao do produto

educacional desenvolvido neste trabalho em sala de aula.

Sequéncia Didatica: Ensino de Permutagao com Restrigao

Componente curri- | Matemética

cular:

Tema: Permutagao simples e permutagao com restri¢ao

Série: 32 série do Ensino Médio

Duracao: 3 aulas de 50 minutos cada

Habilidade da | (EFO3EMO09) — Resolver e elaborar problemas que envolvam

BNCC contem- | contagem, aplicando os principios multiplicativo e aditivo, e os

plada: conceitos de permutacao, arranjo e combinagao, em contextos
diversos.

Objetivo geral: Entender o conceito de permutacao e aplicd-lo corretamente
em diferentes contextos em que hé ou nao ha restrigao.
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Objetivos especifi-

COS:

- Entender o que é uma permutacao simples;

- Reconhecer situagoes em que a permutagao simples se aplica;
- Calcular o nimero de permutacgoes de n elementos distintos;
- Compreender situagoes em que ha restri¢ao (elementos fixos,
juntos ou separados);

- Resolver problemas contextualizados que envolvam permu-
tacoes com e sem restricao;

- Identificar erros que possivelmente possam ser cometidos du-

rante a resolugao de tais problemas.

Recursos didaticos:

Quadro, pilotos, livreto “Descombinados: um livreto de pro-
blemas matemdticos quase resolvidos”, fichas de investigacao
(na quantidade dos alunos) e folhas A4 com impressao de pro-

blemas (na quantidade dos alunos).

Primeira aula

O objetivo é preparar o aluno para entender a logica da per-
mutagcao.

(10 min) Relembrar o principio multiplicativo com situagoes
simples, como anagramas da palavra “MAR”.

(10 min) Propor problemas de contagem mais complexos e
permitir exposicao dos raciocinios.

(5 min) Solicitar que os alunos criem situagdes-problema.

(5 min) Dialogar sobre as solugoes.

(15 min) Listar manualmente os anagramas de “OLA” e
“BOLA”.

(5 min) Apresentar o conceito de permutacao de n elementos
distintos (n!).

Segunda aula:

O objetivo é investigar erros na resolucao de problemas de
permutacao.

(10 min) Recapitular a formula P = n! com trés problemas
simples.

(10 min) Distribuir fichas de investigagao e apresentar o pro-
blema das senhas do livreto Descombinados.

(15 min) Alunos analisam e preenchem as fichas.

(10 min) Mediar didlogo sobre percepgoes.

(5 min) Recolher as fichas e propor problema com restrigao.
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Terceira aula:

O objetivo é aplicar os conhecimentos em problemas mais
complexos.

(5 min) Partilha de experiéncias com media¢ao do professor.
(2 min) Retomar o problema da aula anterior.

(10 min) Registrar estratégias de resolugao no quadro.

(10 min) Apresentar situagoes praticas com restrigoes (ele-
mentos fixos, juntos ou separados).

(20 min) Resolver problemas em duplas ou trios, com obser-
vagao docente.

(3 min) Recapitular os conceitos aprendidos.

Avaliagao:

Participacao nas discussoes; observagao das fichas de investi-

gagao; correcao das atividades em grupo.

Tabela 3.1: Sequéncia didética sobre o ensino de permutagao com restri¢ao

Essa sequéncia didatica é um exemplo que possibilita o ensino de permutagao, par-

tindo do contexto mais simples a um mais complexo, valorizando a discussao e o trabalho

em grupo, promovendo um ambiente de sala de aula saudavel para propor, arriscar, er-

rar e corrigir, considerando os miultiplos caminhos para seguir e nao seguir na resolucao

de algumas questoes e permitindo que os erros sejam oportunidades para situagoes de

aprendizagem. Vale ressaltar que uma abordagem préxima a essa pode ser estendida a

qualquer outro objeto de conhecimento no ensino e no estudo de Matematica.
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