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RESUMO

Esta dissertacao aborda o crescimento populacional por meio de uma perspectiva
interdisciplinar entre Matematica e Geografia, articulando conceitos tedricos e modelos
matematicos aplicados a dindmica demografica. O estudo fundamenta-se na analise de
teorias demograficas classicas, como a teoria malthusiana, o neomalthusianismo e a teoria
da transicao demografica, associando-as a modelagem matematica baseada em equagoes
diferenciais. Sao apresentados e discutidos modelos classicos de crescimento populacional,
como o modelo exponencial, logistico, de Gompertz e de Montroll, com aplicagoes a dados
reais de diferentes paises e regioes. Além da abordagem teorica, o trabalho propde uma
aplicagao pedagdgica voltada ao Ensino Médio, com foco na utilizacdo da modelagem
matematica como ferramenta para promover a aprendizagem significativa e o pensamento
critico dos estudantes. Como produto educacional, é apresentado um Atlas Populacional,
que integra dados demograficos, analises matematicas e interpretacdo geografica. Os
resultados evidenciam que a integracao entre areas do conhecimento contribui para uma
compreensao mais ampla e contextualizada dos fené6menos populacionais, fortalecendo o

ensino interdisciplinar e a formacao cidada.

Palavras-chave: crescimento populacional; modelagem matematica; equagoes

diferenciais; Geografia; teorias demograficas.

ABSTRACT

This dissertation addresses population growth through an interdisciplinary approach
between Mathematics and Geography, integrating theoretical concepts and mathematical
models applied to demographic dynamics. The study is based on the analysis of classical
demographic theories, such as Malthusian theory, Neo-Malthusianism, and the demographic
transition theory, relating them to mathematical modeling using differential equations.
Classical population growth models are presented and discussed, including exponential,
logistic, Gompertz, and Montroll models, with applications to real data from different
countries and regions. In addition to the theoretical approach, the study proposes a
pedagogical application for high school education, focusing on the use of mathematical
modeling as a tool to promote meaningful learning and critical thinking among students.
As an educational product, a Population Atlas is presented, integrating demographic
data, mathematical analysis, and geographical interpretation. The results indicate that
the integration between different fields of knowledge contributes to a broader and more
contextualized understanding of population phenomena, strengthening interdisciplinary

teaching and citizenship education.

Keywords: population growth; mathematical modeling; differential equati-

ons; Geography; demographic theories.
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Introducao

O crescimento populacional é um fendmeno de ampla repercussao social, ambiental
e econdmica, exigindo uma abordagem que transcenda os limites de uma tnica area do
conhecimento. Questdes como o aumento da demanda por recursos naturais, a expansao
urbana e as desigualdades socioespaciais estao diretamente relacionadas a dinamica demo-
grafica, constituindo objeto de andlise tanto da Geografia quanto da Matematica, ainda

que sob perspectivas distintas.

A Geografia, ao interpretar o espago geografico como produto das interagoes
entre sociedade e natureza, oferece instrumentos conceituais para compreender os efeitos
do crescimento populacional sobre o territorio. Por sua vez, a Matematica contribui com
ferramentas quantitativas capazes de modelar, representar e projetar o comportamento de
populagoes ao longo do tempo. Assim, o didlogo entre essas areas favorece uma leitura
mais critica e fundamentada da realidade, articulando explicagoes qualitativas e anélises

quantitativas.

No contexto escolar, essa articulacao amplia as possibilidades de interdisciplina-
ridade, permitindo que o estudante compreenda fendmenos sociais e espaciais com apoio
de modelos matematicos. Em particular, a modelagem aplicada a analise demografica
possibilita relacionar fungoes e equagoes a situagoes concretas, conectando padroes de
crescimento a interpretacoes tedricas, como as perspectivas malthusiana, neomalthusiana e
a teoria da transicdo demografica. Nesse sentido, a modelagem matematica pode contribuir
para atribuir significado a Matemaética escolar ao vincula-la a problemas reais e socialmente

relevantes, conforme destaca Bassanezi (2002).

Diante desse cenario, esta dissertagao propoe uma abordagem interdisciplinar
entre Matematica e Geografia, com foco na modelagem do crescimento populacional a
partir de dados reais e na analise critica de teorias demograficas. Além do desenvolvimento
conceitual e matematico, o trabalho também explora possibilidades pedagogicas para o
uso da modelagem no Ensino Médio, priorizando praticas que favorecam aprendizagens

com sentido e relacionadas a realidade social dos estudantes.

A dissertagao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentam-se
fundamentos do crescimento populacional e as principais teorias demograficas, articulando-
as com noc¢oes iniciais de modelagem. No Capitulo 2, discutem-se equacoes diferenciais e
modelos classicos aplicados ao crescimento populacional, evidenciando hipdteses, limitagoes
e interpretacoes. No Capitulo 3, s@o descritos os procedimentos de selecdo de dados e de
ajuste dos modelos, bem como possibilidades de integracao didatica do tema. O Capitulo

4 amplia a discussdo para o panorama do crescimento populacional mundial sob a 6tica da
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modelagem, destacando tendéncias e desafios contemporaneos. Na sequéncia, apresentam-se
o Roteiro de atividades (aluno) (Capitulo 5) e o Guia docente, com o produto educacional
(Capitulo 6). Por fim, o Capitulo 7 retine as consideragoes finais e encaminhamentos para

pesquisas futuras.
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1 O Crescimento Populacional e as Teorias

Demograficas.

O crescimento populacional é um dos principais vetores de transformacao social e
espacial. Sua analise exige uma abordagem que considera tanto os aspectos quantitativos
quanto qualitativos das dindmicas demogréficas. Segundo Demétrio (2012), "a populagao
nao cresce indefinidamente, mas estd condicionada a fatores ambientais, econémicos e

sociais que afetam diretamente seu comportamento ao longo do tempo".

Nesse sentido, a Geografia contribui para a compreensao das relagoes entre
populacao e espaco, ao passo que a Matematica permite quantificar essas mudancas e
prever possiveis cenarios futuros, tornando possivel um planejamento mais eficaz das

politicas publicas.

1.1 Teorias Demograficas: Malthus, Neomalthusianismo e Transicao

Demografica

A primeira grande teoria sobre o crescimento populacional foi proposta por
Thomas Malthus (1798), que afirmava que a populagao crescia em progressao geométrica,
enquanto os recursos alimentares em progressao aritmética. Para ele, a escassez de recursos

inevitavelmente levaria a fome, guerras e epidemias. Como destacou Malthus:

"A capacidade de crescimento da populacao é infinitamente
maior do que a capacidade da Terra de produzir subsisténcia
para o homem". (MALTHUS, 1798)

Mais tarde, os neomalthusianos retomaram essa preocupacao, enfatizando a
necessidade de controle da natalidade como forma de mitigar os efeitos da superpopulacao,

principalmente nos paises em desenvolvimento (NAVARRO, 2014).

Em contraposicao, a teoria da transicao demogréfica propoe uma interpretagao
baseada em fases, nas quais o crescimento populacional passa por diferentes estagios a
medida que ocorrem mudangas socioeconémicas. Segundo (MONTEIRO; OLIVEIRA,
2004), "a transicao demogréfica é um processo histérico associado a modernizagao das

sociedades, com profundas implicagoes para a estrutura etaria e as politicas publicas".
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1.2 Modelagem Matematica do Crescimento Populacional

A modelagem matematica permite descrever o crescimento populacional de forma
sistematica, relacionando hipdteses demograficas a expressoes quantitativas. Nesta secao,
apresentam-se, em carater introdutorio, dois modelos classicos — exponencial e logistico

— que serao retomados e fundamentados por meio de equagoes diferenciais no Capitulo 2.

1.2.1 Taxa de crescimento e taxa relativa de crescimento

Como a populagao P varia ao longo do tempo, pode-se considera-la como uma
funcao temporal, isto é, P = P(t). Nesse contexto, é importante distinguir diferentes

nogoes de crescimento populacional, pois, embora relacionadas, elas nao sao equivalentes.

Em um primeiro sentido, a taxa média de crescimento em um intervalo de

tempo [t1,ts] é dada pela razao entre a variacao da populacao e a variagdo do tempo, ou

seja,
P(tz) — P(t)
ty—t1
Essa quantidade mede o crescimento absoluto médio da populagao por unidade
de tempo.

Por exemplo, se uma populacao passa de 10000 para 14 000 habitantes em 4
anos, entao sua taxa média de crescimento é

14000 — 10000
4

= 1000 habitantes por ano.

Nesse caso, trata-se de uma medida absoluta, expressa em habitantes por ano.

Por outro lado, muitas vezes é mais informativo analisar o crescimento em relacao
ao tamanho inicial da propria populagao. Surge, assim, a taxa relativa de crescimento,

definida no intervalo [t1, t3] por
P(t;) — P(t)
P(t)

No exemplo anterior, obtém-se

14 —
000 — 10000 —0.4
10000

isto é, um crescimento relativo de 40% ao longo de 4 anos.

Se for desejavel expressar esse crescimento em termos de uma taxa anual

equivalente, pode-se determinar ¢ por meio da relacao
(1+i)'=1,4,

de onde segue que
i=1,4Y* -1~ 0,0878,
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ou seja, aproximadamente 8, 78% ao ano.

Além da distin¢ao entre crescimento absoluto e relativo, também é importante
diferenciar a nogao de taxa média da de taxa instantidnea. Enquanto a taxa média é
calculada em um intervalo de tempo, a taxa instantanea descreve a rapidez de variacao da
populacao em um instante especifico. No contexto do célculo diferencial, essa taxa é dada

pela derivada
dP

P'(t) = e

A partir dela, define-se a taxa relativa instantanea de crescimento por

1 dP

P(t) dt’
que representa o crescimento da populacao por unidade de tempo relativamente ao seu
tamanho no instante considerado. Em muitos modelos demogréficos, essa é a quantidade
mais significativa, pois permite comparar populagoes de tamanhos diferentes em bases

proporcionais.

No modelo exponencial, assume-se que a taxa relativa instantanea de cresci-

mento é constante. Isto é,

1dP
- = /r"
P dt
em que r é uma constante. Equivalentemente, pode-se escrever
dP
— =rP.
dt

dpP
Essa equacao mostra que a taxa de crescimento absoluta ’r é proporcional a
populagao existente: quanto maior a populacao, maior tende a ser o acréscimo absoluto
por unidade de tempo. Assim, no modelo exponencial, a grandeza constante nao é o

crescimento absoluto, mas sim a taxa relativa instantanea de crescimento.

Desse modo, para evitar ambiguidades terminolégicas, convém reservar a expres-
sao taxa de crescimento para a variacao absoluta da populagdao no tempo, e utilizar
taxa relativa de crescimento ou taxa intrinseca de crescimento para a razao
entre essa variagao e o tamanho da populacao. Essa distingao é especialmente importante
em modelagem matematica, pois a equagao diferencial do modelo exponencial envolve

precisamente a taxa relativa instantanea.

1.2.2 Modelo Exponencial

Assume-se uma taxa intrinseca de crescimento constante, adequada para descrever
populagoes em condigoes ideais e/ou em fases iniciais de crescimento e pode ser descrita

pela equagao:
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P(t):Po-e” (11)

onde P(t) é a populagdo no tempo, Py é a populagao inicial, r é a taxa intrinseca de
crescimento, e é a base do logaritmo natural, e t o tempo em anos. O modelo exponencial
pressupoe que a taxa de crescimento é proporcional a populacao existente. Essa caracteris-

tica gera um crescimento acelerado ao longo do tempo, como ilustrado na figura abaixo:

Modelo Exponencial de Crescimento Populacional
20000} Modelo Exponencial

35000
30000
25000

20000

Populacéo P(t)

15000

10000

5000

0.0 2.5 5.0 1.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
Tempo (t)

Figura 1 — Modelo de Crescimento Populacional Exponencial

Do ponto de vista matematico, esse modelo esta diretamente relacionado a
funcao exponencial estudada na Educacao Bésica. De fato, quando o tempo ¢é considerado
em intervalos discretos e a populagao cresce sempre por uma mesma taxa percentual, a
sequéncia dos valores populacionais forma uma progressao geométrica (PG). J& quando o
tempo ¢é tratado como variavel continua, essa mesma ideia de crescimento multiplicativo é
descrita por uma fungdo exponencial, dada por P(t) = Pye™. Assim, a PG pode ser vista
como uma versao discreta do crescimento exponencial, enquanto a func¢ao exponencial

representa sua formulacdo continua.

Esse modelo esta relacionado a visao malthusiana e serve como ponto de partida
para analises mais realistas. Como explica (BASSANEZI, 2002), "o modelo exponencial
¢é adequado para representar o inicio do crescimento de uma populacao, mas precisa ser

ajustado para comportar as limitacoes reais do ambiente".

1.2.3 Modelo Logistico

Este modelo incorpora a limitacao ambiental por meio da capacidade de suporte
(K), representando um crescimento que desacelera a medida que P(t) se aproxima de K.

A equacao é dada por:
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B K

P(t) (1.2)

Esse modelo é atribuido a Pierre Verhulst (1845), que o prop0s para corrigir o
crescimento ilimitado do modelo exponencial. Segundo (OLIVEIRA, 2019), “o modelo
logistico é mais apropriado para representar populagoes reais, que tendem a estabilizagao a
medida que os recursos se tornam escassos”. Esse modelo apresenta uma taxa de crescimento
que diminui a medida que a populagao se aproxima de um limite maximo K. A seguir,

apresenta-se o comportamento grafico do modelo logistico:

Modelo Logistico de Crescimento Populacional
1000}

— Modelo Logistico

800

600 |

Populagao P(t)

400

200}

0.0 25 5.0 75 100 25 5.0 175 20.0
Tempo (t)

Figura 2 — Modelo de Crescimento Populacional Logistico

1.3 Tendéncias Contemporaneas e desafios do Crescimento Popula-

cional

A dinamica demogréfica contemporanea constitui um dos eixos centrais para
compreender transformacgoes sociais, econdmicas e ambientais em escala global. Em pouco
mais de dois séculos, a populacao mundial passou por forte aceleracao, impulsionada por
avangos sanitarios, ampliacao do acesso a servicos de satide, redugdo da mortalidade infantil
e aumento da expectativa de vida. Ao mesmo tempo, as projegoes indicam desaceleracao
do crescimento nas préoximas décadas, com tendéncia de estabilizagdo ao longo da segunda
metade do século, embora esse processo ocorra de modo heterogéneo entre regioes e paises
(ONU, 2022).

As assimetrias regionais evidenciam que a dindmica populacional esta vinculada

a fatores historicos, culturais e socioeconémicos. Em diversas economias de alta renda,
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observa-se queda sustentada da fecundidade e envelhecimento populacional, com impactos
sobre a composicao etaria, a for¢a de trabalho e sistemas de protecao social. Em contraste,
regidoes que ainda apresentam elevadas taxas de fecundidade enfrentam pressoes mais
imediatas sobre oferta de servigos basicos, geracao de emprego, infraestrutura urbana
e garantia de direitos sociais, especialmente em contextos marcados por desigualdades

estruturais.

Além das dimensoes socioeconomicas, os desafios ambientais tornam-se mais
complexos a medida que cresce a demanda por alimentos, energia, agua e habitacao,
exigindo planejamento e governanca orientados pela sustentabilidade. Nesse cendrio, a
urbanizacao ocupa lugar central: atualmente, mais da metade da populacao mundial vive
em areas urbanas, e a propor¢ao tende a aumentar nas proximas décadas, alcancando cerca
de 7 em cada 10 habitantes até 2050 (ONU, 2018). O avan¢o urbano, quando desordenado,
amplia desigualdades socioespaciais e pressiona sistemas de mobilidade, saneamento e
moradia; por outro lado, cidades bem planejadas podem favorecer eficiéncia de servigos,

inclusao social e reducao de impactos ambientais.

Enfrentar tais desafios requer politicas publicas integradas — planejamento
urbano, gestao ambiental, justica social e ampliacao de oportunidades — em consonancia
com a Agenda 2030 e seus Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel, especialmente aqueles
relacionados a satde, educacao, igualdade de género, cidades sustentaveis e acao climatica
(ONTU, 2015). No contexto educacional, a discussao sobre crescimento populacional ganha
relevancia quando articulada a leitura geografica do territério e ao uso da modelagem
matematica, permitindo que estudantes interpretem dados reais, comparem cenarios e
avaliem criticamente decisoes publicas e coletivas. Assim, a tematica demogréfica nao
se restringe a descricao de tendéncias, mas se torna um campo fértil para promover
analise critica, argumentacgao e aprendizagem interdisciplinar, preparando o terreno para

os modelos matematicos desenvolvidos nos capitulos seguintes.

Para lidar com esses desafios, torna-se fundamental a formulacao de politicas
publicas que articulem planejamento urbano, gestao ambiental, acesso equitativo a recursos
e promocao de justica social. Essas politicas precisam estar alinhadas com os Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel (ODS) da Agenda 2030 da ONU, em especial aqueles que
tratam de satide (ODS 3), educacao de qualidade (ODS 4), igualdade de género (ODS 5),
cidades sustentéveis (ODS 11) e agao contra a mudanga global do clima (ODS 13).

No contexto educacional a abordagem do crescimento populacional, associada ao
uso da modelagem matemaética e a leitura geografica dos espacgos, permite aos estudantes
compreenderem os impactos reais das dinamicas demograficas sobre suas vidas e comuni-
dades. Essa compreensao vai além da simples leitura de graficos ou calculos de crescimento:
ela forma cidadaos capazes de interpretar fendomenos complexos, avaliar politicas publicas

e refletir sobre seus préprios papéis na construcao de um futuro mais justo e sustentavel.
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Figura 3 — Urbanizacao da Populagao Mundial

Como ressalta o bidlogo Paul Ehrlich, em sua seminal obra "The Population
Bomb'"(1968), o crescimento populacional exponencial configura-se como um processo
na iminéncia de gerar graves rupturas, com potenciais impactos devastadores sobre a
disponibilidade e a sustentabilidade dos recursos naturais e a capacidade de sustentacao
do planeta, demandando acoes urgentes em educacao para promover o planejamento
familiar e a conscientizagao ambiental. Essa perspectiva cientifica reforca a importancia de
integrar discussoes sobre demografia nos curriculos educacionais, nao apenas como dados
estatisticos, mas como ferramentas para fomentar o pensamento critico sobre consumo e
sustentabilidade. O estatistico e educador Hans Rosling, em suas andlises sobre tendéncias
demogréaficas globais, argumenta que o pico populacional pode ser gerenciado de forma
positiva ao elevar o padrao de vida dos mais pobres, por meio de investimentos em satde e
educagao, especialmente para mulheres, o que naturalmente reduz as taxas de fecundidade
e promove um equilibrio mais equitativo. Assim, a educagdo emerge como um vetor
transformador, capaz de mitigar os desafios contemporaneos do crescimento populacional

ao empoderar individuos para decisoes informadas.

No ambito pedagdgico, o educador Paulo Freire defende uma educagao libertadora
que posicione o ser humano em uma nova postura diante dos problemas de seu tempo e
espaco, o que se alinha perfeitamente a educagao ambiental critica necessaria para enfrentar
as dindmicas demograficas. Segundo Freire, o processo educativo deve ser dialégico e pratico,
incentivando a reflexao sobre questoes como o envelhecimento populacional e a urbanizacao,
para formar cidadaos ativos na construcao de sociedades sustentaveis. Essa abordagem
interdisciplinar, inspirada em Freire, pode ser complementada pelas visoes de cientistas

como William Rees, criador do conceito de pegada ecologica, que alerta para os limites
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biofisicos impostos pelo crescimento demografico e econémico, exigindo uma educacao que
priorize a justica intergeracional e a reducao do consumismo. Dessa forma, ao incorporar
essas perspectivas na sala de aula, a educagao nao apenas informa, mas transforma,
preparando as novas geragoes para os desafios multifacetados do crescimento populacional

global.
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2 Equacoes Diferenciais

As equagodes diferenciais configuram um dos principais ramos da matematica
aplicada, desempenhando um papel central em diversos processos de modelagem de fe-
nomenos naturais e sociais. Dentre suas multiplas aplicagoes, destacam-se especialmente
os modelos que buscam descrever o crescimento de populacgoes. A utilizacao de equagoes
diferenciais nesse contexto permite representar a dindmica populacional de forma quanti-
tativa, possibilitando a realizacao de inferéncias sobre tendéncias futuras e o embasamento

de agoes de planejamento estratégico.

Com o avanco das pesquisas e o desenvolvimento tecnolégico, esses modelos
vem sendo continuamente refinados, oferecendo descrigoes cada vez mais precisas dos
comportamentos populacionais. A incorporacao de recursos computacionais, em particular,
tem potencializado a capacidade de simular cenarios complexos e de ajustar os modelos
matematicos a dados reais com maior precisdao, tornando a analise populacional uma

ferramenta cada vez mais indispensavel para diversas areas do conhecimento.

Sugerimos ao leitor que, antes de avancar para a discussao de modelos populacio-
nais baseados em equagoes diferenciais e suas solu¢des numéricas, consolide os fundamentos
do Calculo Diferencial e Integral. Em particular, os conceitos de limite, continuidade,
derivada e integral sdo indispensaveis para compreender (i) o significado geométrico e
analitico das taxas de variagdo, (ii) a interpretagdo de derivadas como “velocidade de
crescimento” de uma grandeza ao longo do tempo e (iii) a reconstru¢ao de uma funcao a
partir de sua taxa de variagdo por meio de integrais. Além disso, resultados centrais como
o Teorema do Valor Médio e o Teorema Fundamental do Célculo oferecem a base tedrica
para justificar aproximagdes, estimativas e procedimentos numéricos frequentemente em-

pregados na modelagem.

No contexto especifico desta pesquisa, tais nogoes permitem interpretar com
clareza os termos presentes nas equagoes diferenciais (por exemplo, a taxa de crescimento
proporcional ao tamanho populacional em modelos exponenciais, ou a taxa limitada por
fatores ambientais em modelos logisticos), bem como compreender como condigoes iniciais
determinam trajetérias e previsdes. Do ponto de vista computacional, uma formacao solida
em Calculo também facilita a leitura de métodos de discretizagao e integragdo numérica
(como métodos de Euler e Runge-Kutta), pois esses procedimentos se apoiam diretamente
em ideias de variacao infinitesimal e aproximacao por incrementos. Assim, a revisdo desses
contetidos torna-se um passo importante para que o leitor acompanhe, com maior rigor e

autonomia, as etapas de formulagao, ajuste e interpretacao dos modelos apresentados.

Para esse aprofundamento, recomendamos a consulta a obras classicas e ampla-
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mente utilizadas em cursos de graduagao, como Stewart, Calculo; Thomas, Calculo; Anton,
Calculo; Leithold, O Calculo; e Guidorizzi, Um Curso de Calculo. Para uma abordagem
mais tedrica e demonstrativa, especialmente 1til quando se deseja maior rigor conceitual,

indicamos Apostol, Calculus, e Spivak, Calculus.

2.1 Modelo Exponencial de Crescimento Populacional

Thomas Robert Malthus foi um dos primeiros estudiosos a propor uma formulagao
matematica para o crescimento da populagdo mundial. Em sua obra publicada em 1798,
ele sugeriu que a taxa de crescimento populacional, em determinado momento, seria
diretamente proporcional ao tamanho da populagao naquele instante. Ou seja, quanto
maior a populacdo, maior seria sua taxa de crescimento. Seu modelo ndo considera fatores
limitantes, como escassez de recursos ou mudancas ambientais, assumindo que todos os

individuos se comportam de maneira uniforme.

Nesse sentido, ¢ possivel estabelecer uma aproximagao didética com contetudos
ja trabalhados no Ensino Médio: mesmo sem formalizar o conceito de derivada, a ideia
de taxa de variacao pode ser observada e interpretada de modo geométrico a partir do
comportamento de fungoes em graficos. Quando analisamos o crescimento de uma grandeza
ao longo do tempo, comparamos variacoes em intervalos pequenos e interpretamos a incli-
nacao da reta que “acompanha” o grafico naquele trecho. Essa inclinagao estd diretamente
associada ao coeficiente angular (inclinagao) de retas secantes e, por aproximagao, ao da
reta tangente. Assim, a nocao intuitiva de limite surge como o processo de considerar
intervalos cada vez menores, permitindo compreender a derivada como uma medida local
da variagdo — exatamente a interpretacao necessaria para ler modelos como o de Malthus,

em que a taxa de crescimento, em cada instante, depende do tamanho da populacao.

Segundo (MALTHUS, 1798), enquanto os meios de subsisténcia cresceriam de
forma aritmética, a populagao aumentaria segundo uma progressao geométrica, o que
levaria inevitavelmente a desequilibrios. Essa formulagao é representada por uma equacao

diferencial de primeira ordem:

dP

— = PBP() (2.1)

Com condicao inicial P(0) = Py, em que P(t) representa a populagdo no tempo
t, Py é a populacado inicial e § é a taxa de crescimento intrinseca da populacdo. A solucao

dessa equacao ¢ obtida da seguinte maneira:

Separando os termos que envolvem P e t:

d]f = Bdt (2.2)
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Agora integramos os dois lados da equacao:

/}DdP:/ﬂdt =~ W|P|=pt+C (2.3)

Como P(t) representa populagao e é positiva, podemos remover o valor absoluto:

InP=pt+C, (2.4)

Como a funcao exponencial é a inversa da funcao logaritmica, obtemos:

P(t) = 7 =0 . ¢ (2.5)

Utilizando a condicéo inicial e¢ = Py temos a solucio geral da equacio: P(t) = Pye?,

(2.6)
caracterizando um crescimento exponencial ao longo do tempo. Embora o modelo de
Malthus seja frequentemente criticado por sua simplicidade e por nao considerar fatores
socioeconomicos ou ambientais, ele é de grande importancia histérica. Sua formulagao
abriu caminho para o desenvolvimento de modelos mais sofisticados e realistas, tornando-se

um marco na modelagem matematica de fendmenos populacionais.

Vamos aplicar o modelo exponencial para estimar o crescimento populacional
da Etiopia, pais que, segundo o Banco Mundial, tinha aproximadamente 120 milhdes de
habitantes em 2022. Suponhamos, com base em dados histéricos, que a taxa média anual
de crescimento populacional da Etidpia nos ultimos anos seja de 2,5% ao ano, com base
em estimativas da ONU (ou seja, 5 = 0,025). Qual serd a populagdo Etiope no ano de
20327

Resolucao: Vamos aplicar a equacao de Malthus, ou seja,
P(t) = Pye™, (2.7)

temos que:

» Populagao inicial: Fy = 120 milhoes de habitantes
o Taxa de crescimento: 5 = 0,025

e Periodo: t = 10 anos

Substituindo os valores dados temos:

P(10) =120 - %9510 = 120 . " (2.8)
P(10) = 120-1,284025... = P(10) ~ 154,08 milhdes de habitantes. (2.9)
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Representando graficamente esse problema obtemos:

Projecao do Crescimento Populacional da Etidpia (Modelo de Malthus)
260+
Modelo de Malthus (Exponencial)
240+
220+

200

180

Populacao (milhdes)
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Figura 4 — Projecao Modelo de Malthus para Etiépia

2.2 Modelo Logistico ou Modelo de Verhulst

Com o avanco das ciéncias naturais e sociais, percebeu-se que o modelo proposto
por Malthus, embora pioneiro, apresentava limitagoes importantes. Isso porque ele des-
considerava fatores ambientais e sociais que afetam diretamente a taxa de crescimento
de uma populagao. Em resposta a essas limitagoes, o matematico belga Pierre Francois

Verhulst propos, em 1837, um modelo mais realista, conhecido como modelo logistico.

Esse modelo parte da ideia de que o crescimento populacional, inicialmente
rapido, tende a desacelerar a medida que a populagao se aproxima de um limite maximo
sustentavel, denominado capacidade de suporte K. Esse limite representa a quantidade
maxima de individuos que o meio ambiente pode sustentar, considerando recursos como
alimento, espaco e condigoes sanitarias. O modelo logistico é, portanto, uma evolucao
do modelo exponencial, pois considera que a taxa de crescimento nao é constante, mas

decrescente ao longo do tempo.

A equacao diferencial que descreve esse modelo é dada por:

‘Z:r<1—P)P (2.10)

em que:

» P(t) representa a populagdo no tempo t,
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e r € a taxa intrinseca de crescimento,

o K ¢ a capacidade maxima de populagao que o ambiente comporta.

Essa equacao é uma equacao de variaveis separaveis. Podemos resolvé-la da

seguinte forma, inicialmente vamos separar as variaveis:

dP K
S —ydt = AP =rdt 2.11
pai-o) " P(K — P) ' (2.11)

Dessa forma obtemos as seguintes fragoes parciais:

K 1 1

—_ = — 2.12
P(K-P) P + K-P (2.12)
E fazendo a integracgao:
1 1 P
- ap = [rar 1( ):t c 2.13
/(P+K—P) ra = M E—p) T (2.13)
Isolando P(t):
P 01 KGTt
= Ce™ Plt)y= ———— 2.14
Kk-p Q¢ = PO=17760 (2.14)
Aplicagao da condicao inicial P(0) = P, obtemos:
O]K PO
P(0) = =F = (= 2.15
(0) 1+c; " K-p (2.15)
Substituindo C; na solucao obtemos a equacao logistica de Verhulst:
K
P(t) (2.16)

() e

O modelo logistico apresenta duas solucoes de equilibrio: P = 0, que representa
a extincao populacional, e P = K, que representa a estabilizacao da populacao em
um patamar sustentavel. Diferentemente do modelo de Malthus, que prevé crescimento
ilimitado, o modelo de Verhulst descreve uma populacao que cresce rapidamente no inicio,

mas que desacelera a medida que se aproxima do limite imposto pelo meio ambiente.

Exemplo: Vamos aplicar o modelo logistico ao caso do Paquistao, um pais
cuja populacao estimada em 2022 era de aproximadamente 231 milhdes de habitantes.

Consideraremos:

o Populacao inicial: Py = 231 milhoes
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o Capacidade de suporte estimada: K = 350 milhoes

o Taza de crescimento: v = 0,02 (ou seja, 2% ao ano)

e Periodo de projecao: 30 anos

Conforme demonstrado na Equagdo de Verhulst (2.14):

Substituindo os valores K = 350, Py = 231, r = 0,02 e t = 30:
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Figura 5 — Projecao do Modelo Logistico do Paquistao
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P(30) ~ 272,86 milhoes.
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Segundo o modelo logistico, a populacao do Paquistao continuara crescendo,
mas em ritmo desacelerado. Em 30 anos, a populagao chegaria a aproximadamente 273
milhdes, se aproximando gradualmente da capacidade de suporte de 350 milhGes. Diferente
do modelo de Malthus, que prevé crescimento ilimitado, o modelo logistico prevé uma

estabilizagdo natural da populacao.

A andlise gréafica evidencia as diferengas fundamentais entre os modelos de
crescimento populacional propostos por Malthus e Verhulst. Enquanto o modelo de
Malthus assume um crescimento ilimitado e constante da populagao, resultando numa
curva exponencial ascendente, o modelo de Verhulst introduz a ideia de limites ambientais,
refletidos na capacidade de suporte K. Essa inclusao leva a um comportamento mais
realista, no qual o crescimento ¢ inicialmente rapido, mas se desacelera gradualmente a

medida que a populacao se aproxima de K, até estabilizar-se.

No caso especifico do Paquistao, observa-se que, segundo o modelo exponencial,
a populacao ultrapassaria facilmente os 400 milhoes de habitantes em 30 anos. J4 o modelo
logistico projeta um crescimento mais moderado, convergindo para aproximadamente 273
milhdes nesse mesmo periodo, respeitando a capacidade méaxima estimada do ambiente.
Assim, o modelo logistico apresenta-se como uma ferramenta mais adequada para analises

de longo prazo, pois considera restricoes naturais e economicas ao crescimento populacional.

2.3 Modelo de Gompertz

Outro modelo amplamente utilizado nas ciéncias bioldgicas para descrever proces-
sos de crescimento populacional é o modelo de Gompertz, proposto em 1825. Diferentemente
dos modelos de Malthus e Verhulst, que consideram uma taxa de crescimento constante
ou linearmente decrescente, o modelo de Gompertz pressupoe que a taxa de crescimento

diminui de forma logaritmica a medida que a populagao se aproxima de seu limite superior.

Esse modelo é especialmente sensivel ao comportamento inicial do crescimento:
ele prevé que a taxa de aumento populacional é mais acentuada no inicio e desacelera
progressivamente com o tempo, resultando em um crescimento mais lento a medida que a
populacao se aproxima de um valor maximo. A equacao diferencial que expressa o modelo

de Gompertz é:

dP P

onde:

o P(t) representa a populagdo no tempo t,

e ) ¢é a taxa de crescimento relativa quando P é pequena,
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e P, é o valor limite (assintético) da populagao.

Assim como o modelo de Verhulst, o modelo de Gompertz apresenta um compor-
tamento assintotico, aproximando-se gradualmente do valor de equilibrio sem ultrapassé-lo.
A analise dos pontos de equilibrio mostra que o crescimento populacional tende a zero e se

estabiliza a medida que P — P...

Além disso, a equagao da segunda derivada de P(t) permite identificar o ponto
de inflexao da curva, isto é, o momento em que o crescimento deixa de ser acelerado para

tornar-se desacelerado:

% - oru(() () ) =

Esse ponto de inflexdo ocorre quando:

P, =

P
2.19
c (2.19)

onde P,, é a populagdo no ponto de inflexao, e e é o niimero de Euler. Isso indica que
a maxima taxa de crescimento ocorre quando a populacao atinge aproximadamente 36,8%

de seu valor limite

Partindo da equagao diferencial do modelo de Gompertz,

dP P
E = )\P ln<P> >

deriva-se novamente em relagdo ao tempo. Definindo L(t) = ln(i"), tem-se P'(t) =

AP(t)L(t) e, pela regra do produto, o
P"(t) = A(P'(t)L(t) + P(t)L'(t)).
Como L(t) = In(Py) — In(P(t)), segue que L'(t) = —%. Assim,
P"(t)y=\X(P'L—P)=\P(L-1).
Substituindo P' = APL, obtém-se

2P, P P
= Pl“(p) (1“(13)‘1)'

O ponto de inflexdo ocorre quando P”(t) = 0. Como A\*> > 0 e P > 0, tem-se 111(1%’0) =1,

o que implica

Logo, a maxima taxa de crescimento ocorre quando a populagao atinge aproximadamente
1/e ~ 0,368 do valor limite P...
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Curva de Gompertz em porcentagem com ponto de inflexao
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Figura 6 — Curva de Gompertz em porcentagem do valor limite, com destaque para o
ponto de inflexao.

O modelo de Gompertz, embora menos utilizado em contextos demograficos
puros, é especialmente eficaz na modelagem de dados bioldgicos, como crescimento de
tumores ou mortalidade humana. No final do século XIX, Gompertz analisou tabelas de
vida de diversos paises europeus e observou que o aumento da idade estava relacionado a
uma taxa de mortalidade crescente em ritmo exponencial. Enquanto Malthus centrava sua
analise na fertilidade, Gompertz buscava descrever um padrao geral para o envelhecimento

e mortalidade da populagao.

“Os modelos de Malthus, Verhulst e Gompertz, embora
distintos em suas formulagoes mateméticas, compartilham o
objetivo comum de descrever o crescimento de populagoes.
O modelo malthusiano pressupde crescimento ilimitado e
proporcional a populacdo existente, o logistico introduz um
limite ambiental que desacelera o crescimento a medida
que a populacao se aproxima da capacidade de suporte, e o
modelo de Gompertz sugere uma desaceleracdo mais precoce,
com base em uma taxa de crescimento decrescente de forma
logaritmica. Juntos, esses modelos representam diferentes
niveis de sofisticacdo na tentativa de compreender e prever
dindmicas populacionais.” (MURRAY, 2002)

E como podemos estimar a capacidade de suporte do ambiente (K) a partir

dos dados populacionais e do modelo de Gompertz?
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O ponto de inflexdo ocorre quando P”(t) = 0. Como A\? > 0 e P(t) > 0, a condicao

relevante é

1<K> 1—0:>1<K)—1:> k_. - p -2t
n{ 5 = nl 5 ) = = =

Portanto, a partir do valor da populag¢ao no ponto de inflexdo P,,, obtém-se

K=eP,.

Exemplo: Vamos aplicar o modelo de Gompertz ao caso da Alemanha, cuja

populacao estimada em 2022 era de aproximadamente 83 milhdes de habitantes.

Consideraremos:

Populacao inicial: Fy = 83 milhoes
« Populagao limite estimada: P,, = 90 milhoes
o Taxa de crescimento relativa: A = 0,05

e Periodo de projecao: 10 anos

Resolucgao:

P
Calculando —= temos
R

90
g3~ L0843 = In(1,0843) ~0,0809

Calculando agora In(0,0809) ~ —2,5136. Substituindo na equagao de Gompertz:

(en(=R)

—e

P(t)=Py-e

Para t = 50:
_6(70,05450+(—2,5136))]

P(50) = 90 - el

_6(73,016)]

P(50) = 90 - el

P(50) = 90 - ¢ 00486
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P(50) = 90 - 0, 9526

P(50) ~ 85,73 milhoes de habitantes

Com base nos parametros estimados para a populacao da Alemanha, foi gerada
a curva de crescimento segundo o modelo de Gompertz. A equacao utilizada leva em
consideracao uma taxa de crescimento que decresce logaritmicamente ao longo do tempo,
0 que representa um comportamento mais realista para populagoes de paises com altas
taxas de urbanizacao e envelhecimento. O grafico a seguir ilustra a evolug¢ao populacional
ao longo de 50 anos, mostrando que a populacao tende a se estabilizar gradualmente,

aproximando-se do limite superior estimado de 90 milhoes de habitantes.

Projecé@o do Crescimento Populacional da Alemanha
Segundo o Modelo de Gompertz
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Figura 7 — Modelo de Gompertz para Populagao da Alemanha

2.4 Modelo de Montroll

Em 1971, o fisico Elliott Montroll propés um modelo matematico geral para
descrever o crescimento assintético de populagoes, considerando a possibilidade de que
o ponto de inflexdo da curva, ou seja, o momento em que a taxa de crescimento deixa
de aumentar e comeca a desacelerar, nao precise ocorrer em um ponto fixo, como nos
modelos anteriores, mas pode variar entre Py e P,,. Este modelo é uma generalizacao do
modelo logistico de Verhulst e introduz um novo parametro, «, responsavel por deslocar

esse ponto de inflexdo ao longo da curva.
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A equacao diferencial do modelo de Montroll é dada por:
dP P\®
— =MP|1—|— 2.2
o A [ <Poo) ], com A\, a >0 (2.20)

Essa equagao descreve um crescimento mais flexivel do que o previsto por
Verhulst, pois permite que a intensidade da desaceleragao varie conforme o parametro a.

Quando a = 1, o modelo de Montroll se reduz ao modelo logistico classico.

A seguir resolveremos a Equacao 2.20, usando o méotodo de separagao de

variaveis: P
e = Adt. (2.21)
P(1-(z))
Aplicando a substituicao
P\” dP 1dy
(L o _ 14y 9.22
Y (POO> — P ay ( )

Entao,

dP 1 dy
[ ey o) vow 22

Por frac¢oes parciais,

1 1 1
S ——— (2.24)
yl—-y) y 11—y
Logo,
1 1 1 1
— [+ —)dy=—(In|y|—In|l —y|) = At + C. 2.25
(G )=l - = et (225
Reescrevendo:
In |- | — aXt + ). (2.26)
-y

Como a Func¢ao Exponencial é a fungao inversa da Funcao logaritmica, obtemos:

Yy alt
—— = ) 2.27
e (2.27)
Isolando y:
CeM 1 1
Yy 1+ C’eo&\t 14+ Ae—a)\t’ C ( )

Voltando para P (pois y = (P/Px)®):

P\® 1 ~1/a
(P> = = P =P (1+ AemM) v (2.29)

Com condigao inicial P(0) = Py:

Po=Po(l4+ Ay e — A= (P°°> Y (2.30)
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Portanto, a solucao explicita é

Pt) = Foo (2.31)

(G -9

Para determinar o ponto de inflexdo da curva, basta considerar a segunda

derivada no instante em que ela admite valor zero. A equagao resultante leva ao seguinte

ponto de inflexao P,,:

1
1 a
P, = P, 2.32

<a+1) ( )

Assim, o valor de P,, depende exclusivamente de o e do valor limite P,

permitindo adaptar o modelo a diferentes comportamentos de crescimento com base em

dados empiricos.

A partir do valor de P,, apresentado na Equacao 2.32, pode-se determinar o
instante t,,, em que ocorre o ponto de inflexdo. Para isso, utiliza-se a solugao explicita do

modelo, dada por
P(t) = Po (14+ A=) e (2.33)

em que A é uma constante definida pela condicao inicial P(0) = Py, isto é,

A= (fj:)a ~ 1. (2.34)

No ponto de inflexdo, vale P(t,,) = P,,. Substituindo ¢ = t,, na Equagao (2.33)

e utilizando a Equacao 2.32, obtém-se

—ant,\ 10 1 \Ye
Py (14 Ae om = Py, () 2.35
(14 Aeom) —) (2.35)
o que implica
l+Ae™m =g 41 = Ae*m =aq. (2.36)

Assim, o instante do ponto de inflexdo é expresso por

Loy () -

Com isso, o parametro « assume papel central na interpretagdo do modelo: além de
determinar o valor populacional no ponto de inflexdo (Equagao 2.32), ele também desloca
no tempo o instante ¢, em que ocorre a mudanga de concavidade (Equacao (2.37)). Em
termos praticos, tal dependéncia permite representar cenarios nos quais a desaceleracao
do crescimento ocorre mais cedo ou mais tarde, conforme o comportamento observado nos

dados.
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Nesse contexto, como destacam os autores do Congresso de Matematica Aplicada
e Computacional — Nordeste 2012, p. 352, o modelo de Montroll apresenta uma vantagem
em relagdo ao modelo de Verhulst, uma vez que possibilita ajustar o ponto de inflexdo por

meio da escolha de «, tornando o ajuste mais adequado a fendmenos de naturezas diversas.

Essa flexibilidade torna o modelo de Montroll particularmente util na modelagem
de fendmenos populacionais em contextos em que a desaceleracao do crescimento ocorre

mais cedo ou mais tarde do que o previsto pelos modelos tradicionais.

Exemplo: Em 2022, a populacao de Portugal era estimada em aproximadamente
10, 3 milhoes de habitantes. Suponha que, com base em estudos demograficos e fatores
socioecondmicos, a populacao tende a estabilizar-se em torno de 11,5 milhoes. Admitindo

que o crescimento segue o modelo de Montroll, cuja equagao diferencial em (2.18) é:

dP P\®

— = AP |1 —- =

dt l (POO) ]
e considerando os seguintes parametros:

e Py = 10,3 milhoes de habitantes

e A =0,04 (taxa de crescimento relativa)
o a =2 (pardmetro do modelo)

e t =10 anos (tempo ap6s 2022)

Calcule a populagao estimada de Portugal apds 10 anos, segundo o modelo de
Montroll.

Resolucao: Para resolver essa questao, usamos a solucao analitica aproximada

do modelo de Montroll, Equacao 2.31:

Substituindo os valores, temos que:

2
A= (11’5> — 10,247

10,3
11,5
[14 0,247 - e~20.0410]2
11,5
P(10) = ’

C[140,247 - e708)%7
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Projecdo do Crescimento Populacional de Portugal
Segundo o Modelo de Montroll
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Figura 8 — Modelo de Montroll para Populagao de Portugal

11,5
P<10) - 0,5
[14 0,247 - 0,4493)"
11,5 11,5
P(10) = — " <= P(10) = —— ~ 10,93 milhdes
(10) [140,111]%° (10) 1,053

A projecao realizada com o modelo de Montroll indica que, mantendo-se os
parametros adotados, a populacao de Portugal crescera de forma moderada, aproximando-
se de seu valor limite ao longo das préoximas décadas. O resultado obtido apos 10 anos, cerca
de 10,93 milhoes de habitantes, reflete um crescimento suave e desacelerado, caracteristico
desse modelo. O grafico acima ilustra essa evolugao ao longo de 50 anos, evidenciando como
o parametro a = 2 desloca o ponto de inflexao e permite uma melhor adequagao do modelo
a populagoes com crescimento controlado. A curva mostra claramente o comportamento

assintético, aproximando-se de forma continua do limite superior populacional estimado.

2.5 Modelo com Retardo

Em muitas situagoes reais, o crescimento de uma populagdo nao responde
instantaneamente as variagdes no numero de individuos. Isso ocorre porque fatores como
reproducgao, migracao, mortalidade e esgotamento de recursos costumam apresentar efeitos
retardados. Para considerar essa defasagem temporal, utiliza-se o modelo com retardo (ou
atraso temporal), que incorpora o valor da populagdo em um instante anterior ¢t — 7, onde

7 > 0 representa o tempo de retardo.
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A forma mais simples e classica desse tipo de modelo é dada pela equacao

diferencial com retardo:

dP() _ e [1 _ P(t—ﬂ (2.38)

em que:

« P(t) é a populagao no instante atual t,

o P(t — 1) é a populagdo no instante passado t — 7,
e 7 é a taxa de crescimento,

o K é a capacidade de suporte do ambiente,

e 7T é o tempo de retardo.

Esse modelo pode ser visto como uma extensao da equacgao logistica de Verhulst,
na qual o impacto da populacao sobre os recursos (e, portanto, sobre o crescimento) nao é
imediato, mas ocorre com atraso. Isso torna o modelo com retardo mais adequado para
simulacoes de populagoes que reagem a condigoes passadas, como em ciclos reprodutivos

sazonais, regimes agricolas ou mudancas climaticas.

Do ponto de vista dindmico, a introdugao de um retardo pode causar compor-
tamentos oscilatorios e até instabilidades, dependendo do valor de 7. Pequenos valores
de retardo tendem a manter a estabilidade da solugao, mas valores maiores podem levar
a flutuagoes populacionais ou mesmo a ciclos-limite, o que nao é observado em modelos

logisticos classicos.

Como destacam (BELAIR; MACKEY, 1986), A introduc¢ao de um pequeno
atraso no feedback populacional é suficiente para transformar a convergéncia monoétona do
modelo logistico em oscilagdoes amortecidas ou sustentadas, dependendo dos parametros

envolvidos.
Mas qual é a forma completa do problema com retardo?

A formulac¢ao completa é a seguinte: Equacao Diferencial com Retardo (Modelo

Logistico Generalizado):

P P(t —
L(t):r.p(t) [1_@7)]7 £>0
dt K (2.39)
p(t) =ot, te[—T,0]
onde, ¢(t) é a fungdo histérica inicial, definida no intervalo [—7,0], por exemplo

o(t) = Py é uma constante.
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A seguir analisaremos porque essa equagao nao tem solucao explicita.

Observe que a equagao depende da prépria fungao P(t) em dois momentos dife-
rentes: o atual e o passado. Isso exige que o problema seja resolvido numericamente, usando
técnicas especificas, como Método de passos continuos Euler, Runge-Kutta adaptados e

métodos com interpolagao de historico.
Como funciona o Método numérico de Runge-Kutta?

Em diversos modelos classicos de crescimento populacional, a dindmica da

populacao é descrita por uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) de primeira ordem,

dP
o ft, P), P(ty) = P, (2.40)
na qual P(t) representa a populagdo no instante ¢ (por exemplo, em anos) e f(t, P) descreve
a taxa de variacao populacional, podendo corresponder a modelos como o exponencial,

logistico ou Gompertz.

Quando nao se dispoe de solugdo analitica simples, ou quando se deseja obter
aproximagoes numéricas compativeis com dados discretos (por exemplo, estimativas censi-
tarias por ano ou por década), emprega-se um método numérico para aproximar P(t) em
uma malha de tempos. Seja h > 0 o passo de integragao e t,, 1 = t, + h. O método de
Runge-Kutta de 4* ordem (RK4) calcula a aproximagao P, ~ P(t,) por meio de quatro

avaliagoes da fungao f em pontos internos do intervalo [t,, t,11]:

ki = f(tn, Pn), (2.41)
h h
h h

ks = f(tn + =, P+ l@) , (2.43)
2 2

ky= f(tn + h, P, + hks). (2.44)

Em seguida, atualiza-se a solu¢ao numérica por
h
Popr=Fu+ ¢ (ky + 2k + 2k3 + ky) . (2.45)

Assim, o modelo com retardo oferece uma descricao mais refinada e realista da
dindmica populacional, especialmente em contextos ecolégicos e bioldgicos nos quais o

efeito de densidade populacional ocorre de forma nao instantanea.

Exemplo: A populagao do Brasil era estimada em aproximadamente 212.5
milhoes de habitantes em 2020. Estudos demograficos indicam que o crescimento populaci-
onal pode responder com atraso as mudancas nas condigoes socioeconémicas, em fungao
de fatores como migracao, politicas publicas, envelhecimento da populacao e ciclos de

planejamento familiar. Para fins de modelagem, considera-se que a capacidade de suporte
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demografica seja de K e que a taxa de crescimento relativa seja r de acordo com dados

histéricos.

Considerando um atraso de 10 anos na resposta do crescimento as pressoes populacionais,

utilizamos o modelo logistico com retardo para responder:

a) Qual o comportamento da populagao do Brasil ao longo dos préximos 100 anos?

b) Que efeitos o atraso temporal (7 = 10) produz na evoluc¢ao populacional em compa-

racao ao modelo logistico tradicional?

¢) A populagao se estabiliza? Se sim, em torno de qual valor e ap6s quanto tempo?

Resolucgao: Inicialmente, determina-se a capacidade de suporte K para a populacao
brasileira, isto é, o valor limite (em longo prazo) em torno do qual a dindmica populacional

tende a se estabilizar segundo o modelo adotado.

Nesse contexto, investigaremos a evolucao da populacao brasileira no intervalo
de 1800 até a atualidade.

Evolucdo estimada da populacao do Brasil (1800-2025)
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Figura 9 — Evolugao estimada da populagao do Brasil (1800-2025).

» Populagao inicial: Py = 212, 5 milhoes de habitantes

 Capacidade de suporte: O grafico mostra uma tendéncia de estabilizagao (saturagao).
A curva comega a achatar perto de 2025. Assumiremos K = 230 milhoes (um valor
razoavel um pouco acima do atual, considerando que o crescimento esta desacelerando,

mas ainda positivo).

o Taxa de crescimento: Historicamente, o Brasil teve taxas altas, mas hoje ¢ baixa.

Para ajustar ao modelo logistico onde a populagdo passou de 17M (1900) para
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212M (2020), uma taxa média histérica ajustada para modelos logisticos situa-se

frequentemente entre 0.02 e 0.03. Usaremos r = 0.025 para a simulacao.
» Retardo: 7 = 10 anos

o Tempo de simulacao: 100 anos

Resolugao do Modelo Populacional com Retardo (Método de Runge-Kutta)
1. Definicao do Modelo Matematico:

O problema propoe o uso do modelo logistico com retardo para descrever a

dindmica populacional brasileira. A equacao diferencial é dada por:
Cii]tD =rP(t) [1 — P(tK_T)l
Onde: P(t) é a populagdo no tempo t.
P(t — 1) é a populagao no tempo ¢ com um atraso de 7 anos.
r é a taxa intrinseca de crescimento.
K é a capacidade de suporte do ambiente.
T é o retardo temporal de resposta.
2. Estimativa de Parametros:
Com base no texto e na andlise grafica (Figura 9) fornecidos:
Tempo inicial (¢g): 2020.
Populagéo inicial (Fp): 212, 5 milhdes.
Atraso (7): 10 anos.

Histoérico (Pygg): Para calcular a derivada em 2020, precisamos da populacao em 2010
(to — 10). Observando a série histérica do grafico, P(2010) ~ 195 milhoes.

Capacidade de Suporte (K): A curva apresenta tendéncia de satura¢ao. Assumiremos

K = 230 milh&es (estimativa visual do platd).

Taxa de Crescimento (r): Calibrando para o crescimento recente, assumiremos r = 0, 025

a.a.

3. O Método de Runge-Kutta de 4* Ordem (RK4) para EDR. Para resolver
numericamente, discretizamos o tempo com um passo h (ex: h = 1 ano). Definimos a

funcao de inclinacao f como:

P,
f(t,P,Po)=1-P- (1—}5’)
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Para o passo n, onde t,, ¢ o ano atual e P, ¢ a populagao em ¢, — 7:

ki = f(tn, Po, P(tn — 7))

h h h
k2:f<tn—|—,Pn+2k1,P(tn+—T)>

2 2
h h h

ki = f(tn + h, Py + hks, P(tn +h — 7))

h
Po1=P,+ 6(l~c1 + 2ko + 2k3 + k)

4. Exemplo numérico da 1* Iteracao (2020 para 2021): Vamos calcular o primeiro
passo (h = 1) para ilustrar o processo: t = 2020, Papa = 212.5, Pyy19 = 195 (Valor

atrasado).

Calculo de ky:

195
ky =0.025-212.5- (1 — —
e ’ ( 230)

ki =5,3125- (1 — 0,8478) ~ 0,808 milhoes/ano

Nota: Para simplificagdo manual, assumiremos o termo de atraso constante
durante o intervalo do passo h = 1, uma pratica comum em aproximagoes simples. Calculo
de Pypop (Estimativa via Euler para simplificacdo ou RK4 completo): Se seguirmos o RK4
completo, os valores de ko, k3, ks seriam muito préoximos de k; pois h é pequeno e a funcao
é suave.

Psoo1 =~ 212,5 + 0,808 = 213, 31 milhoes

5. Respostas as Perguntas do Problema: Com base na execucao teédrica do

algoritmo para o intervalo [2020, 2120]:

a) A simulagdo numérica indica que a populagdo continuara crescendo, porém
em ritmo desacelerado. Como P(t — 7) (populagao de 10 anos atras) é sempre menor que
P(t), o termo de freio (1 — %) ¢ “mais leve” do que no modelo sem atraso. Isso fara a
populagao crescer até se aproximar de K = 230 milhoes.

b) Efeitos do atraso temporal (7 = 10). A comparagao analitica mostra dois

efeitos principais:

Inércia de Crescimento: A taxa de crescimento demora a cair mesmo quando a populagao
estd muito proxima de K, pois o sistema ““olha” para a populagao de 10 anos atrés (que
estava mais longe do limite). Risco de Overshoot (Sobressalto): A populac¢ao pode cruzar
levemente o valor de K (ex: chegar a 231 milhdes) antes de perceber que excedeu a
capacidade e comecar a decair suavemente. No entanto, para os parametros brasileiros
(r = 0,025), o produto r7 = 0,25 é baixo (< 0,37), o que indica que ndo haverd oscilagoes

severas, apenas uma convergéncia suave ou um leve sobressalto.
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¢) Sim, haverd estabiliza¢do em torno de 230 milhoes de habitantes (o valor de
K). O modelo prevé que a derivada % se aproxime de zero quando P(t —7) ~ K. Dada a
dindmica atual, a estabilizacao “pratica” (crescimento quase nulo) deve ocorrer entre 2060

e 2070, cerca de 40 a 50 anos ap6s o inicio da simulagao.

Evolucdo Histérica e Projecdo da Populacao Brasileira (1800-2120)
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Figura 10 — Evolugao Histérica e Projecao da Populacao Brasileira.

O gréafico acima ilustra a diferenca fundamental entre o crescimento logistico
tradicional e o crescimento com atraso de resposta (EDR), respondendo visualmente as

questoes levantadas:

O Fendémeno do “Overshoot”: Observe a linha azul (Modelo com Atraso). Dife-
rente da linha tracejada azul (Logistica Padrao), que freia suavemente antes de chegar na
linha vermelha, a populagao brasileira ultrapassa a capacidade de suporte K (230 milhoes).
Isso ocorre porque, entre os anos de 2040 e 2050, quando a populacao cruza a linha de
230 milhoes, a taxa de crescimento ainda ¢é positiva. O “freio” do modelo depende da

populagao de 10 anos antes (que ainda estava abaixo do limite).

Pico Estimado: O modelo prevé um pico populacional proximo de 232 a 233

milhdes de habitantes por volta do ano 2060.

A estabilizacao e oscilacao é amortecida apods atingir esse pico, a populacao
comega a decair suavemente. Note que a linha azul desce em direcao a linha vermelha
ap6s 2060. Como o produto 7 - 7 (0,25) é pequeno, nao vemos oscilagoes violentas (ondas

grandes de sobe e desce).

Considerando um atraso de 10 anos na resposta demografica as pressoes so-
cioecondémicas, a populacao do Brasil nao se estabilizara imediatamente ao atingir sua
capacidade limite. Ela sofrerd um leve excesso populacional (overshoot) nas préximas déca-

das, atingindo um maximo histérico por volta de 2060, para s6 entao reduzir ligeiramente
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e se estabilizar definitivamente em torno dos 230 milhoes de habitantes perto do final do

século.
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3 Modelos, Dados e Educacao: Explorando o

Crescimento Populacional na Pratica

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir da aplicagao de diferentes
modelos matematicos aos dados populacionais selecionados. Sao analisados, em detalhes, os
desempenhos dos modelos exponencial e logistico, avaliando sua capacidade de representar
o crescimento populacional em distintos contextos historicos e geograficos. A andlise
busca ir além dos nimeros, contextualizando os resultados a luz das teorias demogréficas

discutidas anteriormente, como a malthusiana, a neomalthusiana e a transicao demografica.

Para ilustrar essa aplicagao pratica, sera realizado um estudo detalhado da
evolucao populacional do Brasil e do estado do Parana no periodo de 1900 a 2050,
utilizando dados histéricos e proje¢oes demograficas. A partir desses casos, serao ajustados
os modelos matematicos e comparadas suas estimativas, evidenciando as limitacoes e

potencialidades de cada abordagem.

Ao comparar a precisao e as limitagoes dos modelos, destaca-se a importancia
de se considerar as especificidades de cada realidade populacional. Essa abordagem critica
visa nao apenas aprimorar a compreensao dos modelos, mas também fomentar uma
reflexdo mais ampla sobre suas aplicagdes no ensino. Por isso, além da analise técnica, o
capitulo propoe caminhos pedagdgicos para inserir o estudo da modelagem populacional
no curriculo escolar, valorizando praticas interdisciplinares entre Matematica e Geografia
que possibilitem aos estudantes uma leitura mais consciente e fundamentada do mundo

em que vivem.

3.1 Evolucdo da Populagdo Brasileira no Periodo (1900-2050)

Evolug&o da Populagao Brasileira (1900-2050)

— Curva demogréfica do Brasil
220} x Dados reais

Populagao (milhdes)
=
o]
S

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050
Ano

Figura 11 — Populagao do Brasil [1900-2050].
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Aplicando o modelo logistico ajustado com base nos dados reais, e observando um
comportamento muito mais préoximo da realidade historica e das projecoes populacionais

para o Brasil.

Parametros otimizados:

« Capacidade de suporte: K = 243,4 milhoes (Obtido no ponto onde o crescimento é

maéximo, populagao 89,5 milhoes multiplicado por )
o Taxa de crescimento: r ~ 3,9% ao ano

e Ano central da transicao: tg ~ 1980

A populagao cresce rapidamente até cerca de 1980, momento de maior aceleragio
(ponto de inflexao). Depois disso, a taxa de crescimento diminui, e a populacao se estabiliza
gradualmente, tendendo a um maximo em torno de 243,4 milhoes de habitantes, valor

compativel com estimativas do IBGE e da ONU para o fim do século XXI.

A equagao logistica é uma modelagem cléssica para representar fenémenos de

crescimento limitado (como a populagao de um pais). Sua formulagao parte da equacao
diferencial (2.10):

dP P (1 P)

E— _—

dt K

em que:

« P(t) é a populacao no tempo t;
e 7 é a taxa intrinseca de crescimento;

o K é a capacidade de suporte do ambiente.

A solugao analitica dessa equagao é:

B K
14 e (t—to)

P(t)

onde t, representa o ano central da transigao (ponto de inflexdo da curva), onde
a taxa de crescimento ¢ maxima. Utilizando dados populacionais do Brasil para os anos
entre 1900 e 2050, por substituicao obtemos:

243.4
= 1+ ¢-0039(1-1980)

P(t)
em que:

» P(t) representa a populagao brasileira (em milhdes de habitantes);
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e t é o ano do calendario gregoriano.

Substituindo os valores ano a ano obtemos o seguinte grafico:

Modelo Logistico Ajustado - Populacdo do Brasil (1900-2050)

Modelo Logistico Ajustado
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Figura 12 — Modelo Logistico da Populagao Brasileira (1900-2050)

A anélise conjunta dos modelos polinomial e logistico para a populacao brasileira
entre 1900 e 2050 permitiu ndao apenas observar os diferentes padroes de crescimento ao
longo do tempo, mas também refletir sobre a adequagao das ferramentas matematicas
ao contexto histérico-demografico do pais. O modelo embora ajustado exclusivamente
aos dados, oferece uma boa aproximacao para finalidades educacionais, permitindo inter-
pretagoes diretas sobre o comportamento da curva, especialmente no que diz respeito a

aceleragao e desaceleracao do crescimento.

Por outro lado, o modelo logistico se destaca por incorporar elementos funda-
mentais da realidade populacional, como a existéncia de limites ambientais e sociais ao
crescimento continuo. A estabilizagdo projetada para cerca de 243 milhdes de habitantes é
coerente com projegoes oficiais e com a dindmica observada nas tltimas décadas. A forma
sigmoide da curva reforga a transicao demografica brasileira, ja consolidada, e permite

interpretar os dados a luz das teorias de Verhulst e da transicao demografica.

Do ponto de vista pedagodgico, a comparagao entre os modelos oferece um
excelente recurso didatico. Ao trazer dados reais e contextos sociais para o centro do estudo
matematico, possibilita-se ao estudante desenvolver competéncias de leitura critica, analise
quantitativa e compreensao interdisciplinar. Além disso, as estratégias computacionais
utilizadas no ajuste dos modelos (como o uso do Python e bibliotecas de otimizacao)
demonstram o potencial da tecnologia como ferramenta de ensino na Educacao Baésica e

no Ensino Médio.
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Além dos modelos cldssicos, como o exponencial e o logistico simples, é possivel
considerar efeitos mais realistas por meio da introducao de um retardo temporal no cresci-
mento populacional. Essa abordagem reconhece que as variagoes na taxa de crescimento
de uma populacao nao respondem de forma imediata as mudancas ambientais, sociais ou
econOmicas, mas sim com atraso, o que se mostra relevante em contextos complexos como

o brasileiro.

O modelo logistico com retardo ¢ descrito pela equacao 2.38.:

dP(t) _ ,(,_ Plt=7)

dt K

em que:

o P(t) representa a populagdo no tempo t;
e 7 é a taxa intrinseca de crescimento;
o K é a capacidade de suporte ambiental;

e T representa o tempo de retardo na resposta populacional

De acordo com Belair e Mackey (1986), “a introdugdo de um pequeno atraso no
feedback populacional é suficiente para transformar a convergéncia mondtona do modelo
logistico classico em oscilagbes amortecidas ou sustentadas, dependendo dos parametros
envolvidos”. No caso da populacao brasileira, esse retardo pode refletir fatores como
a defasagem entre politicas publicas e seus efeitos, migracdes temporarias, e os ciclos

reprodutivos e socioeconomicos que afetam a dinamica populacional de forma indireta.

Neste trabalho, considerou-se um atraso de 10 anos na resposta da populacao
brasileira as variacoes de densidade demografica. Com base nos parametros ja ajustados
no modelo logistico simples K ~ 243,4 milhoes e r &~ 3,9% ao ano, a solucao foi construida
numericamente por meio do método de Runge-Kutta de 4* Ordem. O comportamento
resultante revela um crescimento mais suave no inicio, com uma aceleragdo moderada apés
os primeiros anos, seguida por oscilagoes em torno da capacidade de suporte, até alcangar

a estabilizagao proxima ao valor limite.

A figura a seguir ilustra esse comportamento. E possivel perceber como o modelo
com retardo produz uma curva mais dindmica e sensivel, especialmente nos periodos
intermediarios de transi¢do. A presenca de oscilagbes amortecidas é compativel com os
dados empiricos da populacgao brasileira, que mostram uma desaceleragdo do crescimento
acompanhada de flutuagdes nos indicadores demograficos, como fecundidade, expectativa

de vida e migragao interna.
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Figura 13 — Modelo Logistico com Retardo - Brasil (1900-2050)

Segundo (MURRAY, 2002), “modelos com retardo sao essenciais para capturar
as consequéncias de feedbacks ecoldgicos e sociais que nao ocorrem de forma instantanea”,
portanto sao ferramentas relevantes tanto para analises cientificas quanto para abordagens
pedagdgicas. Ao trazer esse modelo para o ambiente escolar, especialmente no Ensino
Médio, abre-se espago para discutir nao apenas os aspectos matematicos da equacgao
diferencial, mas também questoes interdisciplinares envolvendo Geografia, Sociologia e

Educacao Ambiental.

Assim, a utilizacao do modelo logistico com retardo representa uma estratégia
valiosa para compreender e ensinar as nuances do crescimento populacional, contribuindo

para uma formacao mais critica e contextualizada dos estudantes.

A seguir, aplicaremos esses mesmos modelos ao caso do estado do Parana,
analisando suas particularidades demograficas e comparando os dados com a variagao
da populacao brasileira a fim de enriquecer ainda mais a compreensao da modelagem

populacional em diferentes escalas territoriais.

3.2 Evolucdo da Populacdo do Estado do Parana (1900-2050)

A populagao do estado do Parana apresentou, ao longo do século XX, um
crescimento acentuado, impulsionado por fatores como migracao interna, expansao da
fronteira agricola e urbanizagao. No entanto, nas tltimas décadas, observa-se um processo
de desaceleracao demografica, compativel com as fases finais da transicao demogréafica.
Para representar matematicamente esse comportamento, utilizou-se inicialmente o modelo

logistico, uma das equagoes mais consagradas para simular processos de crescimento
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limitado.
POPULACAO DO PARANA EM MILHOES DE HABITANTES
Ano | Populagao | Variagao Média por ano em %
1900 0,33
1920 0,69 2,09 3,75%
1940 1,24 1,80 2,98%
1950 2,12 1,71 5,51%
1960 4,30 2,03 7,33%
1970 7,00 1,63 5,00%
1980 7,63 1,09 0,86%
1991 8,45 1,11 0,95%
2000 9,56 1,13 1,37%
2010 10,44 1,09 0,86%
2022 11,44 1,10 0,80%

Populagdo do Parana (1900-2022)

—— Populagao (milhodes) L 8
Média ao ano (%)

101 L5

Populagao (milhdes de habitantes)
[e)]
Média ao ano (%)

1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Ano

Figura 14 — Populagao do Parand (1900-2022)

A equacao logistica, proposta originalmente por Pierre Verhulst em 1838, descreve
a evolugao de uma populacao sujeita a limitagoes ambientais. A equacao diferencial que

rege o modelo é dada por (2.10):
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e, como vimos anteriormente, a solugao analitica é (2.16)

B K
Tt

P(t)
A partir da analise de dados, obtemos:

« Capacidade de suporte: ~ 12,13 milhdes de habitantes; (Obtido pela populagao
na época do maior crescimento, por volta de 1960, ~ 4,4 milhdes de habitantes

multiplicado por e)
o Taxa de crescimento: r =~ 7,33% ao ano;

e Ano de inflexdo: ty ~ 1970.

Substituindo esses valores na equacao, obtém-se o seguinte modelo logistico

ajustado para o Parana:
12,13

= 1+ ¢ 00733 (t-1970)

P(t)

Esse modelo mostra que o crescimento populacional do Parana foi inicialmente
acelerado, especialmente entre 1950 e 2000, mas tende a estabilizacao nas préximas décadas,
com um platé demografico préximo aos 12 milhoes de habitantes. Tal comportamento
¢é coerente com os dados do IBGE e com projegoes populacionais que indicam uma
desaceleracao expressiva no ritmo de crescimento estadual como observamos no grafico

abaixo:

Parana: modelo logistico vs dados reais (IBGE) — 1900 a 2100

P(2050)=11,97 P(2100)=12,12
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Ajuste do modelo aos pontos de censo (1900-2022): RMSE = 0,56 milh&o(des).

Figura 15 — Modelo Logistico - Parand (1900-2100)

A adocao do modelo logistico permite uma analise mais realista do compor-
tamento populacional, pois, diferentemente do modelo exponencial, ele reconhece que

o crescimento nao é indefinido. Segundo (MURRAY, 2002), o modelo logistico é “uma
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ferramenta fundamental para modelar populagdes sujeitas a pressoes ambientais, escassez

de recursos e limitagoes estruturais do territério”.

Além do valor cientifico, o modelo logistico tem grande potencial pedagogico,
pois permite que estudantes trabalhem conceitos como funcao, derivada, ponto de inflexao
e limite de forma contextualizada, além de estimular discussoes interdisciplinares sobre

geografia, sustentabilidade e politicas publicas.

Entretanto, ¢ importante destacar que, em muitas situacoes reais, o crescimento
populacional nao responde imediatamente as mudancgas no ambiente ou nas politicas
publicas. Fatores como migracao sazonal, planejamento urbano, politicas de satude e
educagao ou mesmo comportamentos culturais associados a reproducao podem apresentar
efeitos retardados. Para lidar com essa defasagem temporal, recorre-se ao chamado modelo

logistico com retardo.

Esse modelo é representado por uma equacao diferencial funcional, em que a
taxa de variacdo da populacao em um instante dado depende da populagdo em um tempo
anterior, como foi observado antes com a populagao brasileira. Experimentos classicos de
Nicholson com moscas-da-carne e a reanalise de Gurney e Nisbet mostraram que atrasos
na reproducao e na densidade podem induzir oscilacoes amortecidas ou persistentes,
corroborando o uso de equagoes com retardo em populacoes em transicao demografica.
Como ja salientado por Hutchinson (1948) e sistematizado em textos classicos como
Murray (2002) e MacDonald (1978) o atraso temporal (time lag) introduz uma dependéncia
retardada da densidade, frequentemente responsavel por oscilagoes amortecidas antes da

estabilizacdo em K.

Dessa forma, o ajuste do modelo logistico aos dados do Parané evidencia um
crescimento populacional acelerado até meados da década de 1970, seguido por uma
clara desaceleracao, coerente com as fases finais da transi¢do demografica no estado. A
projecao indica estabilizacdo em torno de 12 milhdes de habitantes, valor compativel com
as estimativas do IBGE, reforcando a pertinéncia do modelo de Verhulst para descrever a
dindmica regional. Além de oferecer uma leitura quantitativa robusta, essa abordagem
contribui para o ensino ao possibilitar que os estudantes relacionem conceitos matematicos,

como ponto de inflexdo e limite, a fend6menos concretos do territério em que vivem.

Contudo, como toda simplificacao, o modelo logistico apresenta restrigoes, sobre-
tudo por nao considerar os efeitos temporais retardados de fatores sociais, econémicos e
migratérios. Nesse sentido o modelo logistico com retardo busca incorporar essas defasagens,

oferecendo uma descrigao mais realista e sensivel da evolugao demografica paranaense.

Comentario do grafico. O gréafico apresenta a comparagao entre trés repre-
sentagoes do crescimento populacional do Parand no periodo 1900-2100: (i) os dados

censitarios (IBGE), (ii) a solugao analitica do modelo logistico parametrizado por
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Parana: Runge-Kutta vs modelo analitico vs dados (1900-2100)
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Figura 16 — Modelo Logistico com Retardo do Estado do Parana

K = 12,13 (milhoes) e r = 0,054, e (iii) a solu¢do numérica obtida pelo método de
Runge—Kutta de 42 ordem (RK4) aplicado a EDO logistica

ap j2
@ op(1- ).
a < K>

Observa-se o comportamento caracteristico em “S” do modelo logistico: crescimento
inicial lento, seguido de uma fase de aceleragdo e, posteriormente, desaceleracao, a medida
que P(t) se aproxima da capacidade de suporte K. No horizonte de longo prazo, a curva
indica tendéncia de estabilizagdo préxima de K, evidenciando a saturacao do crescimento

na simulacgao.

A comparacao com os dados reais mostra que o modelo descreve adequadamente
a tendéncia global, sobretudo a partir da segunda metade do século XX, quando a expansao
passa a desacelerar. As discrepancias pontuais sdo esperadas, pois o modelo assume taxa
intrinseca constante r e limite fixo K, enquanto a dindmica demografica observada é
influenciada por fatores socioeconémicos (migragoes, urbanizagao, politicas publicas e

transicao demografica), que podem alterar temporariamente o ritmo de crescimento.

Por fim, nota-se que a trajetéria obtida por RK4 praticamente coincide com
a curva analitica, o que valida o procedimento numérico e indica que o passo adotado é
suficiente para esta EDO suave. Assim, além de reproduzir o comportamento do modelo,
o método de Runge—Kutta se mostra apropriado para extensées em que nao ha solugao

fechada, como parametros variaveis no tempo ou modelos com atraso.
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3.3 Evolucdo da Populacio de Santa Cruz de Monte Castelo (1961-
2030)

A andlise do crescimento populacional em escala municipal possibilita observar,
de maneira mais detalhada, como fenomenos globais e regionais se refletem em contextos
locais. Santa Cruz de Monte Castelo, municipio do noroeste paranaense emancipado
em 1961, constitui um exemplo relevante de dinamica populacional marcada por ciclos

econdmicos, eventos climaticos extremos e movimentos migratorios.

De acordo com os censos do IBGE, a popula¢do do municipio apresentou forte
expansao entre as décadas de 1960 e 1970, passando de aproximadamente 7.200 para
13.200 habitantes. Esse aumento esteve diretamente relacionado a expansao da cafeicultura,
principal base economica regional no periodo, que atraiu migrantes de diferentes partes do

Parand e de estados vizinhos.

Entretanto, a trajetéria de crescimento sofreu uma ruptura brusca a partir de
1975, com a ocorréncia da Geada Negra, que devastou os cafezais do norte e noroeste do
Parana. Esse evento climético extremo arruinou a economia local, fortemente dependente
do café, e provocou um éxodo rural significativo. Como resultado, a populacao do municipio
caiu para cerca de 10.000 habitantes em 1980, configurando um déficit populacional de
aproximadamente 3.000 pessoas em relacao ao censo de 1970. Esse declinio nao se deveu
apenas a fatores naturais de natalidade e mortalidade, mas sobretudo a migragao forcada,

revelando o impacto direto de choques ambientais sobre a dinamica demografica.

Nas décadas seguintes, a populagao municipal estabilizou-se em torno de 10 mil
habitantes, com leve tendéncia de queda na virada para o século XXI, quando o censo
de 2000 registrou aproximadamente 8.600 habitantes. Essa redugao pode ser explicada
pela migracao de jovens em busca de oportunidades em centros urbanos maiores, além da
consolidagao da transicao demografica, com queda nas taxas de fecundidade. Em 2010, o
municipio registrava 8.100 habitantes, nimero proximo ao contabilizado em 2022, com
8.613 habitantes.

A aplicagao do modelo logistico a essa série historica confirma um padrao de
crescimento inicial acelerado, seguido por estabilizacao demografica. No entanto, observa-se
que o ajuste matematico tende a superestimar a populagao da década de 1980, caso nao seja
incorporado o choque externo da Geada Negra. Isso evidencia uma limitagado dos modelos
classicos quando aplicados a realidades locais marcadas por eventos extraordinarios. Nesse
sentido, a introducao de modelos com retardo ou com choques externos pode oferecer
descrigoes mais fiéis as oscilagoes populacionais observadas em municipios como Santa
Cruz de Monte Castelo.

Do ponto de vista pedagégico, a utilizacao de dados locais no ensino da mode-
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lagem matematica é especialmente significativa. Ao analisar a histéoria populacional de
sua prépria cidade, o estudante estabelece conexoes entre conceitos abstratos de fungoes e
equacoes diferenciais e fendmenos concretos de sua realidade. A relagdo entre matematica,
geografia e histéria regional possibilita um aprendizado interdisciplinar, critico e engajado,
fortalecendo a compreensao dos impactos sociais, econémicos e ambientais sobre o cresci-

mento populacional.

14Santa Cruz de Monte Castelo - Crescimento populacional (1961-2030)
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Figura 17 — Modelo Logistico com Retardo de Sta. Cruz de Mte. Castelo-PR

O gréfico da evolucao populacional de Santa Cruz de Monte Castelo (1961-2030)
evidencia trés dimensoes importantes da dindmica demogréfica local. A curva verde,
construida a partir dos dados do IBGE, mostra o crescimento acelerado da populacao
até a década de 1970, seguido por uma queda brusca decorrente da Geada Negra de
1975, que devastou a economia cafeeira e provocou um expressivo éxodo rural. A curva
vermelha tracejada, ajustada considerando todos os dados, projeta uma estabilizacao
proxima a 10 mil habitantes, mas incorpora a ruptura da década de 1970 como se fosse um
comportamento estrutural do municipio. J4 a curva azul continua, ajustada sem considerar
o choque da geada, sugere uma trajetoria alternativa de crescimento mais regular, que
poderia ter conduzido o municipio a patamares populacionais mais elevados antes da

estabilizacgao.

A comparacao entre os trés cenarios reforca a importancia de integrar fatores
historicos e socioecondémicos a analise matematica, mostrando que modelos logisticos,
embora eficazes em descrever tendéncias gerais, precisam ser contextualizados diante de

eventos extraordinarios.

Do ponto de vista pedagdgico, a leitura desse grafico em sala de aula oferece ao

estudante a oportunidade de relacionar fun¢oes matematicas e equacoes diferenciais a pro-
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cessos concretos de sua propria comunidade, promovendo um aprendizado interdisciplinar

e socialmente significativo.

A andlise conjunta do crescimento populacional no Brasil, no estado do Parana
e no municipio de Santa Cruz de Monte Castelo evidencia a importancia de se considerar
multiplas escalas geograficas para compreender os processos demograficos. Em nivel
nacional, o Brasil apresentou um padrao compativel com o modelo logistico classico,
marcado por rapido crescimento até meados da década de 1980 e posterior desaceleracao,
refletindo a consolidagao da transicao demografica. Esse comportamento traduz a influéncia
de fatores como urbanizacao, queda da fecundidade e ampliagdo do acesso a servicos de

saude e educagao, que resultaram em um ritmo populacional cada vez mais moderado.

No ambito estadual, o Parana seguiu tendéncia semelhante, mas com caracteristi-
cas proprias. O crescimento acelerado até a década de 1970 foi impulsionado por processos
de migracao interna e pela expansao agricola, enquanto as décadas seguintes revelaram um
movimento de estabilizagdo compativel com a reducao das taxas de natalidade e o avango
da urbanizacao. O modelo logistico ajustado aos dados estaduais projetou um patamar
proximo a 12 milhdes de habitantes, em consonancia com as projecoes do IBGE e com a

realidade de desaceleracao observada nas ultimas décadas.

No contexto local, Santa Cruz de Monte Castelo ilustra de maneira exemplar
como eventos extraordinarios podem modificar trajetérias populacionais. O municipio,
que experimentava forte crescimento até a década de 1970, sofreu um impacto direto da
Geada Negra de 1975, que arruinou a economia cafeeira e provocou expressivo éxodo rural.
O déficit populacional resultante rompeu a tendéncia de expansao continua e levou a
estagnacao demografica observada nas décadas posteriores. Essa ruptura demonstra que,
embora os modelos logisticos sejam adequados para representar tendéncias gerais, eles

precisam ser interpretados a luz da histéria econdémica e social de cada territorio.

Em sintese, os trés casos analisados Brasil, Parand e Santa Cruz de Monte
Castelo mostram que a modelagem matematica do crescimento populacional é um recurso
poderoso, mas que seu potencial interpretativo se amplia quando articulado a uma leitura
geografica e historica. Tal perspectiva interdisciplinar nao apenas enriquece a compreensao
académica do fendmeno, mas também fortalece sua utilizagdo pedagogica, ao permitir que
estudantes relacionem contetiddos matematicos abstratos a realidades concretas, que vao

do nivel nacional até a escala de sua prépria comunidade.

3.3.1 Piramide Etéaria e Transicao Demografica em Santa Cruz de Monte

Castelo

A analise da estrutura etaria da populacao de Santa Cruz de Monte Castelo

revela uma piramide demografica em transicao para um formato estacionario, caracteristico
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de municipios rurais do interior paranaense que experimentam a terceira fase da transicao
demografica (Notestein, 1945; citado em capitulo 1). Com base nos dados do Censo de
2010 (IBGE, 2011), a populagao total era de 8.092 habitantes, distribuida de forma que a
base da piramide (0-14 anos) representa cerca de 17,1% do total, indicando baixa taxa de
natalidade (aproximadamente 1,8 filho por mulher, alinhada as estimativas regionais). Essa
configuragao contrasta com o topo alargado, onde os idosos (60 anos ou mais) compoem
12,4% da populacao, sinalizando um envelhecimento acelerado impulsionado por migracao
jovem para centros urbanos maiores, como Maringd e Londrina, e avangos em satde

publica.

Essa estrutura etaria corrobora o ajuste do modelo logistico com retardo apre-
sentado na Figura 17, pois a capacidade de suporte (K) é limitada ndo apenas por recursos
territoriais (Geografia Fisica), mas também por dindmicas sociais como emigracao e decli-
nio fecundidade, que introduzem oscila¢des no crescimento projetado até 2030. Projecoes
indicam que, mantendo-se a tendéncia, a proporcao de idosos pode alcancar 18% até
2030 (baseado em estimativas IBGE, 2023), demandando politicas ptiblicas integradas,
como as discutidas no capitulo 5 sobre programacao e controle educacional. Assim, a
piramide etaria nao sé valida a modelagem matematica, mas também ilustra o potencial
pedagogico da interdisciplinaridade para o Ensino Médio, incentivando andlises criticas
sobre desigualdades regionais.

Piramide Etaria - Santa Cruz de Monte Castelo (PR), 2010
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Figura 18 — Piramide Etéria de Sta. Cruz de Mte. Castelo 2010

A leitura comparativa entre as piramides etarias de 2010 e a projecao para 2030
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Piramide Etéria Projetada - Santa Cruz de Monte Castelo (PR), 2030
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Figura 19 — Projegao da Piramide Etaria de Sta. Cruz de Mte. Castelo 2030

evidencia a consolidagao de uma estrutura demografica envelhecida, reflexo direto da
queda sustentada das taxas de fecundidade e da melhoria nas condi¢oes de vida. Esse
processo, tipico de municipios do interior paranaense, traz implicagoes socioeconémicas
relevantes, especialmente no que se refere a sustentabilidade dos servigos publicos locais e

a necessidade de politicas de cuidado e inclusao da populacao idosa.

Do ponto de vista geogréfico, o envelhecimento populacional em Santa Cruz de
Monte Castelo acentua a redistribuicao espacial da populacao e a redugao da densidade
demografica rural, o que impacta a dindmica econdmica e a oferta de mao de obra. Muitos
jovens continuam migrando para cidades médias da regido, como Paranavai e Maring4,
em busca de educacao e emprego, deixando um contingente crescente de idosos nas areas

residenciais do municipio.

Matematicamente, esse fendomeno pode ser representado como uma redugao da
taxa de crescimento efetiva (r) e uma diminui¢ao gradual da capacidade de suporte (K) ao
longo do tempo — uma interpretagao coerente com modelos de crescimento logistico de
Verhulst modificados por varidveis socioecondmicas. Assim, o comportamento demografico
de Santa Cruz se afasta de uma estabilidade estatica e se aproxima de um equilibrio
dindmico, no qual pequenas oscilagoes populacionais refletem mudancgas conjunturais

(como fluxos migratérios temporarios ou variagoes econémicas).

Pedagogicamente, a andlise das piramides etérias se mostra um recurso didatico
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de alto potencial interdisciplinar. Ao relacionar Matematica, Geografia e Sociologia, o
professor pode propor atividades que envolvam calculo de taxas de dependéncia, razao de
sexo, variagao percentual e modelagem de dados reais, estimulando a leitura critica de
graficos e a interpretacao de processos sociais. Tais praticas fortalecem o protagonismo

estudantil e a compreensao do territério como espaco vivo e mutavel.

Por fim, a transicdo demogréfica observada no municipio ilustra, em escala local,
os desafios globais do envelhecimento populacional, discutidos no capitulo seguinte. Ao
unir modelagem matematica e analise geografica, este estudo evidencia que compreender a
dinamica populacional é também compreender os limites e possibilidades do desenvolvi-

mento sustentdvel em comunidades de pequeno porte.
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4 O aumento da populacdo mundial sob a

6tica da modelagem matematica

O crescimento da populagdo mundial é um fené6meno que pode ser analisado nao
apenas sob a perspectiva historica e social, mas também de forma quantitativa, por
meio da Matematica. O estudo das funcoes, das taxas de variacao e dos modelos de
crescimento linear, exponencial e logistico, permite compreender como a humanidade
passou de poucos milhdes de habitantes na Antiguidade para mais de oito bilhdes no
século XXI. Ao considerar esse processo, torna-se possivel observar a evolugao temporal
da populacao, identificar momentos de aceleracao ou desaceleracao e, sobretudo, projetar
cenarios futuros. Assim, a modelagem matematica constitui uma ferramenta essencial
para interpretar o aumento populacional, fornecendo instrumentos que complementam e

aprofundam a andlise geografica e historica.

4.1 Panorama quantitativo do crescimento historico

A populacao mundial apresentou, durante séculos, um crescimento extremamente
lento, com aumentos quase imperceptiveis ao longo das geragoes. Estima-se que, no inicio
da Era Crista, havia aproximadamente 200 milhoes de habitantes no planeta. Esse niimero
dobrou apenas por volta do ano 1600, alcangando em torno de 500 milhdes de pessoas. A
partir da Revolucao Industrial, no século XVIII, observa-se um aumento mais acelerado,
impulsionado por melhorias na agricultura, avancos tecnolégicos e, sobretudo, pela queda

das taxas de mortalidade.

Do ponto de vista matematico, o crescimento populacional pode ser aproximado
por uma func¢do exponencial. Esse tipo de funcao descreve situagoes em que a taxa de
variagao é proporcional ao valor atual, ou seja, quanto maior a populacao, maior também

o seu crescimento. Em termos gerais, esse modelo pode ser escrito como

P(t)ZPO'GTt,

em que P(t) representa a populagdo em um instante de tempo ¢, Py é a populacao
inicial e r corresponde a taxa relativa de crescimento. Esse comportamento se ajusta de
forma satisfatéria as fases de crescimento rapido, especialmente entre os séculos XIX e
XX, quando a populagdo mundial passou de cerca de 1 bilhdo (em torno de 1800) para

mais de 6 bilhoes no ano 2000.
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Esse raciocinio encontra respaldo na teoria de Thomas Malthus, que ja no final
do século XVIII descreveu a tendéncia da populacao em crescer de forma geométrica,
enquanto os recursos avancgariam apenas aritmeticamente. Embora sua visao tenha sido
criticada por nao considerar os avancos tecnoldgicos, sua formulacao trouxe a nocao de

que a Matematica pode explicar fendmenos sociais de grande escala.

Posteriormente, Pierre-Francois Verhulst refinou esse entendimento ao criar o
modelo logistico, que inclui o conceito de capacidade de suporte do meio (K'). Nesse
modelo, a populagao cresce rapidamente no inicio, mas tende a se estabilizar a medida

que se aproxima dos limites naturais impostos pela disponibilidade de recursos.

Charles Darwin, ao ler Malthus, adaptou essa ideia para o campo bioldgico,
criando a nogao de “luta pela sobrevivéncia” como base para a selecao natural. Esse dialogo
entre Biologia, Geografia e Matematica revela como o estudo do crescimento populacional

se entrelaca com diferentes areas do conhecimento.

No século XX, Alfred Lotka ampliou esse debate ao desenvolver a teoria das
populagoes estaveis, que calcula a taxa intrinseca de crescimento a partir das taxas de
natalidade e mortalidade. Nathan Keyfitz, por sua vez, consolidou a demografia matematica
moderna ao aplicar matrizes e métodos analiticos que possibilitam avaliar cenarios futuros

com maior precisao.

Essas contribui¢des demonstram que a Matematica nao apenas descreve tendén-
cias, mas permite medir tempos de duplicagao, estimar taxas de crescimento e projetar
futuros possiveis. Assim, a andlise do crescimento historico da populacao mundial se torna

mais completa ao integrar modelos mateméaticos e marcos histéricos.

A seguir, apresenta-se um gréafico e uma tabela que sintetiza os principais dados
populacionais, desde o ano 1 até as projegoes para 2050, acompanhados dos acontecimentos

que influenciaram esses niimeros.

Modelo de Crescimento Populacional Logistico (1-2050)
10

Populagao (bilhdes)
«

14 =—e— Dados reais/projecées (aprox.)
Modelo logistico (ajustado, aprox.)

0

1 500 1000 1500 1800 190D95PCURS0

Observagao: curvas redesenhadas a partir do gréfico fornecido (valores aproximados).

Figura 20 — Populagdo Mundial 1-2050
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Tabela 1 — Evolucao da populacao mundial e principais acontecimentos histéricos (Ano
1-2050)

Ano Populagdo (milhdes) Principais Acontecimentos Histdricos

1 200 Nascimento de Jesus Cristo; Inicio da Era Comum;
Expansao do Império Romano.

500 210 Queda do Império Romano do Ocidente (476); Ini-
cio da Idade Média; Expansao do Império Bizan-
tino.

1000 310 Invencao da polvora na China; Expansao do Isla;
Inicio das Cruzadas (1095).

1500 500 Descobrimento da América por Cristévao Colombo

(1492); Renascimento na Europa; Inicio da Reforma
Protestante (1517).

1800 1.000 Revolugao Industrial na Inglaterra; Revolucao Fran-
cesa (1789); Independéncia dos Estados Unidos
(1776).

1900 1.650 Invencao do automovel e eletricidade; Imperialismo
europeu; Primeira Guerra Mundial (1914-1918).

1950 2.520 Fim da Segunda Guerra Mundial (1945); Fundagao
da ONU; Inicio da Guerra Fria; Baby Boom pés-
guerra.

2000 6.145 Queda do Muro de Berlim (1989); Globalizacao e
internet; Ataques de 11 de setembro (2001); Cres-
cimento econdmico na Asia.

2025 8.200 (estimado) Pandemia de COVID-19 (2020); Avangos em IA e
biotecnologia; Transicao energética para renovaveis.

2050 9.700 (projegao) Projecoes de pico populacional; Desafios climéaticos;
Avangos em satide e educagao global (projetados).

Fontes: Estimativas baseadas em United Nations World Population Prospects (2024), U.S. Census Bureau
e compilados histéricos (Wikipedia, Our World in Data). Os valores antes de 1950 sdo estimativas médias
de fontes variadas, com variacoes possiveis entre 150-300 milhdes para o ano 1.

A analise do grafico/tabela evidencia que, embora o crescimento populacional
tenha seguido um padrao proximo ao exponencial durante muitos séculos, essa trajetoria
nao se manteve indefinidamente. A partir da segunda metade do século XX, observa-se
uma clara mudanga na inclinagao da curva, sinalizando um processo de desaceleracao
relativa do crescimento. Esse comportamento é consistente com o que Chesnais (1992)
denomina de transicdo demografica, em que a queda das taxas de fecundidade se soma ao

declinio ja consolidado da mortalidade, alterando profundamente a dinamica populacional.

Do ponto de vista matematico, tal fendmeno pode ser interpretado como a
passagem de um modelo de crescimento predominantemente exponencial para um modelo
logistico, em que a taxa relativa de crescimento diminui progressivamente a medida que
a populagdo se aproxima de um limite superior. Nesse sentido, Meyer e Ausubel (1999)

destacam que “o crescimento exponencial, embora 1til como aproximacao, é insustentavel
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a longo prazo, sendo substituido por trajetérias que incorporam fatores de contencao”.

Estudos contemporaneos reforgam essa leitura. Segundo (LUTZ; SANDERSON;
SCHERBOV, 2001), as projegbes populacionais devem ser vistas como intervalos probabi-
listicos, nao como previsdes deterministicas, uma vez que dependem de variaveis como
fecundidade, mortalidade e migracao. Isso mostra que a Matematica aplicada a demografia
nao apenas descreve tendéncias passadas, mas também fornece ferramentas de incerteza
para lidar com cenarios futuros. Dando énfase aos dados apés o ano 2000 observamos os
seguintes dados:

Populagao Mundial (2000-2100) - Projecéao ONU (Variante Média)
12

104 B Pico = 10.5 bi (2074)

Populagéo (bilhdes)
o

== Projecao ONU (variante média)

0 y . v . - - - v -
2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100
Ano

Figura 21 — Modelo de Crescimento Populacional Logistico

O ponto de inflexdo, portanto, representa uma inflexdo histérica e cientifica: ele
indica que a humanidade entrou em uma nova etapa, na qual o crescimento absoluto con-
tinua elevado, mas o crescimento relativo diminui de forma constante. Tal comportamento
sera central para os estudos deste capitulo, pois marca a transicao de uma era de expansao
quase ilimitada para uma fase de contengao, em que os modelos matematicos logisticos se

mostram mais adequados para representar a realidade demogréfica.

Embora a populacao continue crescendo em ntimeros absolutos até 2080, o ritmo
desacelera significativamente. O pico de crescimento absoluto ocorre entre 2010 e 2020 (870
milhoes), e a partir de 2050, os incrementos sao bem menores, refletindo taxas de natalidade
em declinio, especialmente em regioes desenvolvidas, e o envelhecimento populacional. A
taxa de crescimento percentual cai drasticamente ao longo do século, indicando que a
populacao cresce a um ritmo proporcionalmente menor. Isso é impulsionado por fatores
como urbanizagao, maior acesso a educagao, contraceptivos e mudancas socioecondémicas

que reduzem a taxa de fecundidade global.

A estabilizagao e posterior declinio da populacao apds 2080 sugerem desafios
demograficos, como o envelhecimento da populacdo e a pressao sobre sistemas de satde e
previdéncia, especialmente em paises desenvolvidos. Em contrapartida, regioes com popu-

lagoes mais jovens (como partes da Africa) continuarao contribuindo para o crescimento
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até meados do século.

4.2 Causas da Reducao Populacional e o Envelhecimento Demogra-

fico: Desafios Econdmicos e Sociais

A projecao de declinio populacional global a partir do final do século XXI
representa uma transicdo demografica sem precedentes, contrastando com o crescimento
acelerado observado nos séculos anteriores. De acordo com as estimativas do World
Population Prospects 2024 das Nagoes Unidas, o pico populacional mundial ocorrera por
volta da metade da década de 2080, atingindo aproximadamente 10,3 bilhdes de habitantes,

seguido de uma leve reducao para 10,2 bilhées em 2100.

Essa inversao é impulsionada principalmente por taxas de fertilidade em declinio,
que cairam de 3,31 nascimentos por mulher em 1990 para 2,25 em 2024, com mais da
metade dos paises abaixo do nivel de reposicao de 2,1. Fatores como urbanizagao, maior
acesso a educagao feminina, métodos contraceptivos e mudancgas culturais priorizando
carreiras e familias menores contribuem para esse fendmeno, especialmente em nagoes
desenvolvidas e em desenvolvimento acelerado, como China, Italia e Coreia do Sul, onde a
fertilidade ultra-baixa (abaixo de 1,4) ja é realidade. Além disso, a migracao internacional
pode atenuar ou acelerar o declinio em regioes especificas, mas nao reverte a tendéncia

global a longo prazo.

Paralelamente ao declinio populacional, o envelhecimento demografico emerge
como uma consequéncia inevitavel dessa dindmica. O aumento da expectativa de vida de
65 anos em 1995 para 73,3 anos em 2024, projetado para 77,4 anos em 2054, combinado

com a reducgao da natalidade, resulta em uma estrutura etaria mais envelhecida.

Projecoes indicam que, até o final da década de 2070, o nimero de pessoas com
65 anos ou mais (2,2 bilhdes) superard o de criangas menores de 18 anos, enquanto o
contingente de individuos com 80 anos ou mais triplicard, atingindo 265 milhoes ja na
metade da década de 2030. Em paises que ja atingiram o pico populacional, a proporcao
de idosos dobrara de 17% em 2024 para 33% em 2054, alcancando 40% em 2100, com
variacoes regionais: na Asia Oriental e Europa, o envelhecimento é mais pronunciado,

enquanto na Africa Subsaariana, embora ainda jovem, a tendéncia acelera.

Essa inversao da pirdmide etaria, modelada matematicamente por funcoes
logisticas que preveem estabilizagao e declinio apds o limite de capacidade (K), reflete a
intersecao entre geografia humana e demografia, onde espacos urbanos adaptados para

idosos se tornam essenciais.

Os desafios decorrentes dessa reducao e envelhecimento populacional sao multifa-

cetados, com impactos profundos na economia e nos sistemas sociais. A diminui¢do da méao



62 Capitulo 4. O aumento da populagdo mundial sob a dética da modelagem matemdtica

de obra ativa (faixa etdria de 20-64 anos) fecha a “janela demogréfica” de oportunidade,
reduzindo a produtividade e o crescimento econdémico, especialmente em nagoes com
populacoes encolhendo, onde a forca de trabalho pode declinar em até 14% até 2054. Isso
exige estratégias como a inclusdo de mulheres, idosos e imigrantes no mercado de trabalho,
além de investimentos em automacao e inteligéncia artificial para compensar a escassez de

mao de obra.

No ambito previdenciario, o envelhecimento sobrecarrega os sistemas de pensoes,
com menos contribuintes sustentando um niimero crescente de beneficiarios mais da metade
das mortes ocorrerao em pessoas com 80 anos ou mais até meados da década de 2040.
Consequéncias incluem déficits fiscais, necessidade de reformas como aumento da idade de
aposentadoria e fortalecimento de fundos privados, observadas em paises como Japao e
Alemanha. Ademais, pressoes sobre satude e assisténcia social amplificam desigualdades
geograficas, demandando politicas integradas que considerem a modelagem matematica
para prever e mitigar esses impactos, alinhando-se as teorias demograficas discutidas nos

capitulos anteriores.
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5 Roteiro de Atividades (Aluno)

Estudante:

Turma:

Data:

Atividade 1 — Crescimento Mundial (1900-2050) Observe no Atlas a Populagao Mundial
1900-2050.

1.1) O gréafico se aproxima mais de qual modelo: exponencial ou logistico? Justifique.

1.2) Explique o significado do ponto de inflexdo na curva global.

1.3) Identifique um periodo de desaceleragdo da taxa de crescimento e cite fatores

explicativos.

Tabela 1 — Sintese numérica (complete com valores do Atlas)

Ano Populagio (bi) Cresc. Absoluto (bi) Cresc. %

1900
1950
2000
2050

Calculo: Estime a taxa média de crescimento percentual entre 1950 e 2000. Mostre o

raciocinio.

Atividade 2 — Brasil: Crescimento e Estabilizacao Considere a figura Modelo Logistico
— Brasil (1900-2050).
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2.1) Indique o periodo de maior crescimento e o periodo de desaceleragao.

2.2) Interprete o pardmetro K (capacidade de suporte) para a populagao brasileira.

2.3) Discuta se o modelo logistico é mais realista que o exponencial, justificando.

Tabela 2 — Brasil (complete a partir do Atlas)

Década Pop. (mi) Taxa (%) Observacdes socioecondmicas

1900
1950
1980
2020

Em quais décadas ocorreram mudancas estruturais relevantes (migragao, urbanizagao,
natalidade)?

Atividade 3 — Estado do Parand Use a figura Modelo Logistico — Parana (1900-2050).

3.1) Qual a capacidade de suporte estimada?

3.2) O modelo sugere continuidade de crescimento ou estabilizagdo? Explique.

3.3) Relacione eventos histéricos/econdémicos que justificam a tendéncia.
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Tabela 3 — Parana (complete a partir do Atlas)

Ano Pop. (mi) Taxa (%) Eventos marcantes

1930
1970
2000
2050

Atividade 4 — Santa Cruz de Monte Castelo (Estudo Local) Considere o Modelo
Logistico com Retardo e Piramides Etarias 2010,/2030.

4.1) O que o grafico com retardo revela sobre a dindmica ap6s a Geada Negra (1975)7?

4.2) Como o envelhecimento altera o formato da pirdmide?

4.3) Proponha politicas publicas para equilibrar a dindmica demografica local.

Tabela 4 — PirAmide etaria (preencha com dados do Atlas)

Faixa 2010 (%) 2030 (%) Variacdo Interpretagao
0-14
15-59
60+

Aponte se o municipio esta em crescimento, transicao ou envelhecimento, justificando pelos

dados.
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Atividade 5 — Sintese e Reflexado

5.1) Compare mundo, Brasil, Parana e Santa Cruz de Monte Castelo quanto a estabilidade

e estagio demografico.

5.2) Explique como a Mateméatica (modelagem) ajuda a interpretar fendmenos soci-

ais/ambientais.

5.3) Redija um pardgrafo relacionando sustentabilidade, crescimento populacional e

educacao.

Atividade Extra (Tecnologia e Modelagem) No GeoGebra ou Python, trace a curva

logistica
K

© 1+ er(t=to)
e teste valores de K, r, ty. Descreva como a curva muda e qual cenario é mais sustentavel.

P(t)

Observacoes ao Professor

o Estimule estimativas transparentes (como o aluno calculou taxas? Que intervalos

usou?).

» Valorize a discussao sobre hipdteses do modelo e suas limitagdes (dados ruidosos,

migracoes, choques).

o Conecte as respostas com realidades locais e politicas publicas vidveis.
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6 Guia Docente

6.1 Produto Educacional — Atlas Populacional

Autor: André Aparecido Franco
Programa: PROFMAT - Universidade Estadual de Maringa (UEM)

Tema: Modelagem Matematica e Crescimento Populacional: uma abordagem interdisci-

plinar entre Matematica e Geografia

6.2 Fundamentacao e propédsito pedagogico

O Atlas Populacional foi desenvolvido como produto educacional vinculado a dissertacao
“Equagoes Diferenciais e Crescimento Populacional: uma abordagem interdisciplinar com a
Geografia e as Teorias Demogréficas”. Seu objetivo é promover a aprendizagem significativa
de conceitos matematicos e geograficos por meio da analise de dados populacionais reais

(1900-2050), articulando teoria, pratica e tecnologia.

O material propoe atividades investigativas em que o estudante interpreta tabelas,
graficos e curvas de crescimento (exponencial, logistico e com retardo), compreendendo os

fendmenos demograficos como manifestagoes matematicas e sociais.

6.3 Pdblico-alvo

Estudantes do Ensino Médio (2° e 3° anos), em disciplinas de Matematica e Geografia,

podendo ser adaptado também a EJA ou projetos interdisciplinares.

6.4 Objetivos de aprendizagem

o Compreender o crescimento populacional como fenomeno matematico e geografico.
o Analisar dados em diferentes escalas (mundo, Brasil, Parana, municipio).

o Interpretar gréaficos/tabelas, reconhecendo padrdes e estagios (inicio, inflexao, esta-

bilizagao).
« Aplicar conceitos de fungoes exponenciais/logisticas para explicar tendéncias.

« Relacionar modelos a teorias demograficas (Malthus, Verhulst, Gompertz).
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e Desenvolver pensamento critico sobre sustentabilidade, urbanizacao e envelheci-

mento.

6.5 Competéncias da BNCC envolvidas

Cadigo

Competéncia / Habilidade

Aplicagao

EM13MAT102

EM13MAT403

EMIFCGO03

EMIFCG11

EM13MAT405

Utilizar modelos algébricos, geomé-
tricos ou estatisticos para descrever
e prever o comportamento de feno-
menos.

Investigar situagoes que envolvam
variacao e taxas de crescimento em
contextos reais.

Analisar fenomenos socioecondmi-
cos e ambientais a partir de dados
e indicadores.

Utilizar diferentes linguagens (ma-
temadtica, estatistica, cartografica)
para compreender o territorio.

Avaliar limitagoes e potencialidades
de modelos matematicos frente a
dados empiricos.

Aplicagao de modelos exponencial,
logistico e com retardo para repre-
sentar o crescimento populacional.

Analise de curvas de crescimento
e calculo de taxas percentuais em
séries histéricas (1900-2050).

Interpretagao de graficos sobre ur-
banizacao, envelhecimento e transi-
¢ao demografica.

Leitura interdisciplinar de mapas e
piramides etarias de Brasil, Parana
e Santa Cruz de Monte Castelo.

Discussao sobre adequagao dos mo-
delos logistico e com retardo aos
dados locais.

6.6 Estratégia didatica sugerida

1. Introdugao (expositivo-dialogada): conceitos de crescimento e modelos.

2. Leitura dirigida de graficos/tabelas do Atlas (trabalho em grupos).

3. Aplicagao: resolugao do Roteiro (individual ou duplas).

4. Discussao: implicagoes sociais/ambientais e politicas publicas.

5. Sintese/Avaliacao: relatério curto ou painel temético.

6.7 Recursos

TV /Projetor, copias do Atlas, calculadora, GeoGebra/Excel.
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6.7.1 Avaliacdo sugerida (critérios)

Interpretacao correta de dados e representacoes.

Identificacdo de varidveis, taxas e parametros dos modelos.

Argumentagao critica sobre causas e consequéncias demograficas.

Propostas coerentes de intervengao/gestao territorial sustentéavel.
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7 Conclusao

O presente estudo evidenciou a poténcia da modelagem matematica como
instrumento de compreensao das dinamicas demograficas, permitindo transpor o limite
da abstracao algébrica para o campo da interpretagao social e geografica dos fendmenos
populacionais. Ao longo da dissertacao, a articulagdo entre Matematica e Geografia
demonstrou que o crescimento populacional, mais do que um processo quantitativo,

constitui uma manifestacao complexa da relacao entre sociedade, espaco e meio ambiente.

A partir da andlise historica das teorias demograficas, observou-se que o pen-
samento de Malthus estabeleceu os fundamentos para a compreensao da tensdo entre
crescimento populacional e disponibilidade de recursos, enquanto o modelo logistico de
Verhulst introduziu a nocao de capacidade de suporte ambiental, antecipando debates
atuais sobre sustentabilidade. As contribuig¢oes posteriores de Gompertz e Montroll trouxe-
ram refinamentos conceituais que ampliaram a aplicabilidade das equagoes diferenciais a
contextos bioldgicos e sociais mais complexos. Por sua vez, as formulacoes de Belair incor-
poraram a dimensao temporal do retardo, capturando os efeitos de feedback demografico

retardado e revelando oscilagoes que aproximam os modelos da realidade empirica.

As simulagoes realizadas para o Brasil, o estado do Parand e o municipio de Santa
Cruz de Monte Castelo ilustraram de forma empirica essas concepgoes. No caso brasileiro,
o modelo logistico mostrou-se mais adequado para representar a transicao demografica ja
consolidada, com projecao de estabilizacao em torno de 243 milhdes de habitantes, valor
convergente com as estimativas da ONU. No Parana, o mesmo modelo reproduziu com
precisao o processo de desaceleragao iniciado na década de 1970, marcado pela urbanizacao
e pela reducao das taxas de fecundidade. Ja em Santa Cruz de Monte Castelo, a introducao
de um modelo logistico com retardo permitiu compreender as flutuacdes demograficas
decorrentes de eventos histéricos, como a Geada Negra de 1975, evidenciando como choques

ambientais e econdmicos interferem na dinamica populacional local.

Os graficos apresentados ao longo do trabalho (Figuras 10 a 18) sintetizaram
visualmente as etapas de crescimento e estabilizacao, as oscilagoes devidas aos atrasos
temporais e as modificagoes estruturais da populagdo especialmente as piramides etarias
de 2010 e 2030, que revelam o avanco do envelhecimento populacional e a transicao para
um padrao estacionario. Essas representagoes visuais, aliadas ao tratamento matemaético
rigoroso, ofereceram uma visao integrada do fendmeno demografico, corroborando a
afirmacao de Bassanezi de que a modelagem matematica “dé significado ao ensino da

Matematica ao vincula-la a contextos reais e socialmente relevantes”.

Do ponto de vista epistemolégico, a dissertacao confirma a relevancia da inter-
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disciplinaridade como principio formativo. A aproximacao entre os campos da Matematica
e da Geografia, mediada pela modelagem, permitiu compreender a populagdao nao como
mero conjunto numérico, mas como estrutura viva em transformacao, permeada por fatores
econdmicos, culturais e ambientais. Essa visdo converge com o pensamento de (FREIRE,
1987), ao propor uma educagao dialégica, critica e libertadora, capaz de reconectar o

conhecimento cientifico & realidade social do estudante.

As andlises realizadas também dialogam com autores contemporaneos como
Murray, que defende o uso das equacoes diferenciais como instrumento para descrever
sistemas bioldgicos e sociais dindmicos, e (CHESNAIS, 1992), que interpreta a transigao
demografica como expressao da modernizacao estrutural das sociedades. Ao integrar
essas perspectivas, o trabalho evidencia que o comportamento populacional global segue
trajetorias logisticas de longo prazo, nas quais o crescimento absoluto continua, mas o
crescimento relativo tende a desaceleragao — fendmeno diretamente associado ao aumento

da urbanizagao, a educacao das mulheres e ao avanco tecnolégico.

Do ponto de vista pedagdgico, a presente pesquisa reforga o valor da modelagem
matematica como estratégia didatica no Ensino Médio, capaz de promover aprendizagens
significativas e conectadas a realidade. O uso de dados locais e regionais, aliado a leitura
critica de graficos e a interpretacao geografica dos resultados, contribui para formar
estudantes que compreendem a Matematica nao apenas como linguagem formal, mas como
ferramenta de analise social e de tomada de decisao. Essa abordagem favorece a formacao
de sujeitos criticos, autéonomos e comprometidos com os desafios do desenvolvimento

sustentavel conforme os principios da ONU e da Agenda 2030.

Por fim, conclui-se que a modelagem do crescimento populacional, fundamentada
em equagoes diferenciais e contextualizada por teorias demograficas, constitui uma ponte
fecunda entre a abstracao matematica e a concretude social. O didlogo entre dados, modelos
e contextos histéricos nao apenas enriquece a compreensao cientifica do fendmeno, mas
também amplia o horizonte pedagdgico da Matematica, revelando seu papel essencial na

leitura e transformacgao do mundo.

Como perspectiva futura, recomenda-se o aprofundamento do estudo com mo-
delos hibridos, que combinem componentes deterministicos e estocasticos, bem como o
desenvolvimento de ferramentas computacionais educacionais (em Python ou GeoGebra)
para o ensino interativo da modelagem populacional. Assim, o trabalho aqui desenvolvido
contribui nao apenas para o avango do campo da Educacao Mateméatica aplicada a demo-
grafia, mas também para a consolidagao de uma ciéncia escolar critica, interdisciplinar e

socialmente engajada.
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