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RESUMO

Este documento tem como objetivo desenvolver uma abordagem das funcdes
trigonométricas fundamentada nos conceitos de Calculo Diferencial e Integral,
associando-as com suas aplicagbes, em especial o Movimento Harmonico Simples
(MHS). Sera discutido a maneira que as essas funcbes sdo apresentadas aos
estudantes do ensino meédio, visando tornar mais esclarecedor como os livros
didaticos abordam este tema. Com este intuito, sera utilizado a interdisciplinaridade
entre a Matematica e a Fisica para estabelecer relacbes entre as funcgbes
trigonométricas e o MHS. O resultado desta associacao serd exposto pelo sistema
massa-mola, o qual pode ser descrito através da trigonometria em virtude da
periodicidade do seu deslocamento. Além disso, cada um destes conteudos sera
desenvolvido com o auxilio do Célculo Diferencial e Integral a fim de possibilitar um
amplo entendimento sobre os temas trabalhados. A metodologia selecionada para
este estudo sera no contexto qualitativo, visando uma pesquisa bibliografica. Por fim,
o produto educacional sera discutido, fundamentando-se na construcdo de um
instrumento que permita a visualizacdo das funcgbes trigonométricas de forma
concreta.

Palavras-chave: Fungdes Trigonomeétricas. Movimento Harmdnico Simples. Sistema
Massa-Mola.



ABSTRACT

This document aims to develop an approach to trigonometric functions based on the
concepts of Differential and Integral Calculus, associating them with their applications,
especially Simple Harmonic Motion (SHM). It will discuss how these functions are
presented to high school students, clarifying how textbooks address this topic. To this
end, an interdisciplinary approach between Mathematics and Physics will be used to
establish relationships between trigopnometric functions and SHM. The result of this
association will be presented using the mass-spring system, which can be described
through trigonometry due to the periodicity of its displacement. Furthermore, each of
these concepts will be developed with the aid of Differential and Integral Calculus to
enable a broad understanding of the topics covered. The methodology selected for this
study will be qualitative, involving bibliographic research. Finally, an educational
project will be conceived, based on the construction of an instrument that allows for
the visualization of trigonometric functions in a concrete way.

Keywords: Trigonometric Functions. Simple Harmonic Motion. Mass-Spring System.
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1 INTRODUCAO

Um dos conteudos mateméaticos mais discutidos durante o ensino médio
€ o de funcbes; em especial, as funcdes reais com valores reais. Inicialmente,
0s estudantes desenvolvem seus conhecimentos a partir da funcéo afim, e, no
decorrer das aulas, novas formas de representar as fungdes sao apresentadas.
Porém, vale realcar que no ensino da Mateméatica, é papel do professor ao
lecionar um novo conteudo, fazer alguma associacdo deste conceito com o
conhecimento de mundo ja adquirido pelo estudante, conforme aponta a Base

Nacional Comum Curricular (BNCC):
Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a
construcdo de uma visdo integrada da Matematica, aplicada a
realidade, conforme anteriormente anunciado. Nesse contexto, quando
a realidade é a referéncia, € preciso levar em conta as vivéncias
cotidianas dos estudantes do Ensino Médio, envolvidos, em diferentes
graus dados por suas condi¢Bes socioecondmicas, pelos avangos
tecnolégicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pela

potencialidade das midias sociais, entre outros. (BRASIL, 2018, p.528).
Partindo desta perspectiva, é possivel relacionar grande parte das
funcdes com concepcgdes ja reconhecidas pelos alunos. A funcédo afim pode
descrever, por exemplo, a producéo de uma fabrica ao longo do tempo, enquanto
a funcdo quadratica pode descrever a trajetéria de um objeto, como langamento
de uma bola ou foguete. As fungbes exponenciais, por sua vez, S&o comumente
exemplificadas pela proliferacdo de bactérias, ao mesmo modo que a relevancia
da funcéo logaritmica é exposta como a principal maneira de medir a magnitude
de terremotos.
Contudo, nem todas as func¢des permitem associacdes tdo imediatas com
o cotidiano. A medida que os contetidos avangam, as representacées tornam-se
progressivamente mais abstratas, exigindo dos alunos uma maior capacidade de
generalizagdo e simbolizagdo matematica. Dessa maneira, a transicdo das
funcdes elementares para outros modelos funcionais demanda estratégias
pedagdgicas que auxiliem o estudante a construir novas conexfdes conceituais,

mesmo quando os exemplos concretos ndo sao tao evidentes.



12

Nesse sentido, um exemplo de funcdo com o qual € mais complexo de
fazer associacfes sdo as func¢des trigpnométricas, em virtude do seu carater
periddico. Estas caracteristicas proporcionam uma abstragdo maior, 0 que gera
obstaculos durante o processo de aprendizagem, pois conforme apontado por
Duval (2009) as dificuldades no aprendizado sdo ampliadas na medida em que
0 grau de abstracdo dos conteudos aumenta. Sob o ponto de vista dos
estudantes, outra complexidade das fung¢des trigopnométricas € conseguir
relaciona-las com uma situacao do cotidiano, conforme aponta Oliveira (2020).
Estes fatores tornam este conteudo matematico ainda mais abstrato e menos
concreto.

As representacfes gréficas sdo uma excelente ferramenta para auxiliar
no entendimento das fungdes. Consciéncia e Oliveira (2011) afirmam que a
representacado gréafica é essencial para entender conceitos relacionados a funcao
e desempenha um papel crucial na resolucéo de problemas. Ela permite que os
alunos solucionem questfes sem necessariamente recorrer a escrita algébrica.
Entretanto, apesar da representacdo grafica, as funcdes trigopnométricas,
continuam sendo um modelo que gera dificuldades, especialmente em virtude
de sua periodicidade e da necessidade de articulagdo com o ciclo trigopnomeétrico.

A partir dessas consideracbes, podemos levantar o0 seguinte
guestionamento: De que forma podemos relacionar as funcbes trigopnométricas
com os objetos de estudo de outras disciplinas, visando auxiliar na construcéo
do conhecimento relativo a esse tipo de funcdo? Um dos objetivos desta
pesquisa sera refletir sobre essa questao.

Assim como apontado por Reis (2001), na mente do professor é
necessario ndo apenas conhecer os fatos ou conceitos de um contetdo, mas
compreender as estruturas dos assuntos, tendo dominio de conceitos e ligacdes
entre eles. Um dos fundamentos desta pesquisa é apresentar construcdes
formalizadas ndo apenas das fungbes trigonométricas, mas também do
Movimento Harmdnico Simples (MHS), de forma que envolva a compreensao
dos conceitos a partir de suas definicbes, e posteriormente, gerar associacdes
que podem ser exploradas em sala de aula contribuindo para o aprendizado dos

discentes.
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Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma abordagem das
fungBes trigonométricas fundamentada nos conceitos do Célculo Diferencial e
Integral, articulando-as com suas aplicacdes praticas, com destaque para o
Movimento Harmdnico Simples (MHS). Para isso, propde-se também a
construcdo de um instrumento fisico representando o sistema massa-mola,
como recurso para reduzir o grau de abstracdo desses conteudos.

Para alcancar este propésito, os seguintes objetivos especificos serédo
discutidos:

e Compreender a origem das fungdes seno e cosseno.

e Verificar como o0s pesquisadores fundamentam as funcgdes

trigonométricas.

e Analisar de que maneira os livros de ensino basico apresentam as

funcdes trigonométricas.

e Investigar as dificuldades que o0s estudantes possuem para

compreender estes conceitos.

e Estabelecer relagcbes entre as funcdes trigonométricas e o Movimento

Harmonico Simples.

Para alcancar os objetivos, este trabalho esta organizado em 9 capitulos.
O primeiro deles é a Introducdo, na qual apresentamos a problematica, os
objetivos e a organizacdo da dissertacdo, no segundo capitulo descrevemos a
metodologia deste trabalho, evidenciando as caracteristicas da pesquisa
qualitativa; no terceiro capitulo discutimos sobre a construcdo das funcdes
trigonométricas a partir de uma perspectiva historica, enquanto no quarto
iniciamos o desenvolvimento das func¢des trigopnométricas a partir de conceitos
mais formalizados e atuais. O quinto capitulo baseia-se na concepc¢édo do
Movimento Harmdnico Simples (MHS) associando-o com o sistema massa-mola.
O sexto capitulo por sua vez, analisa a maneira em que livros de matematica
voltados ao ensino médio apresentam os conceitos de funcdes trigonométricas,
ao mesmo tempo que o sétimo capitulo discute as principais dificuldades dos
estudantes neste tema. O oitavo capitulo usufrui das discussdes apresentadas
previamente no texto para exibir a proposta do produto educacional, desde o
motivo da sua escolha até a construcéo e aplicacdo. O ultimo capitulo apresenta

as conclusdes obtidas com toda a pesquisa.
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2 METODOLOGIA

Tendo em vista o0 objetivo e as metas estabelecidas para o
desenvolvimento desta pesquisa, a abordagem metodoldgica adotada é uma
investigacdo predominantemente qualitativa, com uma abordagem descritiva e
interpretativa com procedimentos experimentais aplicados ao contexto
educacional.

Nesse contexto, a pesquisa também € de natureza bibliografica, pois se
baseia na leitura e analise de livros, artigos cientificos, dissertacoes, teses, livros
didaticos e outros materiais académicos relacionados ao tema. Assim como
exposto por Gil (2008), a pesquisa bibliografica é desenvolvida com base em
material previamente elaborado, constituido principalmente por livros e artigos
cientificos. Este direcionamento € especialmente relevante em pesquisas que
utilizam a anélise de conteddo como técnica principal.

Ao investigar as funcdes trigonométricas, é possivel recorrer a producdes
que discutem sua evolucdo histérica, sua formalizacdo analitica, suas
representacfes graficas e suas aplicacbes em fendmenos periddicos. Essa
etapa tem como objetivo organizar e fortalecer o referencial teérico sobre este
modelo de fun¢des, o Movimento Harmonico Simples (MHS) e, especialmente,
o0 sistema massa-mola. Esse levantamento fornece a base conceitual necesséria
para orientar e justificar as escolhas feitas ao longo do trabalho.

Porém, Gil (2008) ainda destaca que a pesquisa bibliografica pode vir a
apresentar limitagdes. Fontes secundarias de informa¢des podem conter dados
imprecisos, juntamente com interpretacdes distorcidas e generalizacGes
inadequadas. Diante disso, é de extrema valia considerar diferentes autores para
a verificacdo da coeréncia dos dados analisados. Portanto, a escolha pela
pesquisa bibliografica ndo implica apenas em um conjunto de informacdes, mas
em um processo interpretativo que busca estabelecer relagbes entre os
elementos matematicos e fisicos estudados.

A pesquisa também serd de carater qualitativo, a qual possui
caracteristicas unicas que a fundamentam. Bogdan e Biklen (1994), expde
algumas delas que podemos associar com o intuito desta pesquisa, sendo elas:

(i) O principal instrumento de recolha de dados é observador. (ii) O ponto alto da
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pesquisa é o processo, tornando o resultado um complemento da pesquisa e
nao o foco principal. (iii) O significado que os participantes atribuem a experiéncia
é de grande valia. Além disso, Flick (2012) ainda aponta que essa perspectiva
metodoldgica reforca a reconstrucdo detalhada de casos especificos, a coleta de
dados ampla e o desenvolvimento tedrico a partir das descobertas empiricas.
Nesse contexto, pesquisador ndo parte na maioria das vezes de hipotese pré-
determinadas, mas busca adquirir significados de cunho muitas vezes subjetivo.

Aplicada ao campo da Educacdo Matematica, a abordagem descrita
acima mostra-se interessante quando o intuito é compreender como 0s
estudantes constroem o0s significados de conceitos como as fungdes
trigonométricas. Tradicionalmente, elas sdo ensinadas com grande énfase
algébrica, carecendo de contextualizacdo, o que faz com que os alunos as
compreendam como distante da realidade. Uma proposta qualitativa permite
compreender como 0s estudantes aprendem estes conceitos, bem como o
sentido atribuido que lhes é atribuido nesse processo.

Uma das primeiras etapas desta pesquisa é compreender a concepgao
de funcao trigopnométrica como um todo: partindo desde a sua origem até as suas
definicdes mais formais. Em seguida, sera analisado o MHS, mais precisamente
o sistema massa-mola, e como ele pode ser compreendido através de funcdes
trigopnométricas. Toda esta parte do estudo esta associada com o aspecto
descritivo desta pesquisa, o qual visa obter o maximo de informacdes relevantes
para a sua fundamentacéo.

A condicdo experimental desta pesquisa esta diretamente relacionada
com o seu processo. O intuito é criar um objeto fisico que represente um sistema
massa-mola com a finalidade de auxiliar no entendimento das funcbes
trigonométricas, possibilitando as principais compreensdes dos conceitos ali
relacionados. Ao manipular o sistema e observar o comportamento oscilatorio,
0s estudantes podem reconstruir suas compreensdes sobre periodicidade e
outros elementos envolvidos.

O produto educacional associado a esta dissertacdo descreve um passo
a passo de como construir este sistema massa-mola, bem como apresenta uma
sequéncia de procedimentos e questbes para que outro professor possa

reproduzi-lo e aplica-lo com suas turmas. Outra parte do produto educacional
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consiste na elaboracdo de videos utilizando esse instrumento, destinados aos
docentes que desejam apresentar as associagdes discutidas neste projeto,
porém sem a necessidade de realizar sua construcao.

Desta maneira, a articulagdo entre pesquisa qualitativa e o uso do
instrumento como produto educacional constitui uma estratégia valida para o
ensino de fungbes trigonométricas. Ao privilegiar a compreensdo dos
significados construidos pelos estudantes, essa abordagem ndo apenas
favorece a aprendizagem conceitual, mas também contribui para o
desenvolvimento de praticas pedagdgicas mais contextualizadas, investigativas
e interdisciplinares.

O uso da Inteligéncia Artificial (IA) neste documento foi utilizado para
auxiliar na elaboracdo de sugestbes de perguntas presentes nas listas de
atividades disponiveis no produto educacional, contribuindo para a
diversificacdo. Além disso, a IA foi aplicada como ferramenta de apoio para
otimizar a escrita da formatacdo da lista de referéncias, visando atender as

normas académicas necessarias.
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3 A ORIGEM DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Nesta secdo sera discutido o desenvolvimento das funcgdes
trigonométricas ao longo da histéria da humanidade visando proporcionar um
entendimento geral de seu desenvolvimento. Além disso, sera exposta uma
fundamentacéo prévia sobre a razdo pela qual um professor de matemética deve
ndo apenas compreender 0s conceitos matematicos, mas também ter uma base
de entendimento no que tange o desenvolvimento histérico de determinados
temas.

O pesquisador D’Ambrosio (2021) destaca que a Matematica, como
qualquer outra forma de conhecimento, possui 0 seu progresso associado com
0 contexto social, econémico, politico e ideoldgico. Tendo em vista que a
matematica € uma manifestacao cultural de todos os povos em todos 0s tempos,
pois 0 seu desenvolvimento em grande parte das vezes esteve relacionado com
o interesse de alguns individuos ou de um grupo. Outro ponto apontado por
D’Ambrosio (2021) é que o professor deve apontar aos seus alunos que a
aritmética ndo é apenas a manipulacdo numérica, enquanto a geometria nao se
resume a figuras e formas perfeitas. Na realidade, estes exemplos podem ser
contextualizados como: na decoracao dos indigenas, na variedade de cores para
colorir uma pipa, na quantidade de arroz que um recipiente de um litro pode
armazenar, entre outras situacfes. Neste sentido, o autor defende que a
matematica da escola é apenas uma das muitas matematicas que se encontram
pelas diversas culturas. Portanto, esta perspectiva histérica estimula o raciocinio
critico, aprecia a pluralidade cultural na geracdo do conhecimento matematico.
Também contribui com as abordagens educacionais ao tornar a aprendizagem
mais relevante e inspiradora. Ao reconhecer as raizes, os obstaculos e as
mudancas que 0s topicos matematicos enfrentaram ao longo da historia, o
professor pode demonstrar a matematica ndo como um conjunto fixo de
verdades imutaveis, mas como uma criagdo humana que est4d sempre se
modificando.

Em especial, os estudos associados a trigonometria possuem registros
bem antigos, assim como aponta Eves (2011) destacando obras importantes

como o papiro Cairo (3000 a.C.) e o papiro Rhind (1650 a.C.), nos quais
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evidenciam algumas relacdes trigonométricas, juntamente com mencdes a
triangulos retangulos. Estes conceitos estavam associados a construcdes de
piramides, horério do dia (através das sombras) e divisdo de terrenos.

Notoriamente, outro povo que contribuiu com o avan¢co matematico foram
0s gregos. Boyer (2012) enfatiza que a Grécia teve um profundo avanco na
trigonometria da época, especialmente sendo reconhecida como historicamente
pelo Teorema de Pitagoras e também o Teorema de Tales. Entretanto, o
pesquisador ainda destaca que existem evidéncias historicas de que ambos o0s
teoremas jA eram de entendimento dos babilbnios e dos egipcios. Esta
circunstancia reforca o que foi estabelecido por D’Ambrosio (2021), no qual
define que a matemética ndo se desenvolveu de maneira linear, mas que cada
grupo de individuos se apropriou dela a depender de cada contexto historico e
social.

Como mencionado acima, a evolugdo da matematica ocorreu de
diferentes maneiras a variar de cada civilizagdo. Os gregos foram uma das
primeiras civilizacbes com registro escrito a construirem conceitos com o0 que
hoje podem ser associados com as funcdes trigonométricas. Heath (1981)
aponta que Menelaus (c. 70 — 140) foi um dos primeiros mateméaticos a fazer
uma concepcao introdutéria do que seria a fungéo seno, mas é dificil afirmar que
ele teria sido o Unico. E possivel acompanhar a construcdo deste conceito por

meio da Figura 1.

Figura 1 — Construcdo Geométrica de Menelaus

Fonte: Elaboracao prépria (2025)



19

De maneira generalizada, Menelaus atribuia que o seno de um angulo &
a metade de uma corda, ou ainda, o seno de um angulo é metade da corda
do dobro deste angulo. Para compreender, vamos analisar a Figura 1 em que
o ponto O é o centro de uma circunferéncia, sendo o segmento OA seu raio.
Além disso, o ponto C é o ponto no qual a reta que passa pelos pontos A e C da
circunferéncia, perpendicular ao segmento OB, intercepta o préprio segmento
OB. O grego descrevia que o seno de AOB, na realidade era o comprimento do
segmento AC, e consequentemente metade da corda AD. Ainda vale notar que
o dobro do angulo AOB é o angulo AOD e a corda deste ultimo angulo é AD.
Desta maneira, a definicdo de seno da época, era que o seno do angulo AOB,
que é AC é metade da corda do angulo AOD, que é a corda AD. Apesar das
diferentes terminologias e da definicdo ainda necessitar de alguns ajustes, €
possivel associar o conceito grego de cordas com a nossa definicdo de seno
atual.

Tratando-se do cosseno, 0 seu desenvolvimento ao longo da histéria
esteve primeiramente ligado ao seno, como aponto Heath (1981). O
complemento do seno foi importante de ser estudado para 0s gregos,
especialmente para analisar triangulos retangulos, e esta foi uma das primeiras
maneiras em que o cosseno foi desenvolvido. Ptolomeu (c. 100 — 70) baseou-se
na construcdo de seno defendida por Menelaus, o qual como destacado acima,
definia 0 seno de um angulo como a metade do comprimento de uma corda
associada ao dobro deste angulo, escrita da seguinte maneira: crd - 2a. Em
virtude disso, Ptolomeu definiu o cosseno como: crd - (180° — 2a), que pode
ser assimilada como o comprimento da corda gerada por 180° subtraida do
dobro do angulo em questao.

A Figura 2 ilustra a compreensio geométrica descrita, na qual AOC € um
angulo a, ao mesmo tempo que AOD representa o dobro deste angulo, 2a.
Consequentemente, o angulo DOE pode ser descrito como 180° — 2a.
Repetindo os mesmos procedimentos apresentados anteriormente para
determinar a corda seno, temos que a corda relativa ao cosseno do angulo AOC

€ a metade da corda ED, explicita como EF.
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Figura 2 — Interpretacdo do Cosseno por Ptolomeu

A
e, c |
E F D

Fonte: Elaboracéo prépria (2025)

Esta expressao claramente evidencia o conhecimento da parte dos gregos
da seguinte propriedade trigonométrica: sen(x) = cos (90° — x). Heath (1981)
ainda destaca que com base nas duas expressdes gregas, originou-se a
identidade fundamental da trigonometria, escrita da seguinte forma:

(crd - 2a)? + (crd - (180" — 2a))? = 1.

O povo Indiano foi outro representante no que tange o desenvolvimento
da trigonometria. Aryabhata, nascido no século V, foi um grande matematico e
escreveu o livro Aryabhathiya, que continha a sua propria tabela de senos, assim
aponta Smith (1958). Sua definicdo de seno era “meia corda”.

De acordo com Boyer (2012), sédo apresentados 0s senos dos angulos até
90°, divididos em vinte e quatro intervalos iguais de 3°45’ (ou seja, 225 minutos)
cada um. Para exprimir o comprimento do arco e o comprimento do seno na
mesma unidade, o raio era tomado como 3438 e a circunferéncia como
360 x 60 = 21.600 minutos. Isso implica um valor para 7 correto até o quarto
algarismo significativo, 3,1416. Para o primeiro desses intervalos, o seno foi
tomado igual ao préprio nimero de minutos do arco, isto é, 225. Em linguagem
atual, sabe-se que o seno de um angulo pequeno € aproximadamente igual a
medida do angulo em radianos.

Na elaboracdo dessa tabela o seno era contado em minutos, em um
intervalo de 225 minutos. Esta concepc¢ao enfatizava especialmente a diferenca
de um seno para o outro. O primeiro seno era definido como 225, e os demais

eram determinados a partir do anterior por um processo recorrente. Subtraindo
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225 de 225, obtém-se o resto 0. Dividindo 225 por 225, o quociente sera 1. A
soma de 0 e 1 é subtraida de 225, e desta maneira, obtém-se o niumero 224;
assim, o segundo seno é dado por: 225 + 224= 449. Para calcularmos o terceiro
seno, procede-se de forma semelhante: subtraindo 225 de 224 teremos que 0
resto sera 1. Dividindo a soma de 225 com 224 por 225, o quociente mais
proximo € 2. Somando o 1 da primeira subtracdo, com o quociente 2, obtém-se
3. Adiferenca de 225 e 3 é 222; portanto, o terceiro seno € dado pela soma: 449
+ 222 = 671.

De forma geral, 0o método pode ser expresso por meio de uma férmula de
recorréncia. Sejam s(i) o i-ésimo seno nasequénciae A(i + 1) = s(i + 1) — s(i),
parade i = 1 a24. Com essa notacao, pode-se assumir que A(1) = s(1).

Observa-se que cada nova diferenca é obtida subtraindo-se de s(1) uma

guantidade que depende dos valores ja acumulados. De fato, no segundo passo,

A(2) = 225 — |225 — 225 + 2251 _ 225 _ 225 224,
225 225
ou seja,
s(1)
s(1)’

Consequentemente, s(2) = s(1) + A(2) = 225 + 224 = 449.

A2) = A(1) —

No passo seguinte, a “correcdo” subtraida de 225 ¢ obtida dividindo-se a

soma 225 + 224 por 225 e tomando-se o0 quociente mais proximo de um inteiro.

Assim,
A(3) = 225 [225 224 + 225 + 224] = 224 225 + 224 =222
(3) = 225 - 225 Tt
logo,
s(2)
A =A2) — ——
() =22 - 55

e, portanto, s(3) = s(2) + A(3) = 449 + 222 = 671. Prosseguindo desse modo,

obtém-se a relagéao geral

AG +1) = AG) — % 1)

Para resolver essa recorréncia, escrevemos sucessivamente:



1
A(2) = A1) - %
s(2)

s(i—1)
s(1)
s(i)

A()=A>G—-1) -

Somando as igualdades, obtemos

AR)+AQR) + -+ AW + A+ 1) = AL) + AB) + - + AG) — Yk=15(k)

ApOs os cancelamentos correspondentes, resulta

l l
AG+1) = A1) - Z—";g)(k) =s(1) - —Z":g)(k).
Denotando por

i
S@) = Z s(k)
k=1
a soma dos i primeiros senos, obtém-se, em forma aproximada,

: S(1)
A(l + 1) = S(l) —S(—l).

Como s(i+ 1) = s(i) + A(i + 1), segue a recorréncia

. . S(@)
s(i+1)=s()+s()— E

A recorréncia (2) é descrita por Boyer (2012).

s(1)

22

(2)

Uma tabela elaborada por Morey (2003) retne os vinte e quatro valores

de seno da época, bem como suas correspondentes medidas atuais. O autor

ainda destaca que os indianos, assim como o0s arabes, contribuiram

significativamente com a construgcdo de tabuas trigopnomeétricas mais precisas,

elaboradas com o auxilio de procedimentos de interpolagéo.
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Figura 3 — Tabela de senos: medi¢des indianas e atuais

Aneul Varahamihira Arvabhata | Valor Moderno

gulo . .

S ;:Si;g senf ::nggg senf senf
3°45° 751 0,06542 225° 0,6545 0.06540
7°30° 1540 0,13056 449° 0,13060 0,13056
11°15° 2325 0,19514 671" 0,19517 0,19509

15¢ 314" 0,25889 890° 0,25962 0,25882
18°45° 38°34” | 0,32139 1105’ 0,32141 032143

22°30° 4556 | 0,38278 1315° 0,38249 0.38268

26°15° 53°5" 0.44236 1520° 0,44212 0.44229
30° 60’ 0,50000 1719° 0,50000 0,50000

33°45° 66°40™ | 0,55556 1910° 0,55556 0,55556
37°30° 733" | 0,60875 2093’ 0,60878 0,60876
41°15° 797" 0.65931 2267 0,65910 0,65935

45° 84°51” | 0,70708 2431° 0,70710 0,70711
48°45° 90°13” | 0,75181 2585’ 0,75189 0,75184
52°30° 95713 | 0,79347 2728’ 0,79348 0,79335
56°15° 99°46” | 0.83139 2859° 0,83159 0,83147

60° 103756 | 0.86611 2978’ 0,86620 0,86602
63°45° 107°38" | 0,89694 3084° 0,89703 0,89687
67°30° 110°53” | 0,92402 3177 0,92408 0,92388
71°15° 113°38” | 0,94694 3256° 0,94706 0,94693

75° 115°56” | 0,96611 3321 0,96597 0,96593
78°45° 117°43™ | 0,98097 3377 0,98080 0,98079
82°30° 119° 0,99167 3409° 0,99156 0.99144
86°15° 119’45 | 0,99792 3431° 0,99796 0,99786

90° 120° 1,00000 3438 1,00000 1.00000

Fonte: MOREY (2003, p.25)

Brummelen (2009) afirma que uma prescricdo semelhante no Aryabhatiya
atraiu consideravelmente mais atencdo, em parte devido as diferentes
interpretacfes acerca do método e de sua origem. A apresentacdo que segue
fundamenta-se na explicacdo do cientista indiano Nilakantha, do século XV,
articulada com os detalhes expostos por Brummelen (2009) e com nossas
proprias consideracdes e notacdes utilizadas anteriormente.

Dividimos o angulo reto em 24 partes iguais, definimos s(1) = 225 e
escrevemos as primeiras diferencas dos senos como

A() = s@i) — s(i—1). 3

Na Figura 4, os 24 pontos de divisdo do quadrante sdo os 4;, enquanto
0s pontos médios sdo o0s B;. Os senos que Aryabhata correspondem aos
comprimentos P;A;; as distancias A;A;,, = B;B;;; Sdo todas iguais a corda de 1,

denotada por Crd(1) .
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Figura 4 — Divisdo do quadrante
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Fonte: BRUMMELEN (2009)

Como a corda A;A;,, € perpendicular a OB;,, 0s triangulos retangulos A
A; CA;,, e A OT;,,B;,, sdo semelhantes. De fato, os triangulos A OB;;; B; e A
0A; A;4, Sdo semelhantes e, assim, os angulos TB,,,B_i e CA,A;,, congruentes,

de onde segue a semelhanca. Portanto,
Aip1C _ OTiyq
AiAiy1 By 07

ou
s+ —s(@ A@l+1) 0Ty,

Crd(1)  Crd(1) R '’
sendo R o raio da circunferéncia. ISso nos fornece uma equagéo para a primeira
diferenca:
Crd(1
A+ 1) = R( ). 0T}, 1. (4)

Aplicando a equacéo (4) duas vezes, com i e i +1 como argumentos,
obtemos uma expressédo para a segunda diferenca:

Crd(1) Crd(1)

A —AG+1) =—" (OT; — OT;y,) = o T;Tiyq. )

A semelhanca dos triangulos A B;DB;,; € A A;P;0 (que ocorre de modo

similar aos triangulos A A; CA;;; € A 0T;;,B;;,) fornece:
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BD AP
BBiy; A0’
logo,
Crd(1
T;T;y; = B;D = R( ). sen(i). (6)

Substituindo (6) em (5), obtemos.
A —AG+1) _ [Crd(D)]
s@ [ R l '

Assim, o lado esquerdo é independente de i. Segundo Brummelen (2009),

(7)

ndo se sabe ao certo se Aryabhata tinha conhecimento dessa equacao
surpreendente. Nilakantha sabia; ele observou que aplica-la duas vezes, para
i = 1 e paraum i arbitrario, fornece

AG@) —AG+1) A1) -A2)

s(@) sy
ou
AG) —AG+ 1) = [A(1) - A(2)] % (8)
Utilizando A(1) = 225 e A(2) = 224, obtemos a equacao
. o s@)
A(i+1) =A0) — E, 9)

gue coincide com equacéao (2) deduzida anteriormente.
A partir de (9), todos os senos podem ser gerados sucessivamente, pois
A(i + 1) € a unica quantidade que ndo é conhecida imediatamente a partir de
sen(1), ...,sen(i) ; e
s(i+1) = s(@) +AG+1).

Com o passar do tempo, novas conjecturas e associagoes relacionadas
as funcdes trigopnométricas comecaram a se estabelecer, de maneira similar com
0 que temos hoje. Mas vale ainda mencionar que a trigonometria era utilizada
guase que exclusivamente para a geometria, porém esta realidade comecou a
alterar-se por volta do século XVIII. O pesquisador Kline (1972) destaca que a
influéncia da trigonometria para o calculo comecou com a descoberta de
representacbes em séries infinitas para as fungbes trigonométricas. A
astronomia auxiliou nesta descoberta, tendo em vista que os fenbmenos

astronbmicos sao periddicos. Kline (1972) salienta que o uso de séries
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trigonométricas foi necessario para determinar a posicao de planetas, a partir de
um procedimento matematico que estima os valores de uma funcdo em
diferentes posi¢des. Outro nome relevante mencionado por Kline (1972) para
este desenvolvimento da trigonometria foi Euler. O interesse do matematico por
interpolacao permitiu o desenvolvimento de uma representacdo em série de uma
funcdo trigonométrica. Em seu livro, Introductio in analysin infinitorum
(Introducdo a Analise do Infinito), Euler estabeleceu a analise rigorosa das
funcdes trigopnométricas. O significado de seno por exemplo, ndo era mais um
segmento de reta, mas um namero ou razao, o ponto de ordenada de um circulo.
Nesta obra ainda foram introduzidas algumas nas nomenclaturas usuais
associadas ao estudo das func¢des trigopnométricas, como: cos (cosseno), tan

(tangente), sec (secante), csc (cossecante) e cot (cotangente).
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4 FUNCOES TRIGONOMETRICAS: DEFINICOES E CONSTRUCOES

O estudo das fungdes é amplamente abordado na educacdo bésica,
especialmente no ensino médio, por meio de disciplinas como Matematica e
Fisica. Segundo Usiskin (1995), a ideia de funcdo surge quando associamos
duas grandezas por meio de uma escrita algébrica, de tal maneira que esta
associacao provoque uma relacdo de dependéncia de uma das grandezas para
com a outra. Desta forma, podemos comecar a formalizar conceitos como
dominio e contradominio de uma funcéo. Vale destacar também que as funcbes
sdo discutidas em alguns cursos de nivel superior, especialmente aqueles
voltados para as areas da Matematica e da Engenharia. Tais cursos possuem o
Céalculo Diferencial e Integral como uma disciplina que pode vir a abordar o
conceito de funcéo desde a sua definicdo e construcdo. Tanto no ensino meédio,
guanto no ensino superior sdo desenvolvidos estudos sobre diversas fungoes.

Antes de definir as funcbes trigonométricas € importante esclarecer que
elas ndo possuem apenas um Unico meio de estabelecer seus conceitos. Alguns
autores podem se fundamentar especialmente na concepcao geométrica para
defini-las, enquanto outros podem optar por uma abordagem mais analitica.
Visando proporcionar um entendimento mais amplo dos modelos de
estruturacdo dessas funcbes, sera apresentado como foi abordado esta
definicdo por trés grandes matematicos do século XX: Richard Courant, Michael
Spivak e Walter Rudin.

Courant (1965) segue a abordagem geomeétrica tradicional, utilizando o
circulo trigonométrico. Spivak (1967), por sua vez, fundamenta sua
apresentacao em conceitos do Calculo Diferencial e Integral, como derivadas e
integrais, enquanto Rudin (1976) recorre da Analise Complexas. Para o
desenvolvimento deste capitulo, assume-se que elementos do Calculo de

Funcbes Reais e Complexas sejam de conhecimento prévio do leitor.

4.1 FUNCAO TRIGONOMETRICA POR RICHARD COURANT

Em sua obra, Introduction to Calculus and Analysis, Courant (1965)

classifica as funcdes trigonométricas, como fung¢des transcendentais
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elementares, visto que é da geometria que é extraido grande parte de sua
conceituacdo. Deste modo, o matematico se propde a apresentar uma
conceituacdo mais geométrica das fungbes, seguida de outra mais analitica,
voltada as fungdes inversas das funcdes trigonométricas

O autor utiliza a Figura 5 para estabelecer o significado geométrico das

funcdes seno, cosseno, tangente e cotangente.

Figura 5 — As funcdes trigonométricas

e cotx —
B !
o A 153
T 3
. -
\
» \
c x
e \
| |
Ly ~||r l
0 | C

Fonte: COURANT; RICHARD (1965, p.50)

O matematico enfatiza que o os angulos sdo medidos em radianos, no
qual é feita a medigdo com seu vértice no centro de um circulo com raio igual a
1. Apés isso, € medido o tamanho do angulo pelo comprimento do arco da
circunferéncia seccionado pelo angulo. Consequentemente, um angulo de 180°

€ equivalente a um angulo de r radianos. Enquanto, um angulo de 90° tem uma

medida de g radianos, e o angulo de 360° tem medida em radianos equivalente

o

a 2m. Por outro lado, um angulo de 1 radiano expresso em graus €

Posteriormente, Courant (1965) denota que ao se referir a um angulo x,
esta referéncia estd associada a um angulo cuja medida em radianos é igual a
x. Na Figura 5, note que o angulo é medido a partir do segmento OC, no qual os

angulos positivos sdo considerados no sentido anti-horario. Para finalizar, ainda
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€ exposto os graficos das funcdes seno, cosseno, tangente e cotangente a partir
das Figuras 6 e 7.

Figura 6 — Fungdes Seno e Cosseno

y=sinx y=cCosx

| //><\
N o 1g—\’></2w t

Fonte: COURANT; RICHARD (1965, p.50)

Figura 7 — Funcdes Tangente e Cotangente

tan x

y=

——

Fonte: COURANT; RICHARD (1965, p.51)

Para definir as funcdes inversas das funcdes trigopnométricas, Courant

(1965) baseia-se em uma abordagem mais analitica, ainda que utilize algumas
concepcOes apresentadas acima.

Os graficos das funcdes seno, cosseno, tangente e cotangente sao
necessarios para definir o intervalo da funcdo inversa, de modo que para as

linhas y = c paralelas ao eixo das abcissas, & necessario cortar as curvas em
um dnico ponto.
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Para estabelecer a inversa da funcdo seno, 0 matematico realca que a
derivada da funcédo y = sen(x) € dada por y' = cos(x), na qual a derivada é
positiva no intervalo —% <x <§. Neste mesmo intervalo, podemos definir a

inversa como x = arcsen(y). A Figura 8 apresenta a restricdo de dominio

mencionada, a parte da linha continua.

Figura 8 — Intervalo da func&o seno selecionado

y=sinx
/'_‘\-\ 1 S\ x=arcsiny
- o _v ________ —_— '_‘_h" _________ 7-
/ b N /
"/ \ 4 x
; =T\  —x/2 0 z)2 ™ 3rf2 g
/ b /
\ /
\ A s
\\.. -1 ~

Fonte: COURANT; RICHARD (1965, p.211)

bY

O autor expde que esta funcdo aumenta monotonamente de —% a % a

medida que y percorre o intervalo -1 a +1. Além disso, € destacado que a inversa
da funcéo seno neste intervalo trata-se do principal valor do arcoseno. Ainda, é
definido a multivaloragéo do arcsen(y): Seja um valor de y qualquer, o angulo x
correspondente ndo é apenas um angulo especifico, mas todo angulo na forma
2km + x,Vk € Z.

Derivando a funcdo x = arcsen(y), obtemos:
de 11 1 1
dy ¥ cos(x) +/1—sen(x)? =+J1-y2

Consequentemente, a raiz quadrada considerada é positiva, pois a nossa

fungéo esta definida no intervalo de —g <x< g Desta maneira, conseguimos

alterar a variavel independente y para x, como usual. Entdo, a derivada da
funcdo y = arcsen(x) € expressa como:

1
Vi—x2Z’

d
—arcsen(x) =
dx
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Para finalizar, Courant (1965) apresenta o grafico da funcéo inversa

definida:

Figura 9 — Grafico da funcédo y = arcsen(x)

\_y:arcsinx
x=siny

Fonte: COURANT; RICHARD (1965, p.212)

O autor define a inversa da fungéo y = cos (x) como x = arccos(y) com
base no mesmo raciocinio, porém levando em consideracdo dois pontos
fundamentais. A primeira mudanca esta no intervalo que a funcéo € definida,
desta vez serd 0 < x <m. O segundo ponto de alteracdo esta associado a
derivada da funcéo inversa, pois desta vez tomaremos o valor negativo da raiz,
considerando o intervalo escolhido. Com estas duas alteracdes, e novamente
alterando a variavel independente y para x, temos que a derivada de y =

arccos(x), seréa:

1
Vi—x2

O gréfico da fungéo pode ser visualizado pela Figura 10:

d
—arccos(x) = —
dx
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Figura 10 — Gréfico da fungéo y = arccos(x)
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Fonte: COURANT; RICHARD (1965, p.213)

4.2 FUNCAO TRIGONOMETRICA POR MICHAEL SPIVAK

Neste momento iremos definir as funcées cosseno e seno com o auxilio
do livro Calculus escrito por Spivak (1967), na qual podemos compreender a sua
construgdo por meio de integrais definidas no sentido de Riemann. Nesse
contexto, a integral definida pode ser interpretada como o calculo da area de
uma regido limitada por uma funcdo em um determinado intervalo. Mais

precisamente, se f(x) >0 para todo a <x <b, entdo a integral definida
f:f(x)dx fornece a area da regido limita pelo eixo x a curva definida por f e

pelas retas verticais x = a € x = b, representada na Figura 11.
O intuito de abordar este modelo de definicdo é proporcionar uma
compreensao amplificada sobre as fungdes trigonométricas desde a sua

construcao.
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Figura 11 — Area da regi&o representada por f:f(x)dx

(a, 0) (6, 0)

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.214)

Para comecar a definir as funcdes seno e cosseno, partiremos da
concepcao de angulo presente na geometria elementar, na qual um angulo é a
intersecao de duas semirretas que compartilham um ponto de origem, conforme

pode ser observado na Figura 12. Na trigonometria ainda sdo mais utilizados os

na

angulos direcionados”, que podem ser vistos como pares (l4,l,) de semirretas

com o0 mesmo ponto de origem, como ilustrado na Figura 13.

Figura 12 - Angulo como unido de duas semirretas

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.256)

Figura 13 - Angulos direcionados das semirretas [, e I,

A
L=t
A

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.256)
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Ao escolhermos a metade positiva do eixo horizontal para a semirreta [,
o angulo direcionado é completamente descrito pela segunda semirreta [,
(Figura 14). Como cada semirreta intercepta o circulo unitario exatamente uma
vez, o angulo direcionado pode ser claramente representado por um ponto nesse
circulo (Figura 15), ou seja, por um ponto P (x,y) que satisfaz a equacdo da

circunferéncia x? + y? = 1.

Figura 14 - Angulos direcionados por meio da semirreta I, como eixo

horizontal positivo

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.256)

Figura 15 - Pontos na circunferéncia gerada pelo angulo direcionado

N

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.257)

\J

Consequentemente, 0 seno e 0 cosseno de um angulo direcionado podem
ser definidos da seguinte maneira: um angulo direcionado é representado por
um ponto A4 (x,y) no circulo unitario, no qual x? + y? = 1; o seno do angulo é

definido como y, e 0 cosseno como x, como pode ser visualizado na Figura 16.
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Este circulo unitario € o mesmo circulo utilizado no estudo do ciclo trigonométrico
trabalhado em sala de aula, e a partir dele iremos dar continuidade em nossa
defini¢ao.

Figura 16 - Seno e Cosseno no Circulo Unitario

i A
yr (xs J“)

sin 4

R\/_.._Jlx‘
cos A

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.257)

Apesar da familiaridade do paragrafo anterior com um dos conteudos
lecionados na educacdo basica, Spivak (1967) realca que ainda ha muito a
desenvolver para definir as funcdes seno e cosseno. O que definimos até agora
€ 0 seno e o0 cosseno de um angulo direcionado; o que desejamos definir é
sen (x) e 0 cos (x) para cada numero x. Usualmente, associamos cada um dos
nameros a cada angulo a partir da medicdo em graus. Um angulo "de uma volta
completa" é associado a 360 graus, um angulo "meia-volta" é associado a 180
graus, um angulo "um quarto de volta" é associado a 90 graus, e assim por
diante. O angulo associado a um namero x € chamado de "o angulo de x graus".
Vale notar que o angulo de 0 graus é o mesmo que o de 360 graus, e essa
ambiguidade € intencionalmente ampliada, de modo que um angulo de 90 graus
também é considerado um angulo de 360 + 90 graus, e assim por diante. Com
isso, podemos agora definir uma funcdo, que denotaremos por sen’(x), da
seguinte forma:

sen’(x) = seno do angulo de x graus.

Entretanto, o autor ainda destaca que ha dificuldades com essa

abordagem. Embora desde o 9° Ano do Ensino Fundamental podemos

esclarecer e mostrar aos estudantes os valores do seno de um angulo de 45° ou
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90°, encontramos dificuldade com angulos que representam um numero

irracional, por exemplo, qual o seno do angulo de V2 graus? Para responder esta
pergunta seria necessaria uma analise mais aprofundada. Entretanto, Spivak
(1967) destaca que esta situacdo pode ser contornada em virtude da funcao
seno ter propriedades “matematicamente agradaveis”.

A medicdo dos angulos em radianos € o recurso que serd utilizado para
solucionar o impasse exposto no paragrafo acima. Dado um namero qualquer x,
considere um ponto P no circulo unitario tal que o comprimento do arco entre o
ponto (7,0) e P, no sentido anti-horario, seja igual a x, como exposto na Figura
17. O angulo direcionado formado por P € denominado "o angulo de x radianos".
Como o comprimento total do circulo é 2r, 0 &ngulo de x radianos é equivalente
ao angulo de 2 + x radianos. A partir disso, uma funcéo seno pode ser definida
da seguinte maneira:

sen” (x) = seno do angulo de x radianos

Figura 17 - Comprimento do arco x

length x

(1,0)

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.258)

Este mesmo método pode ser facilmente adotado para definir sen’(x);

uma vez que queremos que sen’360 = sen’ 2, podemos definir:

2nx X
° — r — r
sen’(x) = sen %0 = Se" Tg5-

Estabelecida a conversao da funcdo seno em graus para radianos, vale
destacar que em breve sera removido o sobrescrito » em sen”, ja que sen” (e

ndo sen’(x)) é a Unica funcdo que nos interessa; antes de fazer isso, o autor
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ainda adverte que existem problemas nos quais é mais propicio utilizar a funcao
sen’(x) para determinar a sua solucéo.

Ainda que a funcéo sen” seja a que desejamos representar simplesmente
por sen (e adotar essa notacdo daqui em diante), ha uma complicacdo até
mesmo na definicdo de sen”. A definicdo que estamos propondo depende do
conceito de comprimento de uma curva. Embora fosse possivel explorar e definir
comprimento de forma mais elaborada, neste momento, € mais pratico
reformular a definicho com base em é&reas, que podemos tratar utilizando a
integral. Em seguida sera apresentada toda a constru¢cdo da funcado seno por
meio do calculo de integrais descrito por Spivak (1967).

Suponha que x representa o comprimento do arco do circulo unitario que
vai de (1,0) até P; esse arco, portanto, corresponde a % do comprimento total
2r da circunferéncia. Seja S o0 "setor" mostrado na Figura 18; S é delimitado pelo
circulo unitario, o eixo horizontal e a reta que passa pela origem (0,0) e pelo

ponto P. A area de S deve ser % vezes a area interna do circulo unitario, que

esperamos ser m; portanto, a area de S deve ser:
X X

E'ﬂ 2

Figura 18 - Setor S de éreag

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.258)

Sendo assim, podemos definir sen (x) e cos (x) como as coordenadas do

ponto P que determina um setor de éreag .
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Com essas consideracfes como base, a definicdo precisa das funcdes
seno e cosseno pode agora ser iniciada. A definicdo a seguir trata T como a area
do circulo unitario, mais especificamente, como o dobro da area de um

semicirculo (Figura 19).

Definicao 4.2.1:

1
7T=2'f V1 —x2dx.
-1

Vale realcar ainda que o autor explica que esta definicAo ndo é
apresentada apenas como uma adicao decorativa; para estabelecer as fungdes
trigonométricas, sera necessario inicialmente definir sen (x) e cos (x) apenas

para0 < x <.

Figura 19 - Semicirculo de area -

fix) = VI =

rea =

SSTRE |

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.258)

A segunda definicdo tem como objetivo descrever, para —1<x <1, a
area A(x) do setor delimitado pelo circulo unitario, o eixo horizontal e a semirreta
que passa pelo ponto (x,v1—x2). Quando 0 < x <1, essa area pode ser
representada conforme a Figura 20, gerando a soma da area de um triangulo e

da area de uma regiao abaixo do circulo unitario.

WI=x (!
T_I_f V1 —t2dt.
X
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Figura 20 — Area A(x) para0 < x < 1

(x, V1 — x?)

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.259)

Observe ainda que esta formula pode ser adaptada para —1 < x < 0.

xV1-x2
Neste caso, o termo

€ negativo e representa a area do triangulo que deve

ser subtraida do termo fxlx/l—tzdt. Graficamente, esta situacdo pode ser

detectada na Figura 21 a sequir.

Figura 21 — Area A(x) para—1 < x <0

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.259)

Portanto, a expressao A(x) para determinar a area do setor circular € a
mesma tanto para o intervalo 0 < x < 1, quanto para o intervalo -1 <x < 0. O

que nos leva a nossa proxima definicdo:

Definicdo 4.2.2: Se -1 < x < 1, entéo:

V1 — x2 1
A(x)=¥+] V1 — t2dt.
X
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Observe que se —1 < x < 1, entdo funcéo A é diferenciavel em x e com

auxilio do Teorema Fundamental do Célculo, obtemos A'(x):

, _1 —2x
A(x)—i[x-2—+\/1—x2]—\/1—x2

VI—x2Z
S A =2 _x2+(1_x2)l— 1— 2
2 V1i=x%

, 1—2x?
:A(x)=ﬁ—m
S0 = 1—2x%2—-2(1—x?)

2vV1 —x2
:>A’(x)=_—1.
21— x2

Segue dessa Ultima expressdo que derivada de A é negativa em (—1,1),
ou seja, os valores de A decrescem no intervalo [—1,1], passando de

1
. T
A1) =0+ f V1 —t?dt = Area do semicirculo superior = >
-1

para A(1) = 0. Esse resultado também decorre diretamente da definicdo de A.
Com isso pode-se concluir que a funcdo A é uma bijecdo de [—1,1] a [0, %] Veja

gréafico da funcdo A na Figura 22.

Figura 22 — Gréfico da funcéo A(x) no intervalo [—1,1]

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.259)
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Para 0 <x <m, desejamos definir o cos(x) e sen(x) como as

coordenadas de um ponto P = (cos x,sen x) no circulo unitario, que forma um

setor com area igual a g conforme ilustrado na Figura 23.

Figura 23 — Area do setor estabelecido pelo ponto P = (cos cos x, sen x)

P = (cos x, sin x)

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.260)

Efetuada esta Ultima analise, podemos ir para a nossa proxima definicao:

Definicéo 4.2.3: Se 0 < x < m, entdo cos (x) € um numero no intervalo

[—1,1] tal que:

A(cosx)zg e senx =,/1— (cos x) 2.

Spivak (1967) adverte que essa definicdo ainda requer uma justificativa

adicional. Para garantir que existe um nimero y que satisfaz A(y) = g utiliza-se

o Teorema do Valor Intermediario (TVI), o qual assegura que uma funcéo
continua f, definida em um intervalo fechado [a, b], assume todos os valores
entre f(a) e f(b). Como A é diferenciavel no intervalo (-1,1), segue que ela é
continua nesse intervalo e também no intervalo fechado [—1,1]. Assim, pelo TVI,

a funcdo A assume todos os valores entre 0 = A(1) e g = A(—1). Portanto, para

todo x € [0,7], existe y € [-1,1] tal que A(y) =>.
Observa-se, na Definicdo 4.2.3, que a funcdo cos estad definida

implicitamente. Utilizando a inversibilidade da fungcéo A, tem-se que a funcéo

cos(x) = A1 (E) paratodo 0 < x < m,
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sendo A !a inversa da funcdo A. Além disso, tem-se que A(cos0)=0 e
A(cos ) = % Isso implica que, cos 0 =1 e cosm = —1, considerando a funcao
A como area associada.

Na etapa seguinte, Spivak (1967) utiliza aplicacdes das derivadas para a

construcdo dos graficos das funcbes cosseno e seno.

Teorema 4.2.4: Se 0 < x < m, entao
cos'(x) = —sen x,
sen’(x) = cos x.
Demonstracdo: Se B = 24, entdo a definicdo A(cos x) =§ pode ser
escrita como B(cos x) = x. Dessa forma, podemos dizer que o cosseno é o

inverso de B. J& temos que:

-1
Ax) = ——.
(x) 2V1 — x2
O que pode ser escrito como:
B(x) = —
X) = .
I-x2
Consequentemente,
cos’(x) = (B™H)'(x)
, 1 (pelo Teorema da Fun-
= cos'(X) =
B'(B~1(x)) cdo Inversa)
, _ 1
= cos'(x) = —
V1= [B 1()]?
= cos'(x) = —y/1 — cos?(x)
= cos'(x) = —sen (x).

Note ainda que:

senx =+/1— (cosx)2.

Assim, pode-se obter:

1 -2 cos(x) cos'(x)

. 2 J1—(cosx)?
cos(x) sen(x)
= sen'(x) = ——=

sen(x)
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= sen’(x) = cos(x). ]
Com os resultados do Teorema 4.2.4, é possivel esbocar os graficos das

funcdes seno e cosseno no intervalo [0, ], ja que:

cos'x = —senx = —\/1 —(cosx)? < 0, 0<x<m.
Pela figura 24, pode-se notar que a funcdo cosseno é decrescente, uma

vez que cos(0) =1 e cos(m) = —1.

Figura 24 — Imagem da fun¢éo cosseno no intervalo [0, ]

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.261)

Consequentemente, cos(y) = 0, para um Unico y no intervalo [0, ]. Para

encontrar o valor de y:
A (cos x) = E =>A(0) = % = y = 2A(cos x).
Entdo:
1
y = 2] V1 —t2dt.
0
Considerando que

0 1
f \/1—t2dt=f V1 —t2dt
-1 0

€ possivel escrever

1
Vs
yzf \/1—t2dt=§.
-1
Agora temos que sen'(x) =cos(x) >0, 0 <x <§ e ainda vale que

sen'(x) = cos(x) <0, g < x < m. Desta maneira, 0 seno cresce no intervalo [O, g]

e decresce no intervalo En] como pode ser visualizado na Figura 25.
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Figura 25 — Imagem da fung&o seno no intervalo [0, ]

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.261)

Para definir os valores do seno e cosseno em intervalos diferentes
daqueles restritos anteriormente, Spivak(1967) realiza este processo dividido em

duas etapas:
(1) Se ™ < x < 2m, entdo:
sen (x) = —sen (2 — x), cos (x) = cos (2m — x).
(1) Se x = 2k + x,, para algum k inteiro, e para algum x, € [0, 2x], entéo:
sen (x) = sen (x,), cos (x) = cos (xy).

Dessa maneira, a Figura 26 apresenta os graficos das funcdes seno e

cosseno definidos para todo o dominio dos numeros reais.

Figura 26 — Gréficos das fun¢Bes seno e cosseno

O\ /\ /L\ /’\ Y-
- NS e NS PN NS .

(b}

Fonte: SPIVAK; MICHAEL (1967, p.262)
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4.3 FUNCAO TRIGONOMETRICA POR WALTER RUDIN

Outra obra consultada foi Principles of Mathematical Analysis, de Rudin
(1976). Nessa obra, Rudin introduz as funcfes trigopnométricas para nameros
reais por meio de séries de poténcias, em uma construcao que remete, em certa
medida, as ideias de Euler. Nessa abordagem, as fun¢gBes seno e cosseno
surgem naturalmente a partir da funcdo exponencial complexa e das
propriedades analiticas dessas séries.

Pode-se dizer que o método adotado por Rudin (1976) é mais avancado
do ponto de vista tedrico, pois requer ferramentas da Analise Complexa. Em
contraste, Spivak (1967) fundamenta sua apresentacao principalmente nos
conceitos do Célculo Diferencial e Integral de funcdes reais. Assim, enquanto
Spivak constrdi as funcdes trigopnométricas no contexto da andlise real, Rudin as
introduz como consequéncia da teoria das fungfes analiticas no plano complexo.

No inicio do Capitulo 8, Rudin (1976) define a funcdo exponencial por
meio da série de poténcias:

Definicdo 4.3.1: Definimos

®
E(z) = Z = (1)
n=0

O teste da razdo mostra que esta série converge para todo z complexo.
A partir das propriedades provadas anteriormente sobre série de funcgdes, por
exemplo, a multiplicacdo de séries absolutamente convergentes, Rudin (1976)
obtém as seguintes propriedades:

e E(z)E(w) = E(z+ w), para todo z, w complexo;
e E(0)=1;
e E(z) # 0, paratodo z complexo;

e E'(z) = E(2), para todo z complexo.

Definigc&o 4.3.2: Definimos

Clx) = %[E(ix) + E(—ix)], Sx) = Zii[E(ix) — E(—ix)], (2)

para todo x real.



46

O autor ndo descreve as fungbes S e C como séries de poténcias
explicitamente. No entanto, isso é facil de deduzir a partir das Definicbes 4.3.1 e

4.3.2 e das propriedades das séries absolutamente convergentes:

Z(lx)n — (- lx)"] 1 (1+( 1)")(Lx)"

n!

)

C(x) = ! [E(lx) + E(—ix)] = [

n=0

observamos que os termos impares da Ultima série séo O, assim,

O ()% O (DK
—~ (2k)! £ (2k)!

Clx) =

Analogamente,

[0e]

(-1 '
St = L, (2k + 1) K

Novamente, o teste da raz8o mostra que essas séries convergem para
todo z complexo. Além disso, sdo holomorfas (analiticas) sobre todo o plano
complexo, ou seja, sdo diferenciaveis em cada ponto z € C.

Nos proximos passos, Rudin (1976) prova propriedades das funcdes C(x)
e S(x) com o objetivo de mostrar que essas funcdes coincidem com as funcdes
cosx e senx, cuja definicho é usualmente baseada em consideracfes
geomeétricas.

Segue da definicdo da exponencial complexa que E(z) = E(z). Logo,

1 1 1
x) = 3 [E(ix) + E(—1x)] = 5 [E(ix) + E(—x)] = 3 [E(—ix) + E(ix)] = C(x).

Analogamente, S(x) = S(x). Isso mostra que C(x) e S(x) sao reais para

x real. Além disso,

Cx)+iS(x) == [E(ix) + E(—ix)] + i%[E(ix) — E(=ix)] = E(ix),

N =

ou seja,
E(ix) = C(x) + iS(x). (3)
Assim, C(x) e S(x) séo, respectivamente, as partes real e imaginaria de E (ix),
se x é real.
Em seguida, Rudin (1976) prova que os pontos E(ix), para todo x real,
pertencem ao circulo unitario (circunferéncia de centro na origem e raio 1):
|E(ix)|? = E(ix)E(x) = E(ix)E(iX) = E(ix)E(—ix) = E(ix — ix) = E(0) = 1,

de modo que
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|E(ix)| = 1, paratodo x real. 4)
Observamos que dessa igualdade obtemos a seguinte identidade:
[C]? + [S()]? = 1. (5)
Da Definicdo 4.3.2., temos que C(0) =1 e S(0) = 0. Da derivada da

funcdo exponencial E e da regra da cadeia segue que:

!

1
C'(x) = (E [E(ix) + E(—ix)])
= %[E'(ix)i — E'(ix)i]

1
= — 5 [E(ix) — E(=ix)]
20
= —-S(x).

Logo, C'(x) = —S(x) e, similarmente, S'(x) = C(x).

Na préxima etapa, o autor prova que existem nimeros positivos x tais que
C(x) = 0. Suponha que isso ndo ocorra. Como C(0) =1, segue entdo que
C(x) > 0 para todo x > 0; logo S'(x) = C(x) > 0 e, portanto, S é estritamente
crescente; e como S(0) =0, temos S(x) >0 se x > 0. Assim, se 0 <x <y,

temos
y
SW)(y—x) < f S)ydt = Cx)+C(y)=Cly)—C(x) < 2.

A primeira desigualdade segue do fato que a area do retéangulo de lados S(x) e
y — x € menor do que a area da regido limitada pela curva S e eixo das abscissas,
entre x e y (veja a Figura 27). A ultima desigualdade segue de (5), da qual

obtemos [C(x)]? < 1 e, portanto, —1 < C(x) < 1 para todo x real.

Figura 27: Comparacao das areas

Fonte: Elaboragéo propria (2026).
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Como S(x) > 0, S(x)(y —x) < 2 ndo pode ser verdadeira para y grande,
e, assim, obtemos uma contradicao.

Neste momento, de modo diferente, Rudin (1976) define o nimero :

Definicdo 4.3.3: Seja x, 0 menor namero positivo tal que C(x,) = 0. Isso
existe, pois o conjunto dos zeros de uma funcéo continua € fechado e €(0) # 0.
Definimos o nimero w por

T = 2Xg.

Temos que C (g) = C(x,) = 0, e (5) mostra que S G) =+ 1. Como C(x) >

0 em (0, g) pela Definicdo 4.3.3, S é crescente em (O, g) logo S (g) = 1. Assim,

E(3)=c(5)+is(3) =t

A férmula E(z)E(w) = E(z + w) fornece:
E(i _E(m'_l_ni) _E(m’)E<m’) )
) =E\7+7)=E\Z7)E\Z) =

EQ2mi) = E(mi + i) = E(mi)E (i) = 1.
Logo
E(z + 2mi) = E(2)E(2mi) = E(z), (6)
para todo z complexo.
Em seguida, Rudin (1976) apresenta um teorema com propriedade das

funcdes E,C e S:

Teorema 4.3.4:

a) A funcgédo E é periddica, com periodo 2mi.

b) As fungbes C e S sado periddicas, com periodo 2.

c) Se0<t<2m entdo E(it) = 1.

d) Se z é um numero complexo com |z| = 1, existe um Unico t € [0,2m)

tal que E(it) = z.

Demonstracao:

a) Vale por (6);
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b) De (a) segue que
C(x + 2m) = % [E(ix + 2mi) + E(—ix — 2mi)] = % [E(ix) + E(—ix)] = C(x).
Analogamente, S(x + 2 ) = S(x), para todo x real.
c) Suponha 0 <t < % e E(it) = x + iy, com x, y reais. Observamos que

‘0 < t < 2m implica que E(it) # 1"
€ equivalente a

“V<t< g implica que E (4it) # 17
Temos que

E(4it) = [E(iD)]* = (x +iy)* = x* — 6x2y? + y* + 4ixy(x? — y?).
Se E(4it) ndo é real, nada temos a fazer. Se E (4it) € real, segue que
x? —y?=0.Como x? +y% =1 por (4), temos x? = y2 = % e, portanto,
E(4it) = —1 # 1.
d)Se0< t; <t, <2m, entédo
E(ity)[E(ity)]™" = E(ity)E(=ity) = E(i(tz - tl)) * 1,

por (c). Logo, E(it,) # E(it;). Isto estabelece a afirmacao de unicidade
em (d).
Para provar a afirmacéo de existéncia em (d), sera fixado z tal que

|z| = 1. Escreva z = x + iy, com x e y reais. Segue que x? +y? = 1.
Suponha primeiroque x > 0ey > 0. Em [O, g] C decresce de 1 até 0.
Logo, C(t) = x para algum t € [Og] Como C?+5%2=1eS=>0em
[0, %] segue que S(t) =y, e com isso, z = E(it).

Se x <0 ey> 0, as condi¢cdes precedentes sdo satisfeitas por —iz.

Logo, —iz = E(it) para algum t € [O, g] e como i =E ("?l) assim
obtemos z = iE(it) = E () E(it) = E (i (t+ g))

Finalmente, se y < 0, os dois casos precedentes evidenciam que
—z = E(it) paraalgum t € (0,m).Logo z = —E(it) = E(in)E(it) =

E(i(t + m)). Isto prova (d) e, portanto, o teorema. m
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Para finalizar, o autor escreve que de (d), (2) e (3) segue que a curva y
definida por
y() = E(it) = C(t) + iS(t), 0<t<2m
€ uma curva simples fechada cujo conjunto de valores é o circulo unitario no
plano.
Como y'(t) = iE(it), o comprimento de y é

27T

2T 2T
f ly'(t)|dt =f liE(it)| dt = f 1dt = 2m.
0

0 0

Este é, naturalmente, o resultado esperado para o perimetro de um circulo de
raio 1. Isso mostra que m, definido em 4.3.3, tem o significado geométrico usual.
Da mesma forma, vemos que o0 ponto y(t,) descreve um arco de

circunferéncia de comprimento t, quando t cresce de 0 até t,:

to

to
f ly'(t)|dt =j 1dt = t,.
0

0

Considerando o triangulo de vértices
zy =0, z3 =y(to), z3 = C(to),
temos que C(t) e S(t) sdo de fato idénticas a cost e sent, se estas forem
definidas da maneira usual como razdes dos lados de um triangulo retangulo.
Rudin (1976) enfatiza que as propriedades basicas das funcdes
trigonométricas foram deduzidas a partir das Definicbes 4.3.1 e 4.3.2, sem

qualquer apelo a no¢do geométrica de angulo.
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5 O SISTEMA MASSA-MOLA

Para definirmos o sistema massa-mola através de funcdes
trigonométricas, iremos nos basear no livro: Curso de Fisica Basica escrito por
Nussenzveig (2002). Inicialmente, o autor descreve que as oscilacfes estao
presentes em diversos ramos da fisica. Alguns exemplos apresentados séo
péndulos, cordas de instrumentos musicais e colunas de ar em instrumentos de
sopro. A corrente elétrica alternada que utilizamos também & uma forma de
oscilacdo, e as oscilagbes da corrente em circuitos elétricos possuem varias
aplicacOes relevantes. Além destes exemplos, 0 que é de interesse para 0 N0OSSO
estudo é o sistema constituido por uma massa m suspensa verticalmente por
uma mola.

A Figura 28 ilustra trés situacdes distintas: Na primeira delas, (a) a posicao
de equilibrio estavel, na qual a for¢ca gerada pela distensdo da mola equilibra o
peso. Em (b), a mola foi esticada, ocasionando um deslocamento x; > 0 em
relagdo ao nivel de equilibrio estavel correspondente a x = 0. Observe que em
(c), ela foi comprimida, com um deslocamento x, > 0. A forca restaurada é dada
pela equacdo F = —kx, na qual k > 0 € a constante elastica do modelo de mola
e o sinal negativo reflete a natureza opositora da forca. A lei de Hooke, como &
conhecida a equacao F = —kx, é valida para deslocamentos suficientemente

pequenos.

Figura 28 — Oscilacédo do deslocamento da massa m

|
|
|
|
I
|

(b)
Equilibrio. Esticada

(a)

|
|
|
|
|
|
! Comprimida

Fonte: NUSSENZVEIG; HERCH (2002, p.40)
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A Segunda Lei de Newton fornece a equacdo do movimento
correspondente é:

mx" = F(x) = —kx
Considerando também que w:\/% obtemos que a equacdo do

movimento pode ser escrita como:
x" + w?x = 0.

Conforme aponta Nussenzveig (2002), a analise anterior revela que, para
pequenos deslocamentos de uma posicao de equilibrio estavel, qualquer
sistema com um grau de liberdade deve seguir, de forma aproximada, essa
equacao de movimento. Essa ampla aplicabilidade € uma das razdes que tornam
o oscilador harménico tao fundamental. O autor também salienta que a restricao
a pequenos desvios € fundamental. Para deslocamentos maiores, surgem
correcdes nao lineares (termos adicionais proporcionais a x2, x3, ...). Dessa
forma, ao ultrapassarmos o limite elastico de uma mola, ela ndo retorna mais a
posicdo de equilibrio, resultando em deformacdes permanentes. Estes casos
nao serdo analisados aqui, pois ndo € o objetivo deste estudo. Além disso, ao
desenvolver a equagao que descreve o0 movimento de um sistema massa-mola,
muitos autores consideram a presenca de atrito e de forcas externas, tais efeitos,
entretanto, ndo estao incluidos na abordagem adotada por Nussenzveig (2002).

O movimento de um oscilador harménico € denominado movimento
harmoénico simples (MHS), conforme apontado por Nussenzveig (2002). Para
encontrar a equacado que descreve o MHS ao longo do tempo, é necessario
resolver a equacdo de movimento em relacdo a funcdo desconhecida x(t). Trata-
se de uma diferencial ordinaria para x(t), pois envolve derivadas de x em relacdo
ao tempo t, e € de segunda ordem, uma vez que a derivada de maior ordem que
aparece € a segunda.

Neste ponto, Nussenzveig (2002) observa que, para solucionar uma
equacao diferencial mais geral, como a equacao apresentada acima, dadas as
condic¢des iniciais, pode-se buscar solu¢cdes aproximadas por meio de métodos
numeéricos. No entanto, apresentaremos inicialmente o método mais
convencional, descrito em Equacbes Diferenciais Aplicadas, de Figueiredo e

Neves (2005), para resolver uma equacéao diferencial linear de segunda ordem
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com coeficientes constantes, deixando o método apresentado por Nussenzveig
para um momento posterior.
O método de resolugdo consiste em buscar solu¢des na forma
x(t) = e,
em que A € um parametro a determinar. Substituindo essa expresséo na equacao
x" + w?x = 0 obtemos
A2eMt 4 2t =
0 que implica que,
P +wr=0,
que é conhecida como a equacao caracteristica da equacdo x”’ + w?x = 0. Neste
caso, temos duas raizes complexas conjugadas:
M=ilw e A, =—-iw.
Logo,
x,(t) = el®t e x,(t) =e @t
sao linearmente independentes, pois seu Wronskiano é
—iwt

lwt e

wt _j,e-lwt

Wxy, x,](t) = det ( €

)= —2iw #0, VteR
iwe

Utilizando a férmula de Euler,
e =cosf+isen, 6€ER,
temos
x1(t) = cos(wt) +isen (wt) e x,(t) = cos(wt) —isen (wt).
Em virtude da linearidade da equacdo x" + w?x =0, também sdo

solucdes da equacéo diferencial
¢,(t) = %[xl(t) + x,(t)] = coswt € Py = Zii[xl(t) — x,(t)] = sen wt.
Como o Wronkiano das solugdes ¢, e ¢, é
Wiy, ¢21(t) = det(

segue que sao linearmente independentes. Desse modo,

cos wt sen wt

)= w#0, VteR,
—wsen wt w cos wt

x(t) = acoswt + b sen wt

é a solugdo geral da equacéo diferencial x” + w?x = 0.

A construcdo apresentada evidencia como as fungdes trigonométricas

emergem do contexto das equagOes diferenciais, revelando seu papel
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fundamental na descricdo de fenbmenos oscilatorios e periédicos. A solucéo
exposta ndo é apenas um resultado algébrico, mas a expressao matematica do
comportamento de sistemas que oscilam ao redor de uma posicéo de equilibrio,
como um péndulo ou uma mola. Essa perspectiva reforca que as funcdes seno
e cosseno deixam de ser conceitos abstratos e assumem um significado fisico
concreto, associado a posi¢cdo de um corpo em movimento periodico ao longo
do tempo.

A seguir descrevemos o desenvolvimento apresentado por Nussenzveig
(2002) utilizando métodos numéricos. Na pratica, isso € comumente feito com o
auxilio de computadores. Quando o intervalo de tempo At € suficientemente
pequeno, é possivel realizar aproximacdes:

X dx
-slicrw-Gol

(t) ~ = [x(t +A4t) — x(0)].

Dessa maneira, se partirmos de t = 0 e considerando as seguintes condi¢cdes

dt2 (

iniciais:
dx
x(0) =x, e 2(0) = v(0) = v,

obtemos:
dx
x(At) = x(0) + AtE(O) = Xo + VoAt

dx d?x
(At) ~ —(0) + At (0) = vy — w?xpAt,

lembrando que:
d?x
dt?
O autor ainda afirma que se repetirmos o mesmo procedimento,

= —w?x.

, d . . .
obteriamos x e d_JtC no instante 2At, e assim sucessivamente. Desta forma, se

tracarmos um grafico de x em fungéo de t, unindo os pontos assim obtidos x(0),
x(At), x(2At), por segmentos de reta, obtém-se uma poligonal, que se aproxima
tanto mais da curva solucdo x(t) quanto menor o intervalo At. Este cenario é

mostrado na Figura 29 quando consideramos x, > 0 e vy > 0.
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Figura 29 — Aproximacdo Numeérica

Fonte: NUSSENZVEIG; HERCH (2002, p.42)

Portanto, Nussenzveig (2002) aponta que para x > 0, 0 coeficiente

Y

d
angular d—’tc da tangente a curva decresce ao se passar de t para t+ A4t: a

inclinacdo reduz, atinge zero (tangente horizontal) e, em seguida, torna-se
negativa e cresce em valor absoluto. Consequentemente, no momento em que
a curva esta acima do eixo das abscissas, ela apresenta concavidade para baixo;
ao cruzar o eixo (x < 0), ocorre o oposto: a concavidade se volta para cima. Esse
comportamento é caracteristico das oscilacdes. A equacdo mencionada também
indica que a curvatura € mais acentuada quanto maior o valor absoluto de x.
Apés toda esta andlise, podemos dizer que o grafico aproximado lembra
uma sendide, sugerindo considerar solugdes do tipo sen(ct), cos(ct), onde c é

uma constante a ser ajustada. Temos:

d? ,
ﬁ[sen(ct)] = —c*sen(ct).
d? ,
ﬁ[cos(ct)] = —c*cos(ct).

Desta maneira, definindo w = ¢, obtemos as seguintes solucdes:
x1(t) = cos(wt),
x,(t) = sen(wt).
O autor também afirma que para qualquer equacao diferencial linear de
22 ordem homogénea, temos que se x,(t) e x,(t) sao soluches,
consequentemente, x,(t) + x,(t) também é solucao. Ndo apenas isso, mas se

x(t) é solucdo, podemos dizer que para um a constante, ax(t) € outra solucao.
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Com base nestas duas afirmacfes podemos escrever a forma geral de nossa

solugéo.

x(t) = acoswt + b sen wt.

Portanto, esta é a equacgdo x(t) que relaciona a posicao da massa m no

intervalo de tempo t por meio das fun¢des trigopnométricas.
5.1 SERIES DE FOURIER

Joseph Fourier no inicio do século XIX trouxe um importante estudo
envolvendo funcdes trigonométricas. Em sua perspectiva, ele associou 0s
fenbmenos periodicos através das seéries de Fourier, visando auxiliar no
entendimento de alguns conceitos como calor e sons (FOURIER, 1822).

Inicialmente, Fourier considerou a definicdo associada a periodicidade de
uma fungdo. Uma fungéo f(x) é dita periodica se satisfaz a relacdo f(x +T) =
f(x), com periodo T > 0, paratodo x € R. Buscando assim, representar funcdes
arbitrarias com comportamento periodico como somas de funcdes
trigonomeétricas simples. Seu intuito inicial era descrever matematicamente a
propagacéo do calor, porém como apontado por Carslaw (1921) suas ideias logo
foram reconhecidas como ferramentas fundamentais em diversas areas da
ciéncia.

De acordo com Figueiredo (2005), se f:R—-R € uma funcgéo
seccionalemente diferenciavel de periodo 2w, entdo a série de Fourier da fungéo

f, dada por:

a
70 + z (a, cos(nx) + b, sen(nx)),
n=1

converge em cada ponto x, para f(x), isto é,

flx) = % + Z(an cos(nx) + bnsen(nx)).

Em virtude da expressao acima que Lima (2023) reforca o que Joseph
Fourier descobriu: Toda funcdo periodica (com raras excecdes) € uma soma
finita ou infinita de fungbes do tipo acos(nx) + bsen(nx). E relevante ainda

destacar a semelhanca entre esta expressao com a solugao geral:
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x(t) = acos(wt) + bsen(wt)
do sistema massa-mola, no qual n = w = \/% ea,=b,=0,paratodon=0e

n > 2. Esta abordagem revela que o movimento do sistema possui
caracteristicas periodicas e harmoénicas, fazendo com que ele possa ser
diretamente relacionado as fun¢Bes seno e cosseno, 0s mesmos elementos
fundamentais utilizados nas Séries de Fourier.

Portanto, a aplicacdo das Séries de Fourier ultrapassa a matematica
abstrata: sistemas fisicos, como o sistema de massa e mola, amplamente
analisado na fisica classica, mostram como a separacao de sinais periodicos em
harménicos facilita a compreensédo e previsdo do comportamento de sistemas
gue oscilam. Deste modo, a teoria de Fourier € essencial para a analise de

fenbmenos periddicos tanto na natureza quanto na engenharia.
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6 FUNCOES TRIGONOMETRICAS NO ENSINO BASICO

Os livros de Matematica empregados no Ensino Médio serdo outro objeto
de analise neste trabalho. O intuito principal € compreender como as fungdes
trigonométricas sdo exibidas em cada um deles. A pesquisa busca reconhecer
ndo apenas como cada um dos temas esta estruturado, mas também a maneira
COMO 0S conceitos essenciais de seno, cosseno e tangente sdo abordados. Ao
todo, serdo discutidas cinco obras de diferentes autores, e para este estudo
apenas o capitulo de funcbes trigonométricas de cada livro sera objeto da
andlise.

Para a andlise dos livros didaticos, foram selecionadas cinco obras
voltadas ao ensino médio, todas disponiveis digitalmente de forma gratuita, o
que justifica as escolhas e amplia o acesso tanto para professores, quanto para
estudantes. As obras analisadas sdo: Conexdes: Matemética e suas Tecnhologias
(LEONARDO, 2020); Multiversos Matematica: Sequéncias e Trigonometria
(SOUZA, 2020); Prisma Matematica: Geometria e Trigonometria (BONJORNO;
JUNIOR; SOUSA, 2020); Matematica Interligada: Trigonometria, Fenémenos
Periddicos e Programacdo (ANDRADE, 2020); Matematica em contextos:
trigonometria e sistemas lineares (DANTE; VIANA, 2020). Elas seréo
examinadas de modo a oferecer ao professor um panorama comparativo sobre
como cada uma aborda os conteudos trigonométricos, permitindo identificar qual
delas se mostra mais adequada a depender dos objetivos pedagdgicos
pretendidos.

No contexto do ensino médio, esta funcdo tem caracteristicas bem
expressivas. A presenca de infinitas assintotas verticais, decorrente do
comportamento periddico da fungdo, caracteriza um modelo gréafico Gnico
quando comparado ao das demais funcbes estudadas. Esta analise mais
detalhada da fungdo promove o raciocinio abstrato do estudante de maneira

mais sofisticada.
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Figura 30 — Definicdo da funcado tangente

© A funcio tangente

Seja P a extremidade de um arco, na circunferéncia trigonométrica de centro O,
correspondente ao numero real x.

Consideremos o ponto T de interseccao entre a reta OF e a reta tangente a circun-
feréncia pelo ponto A(1, 0).

Sabemos que a ordenada do ponto T é a tangente do arco de medida x.

A
)

A funcdo tangente é a funcdo f: R — «{% +km, k € Z} — IR que associa cada

numero real x do dominio ao nimero real tg x, ou seja, f(x) = tg x.

ADILSON SECCO

Fonte: LEONARDO (2020, p.90)

Figura 31 — Grafico da funcao tangente

Assim, o grafico da funcao tangente tem o sequinte formato:

tg x

_____________________________________________

___________________________________________________

Fonte: LEONARDO (2020, p.91)

Todas as cinco obras analisadas sugerem atividades a serem
desenvolvidas com os alunos por meio do software digital GeoGebra. Entretanto,
a obra Multiversos Matematica: Sequéncias e Trigonometria (SOUZA, 2020)

destaca-se por apresentar atividades bem estruturadas envolvendo o uso deste
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software, até mesmo para docentes que ndo possuem o dominio da ferramenta

como pode ser visualizado na Figura 32.
Figura 32 — Uso do GeoGebra para construir graficos

Nesta Unidade, estudamos as fungoes do tipo trigonométrica, definidas por
flx)=a+ b-sen(cx+ d)ou gx) =a+ b-cos(cx + d), emque a, b, ce dsao
ndmeros reais, com b # 0 e ¢ # 0. Agora, utilizando o software de geometria dina-
mica, GeoGebra, vamos estudar como os graficos dessas fun¢des se comportam
ao alterarmos os valores dos parametros g, b, ce d

Acompanhe como proceder.

: . T . .
k Vamos ajustar a escala do eixo x para que tenha > de unidade. Para isso,

clicamos com o botao direito do mouse em qualquer lugar livre na Janela de
visualizacao e, na caixa de opgdes que abrir, clicamos em Janela de visualiza-
cao.... Em seguida, ao abrir a caixa de dialogo, na aba EixoX, marcamos a opcao
Distancia, selecionamos a opcao n/2 e fechamos essa caixa de dialogo.

Janela de Visualizagdo Sistcn §f ek || Eey | et

@] Eixos
O Malha
©  Barra de Navegacio @ Distincia: (72

EixoX : EixoY s Graduagbes T
Q, Zoom L Rtulo

Ampliar para enquadrar Unidads

@ Exibir EooX
@ Exibir Nomeros
@ Direclio Positiva Apenas

<% 8 x

Visualizacio Padréo Origemem: [0
£¥ Janela de Visualizacao @ Ajustar a Borda da Janela de Visualizacso
@ Permilir Selecio

IMAGENS: GEOGEBRA

Fonte: SOUZA (2020, p.142)

7

Outro aspecto positivo dessa obra € que, ao final de seu capitulo
relacionado as fun¢des trigonométricas, € disponibilizada uma lista de exercicios
bem extensa, incluindo algumas questfes de vestibulares de todo o pais, 0 que
oferece ao professor um bom repertorio de questdes para discutir.

O sistema massa-mola associado com o estudo das funcbes
trigonomeétricas foi exposto apenas no livro Prisma Matemética: Geometria e
Trigonometria (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA, 2020) conforme exibido pela
Figura 33. Este material associa a fungdo seno com a velocidade da mola no
sistema, enquanto relaciona o cosseno com a posi¢cdo do objeto, ou seja, da
massa. Esta construcdo auxilia o estudante a relacionar a interdisciplinaridade

da matematica com a fisica, favorecendo o aprendizado em ambos os campos.
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Figura 33 — Citagdo do sistema massa-mola

0 sistema massa-mola: posicao

Vamos retomar o estudo do sistema massa-mola visto anteriormente, mas, desta vez, sob a
dtica da posicao do objeto ao longo do tempo. Vamos rever o sistema:

s 0 R e R

1= momento: mola distendida 2 momento: mola em posicao
de equilibrio

e I e

4% momento: mola em posicao 5¢ momento: mola distendida
de equilibrio

3¢ momento: mola comprimida

SSTRAGORS: EDKTORA DE ARTE

Considerando a posicao de equilibrio como a posigao inicial, temos:
« Quando a mola esté distendida (ou comprimida), o objeto estd o mais distante possivel da
posi¢do inicial.
» Quando a mola estd em sua posicao de equilibrio, a distancia do objeto até a posicao inicial
€igual a zero.
Vamos analisar graficamente essa situagao.

distancia até a

posicao de equilibrio mola,
distancia maxima 41012 distendida distendida
mola em posicao de
zero equilibrio
mola em posicao tempo
de equilibrio

distancia maxima

m mola comprimida

Fonte: BONJORNO, JUNIOR, SOUSA (2020, p.136)

Vale destacar ainda que esta obra ainda identifica ndo apenas as
equacdes trigonométricas, mas também as inequacdes trigopnométricas, o que
pode vir a ser bem conveniente para o professor analisar a compreensao grafica
gue cada discente possui em relacéo a estes modelos de funcgdes.

As Ultimas duas obras, Matematica Interligada: Trigonometria,
Fenbmenos Periddicos e Programacdo (ANDRADE, 2020) e Matematica em
contextos: trigonometria e sistemas lineares (DANTE; VIANA, 2020) séo
similares em diversos aspectos no que tange o desenvolvimento de seus
capitulos. Ambas trazem uma construgdo completa dos elementos associados
ao ciclo trigonométrico, previamente ao estudo das fungdes. O final do capitulo
dos dois livros realgca situacbes nos quais podemos encontrar as funcdes

trigopnométricas no cotidiano, porém a forma como isso é realizado varia entre as
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duas. A primeira utiliza-se de ilustracdes e graficos que despertam a atencéo do
estudante, exibindo, em duas secdes, que as fungbes trigonométricas podem
representar a duracdo do dia ou a propagacdao ultrassoénica (Figura 34).

Figura 34 - Recorte da se¢ao “Duragao do dia”

r Equindcio de 21 de marco
Solsticio de 21 de junho C"(“:,,“ OUOGahabeeTo s a Solsticio de 21 de dezembro

Inicio do inverno Inicio do verdo no hemisfério Sul
no hemisfério Sul

7
5

S 92ias 90 dias —" v
Sol (/

¥

Ikistracdes Somma Sudao

-

94 dias 89 dias

Equinécio de 23 de setembro
Inicio da primavera no hemisfério Sul

Fonte de pesquisa: INSTITUTO DE FISICA DA UFRGS. Mawmenta de
translagdo da Terra, Disponivel em: <hitp Jfwaw.f ufrgs be/mpef/
mef00R /mef08_0: fisa/t htmil>. A 7 maio 2020

98

Para descrever a variacao da duracao do dia em
certa localidade, durante o ano, chegou-se a funcao
Lrigonumelrica definida por:

27X
365

Essa funcdo expressa a quantidade h de horas da
duracdo do dia que uma localidade possui em certa
data, em funcao do niimero x de dias passados de 21
de marco (equindcio). Os coeficientes A e B dependem
da duracao do dia nos solsticios de verdo e inverno,
naquela localidade.

h(x) = A+B-sen

Fonte: ANDRADE (2020, p.98)

A segunda por sua vez apresenta esta contextualizacdo por meio de
exercicios que envolvem o calculo da presséao arterial, corrente alternada de um
osciloscopio ou ainda de ondas sonoras. Além do mais, traz uma sec¢éo sobre o
relégio de péndulo, como pode ser visto na Figura 35.
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Figura 35 - Recorte da sec¢ao “O desafio de medir o tempo”

Como o péndulo faz o relégio funcionar?

O péndulo esta acoplado ao mecanismo do relégio. Sendo a amplitude constante, o mecanismo é acio-

nado em intervalos de tempo iguais, permitindo a precisao do relégio.
Em termos fisicos, o movimento do péndulo é regido pela forca gravitacional. A componente dessa forca

que atua na oscilagdo é um vetor F;, tangente ao brago do péndulo, que depende apenas
da medida de massa m do péndulo e do médulo da aceleracao gravitacional g, como re-

presentado na figura ao lado.

Considerando uma aproximacao para uma situacdo ideal, na qual o braco do péndulo,
de medida de comprimento f, pode ser aproximado para um fio de massa desprezivel,
e desconsiderando os efeitos de forcas dissipativas (como o atrito e a resisténcia do ar),
podemos calcular o médulo da componente tangencial da forca gravitacional pela relacao:

F.=mg-send

]

WM DesigniAequivo da editom

Assim, essa forca tem valor maximo quando a medida de abertura & maxima, e é nula no momento em

que o péndulo fica perfeitamente na vertical (8 = 0).

Fonte: DANTE; VIANA (2020, p.78)

No quadro a seguir, podemos verificar os principais elementos discutidos

em cada um dos livros:

Quadro 1 — Livros didaticos e conceitos associados ao estudo das

funcgbes trigonométricas

Matematica

Matematica

cosseno, juntamente

com o gréfico.

Conexdes | Multiversos Prisma em contexto Interligada
Introduz o capitulo com X X X
a construcdo completa
do ciclo trigonomeétrico.
Contextualiza a fungdo X X X X X
trigonométrica  antes
de sua definig&o.
Apresenta a definigéo X X X X
de funcao periddica.
Menciona 0s arcos X X X X
Congruos.
Define a funcéo seno, X X X X X
juntamente com o
grafico.
Define a  funcéo X X X X X
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Define a funcéo
tangente, juntamente

com o grafico.

Expde alguns pontos
notaveis das funcdes

em radianos.

Associa a igualdade de
arcos entre diferentes

guadrantes.

Utiliza o  sistema
massa-mola para
relacionar com as
funcbes seno e

cosseno.

Propde uma atividade
com o0s estudantes
através do software
GeoGebra.

Analisa o periodo e a

amplitude das func¢des.

Define a funcdo seno

como impar.

Define a funcéo

€cosseno como par.

Discute as mudancgas
ocorridas nos graficos
das funcbes
trigonométricas

através de translagfes

verticais e horizontais.

Apresenta as
equacdes

trigonomeétricas, assim
como métodos de

resolucao.
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Apresenta as
inequacdes

trigonométricas, assim
como métodos de

resolucao.

Disponibiliza uma lista
de exercicios somente

para a funcdo seno.

Disponibiliza uma lista
de exercicios somente

para a funcéo cosseno.

Disponibiliza uma lista
de exercicios somente
para a funcéo

tangente.

Disponibiliza uma lista
de exercicios
envolvendo tanto seno,

quanto cosseno.

Disponibiliza uma lista
de exercicios
enfatizando de forma
exclusiva as
aplicagbes cotidianas
das funcbes

trigonométricas

Disponibiliza uma lista
de exercicios
envolvendo a
resolucdo de equagdes

trigonomeétricas.

Fonte: Elaboracao prépria (2025)

A avaliagdo de cada um destes livros tem como intencdo auxiliar o

docente na escolha do material adequado para o seu modelo de aula, sem

classificar cada um dos livros como mais favoravel ao ensino, ou ainda, menos

apropriado.
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7 PRINCIPAIS DIFICULDADES DOS ESTUDANTES NA COMPREENSAO
DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

A compreensdo das fungbes trigonométricas representa, para alguns
estudantes, um desafio ao longo da educacdo matematica. Diante disso,
diversos pesquisadores tém voltado sua atencdo para este tema, buscando
identificar e compreender os principais obstaculos enfrentados durante o
processo de aprendizagem deste contetdo. A presente secao redne e discute
as percepcoes de diferentes autores acerca dessas dificuldades, com o objetivo
de construir um panorama mais amplo sobre o tema. Cabe ressaltar, entretanto,
que por se tratar de um campo de maior abstracdo, as dificuldades aqui
elencadas ndo possuem carater universal: o que se configura como um
obstaculo para determinado contexto pode ndo se manifestar da mesma forma
em outro, uma vez que fatores diversos, como a trajetdria escolar influencia
diretamente a relacdo que cada sujeito estabelece com o conhecimento

matematico.

7.1 AS EXPERIENCIAS PREVIAS

Em algumas ocasides, o estudo das funcbes trigonométricas possibilita
incertezas na compreensdo de seus principais conceitos. Thompson (2008)
destaca que as experiéncias prévias dos alunos com a trigopnometria € um dos
fatores que pode originar estas duvidas. O autor real¢a que se a aprendizagem
da trigonometria foi associada como elemento de grande complexidade, desta
maneira, a experiéncia de meta-aprendizagem sera comprometida, o que ira
proporcionar consequéncias na assimilacdo das funcdes trigonométricas. No
momento em que alguns tépicos da trigonometria como razdes trigonometricas
e relacBes entre angulos e medidas sdo trabalhadas de maneira unicamente
mecanica e descontextualizada torna-se complexo para o estudante identificar
conexdes entre estes conceitos e as representacdes algébricas e graficas das
fungbes trigonométricas. Com base nisso, outro fator agravante é a desconexao
entre os dois blocos em que a trigonometria costuma ser ensinada: a

trigonometria dos tridngulos e a trigonometria das fungdes periodicas. O curriculo
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acaba desenvolvendo “duas trigonometrias” sem relagdo entre si, o que
compromete a coeréncia conceitual necessaria para uma aprendizagem
significativa. Essa incoeréncia de significados, construida ao longo dos anos
escolares, torna ainda mais dificil para o estudante compreender as funcdes
trigonométricas como objetos matematicos unificados. Para Thompson (2008),
o problema n&o esta na complexidade intrinseca do contetdo, mas na auséncia
de uma base conceitual coerente que sustente a passagem de um contexto para
0 outro.

Ainda vale notar a questéo psicologica e emocional do estudante durante
o aprendizado, tendo em vista que vivéncias passadas caracterizadas por
desafios podem afetar negativamente a postura do aluno em relagdo ao novo

conteudo apresentado, diminuindo sua motivacdo no que tange o aprendizado.

7.2 O RACIOCINIO LOGICO MATEMATICO

Um estudo realizado na Indonésia por llyas et al. (2022) estabeleceu
conexdes entre o raciocinio lI6gico matematico com o aprendizado das funcdes
trigonométricas. Esta pesquisa de carater qualitativa teve o intuito de
compreender como o conceito das fun¢des haviam sido assimilados pelos
estudantes do ensino meédio. A coleta de dados baseou-se uma atividade verbal
e escrita, nas quais os alunos deveriam refletir sobre os procedimentos
necessarios para resolver trés tarefas solicitadas, todas envolvendo os conceitos
de funcdes trigonométricas. Observou-se que os educandos que ja haviam se
destacado em testes prévios de raciocinio l6gico matematico também
apresentaram maior compreensdo das propriedades das funcbes. Os autores
classificaram os estudantes em trés categorias: estudantes com habilidades de
raciocinio logico elevadas (ST), estudantes com habilidades de raciocinio logico
moderadas (SS) e estudantes com habilidades de raciocinio l6gico baixas (SR).
Concluiu-se que tanto o grupo de alunos ST, quanto o grupo SS utilizam do
raciocinio indutivo na compreensao do problema, juntamente com o raciocinio
dedutivo no momento da execucdo. A grande diferenca entre os dois grupos
destacada é que o grupo de habilidades moderadas costuma utilizar com maior

frequéncia as ferramentas de tentativa e erro. Os autores também destacaram
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que os estudantes pertencentes ao grupo SR nado conseguiram estabelecer
conexdes necessarias para descrever uma linha de raciocinio que permitisse a
solucdo do problema. Os critérios para a classificacdo dos alunos em cada um
dos trés grupos néo foram apresentados no artigo.

Os resultados da pesquisa acima expdem que as funcdes trigopnométricas
necessitam de uma compreensao estruturada de seus conceitos, a qual esta
diretamente conectada com o raciocinio I6gico do individuo. Tendo em vista que
0 ponto de partida ndo é apenas a aplicacdo de uma equacado matematica, mas
a capacidade do estudante de estabelecer relacdes, identificar padrbes e
construir conclusdes coerentes a partir de definicbes e propriedades
matematicas. A auséncia destas habilidades torna o aprendizado mecénico e
superficial, dificultando a transferéncia do conhecimento para situacdes distintas
daquelas ja estudadas. Outro aspecto relevante € o uso da trigonometria tanto
no contexto escolar quanto em &reas como fisica, engenharia e arquitetura.
Resolver problemas que necessitam de linhas de raciocinio ndo usuais, significa
gue o aluno devera selecionar as estratégias adequadas, organizar os dados e
seguir uma sequéncia logica de passos, competéncias diretamente associadas

ao raciocinio l6gico-matematico.

7.3 A CONCEITUACAO

Outro estudo realizado na Turquia teve como objetivo analisar as
percepcdes de estudantes universitarios ingressantes ao curso de Licenciatura
em Matematica em relacdo ao aprendizado adquirido da trigonometria e das
funcdes trigonométricas durante o ensino médio. Com este intuito, Cetin (2015)
realizou um estudo de caso com 90 alunos cursantes da disciplina de Matemética
Béasica. A coleta de dados baseou-se por meio de dois instrumentos principais:
uma escala composta por dez questbes relacionadas a compreensdo dos
estudantes sobre seu conhecimento conceitual e um teste de constituido por
cinco questdes abertas, que verificavam a profundidade do conteddo matematico
assimilado pelos alunos. Os dados obtidos foram analisados a partir de
procedimentos de andlise descritiva e de conteldo, nos quais o0s resultados

indicaram que, embora os estudantes apresentassem um elevado nivel de
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percepcdo em relacdo aos conceitos fundamentais de trigonometria e funcdes
trigonométricas, especialmente no que se refere as medidas de angulos e de
arcos, nao conseguiram desenvolver tais conceitos de forma conceitualmente
consistente. Ainda vale destacar que os participantes demonstraram consciéncia
no que tange estas dificuldades.

A investigacao realizada por Cetin (2015) aponta em especial um impasse
envolvendo o ensino da trigonometria e das fungfes trigonométricas: a distancia
existente entre a percepcdo dos ingressantes ao curso de Licenciatura em
Matematica no que tange o dominio conceitual com a compreensao tedrica
formalizada dos conteludos. Esse distanciamento evidente pode ser
compreendido como consequéncia de praticas pedagogicas que valorizam
apenas a memorizagao, a apresentacao da trigonometria como um conjunto de
férmulas e equacbes e até mesmo a pouca relacdo entre 0s conceitos
apresentados. Outro ponto importante a se destacar € que o fato de os
estudantes possuirem imagens visuais dos conceitos, mas ndo conseguirem
desenvolver a compreensdao adequada, exibe que o ensino da trigopnometria
pode estar sendo limitado pelo uso de representacdes graficas e reduzindo o
espaco das definicdes e propriedades matematicas associadas. Desta maneira,
fazendo com que essa abordagem impeca a transferéncia da aprendizagem para
novos contextos. Além disso, ainda que os estudantes reconhecam suas
préprias limitacbes, o estudo ndo aprofunda os motivos pelos quais essa
consciéncia ndo é traduzida em um potencial avanc¢o. Essa lacuna evidencia a
necessidade de maiores investigacOes neste aspecto. Portanto, ainda que a
pesquisa apresente sugestfes associadas ao ensino dos angulos, arcos e suas
respectivas medidas, as conclusdes obtidas realcam a necessidade de uma

revisdo mais detalhada das praticas de ensino da trigonometria.
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8 PRODUTO EDUCACIONAL

Um dos fundamentos desta pesquisa € apresentar uma ferramenta
alternativa para o ensino das fun¢des trigonométricas em sala de aula. Visando
este objetivo, a construcdo de um sistema massa-mola foi selecionada para
atender esta finalidade. A intencdo de propor a utilizacdo deste instrumento esta
relacionada ao vinculo que é possivel estabelecer entre a representacao
trigonométrica com o fendmeno fisico. Essa abordagem comparativa possibilita
um estudo mais contextualizado das fungdes, de maneira que o estudante pode
obter dados do experimento a fim de modelar valores para a periodicidade,
amplitude e fase; conceitos essenciais para fungcdes como seno e cosseno. Esta
representacdo dos conteudos matematicos juntamente com o fenémeno fisico
pode vir a favorecer o processo de aprendizagem de maneira mais significativa.
Diante do exposto, € notério que o sistema massa-mola favorece a
interdisciplinaridade, possibilitando relagfes da matematica com a fisica. Este
modelo favorece a fragmentacdo tradicional dos contelddos escolares,
oportunizando um estudo mais contextualizado e aplicado com os
conhecimentos cientificos e tecnoldgicos pertencentes ao cotidiano.

Com o intuito de facilitar a aplicacdo deste produto educacional em sala
de aula, foi elaborado um caderno pedagogico destinado aos professores de
Matematica do Ensino Médio. Nesse material sdo apresentadas orientacdes
detalhadas para a construcdo do sistema massa-mola, bem como uma
sequéncia didatica composta por atividades e experimentos que podem ser
desenvolvidos com os estudantes a partir do instrumento construido.

Além disso, o material reune videos utilizados para a coleta de dados do
experimento, os quais auxiliam na observacdo do movimento oscilatorio do
sistema, e apresenta 0s procedimentos e calculos necesséarios para a
modelagem matematica do fendmeno observado. Os videos também sdo uma
alternativa para a aplicacéo da atividade sem a construgcdo do instrumento, no
entanto, recomenda-se a construcao do objeto ja que a experiéncia direta com o
instrumento potencializa o envolvimento dos alunos e amplia as possibilidades
de exploragdo didatica. Dessa maneira, busca-se oferecer ao docente um

suporte completo para a conducdo da atividade, integrando a experimentacéo
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pratica com a analise matematica envolvida no estudo das funcbes

trigonométricas.

8.1 A PREFERENCIA DO SISTEMA FiSICO AO SIMULADOR DIGITAL
(PHET)

As simulagdes interativas presentes na plataforma Physics Education

Technology (PhET), disponivel em https://phet.colorado.edu/ e desenvolvidas

pela Universidade do Colorado Boulder sdo amplamente utilizadas para apoiar
a compreensao conceitual de topicos de fisica e matematica. Essas simulacfes
sdo projetadas para serem interativas e visualmente intuitivas. No entanto, a
experimentacdo por meio de um artefato fisico oferece possibilidades
educacionais unicas. Uma das principais contribuicdes dos experimentos fisicos
reside em sua capacidade de inserir os estudantes no contexto, envolvendo a
manipulagéo de materiais reais por meio da interatividade dos procedimentos.

Um estudo comparativo realizado por Rytting et al. (2019) mostra que 0s
estudantes relatam maior engajamento e percebem os experimentos presenciais
como mais eficazes para a aprendizagem. Nesta pesquisa que compara
experiéncias baseadas em simulagcbes PhET com experimentos fisicos em
diferentes topicos, constatou-se que apesar de ambos favorecerem a
compreensao conceitual, os alunos envolvidos em atividades praticas nao
apenas demonstraram maior envolvimento, como também uma percepg¢do mais
positiva sobre o processo de aprendizagem. Desta maneira, a compreensao dos
estudantes sobre o que significa fazer ciéncia, também difere entre ambientes
fisicos e simulados. Experimentos reais exigem que o0s alunos lidem com
imperfeicbes do mundo fisico, bem como a variabilidade das medi¢fes, o que
promove uma assimilacdo mais profunda da investigacdo cientifica e da
incerteza nos dados empiricos. Entretanto, simulagcdes frequentemente
apresentam dados idealizados, que apesar de serem benéficos para o estudo
exclusivamente matematico, limitam o contato dos estudantes com a
complexidade da pratica.

Ainda vale destacar que os sistemas fisicos favorecem praticas

colaborativas e comunicativas em sala de aula. Funke (1998) aponta que


https://phet.colorado.edu/
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simulacdes podem ser ricas em imagens e em calculos, mas deixam a desejar
na dimensao social. A montagem do experimento, 0 ajuste de massas ou
constantes elasticas, a cronometragem das oscilacdes e a construgéo gréficos a
partir de dados reais geralmente exigem trabalho em equipe e comunicacao
entre os estudantes. As simulacdes embora também possam ser utilizadas em
grupo, tendem a posicionar os alunos em interagcdes mais individualizadas.

Pelas razbes expostas acima, optou-se por elaborar um sistema massa-
mola fisico em vez de utilizar a plataforma PhET como instrumento para este
produto.

A seguir apresentamos como construir o sistema massa-mola, tal qual a
aplicacdo do instrumento como contribuicdo para o ensino das funcgdes
trigopnométricas seno e cosseno. Observa-se que essas secdes estdo inseridas

de modo similar no caderno pedagdgico elaborado.

8.2 A CONSTRUCAO DO SISTEMA MASSA-MOLA

Nesta secdo sdo apresentados o0s materiais e 0s procedimentos
necessarios para a construcao do instrumento mostrado na Figura 36.

Os utensilios necessarios para a elaboracgéo do sistema séo:

e Superficie plana para a montagem.

e Cano de PVC com comprimento de 80 cm (32 mm de diametro).

e Cano de PVC com comprimento de 30 cm (32 mm de diametro).

e Cano de PVC em formato de “joelho” 90° (32 mm de diametro).

e Tampao de PVC (32 mm de diametro).

e Mola helicoidal (mola de caderno) com 30 cm de comprimento em

compreensao (30 mm de diametro externo).

e Régua de madeira com 100 cm de comprimento.

e Grampo sargento de ferro.

e Cinco unidades de abracadeiras de nylon.

e Massa A: Cadeado de 41 gramas.

e Massa B: Chumbo de arremesso de 12 gramas.

e Massa C: Chumbo de arremesso de 33 gramas.

e Massa D: Chumbo de arremesso de 38 gramas.
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Figura 36 — Instrumento: Sistema Massa-Mola
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Fonte: Elaboragédo propria (2025)

Com estes materiais foi possivel construir o artefato a partir desta

sequéncia:

1°.
2°.
3°.

40,

5°.
6°.

Fixe o grampo sargento de ferro na superficie plana.

Fixe o cano de PVC de 80 cm no grampo sargento de ferro.

Encaixe o cano de PVC em formato de “joelho” no cano de PVC de 80
cm.

Encaixe o cano de PVC de 30 cm no cano de PVC em formato de
“‘joelho”.

Coloque o tampéao de PVC no cano de PVC de 30 cm.

Utilize duas abracadeiras de nylon para pendurar a régua de madeira
no cano de PVC de 30 cm. Vale observar que nesta etapa € preciso
fazer dois furos na extremidade da régua para possibilitar a passagem

das abracadeiras.
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7°. Utilize uma abracadeira de nylon para pendurar a mola helicoidal no
cano de PVC de 30 cm (proximo a régua).

8°. Utilize as duas abragadeiras de nylon restantes para criar a argola que
fixa as diferentes massas do sistema.

9°. Coloque uma das massas disponiveis na argola criada na etapa

anterior.

Vale notar ainda que, para uma aplicacdo mais efetiva deste produto por
parte do docente, recomenda-se a construcao fisica do instrumento. Entretanto,
estdo disponibilizados, na plataforma Vimeo, videos do artefato sendo utilizado
para cada uma das massas (A, B, C e D) apresentadas anteriormente. Seguem
os links de acesso:

e Massa A: https://vimeo.com/1164099837?share=copy&fl=sv&fe=ci

e Massa B: https://vimeo.com/1164103356?share=copy

e Massa C: https://vimeo.com/1164103383?share=copy&fl=sv&fe=ci

e Massa D: https://vimeo.com/1164103411?share=copy&fl=sv&fe=ci

8.3 A APLICACAO DO INSTRUMENTO

A partir do momento em que o sistema massa-mola esta construido,
podemos extrair informac¢des com base em sua visualizagao, realizar calculos a
partir dos dados coletados e, evidentemente, projetar conclusées. No caderno
pedagogico esta disponibilizada uma lista de atividades provenientes da
visualizacdo do instrumento na pratica, cuja linha de raciocinio da resolucdo é

semelhante as informacdes apresentadas a seguir.

8.3.1 A coletade dados

As informacOes apresentadas neste topico estdo associadas com o
primeiro video disponibilizado na plataforma Vimeo, no qual é utilizado a massa
A na execucéao do sistema.

Analisando a barra de reproducéo do video podemos extrair o t, = 3,4s,

em que a mola esta mais deslocada representando o seu valor maximo, e


https://vimeo.com/1164099837?share=copy&fl=sv&fe=ci
https://vimeo.com/1164103356?share=copy
https://vimeo.com/1164103383?share=copy&fl=sv&fe=ci
https://vimeo.com/1164103411?share=copy&fl=sv&fe=ci
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também o t; = 4,0s, que se associa com o valor minimo inicial do sistema. Sera
utilizado este recorte
ty —to = 4,0s — 3,4s = 0,6s,

para determinar ndo apenas o periodo do sistema, mas também todos as outras
informacdes aqui descritas. O motivo desta escolha esta vinculado ao fato de
que a intensidade das oscilagdes diminui com o passar do tempo em virtude da
aceleracdo negativa existente. Sendo assim, para fazer com que nao exista
mudanca de amplitude aparente serd necessério utilizar o trecho do video em
que o sistema possui velocidade maxima, ou muito proxima disso.

Entdo, temos o periodo da funcéo:

T =2(t; —ty) = 1,2s.

A amplitude pode ser determinada visualizando os valores marcados na
régua para os tempos t, e t;. Obtendo assim, x,,4, = 82,5 cm € X, = 75,5 cm.
Do ponto de vista matematico, podemos escrever x,,,, = 3,5 cm, assim como
Xmin = —3,5 cm, pois a posicdo de equilibrio da massa € 79cm. Desta maneira,

a amplitude:

“M*Scm-

8.3.2 Os calculos que sucedem a coleta

Como ja visto anteriormente, podemos escrever 0 movimento periodico
do sistema por meio da equacao:
x(t) = acos(wt) + bsen(wt)
Sabendo o valor do periodo T, torna-se possivel encontrar a frequéncia

angular w:

Além disso, vale observar que a e b sdo constantes, as quais podem ser
encontradas pelas expressdes a = Asen(@) e b = Acos(¢), nas quais ¢ também
€ constante. Aplicando a substituicdo em x(t):

x(t) = Asen(@)cos(wt) + Acos(p)sen(wt).
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Considerando que ja foi determinado os valores da amplitude A = 3,5 cm
e da frequéncia angular w = 5,24 rad/s, basta encontrar o valor de ¢ aplicando
o tempo t = 0, na equacao:
x(0) = 3,5sen(¢p)cos(0) + 3,5cos(¢)sen(0).
Note que sen(0) = 0, cos(0) = 1 e x(0) = 3,5 cm. Portanto,
3,5 = x(0) = 3,5sen(¢p)

= sen(p) =1

s
— (p:E

Encontradas todas as constantes, podemos escrever a equacao x(t).

x(t) = 3,5sen (g) cos(5,24t) + 3,5cos (%) sen(5,24t).

Ainda é necessario observar que sen (g) =1ecos (g) = 0, simplificando

a expressdo de modo que a funcdo trigonométrica que representa este
movimento é:
x(t) = 3,5co0s(5,24t).

8.3.3 Das discussdes posteriores

Apos descoberta a expressao x(t), é plausivel discutir com os alunos
sobre a sua funcionalidade. Com base no intervalo de 0,6 segundos estabelecido
na coleta de dados, torna-se conveniente verificar quéo precisa € a equacao,
efetuando os devidos calculos para valores de t tanto menores, quanto maiores
gue o intervalo utilizado. O intuito desta acdo é verificar a margem de erro de
cada um dos casos. Para fazer isso, iremos comparar dois valores distintos:

Para t = 0,5s (este valor esta associado ao segundo 3,9 do video),

x(0,5) = 3,5c0s(2,62) = —3,03 cm.

Neste mesmo instante, a medicdo apresentada na régua € de 75,9 cm, o
que equivale a x(0,5) =-3,1cm, (3,1 =79 —759). Notoriamente, esta
aproximacdo é muito coerente e a margem de erro esta atrelada tanto a
aproximacéo da frequéncia angular, como na dificuldade de medir os milimetros

da régua com maior precisao.
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Agora vamos analisar para t = 1s (este valor corresponde ao segundo 4,4
do video),

x(1) = 3,5c0s(5,24) = 1,76 cm.

A partir deste momento, ja podemos ver uma diferenca mais significativa
entre o resultado da equagdo com a medi¢do apresentada no video, pois neste
momento marca-se 80,9 cm na régua, o que seria equivalente a: x(1) = 1,9 cm.
Esta margem de erro proxima aos 8% é fruto especialmente da perda de
velocidade do sistema.

Vale realcar ainda que o professor pode utilizar o instrumento visando uma
interdisciplinaridade mais profunda com a area da fisica explorando pontos

como: constante elastica da mola e aceleracdo do sistema, por meio das

T=2n\/% e a=—wx.

Demais discussoes relevantes estédo orientadas no caderno pedagagico.

seguintes expressoes:
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9 CONCLUSAO

A partir do exposto, € possivel concluir que as fungdes trigonométricas
estabelecem uma relacdo direta com o MHS, sendo que, no caso do sistema
massa-mola, essa relacdo € descrita matematicamente pela seguinte equacao:
x(t) = acos(wt) + bsen(wt). Tal conexdo nado se restringe ao plano teorico, uma
vez que a aplicacdo do instrumento construido permite a coleta de dados
concretos, 0s quais possibilitam a descrigdo das fun¢des trigpnométricas com o
auxilio da equacao acima. Dessa forma, o artefato se mostra um recurso eficaz
contribuindo para a reducéo do grau de abstracdo desse conteudo.

No decorrer deste documento observou-se que as funcgbes
trigonométricas sdo resultado de um longo processo histérico da construcdo do
conhecimento matematico, em especial no estudo de triangulos. Esse modelo
conceitual surgiu de forma gradual, sendo elaborado ao longo dos séculos, a
medida que diferentes civilizagdes como o0s gregos, indianos e arabes
sistematizaram relacdes entre angulos e cordas. Nesse contexto, as funcdes
seno e cosseno assumem um papel central, jA que a partir delas originou-se
outras relacdes e aplicacdes.

Nota-se também que a formalizacdo das funcdes trigonométricas pode
ocorrer por diferentes abordagens conceituais, como a definicado por razdes entre
segmentos ou por meio de constru¢cdes mais analiticas, envolvendo o uso de
integrais e séries. Essas diferentes definicdes ndo sédo excludentes, mas se
complementam, uma vez que cada uma atende a objetivos distintos. A primeira
favorece a compreenséo intuitiva; a segunda possibilita maior integracdo com as
areas de calculo e andlise matematica; enquanto a terceira se desprende da
geometria e utiliza a analise complexa.

Tratando-se dos livros didaticos de matematica analisados, embora eles
apresentassem uma contextualizacao inicial das funcdes trigonométricas, ainda
€ possivel verificar uma lacuna no que diz respeito a sugestao de experimentos
fisicos que favorecam o entendimento desses conteldos, como o0 sistema
massa-mola. Um aspecto positivo € a abordagem consistente das fun¢des seno

e cosseno, amplamente discutidas em seus conceitos e visualizagdo grafica.
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Porém, a funcéo tangente ndo € discutida com igual profundidade, tendo a sua
representacdo grafica exposta em apenas um dos cinco livros apresentados.

Outro ponto discutido foi a dificuldade dos estudantes na compreensao
das funcdes trigonométricas. Ela esta diretamente ligada com a forma que a
trigonometria €  frequentemente abordada no contexto  escolar,
descontextualizada e distante de aplicacbes significativas. As préticas
pedagdgicas centradas na memorizacdo de férmulas € outro fator limitador,
considerando que diferentes representacdes deste modelo de fun¢des tendem a
ser mais complexos para a interpretacdo. Desta maneira, evidencia-se a
necessidade de abordagens didaticas que promovam a contextualizacao.

O uso do instrumento fisico desenvolvido para a representacdo do
sistema massa-mola é um recurso pedagogico potencialmente relevante para o
processo de aprendizagem. Considerando que permite os alunos investigaram
de maneira mais concreta os elementos ali presentes, como as constantes
presentes na equagado e compreender seus significados. A socializacdo que o
artefato oportuniza tende a criar discussdes entre os estudantes que favorecam
o aprendizado na prética. Além disso, o instrumento apresenta um potencial
interdisciplinar, em especial com o campo da fisica, sendo possivel abordar
conceitos como constante elastica e aceleracdo. Entretanto, este aspecto ndo
foi completamente explorado indicando que ainda é possivel aprimorar a lista de
atividades apresentada no caderno pedagogico.

Por fim, cabe destacar que esta pesquisa representou uma contribuicao
significativa para a minha formacédo enquanto professor, na medida em que
possibilitou uma compreensao mais aprofundada das fun¢des trigopnométricas a
partir de diferentes formalizacdes, além de que a associacdo com o MHS revelou
uma maneira enriquecedora de trabalhar esses conceitos em sala de aula. A
analise dos livros didaticos, por sua vez, foi de grande importancia para
identificar qual obra se aproxima mais da minha abordagem de ensino,
oferecendo escolhas pedagogicas mais alinhadas aos objetivos de
aprendizagem. Como perspectiva futura, reconhece-se que o0 produto
educacional desenvolvido ainda ndo passou pela etapa de aplicacdo em sala de
aula, dado o prazo inerente a produgédo deste documento, 0 que aponta para a

possibilidade de aprimoramentos a medida que o instrumento for incorporado a
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pratica. Assim, espera-se que este trabalho sirva para o continuo
desenvolvimento de praticas pedagdgicas mais significativas no ensino das

fungBes trigonométricas.
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