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RESUMO

Esta dissertacao investiga uma abordagem conceitual para o estudo das funcoes que in-
tegram o curriculo da Educacao Bésica (afim, quadratica e exponencial) fundamentada
na analise de diferencas absolutas e variacoes relativas associadas a incrementos regula-
res da variavel independente. Em contraposicao a apresentacao tradicional centrada na
forma algébrica das funcgoes, o trabalho propoe a caracterizagao dessas classes funcionais
a partir de propriedades observaveis em contextos de modelagem matemaética, sem a ne-
cessidade do conhecimento prévio da expressao analitica do modelo. Metodologicamente,
a pesquisa apoia-se em uma revisao teorica sobre o conceito de funcao e suas propriedades
fundamentais, seguida da anélise sistematica dessas fun¢oes sob o ponto de vista de suas
variacoes discretas. Mostra-se que funcoes afins podem ser identificadas pela constancia
das diferencas absolutas, funcoes quadraticas pela constancia das diferencas de segunda
ordem e funcoes exponenciais pela constancia das variacoes relativas, estabelecendo um
critério unificado de caracterizacao. A modelagem matematica é adotada como eixo meto-
dolégico, permitindo articular teoria e aplicagao por meio de problemas contextualizados
que favorecem a interpretacao e a construcao do modelo matemaéatico. Como principal
contribuicao, o trabalho oferece subsidios teéricos e didaticos para o ensino de funcoes,
ampliando as possibilidades de abordagem conceitual e promovendo uma compreensao
mais significativa no contexto da educacao matemaética.

Palavras-chave: Funcoes basicas da matemaética escolar. Caracterizacao de funcoes.
Modelagem matematica. Educagao matematica.



ABSTRACT

This dissertation investigates a conceptual approach to the study of functions that
integrate the Basic Education curriculum (affine, quadratic, and exponential), grounded
in the analysis of absolute differences and relative variations associated with regular incre-
ments of the independent variable. In contrast to the traditional presentation centered on
the algebraic form of functions, this work proposes the characterization of these functional
classes based on observable properties in mathematical modeling contexts, without requi-
ring prior knowledge of the model’s analytical expression. Methodologically, the research
is supported by a theoretical review of the concept of function and its fundamental pro-
perties, followed by a systematic analysis of these functions from the perspective of their
discrete variations. It is shown that linear functions can be identified by the constancy
of absolute differences, quadratic functions by the constancy of second-order differences,
and exponential functions by the constancy of relative variations, establishing a unified
criterion for characterization. Mathematical modeling is adopted as the methodological
axis, allowing the articulation of theory and application through contextualized problems
that favor the interpretation and construction of the mathematical model. As its main
contribution, the work offers theoretical and didactic insights for the teaching of functions,
expanding the possibilities for a conceptual approach and promoting a more meaningful
understanding within the context of mathematics education.

Keywords: Basic school mathematics functions. Characterization of functions. Mathe-
matical modeling. Mathematics education.
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INTRODUCAO

O ensino de Matemaética, em particular no que se refere ao estudo de funcoes,
tem sido objeto de constantes reflexoes e reformulagoes no ambito das propostas curri-
culares brasileiras. Embora, documentos oficiais e pesquisas em Educacao Matematica
defendam praticas pedagogicas centradas no estudante, que valorizem a construcao do
conhecimento, a contextualizacao e a articulacao com situacoes do mundo real, autores
como Bassanezi (2002) e Biembengut (2007) apontam que a implementagao efetiva dessas
propostas enfrenta desafios no cotidiano escolar, evidenciando um descompasso entre o
curriculo prescrito e as praticas desenvolvidas em sala de aula.

A Matematica desempenha papel fundamental na formacao do estudante ao pos-
sibilitar a compreensao, interpretacao e analise de fendmenos presentes em diferentes
contextos sociais, cientificos e econoémicos. Dessa forma, o ensino dessa disciplina nao
deve se limitar a exposicao formal de conteidos, & transmissao de procedimentos e a
memorizacao de formulas. Nesse cendrio, emergem diferentes tendéncias em Educagao
Matematica, como a Historia da Matemética, a Etnomatematica, a Matemaética Critica,
a Resolucao de Problemas e, em especial, a Modelagem Matemética, que busca aproximar
o conhecimento matemético da realidade do discente.

Ainda que as propostas teodricas e as tendéncias contemporaneas da Educacao
Matemaética defendam abordagens centradas na construcao do conhecimento e na con-
textualizacao, o modelo estrutural predominante em muitos livros didaticos e praticas
docentes ainda se concentra na apresentacao formal dos conceitos, com definicoes, pro-
priedades e exercicios de aplicacao direta. No estudo das funcoes basicas do curriculo
escolar, € comum que a énfase recaia sobre expressoes algébricas, leis de formagao e mani-
pulacoes simbdlicas, frequentemente dissociadas do contexto que deu origem ao problema.
Como consequéncia, o aluno é levado a calcular valores como f(2) ou resolver equagoes
sem compreender o significado do modelo matemético envolvido ou o motivo pelo qual
determinada funcao foi escolhida.

A centralidade atribuida na expressao algébrica das funcoes pode comprometer
a compreensao conceitual do estudante, uma vez que o foco recai sobre a forma simbélica

e nao sobre a fungdo enquanto objeto matematico. Conforme destaca Lima (2023, p.
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INTRODUCAO

35-37), uma funcdo ndo deve ser confundida com a féormula utilizada para representa-la,
pois ela é definida essencialmente pela correspondéncia que estabelece entre os elementos
de seu dominio e de seu contradominio. O autor enfatiza ainda que diferentes expressoes
algébricas podem descrever uma mesma fun¢do e que uma mesma férmula pode definir
funcoes distintas, dependendo do dominio considerado, o que evidencia a importancia de
compreender a funcao para além de sua forma algébrica.

A compreensao da fungao como objeto matemético, para além de sua represen-
tacao simbolica, reforca a necessidade de abordar o estudo das fungoes privilegiando a
andlise de propriedades globais e dos comportamentos associados as variacoes da variavel
independente, em vez de se restringir & manipulacao formal de férmulas. Tal abordagem
fundamenta a proposta deste trabalho, que busca caracterizar funcoes afins, quadraticas
e exponenciais a partir de critérios observaveis em contextos de modelagem matematica,
sem que seja dada, previamente, a lei de formacao da funcao.

Diante desse contexto, a presente pesquisa propoe-se a investigar a seguinte ques-
tao: De que forma € possivel reconhecer se o modelo matemdtico adequado para uma de-
terminada situagao envolve uma fungao afim, quadrdtica ou exponencial? Para responder
a essa questao, desenvolve-se uma abordagem baseada na analise do comportamento das
variacoes absolutas e relativas associadas a incrementos regulares da variavel indepen-
dente, permitindo caracterizar essas funcoes a partir de propriedades observaveis, sem a
exigéncia do conhecimento prévio de sua forma algébrica.

A escolha pela modelagem mateméatica como eixo metodologico justifica-se por
seu potencial formativo e didatico. Segundo Bassanezi (2002, p. 24), a modelagem ma-
tematica ¢ "um processo dinamico utilizado para a obtencao e validacao de modelos
matematicos. E uma forma de abstracdo e generalizacio com a finalidade de previsao de
tendéncias". A modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situacoes da
realidade em problemas matemaéticos cujas solu¢oes devem ser interpretadas na linguagem
usual. Essa perspectiva possibilita ao estudante perceber a Matematica como uma lin-
guagem capaz de descrever e interpretar situagoes concretas, fortalecendo a compreensao
conceitual e o pensamento critico.

A orientacao tedrico-metodolégica desenvolvida neste estudo estd em consonancia
com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), Brasil (2018), documento normativo
que orienta a educacao basica no Brasil. A BNCC destaca a importancia de praticas
pedagobgicas que relacionem o conhecimento matemético ao cotidiano dos estudantes, en-
fatizando processos como resolucao de problemas, investigagao e modelagem matemaética,
considerados fundamentais para o desenvolvimento do letramento matemético e da for-
macao cidada.

Como contribui¢ao principal, este trabalho sistematiza critérios de caracteriza-
cao de funcgoes afins, quadraticas e exponenciais com base no comportamento de suas

variacoes, oferecendo subsidios teéricos e metodologicos que auxiliem professores e estu-
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INTRODUCAO

dantes na identificacdo do modelo mateméatico adequado em situacoes contextualizadas.
Ao enfatizar a caracterizacao das func¢des como eixo central, busca-se ampliar o repertorio
de estratégias didaticas para o ensino de funcoes e fortalecer a articulacao entre teoria
matematica e aplicacao.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: inicialmente, apresenta-se uma
revisao tedrica sobre o conceito de funcao e suas propriedades fundamentais. Em seguida,
sao estudadas as fungoes afins, quadraticas e exponenciais, com énfase em seus critérios
de caracterizacao. Posteriormente, dedica-se um capitulo & modelagem matemaética, no
qual sao analisados problemas contextualizados que ilustram a aplicacao dos conceitos de-

senvolvidos. Por fim, apresentam-se as consideracoes finais e as referéncias bibliograficas.

Universidade Federal do Amapa - UNIFAP 14



FUNCOES

Apresentamos, neste capitulo, uma fundamentacao teoérica acerca do conceito de
funcao, abordando suas propriedades e representagoes essenciais para as analises desenvol-
vidas nas secoes posteriores. Mais do que a formalizacao rigorosa, busca-se compreender
as funcoes como instrumentos de modelagem, aptos a descrever relacoes de dependéncia
e padroes de variagao.

Para tanto, adota-se predominantemente a linguagem da matematica escolar e
da BNCC, bem como, as diretrizes da LDB, visando preservar a clareza didatica e a
fluidez expositiva. Sob essa otica, conceitos como par ordenado, produto cartesiano e
representacoes graficas sao explorados em sua forma tradicional, em consonancia com as

praticas da educacao basica e da graduacao.

2.1 Conceitos gerais

O conceito de fun¢ao ocupa um lugar central na Matematica, mas sua consolida-
¢ao como objeto formal resultou de um longo processo histérico. Antes de sua formulagao
abstrata, ideias associadas a dependéncia entre grandezas ja eram utilizadas de maneira
intuitiva e operacional, sobretudo em contextos praticos ligados & Astronomia, a (Geome-
tria e a Navegacao.

Um exemplo historico que evidencia uma relacao organizada entre grandezas é
a Tabela de Cordas, atribuida a Claudio Ptolomeu, cientista do século II que viveu em
Alexandria durante o periodo romano. Nessa tabela, os angulos sao expressos em graus,
variando de meio grau em meio grau, e a cada angulo central o, com 0° < a < 180°,
associa-se o comprimento L da corda correspondente em uma semicircunferéncia de di-
ametro fixado. Trata-se, portanto, de uma associacdo regular entre duas grandezas, es-
truturada de forma tabular e orientada & resolucao de problemas concretos, ainda que
desprovida de formulacao algébrica explicita.

Embora construgoes como a Tabela de Cordas (figura 2.1) nao utilizassem a lin-
guagem algébrica moderna, elas evidenciam uma organizagao sistematica de correspon-

déncias entre grandezas, ainda que nao formuladas nos termos do conceito de funcao tal
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FUNCOES Conceitos gerais

como hoje o compreendemos. Ao longo dos séculos XVII e XVIII, com o desenvolvimento
do Calculo e da Analise Matematica, o conceito de funcao passou a ser progressivamente
associado a expressoes analiticas e a notacoes simbolicas. No século XIX, consolidou-se
uma formulacdo mais abstrata, na qual a fungdo passou a ser compreendida como uma
correspondéncia entre conjuntos, independentemente da forma algébrica utilizada para

representa-la.

a () L (unidades)
18,5 19,27
70 68,86
I |
20 14 100,67

Figura 2.1: Exemplo da Tabela de Cordas
Fonte: (Dante, 2016)

Diante dessa evolucao conceitual, torna-se necesséria a adogao de uma definicao
de funcao que seja, ao mesmo tempo, rigorosa e adequada a anélise de aspectos gerais e
comportamentos funcionais, especialmente no contexto do ensino e da modelagem mate-
matica. Neste trabalho, adotamos a defini¢cao apresentada por Lima (2023, p. 36), por
sua clareza conceitual e por enfatizar a funcao como objeto matematico, e nao restrita a

sua expressao algébrica.

Definigao 1. Dados os conjuntos X, Y, uma funcao f: X — Y (lé-se "uma funcao de
X em Y") é uma regra (ou conjunto de instrucoes) que diz como associar a cada elemento
r € X um elemento y = f(x) €Y (leia-se "y igual a f de x"). O conjunto X chama-se
o dominio e Y € o contradominio da fung¢ao f.

Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x pela funcdo f, ou o
valor assumido pela funcao f no ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para indicar que f

transforma (ou leva) x em f(x).

Exemplo 2.1.1. Dado um conjunto nao vazio X, a funcao identidade de X, denotada

por Idx : X — X, € a funcao definida por Idx(x) = x, para todo x € X.

Exemplo 2.1.2. Dados conjuntos nao vazios X e 'Y e fixado um elemento ¢ € Y, a

funcao constante ¢ de X em'Y € a funcao f: X — Y tal que f(x) = ¢ para todo x € X.

Observe que se tivermos dois conjuntos A e X, em que A C X, podemos falar
da imagem de um conjunto e escrever f(A) = {f(x); x € A}. Isto & a imagem do
subconjunto A C X pela funcao f: X — Y ¢ o subconjunto f(A) C Y formado pelos

elementos f(z), com x € A. Entdo esse conjunto A pode ser qualquer coisa contido no
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dominio da funcao, e isso tem sentido, nao precisa ser um conjunto finito, pode ser um
intervalo e assim por diante.

Para facilitar a escrita, dada uma funcao f qualquer, vamos representar quando
conveniente o dominio de f por D(f), o contradominio de f por CD(f) e a imagem de f
por Im(f).

E importante ressaltar que a notacio f, por si s6, designa a propria funcdo como
objeto matematico. Ou seja, estamos falando sobre a relagdo de correspondéncia entre
elementos de dois conjuntos. Assim, quando dizemos f : X — Y estamos dizendo que
f é a fungao que leva elementos de X para elementos de Y. Por outro lado, f(x) é a
imagem de um elemento x do dominio pela funcao f. Isto é, o valor da funcdo no ponto
x.

Essa distin¢ao conceitual é essencial para o desenvolvimento deste trabalho, pois
permite analisar funcées como objetos matematicos caracterizados por propriedades glo-
bais, e nao apenas como expressoes algébricas pontuais.

Apesar de muitas vezes se usar "funcao f(x)"como sinénimo de "funcao f", isso
¢ um abuso de linguagem, mas que deve ser evitado em contextos formais, como trabalhos

académicos ou em uma aula/apresentacao rigorosa.

E importante ressaltar que f(x) é a imagem do elemento x € X pela
funcao f, ou o valor da fun¢ao f no ponto x € X. Os livros antigos, bem
como alguns atuais, principalmente os de Célculo, costumam dizer "a
fungao f(z)"quando deveriam dizer "a funcdo f". Algumas vezes essa
linguagem inexata torna a comunicagao mais rapida e fica dificil resistir
a tentagao de usa-la. Mas é indispensavel a cada momento ter a noc¢ao
precisa do que se esta fazendo. (Lima, 2023, p. 36)

Por vezes, podemos visualizar uma funcao f : X — Y de uma maneira mais
concreta por meio de diagramas, em que cada seta indica que elemento y € Y esta

associado a cada x € X.

Figura 2.2: Exemplo de funcao f de X em Y.
Fonte: (Autor, 2026)
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No exemplo da figura 2.2, temos os conjuntos X = {1,3,5}, e Y = {a,b,c,d, e},
e os elementos f(1) =a, f(3) =a, f(5) = c. Assim, a é a imagem de 1 e 3 por f,ecéa
imagem de 5 por f.

Como ilustrado pelo exemplo da figura 2.2, a definicao de funcao permite que, no
diagrama correspondente, um ou mais elementos de Y nao recebam setas ou, ainda, que
um ou mais elementos de Y recebam mais de uma seta.

Note, contudo, que os dois proximos exemplos nao correspondem a fungoes.

Figura 2.3: X tem elementos dos quais nao partem seta alguma.
Fonte: (Autor, 2026)

Figura 2.4: X tem elementos dos quais parte mais de uma seta.
Fonte: (Autor, 2026)

A situacao da figura 2.3 nao caracteriza fungao, porque nao ha nenhuma seta
partindo do elemento 1 € X . Ja na figura 2.4, do elemento 1 € X parte mais de uma
seta, o que foge do conceito de funcao.

Utilizaremos a notagdo x — f(x), para indicar que a funcao f associa ao elemento
x o valor f(x). Em outras palavras, a fungao f aplica uma operacdo ao valor x, resultando
em f(z).

Segundo Lima (2023), deve-se ainda observar que uma fungao consta de trés
ingredientes: dominio, contradominio e a lei de correspondéncia z — f(x). Mesmo

quando dizemos simplesmente "a funcao f", ficam subentendidos seu dominio X e seu
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contradominio Y. Sem que eles sejam especificados, nao existe a funcao. Assim sendo
uma pergunta do tipo "Qual é o dominio da fun¢ao f(z) = %"?, estritamente falando,
nao faz sentido. A pergunta correta seria: "Qual é o maior subconjunto X C R tal que a
formula f(z) = % defini uma funcao f : X — R"? Novamente, a pergunta incorreta é
mais simples de formular. Se for feita assim é importante saber seu significado.

Ja podemos entao concluir, pelas defini¢oes apresentadas até aqui, que duas fun-
¢oes f: X — Y eg: A — B sioiguais, se e somente se, X = A, Y = Be f(x) = g(x)
para todo x € X. Isto é, duas fungoes sao iguais quando tém o mesmo dominio, o mesmo
contradominio e a mesma regra de correspondéncia.

Ainda segundo Lima (2023), em muitos exemplos de fungées f : X — Y,
principalmente na Matemaéatica Elementar, X e Y sao conjuntos numéricos e a regra
xr — f(x) exprime o valor f(z) por meio de uma férmula que envolve z. Mas em geral
nao precisa ser assim. A natureza da regra que ensina como obter f(x) quando é dado x
é inteiramente arbitraria, sendo sujeita apenas a duas condigoes:

a) Nao deve haver exce¢oes: a fim de que a fun¢ao f tenha o conjunto x como
dominio, a regra deve fornecer f(z), seja qual for x € X dado.

b) Nao pode haver ambiguidade: a cada z € X, a regra deve fazer corresponder
um tnico f(x) em Y.

Os exemplos a seguir ilustram essas exigéncias:

Exemplo 2.1.3. Uma funcao f : X — Y que calcula o raiz quadrada de um nimero.
Se X eY forem o conjunto dos niimeros reais e f(x) = \/x, entao para x < 0, ndo haverd
um correspondente em Y, pois a raiz quadrada de um numero negativo nao € um numero

real. Portanto, ndo seria uma funcao.

Exemplo 2.1.4. Indiquemos com X o conjunto dos niumeros reais positivos e com Y o
conjunto dos tridngulos do plano. Para cada x € X, ponhamos f(x) =t caso t seja um
triangulo cuja drea € x. Esta regra nao define uma funcao f: X — Y porque é ambigua:

dado x > 0, existe uma infinidade de tridngulos diferentes com a drea x.

Além da regra de correspondéncia, as funcdes podem ser classificadas de acordo
com propriedades que descrevem a forma como os elementos do dominio se relacionam
com o contradominio, destacando-se, entre elas, a injetividade, a sobrejetividade e a bije-
tividade.

2.2 Injetividade (Injetora)

Uma funcao é injetiva (ou injetora) quando elementos distintos do dominio pro-
duzem imagens distintas no contradominio. Em outras palavras, a funcao é injetiva, se
dois elementos diferentes do conjunto de entrada (dominio) nunca tém a mesma imagem

no conjunto de saida (contradominio).

Universidade Federal do Amapa - UNIFAP 19



FUNCOES Injetividade (Injetora)

Uma possibilidade para contextualizar essa propriedade ¢ considerar, por exem-
plo, a lista de chamada de uma classe com 15 alunos, em que o nome de cada um é
associado a um tnico nimero natural (considere N = {1,2,3,...}) , e nao ha dois alunos

com o mesmo nimero: (Veja tabela 2.1)

Niumero 1 2 3 4 e 15

Nome | Ariel castro | Ari Lopes | Bruno Silva | Carlos Souza | ... | Willian Ferreia

Tabela 2.1: Lista de alunos (contextualizagdo da injetividade)
Fonte: (Autor, 2026)

Sendo X o conjunto dos nomes dessa turma, vamos considerar a fungao f : X —

N, que associa o nome de cada aluno ao nimero de chamada na lista.

Ariel Castro «

Ari Lopes.

Bruno Silva «

Carlos Souza.

Willian Ferreira «

Figura 2.5: Diagrama da lista de alunos
Fonte: (Autor, 2026)

Como nao existem elementos distintos no dominio de f com a mesma imagem,

dizemos que f é uma injecao de X em N. Definimos de acordo com Lima (2023).

Definicao 2. Uma funcao f : X — Y chama-se injetiva quando elementos diferentes

em X sao transformados por f em elementos diferentes em Y .

Ou seja, f é injetiva quando

Ty # 29 => f(11) # f(22)

Esta condicao pode também ser expressa em sua forma contrapositiva:

f(x1) = f(22) = 21 = 79
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O proximo exemplo, a funcao f nao goza da propriedade da injetividade, veja:

Exemplo 2.2.1. Seja f: N — N uma funcdo cuja regra é f(n) = nimeros de divisores

positivos de n, com n € N,

Note que, no exemplo 2.2.1 acima, f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 2, f(4) = 3,
f(12) =6, f(29) = 2, f(40) = 8. Numa visao mais criteriosa, essa fungao associa cada
ntimero n primo ao natural 2, logo nao é injetiva.

A relevancia da injetividade no contexto deste estudo esté associada a hipotese de
monotonicidade assumida para determinadas func¢oes reais de uma variavel real. Nos teo-
remas de caracterizagao das funcgoes afins e exponenciais, considera-se a monotonicidade
estrita como condicao suficiente para garantir a injetividade, propriedade que desempenha
papel fundamental sobretudo nas reciprocas desses resultados, ao assegurar a unicidade da

correspondéncia entre cada valor da variavel independente e o respectivo valor da funcao.

2.3 Sobrejetividade (Sobrejetora)

Uma fungao é sobrejetiva (ou sobrejetora) quando todos os elementos do seu
contradominio sao imagens de pelo menos um elemento do dominio. Em outras palavras,
nao existem elementos no contradominio que nao estejam relacionados a nenhum elemento
do dominio.

Imagine um edificio de 5 andares, todos os 10 apartamentos estao habitados. Por
medida de seguranca, na portaria, ha uma lista de todos os moradores e o nimero do
apartamento que ocupam (Tabela 2.2). Sendo X o conjunto dos nomes dos moradores
desse edificio e Y o conjunto dos nimeros dos apartamentos, considere f : X — Y, a

funcao que associa o nome de cada morador ao nimero do apartamento.

Morador(es) Apartamento

Paulo e Sandra 1

Ariel, Juliana e Fabio

José Carlos
Roberto

Silvia

Joao e Bia

Nilson, Eliana e Viviane
André

Marlon e Helena

QO (OO | ~T|O| Ot | W | DD

—
ja)

Luiz

Tabela 2.2: Lista de Morador(es)
Fonte: (Autor, 2026)
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Como qualquer elemento do contradominio de f é imagem de algum elemento do
dominio, isto é, o contradominio é o proprio conjunto imagem da funcao f, dizemos que

f € sobrejetiva, que de acordo com Lima (2023).

Definicao 3. Diz-se que uma funcao f : X — Y € sobrejetiva, quando para qualquer

elemento y € Y, pode-se encontrar (pelo menos) um elemento x € X tal que f(z) =y.

Exemplo 2.3.1. Imagine que vocé tem um conjunto de professores (conjunto X ) e um
conjunto de salas de aula (conjunto Y ). Uma funcao sobrejetiva poderia ser definida
como a funcdo que associa cada professor a uma sala de aula em que ele leciona. Se
cada sala de aula tiver pelo menos um professor lecionando nela, entao essa funcao serd
sobrejetiva. Se houver alguma sala de aula que nao tenha professor alocado, a funcao nao

serd sobrejetiva.

Exemplo 2.3.2. Em uma escola, se cada turma tiver pelo menos um aluno matriculado,

a funcao que associa cada aluno & sua turma serd sobrejetiva.

Exemplo 2.3.3. Indiquemos com X o conjunto de pontos da circunferéncia de raio r e
centro O e com Y o conjunto de dngulos em radianos [0,2m). Definimos f : X — Y,
para cada ponto P € X, como f(P) =46, em que 0 é a medida do angulo central formado
pelo raio OP e o semieixo horizontal a direita de O contada no sentido anti-hordrio. Note
que, para cada 0 €Y, existe pelo menos um ponto P em X tal que f(P) =60. Logo essa

regra define uma funcao sobrejetiva.

Figura 2.6: Tlustragao de fungao sobrejetiva na circunferéncia.
Fonte: (Autor, 2026)
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2.4 Bijetividade (Bijetora)

Uma funcgao bijetiva, também chamada de bijetora, ¢ um tipo especial de fun-
¢ao que é tanto injetiva quanto sobrejetiva ao mesmo tempo. Isso significa que cada
elemento do dominio da func¢ao tem uma imagem tnica no contradominio, e cada ele-
mento do contradominio é a imagem de exatamente um elemento do dominio. Isto ¢, nao
ha dois elementos diferentes do dominio com a mesma imagem, e nenhum elemento do
contradominio é "ignorado'"pela funcao.

A fungao bijetiva combina essas duas qualidades. Ela é injetiva (um para um) e
sobrejetiva (tudo no contradominio é atingido), garantindo uma relagao perfeita entre os

elementos do dominio e do contradominio. Assim, Lima (2023) define:

Definicao 4. Uma funcao f : X — Y chama-se uma bijecao, ou uma correspondéncia

biunivoca entre X e Y quando € ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 2.4.1. Sejam Y a base de um tridngulo e X um segmento paralelo a'Y , unindo
0s outros dois lados desse tridngulo. Seja ainda P o vértice oposto a base Y. Obtém-se
uma correspondéncia biunivoca f : X — Y associada a cada x € X o ponto f(x) onde

a semirreta Px intersecta a base Y.

LI\

(x) Y

Figura 2.7: [lustracao geométrica de correspondéncia biunivoca num triangulo.
Fonte: (Autor, 2026)

A correspondéncia biunivoca é uma ferramenta para comparar conjuntos e de-
terminar se eles possuem a mesma cardinalidade. O nimero cardinal, por sua vez, é o
conceito que indica a quantidade de elementos de um conjunto, permitindo a contagem e
a comparagao entre agrupamentos finitos ou infinitos.

Diz-se que dois conjuntos X e Y tem o mesmo niimero cardinal quando se pode

definir uma correspondéncia biunivoca f : X — Y, ou seja, se existe essa correspondén-
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cia, os conjuntos X e Y sao numericamente equivalentes, portanto, tém o mesmo nimero
cardinal.

Funcoes bijetivas sao importantes porque estabelecem uma correspondéncia per-
feita entre dois conjuntos, permitindo a inversao da funcao. Se uma funcao é bijetiva,

existe uma func¢ao inversa que restaura os elementos do dominio a partir das imagens.

2.5 Composicao de funcoes

A composicao de funcoes, também conhecida como funcao composta, é uma ope-
racao que combina duas ou mais funcoes. Em termos conceituais, essa operacao consiste
em aplicar sucessivamente duas funcoes, de modo que o valor de saida da primeira sirva
de entrada para a segunda.

Em geral, dadas as fungoes f : X — Y eg:Y — Z temos regras bem definidas
para, partindo de » € X via f, obter y = f(z) € Y e, via g, obter z = g(y) € Z. E
natural, portanto, considerar a possibilidade de definir uma funcao que permita passar

diretamente de X para Z, por meio da aplicacao sucessiva de f e g.

Definicao 5. Dadas as funcoes f: X — Y eqg:Y — Z, a funcao composta de f e g
(nessa ordem) é a fungio go f: X — Z, definida, para cada x € X, por

(g0 f)(x) = g(f(x)).

A definicado acima apresenta o caso em que o contradominio de f & o proprio
dominio de g. De modo geral, para que a composta esteja bem definida, é necessério
garantir que a imagem de cada elemento x por f pertenca ao dominio da funcao g, ou
seja, f(z) € D(g) para todo x € X.

X Y Z

gef

Figura 2.8: Funcao composta de g com f
Fonte: (Autor, 2026)

Ao longo deste trabalho, a composicao de funcgoes sera utilizada apenas de forma

pontual, sobretudo para expressar propriedades fundamentais das funcoes inversas, como
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as identidades
flof=1Idx e fof'=Idy,

quando f é uma bijecao, e para descrever relacoes funcionais envolvendo modelos expo-

nenciais e logaritmicos.

2.6 Inversao de funcoes

No campo da Matematica, uma fungao inversa (ou inversa de uma fun¢io) é uma
funcao que desfaz a acao de outra funcdao. Se uma funcao f associa um valor z a um
valor y, entdo a funcao inversa associa y de volta a x. Para que uma funcao admita uma
inversa, alguns requisitos sao necessarios, em particular, a funcao deve ser bijetiva, isto é,
simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

Considere uma funcao f : X — Y que seja uma bijecao. Nesse caso, os elementos
de X e Y estao em correspondéncia biunivoca: a cada elemento de X corresponde um
tnico elemento de Y por meio de f, e vice-versa. Quando isso ocorre, pode-se definir uma

funcao g : Y — X exigindo que

fx)=y = gly) ==

A funcao g, definida dessa forma, é denominada funcdo inversa de f e é usualmente

representada por fL.

Definigao 6. Seja f : X — Y uma bijecao. A funcao inversa de f € a funcio g:Y —
X tal que, para todo x € X e todoy €Y, lem-se

gly) =z = y = [f(z).
Da defini¢ao acima, seguem imediatamente as identidades
gof=Idx e fog=Idy,
ou, de forma equivalente,
flof=1Idx e fof'=Idy,

em que Idx e Idy denotam as funcoes identidade em X e Y, respectivamente.

A compreensao dessas propriedades serd essencial nos capitulos seguintes, quando
a funcao logaritmica for introduzida como a inversa da funcao exponencial em dominios
adequados, permitindo a anélise e a caracterizagao desses modelos no contexto da mode-

lagem matematica.
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2.7 Grafico de funcoes

A representacao grafica constitui uma ferramenta fundamental para a interpreta-
¢ao do comportamento das fungoes, especialmente no contexto da modelagem matematica,
pois permite visualizar tendéncias, variacoes e regularidades que nem sempre sao evidentes
apenas pela expressao analitica.

Graficos de funcoes sao representagoes visuais da relacao entre duas variaveis,
geralmente chamadas de = e y, em um plano cartesiano (sistema de eixos ortogonais).
Eles mostram como os valores de saida (y) mudam a medida que os valores de entrada
(x) variam, permitindo analisar o comportamento da fungao.

O grafico de uma funcao é a representacao geométrica de todos os pares ordenados
(z, f(x)) no plano cartesiano.

Dados conjuntos nao vazios X e Y, seu produto cartesiano é o conjunto X x Y
formado por todos os pares ordenados (z,y) cuja primeira coordenada z, chamada abcissa,

pertence a X e cuja segunda coordenada y, chamada ordenada, pertence a Y.
XxY={(z,y; z€X e yeY}

Quando X =Y = R, usualmente vemos X e Y como retas numeradas e X x Y
como um plano, munido de um sistema cartesiano de coordenadas fixado.

Os elementos (z,7y) de R? sdo os pares ordenados de niimeros reais. Eles surgem
como coordenadas (abcissa, ordenada) de um ponto P(z,y) quando se fixa nesse plano
um par de eixos ortogonais OX e OY, que se intersectam no ponto O, denominado a

origem do sistema de coordenadas.

y A

R . Plz,y)

Figura 2.9: Representacio de um ponto P(z,y) no plano cartesiano X x Y .
Fonte: (Autor, 2026)
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A cada par ordenado de ntimeros reais corresponde um ponto do plano cartesiano
e, reciprocamente, a cada ponto do plano corresponde um par ordenado de niimeros reais.
Essa correspondéncia biunivoca entre pares de ntimeros reais e pontos do plano permite
escrever conceitos e propriedades geométricas em uma linguagem algébrica e, de modo
reciproco, interpretar geometricamente relacoes entre niimeros reais.

Uma pergunta béasica que se pode fazer é: se P(z,y) e Q(u,v) sao dois pontos
distintos de um plano, como se pode exprimir a distancia do ponto P ao ponto () a partir
dessas coordenadas?

Utilizando o Teorema de Pitagoras, a resposta para calcular a distancia d(P, Q)

¢ imediata. Para isso, ¢ preciso introduzir um novo ponto S(z,v).

P(x,y)

S(z,v)

Figura 2.10: Distancia entre os pontos P(x,y) e Q(u,v).
Fonte: (Autor, 2026)

Como @ e S tém a mesma ordenada, o segmento QS é horizontal (paralelo ao
eixo OX). Ja os pontos P e S tém a mesma abcissa, assim o segmento PS é vertical
(paralelo ao eixo OY'). Portanto o segmento PQ é a hipotenusa do triangulo retangulo
PQS, cujos catetos medem |z — u| e |y — v]|, respectivamente. O Teorema de Pitagoras

nos dé entao:

d(P,Q)* = (z —u)* + (y — v)’

Ou seja,

d(P.Q) = /(z —u)? + (y — v).

Note que, a distancia da origem O(0,0) a um ponto P(x,y) qualquer do plano é
dada por:

d(P,0) = \/a? + y%
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Exemplo 2.7.1. A circunferéncia € o conjunto de todos os pontos de um plano equidis-
tantes de um ponto fizo que € o centro dela. A distdncia constante de qualquer ponto da
circunferéncia ao seu centro € denominada raio. Se o centro de uma circunferéncia C é
o ponto A = (a,b) e o raio € o nimero real r > 0 entdo, por defini¢io, um ponto P(z,y)
pertence a C se, e somente se, d(A, P) =r. Pela formula da disténcia entre dois pontos,

temos
C={(z,y); (x —a)’ + (y = b =r?}.

Portanto, diz-se que
(¢ = af +(y— D) =7

é a equagao da circunferéncia de centro no ponto A(a,b) e raio r.

Y A

Figura 2.11: Circunferéncia de raio r e centro A(a,b).
Fonte: (Autor, 2026)

Por sua vez, o disco D de centro A e raio v é formado pelos pontos P(x,y) cuja

distdncia ao ponto A <r . Portanto
D = {(z,y); (x —a)’+ (y — b)* <r?}.

Segundo Munis Neto (2015), estabelece-se a seguinte definigao.

Definicao 7. Dada uma funcao f : X — Y, o grdfico de f é o subconjunto Gy do
produto cartesiano X x 'Y, definido por

Gy ={(z,y) e X xY; y= f(z)}.
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X xY

o

Figura 2.12: Graficode f: X — Y.
Fonte: (Autor, 2026)

Sabemos que uma das condi¢oes para que f seja uma funcao de X em Y é que, a
cada x € X deve corresponder um tnico y € Y. No grafico cartesiano, isso significa que
qualquer reta paralela ao eixo OY tragada por um ponto de X, deve cortar o gréifico G
em um e somente um ponto.

O grafico de uma funcao real de uma variavel real f : X — R é um subconjunto
do plano R?, portanto, pelo menos nos casos mais simples, pode ser visualizado como uma
linha formada pelos pontos de coordenadas (z, f(x)), quando x varia no conjunto X.

O momento agora é oportuno para lembrarmos que uma funcao f : X — R,
dados z1,25 € X, com X C R, é dita:

e crescente quando x; < 1o = f(1) < f(x2);

e decrescente quando z; < x5 = f(z1) > f(x9);

e mono6tona nao decrescente quando 1 < o = f(x1) < f(x2);
e mondétona nao crescente quando 1 < xo = f(x1) > f(x2).

Em qualquer das quatro possibilidades, f diz-se monétona. Porém nas duas
primeiras (f crescente ou f decrescente) diz-se que f é estritamente monotona e, além do
mais, que f é uma funcao injetiva.

Claramente, os quatro casos acima nao sao mutuamente excludentes. Simples-
mente, os dois primeiros sao casos particulares dos dois tltimos. Além disso, ha funcoes
que nao se enquadram em nenhuma dessas quatro categorias.

Com base nesses conceitos gerais, nos capitulos seguintes serao estudadas funcoes
reais de uma variavel real (afins, quadraticas e exponenciais) sob a perspectiva da ca-

racterizacao do modelo matemético a partir do comportamento das variagoes associadas
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a incrementos regulares da variavel independente. Essa abordagem permitira compre-
ender tais funcoes nao apenas por suas expressoes algébricas, mas principalmente pelas
propriedades que as distinguem no contexto da modelagem matemaética.

Como estaremos nos referindo a fungoes em que dominio e contradominio sao o
conjunto R, em alguns casos, a notacao f : R — R serd omitida para que a escrita nao

se torne redundante e pedante.
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Funcao afim é uma das funcoes elementares mais fundamentais da Matematica,
nao apenas por sua simplicidade algébrica, mas sobretudo por seu papel na modelagem
de fenémenos caracterizados por variagoes constantes entre grandezas.

Neste capitulo, estudamos a funcao afim sob a perspectiva da modelagem mate-
mética, com énfase em suas propriedades estruturais e, sobretudo, em sua caracterizacao a
partir do comportamento de seus acréscimos. Essa abordagem permitira identificar situa-
¢coes modelaveis por funcoes afins mesmo quando sua expressao algébrica nao é conhecida
a priori, estabelecendo um padrao conceitual que sera estendido aos casos quadratico e

exponencial.

3.1 Definicao e conceitos gerais

Definicao 8. Uma fun¢ao f : R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R
tais que f(x) = ax + b para todo x € R.

E facil perceber que uma funcio afim fica determinada, ou melhor, que é possivel

calcular as constantes a e b, a partir de duas informagoes apenas. Se fornecidos para
1 # X2,
y1 = f(z1) =ax; +0b

y2 = f(z2) = axs+ b
e fazendo a diferenca, obtemos
Yo — y1 = f(z2) — f(z1) = (az2 + b) — (az1 +b) = azs — az1 = a(x2 — 21),

portanto, a fica determinado como

Y2 — U1
a:
T2 —T1
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e consequentemente

b=y —axy =1y — axs.

E comum também obtermos b como o valor que a funcido dada assume quando
x = 0. O nimero b = f(0), eventualmente, chama-se o valor inicial da fun¢ao f.

Uma fungao afim é crescente quando sua taxa de crescimento (ou taxa de vari-
acdo), dada pelo coeficiente a, é positiva, decrescente quando a é negativo e constante
quando a = 0.

Para justificar o que acabamos de afirmar, em outros termos — a monotonicidade
estrita da fun¢do afim — dada a funcdo f : R — R, e f(z) = ax + b para todo = € R.

Sejam z1,x2 € R tais que xy < x, entao
f(z1) = f(22) = (az1 +b) — (ax2 + b) = av1 — axy = a(z) — 22),
como x1 — z9 < 0, quando a > 0, temos

f(x1) = f(22) < 0= f(z1) < f(22).

Portanto, f é crescente. Por outro lado, quando a < 0,

f(x1) = f(22) > 0= f(z1) > f(z2).

Portanto, f é decrescente.

Quando a = 0, temos um caso particular de func¢ao afim (fung¢ao constante), pois
flz)=0-2+b=0, Vel
Ou seja, para quaisquer x1,rs € R, tem-se

f(z1) = f(z2) = b

Logo, f é constante.

3.2 Taxa de variacao média de uma funcao afim

Em qualquer funcdo f : R — R, quando acrescentamos h a variavel z, passando

de x para x+ h, ha, em correspondéncia, um acréscimo f(x+h)— f(x) no valor da funcao.

Definicao 9. Dados x e x + h numeros reais, com h # 0, o nimero

flz+h) - f(x)
h
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chama-se taza de varia¢ao média da funcdo f no intervalo [z, x + h].

flx+h)t

0 x x4+ h

Figura 3.1: Visao geométrica da taxa de variagao média de uma fungao f no intervalo
[z, x4 h.

Fonte: (Autor, 2026)

No caso da funcao afim f : R — R definida por f(z) = ax + b, dados x e x + h

nimeros reais, com h # 0, sua taxa de variagdo média em relagao a x é dada pelo nimero

h h

— = q

fl@+h)—f(z) alx+h)+b— (ax+b) :M+ahj/57€m7/5:ah
h h

Portanto,
flz+h) - f(z)
h

Esse resultado evidencia que, na fungao afim, a taxa de variacdo nao depende do

=a.

ponto considerado, refletindo a uniformidade dos acréscimos da funcao ao longo de todo
o dominio.

Como a taxa de variacao média de uma func¢ao afim é constante, podemos dizer
apenas taxa de variagdo (ou taxa de crescimento). Além disso, ela pode ser interpretada

como a variacdo em f(x) causada por cada aumento de 1 unidade em x.

Exemplo 3.2.1. A taza de variagcao da funcao afim f(x) = Tx + 12 € 7, ou seja, cada
acréscimo de 1 unidade em x faz f(x) aumentar 7 unidades; e a da fun¢do g(x) = —5x+2

¢ =5, ou seja, cada acréscimo de 1 unidade em z faz g(x) diminuir 5 unidades.

Ocorre que, a taxa de variacao da funcao afim pode ser obtida conhecendo-se dois
dos seus valores f(x;) e f(z2):
o= 1@ =)

To — I
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3.3 O grafico da funcao Afim

E possivel demonstrar, apenas com o que conhecemos sobre funcao afim, que o

seu grafico ¢ uma reta. Como afirma Lima (2023).
Definicao 10. O grdfico G de uma funcao f:x — ax + b é uma linha reta.

Para conferir isto, basta mostrar que trés pontos quaisquer P, = (xy, axy + b),
Py = (x9, azy + b) e Py = (x3, axz + b) desse grafico sdo colineares. Para esse proposito,
é necessario e suficiente que o maior dos trés nameros d( Py, P»), d( Py, P;) e d(Py, P3) seja
igual & soma dos outros dois. Entretanto, podemos supor que as abcissas xq, x5 € T3
foram numeradas de modo que x; < x5 < x3. A aplicacao da férmula da distancia entre

dois pontos resulta em

d(Py, Py) = \/(z2 — 21)% + ((azy + b) — (azy +b))2
= /(22 — 21)? + (a2 — az1)?
= /(22 — 21)2 + (a(z2 — 21))?
= /(23 — 1) + a2(zy — )2

Analogamente, d(Ps, P,) = (x3 — 22)+/(1 +a?) e d(Ps, Pi) = (3 — 21)/(1 + a?). Dai,
temos

d(Ps, P,) = d(Py, P,) + d(Ps, Py)
( 2—[E1) (1+a2)+(x3—x2) (1—|—a2)
= ((xy — m1) + (23 — 22))V/ (1 + a?)
(

8

Logo, Py, P, e P3 sao colineares.

y

Figura 3.2: Grafico de uma fungao afim f com a > 0.
Fonte: (Autor, 2026)
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Do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é o grafico
da funcao f : x — ax + b, intersecta o eixo OY. O ntimero a chama-se a inclinagao, ou
coeficiente angular, dessa reta (em relagao ao eixo horizontal OX). Quanto maior o valor
de a, mais a reta se afasta da posi¢ao horizontal. Quando a > 0, o grafico de f é uma reta
ascendente (quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta é descendente.

O que justifica o fato de que basta conhecer os valores de f(z1) e f(z2) que a
fungao afim f: R — R assume quando z; # x5 (escolhidos arbitrariamente) fique intei-
ramente determinada é o seu grafico ser uma linha reta, pois uma reta fica inteiramente
determinada quando se conhecem dois de seus pontos.

Na pratica, sabendo que f : R — R é afim e que f(z1) = y1, f(22) = y2 com
r1 # X9, queremos determinar a e b de modo que se tenha f(z) = ax + b para todo x € R.

Isto significa encontrar os valores que satisfazem o sistema linear

{axl—i—b:yl :>{ —azy =b=—y

— aryg —ary =Yz — U1 —
ary +b =y azy #b= Yy

Y2 — U1
5L’2—»’U17

a(ws— 1) = — 1 = a =

tomando uma das equagoes acima e substituindo o valor de a, temos

— T1Y2 — T
(y2 yl)-x1+b:y1:>b:y1—(ly2 13/1).
T2 — T T2 — T1

ary +b=y =

Logo

To Y1 =%1Y1 — T1 Y2 £F¥171 _ Ty — Ty

T2 —T1 To —T1

b =

O argumento anterior que determinou os valores das incognitas a e b provou que
dados arbitrariamente (x1, 1), (z2,y2) € R, com z1 # x5, existe uma, e somente uma,
funcao afim f: R — R tal que f(z1) = y1 e f(x2) = yo.

No estudo da Geometria analitica os elementos geométricos sao descritos por
equacoes. Entre eles, a reta, que particularmente nos interessa, pois, o grafico de uma
funcao afim f(z) = axr+b é uma reta. Reciprocamente, toda reta ndo vertical r é o grafico
de uma funcao afim.

Para demonstrar essa afirmacdo, tomemos dois pontos distintos P = (z1,y1) e
Py = (x2,y2) na reta r, temos necessariamente z; # xs, pois 7 é ndo vertical. Assim existe
uma funcao afim f: R — R tal que f(x1) =41 e f(x2) = yo. O gréfico de f é uma reta
que passa pelos pontos P; e P». Logo, essa reta coincide com r.

Se f(x) = ax + b, diz-se que y = ax + b é a equacdo da reta r, dada pela funcao.

Y2—uy1

Assim, a = ,
To—Tq

que na fung¢ao afim é a taxa de variacao (ou crescimento), agora, na

reta, recebe o nome de coeficiente angular da reta (ou declividade da reta), pois ele é a
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tangente trigonométrica do angulo do eixo OX com a reta r.

Y

r

Y2—W

Py
y k3

Ty — )

(0] T T

Figura 3.3: Reta r e angulo de inclinagao a com eixo OX.
Fonte: (Autor, 2026)

A relacao entre o coeficiente angular com o angulo de inclinagao o que o eixo OX

forma com a reta r é dada por a = tana.

Se P(z,y) é um ponto genérico de uma reta r, entao o coeficiente angular a e um

ponto fixo Py(xo,yo) dessa reta, a determinam, isto é,

Y%
a="— =y — Yo = a(r — x9) = y = yo + a(z — xo).
— T
Essa é a equacao da reta que passa pelo ponto P(zg, o) e tem coeficiente angular

d(C, P)
a=———> =tana.

d(P()v C)

Y—%
Py @
c

x— T

Yo

(@] o T

Figura 3.4: Grafico da reta que passa pelo ponto Py(zo,yo) € tem a = tan a.

Fonte: (Autor, 2026)
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Em resumo, a funcdo afim f, dada por f(x) = ax + b é usada para modelar
uma infinidade de situagoes reais, por exemplo, no eixo OX podemos marcar o tempo em
anos, no eixo OY, podemos marcar o faturamento de uma empresa que vai aumentando
com o tempo. Nessa situacao concreta em que temos, tempo num eixo e faturamento
no outro, nao é adequado falarmos do ntimero a como coeficiente angular, pois nao hé,
angulo algum no problema estudado. Na geometria analitica os eixos estao graduados na
mesma unidade, isso é fundamental para podermos falar em angulo, portanto, o nome

mais apropriado, que usamos, ¢ taxa de variacao (ou taxa de crescimento).

3.4 Zero da funcao afim

O valor de x para o qual a fun¢do f : R — R, dada por f(z) = ax + b, com
a,b € R, a # 0, se anula, ou seja, para o qual f(z) = 0, denomina-se zero da fun¢ao afim.

Para determinar o zero de uma funcao afim basta resolver a equacao ax + b = 0.

b
ar+b=0—=x=—-—
a

Geometricamente, o zero de qualquer funcao, em particular, o da funcao afim
f(x) = ax + b corresponde a abscissa do ponto de intersecgao entre o grafico da funcao e
o eixo OX.

Y flx)=azx+0d

(0,0)

Figura 3.5: Grafico da fungao afim intersecta o eixo OX no ponto (—g, 0).
Fonte: (Autor, 2026)
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3.5 Funcao Linear

Uma funcao linear é uma fun¢ao f : R — R definida por f(z) = ax para todo
z real. E um caso particular da funcio afim em que b = 0. Seu gréfico é uma reta nio
vertical que passa pela origem (0,0). Os problemas que envolvem proporcionalidade, em
geral, podem ser resolvidos por meio de uma funcao linear, e por isso afirmamos que a
funcao linear é o modelo matematico para os problemas de proporcionalidade.

Vamos supor que uma grandeza y seja fungio da grandeza z, ou seja, y = f(x).

Dizemos que y ¢é diretamente proporcional a x se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

a) y é uma fungao crescente de z;

b) se multiplicarmos x por um ntamero natural n, o valor correspondente de y também

ficara multiplicado por n, ou seja,

fn-x)=n-f(z), VazeR e nelN

Igualmente, dizemos que y é inversamente proporcional a x:
a) quando y é uma funcdo decrescente de x;

b) se multiplicarmos x por um namero natural n, o valor correspondente de y ficara

dividido por n, ou seja,

f(n-x):l-f(m), VxeR e nelN

Fixaremos nossa atencao a proporcionalidade direta que é conveniente chamarmos
apenas de "proporcionalidade".

Segundo Lima (2023, p. 92), o Teorema Fundamental da Proporcionalidade nos
garante que, obedecidas as condigoes acima para os nimeros naturais, podemos estende-
las para os nimeros reais. Isto é, reconhecer grandezas diretamente proporcionais, na
verdade, basta vocé testar se, ao multiplicar uma delas por um nimero natural, a outra
fica multiplicada pelo mesmo nimero natural, entao elas sao diretamente proporcionais,
ou seja, se as condigoes acima forem validas para os naturais apenas, entao vale para
qualquer real.

A proporcionalidade direta constitui, portanto, um caso particular de compor-
tamento funcional em que os acréscimos relativos das grandezas sao constantes, o que
naturalmente conduz ao modelo linear.

O resultado a seguir desempenha papel central na caracterizacao das funcoes
lineares e serd utilizado de forma decisiva nas demonstracoes das reciprocas apresentadas

adiante.
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Teorema 1 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : R — R uma

funcgao crescente. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:
1. f(nz) = nf(x) para todo n € Z e todo x € R.

2. Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R (logo, f(cx) = cf(x) para todo
c,x € R).

3. f(r+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer z,y € R.

Demonstracao. Como as afirmagoes sao equivalentes, nosso objetivo é provar as impli-
cagoes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).

(i) (1) = (2).
Primeiramente, vamos provar que essa implicacao vale para um ntmero n inteiro
qualquer.

f(n):f(n‘l)poélnf(l)poéQQn, vV neZ.

Agora provaremos que vale para um racional qualquer r = §, com p,q € Z, com

q# 0.

por 1

T’ZSGQ:(]f(T)poélfazT’):f(p):f(pl) T pf(l)po;Qap:

p

Q'f(T)Zap:f(r):a-g:f(r):ar,v reQ.

Note que, f(0) = f(0-0) =0-£(0) =07 =™ £(1) > £(0) = a > 0.
Dado z € (R — Q), suponha que f(x) # azx. Assim, f(z) < ax ou f(x) > az.

f(z) f(=)

f)<ar=—"<r=31r€Q,; — <r<r= f(z)<ar <ar =
a a

f@) < f(r).

Temos uma contradigdo, pois a fungao é crescente, e r < x = f(r) < f(z), ou seja,

a afirmagdo f(x) < ax ndo é verdadeira. Por outro lado,

f(x) f(=)

>r=3reQ,; ——>r>z= f(z)>ar>ar =
a a

f(z) > ar =

f(x) > f(r).

Novamente temos uma contradi¢do, como a funcdo é crescente, r > x = f(r) >
f(z). Logo a afirmagao f(x) > azx nao ¢é verdadeira. Portanto, f(z) = az para todo

r e R.

(i) (2) = (3). Temos que f(z+y) P2 a(z+y) =ax+ay = f(z)+ f(y), V z,y eR.
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(iii) (3) = (1). Mostraremos que vale para n > 0, e para n < 0.

en>0

flnx)=f+z+z+--+a)=flx)+(z+x+z+---+x)=...

(. .

n parcelas de x n—1 parcelas de x
=J@)+ f(@)+ fla)+-- + f(z)

n  parcelas de f(x)

Logo, f(nz) =nf(x), V n>0.

e n<0

0=f(0) = fle+(=2)) = f(2) + f(-z) = f(z) + f(-2) = 0=
flz) = =f(-2) <= f(=2) = —f(2).

Portanto, f(—nx) = —f(nx) = —nf(x).
[l

Em algumas situacoes, o Teorema Fundamental da Proporcionalidade precisa ser
aplicado a grandezas (como area ou massa, por exemplo) cujas medidas sdo expressas
apenas por niumeros positivos. Entao temos uma fungao crescente f : Rt — R™, tal que
RT ={z € R;z > 0} é o conjunto dos nimeros positivos.

Em se tratando apenas de grandezas positivas, em resumo, o Teorema Funda-
mental da Proporcionalidade diz que, se f : RT — R* é crescente e f(n-z) =n- f(x)
para todo n € N, entao f(c-x) =c- f(x) para todo ¢ € R" e para x € R.

A partir desse fato, tem-se que para
r=1= flc-1)=c- (),

fazendo f(1)=k, temos

trocando ¢ por z, temos

Portanto, se uma grandeza for multiplicada por um niimero, e entao a outra ficar
multiplicada pelo mesmo ntimero, quer dizer que elas estao relacionadas por uma funcao

linear.

Para a proporcionalidade inversa, f(c-x) = @, com z,c € Rt e ¢ # 0, faca

novamente xr = 1, veja que,
1
c
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considerando f(1) = k, temos

k
f(C) = E?
fazendo ¢ = z, a formula para a proporcionalidade inversa é f(x) = f, porém esta fun¢ao

nao é linear.

Nao é o nosso foco aqui , mas vale registrar que se duas grandezas sao inversa-
mente proporcionais basta verificar se, uma delas é multiplicada por dois, a outra deve se
reduzir & metade, se triplicamos uma, a outra se reduz a terca parte, e assim por diante.
Se isso for verdade, entao as grandezas sao inversamente proporcionais, nao basta apenas,
que uma cresca e a outra decresca.

A importancia do Teorema Fundamental da Proporcionalidade estd no seguinte
ponto. Se f : RT™ — RT & crescente e f(nx) = nf(x) para todo n € N e para todo

x € R, entdo f é uma proporcionalidade.

Exemplo 3.5.1. Se I quilograma de arroz custa R$ 12,00, entdo x quilogramas custarao
y = f(x) = 12x reais. Note que f(x) = 12z é uma funcao crescente (v, < xy = f(x1) <
f(z2). E também que 1 kg custa R$ 12,00, 2 kg custam R$ 24,00, 3 kg custam R$
36,00, e assim por diante. Duplicando a quantidade de quilogramas duplicamos o prego,
triplicando a quantidade de quilogramas triplicamos o prego,. .., ou seja, 0 prego a pagar

€ diretamente proporcional a quantidade de quilogramas que compramos.

Neste caso, o coeficiente de proporcionalidade é 12 = % = % = % =...
Observe ainda que, f(1) =12 ; f(2) =24 ; f(3) = 36 ; f(4) = 48, etc. e que,
por exemplo

fB3)=f@B3-1) =36
3-f(1)= 3-12 =36

E fundamental destacar que a funcdo f : R — R, definida por f(z) = x, que &

}:>f(3-1):3-f(1).

conhecida como funcao identidade, é um caso particular de funcao linear, em que a = 1.

O seu gréfico ¢ a bissetriz dos 1° e 3° quadrantes do sistema ortogonal cartesiano.

3.6 Caracterizacao da Funcao Afim

Como saber se, numa determinada situacao, o modelo matemético a ser adotado
é uma funcao afim?

No classico problema da tarifa do taxi ndo ha dificuldade. Pois tem-se f(z) =
ax + b, tal que x é a distancia percorrida, f(z) é o preco a pagar, b é a bandeirada e a é
a taxa por quilémetro rodado. Porém, nem todo problema é assim tao explicito.

Entao, serd que existe uma forma de identificar se um determinado problema
pode ser modelado por uma funcao afim em uma situacao real? A resposta é sim.

Uma funcao afim é uma fungao da forma f(z) = ax+b, em que a e b sdo nimeros
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reais. A propriedade caracteristica de uma funcgao afim é a seguinte:

Se [ € uma funcgdo afim, os acréscimos f(x + h) — f(z) dependem apenas de h
(e nao de z). Consequentemente, a sequéncia formada por f(z), f(z+h), f(z+

2h), ... € uma progressdo aritmética.

A verificacao é simples. Ora, veja que se, f é uma funcao afim, o que implica f

necessariamente monoétona e injetiva, entdo o acréscimo f(x + h) — f(z) fica
f(x+h)— f(x) =a(x +h)+b— (ax +b) = ax + ah +b — ax ~b = ah,

isso significa que a diferenca depende apenas do incremento h e nao do valor de x. Apli-

cando a propriedade para x + h no lugar de x, temos f[(x + h) + h] — f(z + h), logo

flx+2h)— f(x+h) = alx+2h)+b—[a(x+h)+b
= ga + 2ah #b — ax — ah ~b

= 2ah — ah
= ah.
Assim, a sequéncia f(z), f(z + h), f(x + 2h), ... forma, portanto, uma progressio arit-

mética de razao ah. Se o incremento h for igual a 1, a razao da progressao ¢ o coeficiente
a, que também é a taxa de variacao da funcao afim. O coeficiente b, por sua vez, pode
ser interpretado como o valor inicial da funcao, ou seja, o valor de f(0).

Uma consequéncia disto é que os pontos do gréafico da funcao de abscissas x, x +
h, x + 2h,... estao em uma mesma reta, pela congruéncia dos tridngulos indicados na
figura 3.6.

P

ah

x z+h x + 2h x + 3h

Figura 3.6: Representacao grafica da caracterizagao da funcao afim.
Fonte: (Autor, 2026)
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Ja sabemos que, este acréscimo nao depende de z, somente de h e ademais é
proporcional a h. Mas serd que a reciproca é verdadeira? Lima (2023, p. 96) afirma que

sim com base no seguinte teorema.

Teorema 2. Seja [ : R — R uma fun¢ao mondtono injetiva. Se o acréscimo f(x+h)—

f(z) = p(h) depender apenas de h, mas nao de x, entao f é uma func¢ao afim.
Essa demonstracao sera uma aplicacao do Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Demonstracao. Seja f uma funcao crescente, isso quer dizer que existem x1,z2 € R
tais que, se 1 < 9 = f(z1) < f(x2). A primeira anélise que vamos fazer é verificar se a
funcao ¢ : R — R também é crescente. Sejam hq, hy € R tais que, h; < hy. Adicionando

x a ambos os lados da desigualdade, tem-se

f crescente
— [

hi+x<hy+x hi +x) < flho+2) = f(hi+2)— f(ha+2) <0

Agora, vamos analisar h; e hy em .
p(h1) = flx+h) = flz) e @lha) = flz+h) — f(z)
Fazendo, ¢(h1) — ¢(hs), tem-se

p(hy) —@lhe) = f(@+h)=FHz] - f(z + ho)=Hz) = f(z + M) — f(z + he) <O

Logo,

Portanto, a funcao ¢ é crescente.
Como, para h = 0, p(0) = f(z +0) — f(x) = 0. Além disso, para quaisquer h,k € R

temos

oh+k) = fle+h+k)— f(z)
= fl@+k)+h)+ flz+k)— flz+k)— fz)

o(h) w(k)
= o(h) + ¢(k).
Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a = ¢(1), tem-se

©(h) = ah para todo h € R. Isto quer dizer que f(x+h)— f(x) = ah. Assim, para z = 0,
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tem-se

(x) = ah

f(O+h)—f(0) = ah
(h) = ah+ f(0) chamando f(0) de b
(h) = ah+10b ,

ou seja, f(r) =axr+b  paratodo x € R.
[

Se f(z+h)— f(x) ndo depende de z, entao dizemos que acréscimos iguais para x
correspondem acréscimos iguais para f(x). Como sabemos que esse acréscimo é ah, entao
podemos dizer que acréscimos sofridos por f(z) sao proporcionais aos acréscimos dados a
x.

Em outras palavras, numa funcao afim f: R — R, dada por f(z) = ax + b, tal
que (x1,y1) e (w2, y2) ocorre o seguinte. Se a partir de um valor de z; qualquer, dermos
um aumento de valor h, y; aumentara de um valor m = a - h. Ocorre que se em um outro
ponto do eixo das abcissas, xs por exemplo, dermos o mesmo aumento h, y, ird aumentar
também o valor m = a - h. Isto é, aumentos iguais na variavel x, sempre correspondem a
aumentos iguais em y. Assim, todo problema que tiver essa caracterizacao serd modelado

por uma fungao desse tipo.

Yo + M

Y1+ m <

0 x z1+h T2 To+h

Figura 3.7: Caracterizagao da fungao afim: acréscimos iguais para = correspondem acrés-
cimos iguais para y = f(z).
Fonte: (Autor, 2026)
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Vamos analisar a fun¢do f : R — R definida por f(z) = 1z + 3.

y A

13,5

x

Figura 3.8: Caracterizacdo da funcao afim: representacao grafica da func¢ao afim f(x) =
%x + 3.
Fonte: (Autor, 2026)

Entao, existe uma relacao muito importante entre funcoes afins e progressoes

aritméticas.

Defini¢ao 11. Uma progressao aritmética (PA) € uma sequéncia em que cada termo, a
partir do sequndo, € o termo anterior mais uma constante, chamada de razao da progressao

aritmética.

Por exemplo, s sequéncia:
1,4, 7, 10, 13, 16, 19, ...

¢ uma progressao aritmética de razao 3.
Agora, consideremos a funcao afim f : R — R definida por f(z) = 2z + 5.

Aplicando a funcao cada termo da sequéncia acima, vamos constatar que

F) =7, f(4) =13, f(7) =19, f(10) = 25, f(13) = 31, £(16) = 37, f(19) = 43, etc.

7,13, 19, 25, 31, 37, 43,...

¢ também uma progressao aritmética e sua razdo ¢ 6 (2 - 3).
Geometricamente, uma (PA), pode ser vista como uma sequéncia (finita ou infi-

nita) de pontos 1, xs, ..., 2;, ... igualmente espagados na reta. O que isto indica é que a
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razao h = x;11 — x; nao depende de :
h:ZEQ—xl: T3 —Tg="'""= Tjp1 —Lj = ....

Deste modo, se f : R — R & uma fun¢do afim, definida por f(z) = az + b,
e Ty, Ta,..., Tiy... € uma progressao aritmética, entdo os pontos y; = f(z;) com i =
1, 2, 3,... também estao igualmente espacados, isto ¢, formam uma progressao aritmética

cuja razao é

Yie1 — Yi = (axiy1 +0) — (az; +0)
= axiﬂj/ﬁ — axi7/5
= a(Tip1 — ;)

= abh.

Posto isto, se tivermos uma reta nao vertical (grafico da funcao afim) em R? e

tomarmos sobre ela os pontos

(17y1)’ (27y2)7 (37y3>a SRR (iayi)a -

cujas abcissas sao os nimeros naturais 1,2,3,...,4,..., as ordenadas y1, Yo, Y3, -+ Yis- - -,
desses pontos, formam uma progressao aritmética, e ainda, seu grafico sao pontos sobre

o grafico de uma funcao afim.

Y“

P '

Ys —+—

/

Figura 3.9: Grafico de uma progressao aritmética.
Fonte: (Autor, 2026)
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A reciproca da andlise acima é verdadeira, como, segundo Lima (2023, p. 98),

pode ser constatado no seguinte teorema.

Teorema 3. Se uma funcao mondtona f : R — R transforma qualquer progressao arit-
mética Ty, To, ..., Ty, ... numa outra progressao aritméticayy = f(x1), yo = f(xa), ..., yi =

f(zi),..., entao f é uma funcao afim.

Demonstracao. Adotaremos, de inicio, uma funcao auxiliar g : R — R definida por
g(x) = f(x) — f(0) que transforma qualquer progressdo aritmética em outra progressao
aritmética. Note que, g(0) = 0. Se f é afim, entdo f(x) = ax+0b. Logo g(x) = ax+b—b =
ax. Basta, portanto, mostrar que g é linear que f sera afim, visto que, f(z) = g(z)+ f(0)
e f(0) =b.

Consideremos a progressao aritmética —z, 0, x, com x € R. Como g preserva progressoes

aritméticas, temos que g(—x), g(0), g(x) também é uma (PA). Dai,

9(0) — g(—=2) = g(x) — g(0) = g(—2) = —g(x).

Consideremos agora * € R e n € N. Entao os numeros 0, z, 2x, 3z, ..., nx, formam
uma progressao aritmética, da mesma forma, se aplica para suas respectivas imagens
9(0), g(z), g(2z), g(3z),..., g(nz). Tomando a diferenca entre o segundo e o primeiro
termo dessa (PA), obtemos como razdao g(z) — g(0) = g(z). Como a razao ¢ constante,
temos g(nz) = ng(x) para todo n € N.

E por fim, sendo n um inteiro negativo, digamos n = —m, tal que m € N, temos

g(nz) = g(=mz) = —g(mz) = —(mg(z)) = (=m)g(z) = ng(z)

Assim, g(nx) = ng(x) para todo n € Z e x € R. Pelo Teorema Fundamental da Propor-
cionalidade, segue que g € linear, ou seja, g(x) = ax para alguma constante a € R.

Dessa forma, pondo f(0) = b, temos
f(x) = glx)+ f(0)=ax+b V zeR

Isso prova que f é uma funcao afim. O]

As caracterizacoes apresentadas neste capitulo evidenciam que a funcdo afim
pode ser identificada nao apenas por sua expressao algébrica, mas principalmente pelo
comportamento de seus acréscimos: incrementos iguais na variavel independente produ-
zem incrementos iguais na varidvel dependente. Essa perspectiva serd fundamental nos
capitulos seguintes, em que se investigard como padroes distintos de variacao conduzem

aos modelos quadratico e exponencial.
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Neste capitulo, abordaremos um tipo particular de funcao conhecida como fun-
cao quadratica. Serao destacadas suas principais propriedades algébricas e geométricas,
com especial atencao ao estudo do grafico da parabola. Além disso, serd apresentada
uma caracterizacao dessa funcao que evidencia sua relacao com a progressao aritmética,
estabelecendo uma conexao entre conceitos algébricos e propriedades de sequéncias nu-

méricas.

4.1 Definicao

Definicao 12. Uma funcdio f : R — R ¢ denominada funcdo quadrdtica quando sdo

dados nimeros reais a, b, c, com a # 0, tais que f(x) = ax® + bx + ¢ para todo x € R.

A condi¢ao a # 0 garante que o termo de maior grau seja efetivamente de ordem
dois, distinguindo a funcao quadratica das funcoes afins ou lineares.

E possivel estabelecer uma conexao direta entre uma funcio quadratica e o tri-
nomio do segundo grau. Enquanto a funcao é uma regra que associa valores, o trinémio
(ax® +br+c), com a, b, ¢ € R, sendo a # 0, é a expressao algébrica formal que a define.
Essa correspondéncia é biunivoca, o que significa que para cada trinémio do segundo grau
existe uma tnica funcao quadratica correspondente, e vice-versa.

Com efeito, uma propriedade fundamental da funcao quadratica ¢ a unicidade de
seus coeficientes a, b, c. Isso significa que se duas fungoes quadraticas, f(z) = ax?+bx+c
e g(z) = d'z*+ Vx + , produzem o mesmo resultado para todos os valores de x € R,
entdo seus coeficientes devem ser idénticos (a =d/, b=1"V, e c=/).

Suponha que as fungoes quadraticas f(x) = az? +br+c e g(z) =dx*>+Vx+7,
assumam os mesmos valores f(x1) = g(x1), f(x2) = g(xs) e f(x3) = g(x3) para trés

numeros reais distintos x1, xs, e x3. Assim

f(x1) —g(z1) =0 ar?+bry+c—dai—-Vx —d=0
flag) —g(z2) =0 = ari+tbrotc—dai—-Va—cd=0 =
f(x3) — g(z3) =0 ari+brz+c—ad a3 —ba3—c =0
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(a—ad)2x?+ (b—V)z; + (c— )
(a—ad)ad+ (b—V)zy+ (c— )
(a—a)ai+(b—V)zs+ (c— )

0
0
0

Escrevendo, a =a—d , f=0—0 e v=c— . Temos

ar?+pBz+7=0
azri+Bra+v=0
azi+ Bz +v=0.

Queremos mostrar que a« = 3 =~ = 0. Subtraindo a primeira equacao das outras duas,

ficamos com

{ a(xs —z3)+ B (v — 1) =0 . { a(xe+x1) (X9 —21) + (T2 —21) =0
Oé(I%-JI%)—FB(JIg—ZL’l):O oz(x3+a:1)(x3—x1)+5(x3—x1):0

Como x9 —x1 # 0, e x3 —x; # 0, podemos dividir a primeira destas equacoes por T, — 1

e a segunda por xs — x1, obtendo

Oé(l'l—Fl’Q)—i‘ﬁ:O
a(ry+z3)+8=0.

Subtraindo membro a membro, temos «a(z3 — x2) = 0. Como x5 — x5 # 0, resulta dai que
a = 0. Substituindo nas equagdes anteriores, obtemos sucessivamente § =0 e v = 0.

Mostramos, entao, que se duas fungoes quadraticas, assumem os mesmos valores
em trés pontos distintos x1, zo, x3, entao essas funcoes sao iguais, isto é, assumem o
mesmo valor para qualquer nimero real z.

O sistema que acabamos de analisar de trés equacoes lineares cujas incognitas
sao «, 3, v e os segundos membros iguais a zero é um sistema homogéneo. Provamos que
a unica solugdo desse sistema é a trivial « = f = v = 0. Em geral, quando um sistema
homogéneo admite apenas a solugao trivial, a substituicao dos zeros do segundo membro
por numeros arbitrarios resulta em um sistema linear com solucao tinica.

Assim, dados arbitrariamente os ntmeros reais yi, 2, y3 existe um, e somente

um terno ordenado de ntimeros a, b, ¢ tais que

ari+bry+c=uy
azi+bxe+c=1yy

ari+brzs+c=ys.

Considerando como incognitas a, b, ¢ e como coeficientes zy, xo, T3, 12, 73, :)3% e

1, 1, 1, adotando a mesma sequéncia de passos do caso homogéneo, obtemos
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1 Ys—th  Y2— W
T3 — T2 [T3 — X1 To — T

a =

Podemos entao afirmar o seguinte: dados trés niimeros reais distintos x1, xs, x3
e numeros reais arbitrarios yi, yo, y3, existe um, e somente um, terno de nimeros a, b, ¢
tais que a funcao f(z) = az® + bx + c cumpre f(z1) = y1, f(x2) = y2, f(73) = y3.

Note que, se ndo assegurarmos a # 0 a fungao f(z) = az®+ bz + ¢, acima obtida,
pode nao ser quadrética. O valor de a que encontramos, mostra que a é zero se, e somente

se, vale

Ys—Y1  Ya—MUh
I3 — T Ig—l’l.

Essa igualdade revela que, ao considerarmos os pontos A = (z1,y1), B = (22, 92),
C = (73,y3) em R? as retas AC e AB possuem a mesma inclinagao, o que significa que

os pontos A, B e C sao colineares.

A

Y

Y3

Y1

Figura 4.1: Colinearidade de trés pontos no plano
Fonte: (Autor, 2026)

Em resumo, quando x1, x5, T3 sao trés niimeros reais distintos e y1, ¥, y3 nimeros
reais tais que os pontos A = (x1,11), B = (x2,y2), C = (x3,y3) sdo nao colineares em

R2. Existe uma, e somente uma, fungao quadrética f(z) = ax® + bz + ¢ tal que f(z;) =

yi, f(r2) = yo e fa3) = ys.
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4.2 Zeros da Funcao Quadratica

Intimeras civilizagoes da antiguidade, tais como, babilénica, grega, hindu, arabe,
ja faziam uso de equacdes do segundo grau. Muito embora, nao existisse a no¢ao de
funcao, ja resolviam equacoes quadraticas usando raciocinio geométrico e métodos que
lembram o complemento de quadrados.

Muitos dos problemas encontrados nessas civilizagoes envolviam situacoes como
a determinacao dos lados de um retangulo a partir do perimetro e da area, bem como a
identificacao de dois nimeros a partir de sua soma e de seu produto, seja de forma direta,
seja por meio de uma contextualizagao.

O estudo da funcao quadratica tem sua origem na resolucao de equagdes do
segundo grau.

O problema a seguir, aparece em registros cuneiformes feitos pelos babilonicos

por volta do ano 1700 a.C; eles ja conheciam regras para soluciona-lo.
Problema 4.2.1. "Determinar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto p”.

Uma forma pratica de pensar ¢ imaginar que z seja um dos niimeros, entao se a
soma é s, o outro numero seré (s — x). Assim o produto

p=1x(s—2)=sr — 2%

dado isso, os ntimeros procurados sao as raizes da equacao do segundo grau 22 —sz+p = 0.

Para determinar z, e, portanto, (s — z), basta resolver a equagao do 22 grau
22 —sx+p = 0, isso significa, determinar os valores de & para os quais a funcdao quadratica
f(z) = 2? — sz + p se anula. Esses valores sao chamados de zeros da fungao quadratica
ou simplesmente, raizes da equacao do 29 grau correspondente a f(z) = 0.

Por exemplo, os dois niimeros cuja soma é 7 e cujo produto é 10, sao 2 e 5, que
sdo as rafzes da equagio x? — 7z + 10 = 0 ou zeros da fungao f(z) = 2% — Tz + 10.

Note que, dados quaisquer s e p, nem sempre existem dois niimeros reais cuja
soma seja s e cujo produto seja p. Por exemplo, nao héa solucao real para o caso em que
s=3ep="T.

Uma maneira muito eficiente para determinar as raizes de uma equacao do 2°

grau ¢ o método de completar quadrado. Tomemos a equacao anterior como exemplo.

7\ 2 7\ 2
22 —Tr+10=0 < $2—7x+(§) —(—) +10=0
9

2
72
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73
= =+ =
75 %3

<=2 ou x =>5.

A ideia de funcao quadratica, como objeto matemaético e linguagem simbdlica, é
relativamente recente, consolidando-se apenas a partir do século XV I1.

Sendo f : R — R uma func¢ao quadratica, f(z) = az® + bx + ¢, a # 0, como
determinar os zeros dessa funcao algebricamente? A resposta a essa questao encontra-
se no fato de que toda funcao quadratica pode ser reescrita em uma forma algébrica
particular, denominada forma canoénica, a qual permite a caracterizacao completa de suas
propriedades analiticas e geométricas. Esse processo tem grande relacdo com o método

de completar quadrado. Assim sendo, podemos escrever

f(z) =az®+bx+c

(=2 3)
=al|lx+—-—x+ -
a a

. $2+26x+62_62+c
N 2a 4a 4da a

x+£ 2_62—4ac
2a 4a?

+b 2 b 4ac
=alo+—| — ———
2a 4a

b __ b’—4ac
2a ek = 4a

fungdo quadratica f(z) = a(x — m)* + k em que k = f(m).

=a

pondo m = — temos para todo x € R e a # 0 a forma canonica da
A forma candnica nos direciona imediatamente & formula que resolve a equacao
do 2° grau, ou seja, nos da as raizes da equacio az? + bx + ¢ = 0. Assim, sendo a # 0,

fazendo f(x) = 0, temos as seguintes equivaléncias

b\> 2 —4
a? +brte=0 < alo+—) — =0 (4.1)
2a 4a
b\> b®—dac
— ] = — 4.2
<— (ZE+ 2@) 12 ( )
b Vb2 —4
— 4 =Y e (4.3)
2a 2a
Vb2 —4
= = b + Vo — dac (4.4)
2a 2a
bt Vb -1
< g = ac (45)

2a

A passagem da equacao (4.2) para a (4.3) s6 tem sentido quando o discriminante

A =b? — 4ac > 0. Caso tenhamos A < 0, a equivaléncia entre as equagoes (4.1) e (4.2)
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fica prejudicada. Isto significa que a equacdao dada nao possui solucao real, visto que
(m + %)2 nao pode ser negativo.

Segue da formula (4.5) que, se o discriminante A = b? — 4ac & positivo, entdo a
equacao ax? + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais e distintas

 —b—-VA _—b+VA

= — e To
2a 2a

com x; < Ty, Cuja soma s €

2a 2a a

—b7d75+—bM_ 2 b
2a T 24 a

S =21+ X2 =

e cujo produto p é

T1 - To = (—b—ﬂ) (—b—i—\/Z) _ (_b)z_(\/Z)Q 52—b2+4ac: dac ¢

p= 2a 2a 4a? - 4a? 402 o

Em particular, a média aritmética das raizes é —%, ou seja, as raizes x1 e Ty sa0
b

%.
Quando A = 0 a equacdo dada possui uma tunica raiz, chamada raiz dupla, igual

equidistantes do ponto —

Suponhamos a > 0. A forma candnica

+£ 2_|_4ac—b2
v 2a 4aq?

revela, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas. A primeira depende de z

fx)=ar* +bz+c=a

e é sempre > 0. A segunda é constante. O menor valor dessa soma é atingido quando

(:p + %)2 ¢ igual a zero, isto ¢, quando x = —%. Neste ponto, f(x) também atinge seu

valor minimo. Entao, quando a > 0, o menor valor assumido por f(z) = ax? + bx +c é

ALY 2+b b, (B e A
2a —a 2a 2a C—4a 2a c=c 4a ) 4a 4da’

Por outro lado, se a < 0, o valor f (—%) ¢ o maior dos nameros f(z), para
qualquer x € R.

Em sintese, quando a > 0, f(x) = ax? + bz + ¢ nao assume valor maximo: é uma
funcao ilimitada superiormente. J4, quando a < 0 nao assume valor minimo: é ilimitada
inferiormente.

Com o auxilio da forma canonica, podemos responder a seguinte pergunta: Dada
a fungao quadratica f(x) = ax?+bx+c, para quais valores x1 # xo tem-se f(z1) = f(z2)?

Ao analisarmos a forma candnica, percebemos que f(z1) = f(z2) se, e somente
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2 2 . e . ~
se, (x1 + 2—2) = (xz + %) . Se dois quadrados sao iguais, entao os termos sao opostos ou

b b
)=+ el
(xl + Qa) <x2 + 2a>

como estamos supondo z; # x5, isso significa que

:r—i—ﬁ ——x—f—i
"Toa) > 2

£E1+372_ b

2 2a
Portanto a fun¢ao quadratica f(x) = ax? + bz + ¢ assume o0 mesmo valor f(z;) =

b

f(z2) para x; # x5 se, e somente se, os pontos x1 e x5 sdo equidistantes de —g-.

iguais, ou seja,

isto é

4.3 O Grafico da Funcao Quadratica

Segundo Lima (2023), o grafico de uma funcao quadratica é uma parabola e a

define da seguinte forma.

Definicao 13. Dados um ponto F' e uma reta d que nao o contém, a pardbola de foco F
e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F e de d (veja
Figura 4.2).

Figura 4.2: Representacao grafica da parabola com foco F' e diretriz d.
Fonte: (Autor, 2026)

Fixados o foco e a diretriz, a parabola é o lugar geométrico de todas as posicoes

que o ponto P pode assumir quando o ponto () se deslocar sobre a diretriz d, obedecida
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a condicdo de que sempre teremos d(P, F') = d(P, Q).

A reta que passa pelo foco e é perpendicular & diretriz recebe o nome de eixo da
parabola. O ponto da parabola que se encontra mais proximo da diretriz é chamado de
vértice. Esse vértice (V) corresponde exatamente ao ponto médio do segmento determi-
nado pelo foco (F') e pelo ponto (D) de intersecao entre o eixo e a diretriz.

A distancia do foco até a diretriz se chama parametro, entao, quando o foco se
afasta da diretriz a pardbola fica uma curva mais aberta, e quando o foco se aproxima da
diretriz, a pardbola assume forma mais fechada. Portanto, a forma da parabola depende,

exclusivamente, dessa medida, que é a distancia entre o foco e a diretriz.

;

Figura 4.3: Representacao grafica da parabola com foco F' mais distante da diretriz d.
Fonte: (Autor, 2026)

PF = PQ

Figura 4.4: Representagao grafica da parabola com foco F' mais proximo da diretriz d.
Fonte: (Autor, 2026)
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Para demonstrar que o grafico de uma fun¢dao quadratica é uma parabola, é
necessario evidenciar que esse grafico possui um foco, que é um ponto caracteristico, e

uma diretriz, que é uma reta associada a ele.

Teorema 4. O grifico da func¢ao y = ax? (a # 0) é uma pardbola de foco F = (0, —) e

diretriz d - y = — .

2 2

Demonstracao. Considere o grafico da fungao y = ax® com a # 0. Como o termo ax
é simétrico em relagao ao eixo vertical, a parabola tem seu eixo de simetria no eixo y.
Por isso, esperamos que o foco esteja em algum ponto F' = (0, p) sobre o eixo y e que a
diretriz seja uma reta horizontal

d:y=—p.

Tomando qualquer ponto P(x,ax?) do grafico. A distancia de P ao foco F' = (0,p) é

d(P,F) = /2% + (az? — p)?
e a distancia P a diretriz y = —p ¢ a diferenca vertical
jaz® — (=p)| = |az® + p].

Como em uma parabola, um ponto P qualquer de seu grafico é equidistante do foco e da

diretriz, assim, igualando as distancias temos,

2
Va2 + (ax? —p)? = |az® +p| < <\/x2 + (az? — p)2) = |az®+ p|?
= 22 + (ax? — p)* = (az® +p)?
= $2+W—2aw2p+pzz W%—Qaﬁp%—yz
= 2?2 = dapa?®.

Se x # 0 dividimos por z? e obtemos 1 = 4ap, ou seja, p = ﬁ. Portanto o foco F' = (0, ﬁ)

e a diretriz é

y:—ﬁ.

]

€
? 4a

tem coordenadas V' = (0,0) e é a origem do sistema de coordenadas.

Mostramos que o foco da funcio y = az? é F = (0 ) Note que, o seu vértice
Se a > 0, entao 4—1(1 > (. Isso significa que a coordenada y do foco é positiva. Logo,
o foco esta acima do vértice, no semieixo positivo de y. Geometricamente isso corresponde

ao fato de que a parabola tem concavidade para cima. (Figura 4.5)
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a>0

Figura 4.5: Representacao grafica da parabola y = az? com a > 0.
Fonte: (Autor, 2026)
Agora, se a < 0, temos ﬁ < 0. Isto é, a coordenada y do foco é negativa.
Portanto, o foco esta abaixo do vértice, no semieixo negativo de y. Geometricamente isso

significa que a parabola tem concavidade para baixo.

y A

Vv

a<0

Figura 4.6: Representacao grafica da parabola y = az? com a < 0.
Fonte: (Autor, 2026)

A funcao quadratica f : R — R na forma elementar, dada por

f(z) =az® a##0,
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constitui o modelo mais simples de pardbola com vértice na origem V = (0,0) e eixo de
simetria coincidente com o eixo das ordenadas. A partir dessa forma bésica, é possivel
obter todas as demais parabolas por meio de operagoes de translacao no plano cartesiano.

Do ponto de vista analitico, a adicao ou subtracao de uma constante a variavel
x ou ao valor da funcao resulta em um deslocamento do gréafico, mantendo a abertura
e a concavidade inalteradas. O estudo dessas translacoes permite entender de forma
sistematica a localizagao do gréafico da fungao quadratica no plano.

Seja, g : R — R a func¢ao quadratica tal que g(x) = f(x) + k, assim
glx)=ar*+k a#0 e keR

Neste caso, a parabola ¢ obtida a partir de f(z) = az? por meio de um deslocamento
vertical (z,y) — (x,y + k) de magnitude |k|. Quando k > 0, o grafico é transladado
para cima; quando k < 0, para baixo. O vértice que estava inicialmente (0,0), passa a ser
o ponto (0, k). Essa translagao transforma cada ponto (z, f(z)) do grafico de f no ponto
(z, f(z) + k) = (z,9(x)) do grafico de g.

Figura 4.7: Grafico da funcdo quadrética y = az? + k com a > 0e k > 0.
Fonte: (Autor, 2026)

Consideremos h : R — R a funcao quadratica, h(x) = f(z —m), entao
h(z) =a(xr —m)? a#0, ¢ meR.

Esse deslocamento resulta de uma substitui¢ao de x por z — m na fungao f(z) =
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ar?. O efeito geométrico é a translagao (x,y) — (z + m,y) horizontal de magnitude

|m/|, ou seja, desloca todos os pontos do grafico de f, m unidades. Se m > 0, o gréfico se
desloca para a direita; se m < 0, para a esquerda. O vértice, portanto, encontra-se em
(m,0). A diretriz ndo sofre alteracdo na ordenada, pois o deslocamento é s6 horizontal.
Com efeito, essa translagdo transforma cada ponto (z, f(z)) do grafico de f no ponto
(x, f(x —m)) = (x,h(x)) do grafico de h.

: Y
f
= f(x) = aa?
a>0 A
m>0

Figura 4.8: Gréfico da funcao quadrética y = a(z — m)? com a > 0 e m > 0.
Fonte: (Autor, 2026)

De forma geral, dados a, m, k € R, com a # 0 e as fungoes quadraticas r, f :
R — R definidas por f(x) = az? e

O gréfico de r pode ser obtido a partir do grafico de f por uma translacao
horizontal de m unidades e uma translacao vertical de k unidades. Esta afirmacao nos
conduz a seguinte reflexao.

O grafico de f é o conjunto dos pontos (z,y) que satisfazem

y = az’.

Tomemos um ponto genérico (x,y) desse grafico. Se deslocarmos esse ponto

horizontalmente em m unidades e verticalmente em k unidades, obtemos o novo ponto
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(x/7 y’)? com

¥=x4+m e y=y+k.

Como y = ax?, temos
y =ax® +k.

Substituindo z = 2’ — m
y = a(x’' —m)* + k.

Logo, o ponto (2,y’) satisfaz a equagao de r(x). Isso mostra que todo ponto do
grafico de r surge de um ponto do grafico de f apds o deslocamento descrito.

Ainda em relagao ao grafico de r, temos como consequéncia geométrica:
(a) O vértice (0,0) de f é levado em V = (m, k).
(b) O foco (0, 1) & levado em (m, k + ).
(¢) Adiretriz y = —4 ¢levadaem d:y =k — .

(d) O eixo de simetria da parabola r é z = m.

r
a>0
k>0
m >0 kA
1
4a
o X
m

Figura 4.9: Grafico da funcio r(z) = a(x —m)? +kcom a >0, k >0 e m > 0.
Fonte: (Autor, 2026)

Exemplo 4.3.1. Construir os grificos das fungoes reais f(x) = 42?%, g(x) = 4(x +3)? +1
e h(z) =4(x — 3)* + 1.
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xr

Figura 4.10: Grafico das func¢ao f(z) = 422, g(x) = 4(z+3)*+1 e h(x) =4(z —3)* + 1.
Fonte: (Autor, 2026)

A pardbola dada por g(x) = 4(z + 3)*+ 1 esta 3 unidades a esquerda e 1 unidade
acima da pardbola dada f(z) = 42% e é simétrica ao eixo x = —3. Por sua vez, a pardbola
dada por h(z) = 4(x — 3)? + 1 esta 3 unidades & direita e 1 unidade acima da pardbola
dada f(z) = 42* e & simétrica ao eixo x = 3.

Diante do exposto, segue da anélise da fungao r(x) = a(x —m)? +k que o grafico

de qualquer fungao quadrética f(z) = az? + bz + ¢ é uma pardbola, pois pode ser escrita

f(@—a{m-(%j)r_kzmz—;b?.

na forma canoénica

Isto é,
f(z) =a(x —m)* +k,
com
b i dac — b? A
m=—-—— = = ——,
2a’ 4a 4a

Quando provamos a propriedade, segundo a qual a fungao quadratica f(z) =

ax? + bx + c assume valores iguais f(x;) = f(x2) se, e somente se, 0s pontos z; e Ty Sa0
b

" 2a

simétricos em relagio a —2 (ou seja, 11 4+ = —2) significa que a reta vertical z =

¢ um eixo de simetria do grafico de f, ou melhor, é o eixo dessa parabola.

O gréfico da fungao f : R — R tal que f(z) = az®+ bz + ¢ constitui um recurso
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fundamental para a compreensao do comportamento dessa funcao. Os valores de x; e
Zo, correspondentes as abscissas dos pontos de intersecao do grafico com o eixo OX, sao
justamente a solucao da equacio ax? + bx + ¢ = 0.

O ponto médio do intervalo [z, 3| corresponde & abscissa do vértice da parébola.
Caso o grafico esteja totalmente acima ou totalmente abaixo do eixo horizontal OX, a
equacao nao possui raizes reais. Se o grafico apenas tangencia o eixo O X, entao a equacao

apresenta uma Unica raiz real, de multiplicidade dupla.

A
Yy

a<0

b>0

1

/

Figura 4.11: Grafico das func¢ao f(x) = ax® +bx +ccoma <0e b > 0.
Fonte: (Autor, 2026)

4.4 Caracterizacao da Funcao Quadratica

Enquanto nas fungoes afins acréscimos iguais na variavel independente produzem
acréscimos constantes nos valores da fungao, nas fungoes quadraticas essa regularidade se
manifesta apenas no nivel das segundas diferencas. Essa distin¢ao permite identificar o
comportamento quadratico a partir da anélise discreta das variacoes sucessivas.

Uma caracterizacao alternativa associada a funcao quadréatica estd relacionada
ao comportamento discreto.

2

Consideremos a fungao quadratica mais simples, f(x) = x* e a progressao arit-

mética

1,2,3,4,....,n,n+1, ...
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vejamos o que ocorre com
f()y=1, f(2) =4, f(3)=9, f(4) =16, ..., f(n)=n? f(n+1)=n*+2n+1,
Note que, obtemos a sequéncia
1, 4,9, 16, ..., n* n*+2n+1,

Essa nova sequéncia nao é uma progressao aritmética comum, ou seja, a diferenca
de dois termos consecutivos nao é constante. Contudo, ao examinarmos as sucessivas

diferencas entre os termos consecutivos desta ultima sequéncia, encontramos
3,5, 7, ..., 2n+1,

que é uma progressao aritmética de razao 2.

Isso nao ocorre por acaso, nao é uma propriedade apenas de f(x) = z2. Se

f(z) = ax?® + bz + ¢ ¢ uma funcao quadrética arbitraria e
L1, T2, T3y, T4y « .-
uma progressao aritmética qualquer, entao a sequéncia

Yi, Y2, Y3, Y4, ---

dos valores y; = f(x1), yo = f(x2), y3 = f(x3), ya = f(x4), etc. goza da propriedade de
que as diferencas sucessivas

di =y2— Y1, do =Yz — Y2, d3 = Ys — Y3, dy = Y5 — Ya, ...

formam uma progressao aritmética. Mais precisamente, se z;,; — x; = r, para todo
1=1,2,3 ... entao

di =yir1 —yi = [z

= a(zip1)’ + b(ﬂ7z+1) +¢ — a(x;)® — b(x;) =¢
( 77) + b(@ier — 4)

= a(z; +71)* —axi +b(x; + 1) — by

= g/x/g—i—Qarxi—i—aTQ;a?fiZ%—kbr%

= 2arz; + ar® + br.

= a(zjy, —

A diferencga entre dois termos consecutivos de (d;) é
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dig1 = di = (2arziy +ar® +br) = (2arw; + ar® + br)
= 2arzip1 — 2arw; M%ﬁ +br —br

= 2ar(Tiy1 — Ti)
= 2ar-r

= 2ar’.

Como d;; 1 — d; é independente de i, segue que (d;) tem raziao constante igual a 2ar?, isto
é, (d;) é uma progressao aritmética.

Esse comportamento evidencia que a funcao quadratica nao preserva diferencas
constantes, como ocorre no caso afim, mas transforma incrementos igualmente espacados
na variavel independente em variacoes cujas diferencas sucessivas crescem de forma regu-
lar. Assim, o carater quadratico da funcdo manifesta-se de maneira natural na estrutura
de progressoes aritméticas de segunda ordem.

Uma progressao aritmética (PA) de primeira ordem é uma sequéncia (x,,), n € N,

em que a diferenca entre termos consecutivos é constante:
Tpi1 — T, =1  (constante).

JA uma progressao aritmética de segunda ordem é uma sequéncia em que as

segundas diferencas sao constantes. Isto é
(Tpt2 — Tpy1) — (Tpe1 — ) =d  (constante).
Em outras palavras
Tpto — 2Tpy1 — Ty =d  (constante).

Como exemplo, a sequéncia 1, 4, 9, 16, 25, ..., formada pelos quadrados dos nt-
meros naturais, constitui uma progressao aritmética de segunda ordem. Isso ocorre porque
a funcao quadratica f(z) = x? transforma a progressao aritmética 1, 2, 3, 4, 5, ... na pro-
gressao de segunda ordem f(1), f(2), f(3), f(4), f(5), .... De modo mais geral, vimos
que, se f: R — R é uma funcao quadratica e x1, x5, 3, 74, ... formam uma progressao

aritmética qualquer, entao os nimeros

Yy = f(x1>7 Y2 = f($2>, Ys = f(.??g), Yg = f($4>, -

constituem uma progressao aritmética de segunda ordem. Deste modo, consideremos as

diferencas sucessivas

Y2 — Y1, Y3 — Y2, -+ Yn+1 — Yn,y - -
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Essas diferencas formam uma (PA) de primeira ordem, cujo primeiro termo é d = yo — y;
e cuja razao indicaremos por r. Assim, o termo geral, ou seja, o n-ésimo termo dessa

progressao é dado por
Ynt1 —Yn=d+ (n—1)r, para n=1,2,3,...
A partir disso, podemos expressar 1,1 como soma telescopica

Unt1 = Wnt1 —Yn) + Wn —Yn—1) + -+ (Y3 —v2) + (2 — 1) + 11

= [d+(n—=-Dr]+d+n—-2)r]+ -+ [d+7r]+d+wn
(n—1)

= nd+ 22

7 =+ Yy,

para todo n € N.
Essa igualdade também é valida quando n = 0, o que nos permite substituir n

por n — 1 e escrever o termo geral

(n—1)(n—2)
2

yn:(n_l)d+ T+y1-

Ou ainda,

3

Portanto, ¥, assume a forma quadratica
Y = an’ + bn + c,

para todo n € N, com

3
a:i, b= ——r, c=r—d+1y
2
Exemplo 4.4.1. A sequéncia 6,7, 12, 21, 34, 51,..., é uma (PA) de sequnda ordem,
pois as diferencas sucessivas 7 —6, 12 —7, 21 — 12, 34 — 21, 51 — 34,... formam a (PA)
ordindria 1, 5,9, 13, 17,..., de razao r = 4 e primeiro termo d = 1. Vimos que o n-

ésimo termo da sequéncia inicial € vy, = an® +bn +c, em que a = 5=2,b=d- %’" =
l1—-6=-5ec=r—d+y;=4—1+6=29. Isso significa que, o termo de ordem n da

sequéncia 6, 7,12, 21, 34, 51,... € y, = 2n® — b5n + 9.

Note que, uma (PA) pode ter razdo nula, isto é, z,,1 — x, = 0. Nesse caso,
trata-se de uma sequéncia constante xi, x1, z1,.... De modo analogo, uma (PA) de
segunda ordem pode se reduzir a uma progressao aritmética comum quando a sua razao

r (dada pelas diferencas sucessivas ys — y1, Y3 — Yo, . . . ) for igual a zero. Nessa situagao,
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temos a = % = 0, de modo que a fun¢do f(z) = ax® +bxr + ¢ com y, = f(n), deixa de
ser quadratica, passando a ser simplesmente uma funcao afim f(z) = bx + c.

Diante do que foi apresentado, podemos concluir que, para identificar se um
determinado problema pode ser modelado por uma funcao quadratica, é necessario que

ele satisfaca a seguinte propriedade fundamental.

Se f € uma funcdo quadrdtica, os acréscimos f(x + h) — f(x) dependem de
x por meto de uma funcao afim. Em particular, a sequéncia formada por
f(@), f(x+h), f(x+2h), f(x+3h),... € uma progressao aritmética de segunda or-
dem, ou seja, as diferencas entre termos consecutivos formam uma progressao

aritmética.

Essa propriedade nos diz que, em uma fungio quadrética f(x) = ax®+bx + ¢, o

acréscimo

flx+h)—f(z) = a[(x+h)?* =2} +b[(x+h)— 2]
= a(2xh + h?) + bh
= (2ax +b)h + ah?®

depende de z linearmente, ou seja, por meio de uma funcao afim. Para h fixo, o termo
(2ax + b)h mostra essa dependéncia e o termo ah? é constante. Trocando = por = + h,

temos

f(x+2h)— f(x+h) = [2a(x+ h)+ blh + ah?
= 2arh + 2ah® + bh + ah?
= (2ax + b)h + ah®+ 2ah?

= [fle+h) = f(2)] + 2ah*,
repetindo o processo, agora, trocando x por x + 2h,

f(zx +3h) — f(x+2h) = [2a(x + 2h) + blh + ah?
= 2arh + 4ah® + bh + ah?
= (2ax +b)h + ah® + 2ah* + 2ah?

N

= [f(z+2h) — f(z+ h)] + 2ah’.

Podemos ainda expressar essas diferencas da seguinte forma
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flx+h)—f(x) = (2ax +Db)h + ah?
f(x+2h) — f(x +h) = [2a(z+ h)+bh+ah® = f(x+h) — f(z)+ 2ah*
f(x +3h) — f(x +2h) = [2a(x +2h) +blh +ah® = f(x + h) — f(x) + dah®

Assim, os acréscimos f(x+h)—f(z), f(z+2h)—f(z+h), f(xz+3h)—f(x+2h),...
formam uma progressao aritmética de razao 2ah? e, em consequéncia, f(x), f(z+h), f(z+
2h), ... & uma progressao aritmética de segunda ordem.

Agora, serd que a reciproca é verdadeira? Isto é, serd que toda funcao continua
f : R — R que transforma progressoes aritméticas em progressoes aritméticas de segunda
ordem ¢é da forma f(x) = ax? + bx + ¢?

Segundo Lima (2005), a resposta é afirmativa. No livro (A Matematica do Ensino

Médio, vol.1, p. 149) esta demonstrada, a reciproca, no seguinte teorema.

Teorema 5. (Caracterizacdo das Fungoes Quadrdticas.) A fim de que a fun¢do continua
f R — R seja quadrdtica é necessario e suficiente que toda progressao aritmética
nao-constante Ty, Ta, ..., Ty, ... Seja transformada por f numa progressao aritmética de

seqgunda ordem néao-degenerada yy = f(x1), yo = f(x2), ..., Yn = f(x0n),....

Destacamos que a funcao quadratica nao pode ser mondtona em todo o seu do-
minio (R), apresentando comportamentos distintos de crescimento e decrescimento em
relacao ao seu vértice. Essa caracteristica justifica a exigéncia da hipétese de continui-
dade para a fungao f.

Dessa forma, a analise das variagoes discretas fornece um critério eficaz para a
identificacao de modelos quadréticos em situacgoes reais, permitindo distinguir esse tipo de
funcao tanto das funcoes afins, associadas a progressoes aritméticas simples, quanto das

fungoes exponenciais, nas quais a regularidade se manifesta por meio de razoes constantes.
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A funcao exponencial configura-se como o modelo essencial na modelagem mate-
matica de fendmenos nos quais o crescimento ou o decrescimento ocorre de forma proporci-
onal ao valor atual da grandeza considerada. Diferentemente das funcoes afins, associadas
a variacoes absolutas constantes, e das fungoes quadraticas, caracterizadas por variacoes
cujas diferencas evoluem de modo linear, a funcao exponencial distingue-se por apresentar
variacoes relativas constantes em intervalos regulares.

Este capitulo apresenta a definicao formal da funcao exponencial e das funcoes
do tipo exponencial, destacando suas restricoes, suas propriedades fundamentais e sua

importancia para a modelagem matemaética.

5.1 Definicao

De acordo com Lima (2023, p. 166), a seguinte defini¢do é apresentada para a

funcao exponencial.

Definicao 14. Seja um numero a positivo, que suporemos sempre diferente de 1. A
funcao exponencial de base a, f : R — RY, indicada pela notagao f(x) = a®, deve ser

definida de modo a ter as sequintes propriedades, para quaisquer x,y € R:

(1) a* - a¥ = a™ Y.

(2) a' = a.

(3) v <y=a"<a¥ quandoa>1 e x<y= a¥<a” quando 0 <a < 1.

Note que, a deve obedecer a duas restri¢oes rigorosas: deve ser maior do que zero
(a > 0) e diferente de um (a # 1).
A restricao (a # 1) é de particular importancia para o proposito de modelar

crescimento e decrescimento dinadmico. Se a base fosse igual a 1, a funcao se tornaria
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f(z) = 1%, o que, para qualquer z, resultaria em f(x) = 1. Isso transformaria a fungao
exponencial em uma funcao constante.

A condigao de que a base seja positiva (a > 0) garante a continuidade e a defini¢ao
da fungdo sobre o R. Se a base fosse negativa, por exemplo, f(x) = (—1)%, a fungdo nao
estaria definida para todos os expoentes. Um exemplo é f(%) = (—1)%, nao apresenta um
resultado real, pois a raiz quadrada de um niimero negativo nao pertence ao conjunto dos

nimeros reais.

5.2 O Grafico da Funcao Exponencial

O grafico da func¢ao exponencial f(x) = a é uma figura chamada curva expo-
nencial, em que para todo numero real positivo a, diferente de 1, terd comportamento

crescente se a > 1, e decrescente se 0 < a < 1.

Yy

f(®)=a" (a>1)

/’/ i

Figura 5.1: Grafico da funcao exponencial de base a > 1.
Fonte: (Autor, 2026)

fl@)=a" (0<a<1)

T .

Figura 5.2: Grafico da funcao exponencial de base 0 < a < 1.
Fonte: (Autor, 2026)
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Algumas observacgoes podem ser extraidas a partir desses graficos apresentados

acima, tais como:

(a) o grafico da fungdo exponencial nao toca o eixo das abscissas, ou seja, f(z) = a”

nao assume o valor zero (nao existe = real tal que f(z) = 0) e intersecta o eixo das

ordenadas no ponto (0, 1).
(b) o grafico de f(z) = a® ndo tem pontos nos quadrantes 1] e IV.

(¢) quando a > 1 e x varia da esquerda para a direita, a curva apresenta um crescimento
lento enquanto = é negativo. A medida que x cresce, o crescimento de y se torna cada

vez mais acentuado.

(d) a funcdo exponencial é definida de R em R™, logo o seu dominio é R e o seu contrado-
minio R*. Como o conjunto imagem ¢ R™, a fungdo exponencial é sobrejetiva. Entao
temos D(f) =R, CD(f) =R* e Im(f)=R".

(e) elementos distintos do dominio de f possuem imagens distintas no contradominio
de f. Assim [z7 # xo = f(x1) # f(22)]. Logo, a fungado exponencial é injetiva e

portanto é bijetiva.

(f) por ser injetiva, f(z1) = f(z2) = x1 = g, isto ¢, se ™ = a™ = 11 = 1».

5.3 Caracterizacao da Funcao Exponencial

Segundo Lima (2023), os modelos matematicos mais utilizados para resolver pro-
blemas elementares sao as funcoes afins, quadraticas e exponenciais.

Para que a escolha adequada possa ser feita corretamente, é preciso saber quais
sao as propriedades caracteristicas de cada tipo de funcao. J&4 abordamos a caracterizacao
das funcoes afins e quadréticas e agora faremos o mesmo para as funcoes exponenciais.

No livro (A Matematica do Ensino Médio, vol. 1, p. 183), esta demonstrado o

teorema de caracterizacdo da fungao exponencial que de acordo com Lima (2005):

Teorema 6. [Caracteriza¢io da Fungao erponencial/ Seja f : R — RT uma funcgdo
mondtona injetiva (isto €, crescente ou decrescente). As segquintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
(1) f(nx)= f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
(2) f(x) =a” para todo x € R, tal que a = f(1);

(3) f(x+y)= f(z)- fly) para quaisquer x, y € R.
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O ponto principal do teorema é que essas trés afirmacoes estao intimamente conec-
tadas. Se uma funcao que ¢ monoétona e injetiva satisfaz uma delas, ela automaticamente
satisfaz as outras duas.

Em outras palavras, se estamos diante de uma funcao que sabemos ser sempre
crescente ou sempre decrescente, que possui a propriedade de transformar somas em pro-
dutos, entao a funcao em questao ¢é, por definicao, uma fungao exponencial.

A Fungao exponencial f : R — R* dada por f(z) = a*, com a > 0 e a #
1 tem utilidade limitada para a modelagem, porque o seu valor inicial f(0) = a® =
1. Para termos a flexibilidade necessaria para modelar fenémenos é mais interessante

considerarmos as fungoes do tipo exponencial.

Definicao 15. Dizemos que uma funcao g : R — R € do tipo exponencial quando se
tem g(x) = b-a® para todo x € R, em que a e b sio constantes positivas. Se a > 1, g €

crescente e se 0 < a < 1, g € decrescente.

Note que, agora o valor inicial da funcdo f(0) = b. Fungoes do tipo exponencial
sao extremamente tteis para modelar situacoes-problema reais. E isso acontece em virtude

da propriedade fundamental:

P ~ . . ~ .. h
Se g € uma funcao do tipo exponencial, as razoes de acréscimo glath)

g(z)
W dependem apenas de h (e nao de x). Em par-

e 0s
acréscimos relativos
ticular, a sequéncia formada por g(z), g(x + h), g(x + 2h),... € uma progressdo

geométrica.
Se a funcao g : R — R é do tipo exponencial entao, para quaisquer z, h € R, os
quocientes

g(x+h):b-ax+h b-a®-a" b
g(x) b-a” b-a®

gz +h) —g(z) _glz+h) glx) _gla+h) _ 4

g(x) o ogle) gl g@)

dependem apenas de h, mas nao de .

A condicao de que o acréscimo relativo

g(x +h) —g(z)
g9(z)

dependa exclusivamente do incremento h é equivalente a exigir que o quociente (razoes

de acréscimos)
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g(x + h)
9(x)
dependa apenas de h.
De fato, se existe uma funcao ¢ : R — R tal que

gz +h) —g(x)

200 = ¢(h),
entao "
% =¢(h)+ 1.

Reciprocamente, se existe uma funcao ¢ : R — R tal que

g(x + h) _
R =),
entao

9(x)

Assim, ambas as formulagoes sdo matematicamente equivalentes.
A reciproca da propriedade acima também é valida, desde que acrescentemos
uma condicao inicial sobre g, supondo-a mondtona. Demonstra-se, assim, a reciproca

dessa propriedade a partir do teorema em Lima (2005, p. 185):

Teorema 7. [Caracterizac¢io das Fungoes do tipo exponenciall Seja g : R — RT uma
fungao mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que, para x, h € R quais-
quer, o acréscimo relativo W dependa apenas de h, mas nao de x. FEntao, se

b=g(0) ea= 9 *em-se g(x) =0b-a” para todo x € R.

9(0)
Demonstracdo. Observe que a hipotese equivale a supor que p(h) = g(;(;)h) nao depende
de z. Substituindo g(z) por f(x) = %T), isto é, como
g(x)=0b-a" = M:a’” — f(x) =a",

b

obtemos que f: R — R & monotona e injetiva, com

f(z+h) :a”h:az-ah _

f(x) a® a®

independente de x e ainda f(0) = 1. Entao, pondo x = 0 na relagao

- f(]aj(:)h) B f%h) _ 10 _

para todo h € R. Dai, temos que f cumpre a condi¢do f(z + h) = f(z) - f(h) para

quaisquer x, h € R. Portanto, segue do Teorema 6 que f(z) = a” para todo z € R em

Universidade Federal do Amapa - UNIFAP 72



FUNCAO EXPONENCIAL E LOGARITMICA Caracterizacdo da Funcdo Exponencial

que a = f(1). Logo g(z) =b- f(z), entdo

g(x)=b-a

e b= g(0), como querfamos demonstrar.
O

Uma outra forma de caracterizar a funcao do tipo exponencial consiste em obser-
var a sua capacidade de transformar progressoes aritméticas em progressoes geométricas.
Trata-se de um olhar discreto sobre situagoes em que ocorre crescimento ou decrescimento
exponencial.

Seja g : R — R, g(x) = b-a”, uma func¢ao do tipo exponencial. Se xy, ..., z,,. ..

¢ uma progressao aritmética de razao h, isto é, x,.1 = x, + h, entao os valores

€2 Tn

g(x) =0b-a", g(xg)=b-a™, ..., g(xz,)=b-a",...,
formam uma progressao geométrica de razao a”, pois
9(@ne) =b-a" 0 = b a" = (b a*) " = g(r,) -d".

Como o (n + 1)-ésimo termo da progressao aritmética dada é z,,1 = x1 + n - h, segue-se

que
9(@n1) = b-a™"
= }p.gtrtrh
= (b-a™)- a™
xl) X (ah)n
l’1> A"

= g(
g(

em que A = a". Em particular, se z; = 0 entdo g(x;) = b. Logo
9(@p41) =b- A"

A reciproca dessa caracteristica pode ser verificada atribuindo a condicao de que

a funcao g seja mondtona e injetiva, como se transcreve no teorema a seguir:

Teorema 8. Seja g : R — RY uma fung¢ao mondtona e injetiva (isto é, crescente ou de-

crescente) que transforma toda progressao aritmética Ty, Ta, ..., Tp,... NUMAE ProgressGo
geométrica yi, Yo, - - -, Yo = g(x,). Se pusermos b= g(0) e a = %, teremos g(x) = b-a”

para todo x € R.

Demonstrac¢do. Seja b = g(0). Definimos a fun¢do f : R — R, por f(z) = &;)' Note
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que f é mondtona e injetiva, além de preservar a propriedade de transformar quaisquer

progressao aritmética em progressao geométrica. Observe ainda que f(0) = %0) = 1.

Para qualquer x € R, a sequéncia x, 0, —x é uma progressao aritmética, assim temos

que, f(z), 1, f(—z) é uma progressao geométrica de razdo f(—z). Dali, segue que

1
fl=2) = 7.
f(z)
Sejam agoran € Ne x € R. A sequéncia 0, x, 2z,..., nx, é uma progressao aritmética.
Aplicando f, obtemos a sequéncia 1, f(x), f(2z),..., f(nz) que é uma progressao geo-

métrica de razao f(z). Como f(0) =1, o termo f(nz), correspondente ao (n + 1)-ésimo

termo da progressao, é dado por

flnaz) = f(0)- fla)HO!

= 1-f(=)"

= fla)"
Se n for inteiro negativo, escrevendo n = —m, com m € N. Nesse caso, temos

1 1

f(=mzx) = = = flz)™™.
fma) — (f(x))™

Portanto, para quaisquer n € Z e x € R, vale f(nx) = f(x)". Pelo Teorema 6 (Carac-
terizacao da Fungao Exponencial), segue que, pondo a = f(1) = %, tem-se f(x) = a”,

isto é,
g(x)=0b- f(x)=0b-a", paratodoz € R.

Exemplo 5.3.1. Dadas a PA 0,2,4,6,10,... e a funcao exponencial f(x) =2 - 3".

(i) Verificar se a sequéncia f(0), f(2), f(4), £(6), £(8), f(10),- é uma PG.

(i) Determinar a razio dessa PG.

Calculando f(0), f(2), f(4), £(6), f(8), f(10), -, temos

f(0)=2-32=2.1=2 f(2)=2-32=2.9=18
f(4)=2-3"=2-81=162 f(6)=2-30=2.729 = 1458
f(8) =2-3%=2-6561 = 13122 £(10) = 2- 3 = 2. 59049 = 118098

Observe que a sequéncia 2, 18,162, 1458, 13122,118098, ... é uma PG de razao ¢ = 9.
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5.4 O grafico da Funcao do Tipo Exponencial

Funcoes do tipo exponencial modelam situacoes em que, aumentando o valor de
uma grandeza em intervalos regulares, a outra fica multiplicada por um fator constante.
Assim, ao plotar os pontos do grafico de f(x) = b-a” com abscissas x,x + h, r +
2h, ... os acréscimos sao cada vez maiores quando a > 1 ou os decréscimos sao cada vez

menores quando 0 < a < 1.

A

x x+h x + 2h z + 3h

Figura 5.3: Grafico da funcao do tipo exponencial de base a > 1.
Fonte: (Autor, 2026)

x xz+h x + 2h z + 3h

Figura 5.4: Grafico da funcao do tipo exponencial de base 0 < a < 1.
Fonte: (Autor, 2026)
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Nos problemas de modelagem que envolvem funcgoes do tipo exponencial, é fre-
quente a necessidade de determinar o valor do expoente associado a uma determinada
situagao concreta. Questoes como o instante em que uma populacao atinge certo nivel,
0 tempo necessario para que uma grandeza se duplique ou se reduza a metade, ou ainda
o namero de ciclos associados a um crescimento relativo fixo, conduzem naturalmente
a resolucao de equagoes exponenciais. Nesse contexto, torna-se necessario introduzir a
funcao logaritmica, ndo como um objeto independente, mas como a funcao inversa da
exponencial. Assim, o estudo da funcao logaritmica surge de maneira natural como ins-
trumento matematico essencial para a interpretacao e resolu¢ao dos modelos exponenciais

considerados ao longo deste trabalho.

5.5 A funcao logaritmica

Seja a > 0, com a # 1. A fungio exponencial f : R — R™, definida por f(z) =

x

a®, é estritamente mondtona e, portanto, inversivel. Sua funcgao inversa é denominada

funcgao logaritmica de base a.

Definigao 16. A funcao logaritmica de base a > 0, a # 1, é a fun¢ao
log, :R" — R
definida como a inversa da fungao exponencial f(x) = a*. Em particular, para todo x > 0,
log,(x) =y <= d'=uzx.
Como consequéncia imediata da definicao, tem-se que

log,(a®) =z, para todo x € R,

a'°8a(*) — 5 para todo z > 0.

Propriedades fundamentais

As principais propriedades da fungao logaritmica decorrem diretamente da relacao

de inversao com a funcao exponencial.

Proposicao 1. Sejam z,y > 0 e r € R. Valem as sequintes propriedades:
1. log,(zy) = log,(x) +log,(y);

2 log, (5) — log, () — log, (1);
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3. log,(z") = rlog,(z).

Demonstracdo. Como a'°%(®) = z e a2 =y temos

Ty = al08a(@) | loga(y) — log,(x)+log,(y)
Aplicando log, em ambos os lados, obtemos

log, (zy) = log, () + log,(y).

As demais propriedades seguem de forma analoga, utilizando as regras de poténcia da

funcao exponencial. O

Mudanca de base

A funcao logaritmica permite ainda expressar logaritmos em bases distintas.

Proposicao 2. Sea,b >0, coma#1 eb# 1, entao, para todo x > 0,

_ logy, ()
logy(a)

log, ()

Demonstracao. Seja y = log,(x). Entdo x = a¥. Aplicando log, em ambos os lados,

temos
logy,(z) = y logy(a),
donde
y = log, ()
1Ogb(a>

Interpretacao na modelagem exponencial

No contexto dos modelos exponenciais estudados neste trabalho, a funcao loga-

ritmica viabiliza algebricamente a determinacao do expoente. Dado um modelo da forma
g(x) =ba",

comb>0ea>0,a#1,aresolucdo da equacao g(x) = k é equivalente a

de modo que

o

().
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Assim, a funcao logaritmica permite interpretar quantitativamente o comporta-
mento dos modelos exponenciais, determinando tempos, ciclos ou taxas associados a um
crescimento ou decrescimento relativo fixo. Dessa forma, o estudo da funcao logaritmica
nao constitui um contetdo isolado, mas uma exigéncia natural decorrente da propria
estrutura dos modelos exponenciais.

Neste trabalho, as modelagens de fen6menos de crescimento ou decrescimento
proporcional utilizam predominantemente fun¢ées da forma f(z) = b - a”. Essa escolha
justifica-se pela clareza didatica, em que o parametro b representa o valor inicial e a o fator
de variacao em intervalos regulares, alinhando-se aos objetivos da matematica escolar e
as orientacoes da BNCC.

Contudo, é relevante destacar a funcao exponencial de base e. Ela surge natural-
mente como o limite do crescimento discreto quando o niimero de periodos de atualizacao

tende ao infinito, sendo definida por:

1 n
e = lim (1 + —> .
n—oo n

Embora a forma f(t) = cpe™ apresente vantagens em contextos de célculo avan-
cado, optou-se pela forma f(x) = b-a” por ser mais intuitiva para a analise de sequéncias
e progressoes, que ¢ um dos objetos de estudo desta dissertacao.

Com isso, conclui-se a andlise das fungoes basicas sob a perspectiva da modelagem
a partir de variacoes discretas e relativas. As funcoes afins, quadraticas e exponenciais
revelam-se, assim, como respostas naturais a diferentes padroes de regularidade observa-
dos nos dados, permitindo reconhecer o modelo adequado a partir das propriedades do

fenomeno, e nao da simples imposicao de uma expressao algébrica prévia.
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Neste capitulo, os conceitos e propriedades das funcoes afins, quadraticas e expo-
nenciais, desenvolvidos nos capitulos anteriores, sao mobilizados na construcao e analise
de situagoes-problema elaboradas sob a perspectiva da Modelagem Matemética. Diferen-
temente dos capitulos precedentes, o foco aqui nao esti na apresentacao ou demonstragao
teorica dessas fungoes, mas na sua utilizagao como instrumentos para interpretar fendéme-
nos reais e responder a questoes oriundas de contextos significativos.

A proposta adotada privilegia a construcao do modelo matemaético a partir de
dados, regularidades e interpretacoes do fenémeno em estudo, evitando a apresentacao
prévia da expressao funcional. Sob essa perspectiva, o reconhecimento de padroes de
crescimento ou decrescimento, bem como o uso de progressoes aritméticas, progressoes
geométricas e diferencas finitas, desempenha papel central no processo de modelagem.

As situacoes-problema apresentadas neste capitulo foram pensadas de modo a
favorecer a compreensao conceitual das fun¢oes do Ensino Basico, articulando aspectos
matemaéticos, didaticos e aplicados. Assim, busca-se evidenciar que as propriedades es-
truturais dessas funcoes, tais como, acréscimos constantes, diferencas de segunda ordem
constantes e crescimento relativo constante, emergem naturalmente da analise do feno-

meno, reforcando sua relevancia no ensino e na aprendizagem da Matematica.

6.1 Concepcao de Modelagem Matematica

Historicamente, conforme analisa Dante (2011), o ensino da Matemética no Brasil
foi marcado por uma abordagem formalista e conteudista, centrada na memorizacao de
regras e procedimentos simbolicos. Essa tradicao priorizou a transmissao de algoritmos
em detrimento da construcao de sentido, levando muitos estudantes a encarar a disciplina
como algo inacessivel ou destinado apenas a génios. Em contrapartida, D’ Ambrosio (2013)
defende que a Matemaética deve ser compreendida como uma manifestagao cultural viva,
composta por estratégias desenvolvidas por comunidades para lidar com situagoes de

sobrevivéncia e transcendéncia. Sob essa Otica, a "matematizacao"da existéncia é um
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processo natural do ser humano para explicar e conhecer a realidade, o que justifica a
transicao de um ensino mecanico para uma pratica baseada na modelagem e na resolucao
de problemas contextualizados.

Autores como D’Ambrosio (2011), Bassanezi (2002) e Biembengut (2007) argu-
mentam que parte das dificuldades no ensino de Matemética decorre do distanciamento
entre os conteidos escolares e a Matematica vivida no cotidiano. Para esses pesquisa-
dores, o ensino deve superar o formalismo algébrico, orientando-se pela construcao de
significados e pela modelagem de situacoes reais, de modo que o estudante reconheca a
Matematica como linguagem de interpretacao de fenémenos.

Mas, afinal, o que é modelagem matematica? Como essa pratica pode nos ajudar
a conectar conceitos abstratos a situagoes do mundo real?

A modelagem matemaética é concebida como um processo que busca compreender,
representar e explicar situacoes reais por meio da linguagem e das estruturas da Mate-
matica. Em termos simples, é transformar um problema do mundo real em um modelo
matematico, isto é, uma expressao, equacao, funcao ou sistema que descreve e possibilita

analisar o fenémeno em questao.

A modelagem matemética, em seus varios aspectos, é um processo que
alia teoria e pratica, motiva seu usuério na procura do entendimento
da realidade que o cerca e na busca de meios para agir sobre ela e
transformé-la. Nesse sentido, é também um método cientifico que ajuda
a preparar o individuo para assumir seu papel de cidadao: A educacdo
mnspirada nos principios da liberdade e da solidariedade humana tem por
fim o preparo do individuo e da sociedade para o dominio dos recursos
cientificos e tecnoldgicos que lhes permitem utilizar as possibilidades e
vencer as dificuldades do meio. (Lei 4024 - 20/12/61)(Bassanezi, 2002,

p. 17).

Essa definicao evidencia que modelar é mais do que aplicar formulas: é interpretar,
abstrair e validar a Matemaética dentro de um contexto. O processo envolve uma ida e
volta entre a realidade e a teoria, em que o modelo é constantemente ajustado para
representar de forma satisfatoria o fendmeno estudado.

“...matematica e re-

De forma complementar, Biembengut e Hein explicam:
alidade sao dois conjuntos disjuntos e a modelagem é um meio de fazé-los interagir”.
(Biembengut, 2007, p. 13)

Assim, a modelagem nao deve ser vista apenas como um método de aplicacao,
mas como uma metodologia de construgao do conhecimento matematico. Ela permite ao
estudante desenvolver raciocinio logico e critico, compreender a relacao entre conceitos
matematicos e fenémenos reais e perceber a Matematica como uma linguagem de descricao
e previsao de comportamentos, construindo significados de forma ativa e contextualizada.

No campo do ensino, a modelagem é uma ponte entre o formalismo e a pra-

tica: exige tanto a compreensao conceitual (para formular o modelo) quanto a habilidade
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algébrica (para resolvé-lo). Quando bem conduzida, ela promove uma aprendizagem sig-
nificativa e interdisciplinar, tornando o aluno sujeito do préprio processo de investigacao.

A apresentacao da Matemaética nas escolas, segundo Lima (1991), deve ser feita
levando-se em conta, conceituacao, manipulacao e aplicacao, que sao as trés bases funda-
mentais da organizacao da Matematica e consequentemente do seu ensino. A conceituacao
diz respeito ao estabelecimento das definicoes, dos teoremas, da teoria, para que o aluno
possa ter nocao do que serd usado e da veracidade das ferramentas que serao utilizadas. A
manipulacao significa, principalmente, atitude de natureza algébrica e geométrica, ou seja,
saber fazer calculos, resolver equacoes, lidar com as expressoes algébricas de modo geral,
realizar as construgoes geométricas, etc. E finalmente, a aplicagao, frequentemente deno-
minada contextualizacao no discurso pedagdgico contemporaneo, é utilizar a matematica
no dia a dia para resolver situagoes e problemas reais (modelagem).

O ensino da Matematica exige um equilibrio entre essas trés dimensoes fundamen-
tais: a conceituagao teodrica, a manipulagao algébrica e geométrica e a contextualizagao.
Quando uma dessas dimensoes é sobrevalorizada em detrimento das outras, o processo
de ensino-aprendizagem tende a se tornar fragmentado e ineficaz. Logo, o desafio con-
temporaneo consiste em construir pontes entre o formalismo matematico e o mundo real,
de modo que a manipulacao simbélica tenha significado e a modelagem preserve o rigor
tedrico caracteristico da Matemaética enquanto ciéncia.

Nesse sentido, o ensino de fungdes (afins, quadraticas e exponenciais) oferece um
campo fértil para o desenvolvimento desse equilibrio. Ao relacionar a analise conceitual
das propriedades funcionais com a manipulacao simbolica e a interpretacao de fendémenos
do cotidiano, o aluno constréi uma aprendizagem significativa, critica e integrada. Assim,
a consolidagao dos trés pilares (conceitua¢ao, manipulagdo e aplicagdo) evita o retorno
aos antigos fracassos do ensino puramente formalista, promovendo uma Matematica viva,
coerente e socialmente relevante.

Compreender essas fungoes apenas de forma algébrica, por meio de formulas e
manipulacoes simbolicas, limita o aprendizado a um nivel superficial. Em contrapartida,
aborda-las sob a 6tica da modelagem matematica, isto é, como instrumentos de leitura e
representacao de fendomenos cotidianos, econdémicos, fisicos ou biolégicos, permite que o
estudante perceba o significado dos parametros e dos comportamentos gréaficos, desenvol-
vendo um pensamento matematico mais critico, flexivel e aplicavel.

Dessa forma, a caracterizacao das funcoes afins, quadraticas e exponenciais, a
partir de uma abordagem conceitual e aplicada, evidencia como cada uma delas pode
ser utilizada na modelagem de problemas reais. Busca-se, assim, refletir sobre a impor-
tancia de superar a visao tradicional e puramente algébrica da Matematica, promovendo
um ensino que una rigor teoérico e relevancia pratica, em consonancia com as diretrizes
contemporaneas da Educacao Matematica. Nosso intuito é apresentar uma proposta de

ensino da matemaéatica a partir da modelagem em situacoes problemas reais para tais

Universidade Federal do Amapa - UNIFAP 81



MODELAGEM MATEMATICA Funcdo Afim como modelo matematico

funcoes.

Conforme observa D’Ambrosio (2013), a matematica escolar é frequentemente
identificada por um simbolismo e regras proprios que pouco se assemelham & pratica
cotidiana. Nesse sentido, nota-se que muitos livros didaticos apresentam problemas inti-
tulados como contextualizados, mas que, na realidade, limitam-se a fornecer a expressao

"

algébrica no enunciado, conforme ilustra o exemplo: "...a grandeza y = f(z) varia com

a grandeza x por meio da fungao

flx) = L (20 + 10z — 2?)
100

ou seja, em que a funcao envolvida ja é apresentada no texto do enunciado. Nas mo-
delagens de situacoes reais isso ndo acontece. E preciso, a partir de situacdes-problema,
aprender a identificar que tipo de funcao ¢ adequada para modela-la e obter seus coefici-
entes.

Para identificar a forma de representacao mais conveniente em cada situacao, é
essencial compreender como ocorre a variacao da funcao, isto é, de que modo se manifesta
o aumento ou a diminuigao dos valores de f(z) conforme a variavel x se altera. Em outras

palavras, é necessario analisar o comportamento dos acréscimos

f(x+h)— f(x)

em cada classe de funcgoes, pois é essa relacao que revela a natureza do crescimento ou
decrescimento de uma funcao afim, quadratica ou exponencial.

Nesta dissertagao, a modelagem matemaética ¢ compreendida como um processo
que envolve a andlise de uma situagao real, a identificacao de regularidades e a constru-
¢ao de um modelo matematico capaz de descrever o fené6meno em estudo. Nesse sentido,
nao se pretende seguir rigidamente etapas pré-estabelecidas, mas valorizar a interpreta-
cao do problema e a mobilizacao de propriedades matematicas adequadas ao contexto
considerado.

Essa concepcao orienta as situagoes-problema apresentadas neste capitulo, nas
quais a expressao funcional nao é fornecida a priori, sendo construida a partir da ana-
lise dos dados e do comportamento do fenomeno, em consonancia com a perspectiva de

modelagem adotada.

6.2 Funcao Afim como modelo matematico

As propriedades tedricas da funcao afim foram desenvolvidas anteriormente em
capitulo proprio. Nesta secao, tais propriedades sao retomadas apenas como um critério

técnico de identificacao do modelo matematico mais adequado em situacoes de variagao
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linear.

Recorde-se que uma funcao afim é uma funcao f : R — R da forma
f(z) = ax + b,

com a,b € R. A caracteristica fundamental que justifica o uso desse modelo em problemas

de modelagem ¢é a constancia dos acréscimos: para quaisquer x,h € R,

f(x+h) = f(z) = ah,

isto é, o acréscimo da funcao depende apenas do incremento h, e nao do ponto = conside-
rado.

Em consequéncia, quando a varidvel independente assume valores igualmente
espacados, a sequéncia

f(x), f(x+h), f(x+2h), ...

forma uma progressao aritmética. Essa propriedade fornece um critério pratico de iden-
tificagao do comportamento afim em situacoes reais: incrementos constantes na varidvel
mdependente produzem incrementos constantes na varidvel dependente.

Reciprocamente, conforme apresentado em Lima (2005), se uma fungdo monotona
transforma qualquer progressdao aritmética em outra progressao aritmética, entao essa
funcao é necessariamente afim.

Tal caracterizacao sera utilizada implicitamente na analise dos problemas a seguir.

Problema 6.2.1. A temperatura é uma grandeza fisica fundamental, e sua medicao é
essencial em diversas dreas da ciéncia e do cotidiano. Duas das escalas de temperatura
mais comuns sao a Celsius (°C) e a Fahrenheit (°F).

Considere a relagao entre a temperatura em graus Celsius °C e a temperatura em graus
Fahrenheit °F. Sabemos que a dgua congela a 0°C, o que corresponde a 32°F. Além
disso, a dgua ferve a 100°C, o que equivale a 212 °F.

Com base nesses dois pontos, determine a funcao que descreve a temperatura em Fahre-
nheit (F) em termos da temperatura em Celsius (C'). Utilize-a para responder as sequintes

questoes:
(a) Qual a temperatura em Fahrenheit quando a temperatura é de 25°C'?
(b) Qual a temperatura em Celsius quando a temperatura é de 68°F ¢

(c¢) Eziste uma temperatura em que as escalas Celsius e Fahrenheit apresentam o mesmo

valor? Se sim, qual € essa temperatura?
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Solucao. A temperatura é uma mesma grandeza fisica, sendo apenas expressa em es-
calas distintas. Assim, variacoes iguais de temperatura em uma escala correspondem a
variacoes iguais na outra, ainda que as unidades de medida sejam diferentes.

Observa-se que a escala Celsius vai de 0°C' a 100°C' entre os pontos de congela-
mento e ebulicao da dgua, enquanto a escala Fahrenheit vai de 32°F a 212°F' nesse mesmo
intervalo. Logo, um acréscimo de 100°C' corresponde a um acréscimo de 180°F.

Isso indica que incrementos constantes em Celsius produzem incrementos constan-
tes em Fahrenheit. De acordo com o Teorema 2 (p. 43), essa propriedade de variacoes
absolutas constantes caracteriza um comportamento afim entre as grandezas envolvidas.
caracterizando um comportamento afim.

Seja C' a temperatura em graus Celsius e F'(C') a temperatura correspondente em
graus Fahrenheit. Admitimos, entdo, um modelo afim da forma F(C) = aC + 0.

Para determinar os coeficientes, utilizamos os pontos de correspondéncia conhe-
cidos. Como F'(0) = 32, segue que

b= 32.

Além disso, de F'(100) = 212, obtemos

180

100 2=212 — a=— =
a -+ a 100

1,8.
Portanto, a funcao que relaciona as duas escalas é
F(C)=18C+ 32.
Item (a) Para C' = 25,
F(25)=18-25+32="T7°F.
Item (b) Para F' =68,

68 =18C+32 = (C =20°C.

Item (c) Para que as duas escalas apresentem o mesmo valor T, impoe-se F'(T) =T,

o que fornece
T=18T+32 = T = —40.

Assim, a temperatura na qual as escalas Celsius e Fahrenheit coincidem é
—40°C' = —40°F.

Observacao. O coeficiente a = 1,8 representa a taxa de variacao entre as escalas, isto

é, quanto a temperatura em Fahrenheit se altera a cada unidade de variacao em Celsius.
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O termo independente b = 32 corresponde ao valor inicial da escala Fahrenheit quando
C=0.

Problema 6.2.2. (Portal da Matemdtica-OBMEP)
Um ezperimento de Agronomia mostra que a temperatura média da superficie do solo t(x),
em °C, € determinada em funcdo do residuo x de planta e biomassa na superficie, em

g/m?, conforme registrado na tabela sequinte.

z [ 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70

m2

t(z)[°C) | 7,24 | 7,30 | 7,36 | 7,42 | 7,48 | 7,54 | 7,60

Tabela 6.1: Dados do problema 5.2.2

Qual a lei de formagao da fungao t(x)?

Solucao. A partir dos dados da tabela, observa-se que a variavel independente x (quan-
tidade de residuo) varia em incrementos constantes de 10 g/m? Para cada um desses
incrementos, a temperatura média do solo ¢(z) aumenta sempre em 0,06°C'.

Essa regularidade de incrementos constantes na variavel dependente em resposta a
incrementos constantes na variavel independente caracteriza, de acordo com o Teorema 2
(p- 43), um comportamento afim. A fundamentacao teorica assegura que, em fendmenos
nos quais a variacao absoluta é constante, a relacao entre as grandezas ¢ descrita por um
modelo linear.

Assim, admite-se que a relacdo entre ¢t e x possa ser descrita por uma funcao da
forma

t(z) = ax + .

O coeficiente a representa a taxa de variacao da temperatura em fungao da quan-

tidade de residuo. Utilizando dois valores consecutivos da tabela, obtém-se

. 730-724 0,06
- 20—10 10

= 0,006 °C/ 3 jm2.

Para determinar o coeficiente b, observa-se que ele corresponde ao valor da tem-
peratura quando x = 0, isto ¢, a extrapolacao do modelo para a auséncia de residuo

vegetal. Mantendo o padrao de variacao apresentado na tabela, tem-se
b=1t(0)=7,24—-0,06=7,18°C.

Portanto, a funcao que modela a temperatura média da superficie do solo em

funcao da quantidade de residuo é

t(z) = 0,006z + 7,18,  x € R".
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Interpretacao. O coeficiente 0,006 indica o aumento médio da temperatura do solo,

em graus Celsius, para cada unidade adicional de 1 g/m? de residuo vegetal na superficie.

Problema 6.2.3. Uma pessoa deseja presentear um amigo com um anel de formatura.
Para descobrir o tamanho adequado, mediu-se a circunferéncia do dedo utilizando uma tira
de papel. Em sequida, ao estender a tira sobre uma régua, observou-se que o comprimento
medido era de 7,5 cm. Ao chegar a uma joalheria, o comprador consultou uma tabela
que relacionava a numeracao dos anéis as medidas de circunferéncia em centimetros.
No entanto, o wvalor obtido nao constava na tabela. O wvendedor, entao, explicou que
seria possivel determinar o numero correspondente sequindo o mesmo padrao de varia¢ao

apresentado na tabela e aplicando o procedimento descrito a sequir.

e Fnvolva seu dedo com uma tira de papel e marque a quantidade necessdria para dar

uma volta nele.
o Fstenda a fita sobre uma régua e leia o comprimento marcado.

o Veja na tabela a correspondéncia correta do comprimento em cm e o niumero do

anel.

Figura 6.1: Imagem do processo para medir o comprimento da circunferéncia do dedo.

Fonte: (https://www.hellenqueirozstore.com.br /medidas-e-tamanhos/ )

Comprimento em (cm) | (ARQO) Comprimento em (cm) | (ARO)
5 cm 10 5,6 cm 16
5,1 cm 11 5,7 cm 17
9,2 cm 12 5,8 cm 18
5,3 cm 13 5,9 cm 19
5,4 cm 14 6 cm 20
9,5 cm 15 6,1 cm 21

Tabela 6.2: Dados do problema 5.2.3.

Como essa situagdo pode ser resolvida? Qual fungao elementar é o modelo matemdtico
mais adequado para estabelecer a relacao entre a medida do comprimento da circunferéncia
do dedo, obtida com a régua, e a numeracio do anel (aro)? Com base nessa relagcao, qual

deve ser o numero do aro do anel a ser comprado?
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Solucao. A tabela fornecida pela joalheria indica que a numeracao dos anéis varia de
forma regular em funcao do comprimento da circunferéncia do dedo, medido em centi-
metros. Observa-se que incrementos iguais no comprimento correspondem a incrementos
iguais na numerac¢ao do aro, o que caracteriza um comportamento de variacao uniforme.

De acordo com o Teorema 2 (p. 43), a existéncia de varia¢oes absolutas cons-
tantes em ambas as grandezas assegura que o modelo matemaéatico mais adequado para
descrever essa relacao é uma funcao afim.

Seja x a medida do comprimento do dedo, em centimetros, e f(z) a numeragao

correspondente do aro. Escrevemos, entao, o modelo
f(z) = ax + 0.

Utilizando dois pares de valores fornecidos pela tabela, por exemplo, f(5) =10 e
f(6) = 20, obtém-se o sistema
5a + b = 10,

6a + b = 20,

do qual resulta a = 10 e b = —40.

Logo, a funcao que estabelece a correspondéncia entre o comprimento da circun-
feréncia do dedo e a numeracao do anel é dada por f(z) = 10z — 40.

Para o comprimento medido de 7,5c¢m, tem-se f(7,5) = 10-7,5 — 40 = 35.

Portanto, o anel a ser adquirido deve ser de aro 35.

Problema 6.2.4. Em determinado site, encontra-se o anuncio de um dispositivo como
da imagem abairo, usado para medir o tamanho do pé de crianca e determinar o nimero

de seu calgado:

Figura 6.2: Régua para determinar o nimero do calcado.

Fonte: (https://www.mercadolivre.com.br/ )
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Analisando a imagem, € possivel determinar a fun¢ao que dd o nimero do calgcado a partir

do comprimento do pé, em centimetros? Qual € essa funcao?

Solucao. A imagem do dispositivo indica que o comprimento do pé, medido em cen-
timetros, e o nimero do calcado correspondente variam de forma regular. Nota-se que
a cada aumento de 1 cm no comprimento do pé corresponde um aumento de 2 unidade
na numeracao do calcado, isto é, incrementos constantes no comprimento do pé estao
associados a incrementos constantes na numeracao do calcado, caracterizando um padrao
de variacao uniforme.

De acordo com o Teorema 2 (p. 43), a constatacdo de que acréscimos constantes
em x resultam em acréscimos constantes em f(z) permite estabelecer que a relagao entre
as grandezas é representada por uma funcao afim. Assim, define-se o0 modelo matemaético

como:

f(z) =ax+0b.

Para determinar os coeficientes da funcao, utilizamos dois pares de valores obtidos

a partir da imagem. Por exemplo, observa-se que

Isso conduz ao sistema

do qual se obtém

Assim, a funcao que relaciona o comprimento do pé ao nimero do cal¢ado é dada
por
f(z) =2z — 10.

6.3 Funcao Quadratica como modelo matemaético

Uma funcao f : R — R denomina-se quadratica quando pode ser escrita na
forma
f(z) =az® + bz +c,

em que a,b,c € R, com a # 0.
No contexto da modelagem matematica, fungoes quadraticas surgem como mo-

delos adequados para descrever fenomenos em que a variagao da grandeza observada nao
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é uniforme. Nesses casos, a identificacao do modelo pode ser realizada a partir da ana-
lise dos acréscimos sucessivos da funcao, sem que sua expressao algébrica seja fornecida
previamente.

Recorde-se que, para uma funcao quadratica, os acréscimos

flx+h) = f(z)

nao sdo constantes, mas variam linearmente em fun¢do de z. De fato, para f(z) =
azr?® + bxr + c, tem-se
f(x +h) — f(z) = 2ahx + ah® + bh,

que é uma funcao afim da variavel z, cujos coeficientes dependem apenas de h.
Como consequéncia, ao considerar valores igualmente espagados da variavel inde-

pendente, a sequéncia

f(z), f(x+h), f(x+2h), f(x+3h), ...

constitui uma progressao aritmética de segunda ordem, isto é, suas diferencas de primeira
ordem formam uma progressao aritmética de razao constante. Em particular, a diferenca
de segunda ordem é constante e igual a 2ah?.

Reciprocamente, conforme apresentado em Lima (2005), vale a seguinte proprie-

dade de caracterizagao:

(Caracterizacdao das Fungées Quadrdticas). Uma funcio continua f : R — R €

quadrdtica se, e somente se, para quaisquer x,h € R, a sequéncia

f(x), f(x+h), f(x+2h), f(x+3h), ...

€ uma progressao aritmética de sequnda ordem, isto €, suas diferencas de primeira ordem

formam uma progressao aritmética nao degenerada.

Com base nas propriedades discutidas, buscaremos agora instrumentalizar a es-
crita matematica por meio da definicao de operadores de diferenca. Tais operadores
facilitam a investigacao do comportamento funcional sem a necessidade de recorrer ex-
tensivamente a notacao de incrementos explicitos. Dado h # 0, a variacao discreta de f
em z é dada por Af(z) = f(x + h) — f(z). Quando o fendomeno em estudo apresenta
uma variacao de primeira ordem nao constante, faz-se necessario analisar a "variacao da
variacao', que é o caso da funcdo quadratica. Para tanto, empregaremos o operador de

segunda ordem

A?f(x) = Af(x+h) — Af().

As situacbes-problema apresentadas a seguir foram elaboradas sob a perspectiva

da Modelagem Matemaética, ocultando intencionalmente a expressao algébrica da funcao
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envolvida. O objetivo é favorecer a identificacao de comportamentos quadraticos por
meio da andlise dos acréscimos f(x+h) — f(z) e de suas varia¢oes sucessivas, conduzindo
a emergéncia do conceito de Progressao Aritmética de Segunda Ordem. Dessa forma,

enfatiza-se o papel conceitual da funcao quadratica na descricao de fendmenos reais.

Problema 6.3.1. Uma empresa de engenharia civil armazena tubos de concreto de grande
diametro em um pdtio limitado. Por questoes de estabilidade e sequranca, os tubos sao
empilhados em formato triangular: uma base com vdrios tubos, uma segunda camada com
um tubo a menos que a base, e assim sucessivamente, até o topo que possui apenas um
Uunico tubo.

O gerente de logistica precisa criar uma tabela rdpida para saber o total de tubos armaze-
nados dependendo apenas do nimero de tubos que cabem na base da pilha, jd que contar
o total visualmente € propenso a erros.

Se a base tiver 20 tubos, qual serd o total armazenado? Tente descobrir um padrao mate-

mdtico ou uma expressao que permita prever esse total.

i

Figura 6.3: Tubos empilhados em forma de triangulo.

Fonte: (https://www.canva.com/design /)

Solugado. Seja n o namero de tubos dispostos na base da pilha e seja f(n) o namero
total de tubos empilhados. De acordo com o enunciado, a pilha é formada por camadas
sucessivas com n,n — 1,n — 2,...,1 tubos.

Organizando os primeiros valores, obtemos a seguinte tabela:

n|123 4 5
fn)|1 3 6 10 15
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Calculando os acréscimos sucessivos, temos:

Observa-se que o incremento f(n+1)— f(n) cresce de forma linear com n, isto é, os acrés-
cimos formam uma progressao aritmética de razao 1. Consequentemente, as diferencas
de segunda ordem sao constantes e iguais a 1, caracterizando a sequéncia f(n) como uma
progressao aritmética de segunda ordem.

Pela caracterizagao das fungoes quadraticas, Teorema 5 (p. 67), segue que o

total de tubos empilhados pode ser modelado por uma funcao quadratica da forma
f(n) =an® +bn + c.

Sabe-se que, para uma funcao quadratica, a diferenca de segunda ordem associada

a incrementos unitarios (h = 1) é dada por
A’ f = 2a.
Como neste problema a diferenca de segunda ordem é igual a 1, obtém-se

20=1 = a=-.
2

Embora o enunciado trate apenas de bases com ntimero positivo de tubos, considera-se o
valor n = 0 como um estado limite natural do processo de empilhamento, no qual nao ha

tubos armazenados. Assim, tem-se

logo ¢ = 0 e, consequentemente,

valor que representa o primeiro acréscimo efetivo no total de tubos ao se passar de uma
base vazia para uma base com um tnico tubo. Para determinar o coeficiente b, utilizamos

o incremento inicial:
Como

segle que
1 1
2 * 2

Assim, o modelo matemaético que fornece o niimero total de tubos empilhados em
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funcao do ntmero de tubos da base é

1 1
f(n) = 5712 + ol

Para uma base com 20 tubos, o total armazenado sera
1 5 1
f(20) = 5-20 —1—5-20:200—1—10:210.

Logo, a pilha contera 210 tubos.

Problema 6.3.2. Um grupo de engenheiros estd testando um novo robd auténomo em
uma pista retilinea. O robd possui um sensor de alta precisao que registra sua posicao
exata (em metros) a cada sequndo. O cronémetro € disparado (t = 0) no momento em
que o robdé passa por um marco inicial, 36 em movimento.

Os dados coletados durante o teste foram organizados na tabela a sequir:

Tempo (t) em segundos | Posi¢ao (S) em metros

0 2
3
10
17
26
37

St i W N~

Tabela 6.3: Dados de posicao do robo em funcao do tempo
Com base apenas nos dados da tabela, determine a funcao que relaciona a posicio S em
funcao do tempo t.

Solugao. Os dados apresentados indicam que a posicao do robd nao varia de forma uni-
forme ao longo do tempo, o que sugere que o fend6meno nao é adequadamente descrito por
uma funcao afim. Para identificar o tipo de modelo envolvido, analisamos os acréscimos
sucessivos da posicao.

Seja S(t) a posicao do robd no instante ¢. Definimos o incremento
AS(t)=S({t+1)—S(t).
Aplicando essa definicao aos dados da Tabela 6.3, obtemos:
AS(t)={3, 5, 7,9, 11}.

Observa-se que o incremento cresce de forma linear com o tempo, isto é, os acréscimos for-

mam uma progressao aritmética de razao 2. Consequentemente, as diferencas de segunda
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ordem,

A2S(t) = AS(t+ 1) — AS(t),

sao constantes e iguais a
AS(t) =12, 2, 2, 2}.

Esse comportamento caracteriza a sequéncia S(t) como uma progressao aritmética de
segunda ordem. De acordo com o Teorema 5 (p. 67), segue que a posi¢ao do robd pode

ser modelada por uma funcao da forma
S(t) = at® + bt + c.

Sabe-se que, para incrementos unitarios (b = 1), a diferenga de segunda ordem

de uma funcao quadratica é dada por
A%S(t) = 2a.
Como neste problema A%S(t) = 2, obtém-se
20=2 = a=1

Para determinar os demais coeficientes, utilizamos condi¢oes diretamente extrai-

das dos dados experimentais. No instante inicial ¢t = 0, o robd encontra-se na posicao
S0)=2 = c=2.
Além disso, no instante t = 1, tem-se S(1) = 5, de modo que
P+b+2=5 = b=2
Assim, a funcao que descreve a posicao do rob6 em funcao do tempo é
S(t) =+ 2t +2.

Interpretacao fisica. O incremento AS(t) representa a velocidade média do rob6 no
intervalo entre os instantes ¢ e t + 1. O fato de esses incrementos crescerem linearmente
indica que a velocidade estd aumentando de forma regular. J& a constancia da segunda

diferenca A?S(t) = 2 expressa que a aceleragido do robo é constante e igual a 2 m/s2.

Problema 6.3.3. Um estudante analisa de que forma o niumero de regioes em que
o plano fica dividido depende da quantidade de retas tracadas, obedecendo sempre as

sequintes condicoes:
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e nenhuma reta € paralela a outra;
e nenhuma trés retas passam por um mesmo ponto.

Inicialmente, nenhuma reta € tracada no plano. A partir de observacoes erperimentais,

o estudante registra os sequintes dados

Numero de retas ‘ 0 1 3

Numero de regioes ‘ 1 2 7

O estudante observa ainda que o padrao de crescimento identificado se mantém

para qualquer quantidade de retas. Com base nessas informagoes:

a) Determine o nimero de regices quando sao tragadas 2 retas no plano.

b) Organize os dados em uma tabela para 0, 1, 2 e 3 retas.

¢) Analise 0s acréscimos sucessivos no nimero de regices e descreva o padrao observado.

d) A partir desse padrao, determine uma erpressao algébrica que relacione o nimero de

regioes ao numero de retas.

e) Utilizando o modelo obtido, determine quantas regioes o plano ficard dividido quando

forem tracadas 15 retas.

Solucao. As condigoes impostas no enunciado garantem que, a cada nova reta tragada,

o plano ¢ dividido no maximo niimero possivel de regioes. Essa regularidade geométrica

permite estender o padrao observado nos dados iniciais para valores maiores do nimero

de retas, viabilizando a construcao de um modelo matemaético.

Item (a) Com duas retas concorrentes, o plano é dividido em quatro regides. Esse valor
é compativel tanto com o raciocinio geométrico quanto com o padrao crescente sugerido

pelos dados fornecidos.

Item (b) Completando a tabela, obtém-se:

Nuamero de retas z ‘ 01 2 3

Numero de regides R(z) ‘ 1 2 4 7

Item (c) Considere os incrementos sucessivos AR(z) = R(z + 1) — R(x). A partir da
tabela, obtemos AR(0) =1, AR(1) =2, AR(2)=3. Logo, os acréscimos no nimero
de regioes formam a sequéncia

1,23, ...

que é uma progressao aritmética de razao 1. Consequentemente, as diferencas de segunda
ordem sao constantes e iguais a 1, caracterizando a sequéncia R(z) como uma progressao

aritmética de segunda ordem.

Universidade Federal do Amapa - UNIFAP 94



MODELAGEM MATEMATICA Funcdo Quadratica como modelo matematico

Item (d) De acordo com o Teorema 5 (p. 67), uma funcio que transforma uma pro-
gressao aritmética em uma sequéncia cujas diferencas sucessivas formam uma progressao

aritmética é necessariamente quadratica. Assim, admite-se um modelo da forma
R(x) = ax® + bx + c.

Sabe-se que, para incrementos unitarios (b = 1), a diferenca de segunda ordem

de uma funcao quadratica é dada por
A’R = 2a.

Como neste problema as diferencas de segunda ordem sao iguais a 1, obtém-se

Além disso, como R(0) = 1, segue que
c=1.
Para determinar o coeficiente linear, utiliza-se o valor R(1) = 2:
Lo\
5(1) +b(1)+1=2,

o que implica
L +b+1=2 = b= !
2 B 2
Portanto, a expressao algébrica que modela o niimero de regides em funcao do niimero de
retas é
R(z) Loy Lo
x)=—-x"+ -x+ 1
2 2
Item (e) Aplicando o modelo obtido para z = 15, tem-se:

1 1 225 15
R(15) = 5(15)2 + 5(15) +tl=—F+5+1=12L

Logo, quando sao tragadas 15 retas no plano, este fica dividido em 121 regides.

Problema 6.3.4. Durante a construcao de um tlealro, os assentos da plateia sao orga-
nizados em fileiras, de modo que cada nova fileira possui mais lugares do que a anterior,
sequindo um padrao fixo de crescimento. Por razoes técnicas, o engenheiro responsd-
vel registra o nimero de assentos apenas a cada duas fileiras construidas. Os dados

observados foram os sequintes:
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Niumero da fileira ‘ 2 4 6 8
Nimero de assentos ‘ 10 16 24 84

Sabe-se que esse padrao se mantém para todas as fileiras do teatro. Com base

nessas informacoes:

a) Determine uma expressao algébrica que relacione o nimero de assentos ao nimero da

fileira.

b) Utilizando o modelo obtido, determine o nimero de assentos na 20% fileira.
Solugao. Seja A(n) o numero de assentos na n-ésima fileira do teatro. Os dados obser-
vados indicam que o nimero de assentos é registrado apenas a cada duas fileiras, de modo

que os incrementos considerados sao do tipo A(n + 2) — A(n). Os valores fornecidos sao:

A(2) =10, A(4) =16, A(6) =24, A(8) =34

Observa-se que esses acréscimos formam a sequéncia 6, 8, 10, ... que é uma progressao
aritmética de razao 2. Consequentemente, as diferencas de segunda ordem sao constantes
e iguais a 2, caracterizando a sequéncia A(n) como uma progressao aritmética de segunda,
ordem.

Pela caracterizagao das fungoes quadraticas, Teorema 5 (p. 67), o namero de

assentos em funcao do ntiimero da fileira pode ser modelado por uma funcao da forma
A(n) = an® +bn +c.

Sabe-se que, para uma fun¢ao quadratica, a diferenca de segunda ordem associada

a incrementos de razao h é dada por
A%A = 2ah*.

Como, neste problema, os dados sao tomados com h = 2 e a diferenga de segunda

ordem observada ¢ igual a 2, segue que

1
20(2° =2 = 8a=2 = a=

Para determinar os coeficientes restantes, utilizamos valores da tabela. Substitu-

indo n =2 em A(n) = in® + bn + ¢, obtém-se:

1
Z(2)2+219+c:10 = 1+4+2b+c=10 = 2b+c=0. (1)
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Substituindo n = 4, tem-se
1
1(4)2+4b+c:16 — 4+4b+c=16 = 4db+c=12. (2)

Subtraindo (1) de (2), resulta, 20 =3 = b= 3. Substituindo em (1), obtém-se, ¢ = 6.
Assim, a expressao algébrica que modela o niimero de assentos em funcao do niimero da
fileira é
A(n) = an + §n + 6.
4 2
Item (b) Para determinar o namero de assentos na 20* fileira, substituimos n = 20 no

modelo obtido:

1 3
A(20) = 1(20)2 + 5(20) +6 =100 + 30 + 6 = 136.

Logo, a 20 fileira do teatro possuira 136 assentos.

Problema 6.3.5. Uma fdbrica produz rolos de papel toalha enrolando uma folha de papel
de espessura constante de 0,2 mm em torno de um tubo cilindrico interno. Em um deter-
minado modelo de rolo, o didgmetro interno inicial do tubo é de 4 cm. Apds a fabricacdo
completa do rolo, mede-se um didmetro externo final de 8 cm. Sabe-se que o papel é enro-
lado de forma uniforme, de modo que cada volta acrescenta exatamente uma camada de

papel ao rolo.

Figura 6.4: Rolo de papel toalha.
Fonte: (Autor, 2026)

Determine o comprimento total aproximado de papel, em metros, presente nesse rolo.
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Solucao. A espessura do papel é 0,2mm, o que corresponde a 0,02cm. O diametro

interno inicial do tubo é 4 cm, logo o raio inicial é
ro = 2cm.
Ao final do processo, o diametro externo do rolo é 8 cm, o que implica um raio final
ry=4cm.
Assim, o aumento total do raio do rolo é
Ar =ry —rg=2cm.

Como cada volta acrescenta 0,02 cm ao raio, o niimero total de voltas é

2
N = —— =100.
0,02
Seja n o numero de voltas completas do papel, com n = 0,1,2,...,100, e seja

L(n) o comprimento total de papel (em centimetros) apds n voltas.

Apobs n voltas, o raio do rolo é dado por
r(n) =2+ 0,02n.

Cada nova volta corresponde a um incremento unitario em n e acrescenta ao rolo
um comprimento aproximadamente igual ao comprimento da circunferéncia de raio r(n).

Assim, o acréscimo de comprimento na n-ésima volta é
AL(n) = L(n) — L(n — 1) = 27r(n) = 27(2 4 0,02n),

isto é,
AL(n) = 47 + 0,047n.

Observa-se que o acréscimo de comprimento por volta depende linearmente de n.

Calculando a diferenca de segunda ordem, obtém-se
A’L(n) = AL(n) — AL(n — 1) = (47 + 0,047n) — (47 + 0,047 (n — 1)) = 0,04.

Dada constancia da segunda diferenca, o Teorema 5 (p. 67) caracteriza L(n) como

uma func¢ao quadratica. Tomando

L(n) = an® + bn +c,
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e sabendo que, para incrementos unitarios (h = 1), vale a relacao
A*L(n) = 2a,

segue que
2a = 0,04r = a=0,027.

Além disso, como L(0) = 0, tem-se ¢ = 0.
Para determinar b, utiliza-se a expressao geral da primeira diferenca de uma
funcao quadratica:
AL(n) =a(2n —1) +b.

Substituindo a = 0,027, obtém-se
AL(n) = 0,04rn — 0,027 4 b.

Comparando com
AL(n) = 47 + 0,047n,

conclui-se que
b=4,027.

Portanto, a funcao que modela o comprimento total de papel é
L(n) = 0,027n? + 4,027n.
Para n = 100 voltas, tem-se
L(100) = 0,027(100)? + 4,027(100) = 2007 + 4027 = 6027 cm = 6,027 m.

Adotando 7 ~ 3,14, obtém-se
L ~ 18,9 metros.

6.4 Funcao Exponencial como modelo matematico

As propriedades tedricas das fungoes exponenciais foram desenvolvidas no Capi-
tulo 4. Nesta secao, tais propriedades sao retomadas apenas como um critério técnico de
wdentificacao de modelos mateméticos associados a fendmenos cuja variacao é proporcional

ao estado atual da grandeza envolvida.
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Chamamos de funcao do tipo exponencial toda funcao f : R — R* da forma

f(l’):b-az7

em que a ¢ um ndmero real positivo, com a # 1, e b é um nimero real nao nulo. O
parametro b representa o valor inicial da funcao, isto é, b = f(0).

A caracteristica fundamental utilizada na modelagem com funcoes do tipo expo-
nencial é a constancia dos acréscimos relativos. Se f é uma funcao do tipo exponencial,

entao, para quaisquer x, h € R, o acréscimo relativo

flz+h) - fx)
f(z)

depende apenas de h, e nao de x. Equivalentemente, a razao entre termos consecutivos

flx+h)
f(z)

é constante para incrementos iguais de . Em particular, a sequéncia

f(z), f(x+h), f(x+2h), f(x+3h),...

forma uma progressao geométrica.

A reciproca dessa propriedade também é véalida sob hipoteses naturais de regula-
ridade. Conforme demonstrado em Lima (2005), se uma fun¢ao g : R — R*, monotona e
injetiva, apresenta acréscimos relativos que dependem apenas do incremento considerado,
entao g é necessariamente do tipo exponencial, isto é,

T

g(r)=b-a", com b=g(0) e a=="=.

Assim, enquanto as funcoes afins sao caracterizadas pela constancia dos acrésci-
mos absolutos e as funcoes quadraticas pela constancia dos acréscimos de segunda ordem,
as funcgoes do tipo exponencial caracterizam-se pela constancia dos acréscimos relativos.
Essa distincao orienta a escolha do modelo adequado nas situacoes de modelagem apre-

sentadas a seguir.

Problema 6.4.1. O ibuprofeno é um medicamento amplamente utilizado como analgésico
e anti-inflamatorio. Apds a ingestao de uma dose unica, sua concentrag¢do mo organismo
diminui ao longo do tempo devido aos processos metabolicos e de eliminacao. Em um
estudo farmacocinético simplificado, um adulto sauddvel ingeriu uma dose oral de 600 mg
de ibuprofeno. A quantidade aprorimada do fdrmaco presente na corrente sanguinea foi

medida em alguns instantes, conforme os dados da tabela a sequir:
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Tempo (h) | 0 2 4 6
Quantidade (mg) | 600 300 150 75

Observa-se que o padrao de eliminacdo do medicamento se mantém ao longo do tempo.

a) Analise os dados e descreva o comportamento da quantidade de ibuprofeno em fun¢ao

do tempo.

b) Justifique qual € o tipo de fun¢ao elementar mais adequado para modelar esse feno-

meno.

¢) Determine uma expressao matemdtica que represente a quantidade de ibuprofeno pre-

sente no organismo em func¢ao do tempo.
d) Apds quantas horas a quantidade de ibuprofeno no organismo serd reduzida a 100 mg?

Solugao.

Item (a) Observa-se que a quantidade de ibuprofeno presente no organismo é reduzida

a4 metade a cada intervalo de 2 horas:

300 150 75 1

600 300 150 2
Isso indica que a eliminacao do fairmaco nao ocorre por subtragoes constantes, mas de

forma proporcional & quantidade presente no organismo.

Item (b) A constancia das razoes entre valores sucessivos caracteriza um comporta-
mento de variagdo relativa constante. De acordo com Teorema 7 (p. 72), esse tipo

de comportamento é adequadamente modelado por uma func¢ao do tipo exponencial.

Item (c) Dos dados apresentados na tabela, observa-se que a quantidade de farmaco
no organismo ¢ reduzida a metade a cada intervalo de 2 horas. Em termos matematicos,

essa informacao pode ser expressa pela relacao funcional

Qlt+2) = 5 Q)

valida para todos os instantes ¢ considerados no experimento.

Para construir a expressao algébrica do modelo, analisamos os valores sucessivos
da quantidade presente no organismo. Inicialmente, tem-se Q(0) = 600. Apo6s o primeiro
intervalo de 2 horas, a quantidade remanescente ¢ Q(2) = £ Q(0) = 600 - 1. Decorridos
dois intervalos de 2 horas, isto é, ap6s 4 horas, obtém-se

o~ S - (1)’
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Prosseguindo de forma analoga, apos 6 horas, tem-se Q(6) = 600 - (%)3

Observa-se, portanto, que a cada intervalo adicional de 2 horas surge um novo
fator % multiplicando a quantidade inicial. Como o niimero de intervalos completos de 2
horas transcorridos até o instante ¢ é dado por /2, conclui-se que a quantidade de farmaco

presente no organismo no instante ¢ pode ser expressa por

Q(t) = 600 - (%)tﬂ.

Essa expressao descreve adequadamente o comportamento observado nos dados e
evidencia que o expoente t/2 representa o nimero de intervalos de tempo nos quais ocorre

a reducao proporcional da quantidade de farmaco.

Item (d) Deseja-se determinar o instante em que a quantidade de farmaco presente no
organismo atinge um valor especifico, a saber, Q(t) = 100 mg.

Do item (c), o modelo que descreve a quantidade de farmaco no organismo em
funcao do tempo é dado por Q(t) = 600 - (%)m. Substituindo @Q(¢) = 100, obtemos a

equacao
L
600 - <§> = 100.

Dividindo ambos os membros da equacao por 600, resulta

1\ 1
2 6

Para isolar o expoente, aplicamos o logaritmo em ambos os lados da igualdade.

Escolhendo o logaritmo natural (embora qualquer base seja possivel), temos

»(()7)-»()

Utilizando a propriedade In(a”) = xIn(a), segue que
t
—In 1 =In ! .
2 2 6
—1,7918

_, 0 (5)
=92. ™ (%) ~ 2 ~0.6031 5,2 horas.

Isolando ¢, obtemos

Como 0,2 hora corresponde a 0,2 x 60 = 12 minutos, conclui-se que

5,2 horas = 5 horas e 12 minutos.
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Assim, aproximadamente 5 horas e 12 minutos ap6s a ingestao do medicamento, a quan-
tidade presente no organismo reduz-se a 100 mg.

A figura 6.5 ilustra graficamente o comportamento da funcao exponencial obtida
no modelo, bem como o procedimento adotado para a determinacao do instante em que

a quantidade de farmaco atinge 100 mg.

600

200 |

400 |

300 +

200

100 1

Quantidade de farmaco Q(t) (mg)

Tempo t (horas)

Figura 6.5: Gréfico da funcao Q(t) = 600 (%)t/Q, representando o decaimento da quan-
tidade de farmaco no organismo. O ponto de intersecao com a reta Q(t) = 100 indica o
instante aproximado de 5 horas e 12 minutos.

Fonte: (Autor, 2026)

Problema 6.4.2. Apds a administracao de um medicamento, a quantidade da substincia
ativa presente no organismo tende a diminuir ao longo do tempo em razao dos processos
metabolicos de eliminacao. Em diversos antibioticos de eliminacao relativamente rdpida,
observa-se experimentalmente que, em intervalos de tempo de mesma duracao, a fragao
da substdncia que permanece no organismo € aprorimadamente constante.

A gentamicina € um antibidtico cuja meia-vida plasmdtica, em condigoes fisiolo-
gicas padrao, € da ordem de 3 horas. Isso significa que, a cada intervalo de 3 horas, a
quantidade da substdncia presente no organismo reduz-se ¢ metade do valor anterior.

Suponha que uma pessoa tenha recebido uma dose inicial de 50 mg de gentamicina.

a) Determine a quantidade aprorimada de antibidtico presente no organismo apds 12

horas da administracao.

b) Determine a quantidade aprorimada de antibidtico presente no organismo apds 1,5

horas da administracao.
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c¢) Determine a expressio matemdtica que associa a quantidade aproximada de antibidtico

presente no organismo apos t horas da administracao.

Solucado. Denote por A(t) a quantidade de gentamicina (em mg) presente no organismo

t horas apos a administracao da dose inicial.

(a) De acordo com a informagao experimental fornecida, a meia-vida do antibittico é
de 3 horas. Isso significa que, a cada intervalo de 3 horas, a quantidade presente no
organismo reduz-se & metade do valor anterior.

Em 12 horas decorrem exatamente 4 intervalos consecutivos de 3 horas. Assim,

a quantidade de antibi6tico presente no organismo ap6s 12 horas ¢ dada por
1\4
A(12) =50 - (5) = 3,125 mg.

(b) Sabe-se, a partir das informacoes experimentais fornecidas, que a meia-vida do
antibiotico é de 3 horas, o que significa que a razao entre a quantidade presente no

organismo apoés esse intervalo e a quantidade inicial ¢ dada por

Essa caracteristica de variagoes relativas constantes em intervalos de tempo de mesma
duragao identifica, segundo o Teorema 7 (p. 72), um comportamento exponencial.

De acordo com a hipodtese de que o processo de eliminagao ¢ governado por va-
riacoes relativas constantes, a fracao da substancia que permanece no organismo em um
intervalo de tempo depende apenas da duracao desse intervalo, e nao do instante em que
ele se inicia. Assim, para cada h > 0, a razao % depende apenas de h.

Observa-se agora que o intervalo de 3 horas pode ser decomposto em dois inter-

valos consecutivos de mesma duracao:
3=150+1,5.

Pela propriedade de variacao relativa constante, a razao entre a quantidade presente no
organismo apds o primeiro intervalo de 1,5 hora e a quantidade inicial é igual & razao
entre a quantidade presente apos o segundo intervalo de 1,5 hora e a quantidade no inicio

desse segundo intervalo. Em termos algébricos, isso implica
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Conclui-se, portanto, que

w0 - (i)

Substituindo o valor conhecido da razao correspondente & meia-vida, obtém-se

(-4

Como a quantidade de substancia presente no organismo é sempre positiva, toma-se a

raiz quadrada positiva da igualdade acima, concluindo que

Finalmente, como a dose inicial administrada foi de 50 mg, segue que

1
A(1,5) = 50 - \@ ~ 35,36 mg.

(c) Se o tempo decorrido é um multiplo de 3 horas, isto é, ¢ = 3n para algum nimero
natural n, entao a cada intervalo de 3 horas a quantidade de antibi6tico é multiplicada
pelo mesmo fator %

Consequentemente, apos n intervalos de 3 horas, a quantidade presente no orga-

A(t) = 50 (%)n 50 (%)t/g.

A(t) = 502743,

nismo é dada por

ou simplesmente,

Problema 6.4.3. Um laboratorio de microbiologia investiga o crescimento da bactéria
Salmonella sp. em um meio de cultura nutritivo, mantido a temperatura constante de
37°C, condicao considerada ideal para sua proliferacdo. O objetivo do estudo é compre-
ender a dindmica inicial do crescimento bacteriano e desenvolver um modelo matemdtico
para estimar o risco de contaminacao alimentar.

A partir de uma amostra inicial contendo 100 bactérias, observou-se experimen-
talmente que, sob essas condigoes, o tempo médio de geracdo, definido como o intervalo
necessdrio para que a populacao dobre, é de aproximadamente 30 minutos, ao menos
durante as primeiras horas do experimento.

Seja N(t) o nimero de bactérias presentes apds t horas de observa¢ao.

a) Utilizando apenas a informagao do tempo médio de geracao, determine o nimero es-
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perado de bactérias nos instantest =0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5 e 3 horas.

b) Com base nos valores obtidos, descreva como o nimero de bactérias varia quando o

tempo € incrementado sempre da mesma quantidade.

¢) A partir dessa reqularidade observada, deduza uma expressio para a func¢io N(t) que

modele o crescimento bacteriano durante o periodo inicial considerado.

d) Utilizando o modelo obtido, estime o nimero de bactérias apds 5 horas; e o tempo

necessdrio para que a populacao atinja aproximadamente 51200 bactérias.

Solucado. Seja N(t) o nimero de bactérias presentes apos t horas. Os dados experi-
mentais indicam que, durante as primeiras horas do experimento, a populagao bacteriana

dobra a cada 30 minutos, isto ¢, a cada 0,5 hora.

(a) No instante inicial, tem-se N(0) = 100. Como o tempo médio de geragao é de 0,5
hora, a cada incremento desse tamanho no tempo a populagao é multiplicada por um

fator constante igual a 2. Assim, para os instantes considerados, obtém-se:

N(0) =100
N(0,5) = 2100 = 200,
N(1) = 2200 = 400,
N(1,5) = 2- 400 = 800,
N(2) = 2-800 = 1600,
N(2,5) =2-1600 = 3200
N(3) = 23200 = 6400.

Observa-se que os acréscimos absolutos no nimero de bactérias aumentam a cada intervalo

de tempo, embora o fator de crescimento permaneca o mesmo.

(b) A analise dos valores obtidos mostra que, sempre que o tempo ¢é incrementado em
0,5 hora, o nimero de bactérias é multiplicado por 2. Em termos funcionais, isso significa

que a razao

N(t+0,5)
N(t)
é constante para os instantes considerados.
Essa regularidade evidencia que o crescimento nao é dado por acréscimos absolu-
tos constantes, mas por variacoes relativas constantes associadas a incrementos regulares

da variavel tempo.
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(c¢) A propriedade observada no item anterior, fundamentada pelo Teorema 7 (p. 72),
permite deduzir uma expressao para a funcado N(¢). Como a populacao dobra a cada 0,5
hora, ap6s n intervalos consecutivos desse tamanho o niimero de bactérias é multiplicado
por 2". Se t é medido em horas, entao t = 0,5n, ou seja, n = 2t.

Assim, a quantidade de bactérias apds t horas pode ser expressa por
N(t) =100 - 2%,
(d) Utilizando o modelo deduzido, o nimero de bactérias apos 5 horas é dado por
N(5) =100 - 2*® = 100 - 2'° = 102 400.

Para determinar o instante em que a populacao atinge aproximadamente 51 200

bactérias, resolvemos a equacao
100 - 2* = 51 200.
Dividindo ambos os lados por 100, obtém-se
2% = 512.
Como 512 = 27, segue que 2t = 9, e portanto
t = 4,5 horas.

Esse resultado indica que, segundo o modelo considerado, a populacao bacteriana
atinge cerca de 51200 bactérias apds aproximadamente 4,5 horas de crescimento nas

condigoes descritas.

Problema 6.4.4. Dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) indi-
cam que, em determinados periodos, a populacao de pequenas cidades pode apresentar um
crescimento percentual aprorimadamente constante ao longo do tempo.

Considere uma cidade que possuia 20 000 habitantes no inicio de determinado
ano. Apds & anos, um novo censo indicou que a populacao havia aumentado para 23 000
habitantes. Admita que, nesse intervalo, o crescimento populacional tenha ocorrido

sequndo um padrao regular, mantendo-se a mesma taxa percentual anual.

a) Compare o aumento absoluto da populagao no primeiro e no quinto ano e descreva

qualitativamente o comportamento observado.

b) Determine a taxa percentual anual média de crescimento da populagao.
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¢) Construa um modelo matemdtico que permita estimar a populacdo da cidade apds t

anos.
d) Utilizando o modelo obtido, estime em quantos anos a populacdo dessa cidade atingird

30 000 habitantes.

Solucado. Denote-se por P(t) a populacdo da cidade t anos ap6s o inicio do periodo

observado. Sabe-se que
P(0) =20000 e P(5)=23000.

Admite-se que o crescimento populacional ocorre segundo uma taxa percentual anual

constante.

Item (a) No primeiro ano, o aumento absoluto da populagao ¢ dado por
P(1) - P(0),

enquanto no quinto ano o aumento absoluto é
P(5) — P(4).

Em um crescimento de natureza percentual, esses acréscimos absolutos nao sao iguais: o
aumento observado nos anos finais é maior do que nos anos iniciais, pois incide sobre uma
populacao ja ampliada. Esse comportamento indica que a variacao da populacao nao é
constante em termos absolutos, mas proporcional ao valor atual da grandeza, caracteris-

tica de fungao exponencial segundo o Teorema 7 (p. 72).

Item (b) Seja r a razdo de crescimento anual da populagdo. O fato de o crescimento
percentual ser constante implica que, a cada ano, a populacao é multiplicada por um
mesmo fator r > 1.
Apos 5 anos, tem-se:
20000 - ° = 23 000.

Dividindo ambos os lados por 20 000, obtém-se:

Logo,
r= /1,15 = 1,157,

Esse valor representa o fator multiplicativo anual da populagao.
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Item (c) Uma vez identificado que a populacdo ¢ multiplicada anualmente por um
mesmo fator r, o modelo matemaético que descreve a populagao ao longo do tempo é dado
por

P(t) = 20000 - r*.

Substituindo o valor obtido no item anterior,
P(t) = 20000 - (1,15)"°.

Essa expressao permite estimar a populacao da cidade ap6s t anos, sob a hipotese de

manutencao da taxa percentual de crescimento.

Item (d) Deseja-se determinar o instante ¢ em que a populagao da cidade atinge 30 000

habitantes. Para isso, impoe-se a condicao
20000 - r* = 30 000.

Dividindo ambos os lados por 20 000, obtém-se

30000
b= =1

rt = =1,5.
20000

Para determinar o valor de t, é necessario inverter a fungdo exponencial. Nesse
ponto, introduz-se o logaritmo decimal (base 10). Aplicando o logaritmo a ambos os
membros da igualdade, tem-se log(r*) = log(1,5).

Utilizando a propriedade dos logaritmos das poténcias,
log(r) =t - logr,
obtemos
t-logr =log(1,5).

Isolando t, resulta

‘o log(1,5)'

logr

Aplicando novamente a propriedade dos logaritmos das poténcias,

1
log(\5/1,15> = log((1,15)7) = - log(1,15).
Substituindo essa expressao na formula de ¢, obtém-se

~log(1,5)  5log(1,5) 5-0,1761
~ llog(1,15)  log(1,15)  0,0607

~ 14, 5.
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Portanto, o modelo indica que a populagao da cidade atingira o patamar de 30 000
habitantes apds aproximadamente 14,5 anos, desde que a taxa percentual de crescimento
se mantenha constante ao longo do periodo analisado.

Para fins de comparacao conceitual, consideremos um modelo afim que descreva
a evolucao da populacao no mesmo intervalo inicial. Como a populacao passou de 20000
para 23 000 habitantes em 5 anos, o acréscimo médio anual foi de 600 habitantes, condu-
zindo ao modelo afim P,(t) = 20000 + 600t.

Esse modelo pressupoe variagoes absolutas constantes ao longo do tempo. Por

outro lado, o modelo exponencial

P,(t) =20000- 7, r= /1,15,

pressupoe variacoes relativas constantes, isto é, um crescimento percentual proporcional
ao valor atual da populacao.

Embora ambos os modelos coincidam nos instantes t = 0 e £ = 5, seus comporta-
mentos divergem significativamente para valores maiores de t. Por exemplo, ap6s 15 anos,
o modelo afim prevé uma populacao de 29 000 habitantes, enquanto o modelo exponencial
estima aproximadamente 30418 habitantes.

Essa comparacao evidencia que a escolha do modelo matemético adequado de-
pende da natureza da variacao observada no fendémeno, reforcando a distin¢ao conceitual

entre crescimento linear e crescimento exponencial.

-10%
3.2 %
--- Modelo afim P,(t) = 20000 + 600t

3 | |— Modelo exponencial P,(t) = 20000 - (1,15)/° :
@ - .
= 28]
=
=
<= 2.6
o
o]
g 24
=
2,
O
A~ 22

2

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tempo t (anos)

Figura 6.6: Comparacao entre modelos afim e exponencial para o crescimento populaci-
onal.
Fonte: (Autor, 2026)
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Problema 6.4.5. No mercado financeiro brasileiro, a taxa CDI acompanha de perto a
taxa Selic efetiva, geralmente situando-se 0,10 ponto percentual abaixo da Selic efetiva.
Investimentos do tipo CDB atrelados a 100% do CDI apresentam, assim, uma rentabili-
dade muito proxima a taxa bdsica de juros definida pelo Banco Central.

Considere um investidor que aplica uma quantia inicial em um CDB que rende
100% do CDI, admitindo-se que, ao longo do periodo analisado, a taza anual associada ao
CDI permaneca aproximadamente constante. O rendimento do investimento € incorporado
ao montante acumulado ao final de cada periodo, de modo que o valor aplicado cresce ao
longo do tempo.

Seja V (t) o wvalor da aplica¢ao apds t meses.

a) Que tipo de comportamento matemdtico é compativel com a forma como o valor da

aplicacao evolui ao longo do tempo.

b) Determine, em funcio da taza anual associada ao CDI, o tempo necessdrio para que

o valor inicialmente aplicado seja duplicado.

¢) Explique por que esse tempo depende apenas da taza de crescimento do investimento

e nao do valor inicial aplicado.

Como referéncia, observe que, em um cendrio no qual a taza Selic efetiva seja de
15% ao ano, a taxa CDI correspondente situa-se em torno de 14,9% ao ano. Além disso,

desconsidere o IRPF atrelado ao investimento.

Solugao. Seja V(t) o valor de uma aplicacdo em um CDB atrelado a 100% do CDI
apos t meses. Admite-se que, ao longo do periodo considerado, a taxa anual associada ao
CDI permaneca aproximadamente constante. No cenario de referéncia adotado, uma taxa
Selic efetiva de 15% ao ano corresponde a uma taxa CDI de aproximadamente 14,9% ao

ano.

Item (a) O valor da aplicagdo é atualizado periodicamente, incorporando os rendi-
mentos ao montante acumulado. Isso significa que o rendimento de cada periodo incide
nao apenas sobre o capital inicialmente aplicado, mas também sobre os rendimentos ja
incorporados nos periodos anteriores.

Do ponto de vista matematico, esse comportamento nao é compativel com mo-
delos de crescimento aditivo, nos quais os acréscimos absolutos em intervalos de tempo
iguais sao constantes. Aqui, os acréscimos aumentam a medida que o capital cresce, o
que indica um crescimento proporcional ao valor acumulado.

Esse tipo de evolugao é caracteristico de processos em que, a cada periodo, o
valor da grandeza considerada é multiplicado por um mesmo fator. Consequentemente,

compativel com um modelo de crescimento exponencial segundo o Teorema 7 (p. 72).
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Item(b) Seja i,, > 0 a taxa mensal efetiva associada ao CDI. A incorporagao sucessiva

dos rendimentos implica que o valor da aplicacao ap6s um meés pode ser escrito como
V(1) = (141i,) V(0).
No segundo més, o rendimento incide sobre o capital ja atualizado, de modo que
V(2) =1 +i,)V(1) = (1+1,)* V(0).
Prosseguindo por inducao, obtém-se a expressao geral
V(t)=(1+41,)" V(0), t>0.

A taxa mensal 7,, é determinada a partir da taxa anual do CDI. Como a aplicacao

rende aproximadamente 14,9% ao ano, tem-se
V(12) = (1 4+ 0,149)V(0).

Por outro lado, pelo modelo mensal,
V(12) = (1 +i,,)"?V(0).

Comparando as duas expressoes, segue que
(14 1,,)" = 1,149.

O tempo necessario para que o capital inicialmente aplicado seja duplicado é

determinado pela condigao
V(t) = 2V(0).

Substituindo a expressao do modelo exponencial, obtém-se
(1 +1m)" V(0) =2V(0),

e, como V(0) > 0,
(1+im) = 2.

Tomando logaritmos em ambos os lados,
tlog(1 + i,,) = log 2.

Assim,
log 2

- log(1 +4p,)
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Usando a relacao (1 +4,,)'? = 1,149, tem-se
, 1
log(1 + i) = T log(1,149),

e, portanto,
log 2

t=12 2"
log(1,149)

Realizando o calculo numérico,

log2 ~ 0,6931 e log(1,149) ~ 0,1390,

obtém-se
0,6931 N

t~ 12 x ~
0,1390

60.

Logo, o tempo necessario para a duplicacao do capital é de aproximadamente 60

meses, isto é, cerca de 5 anos.

Item(c) Observa-se que a expressao obtida para o tempo de duplicagao,

. log 2
log(1,149)’
nao envolve o valor inicial V'(0). Isso decorre diretamente da estrutura do modelo ex-
ponencial, pois, ao impor a condigao de duplicagdo V (t) = 2V (0), o fator V(0) aparece
multiplicando ambos os lados da equacao e pode ser simplificado.

Do ponto de vista conceitual, esse resultado indica que o tempo de duplicacao é
uma caracteristica intrinseca do processo de crescimento proporcional, dependendo exclu-
sivamente da taxa associada ao modelo. O capital inicial influencia os valores absolutos da
aplicagao, mas nao altera o ritmo relativo de crescimento, que é determinado unicamente
pela taxa do CDI.

Problema 6.4.6. Considere uma quantia fiza de dinheiro mantida em espécie ao longo
do tempo, sem qualquer tipo de aplicacdo financeira. Suponha que a economia seja carac-
terizada por uma taxa de inflacao anual aprorimadamente constante.

Seja P(t) o poder de compra dessa quantia apds t anos, entendido como a quan-
tidade de bens e servicos que pode ser adquirida no instante t em comparacao com o

instante inicial t = 0.

a) Do ponto de vista matemdtico, como a inflagdo afeta o poder de compra ao longo do

tempo.

b) Admitindo que a taza anual de inflagao permaneca constante, determine um modelo

funcional adequado para descrever a evolugao de P(t).
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c¢) Ezplique por que, nesse contexto, o poder de compra decresce ao longo do tempo mesmo

que o valor nominal da quantia considerada permaneca inalterado.

Como referéncia, considere um cendrio em que a tara anual de inflagao seja de

aproximadamente 5% ao ano.

Solugao. Seja P(t) o poder de compra de uma quantia fixa de dinheiro apos t anos.
Embora o valor nominal dessa quantia permaneca inalterado ao longo do tempo, a inflagao
provoca uma elevacao generalizada dos precos, o que afeta diretamente a quantidade de

bens e servigos que podem ser adquiridos.

Item(a) A inflagdo atua de forma cumulativa ao longo do tempo: a elevagdo dos pregos
em um determinado ano incide sobre os precos ja corrigidos dos anos anteriores. Conse-
quentemente, a perda do poder de compra nao ocorre por reducoes absolutas constantes,
mas por redugoes proporcionais sucessivas.

Do ponto de vista matemaético, isso significa que o poder de compra em cada
periodo é obtido multiplicando-se o poder de compra do periodo anterior por um fator
constante menor que 1, associado & taxa de inflagdo. De acordo com o Teorema 7 (p.
72), esse comportamento exclui modelos de decaimento aditivo e aponta para um processo

de decaimento proporcional.

Item(b) Seja r > 0 a taxa anual de inflacdo. A cada ano, os pre¢os aumentam por
um fator (1 + r), de modo que a mesma quantia monetaria passa a adquirir apenas uma

fracao desse valor em termos reais. Assim, o poder de compra ap6s um ano é dado por

B 1
14

P(1) P(0).

No segundo ano, a inflacao incide novamente sobre os precos ja corrigidos, o que

conduz a
1 1

PO =17 P =575

Prosseguindo por inducao, obtém-se, para ¢t anos,

P(0).

1

PO= ay

P(0).

No cenério de referéncia em que a taxa anual de inflacao é de 5%, isto é, r = 0,05,

o modelo assume a forma
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Item(c) A expressdo obtida mostra que o poder de compra decresce ao longo do tempo
segundo um modelo exponencial decrescente. Esse decaimento ocorre independentemente
de qualquer variagao no valor nominal da quantia considerada, sendo determinado exclu-
sivamente pela taxa de inflacao.

Do ponto de vista conceitual, esse resultado evidencia que a inflacao atua como um
processo de erosao proporcional do valor real do dinheiro. A cada periodo, a perda incide
nao apenas sobre o poder de compra inicial, mas também sobre as perdas acumuladas nos

periodos anteriores, o que explica o carater exponencial do fenémeno.

Observacao. Nos problemas anteriores, foram estudados dois feno6menos distintos sob
o ponto de vista da modelagem matematica. No primeiro, analisou-se a evolugao do valor
nominal de um capital investido em um CDB atrelado ao CDI, cujo crescimento ao longo
do tempo é descrito por um modelo exponencial com fator anual (1 + 7). No segundo,
investigou-se a perda do poder de compra de uma quantia monetaria em um ambiente
inflacionério, fenémeno igualmente governado por um modelo exponencial, agora com
fator anual (1 + )7t

Embora os contextos sejam distintos, observa-se que ambos os problemas com-
partilham a mesma estrutura matemaética fundamental: em cada periodo de tempo, a
grandeza considerada é multiplicada por um fator constante, maior que 1 no caso do in-
vestimento e menor que 1 no caso da inflacao. Esses fatores expressam, respectivamente,
um crescimento proporcional e um decaimento proporcional.

Quando se considera simultaneamente o rendimento de um investimento e a acao
da inflagdo (situagdo que corresponde ao problema economicamente relevante), o com-
portamento do capital em termos reais é obtido pela composicao direta dos dois modelos
analisados anteriormente. Em particular, apés um ano, o capital nominal é multiplicado
por (1 + ), enquanto o poder de compra de cada unidade monetaria é multiplicado por
(1+7r)"L

Consequentemente, o fator que descreve a evolugao real do capital ao longo de
um ano é dado pelo produto

(1+3)(1+r)""

Esse fator nao introduz um novo tipo de crescimento, mas resulta exclusivamente da
combinagao dos dois processos exponenciais ja estudados. Escrevendo esse fator na forma

1 + p, obtém-se a relacao

na qual p representa a taxa real de crescimento do capital.
Dessa forma, a nocao de taxa real de juros surge como um elo conceitual en-
tre os modelos analisados: ela expressa, em um tnico parametro, o efeito conjunto do

crescimento nominal do investimento e da perda de poder de compra provocada pela in-
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flacao. Esse resultado evidencia que os dois problemas discutidos ao longo do capitulo

nao sao independentes, mas manifestacoes distintas de uma mesma estrutura exponencial

subjacente.

Universidade Federal do Amapa - UNIFAP 116



CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo desta dissertacao, investigou-se uma abordagem para o estudo das fun-
¢oes do Ensino Bésico, em particular as afins, quadraticas e exponenciais, fundamentada
na andalise de diferencas absolutas e variagoes relativas associadas a incrementos regulares
da variavel independente.

Essa perspectiva permitiu compreender tais fun¢oes nao apenas como expressoes
algébricas previamente estabelecidas, mas como estruturas matematicas que emergem
da observacao de regularidades discretas, frequentemente associadas a situacoes reais de
modelagem. Desse modo, o foco do trabalho deslocou-se da simples aplicagao de formulas
para a caracterizacao conceitual dos comportamentos funcionais.

Mostrou-se que funcoes afins podem ser caracterizadas pela constancia das di-
ferencas absolutas entre valores sucessivos, o que se traduz em acréscimos regulares nos
valores da funcao quando a variavel independente é incrementada de forma uniforme.

Quanto as funcoes quadraticas, evidenciou-se que, embora tais acréscimos nao
sejam constantes, as diferencas de segunda ordem o sado, caracterizando um crescimento
acelerado cuja estrutura pode ser compreendida a partir da anélise sisteméatica de dados
discretos.

J& as funcoes exponenciais foram estudadas a partir da constancia das variacoes
relativas, revelando-se como modelos adequados para fenémenos em que incrementos re-
gulares da variavel independente produzem crescimento ou decaimento multiplicativo nos
valores da funcao. Assim, as trés classes de fun¢oes foram tratadas de maneira equilibrada,
a partir de um mesmo principio metodologico, sem que nenhuma delas fosse privilegiada
em detrimento das demais.

Durante o desenvolvimento da pesquisa, tornou-se evidente que essa forma de
caracterizacao das fungoes elementares é pouco explorada em grande parte dos livros di-
déticos brasileiros. Embora existam excecoes, observa-se que, na maioria dos casos, a
modelagem matematica é apresentada por meio de situagoes ficticias ou excessivamente
simplificadas, o que tende a dificultar o interesse dos estudantes e a limitar as possibi-
lidades de interdisciplinaridade. Além disso, é recorrente que os problemas propostos

fornecam explicitamente a expressao da funcao a ser utilizada, nao permitindo que o
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aluno participe do processo de construcao do modelo matematico. Essa préatica reduz a
modelagem a um exercicio de aplicagao mecéanica, esvaziando seu potencial formativo.

Nesse contexto, a principal contribuicao pratica deste trabalho consiste em apre-
sentar uma alternativa metodologica em que a funcao nao é entregue de antemao, mas
deduzida a partir de dados e propriedades observaveis, como diferencas absolutas ou ra-
zoes constantes. Tal abordagem favorece o desenvolvimento do raciocinio matemaético,
estimula a interpretacao critica de informacoes e amplia as possibilidades de articula-
¢ao da matemaética com outras dreas do conhecimento, como fisica, biologia e economia,
reforcando o papel da modelagem matematica no processo educativo.

Cabe ainda destacar que a motivacao para o desenvolvimento desta pesquisa esta
diretamente relacionada ao meu percurso formativo no ambito do PROFMAT. Ao ingres-
sar no programa, a caracterizacao das funcoes elementares a partir da analise de diferencas
discretas e variagoes relativas nao fazia parte da formacgao matematica prévia do autor,
apesar do uso frequente dessas fungoes no ensino bésico. A descoberta dessa abordagem
revelou-se particularmente significativa, pois evidenciou uma forma mais conceitual, es-
truturada e integrada de compreender fungoes afins, quadraticas e exponenciais, distinta
da apresentacao tradicional centrada em férmulas prontas. Essa experiéncia foi deter-
minante para a escolha do tema da dissertacao e reforca a relevancia de propostas que
valorizem a compreensao conceitual de tais fungoes no contexto do ensino e da modelagem
matematica.

Apesar dos resultados alcangados, esta pesquisa apresenta limitacoes. Destaca-
se, em particular, a escassez de referencial teérico que articule, de forma sistemaética, a
caracterizacdo de funcoes do Ensino Bésico via diferencas discretas com as praticas de
modelagem matematica escolar. A auséncia de uma literatura consolidada sobre essa
abordagem exigiu um esforco adicional de organizacao conceitual e justificativa metodo-
logica, o que, ao mesmo tempo, evidencia o carater exploratorio do trabalho.

Como desdobramento natural, futuras pesquisas podem aprofundar essa perspec-
tiva, investigando sua aplicacao a outras classes de funcoes e avaliando empiricamente seu
impacto no processo de ensino e aprendizagem. A elaboracao de materiais didaticos base-
ados nessa abordagem, bem como a realizagao de estudos em sala de aula, pode contribuir
para tornar o ensino de fungoes mais significativo, conceitualmente solido e conectado a

situagoes reais, fortalecendo a interdisciplinaridade e o papel formativo da matematica.
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