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RESUMO

A presente dissertag@o investiga o ensino e a aprendizagem da Andlise Combinatéria no Ensino
Médio, abordando a lacuna entre a abordagem tradicional, focada na aplicacao de férmulas, e
a crescente exigéncia de raciocinio 16gico-combinatdrio por avaliagdes de larga escala, como
o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), e competi¢des cientificas, como a Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). O objetivo principal € analisar o
potencial pedagégico de problemas de contagem oriundos desses exames e, a partir desta
andlise, desenvolver um produto educacional que sirva como proposta pedagdgica. Para tanto,
realiza-se uma revisdo bibliogréfica sobre o raciocinio combinatério e a metodologia de ensino-
aprendizagem através da resolucdo de problemas, tendo como norte as diretrizes da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) e autores de referéncia na drea. A pesquisa culmina
na andlise qualitativa de uma coletanea de questdes, utilizando-se de Inteligéncia Artificial
Generativa (IAG) como ferramenta auxiliar na andlise pedagdgica e preditiva de erros conceituais,
associando suas estratégias resolutivas as competéncias e habilidades matematicas preconizadas.
Como resultado, elabora-se um material didatico com resolu¢des comentadas que explicitam
essa conexao curricular. Conclui-se que a utilizaco estratégica de problemas de olimpiadas
e vestibulares, apoiada por ferramentas contemporaneas, constitui um caminho fundamentado
para um ensino de Andlise Combinatdria mais significativo, critico e alinhado as competéncias

exigidas na educacdo contemporinea.

Palavras-chave: Andlise Combinatéria. Resolucido de Problemas. BNCC. Educa¢do Matemética.
Olimpiadas de Matemdtica. ENEM. OBMEP. Inteligéncia Artificial Generativa.



ABSTRACT

This dissertation investigates the teaching and learning of Combinatorial Analysis in High School,
addressing the gap between the traditional approach, focused on the application of formulas,
and the growing demand for combinatorial logical reasoning by large-scale assessments, such
as the National High School Exam (ENEM), and scientific competitions, such as the Brazilian
Mathematics Olympiad of Public Schools (OBMEP). The main objective is to analyze the
pedagogical potential of counting problems originating from these exams and, based on this
analysis, develop an educational product that serves as a pedagogical proposal. To this end,
a bibliographic review is carried out on combinatorial reasoning and the teaching-learning
methodology through problem-solving, guided by the directives of the National Common
Curricular Base (BNCC) and reference authors in the field. The research culminates in the
qualitative analysis of a collection of questions, utilizing Generative Artificial Intelligence (GAI)
as an auxiliary tool in the pedagogical and predictive analysis of conceptual errors, associating
their resolution strategies with the recommended mathematical competencies and skills. As
a result, didactic material is elaborated with commented resolutions that make this curricular
connection explicit. It is concluded that the strategic use of Olympiad and entrance exam problems,
supported by contemporary tools, constitutes a well-founded path for a more significant, critical,
and aligned teaching of Combinatorial Analysis with the competencies required in contemporary
education.

Keywords: Combinatorial Analysis. Problem Solving. BNCC. Mathematics Education. Mathe-
matics Olympiads. ENEM. OBMEDP. Generative Artificial Intelligence.
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1 INTRODUCAO

A presente dissertacao tem como foco de investigacdo a Andlise Combinatéria no Ensino
Médio, delimitando seu objeto ao estudo de problemas de contagem oriundos de competi¢des
como a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e de avaliagdes em
larga escala, como o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). A pesquisa investiga como
as estratégias resolutivas exigidas por esses problemas se articulam com as competéncias e
habilidades previstas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), visando ir além de um
ensino pautado na memorizacdo de férmulas.

A justificativa para a escolha do tema reside na confluéncia de dois fatores: a notdria
dificuldade dos estudantes com o raciocinio combinatdrio e a crescente valorizacao de habilidades
l6gico-analiticas por avaliacdes nacionais e internacionais, como o ENEM, o PISA e o SPAECE.
Em contrapartida a abordagem procedimental tradicional, os problemas olimpicos e de vestibulares
oferecem um contexto rico para o desenvolvimento da criatividade, da modelagem e do pensamento
critico. Dessa forma, torna-se relevante e necessdria a busca por abordagens pedagégicas que
conectem o potencial desses problemas ndo-rotineiros as diretrizes curriculares da educagao
bésica brasileira.

Diante do exposto, o objetivo geral deste trabalho € analisar o potencial pedagdgico de
problemas de contagem selecionados e, a partir dessa andlise, desenvolver um produto educacional
que sirva como proposta para o ensino de Andlise Combinatéria. Para tal, foram delineados os
seguintes objetivos especificos: investigar como problemas de competi¢cdes podem ser adaptados
para a sala de aula; analisar quais habilidades da BNCC sdao mobilizadas em seu processo de
resolucdo; e propor atividades que preparem os alunos para as exigéncias de avaliacOes externas.

Para alcancar tais objetivos, a dissertacao foi estruturada em capitulos que constroem,
progressivamente, a ponte entre a teoria e a pratica.

O Capitulo 2, o Referencial Tedrico, estabelece as bases que sustentam a pesquisa.
Nele € discutido como as diretrizes da BNCC e a matriz do ENEM valorizam um pensamento
matemadtico que transcende a aplicacio de féormulas. E analisada a metodologia de ensino-
aprendizagem através da resolucdo de problemas, com suporte em autores como Dante e Polya, e
contextualizamos a urgéncia de novas abordagens a partir de diagndsticos como o do PISA. Por
fim, caracterizamos a OBMEP como uma politica educacional de impacto e aprofundamos o
conceito de raciocinio combinatdrio defendido por pesquisadores da érea.

No Capitulo 3, intitulado Andlise Combinatdria, € realizada uma revisao aprofundada
do contetido matematico que € objeto deste estudo. Partindo de um resgate histérico sobre o
surgimento da disciplina, o capitulo detalha os principios fundamentais da contagem, os diferentes
tipos de agrupamentos — permutacoes, arranjos € combinagdes (simples e com repeticao) —
e explora tépicos essenciais para a resolucdo de problemas mais complexos, como o Principio
da Casa dos Pombos, o Triangulo de Pascal € o Bindmio de Newton, fundamentando a base de

conhecimento necessdria para a andlise que se segue.
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O Capitulo 4, Andlise de Problemas, representa o nucleo pratico desta dissertacdo. Neste
ponto € apresentada uma coletanea de questdes selecionadas do ENEM, de vestibulares da
UECE e da OBMEP. Cada problema ¢ acompanhado ndo apenas de uma resolu¢do matemaética
detalhada, mas também de uma andlise pedagdgica que o conecta diretamente as competéncias e
habilidades da BNCC. Este capitulo materializa a proposta do trabalho, demonstrando como a
teoria discutida no referencial pode ser aplicada na pratica para enriquecer o ensino da Anélise
Combinatoria.

Finalmente, o Capitulo 5, “A Inteligéncia Artificial Generativa como ferramenta de
Andlise de Erros e Geragao de Distratores”, avanga a discussao ao explorar o uso de tecnologias
emergentes como apoio ao docente. Este capitulo investiga como a IAG pode ser estrategicamente
empregada para analisar os erros conceituais recorrentes dos alunos — identificados na andlise
prética do capitulo anterior — e para gerar distratores qualificados, oferecendo ao professor uma
ferramenta moderna para a elaboracao de avaliacdes formativas mais eficazes.

A literatura recente do PROFMAT apresenta importantes contribuicdes sobre o ensino de
Andlise Combinatdria sob diferentes prismas. Mourao (2018) explorou a aplica¢do do contetido
em exames militares e olimpiadas; Rocha (2019) analisou as perspectivas de ensino alinhadas a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC); e Neto (2024) investigou a eficiéncia da dedugdo de
férmulas especificamente para o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). O diferencial desta
dissertacdo em relacdo aos trabalhos supracitados reside na integragao da Inteligéncia Artificial
Generativa (IAG) como ferramenta pedagdgica inovadora. Enquanto as pesquisas anteriores
focam em metodologias resolutivas tradicionais, este trabalho propde o uso da IAG para a criagdo
de distratores qualificados em questdes de Combinatéria no modelo do ENEM, permitindo uma
andlise preditiva de erros conceituais e oferecendo um suporte tecnoldgico inédito na elaboracgdo
de avaliagdes formativas mais eficazes.

Espera-se com este percurso, contribuir para a pritica docente, oferecendo um material
fundamentado, incluindo uma reflexdo sobre a aplicacdo de novas tecnologias no processo
avaliativo, que sirva de inspira¢do para um ensino de Andlise Combinatéria mais significativo,

desafiador e alinhado as competéncias exigidas do estudante do século XXI.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O presente capitulo estabelece as bases tedricas que sustentam a investigagio sobre
o uso de problemas olimpicos no ensino de Anélise Combinatéria. Partindo de uma anélise
conjuntural, abordamos como as diretrizes educacionais do pais, representadas pela Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) e pelo Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), valorizam o
desenvolvimento de um pensamento matematico critico e aplicado, distanciando-se de uma
abordagem puramente procedimental. Nesse contexto, a Andlise Combinatéria emerge ndo como
um campo de memorizacdo de férmulas, mas como um terreno fértil para o desenvolvimento de
habilidades essenciais de contagem, modelagem e argumentacao.

Para conectar as exigéncias curriculares a uma prética pedagdgica eficaz, este referencial
explora a metodologia de ensino-aprendizagem através da resolu¢do de problemas, fundamentada
em tedricos como Dante (2009), e detalha o método heuristico de Polya (1978) como em seu livro
“A arte de resolver problemas” estruturando, dessa forma, um caminho para o desenvolvimento do
raciocinio. A urgéncia de tais abordagens € reforcada pela andlise do desempenho brasileiro em
avaliacOes internacionais, como o PISA. Finalmente, apresentamos as competicoes cientificas,
em especial a Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Piblicas (OBMEP), como um
ecossistema multifacetado que ndo apenas revela talentos, mas também oferece um acervo
de problemas desafiadores capazes de potencializar o desenvolvimento das competéncias e

habilidades matemadticas preconizadas para o Ensino Médio.
2.1 O RACIOCINIO COMBINATORIO: PARA ALEM DAS FORMULAS

A Anélise Combinatdria € a drea da matematica que estuda a contagem, a organizacao
e a escolha de elementos de um conjunto finito. No contexto do Ensino Médio, seu ensino
frequentemente se resume a aplicagdo de férmulas de arranjos, permutagdes € combinagoes.
No entanto, uma abordagem mais aprofundada, e em linha com as tendéncias da educacao
matematica, valoriza o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio. Este se caracteriza pela
capacidade de organizar o pensamento de forma a enumerar todas as possibilidades de um evento,
sem a necessidade de recorrer a féormulas prontas, mas sim aos principios fundamentais da
contagem.

Essa perspectiva € corroborada por pesquisadoras brasileiras como Cristiane Pessoa e
Rute Borba, referéncias na drea. Elas defendem que o trabalho com a Andlise Combinatéria deve
comecar muito antes do Ensino Médio e ter como foco o desenvolvimento de uma forma de pensar
especifica. Segundo Borba e Pessoa (2013), o raciocinio combinatério € “um tipo de pensamento
que envolve contagem, mas que vai além da enumeragdo de elementos de um conjunto”. Essa
visdo destaca a Combinatdria ndo como um mero tépico, mas como uma ferramenta para o
desenvolvimento cognitivo do aluno. Pessoa (2009) reforca essa ideia ao afirmar que, “do
ponto de vista psicolégico, a Combinatoria é um esquema operacional fundamental para o

desenvolvimento do pensamento logico, ou seja, um modo de raciocinar”.
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Os Principios Fundamentais da Contagem, o Aditivo e o Multiplicativo, sdo a base para a
resolucdo de qualquer problema combinatdrio. O Principio Aditivo € utilizado quando as escolhas
sao excludentes entre si, enquanto o Principio Multiplicativo se aplica a decisdes sucessivas e
dependentes. A compreensao e aplicagdo desses principios sdo essenciais para a construcao de
um entendimento sélido da Andlise Combinatoria.

Ainda sobre este topico € vdlido salientar que autores brasileiros cldssicos como Morgado
et al. (2016) relatam em suas obras 0 quao importante € a resolu¢do de problemas de andlise
combinatdria sem recorrer ao uso de férmulas.

Essa ideia evidencia que a €nfase nos principios bdsicos ndo € apenas uma tendéncia
pedagdgica recente, mas uma recomendacao de longa data por parte de matemadticos experientes,
que veem na aplicacdo direta das férmulas um obstaculo para a verdadeira compreensao e para
o desenvolvimento da habilidade de resolver problemas. A constru¢ao do raciocinio, portanto,

precede e transcende a aplicacdo mecénica de expressdes matematicas.

2.2 A COMBINATORIA NA BNCC E NO ENEM: COMPETENCIAS E HABILIDADES
EM FOCO

Este trabalho explora a intersec¢do entre a Andlise Combinatdria, presente em desafios
de olimpiadas de matematica como a OBMEDP, e as diretrizes curriculares nacionais para o
Ensino Médio, com foco na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e no Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM). A proposta € fundamentar a pesquisa que investiga como o trabalho com
problemas olimpicos de Combinatdria, com suporte em obras de referéncia como as de Morgado
et al. (2016), pode potencializar o desenvolvimento das competéncias e habilidades matemdticas
previstas para os estudantes dessa etapa da educagdo basica.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Médio, na drea de Matemadtica
e suas Tecnologias, enfatiza o desenvolvimento de competéncias que vao além da simples aplicagao
de algoritmos, valorizando a resolucdo de problemas, a argumentacio e a capacidade de relacionar
a matemadtica com o cotidiano.

No que tange a Andlise Combinatéria, a Competéncia Especifica 3 da BNCC (Brasil,

2018) € particularmente relevante:

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemdticos, em seus campos [... ]
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugoes propostas,

de modo a construir argumentos consistentes.

Esta competéncia se desdobra em habilidades. A principal é a EM13MAT310, que visa
“Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de agrupamento de
elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas

como o diagrama de arvore” (Brasil, 2018).
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De forma complementar, a habilidade EM13MAT311 conecta a contagem a probabilidade,
estabelecendo a necessidade de “Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios,
realizando a contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o
cdlculo da probabilidade” (Brasil, 2018).

Cada habilidade € identificada por um cddigo alfanumérico cuja composi¢ao € a Figura 1:

Figura 1 — Cédigo Alfanumérico

.......................

Q Q

ie Ensino Médio

Fonte: BNCC (Brasil, 2018)

Segundo esse critério, o codigo EM13LGG103, por exemplo, refere-se a terceira
habilidade proposta na area de Linguagens e suas Tecnologias relacionadas a competéncia
especifica 1, que pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio, conforme defini¢des
curriculares.

E preciso enfatizar que a organizacdo das habilidades do Ensino Médio da BNCC (com
explicagcdo da vinculag@o entre competéncia especifica de drea e habilidade) tem como objetivo
definir claramente as aprendizagens essenciais a ser garantidas aos estudantes nessa etapa.

A abordagem da Anélise Combinatéria em problemas olimpicos dialoga diretamente
com as diretrizes da BNCC. A resolucdo desses problemas ¢ uma aplicagdo direta e aprofundada
da habilidade EM13MAT310, desafiando o estudante a:

* Interpretar e modelar: Traduzir o enunciado de um problema para a linguagem da Anélise

Combinatdria, identificando as decisdes a serem tomadas e a natureza dos agrupamentos.

* Desenvolver estratégias: A escolha entre o principio multiplicativo e o aditivo, a identifi-
cacao de permutacdes ou combinacdes, € o uso de técnicas como a inclusdo-exclusio sao a

esséncia da estratégia resolutiva.
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* Argumentar e justificar: Uma solu¢cdo em uma olimpiada ndo se resume a resposta
numérica. E preciso construir um argumento 16gico que justifique a contagem, habilidade

que se conecta diretamente com a Competéncia Especifica 3.

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) segue uma linha convergente, avaliando
a capacidade do candidato de mobilizar conhecimentos para resolver problemas cotidianos. A
Anilise Combinatéria é uma ferramenta essencial para a Competéncia de Area 7 da Matriz de
Referéncia de Matematica (INEP, 2023):

“Compreender o cardter aleatorio e ndo deterministico dos fendomenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinagdo de amostras

e cdlculos de probabilidade...”

Dentro desta competéncia, a Habilidade 28 (INEP, 2023) € a mais relevante, pois exige do

candidato:

“Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabili-

dade.”

Problemas de probabilidade, muito comuns no exame, dependem intrinsecamente de uma conta-
gem correta dos casos possiveis e favordveis, reforcando a importancia da Analise Combinatoria
como conhecimento de base para a resolugdo de itens do ENEM.

O raciocinio combinatério, ao forcar o estudante a pensar de forma sistemdtica, a
considerar todos os casos e a evitar contagens duplas, desenvolve o pensamento critico e a
capacidade de resolucao de problemas de forma ampla, extrapolando o dominio da matematica.

Em suma, fica evidente a convergéncia entre as exigéncias da BNCC, a abordagem
do ENEM e o potencial dos problemas olimpicos. O estudo da Andlise Combinatdria focado
em estratégias resolutivas, conforme guiado por obras de referéncia e exigido em olimpiadas,
constitui um treinamento intensivo no desenvolvimento de um pensamento matemdtico robusto e
estratégico. Essa abordagem nao apenas se alinha perfeitamente as competéncias delineadas pela
BNCC, mas também capacita o estudante a enfrentar tanto os desafios de avaliacdes de larga

escala, como o ENEM, quanto problemas complexos em diversas dreas do conhecimento.

2.3 A APRENDIZAGEM DE MATEMATICA POR MEIO DA RESOLUCAO DE PROBLE-
MAS

A Andlise Combinatéria € o campo da matemdtica que se dedica aos problemas de
contagem. Tradicionalmente, seu ensino no Ensino Médio € marcado por uma abordagem
procedimental, focada na aplicacdo de formulas de arranjos, permutacdes e combinagdes.
Contudo, essa metodologia frequentemente resulta em uma aprendizagem mecanica, na qual os
estudantes ndo desenvolvem a capacidade de interpretar e modelar situagdes-problema, que € a

esséncia do pensamento combinatdrio.
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A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Médio propde uma mudanca
nessa perspectiva, valorizando o desenvolvimento de competéncias e habilidades em detrimento
da mera memorizagdo. Para a Combinatdria, a BNCC enfatiza a necessidade de desenvolver o
raciocinio combinatdrio, que envolve a organizagdo de dados, a sistematiza¢do da contagem e a
construgdo de estratégias para enumerar possibilidades.

A competéncia especifica 5 da drea de Matemadtica e suas Tecnologias orienta a “utilizacdo
de processos e ferramentas matemdaticas, inclusive tecnologias digitais, para modelar e resolver
problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e
resultados” Brasil (2018). Dentro dessa competéncia, a habilidade EM13MAT310 € diretamente
ligada ao tema.

A BNCC (Brasil, 2018), a0 mencionar “estratégias diversas” e os “principios multiplicativo
e aditivo”, sinaliza que o foco deve estar na compreensdo dos processos de contagem, € nao na
escolha de uma férmula pronta. Problemas olimpicos, por sua natureza desafiadora e ndo-rotineira,
oferecem um terreno fértil para o desenvolvimento dessa habilidade, pois exigem que o estudante
va além do que € trivial e construa suas proprias estratégias resolutivas.

A metodologia de ensino-aprendizagem através da resolucdo de problemas posiciona o
problema ndo como um exercicio de aplicagdo de um conceito ja ensinado, mas como o ponto
de partida para a constru¢cdo do conhecimento matemdtico. O aluno se torna o protagonista
de seu aprendizado, investigando, formulando hipéteses e desenvolvendo conceitos a partir da
necessidade de superar um desafio.

Um dos maiores expoentes dessa metodologia no Brasil, Dante (2009), define um
problema como uma situagcao que demanda a descoberta de informacdes desconhecidas e para a
qual o estudante ndo possui uma soluc¢ao imediata. Ele defende que essa abordagem € crucial

para o desenvolvimento do pensamento critico:

“Se o exercicio € um treino, o problema € um desafio. E é resolvendo desafios
que se aprende a pensar e a raciocinar matematicamente. [...] o problema &
o ponto de partida da atividade matemadtica e ndo uma aplicacdo, no final do
capitulo, de férmulas e algoritmos que o professor ensinou.” (Dante, 2009, p.
22).

Nessa perspectiva, o papel do professor se transforma. Ele deixa de ser um mero expositor
de contetdos para se tornar um mediador, um proponente de desafios que instigam a curiosidade
e a investigacdo dos alunos. A resolucdo de problemas, portanto, alinha-se perfeitamente as
competéncias gerais da BNCC, como o pensamento cientifico, critico e criativo (Competéncia
Geral 2).

2.3.1 As Estratégias de Polya: Um Caminho para a Resolucao de Problemas

Resolver um problema complexo, como os de olimpiadas de matemdtica, exige mais
do que conhecimento técnico; demanda uma organiza¢ao do pensamento e um plano de acao.

O matemadtico hungaro George Polya, em sua obra seminal “A Arte de Resolver Problemas”
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(1978), sistematizou um método heuristico para abordar problemas, aplicavel a diversas dreas do
conhecimento. Sua proposta ndo € um algoritmo rigido, mas um guia flexivel dividido em quatro
etapas fundamentais.

Polya (1978) acreditava que a habilidade de resolver problemas € uma habilidade prética,

que se aprende pelo exemplo e pela pratica. Ele afirma:

“Um grande feito € um grande problema resolvido. [...] A resolugao de problemas
é uma habilidade pratica, como, digamos, nadar. Adquirimos qualquer habilidade
pela imitag@o e pela pratica. [...] se quisermos aprender a nadar, teremos que
entrar na dgua, e se quisermos aprender a resolver problemas, teremos que
resolvé-los.” (Polya, 1978, p. 1).

As quatro fases propostas por Polya sao:

* Compreender o Problema: Esta € a fase inicial e crucial. O estudante precisa identificar
a incégnita, os dados disponiveis e as condi¢cdes do problema. Perguntas como “O que
se pede?”, “Quais sdo os dados?” e “E possivel satisfazer as condi¢des?” sdo essenciais.
Em Andlise Combinatdria, esta etapa envolve entender a natureza do agrupamento (€ uma

sequéncia? um conjunto?), se a ordem importa e se hd repeticao de elementos.

* Estabelecer um Plano (Elaborar uma Estratégia): Com o problema compreendido, o
préximo passo € tracar um caminho para a solucdo. Polya sugere uma série de estratégias
heuristicas que podem ser aplicadas. Para problemas de combinatéria olimpica, algumas

das mais eficazes sio:

— Procurar um padrdo: Resolver o problema para casos menores € mais simples
(n=1,n=2,n = 3...) para tentar identificar uma regularidade ou uma férmula de

recorréncia.

— Simplificar o problema: Relaxar algumas das condi¢des do problema para resolvé-lo

em uma versao mais simples e, depois, reintroduzir as restricoes gradualmente.

— Dividir o problema em casos: Separar o problema em subproblemas menores,
mutuamente exclusivos, cuja soma das solugdes resulta na solugdo total (Principio
Aditivo).

— Construir uma soluc¢do passo a passo: Pensar na montagem do agrupamento como

uma série de decisdes sucessivas (Principio Multiplicativo).

— Usar o complementar: As vezes, € mais facil contar o nimero total de casos e subtrair

os casos indesejados (contagem pelo complementar)

* Executar o Plano: Esta fase consiste em colocar a estratégia escolhida em prética,
realizando os célculos e os passos 16gicos necessarios. E uma etapa que exige atengdo e

organizacio. Cada passo deve ser verificado para garantir que estd correto.
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» Fazer o Retrospecto (Olhar para Tras): Concluida a execucio, é fundamental revisar
a solucdo. O estudante deve verificar o resultado, a 16gica dos argumentos e refletir se
seria possivel resolver o problema de uma maneira diferente ou mais simples. Segundo
Polya (1978), esta etapa é fundamental para a consolidag¢do do aprendizado: “mesmo uma
ideia muito boa, se nos ocorrer de repente, aparece apenas como um lampejo. Para que
se torne realmente nossa, temos de reconsiderad-la e reexamind-la demoradamente” (p.
33). No contexto olimpico, essa revisao permite solidificar o conhecimento e transfor-

mar a solug@o de um problema especifico em uma ferramenta para resolver outros no futuro.

A aplicacao consciente das etapas de Polya oferece aos estudantes uma estrutura mental
para atacar problemas de combinatdria que, a primeira vista, parecem intransponiveis. Ao
internalizar esse método, os alunos ndo apenas se preparam para competicoes, mas também
desenvolvem habilidades de resoluc@o de problemas que sdo transferiveis para todas as

dreas da vida académica e profissional, em total consonincia com os objetivos da BNCC.
2.4 DIFICULDADES NO APRENDIZADO DE MATEMATICA

A qualidade do ensino de matemadtica ¢ uma preocupagado central para o desenvolvimento
de qualquer nacgdo, e avaliacdes em larga escala sdo ferramentas essenciais para diagnosticar
desafios e orientar politicas publicas. Nesse contexto, o Programa Internacional de Avaliagao de
Alunos (PISA), coordenado pela Organizacdo para a Cooperacdo e Desenvolvimento Econdmico
(OCDE), se destaca como a principal referéncia mundial para medir as competéncias de estudantes
de 15 anos em Leitura, Ciéncias e, com énfase, em Matematica. O objetivo do PISA nao é medir
a memorizac¢do de contetdo, mas sim a capacidade dos jovens de aplicar seus conhecimentos
para a resolucdo de problemas do mundo real.

Os resultados recentes do Brasil acendem um alerta. Segundo o relatério do PISA
2022, divulgado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
(INEP), o desempenho brasileiro em matemadtica permaneceu estagnado e em um patamar muito
baixo. Os estudantes brasileiros obtiveram uma pontuacdo média de 379 pontos na disciplina,
significativamente inferior a média de 472 pontos dos paises da OCDE. O relatério aponta que
“em matemadtica, 73% dos estudantes no Brasil ndo atingiram o Nivel 2 de proficiéncia” (INEP,
2023), considerado o nivel basico, no qual os alunos conseguem interpretar e reconhecer, sem
instrucdo direta, como uma situagdo simples pode ser representada matematicamente.

Essadificuldade em aplicar o conhecimento matematico em situacdes praticas, evidenciada
pelo PISA, sugere que abordagens pedagdgicas focadas excessivamente em procedimentos e
memorizagao de férmulas sdo insuficientes. A estagnacdao em um nivel baixo de desempenho
indica a urgéncia de se adotar metodologias que priorizem o desenvolvimento do raciocinio,
da argumentacao e da capacidade de resolver problemas, habilidades que estdo no cerne do

letramento matematico avaliado pelo programa.
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2.4.1 Dificuldades no Aprendizado da Anélise Combinatoria e vivéncias em sala de aula

A Andlise Combinatdria € consistentemente apontada na literatura académica como uma
das dreas mais desafiadoras da matemaética escolar, tanto para alunos quanto para professores.
Sua natureza, que exige um raciocinio abstrato e uma interpretagcdo cuidadosa dos problemas,
distancia-se de procedimentos puramente algoritmicos, gerando obsticulos significativos no
processo de ensino-aprendizagem.

Uma das principais dificuldades documentadas € a interpretagdo dos enunciados. Muitos
estudantes lutam para diferenciar as trés operacdes combinatérias bédsicas: arranjo, combinacao
e permutacdo. Segundo Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), um referencial tedrico
fundamental na andlise de erros em combinatéria, as dificuldades ndo residem apenas na
aplicacdo de férmulas, mas na identificagdo do modelo combinatdrio correto que corresponde a
situacdo-problema. Os autores classificam os erros comuns em categorias, como a confusao sobre
a relevancia da ordem dos elementos e a presenca ou auséncia de repeticao, que sdo cruciais para
a correta modelagem do problema.

Outro obstéculo significativo € a tendéncia de focar na memorizagdo de férmulas em
detrimento do desenvolvimento do raciocinio combinatério. Conforme aponta Handaya (2007), a
énfase excessiva em um ensino formulista leva os alunos a uma busca mecénica pela férmula
“certa”’, sem uma compreensao conceitual do porqué aquela férmula se aplica. Essa abordagem
falha em construir a base do Principio Fundamental da Contagem (PFC), que € a ferramenta mais
poderosa e flexivel para resolver problemas de contagem. A auséncia de um entendimento sélido
do PFC impede que os alunos desenvolvam estratégias de resolu¢@o proprias, como a construgao
de diagramas de drvore ou a enumeracao sistemadtica, que sao essenciais para a compreensao do
campo.

Do ponto de vista tedrico, muitos pesquisadores analisam essas dificuldades através da
Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1986). Essa teoria argumenta que um conceito nao
pode ser reduzido a uma simples defini¢do; ele € formado por um tripé que inclui o conjunto
de situagdes que dao sentido ao conceito, o conjunto de invariantes operatorios (conceitos,
teoremas e propriedades) e o conjunto de representacdes simbdlicas (linguagem, notagdes). No
caso da Andlise Combinatdria, a dificuldade estaria na incapacidade dos alunos de conectar as
situacdes-problema (S) aos invariantes corretos (I) — como os conceitos de ordem e repeticdo —
e, consequentemente, de escolher a representacdo simbdlica (R) adequada, seja ela uma férmula
ou um diagrama.

Por experiéncia, o autor, lecionando a disciplina desde 2009 e trabalhando com problemas
olimpicos, observou diversos casos que ilustram as dificuldades dos alunos na aprendizagem de
Andlise Combinatdria. Um fato curioso ocorreu com um excelente aluno do 2° ano do Ensino
Meédio, que se destacava pelo raciocinio rdpido e cujas notas sempre refletiram sua alta capacidade.
Contudo, ao se deparar com uma avaliacdo sobre o tema, ele se sentiu perdido, e o reflexo disso

foi sua primeira nota baixa em todo o ano letivo. Hoje, cursando o 3° ano, a dificuldade persiste.
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stu ue seu mai staculo & ssi S u ira di
O estudante relata que seu maior obstdculo € a necessidade de “pensar de uma maneira diferente
para cada problema”.

relato dele captura com precisdo a esséncia do desafio combinatério: a exigéncia

O relato del t do desafi mbinat

de um raciocinio focado na modelagem e na interpretacdo, em vez da simples aplicacdo de
férmulas. Portanto, a superacdo das dificuldades no aprendizado de Andlise Combinatéria passa
por uma abordagem pedagdgica que priorize a interpretacdo, a modelagem de problemas e o

desenvolvimento do raciocinio.

2.5 PROBLEMAS OLIMPICOS DE COMBINATORIA: UM CAMPO FERTIL PARA O
DESENVOLVIMENTO DE ESTRATEGIAS

Os problemas de Andlise Combinatdria encontrados em competicdes olimpicas de
matematica distinguem-se dos exercicios tradicionais por sua natureza desafiadora e ndo-rotineira.
Eles raramente se resolvem com a aplicacdo direta de uma unica formula. Pelo contrario, exigem
uma compreensao profunda dos conceitos, criatividade e a aplicacao de diversas estratégias de

resolucdo. Entre as principais estratégias, destacam-se:

* Principio da Inclusdo-Exclusdo: Utilizado para contar os elementos da unido de conjuntos

nao disjuntos.

* Principio da Casa dos Pombos (ou Principio das Gavetas de Dirichlet): Garante que,
se mais de n + 1 objetos sdo colocados em #n caixas, entdo pelo menos uma caixa contera
mais de um objeto. Esta € uma ferramenta poderosa para provar a existéncia de certas

configuracoes.

* Contagem Dupla (Double Counting): Consiste em contar um mesmo conjunto de duas
maneiras diferentes para estabelecer uma igualdade e, a partir dela, encontrar o valor

desejado.

* Bijecao: Estabelecer uma correspondéncia um-a-um entre dois conjuntos para demonstrar

que eles possuem o mesmo nimero de elementos.
* Coloracao: Atribuir cores a elementos de um problema para identificar padroes e restri¢oes.

A resolucdo de problemas olimpicos de Combinatdria, ao exigir o desenvolvimento e
a aplicacdo das estratégias mencionadas, vai ao encontro do que € preconizado pela BNCC e
avaliado pelo ENEM. Ao se deparar com um problema que nao pode ser resolvido por um método

padrido, o estudante € levado a:

* Desenvolver o pensamento critico e a criatividade: Buscando caminhos alternativos e

originais para a solugao.

* Aprofundar a compreensao dos principios fundamentais: Uma vez que as férmulas se

mostram insuficientes, o aluno precisa retornar aos conceitos bdsicos da contagem.
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* Aprimorar a capacidade de argumentacao: A solucdo de um problema olimpico

geralmente requer uma justificativa légica e bem estruturada.

* Construir resiliéncia e perseveranca: A natureza desafiadora desses problemas ensina o

estudante a lidar com a frustragdo e a persistir na busca por uma solucao.

Dessa forma, a introducdo de problemas com caracteristicas olimpicas nas aulas de
matemadtica pode ser uma estratégia pedagdgica eficaz para transcender o ensino puramente
instrumental da Combinatéria. Ao promover um ambiente de investigacdo e descoberta, o
professor pode guiar os alunos no desenvolvimento das competéncias e habilidades previstas na
BNCC, preparando-os nio apenas para o sucesso em exames como o ENEM, mas também para
enfrentar desafios complexos em diversas dreas do conhecimento e da vida. A pesquisa se propoe,
portanto, a investigar e evidenciar essa relacdo, oferecendo subsidios para préticas pedagogicas

mais ricas e significativas no ensino da Andlise Combinatdria.
2.6 CONHECENDO A OBMEP: UMA POLITICA EDUCACIONAL MULTIFACETADA

A Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas (OBMEP) foi criada em
2005 por iniciativa do diretor-geral do Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada (IMPA), César
Camacho, e da presidente da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), Suely Druck, com o
apoio da Presidéncia da Republica e do governo federal, especialmente do Ministério da Ciéncia,
Tecnologia, Inovagdes e Comunicacdes € do Ministério da Educacdo.

O jovem projeto se beneficiou muito de duas experiéncias prévias: A sua “irma mais
velha”, a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), criada nos anos 70 pela SBM, que realiza
competicoes em todo o Brasil e representa o pais, com muito €xito, nos certames internacionais.
O projeto Numeratizar, criado e realizado no Ceard pelo professor Jodo Lucas Barbosa, do qual
pode ser considerada uma expansao nacional (IMPA, 2017)

A OBMEP firmou-se como um evento importante e uma politica publica de sucesso.
Seus objetivos centrais sdo estimular o estudo da matemaética e identificar jovens talentos em todo
o Brasil. Embora tenha nascido com foco no sistema ptiblico de ensino, sua crescente relevancia
culminou na expansao para as escolas privadas a partir de 2017, consolidando-a como a maior
competicao cientifica do pais.

Mais do que uma simples competicdo, a OBMEP funciona como uma abrangente politica
educacional, cujos efeitos positivos sdo mensurdveis. Um estudo de grande relevancia sobre o
tema € o de Machado e Leo (2014), que analisou o desempenho de milhares de estudantes. A
pesquisa revelou que a participacdo na OBMEP tem um impacto estatisticamente significativo
e positivo no desempenho dos alunos em avaliacdes nacionais e internacionais, como a Prova
Brasil, o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e até mesmo o PISA. Isso sugere que
a preparacdo € o engajamento com os problemas da olimpiada desenvolvem habilidades que

transcendem a prépria competi¢ao.
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O ecossistema de oportunidades criado em torno da olimpiada € um de seus maiores
diferenciais. Para os estudantes premiados, a medalha € a porta de entrada para um ciclo de
desenvolvimento académico e suporte. A principal iniciativa € o Programa de Iniciagdo Cientifica
Jr. (PIC Jr.), que concede bolsas de estudo do CNPq a milhares de medalhistas anualmente,
permitindo que aprofundem seus conhecimentos em matemdtica com professores universitarios
por todo o pais.

Além do PIC Jr., parcerias estratégicas ampliam o suporte aos talentos. Um exemplo
notdrio € a Bolsa Instituto TIM, que oferece auxilio financeiro para medalhistas que ingressam
em cursos superiores de areas cientificas e tecnoldgicas. Essa e outras iniciativas, como a
modalidade de Vagas Olimpicas em Universidades, transformam o desempenho na competi¢ao
em um passaporte para o ensino superior. Como destaca a reportagem de ARANHA (2019),
diversas universidades de prestigio, como a UNICAMP e a USP, passaram a reservar vagas em
seus cursos de graduacdo para medalhistas de competi¢des de conhecimento, reconhecendo o
alto nivel de preparo desses estudantes.

O forte viés de inclusao social da OBMEP é, talvez, seu legado mais importante. Com
uma capilaridade que alcan¢a mais de 99% dos municipios brasileiros, a olimpiada premia jovens
de todas as realidades socioecondmicas, incluindo beneficidrios do Programa Bolsa Familia.
Histdrias de superacao reforcam o poder transformador do projeto, como a noticiada pelo IMPA
(2019), que mostra o caso de jovens em cumprimento de medida socioeducativa que encontram
na OBMEP um estimulo para a ressocializa¢ao e a continuidade dos estudos. Esses exemplos
demonstram que a competi¢ao ¢ uma ferramenta poderosa para promover a equidade e valorizar
talentos independentemente de sua origem.

Dessa forma, a OBMEP se consolida como um programa multifacetado; ou seja, um
plano, projeto ou iniciativa que aborda um objetivo ou problema de varias maneiras diferentes e
complementares a0 mesmo tempo que vai muito além da aplicacdo de provas. Ela atua como um
motor para a melhoria do ensino, uma rede de apoio para estudantes talentosos e um instrumento
de inclusdo social. O proprio formato de suas questdes, que valoriza o raciocinio légico em
detrimento da memorizacao, ¢ um diferencial pedagdgico. A natureza desses problemas € tao
relevante que se tornou objeto de estudo académico, como se observa na pesquisa de Silva (2020),
que se dedicou a analisar especificamente as questdes de Andlise Combinatéria presentes nas
provas da OBMEP, foco deste trabalho.
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3 ANALISE COMBINATORIA

O presente capitulo dedica-se ao estudo da Andlise Combinatdria, explorando desde a sua
fundamentacgdo tedrica até as suas aplicacOes praticas no raciocinio matematico. Inicialmente,
estabelece-se a definicdo de Andlise Combinatoria, situando-a historicamente para compreender
a evolucdo de seus conceitos e o surgimento dos primeiros estudos formais sobre contagem.

Essa contextualizagdo histérica ampara-se, primordialmente, nas contribui¢des de Eves
(2011) e Boyer (2011). Em um segundo momento, o capitulo aprofunda-se nas relagdes e nos
principios fundamentais da contagem, utilizando como base as obras de referéncia de Morgado
et al. (2016) e Carvalho e Morgado (2023), essenciais para a compreensao das estruturas
discretas que sustentam este campo da Matematica. Tais conceitos estabelecem a base necessaria
para a andlise pedagdgica e a resolu¢ao dos problemas que serdo desenvolvidas nos capitulos

subsequentes.
3.1 O QUE E COMBINATORIA?

A Anadlise Combinatéria € a parte da Matematica que analisa estruturas e relagdes
discretas. Seu objetivo principal € a contagem de elementos de um conjunto de objetos. Saber
contar o nimero de elementos de um conjunto € fundamental para resolver problemas de
Combinatodria e Probabilidade.

A necessidade de contar objetos, individualmente ou em grupos, € uma das atividades
mais antigas e essenciais da humanidade. Problemas de contagem podem ser, por vezes, muito

dificeis, exigindo um alto grau de engenhosidade para sua resolucao.

Exemplos Introdutérios

Exemplo 3.1.1 (O Problema das Torres de Han6i). O problema das Torres de Handi consiste em
mover uma pilha de discos de tamanhos diferentes de uma haste de origem para uma haste de
destino, utilizando uma haste auxiliar, se necessario.

As regras fundamentais para a execu¢do dos movimentos sao:

* Um disco por vez: Apenas um disco pode ser movido em cada jogada.

* Topo da pilha: Cada movimento consiste em retirar o disco superior de uma das hastes e

posiciond-lo no topo de outra haste.

* Regra de tamanho: Um disco maior nunca pode ser colocado sobre um disco menor.

Utilizando o principio do Problema das Torres de Handi, qual € o nimero minimo de

movimentos necessdrios para transferir uma pilha de 3 discos da primeira haste para a terceira?

Solucao: O objetivo é determinar o niimero minimo de movimentos (M) para n discos. A

formula recursiva para este problema é M,, = 2M,_; + 1, com M| = 1.
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Alternativamente, a formula fechada (resultado direto) é:
M, =2"-1.
Para o caso de n = 3 discos, temos:
My=2-1=8-1=7.
Portanto, o niitmero minimo de movimentos necessarios é 7. [ |

Além daresolucao algébrica apresentada, a Torre de Han6i possui uma vasta aplicabilidade
no cendrio educacional, servindo como ferramenta para a introdu¢do de conceitos de recursividade,
inducdo matematica e progressdes. Para um aprofundamento tedrico sobre as potencialidades
pedagdgicas deste jogo e relatos de experi€ncias praticas no ensino de matemadtica, recomendam-
se as leituras de Oliveira e Calejon (2016), que discute a constru¢do de conceitos exponenciais, e
Ferreira e Oliveira (2022), que explora especificamente as contribui¢des do jogo para o ensino de
Progressdes Geométricas (PG).

Exemplo 3.1.2 (Problemas de Ocupagao). Quantas maneiras existem para colocar duas bolas

iguais em trés caixas distintas?

Solucdo: Este é um problema classico de Combinagcdo com Repeticdo. A resposta depende das
condigoes do problema (bolas iguais, caixas distintas).
Como as bolas sdo idénticas, a ordem ndo importa; apenas a quantidade de bolas em

cada caixa é relevante. Podemos listar as possibilidades (onde C1, Cy e C3 sdo as caixas):

1. Duas bolas em uma caixa:

® (Caixa 1: 2 bolas), (Caixa 2: 0 bolas), (Caixa 3: 0 bolas).
o (Caixa 1: 0 bolas), (Caixa 2: 2 bolas), (Caixa 3: 0 bolas).
® (Caixa 1: 0 bolas), (Caixa 2: 0 bolas), (Caixa 3: 2 bolas).

(3 maneiras)
2. Uma bola em duas caixas:

o (Caixa I: 1 bola), (Caixa 2: 1 bola), (Caixa 3: 0 bolas).
o (Caixa 1: 1 bola), (Caixa 2: 0 bolas), (Caixa 3: 1 bola).
® (Caixa 1: 0 bolas), (Caixa 2: 1 bola), (Caixa 3: 1 bola).

(3 maneiras)
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Somando os dois casos (Principio Aditivo), o total é 3 + 3 = 6 maneiras.

Este problema também é modelado pela formula de Combinagdo com Repetigcio CR,, ;, =
Chuip-1,p, onde n = 3 (caixas) e p = 2 (bolas):
4! 43

NE- 21

CR35=C310-12=Cyp =

Outra maneira de resolver, seria pensar na resolugcdo de uma equacdo:

X1 +Xx2+X3 =2

Exemplo 3.1.3 (Permutagdes Circulares). Sao do tipo em que elementos distintos sdo organizados

em um circulo, fixando um ponto de referéncia para evitar contagens repetidas (rotacoes).

Mesa Redonda (Permutacao Circular)

Em um circulo, as disposi¢des lineares A-B-C-D, B-C-D-A, C-D-A-B e D-A-B-C sao
idénticas, pois sdo apenas rotacdes uma da outra. Para corrigir essa contagem repetida, fixamos
uma pessoa em um lugar e permutamos as outras n — 1 pessoas.

A férmula da Permutacdo Circular é PC,, = (n—1)!.
PCy=(4-1)!=31=3x2x1=6.

Existem 6 maneiras distintas de sentarem-se em uma mesa redonda.
Esse exemplo demonstra que, embora a pergunta seja simplesmente “quantos?”, a resposta
pode ndo ser trivial, e é necessdrio desenvolver métodos de contagem que evitem o trabalho de

enumerar todos os casos possiveis.
3.2 UM POUCO DE HISTORIA

O desenvolvimento do bindmio (1 + x)" estd entre os primeiros problemas estudados
ligados a Andlise Combinatéria. O caso n = 2 jd pode ser encontrado nos Elementos de Euclides,
em torno de 300 a.C. O triangulo de Pascal era conhecido por Chu Shih-Chieh, na China (em
torno de 1300), e antes disso pelos hindus e drabes. O mateméatico hindu Bhaskara (1114-1185)
— a quem se atribui erroneamente, no Brasil, a exclusividade da “férmula de Bhaskara” para
a solucdo de equagdes do 2° grau, uma vez que métodos resolutivos ja eram conhecidos por
babilonios e outros matemdticos como Al-Khwarizmi conforme Viana (2019) — possuia notério
conhecimento sobre o célculo do nimero de permutagdes, de combinacdes e de arranjos de n
objetos. O mesmo aconteceu com o matematico e filésofo franc€s Levi Ben Gerson (1288-1344),
que nasceu e trabalhou no sul da Franca e que, entre outras coisas, tentou demonstrar o 5°
Postulado de Euclides.
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A Analise Combinatéria, como um ramo estruturado da Matematica, teve seu desen-
volvimento mais significativo a partir do século XVII. Embora existam vestigios de raciocinio
combinatdrio em civiliza¢Oes antigas, foi no contexto dos jogos de azar e do surgimento da
Teoria da Probabilidade que a Andlise Combinatdria se consolidou.

De acordo com Boyer (2011), indicios de no¢des combinatdrias sao encontrados na
Antiguidade, como no trabalho do matematico hindu Bhaskara no século XII. No entanto, uma
das contribui¢des mais notdveis e formais antes do periodo cldssico veio do filésofo e matematico
judeu Levi ben Gerson (Gersonides) (1288—1444). Em sua obra Maaseh hoshev (A Arte do
Célculo), ele apresentou proposi¢des que estabeleciam as férmulas para o nimero de permutagoes
de n objetos, P, = n!, e para o nimero de combinagdes (ou arranjos) de n objetos tomados p de
cada vez, C, . O trabalho de Gersonides, no entanto, permaneceu relativamente isolado e ndo
influenciou diretamente os matematicos europeus do Renascimento.

Ambos os autores, Eves (2011) e Boyer (2011), concordam que o marco inicial para o
desenvolvimento sistemdtico da Anélise Combinatdria e da Probabilidade foi a correspondéncia
trocada entre Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665) em 1654.

O catalisador para essa colaboragdo foi Antoine Gombaud, o Chevalier de Méré, um
nobre interessado em jogos de azar. Ele propds a Pascal um antigo problema, o “Problema dos
Pontos”: como dividir de forma justa as apostas de um jogo de azar que foi interrompido antes do
final, conhecendo a pontuacdo de cada jogador e o nimero de pontos necessarios para vencer?

Pascal e Fermat resolveram o problema por métodos diferentes, mas chegaram a mesma

conclusdo, estabelecendo os fundamentos da teoria.

* Blaise Pascal: Utilizou o seu famoso Tridngulo Aritmético (hoje Triangulo de Pascal),
detalhado em sua obra Traité du triangle arithmétique. Ele demonstrou como as propriedades
do tridngulo podiam ser usadas para determinar o nimero de combinacdes de n objetos
tomados p a p, que € a chave para calcular as chances de cada jogador vencer. O método

de Pascal era essencialmente recursivo € combinatorio.

* Pierre de Fermat: Resolveu o mesmo problema através de um método diferente, que
consistia em enumerar todas as combinagdes possiveis de resultados futuros do jogo,
assumindo que cada uma era igualmente provavel. Sua abordagem estava mais focada na

enumeracdo direta dos casos possiveis, um principio fundamental da Combinatdria.

Ap6s os trabalhos de Pascal e Fermat, a teoria foi aprofundada e formalizada por outros

grandes matematicos.

» Jakob (James) Bernoulli (1654—1705): Em sua obra péstuma Ars conjectandi (A Arte de
Conjeturar), publicada em 1713, Bernoulli fez o primeiro grande tratado sobre a teoria da
probabilidade. Ele sistematizou os resultados de Pascal e Fermat, trabalhou extensivamente

com permutacdes e combinagdes e formulou a primeira versao da Lei dos Grandes Niimeros,
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um teorema fundamental que conecta a probabilidade tedrica com a frequéncia observada

em experimentos.

* Abraham De Moivre (1667-1754): Um matemdtico francés que viveu na Inglaterra,
De Moivre aprofundou os estudos em sua obra The Doctrine of Chances (A Doutrina
das Chances). Ele € creditado com o desenvolvimento da aproximacao da distribuicao
binomial pela distribui¢do normal, um resultado de imensa importancia para a estatistica,

que depende diretamente de cdlculos combinatdrios.

A Andlise Combinatoéria nasceu da necessidade pratica de contar possibilidades em
jogos de azar, mas rapidamente evoluiu para uma disciplina matemdtica rigorosa. A troca de
ideias entre Pascal e Fermat estabeleceu seus principios fundamentais, enquanto os trabalhos
subsequentes de Bernoulli e De Moivre a consolidaram como uma drea essencial da Matematica,
intrinsecamente ligada a Teoria da Probabilidade e com vastas aplicacdes em outras ciéncias.

A Andlise Combinatdria, campo da matematica que se debruca sobre a contagem e a
organiza¢ao de elementos em conjuntos finitos, assume um papel de destaque na preparagao de
estudantes para olimpiadas de matemadtica. Suas estratégias e principios fundamentais ndo apenas
fornecem as ferramentas para a resolucao de problemas complexos, mas também se alinham
intrinsecamente ao desenvolvimento de habilidades preconizadas pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) para o Ensino Médio. Tendo como referéncia e fundamentado nas obras de
Morgado et al. (2016), vamos explorar as estratégias resolutivas da combinatéria em problemas

olimpicos e sua profunda relagdo com as competéncias e habilidades da BNCC.
3.3 BREVE REVISAO DE CONJUNTOS

Nesta se¢do serd exposta brevemente toda a teoria necessdria para a resolucio das questoes
apresentadas no capitulo seguinte, onde sempre que for necessario, faremos referéncias aos
resultados aqui mostrados. Precisamos de alguns conceitos e serdo usados como base: Morgado
et al. (2016) e Carvalho e Morgado (2023).

O propésito desta secao € simplesmente revisar rapidamente essas nocdes bdsicas e, ao
mesmo tempo, fixar a notagdo que usaremos nos capitulos posteriores.

Letras maidsculas, como por exemplo A, B, ...,Y, Z, indicardo conjuntos. A letra grega
€ (dmega) representard o conjunto universal em uma situacdo determinada.

Letras mindsculas a, b, . . ., x, y, z, indicardo elementos desses conjuntos. A relacdo de
pertencer serd indicada pela letra grega € e escreveremos por exemplo, a € A.

O conjunto vazio sera representado pelo simbolo @. Um conjunto com um numero
reduzido de elementos serd indicado simplesmente listando seus elementos.

Por exemplo, o conjunto que consiste nos nimeros 1, 2 e 3 seréd representado por
A = {1,2,3}; {1} representa o conjunto que tem como unico elemento o nimero 1. Um

conjunto pode também ser descrito por uma propriedade r, comum a todos os seus elementos, e
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€SCreveremos

A = {x|x tem a propriedade 7}.

Por exemplo,
A={x|x=2k,k=1,2,...}

descreve o conjunto dos inteiros pares positivos. Usaremos o simbolo #A para representar o
nimero de elementos do conjunto A, isto €, a cardinalidade de A.

Se todo elemento de um conjunto A é também elemento de um conjunto B, diremos
que A € um subconjunto de B e escreveremos simbolicamente A C B. Se A C B mas existe um
elemento b € B tal que b ¢ A, (b ndo pertence a A), diremos que A € um subconjunto proprio de
B.

Observe que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto A. Com efeito, se isso
ndo fosse verdade, deveria haver um elemento x € @ tal que x ¢ A, o que é impossivel.

Dados dois conjuntos A e B indicaremos por A U B o0 conjunto dos elementos que
pertencem a A ou a B, isto €, o conjunto dos elementos que pertencem a pelo menos um dos

conjuntos A e B. Este conjunto € chamado unido de A com B. Simbolicamente,
AUB={w € Qlw € Aouw € B}.
A unido de trés conjuntos A, B, C serd representada por A U B U C.
AUBUC={weQweAouweBouw e C}.

Mais geralmente, a unido de n conjuntos Ay, Ay, ..., A, € definida analogamente e representada

n
U A;.
=1

Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto intersec¢ao de A e B como o conjunto

por

dos elementos que pertencem simultaneamente a A € a B, ou seja,
ANB={weQweAewe B}.

No caso de termos por exemplo trés conjuntos, A, B e C, a interseccao € representada por
ANBNC:
ANBNC={weQueAeweBeweC}.

A intersec¢do de n conjuntos Ay, Ay, ..., A, é representada por

n
ﬂ A;.
=1

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo disjuntos se A N B = @. Quando temos mais de

dois conjuntos, dizemos que eles sdo disjuntos quando forem disjuntos tomados 2 a 2.
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Dado um conjunto A, chamaremos conjunto complementar de A o conjunto dos elementos

de Q que ndo pertencem a A. Simbolicamente
A ={w e Qw ¢ A}.
Dados dois conjuntos A e B, o conjunto
ANB ={w e Q|w e Aew ¢ B}

€ chamado conjunto diferenca de A e B, € representado geralmente por A — B. Se B C A, a
diferenca A — B ¢é chamada diferenca prépria.
A Proposig¢ado 3.3.1, a seguir, lista as propriedades mais importantes que relacionam os

conceitos definidos anteriormente.

Proposicao 3.3.1. (Morgado et al., 2016) Sejam os conjuntos A, B, C, vazio @ e Universo €.

Entdo valem as seguintes propriedades:

1. Para todo conjunto A C Q, AU@=A, ANQD=0.
2. A C B se e somente se AUB = B.

3. A C B seesomente se AN B = A.

4. AuU(BUC)=(AUB)UC.

5. An(BNnC)=(AnB)NnC.

6. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

7. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

8 AUA=Q ANA° =0, 0°=Q Q =0.
9. (A°)° = A; A C B se e somente se B¢ C A°.
10. (AU B)¢ = AN B-.
11. (AN B)° =AU B“.

A seguir, apresentamos as demonstracdes formais das propriedades de Associatividade
(itens 4 e 5) e Distributividade (item 6) listadas na Proposi¢ao 3.3.1 da dissertacdo e as demais
iremos deixar a cargo do leitor.

A metodologia padrao para provar a igualdade entre dois conjuntos X e Y € a dupla

inclusao:
1. Provar que X C Y (todo elemento de X também estd em V).

2. Provar que Y C X (todo elemento de Y também estd em X).
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Item4: AU (BUC) = (AU B) UC (Associatividade da Uniao)
Demonstracao: Para provar esta igualdade, usamos a equivaléncia logica da defini¢do de unido
(U) com o conectivo “ou” (V).

Um elemento x pertence a A U (B U C) se, e somente se:

x€AU(BUC) & (x€A)V(xeBUC(C)
— (xeA)V((xeB)V(xel)).

Como a operagdo logica “ou” (V) é associativa, podemos reagrupar os termos:

xeA)V((xeB)V(xe() — (x€eA)V(xeB)V(xel)
— (x€AUB)V(xe()

— xe(AUB)UC.

Comox € AU(BUC) < x € (AU B) UC, os conjuntos sdo iguais. [

Item 5: AN (BNC)= (AN B)NC (Associatividade da Intersecio)

Demonstracao: Similarmente ao item 4, usamos a equivaléncia logica da defini¢ao de intersegdo

9

(N) com o conectivo “e” (A).

Um elemento x pertence a A N (BN C) se, e somente se:

xeAN(BNC)  (x€eA)A(xeBNC(C)
— (xeA)A((xeB)A(xel)).

Pela associatividade da operagdo logica “e” (N), podemos reagrupar:

xeAAN((xeB)AN(xe() = (x€eA)AxeB)A(xel)
— (xeANB)A(xe()

— xe(AnB)NC.

Comox € AN(BNC) < x € (AN B)NC, os conjuntos sdo iguais. [

Item 6: AN (BUC) =(ANB)U (AN C) (Distributividade)

Demonstracao: Para esta prova, usaremos a dupla inclusdo.

Parte 1: Provar que AN (BUC) C (ANB)U(ANC).
Sejax e An(BUCQC).

e Pela defini¢do de intersegdo, (x € A) A (x e BUC).
® Pela definicdo de unido, (x € A) A ((x € B) V (x € C)).
Temos agora dois casos baseados na segunda clausula (distributividade logica):

e Caso 1: Se (x € AANx € B), entdo x € (AN B).



Capitulo 3. Andlise Combinatoria 38

e Caso2:Se (x e ANxe(C),entdox € (ANC).

Em ambos os casos, x pertencerd a unido (AN B) U (AN C). Portanto, AN (BUC) C
(ANB)U(ANC).

Parte 2: Provar que (ANB)U(ANC)C An(BUC).
Sejax e (ANB)U(ANC).

e Pela definicdo de unido, (x e ANB)V (x € ANC).
Analisamos os dois casos:
e Caso 1: Sex € (AN B), entdo (x € A ANx € B).

— Se x € B, entdo x também pertence a (B U C).

— Logo, (x € A) A (x € BUC), o que significax € AN (BUC).
e Caso2:Sexe (ANC), entdo (x e ANx € C).

— Se x € C, entdo x também pertence a (B U C).

— Logo, (x € A) A (x € BUC), o que significax € AN (BUC).

Como em ambos os casos x € AN (B U C), provamos que (ANB)U(ANC) CAN(BUCQC).

Como as Partes 1 e 2 sdo verdadeiras, a igualdade esta provada. [ |

Introduzimos agora a no¢ao de produto cartesiano de dois conjuntos. Dados dois conjuntos
A e B, chamaremos de produto cartesiano de A por B o conjunto de pares ordenados (a, b), onde

a é um elemento de A e b é um elemento de B. Simbolicamente
AXB={(a,b)|la € A,b € B}.
Por exemplo, se A = {1,2} e B ={1,2, 3}, resulta que
AXB=A{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.

Em geral, se temos n conjuntos A, A», ..., A, o produto cartesiano A| X Ay X - - - X A, € definido
como o conjunto das n-uplas (ay, as,...,a,),onde a; € Aj,ar € Ay, ...,a, € Ay,.

A 1ltima nocdo deste capitulo € a de particao de um conjunto.

Definicao 3.3.1. Seja A um conjunto finito ndo vazio. Uma particdo de A é uma familia de

conjuntos Ay, Ao, ..., A, todos ndo vazios, e tais que:
1. AAUAU---UA, =A.
2. AiﬂAj =@sei+]j.

Ou seja, os conjuntos Ay, Ay, . .., Ax s@o disjuntos dois-a-dois e sua unido € o conjunto A.
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3.4 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

A jornada pela combinatdria olimpica inicia-se com a maestria dos principios aditivo
e multiplicativo. Morgado et al. (2016), em sua obra “Andlise Combinatéria e Probabilidade”,
estabelece a simplicidade e a profundidade desses conceitos como o alicerce para a resolucio de
todos os problemas de contagem.

A formulagdo a seguir, presente no livro Morgado et al. (2016), sobre o Principio
Fundamental da Contagem € a espinha dorsal do estudo da Andlise Combinatéria, “Se uma
decisdo D\ pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja essa escolha, a decisdo D, pode ser
tomada de q modos, entdo o niimero de maneiras de se tomarem consecutivamente as decisoes
Dy e D, éigual a p X g”. Em problemas olimpicos, raramente a aplicacdo € direta; ela exige
do estudante a habilidade de decompor um problema complexo em uma sequéncia de decisdes
mais simples. A identificacdo de quais eventos sdo sucessivos e independentes é um exercicio de
interpretacdo e modelagem, habilidades essenciais para a competéncia matematica.

O Principio Aditivo, por sua vez, é apresentado como a contraparte do principio
multiplicativo, aplicavel a situacdes de escolha exclusiva e possui seguinte formulagdo em
Morgado et al. (2016) “Se uma decisdo pode ser tomada de m maneiras ou de n maneiras, sendo
que essas duas alternativas sao mutuamente exclusivas, entdo o niimero total de maneiras de
tomar a decisdo é m +n.”

A sutileza em problemas olimpicos reside em discernir quando as possibilidades devem
ser somadas ou multiplicadas, um reflexo direto da compreensao l6gica da estrutura do problema.

Vamos resolver alguns exemplos para colocarmos esses conceitos pratica.
Exemplo 3.4.1. Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos (na base 10) existem?

Solucao: Podemos escolher o 1° algarismo de 9 modos (ndo podemos usar o zero). O 2°
algarismo, também de 9 modos (ndo podemos usar o algarismo usado anteriormente) e o 3°
algarismo de 8 modos (ndo usamos os dois anteriormente utilizados). Dessa forma, pelo principio

multiplicativo, temos: 9 -9 - 8§ = 648. [ |

Exemplo 3.4.2. Quantos nlimeros naturais de 4 algarismos (na base 10), que sejam menores que

5000 e divisiveis por 5, podem ser formados usando-se apenas os algarismos 2, 3,4 ¢ 5?7
Solucao: Como solugdo, teremos:

® Primeiro Algarismo (casa das unidades): 1 modo (tem que ser 5).

® Segundo Algarismo (casa das unidades de milhar): 3 modos (ndo pode ser 5).

e Terceiro Algarismo: 4 modos

® Quarto Algarismo: 4 modos

Dessa forma, o total de niimeros sera: 1-3 -4 -4 =48. [ |
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Exemplo 3.4.3. As placas de automdveis no Brasil atualmente sdo principalmente do padrao
Mercosul, com fundo branco, 7 caracteres (4 letras e 3 nimeros) na sequéncia LLLNLNN e
uma faixa azul no topo com o nome “Brasil” e a bandeira. Quantas placas dessas podem ser

formadas?

Solucdo: Cada letra pode ser escolhida de 26 modos e cada algarismo de 10 modos distintos. A
resposta é:

26-26-26-10-26-10-10 = 26* - 103 = 456976000.

Exemplo 3.4.4. O conjunto A possui 4 elementos € o conjunto B possui 7 elementos. Quantas

sdo as funcdes f : A — B? Quantas sdo as fun¢des injetoras f : A — B.

Solucdo: Uma funcdo de A em B deve associar cada elemento de A a um tinico elemento de B.

Dessa forma, temos que cada elemento em A, tem 7 opgoes em B. Pelo PFC, temos:
7-7-7-7-7=7%=2401.

Para a Injetividade, temos: Uma fungdo é injetora (ou injetiva) se elementos diferentes em A sdo
mapeados para elementos diferentes em B. Ou seja, se x| # xo em A, entdo f(x1) # f(x2) em B.
A pode ser mapeado para quaquer um dos T elementos de B.
Total de Fungoes Injetoras:

7-6-5-4=2840.

3.5 PERMUTACOES E COMBINACOES

Uma vez dominados os principios fundamentais, o foco se volta para os diferentes tipos
de agrupamentos. Carvalho e Morgado (2023), e Morgado et al. (2016), tratam com clareza a
distin¢do crucial entre arranjos, combinagdes e permutagoes.

Ha alguns problemas de combinatéria que embora sejam aplicacdes do principio bésico,

aparecem com muita frequéncia. O primeiro deles é:

Exemplo 3.5.1 (Problema das permutacdes simples). De quantos modos podemos ordenar em

fila n objetos distintos?

Demonstracao: Para posicionar n objetos distintos em uma fila, devemos tomar uma sequéncia

de n decisoes sucessivas:

1. 1*posicdo: A escolha do objeto que ocupara o primeiro lugar pode ser feita de n modos.

2. 2% posigao: Escolhido o primeiro objeto, a escolha do segundo lugar pode ser feita de

n — 1 modos (qualquer um dos objetos restantes).
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3. 3*posicdo: Para o terceiro lugar, restam n — 2 modos de escolha.
4. Posigades intermedidrias: O processo continua sucessivamente até as ultimas posigoes.

5. m-ésima posicdo: Para a escolha do objeto que ocupara o ultimo lugar, restard apenas 1

modo.

De acordo com o Principio Multiplicativo, o niimero total de maneiras de se tomarem

consecutivamente essas decisoes é o produto das possibilidades de cada etapa:
n-(n-1)-(n=2)----- 1.

Pela definicao de fatorial, esse produto é representado por n!. Portanto a resposta é n!. [ |
Vale destacar que “Uma permutacdo dos n objetos distintos é qualquer agrupamento
ordenado desses n objetos”, assim, o nimero de Permutagdes, denotado por P, de n elementos

€ dada por:

Exemplo 3.5.2. Quantos sdo os anagramas da palavra “TRAPO”? Quantos comegam com

consoantes?

Soluc¢ido: Cada anagrama corresponde a uma ordem de colocacdo dessas 5 letras. O niimero de
anagramas é:
Ps =5!=120.

Para formar um anagrama comegando por consoante, devemos primeiramente escolher a
consoante (3 modos) e, depois, arrumar as quatro letras restantes em seguida a consoante

(4! = 24 modos). Ha 3 - 24 = 72 anagramas comecados por consoante. [ |

Exemplo 3.5.3. De quantos modos podemos arrumar em fila 5 livros diferentes de Matematica, 3
livros diferentes de Estatistica e 2 livros diferentes de Fisica, de modo que livros de uma mesma

matéria permanecam sempre juntos?

Solucao: Podemos escolher a ordem das matérias de 3! modos. Feito isso, hd 5! modos de
colocar os livros de Matematica nos lugares que lhe foram destinados, 3! modos para os de

Estatistica e 2! modos para os de Fisica.

31-5!-31-21'=6-120- 6 - 2 = 8640.

Exemplo 3.5.4. Quantos sdo os anagramas da palavra “TATUAGEM”?

Solucao: Se as 8 letras fossem distintas, a resposta seria 8!. Como as duas letras T sdo iguais,

quando as trocamos entre si obtemos o mesmo anagrama e ndao um anagrama distinto; o0 mesmo
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acontece com as duas letras A. Devemos entdo dividir 8! por 2! e por 2\, para compensar o fato

de que anagramas com as letras T e A trocadas entre si sdo iguais.

8!

Exemplo 3.5.5. O nimero de permutacdes de n objetos dos quais 7; sdo iguais a A, n sao iguais

a B, ..., ng sdo iguais a k é:
n!

Prn2sok — )
" nll-nz!...nk!

Demonstracao: Utilizaremos apenas o Principio Multiplicativo e a defini¢do de Permutagcdo
Simples (P, = n!).

Considere um conjunto de n objetos, onde:
® 1 objetos sdo iguais a A;

® 1, objetos sdo iguais a B;

® ny objetos sdo iguais a K.

De modo que ny +ny + -+ - + ny = n.
Sejam esses n objetos inicialmente considerados como se fossem todos distintos. Nesse

caso, o niimero total de maneiras de ordend-los em fila seria dado por uma permutacdo simples:
P, =n!. (3.1

Contudo, entre essas n! ordenagdes, muitas sdo idénticas porque a troca de posicdo
entre objetos iguais ndo gera uma nova configuracdo. Pelo Principio Multiplicativo, para cada

~ . . N, 02,..., 0k .
ordenagdo distinta que buscamos (chamaremos de P,""* "), existem:

® 11! maneiras de permutar os elementos A entre si sem alterar o resultado visual;

® n,! maneiras de permutar os elementos B entre si;

e 1! maneiras de permutar os elementos K entre si.

Assim, o niimero total de permutacées simples (n!) pode ser visto como o produto do
ntimero de permutacoes de elementos repetidos pelas permutagoes internas de cada grupo de
itens iguais:

n! =Pyt (gl ngl). (3.2)
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Isolando o termo P,""* "%, obtemos a férmula geral:

n!
Pl = . (3.3)
l’l1! 'I’lz!...l’lk!

Exemplo 3.5.6. Quantos sio os anagramas da palavra BULGARO que nio possuem duas vogais

adjascentes?

Solucio: A palavra BULGARO tem 7 letras, sendo 4 consoantes (B, L, G, R) e 3 vogais (U, A,
O). Para que as vogais ndo fiquem juntas, primeiro vamos arrumar as consoantes. O niimero de

maneiras de fazer isso é a permutacdo das 4 consoantes:
Py =4!=24.

Uma vez que as consoantes estdo em seus lugares, por exemplo, B L G R, elas criam 5 espacos
onde as vogais podem ser colocadas (um antes da primeira consoante, trés entre as consoantes e
um apos a ultima):

_ B _ L _ G _ R _

Agora, devemos escolher 3 desses 5 espacos para colocar as 3 vogais (U, A, O), e a ordem em
que as colocamos importa. Portanto:
Para a 1*vogal, temos: 5 opgoes; Para a 2 vogal, temos: 4 opgoes; Para a 3*vogal, temos: 3
opgoes;

Logo, pelo PFC, temos: 5 -4 -3 = 60.

Pelo Principio da Multiplicacdo, o niimero total de anagramas é o produto do niimero de

maneiras de arrumar as consoantes pelo niimero de maneiras de arrumar as vogais nos espagos:
Total = 24 - 60 = 1440.

]
Outro problema importante € o: Problema das Combinac¢des Simples. “Uma combinagdo

dos n objetos distintos tomados p a p é um subconjunto com exatamente p elementos”.
Exemplo 3.5.7. De quantos modos podemos selecionar p objetos distintos entre n objetos dados?

Demonstracao: Seja C, ), a quantidade procurada, utilizando os Principios de Contagem e

Permutagoes, seguimos o raciocinio de construcdo e corregcdo de contagem:

1. Selegcdo Ordenada: Primeiramente, escolhemos p objetos entre os n disponiveis onde a
ordem da escolha importa. Pelo Principio Multiplicativo, temos n op¢coes para o primeiro
objeto, (n — 1) para o segundo, e assim sucessivamente até o p-ésimo objeto, que terd

n— (p —1) opcoes. O niimero de maneiras de realizar essa tarefa é:

n!

n-(n-1)-(n=2)----- (n—p+1):(n_—'p)!.

(3.4)
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2. Identificacdo de Agrupamentos Equivalentes: Na definicdo de combinacdo, o subconjunto
{a,b} é idéntico ao subconjunto {b,a}. No entanto, no cdlculo do passo anterior,
esses agrupamentos foram contados como distintos. Para cada conjunto de p elementos

selecionados, existem p! maneiras de ordend-los (permutagoes simples).

3. Ajuste pelo Principio Multiplicativo: Como cada combinagdo de p elementos gera p!
ordenagoes diferentes, o niimero total de selecoes ordenadas é igual ao niimero de

combinagoes (Cy,, ) multiplicado pelas suas permutagoes internas (p!):

n!
Chp-pl= 3.5
4. Conclusao: Isolando C, ,, obtemos a formula geral da combinagdo simples:
n!
Chp=—F—7"7"—. (3.6)
" pl-(n-p)!
|

Com o resultado do Exemplo 3.5.7, o nimero de combinagdes de n elementos tomados p

a p € dada por:
n!

pl-(n=p)

Observacao 1. Se a ordem dos p elementos importasse, teriamos um processo de decisdes

Chp =

sucessivas onde o primeiro elemento teria n opgdes, o segundo n — 1, até o p-€simo elemento
com n — p + 1 opg¢des. Isso é dado por:

n!
(n—p)!

An,p =

A distin¢do entre a ordem ser ou ndo relevante € um dos pontos mais desafiadores para
os estudantes e um tema recorrente em problemas olimpicos. A capacidade de identificar se a
natureza do problema envolve uma fila (permutac¢do) ou um comité (combinacio) € um indicativo

do desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Exemplo 3.5.8. Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissdes de 5 pessoas, com exatamente

3 homens podem ser formadas?

Solucao: Para formar a comissdo devemos escolher 3 dos homens e 2 mulheres.
Cs3-Cs2=10-6=60.
|

Exemplo 3.5.9. Tem-se 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta § paralela a R.

Quantos tridngulos e quantos quadrildteros convexos com vértices nesses pontos existem?



Capitulo 3. Andlise Combinatoria 45

Solucdo: Para formar um triangulo ou vocé toma um ponto em R e dois pontos em S, ou toma

um ponto em S e dois pontos em R. O niimero de triangulos é dado por:
5- Cg,z +8- C5,2 = 140 + 80 = 220.

Poderiamos pensar de outro modo: De 13 pontos, escolher 3 e dessa contagem as escolhas de

pontos colinerares. Dai:
C13,3 - Cg,3 - C5’3 =286 — 56 — 10.

Para formar um quadrildtero convexo, devemos tomar dois pontos em R e dois pontos em S, o
que pode ser feito de:
Cs3 - Cgn = 280.

3.6 OUTRAS FORMULAS COMBINATORIAS

O uso do Principio Fundamental da Contagem, com o apoio das expressoes para o
numero de permutagdes € combinagdes simples, permite resolver a maior parte dos problemas
de contagem no Ensino Médio. Porém, vamos analisar outras abordagens. O primeiro deles € a

permutagdo circular.
Exemplo 3.6.1. De quantos modos 5 criancas podem formar uma roda de ciranda?

Solucao: Devemos tomar cuidado pois, nomeando as 5 criancas (A, B, C, D, E), temos que
as rodas: ABCDE e EABCD sdo iguais, pois na roda o que importa é a posicdo realitiva das
criangas entre si e a roda ABCDE pode ser virada. Como a roda pode ser virada de 5 modos,
temos:
5!
(PC)s = S5 24.

Esse resultado pode ser estendido para um nimero qualquer.

Exemplo 3.6.2. O nimero de modos de colocar n objetos em circulo, de modo que disposi¢des
que possam coincidir por rotagdo sejam consideradas iguais, isto €, o nimero de permutagoes
circulares de n objetos é dada por:

(PC), = %’ =(n-1

Demonstracao: Uma permutagdo linear de n objetos pode ser disposta em circulo. Entretanto,
cada disposicdo circular corresponde a n permutagoes lineares diferentes (obtidas por rotagdo).
Para encontrar o niimero de disposi¢coes circulares distintas, dividimos o total de permutagoes

lineares pelo niimero de repeticoes geradas pelas rotacoes:

(PC)n=%=%’=M:(n-1)!.

n
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]
Outro problema interessante € o problema das solug¢des inteiras € ndo negativas de uma

equacio.

Exemplo 3.6.3. Quantas sdo as solu¢des inteiras e ndo negativas da equacao x| +x2 +x3+...+x, =
p?

Demonstracio: A solucdo para este problema pode ser visualizada utilizando um método
conhecido como “barras e estrelas” ou “bolas e tracos”. Imagine que temos p unidades
(representadas por e) que devem ser distribuidas entre n variaveis. Para separar as unidades
que pertencem a cada variavel, utilizamos n — 1 barras (representadas por |).

Por exemplo, se tivéssemos a equagdo a +b +c +d = 20 (onde n =4 e p = 20), a solugdo

a=3,b="7,c=2,d =8 seria representada como:

eee | eeeeeee | o0 | eeeeeeee
—— S — —— N —
a=3 b=7 c=2 d=8

Cada solucdo da equagdo corresponde a uma permutagdo de p sinais ® e n — 1 sinais |. O
niimero total de posicées na fila é p + (n — 1).
O problema se resume a encontrar o niimero de maneiras de arranjar esses p +n — 1 objetos,
onde p sdo de um tipo (unidades) e n — 1 sdo de outro (separadores). Este é um problema de
permutacdo com repeticdo.
O niimero de solugoes é, portanto:

pn-t _ (p+n—1)!

prn=l pl(n=1)!

|
Esta formula € exatamente a definicdo de uma combinacdo e este valor também €&

conhecido como o nimero de combinagdes com repeti¢do (ou combinagdes completas) de n

objetos tomados p a p, e é denotado por:

CRup = Chtp-1,p-

Exemplo 3.6.4. De quantos modos podemos comprar 3 sorvetes em um bar que nos oferece em

6 sabores distintos?

Solucao: Sejam os sabores si, s2, 53, 54, S5, S6. Queremos escolher 3 sorvetes. Uma possivel
compra seria, por exemplo, (2 sorvetes de s1, 1 de s3) ou (3 sorvetes de s4).

Este é um problema de combinacoes com repeticdo de 6 sabores tomados 3 a 3. Vamos associar a
cada sabor s; uma varidvel x;, que representara o niimero de sorvetes do sabor i que compramos.

Como o total de sorvetes a serem comprados é 3, temos a equagao:
X1+ X2+ X3+ X4 +X5+x6=3.

Onde x; > 0 sdo inteiros, pois representam a quantidade de sorvetes de cada sabor.
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O nitmero de modos de comprar os sorvetes é o niimero de solucoes inteiras e ndo-negativas desta
equagdo. Usando a formula de combinagoes com repeticdo, onde n = 6 (niimero de sabores) e

p = 3 (numero de sorvetes a escolher), temos:

CRe3 = Co3-13 = Cy3.

Calculando o valor:

8! 8! 8-7-6
Cgs = = = = 56.
37318 -3)1 315! 3.2-1
Portanto, ha 56 modos de comprar os 3 sorvetes. [ ]

3.7 ESTRATEGIAS RESOLUTIVAS AVANCADAS EM PROBLEMAS OLIMPICOS

Para além dos conceitos basicos, a resolugdo de problemas olimpicos de combinatoria
frequentemente exige o emprego de estratégias mais sofisticadas. Carvalho e Morgado (2023),
aprofundam-se em técnicas que sdo a chave para a resoluc@o de problemas nio triviais.

Uma das ferramentas mais poderosas € Principio da Inclusdao-Exclusao.

“Para encontrar o nimero de elementos na unido de varios conjuntos, somamos os
tamanhos de todos os conjuntos, subtraimos os tamanhos de todas as intersecdes
de pares de conjuntos, somamos os tamanhos de todas as intersecdes de trios de
conjuntos, subtraimos os tamanhos de todas as interse¢des de quidruplos de
conjuntos, e assim por diante.” (Carvalho; Morgado, 2023, p. 115)

Esta técnica é essencial para problemas de contagem onde ha sobreposi¢ao de casos.
A sua aplicacdo demanda um alto grau de organizagdo e pensamento sistemdtico, habilidades
cruciais para a resolucdo de problemas em geral.

Outras estratégias, como o Principio das Gavetas de Dirichlet (ou Principio da Casa dos
Pombos) e a construcdo de relagdes de recorréncia, sdo frequentemente exploradas nos livros de

referéncia e s@o indispensdveis no arsenal de um competidor de olimpiadas.

Proposicao 3.7.1 (Principio da Casa dos Pombos). Se N objetos sdo distribuidos em k caixas,
entdo pelo menos uma caixa deve conter pelo menos [N/ k] objetos, onde [x]| é a fungao teto,

que denota o menor inteiro maior ou igual a x.

Demonstracao: Procederemos por contradi¢do.

Suponha que a afirmacdo seja falsa. Isso significa que todas as k caixas contém menos
de [N /k] objetos. Seja n; o niimero de objetos na caixa i, parai = 1,2, ..., k. A nossa suposicdo
é que:

N
n; < {ﬂ paratodoi € {1,...,k}.

Como o niimero de objetos n; é um inteiro, a desigualdade estrita acima é equivalente a:

N
i <|—=|-1.
ws [
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Por definicdo da fungao teto, sabemos que [x]| — 1 < x. Aplicando essa propriedade, temos:

N N
“l-1<=.
T

Portanto, o niimero de objetos em cada caixa é estritamente menor que N [k:

N
n; < —.

k

O nuimero total de objetos N é a soma do niimero de objetos em todas as caixas. Somando sobre

as k caixas, obtemos:

k k
N N
N = _lni<21;:k~(;):N.

i i=
Isso nos leva a contradigdo de que N < N.
Dessa forma, a suposicdo inicial é falsa. Conclui-se que pelo menos uma caixa deve

conter pelo menos [N [ k] objetos. [
3.8 O TRIANGULO ARITMETICO

Chamamos de Triangulo de Tartaglia-Pascal, ou Triangulo de Pascal a representacao

abaixo formada com diversos valores de C,, , que também serd denotado por (;), isto é:

n n!
Cop=|"]=—.
" (p) pl-(n—p)!

Dispondo os coeficientes binomiais (Z) em um quadro, com n sendo o nimero da linha e
p o da coluna (ambos comecando em 0), obtemos o chamado Tridngulo Aritmético ou Triangulo

de Pascal:

n\plo 1 2 3 4 5
0 | (o)

L ()

2 10 0 6

306 0 6 6
410 06 6 @
516 6060 60 6 6
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Substituindo os nimeros binomiais por seus valores, temos:

n\p|0O 1 2 3 45
0 |1

I (11

2 |1 2 1

3 |13 3 1

4 (1 4 6 4 1
5 |1 510 10 5 1

A regra de construcao do tridngulo (exceto pelas bordas, que sdo sempre 1) é que cada ntimero é
a soma dos dois nimeros que estdo imediatamente acima dele, na linha anterior. Esta € a Relacao
de Stifel:

Proposicao 3.8.1 (Relacao de Stifel). Paran > p > 1 vale a seguinte relagdo:

D=0 6o

Demonstracao: O niimero de grupos de p pessoas que podemos formar com n pessoas é (Z)
Vamos separar as pessoas em dois tipos: as que incluem um individuo particular (digamos, o

Salvio) e as que ndo o incluem.

e Grupos que incluem o Sdlvio: para formar um grupo de p pessoas que inclua o Sdlvio,
devemos escolher p — 1 pessoas dentre as n — 1 restantes. O niimero de maneiras de fazer
. s (n—1
isso é ( p_l).

e Grupos que ndo incluem o Sdalvio: para formar um grupo de p pessoas que ndo inclua o
Salvio, devemos escolher p pessoas dentre as n — 1 restantes. O niimero de maneiras de

-l
fazer isso é ("p ).

Como o total de grupos é a soma desses dois tipos, temos a relagdo. [ |

Proposicao 3.8.2 (Teorema das Linhas). A soma dos elementos da linha n do Tridngulo de

S (=)o) 1) -2

p=0

Pascal é 2"*. Ou seja,

Demonstracao: (;) é o niimero de subconjuntos de p elementos de um conjunto com n elementos.
A soma Z’;:O (Z) conta todos os subconjuntos de um conjunto de n elementos. Para formar um
subconjunto, para cada um dos n elementos, temos duas possibilidades: o elemento pertence ou
ndo pertence ao subconjunto. Logo, pelo principio multiplicativo, o niimero total de subconjuntos

€2X2x---X2(nvezes), que é 2" [ |
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Proposicao 3.8.3 (Teorema das Colunas). A soma dos elementos de uma coluna do Tridngulo de

Pascal, de cima para baixo, é igual ao elemento que esta abaixo e a direita do ultimo termo da

R A )

soma. Ou seja,

i=p
Demonstracao: O rotal de maneiras de escolher p+1 niimeros do conjunto {1,2, ..., n+1} é (Z:j)
Vamos contar de outra maneira. Seja k + 1 o maior niimero escolhido, k+1 € {p+1,...,n+1}.

Se o maior niimero escolhido for p + 1, devemos escolher os outros p numeros do conjunto
{1,2,...,p}. Ha (Z) maneiras. Se o maior nimero escolhido for p + 2, devemos escolher os
outros p niimeros de {1,2,...,p +1}. Hd (”;1) maneiras. . .. Se o maior niimero escolhido for
n+ 1, devemos escolher os outros p niimeros de {1,2, ...,n}. Had (Z) maneiras. A soma de todas
essas possibilidades deve ser igual ao total, o que prova a relagdo. [ |
Também conhecido como “Regra do Hoquei” devido ao seu formato no Tridngulo de
Pascal) ¢ uma identidade combinatdria poderosa. Ele relaciona a soma de elementos ao longo de

uma diagonal especifica do Tridngulo de Pascal com um elemento na préxima linha.

Proposicao 3.8.4 (Teorema das Diagonais). No triangulo de Pascal, a soma dos elementos de

uma diagonal é igual a um coeficiente binomial da linha imediatamente seguinte. Ou seja,

G R e PR G

Demonstracao: Para demonstrar esta identidade, utilizaremos o método da dupla contagem,

contando o niimero de subconjuntos de k elementos do conjunto S = {1,2,3,...,n+k+1}. O
, . , . .~ n+k+1

numero total de tais subconjuntos é, por defini¢do, ( k ).

Alternativamente, particionamos a contagem com base no maior elemento do subconjunto

de k elementos. Seja j o maior elemento do subconjunto.

1. O maior elemento j deve ser no minimo k. No nosso caso, o maior elemento j pode variar
dekatéen+k+1.

2. Se o maior elemento for j, devemos escolher os k — 1 elementos restantes do conjunto
{1,2,...,j — 1}. O niimero de maneiras de fazer isso é (i:})
Assim, a contagem total é a soma de todos esses casos:
DU
= k-1)
Fazendo a substituicaoi = j—k, notamos que o limite superior da soma serai = n+k+1—k = n+1

e, reescrevendo a soma, chegamos a Regra das Colunas:

=) )75
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n

Utilizando a propriedade de simetria dos coeficientes binomiais, ( »

)= (" p), podemos reescrever

cada termo da soma e a conclusdo:

o (") = (250 = ()

° (n+l]:+l)

_ n+k+1 _ (n+k+1

- ((n+k+1)—k) - ( n+l )

A soma do Teorema das Diagonais pode, assim, ser vista como uma aplicacdo da Regra das
~ n+i 2 . i 2
Colunas, mas usando a notagdo ( ; ) (que esta na diagonal) em vez de ( k—1) (que estd na coluna

vertical), resultando na identidade desejada. [ ]

Exemplo 3.8.1. Vamos usar n = 3 e k = 4. O teorema afirma que a soma dos elementos na

diagonal, comecando em (8), serd igual a (° +i+l).

Solucio:
1. Calculo da Soma (Lado Esquerdo):

5076606+ (60

=1+4+10+20+35
=170.

2. Calculo do Resultado (Lado Direito):
n+k+1) (3+4+1
k B 4

-

_ 8! 8:7-6-5
4141 4.3.2-1
=70.

O resultado de ambos os lados é 70, o que confirma o teorema parao cason =3 ek =4. 1
3.9 BINOMIO DE NEWTON

O Bindmio de Newton consiste na formula algébrica que permite realizar a expansao de
poténcias da forma (x + a)”", para n inteiro e positivo. O desenvolvimento desse bindmio resulta
em um somatorio de termos cujos coeficientes sdo 0os nimeros combinatdrios (Z), estabelecendo
uma liga¢do fundamental entre a dlgebra polinomial e a Anédlise Combinatoria.

Historicamente, embora o nome homenageie Isaac Newton por suas generalizagdes, as

propriedades desses coeficientes e sua organizagao no triangulo aritmético ja eram exploradas
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por matematicos chineses, hindus e drabes séculos antes da formalizacdo moderna. No contexto
deste trabalho, o bindmio serd analisado como uma ferramenta estratégica para a contagem e

para a compreensdo de propriedades estruturais do Tridngulo de Pascal.

Proposicao 3.9.1 (Bindmio de Newton). O Teorema Binomial nos da uma féormula para a

expansdo de (x + a)", onde n é um inteiro ndo-negativo. A formula é:

(x+a)'= Z (;)x”_pa".

p=0

Expandindo o somatério, temos:

(x+a)" = (g)x”ao + (Y)x”_lal + (;)xn_za2 +ot (n)xoa”.
n

Demonstracao: Vamos analisar o produto:

(x+a)"=x+a)(x+a)...(x+a).

n fatores

Para formar cada termo do produto expandido, devemos escolher ou x ou a de cada um dos n
fatores e multiplica-los.

Por exemplo, para obter o termo x"PaP, devemos escolher a em p dos fatores e x nos restantes
n — p fatores. O niimero de maneiras de escolher os p fatores dos quais retiraremos o a é igual
ao nimero de maneiras de escolher p objetos de um conjunto de n objetos, que é (;)
Portanto, ao expandir o produto, o termo x"*"PaP aparecera (1’:) vezes. Assim, o coeficiente de
x""PaP na expansdo de (x + a)" é (;)
Termo Geral: O termo de ordem p + 1 no desenvolvimento de (x + a)" é chamado de Termo

Geral e é dado por:
n
Tpe1 = ( )x"_pap.
p

Note que o expoente de a é igual ao indice inferior do coeficiente binomial. [ |
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4 PROBLEMAS

Neste capitulo, apresentamos uma coletdnea de problemas de Andlise Combinatdria
extraidos de avaliacdes de grande relevancia no cendrio educacional brasileiro: o Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM), vestibulares da Universidade Estadual do Ceard (UECE)
e a Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas (OBMEP). A escolha dessas
fontes ndo € aleatoria; juntas, elas oferecem um panorama diversificado de abordagens, que
vao desde questoes contextualizadas e interdisciplinares (ENEM) até problemas que exigem
um elevado grau de raciocinio 16gico e criatividade (OBMEP), passando por um modelo de
vestibular tradicional e rigoroso (UECE).

O objetivo central deste capitulo € dissecar cada problema proposto, ndo apenas apresen-
tando sua resolugdo detalhada, mas, fundamentalmente, analisando-o a luz das competéncias
e habilidades preconizadas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino
Médio. Para cada questdo, serd conduzida uma discussdo que busca identificar quais habilidades
especificas sao mobilizadas, de que forma o problema contribui para o desenvolvimento da
competéncia associada e como sua abordagem se alinha as diretrizes curriculares. Dessa forma,
busca-se construir uma ponte entre a teoria curricular, a pratica em sala de aula e a realidade das
avaliagOes externas, demonstrando o potencial pedagégico de problemas bem selecionados no

ensino da Anéalise Combinatoria.
Sintese da Analise Pedagodgica

A andlise pormenorizada dos 20 problemas apresentados nas subsecdes posteriores
constitui o niicleo prético desta dissertacdo, demonstrando a conexao intrinseca entre os desafios
da Combinatdria em contextos de Olimpiadas/Vestibulares e as diretrizes curriculares nacionais.
Para consolidar os achados e facilitar a aplicacao diddtica, a Tabela 1 sintetiza Fonte, Ano de
aplicag@o e Habilidade da BNCC de cada um dos problemas.

A tabela 1 oferece uma visdo integrada, destacando para cada problema a competéncia e
habilidade de area do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Adicionalmente, identificamos
a principal estratégia resolutiva empregada, reforcando que a complexidade desses problemas
exige, frequentemente, a aplicacao de heuristicas avangadas (como o Principio da Exclusao e a
Modelagem Algébrica) em detrimento da mera aplicacdo de férmulas.

A Tabela 1 serve, portanto, como um recurso de pesquisa € um guia pedagdgico para
o professor de Matematica que busca selecionar e aplicar problemas com intencionalidade,
alinhando a pratica de sala de aula aos objetivos de desenvolvimento do raciocinio combinatdrio

e das competéncias matemadticas para o Ensino Médio.
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Tabela 1 — Relagdo entre problemas de Andlise Combinatdria, Habilidade da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) e, Competéncias e Habilidades do ENEM

Problema | Fonte (Origem) | Ano | Habilidade BNCC | Competéncia e Habilidade
4.1.1 ENEM 2022 EM13MAT310 MTC1H2
4.1.2 ENEM 2017 EM13MAT310 MTCIH2
4.13 ENEM 2021 EM13MAT310 MTCIH2
414 ENEM 2020 EM13MAT310 MTC5H21
4.1.5 ENEM 2020 EM13MAT310 MTC5H21
4.1.6 ENEM 2012 EM13MAT310 MTCIH3
4.1.7 ENEM 22 Apl 2017 EM13MAT310 MTCIH3
4.2.1 OBMEP 2023 EM13MAT310 MTCI1H2
422 OBMEP 2022 EM13MAT310 MTCI1H2
423 OBMEP 2019 EM13MAT310 MTCIH2
424 OBMEP 2018 EM13MAT310 MTCI1H2
4.2.5 OBMEP 2018 EM13MAT310 MTCI1H2

4.2.6a OBMEP 2018 EM13MAT310 MTCI1H3
4.2.6b OBMEP 2018 EM13MAT310 MTC1H3
4.2.6¢ OBMEP 2018 EM13MAT310 MTCIH2
4.2.7 OBMEP 2014 EM13MAT310 MTC1H2
43.1 UECE 2025 EM13MAT310 MTC1H2
432 UECE 2025 EM13MAT310 MTCIH2
433 UECE 2019 EM13MAT310 MTCIH2
434 UECE 2018 EM13MAT310 MTCIH2
4.3.5 UECE 2018 EM13MAT310 MTCIH2
4.3.6 UECE 2016 EM13MAT310 MTCIH2
Fonte: Autor.
4.1 PROBLEMAS DO ENEM

Problema 4.1.1 (ENEM 2022 - MTC1H2). Um prédio com 9 andares e 8 apartamentos de 2
quartos por andar, estd com todos os seus apartamentos a venda. Os apartamentos sdo identificados
por nimeros formados por dois algarismos, sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o
apartamento, e a unidade, um algarismo de 1 a 8, que diferencia os apartamentos de um mesmo
andar. Quanto a incidéncia de sol nos quartos desses apartamentos, constatam-se as seguintes

caracteristicas, em fungdo de seus nimeros de identificagao:
* naqueles que finalizam em 1 ou 2, ambos 0s quartos recebem sol apenas na parte da manha;

* naqueles que finalizam em 3,4, 5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na parte da

manha;
* naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar, mas quer que, em

ambos, pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha.
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De quantas maneiras diferentes essa pessoa poderd escolher 2 desses apartamentos para compra

nas condi¢des desejadas?

6!
A) 9><(6_—2)!
B) 9x(6T)!!><2!
C) 9xﬁ
D) 9xﬁ
E) 9x(ﬁ—l)

Soluc¢ao: O problema exige a escolha de 2 apartamentos em um mesmo andar, com a condi¢cdo
de que ambos tenham pelo menos um quarto que receba sol pela manha.

Primeiro, identificamos os apartamentos que cumprem essa condi¢cdo em qualquer andar.
Finais 1 e 2: ambos os quartos recebem sol pela manhd.

Finais 3,4,5 e 6: apenas um dos quartos recebe sol pela manha.

Finais 7 e 8: nenhum quarto recebe sol pela manha.

Portanto, os apartamentos elegiveis sdo aqueles com finais 1,2,3,4,5 ou 6, totalizando 6
apartamentos por andar.

A tarefa é escolher 2 desses 6 apartamentos. Como a ordem da escolha ndo altera o par
de apartamentos selecionado, usamos uma combinagdo. Para um unico andar, o niimero de

maneiras de escolher é:

c 6! 6!
027 (6-2)121 ~ 4121’

Como o prédio tem 9 andares e a escolha em cada andar é independente, multiplicamos o

resultado de um andar pelo niimero total de andares:

6!

Total de maneiras =9 X Cg =9 X m

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questdao mobiliza a habilidade da BNCC EM13MAT310
(Resolver problemas de contagem) e alinha-se & Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM
(“Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais”). O objetivo da
questdo foi avaliar a capacidade do aluno de executar um processo de resolucdo em multiplas
etapas. Primeiramente, o aluno precisava demonstrar sua capacidade de interpretacao e filtragem

de dados, traduzindo as condi¢des de incidéncia solar para identificar o conjunto de interesse, ou
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seja, os 6 apartamentos elegiveis em cada andar. Em seguida, esperava-se que o aluno realizasse
a modelagem do problema, identificando que a escolha de 2 desses 6 apartamentos, onde a ordem
nao importa, € um problema de Combinacio Simples (Cg2). Por fim, o aluno deveria aplicar
o Principio Multiplicativo para estender a solu¢do de um andar para os 9 andares do prédio, e

reconhecer a nota¢ao de combinacdo em sua forma fatorial para assinalar a alternativa correta.

Problema 4.1.2 (ENEM 2017 - MTC1H2). Um brinquedo infantil caminhao-cegonha ¢ formado

por uma carreta e dez carrinhos nela transportados, conforme a figura.

No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, € feita a pintura de todos os
carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao utilizadas as cores amarelo,
branco, laranja e verde, e cada carrinho € pintado apenas com uma cor. O caminhdo-cegonha tem
uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhdo-cegonha deve haver pelo menos
um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis. Mudanca de posi¢cdo dos carrinhos no
caminhdo-cegonha ndo gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informacdes, quantos sdo os modelos distintos do brinquedo caminhdo-cegonha

que essa empresa poderd produzir?

A) Coa
B) Co3
C) Cios
D) 6*
E) 4°

Solucdo: Cada modelo do brinquedo é definido apenas pela quantidade de carrinhos de cada
uma das 4 cores. Como a mudanga de posigdo dos carrinhos ndo cria um novo modelo e deve
haver pelo menos um carrinho de cada cor, o problema pode ser modelado por uma equacdo
com solugoes naturais.

Seja x1, x7, X3, x4 0 nuimero de carrinhos das quatro cores. Como o total de carrinhos é 10, temos
a equacdo: x1 + x +x3 +x4 = 10.

Como deve haver pelo menos um de cada cor, cada x; > 1. Para resolver isso, podemos fazer

uma substituicdo de variaveis: y; = x; — 1, onde y; > 0. A equacdo se torna:

i+ D)+ + D)+ 3+ 1)+ (ysa+1)=10 > yi + y2+y3+y4 =6.



Capitulo 4. Problemas 57

2

Este ¢ um problema cldssico de combinacdo com repeticdo, cuja formula é Cpyp—1 ,, onde “p” é
)4 ¢ peticao, cuj n+p—1,p )4
a soma (6) e “n” é o nuimero de varidveis (4).

91 9!
(9-3)131 613!

Cas6-1,6 = Co6 = Co3 =
Portanto, o niimero de modelos diferentes do brinquedo é Co 3. [ |
Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta € uma questdo de alta complexidade, raramente
vista no ENEM, e que se aproxima mais de um problema de nivel olimpico. Ela mobiliza a
habilidade EM13MAT310 (Resolver problemas de contagem) em seu nivel mais avangado,
exigindo “estratégias diversas”. Alinha-se também a Competéncia de Area 1 da Matriz do
ENEM. O objetivo da questdo € avaliar a capacidade do aluno de identificar um problema
de Combinacdo Completa (ou Combinagdo com Repeti¢do). Para isso, o aluno precisaria,
primeiramente, interpretar a restri¢ao-chave “Mudanca de posi¢ao... ndo gera um novo modelo”,
que elimina permutagdes e foca o problema na quantidade de carrinhos de cada cor. Em seguida,
o aluno deveria modelar a situacdo pela equacdo x| +x +x3 +x4 = 10. A segunda restricdo, “pelo
menos um... de cada... cor”, impde a condi¢do x; > 1. O passo final, e mais técnico, seria aplicar
a estratégia de substituicao de varidveis (ou “estrelas e barras”), transformando o problema em

y1+Y2+Yy3+ys=6(comy; >0),cujasolucio é dada pela formula Cs16-16 = Co 6 = Co 3.

Problema 4.1.3 (ENEM 2021 - MTC1H2). O setor de recursos humanos de uma empresa vai
realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem
atribuir a cada candidato um numero, colocar a lista de nimeros em ordem numérica crescente
e usd-la para convocar os interessados. Acontece que, por um defeito do computador, foram
gerados nimeros com 5 algarismos distintos e, em nenhum deles, apareceram digitos pares.

Em razdo disso, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero 75913 é
A) 24
B) 31
C) 32
D) 88

E) 89

Solucdo: Os niimeros sdo formados com os 5 algarismos impares distintos: {1,3,5,7,9}. Para
encontrar a posicdo do nimero 75913, contamos quantos niimeros vém antes dele na lista

ordenada de forma crescente.
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e Niimeros comegcados com 1: Se o primeiro digito é 1, os outros 4 podem ser arranjados de

P4 = 4! = 24 maneiras.
e Numeros comecados com 3: Da mesma forma, ha 4! = 24 niimeros.

e Niimeros comegados com 5: Novamente, hd 4! = 24 niimeros.
Até agora, contamos 24 + 24 + 24 =72 numeros.

e Niimeros comecados com 71...: Os 3 digitos restantes podem ser arranjados de P3 = 3! = 6

maneiras.

e Niimeros comegcados com 73...: Da mesma forma, ha 3! = 6 niimeros.
Contagem acumulada: 72 + 6 + 6 = 84 niimeros.

e Niimeros comegados com 751...: Os 2 digitos restantes podem ser arranjados de Py =

2! = 2 maneiras.

e Niimeros comegados com 753...: Da mesma forma, hd 2! = 2 niimeros.

Contagem acumulada: 84 + 2 + 2 = 88 niimeros.
O proximo niimero na ordem é o que comega com 759. O menor deles é 715913. Portanto, ele é o
proximo numero apos os 88 que ja contamos.

A posigdo é a soma de todos os numeros anteriores mais ele mesmo:

24 4+244+24+6+6+2+2+1 = 89.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questdo € uma aplicacdo da habilidade EM13MAT310,
focando na contagem de permutacdes e na aplicagao do Principio Fundamental da Contagem em
um contexto de ordenacdo. Alinha-se também a Competéncia 1 da Matriz do ENEM, pois o
aluno precisa “construir um modelo” para o problema. O objetivo principal € avaliar a capacidade
do aluno de determinar a “posicao” (ou “rank’) de um elemento especifico (75913) dentro de um
conjunto ordenado de permutagdes. Para isso, o aluno precisava, primeiramente, interpretar as
restricdes, identificando que os nimeros eram formados usando apenas os algarismos impares
distintos {1, 3, 5, 7, 9}. Em seguida, deveria entender a ordenacdo, percebendo que precisaria
contar quantos nimeros vinham antes de 75913. A estratégia de resolucdo exigida é a Contagem
por Posicdo (Lexicografica), contando sistematicamente 0s casos menores: quantos comegam
com “1” (4! = 24), com “3” (4! = 24), com “5” (4! = 24), com “71” (3! = 6), com “73” (3! = 6),

com “751” (2! = 2) e com “753” (2! = 2). Finalmente, o aluno deveria sintetizar o resultado,
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somando todas essas contagens (88) e concluindo que 75913, sendo o préximo da lista, estaria na

892 posicao.

Problema 4.1.4 (ENEM 2020 - MTC5H21). Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do
personagem “TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”.

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de tal forma
que as vogais e consoantes aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar o espacamento

entre as letras.

Nessas condi¢des, o numero de anagramas formados € dado por
A) 9!
B) 4!x 5!
C) 2x4!x5!
9!
D) =
) 2

4!x 5!
2

Solucao: A frase a ser anagramada é “I AM POTTER”, sem considerar os espagos. As letras

E)

sdo:
e Vogais (V): I, A, O, E (Total de 4).
e Consoantes (C): M, P, T, T, R (Total de 5, com a letra “T” repetida 2 vezes).

O problema exige que vogais e consoantes aparecam sempre intercaladas. Como temos 5
consoantes e 4 vogais, a unica estrutura possivel para o anagrama é comegar e terminar com

uma consoante:
cvcecvcecvevce

Agora, calculamos o niimero de maneiras de arranjar as vogais e as consoantes nessas posicoes.

e Permutacdo das Vogais: Temos 4 vogais distintas para ocupar as 4 posigoes de “V”. O

numero de maneiras é P4 = 4.

® Permutacdo das Consoantes: Temos 5 consoantes para ocupar as 5 posicoes de “C”.
Como a letra “T” se repete 2 vezes, usamos a formula da permutacdo com repeticdo:

2 3!
Ps =71

O niimero total de anagramas é o produto das permutagoes das vogais e das consoantes:

5! 415!
Total = (Permutagdo das Vogais) X (Permutagdo das Consoantes) = 4! X TR
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Anadlise Pedagégica da Questao

z

Do ponto de vista pedagdgico, a questdo ¢ um excelente exemplo da habilidade
EM13MAT310 (Resolver problemas de contagem), pois exige uma estratégia complexa que
decompode o problema: primeiro, a modelagem da restricao (intercalacio) e, segundo, a aplicagdo
de diferentes tipos de permutagdo (simples para as vogais € com repeti¢ao para as consoantes).
Alinha-se também a Competéncia de Area 5 (MTC5H21), focada em “Modelar e resolver
problemas”. O desafio central é a modelagem: o aluno precisa traduzir a restricao “intercaladas”
em uma estrutura fixa (CVCVCVCVC), transformando um problema complexo em dois problemas
de permutagdo menores e independentes. O objetivo € avaliar a capacidade do aluno de resolver
um problema de contagem nao trivial que combina multiplas técnicas. Esperava-se que o aluno,
primeiramente, classificasse as letras em 4 vogais distintas (I, A, O, E) e 5 consoantes (M, P, T, T,
R), notando a repeti¢do da letra “T”. Em seguida, deveria deduzir que a dnica estrutura alternada
possivel era CVCVCVCVC. Por fim, deveria resolver o problema em duas etapas, calculando
P4 = 4! para as vogais e Pg = % para as consoantes, aplicando o Principio Multiplicativo para

sintetizar o resultado final.

Problema 4.1.5 (ENEM 2020 - MTC5H21). Trés amigos, André, Bernardo e Carlos, moram
em um condominio fechado de uma cidade. O quadriculado representa a localizagao das ruas
paralelas e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho nesse condominio, em que

nos pontos A, B e C estdo localizadas as casas de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela casa de Carlos,
seguindo ao longo das ruas do condominio, fazendo sempre deslocamentos para a direita ( — )
ou para cima ( 1T ), segundo o esquema da figura.

O numero de diferentes caminhos que André podera utilizar para realizar o deslocamento nas

condig¢des propostas é
A) 4
B) 14
O 17
D) 35

E) 48
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Solucao: Para resolver o problema, usamos a estratégia de calcular o niimero total de caminhos
possiveis e subtrair o niumero de caminhos que passam pelo ponto indesejado (a casa de Carlos,

ponto C). O movimento é sempre para a direita (— ) ou para cima (T).

1. Total de caminhos de André (A) até Bernardo (B):
Para ir de A até B, André deve se mover 4 unidades para a direita e 3 para cima. Isso é um total
de 7 movimentos. O niimero de caminhos é a permutacdo de 7 movimentos com 4 repeticoes (— )

e 3 repeticoes (7).
a3 715040

;= ETRIR YT = 35 caminhos totais.

2. Caminhos que passam por Carlos (C):

Para encontrar os caminhos que passam por C, dividimos o trajeto em duas partes: de A até C e
de C até B.

® De A até C: Sdao 2 movimentos para a direita e 2 para cima (total de 4).

4! 24
Pi’z = 00 = T = 6 caminhos.

® De C até B: Sdo 2 movimentos para a direita e 1 para cima (total de 3).

3! 6
2,1 _ _b_ .
T = 3 caminhos.

O total de caminhos de A até B passando por C é o produto dos caminhos de cada trecho:

6 X 3 = 18 caminhos.

3. Caminhos que NAO passam por Carlos:

Subtraimos os caminhos que passam por C do total de caminhos.
Caminhos vadlidos = (Total de caminhos) — (Caminhos que passam por C) = 35 - 18 = 17.

|
Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questao € um problema cldssico que mobiliza a habilidade
EM13MAT310 (Resolver problemas de contagem). O desafio € duplo: primeiro, modelar a
contagem de caminhos como uma Permutacdo com Repeticao e, segundo, aplicar uma estratégia
de contagem indireta (Principio da Exclusdo) para lidar com a restricdo. A questao alinha-se
perfeitamente 3 Competéncia de Area 5 (“Modelar e resolver problemas...”), pois a modelagem
¢ o ponto central: o aluno precisa enxergar que qualquer caminho de A para B é um “anagrama”

de 4 setas para a direita e 3 para cima (P;B). O objetivo € avaliar a capacidade do aluno de
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aplicar a Andlise Combinatdria em um problema de geometria de posi¢do (caminhos na malha),
utilizando uma estratégia de contagem complexa (o método complementar). Esperava-se que o
aluno estruturasse a solugao calculando o total de caminhos (A — B) e subtraindo os caminhos
“ruins” que passam por C (A — C — B). O célculo dos caminhos “ruins” exigia, por sua vez, a
aplicacao do Principio Multiplicativo, multiplicando os caminhos do trecho (A — C) pelos do
trecho (C — B), resultando em 35 — 18 = 17.

Problema 4.1.6 (ENEM 2012 - MTC1H3). O designer portugués Miguel Neiva criou um
sistema de simbolos que permite que pessoas daltdnicas identifiquem cores. O sistema consiste
na utilizacdo de simbolos que identificam as cores primdrias (azul, amarelo e vermelho). Além
disso, a justaposicao de dois desses simbolos permite identificar cores secunddrias (como o verde,
que € o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco sdo identificados por pequenos
quadrados: o que simboliza o preto € cheio, enquanto o que simboliza o branco € vazio. Os
simbolos que representam preto e branco também podem estar associados aos simbolos que
identificam cores, significando se estas sdo claras ou escuras.

Folha de Sdo Paulo. Disponivel em: wwwl .folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012 (adaptado).

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema proposto?
A) 14
B) 18
C) 20
D) 21

E) 23

Solucio: Para encontrar o total de cores que o sistema pode representar, somamos as quantidades

de cada tipo de cor descrita.

1. Cores Primarias: O sistema usa simbolos para as 3 cores primdrias (azul, amarelo,
vermelho).

Total 1 = 3 cores.

2. Cores Secundarias: A justaposicdo de dois simbolos de cores primdrias forma uma cor

secundaria. O numero de combinacoes de 3 cores primdrias, 2 a 2, é:

. 31
327213 -2)!

= 3 cores (verde, laranja, roxo).

3. Preto e Branco: Sdo identificados por simbolos préprios.

Total 3 =2 cores.
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4. Variagoes de Tom (Claro/Escuro): Os simbolos de preto e branco podem ser associados a

cada uma das cores primarias e secunddrias para indicar se sdo claras ou escuras.

e Cores primdrias e secunddrias: 3 +3 = 6 cores.
e Variagoes para cada cor: 2 (claro ou escuro).

e Total de variagoes: 6 X 2 = 12 cores.
O nuimero total de cores representadas é a soma de todas as categorias:
Total = (Primdrias) + (Secunddrias) + (Preto/Branco) + (Variagées) =3 +3 +2 + 12 = 20.

]
Analise Pedagégica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questdo avalia a habilidade da BNCC EM13MAT310
(Resolver problemas de contagem), exigindo que o aluno aplique os Principios Aditivo e
Multiplicativo de forma combinada, além de testar a capacidade de identificar a necessidade de
uma Combinagdo Simples (C3 ) para um dos subproblemas. Na Matriz do ENEM, a questao foi
classificada com o cédigo MTC1H3 (“Resolver situagao-problema envolvendo conhecimentos
numéricos’”). Embora pareca um problema puramente combinatério, seu foco principal € a
interpretacdo de texto alinhado 2 Competéncia 3 para identificar as diferentes categorias de
contagem e aplicar as operacdes numéricas adequadas. O objetivo ndo € testar férmulas complexas,
mas sim a capacidade do aluno de dissecar um texto descritivo e modelar cada parte usando a
ferramenta de contagem correta. Esperava-se que o aluno decompusesse o problema em quatro
categorias mutuamente exclusivas (Primarias, Secundérias, Preto/Branco e Variacdes de Tom) e
aplicasse o Principio Aditivo. Para cada categoria, o aluno precisaria modelar a contagem: (1)
contagem direta para as primdrias (3) e para preto/branco (2); (2) interpretar “justaposicado de
dois” de trés simbolos como C3 ; = 3 para as secundarias; e (3) aplicar o Principio Multiplicativo
para as variagdes de tom (6 cores X 2 variacdes = 12). A sintese final, 3 + 3 + 2 + 12, levaria ao
resultado 20.

Problema 4.1.7 (ENEM 2017 (2* Aplicacdo) - MTC1H3). Desde 1999 houve uma significativa
mudanca nas placas dos carros particulares em todo o Brasil. As placas, que antes eram formadas
apenas por seis caracteres alfanuméricos, foram acrescidas de uma letra, passando a ser formadas
por sete caracteres, sendo que os trés primeiros caracteres devem ser letras (dentre as 26 letras
do alfabeto) e os quatro udltimos devem ser algarismos (de 0 a 9). Essa mudanga possibilitou a
criacao de um cadastro nacional unificado de todos os veiculos licenciados e ainda aumentou
significativamente a quantidade de combinagdes possiveis de placas. Nao sdo utilizadas placas

em que todos os algarismos sejam iguais a zero.
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Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 14 jan. 2012 (adaptado)

Nessas condi¢des, a quantidade de placas que podem ser utilizadas € igual a
A) 263 +94
B) 263 x 94
C) 263(10* - 1)
D) (263 +10%) — 1
E) (26° x 10%) — 1

Solucdo: Para encontrar a quantidade de placas validas, primeiro calculamos o niimero total
de placas possiveis e, em seguida, subtraimos as placas que sdo proibidas pela regra.
A placa tem o formato LLL-DDDD, onde L é uma letra e D é um digito.

e Parte das Letras: 3 posicoes, com 26 opgoes de letras para cada.
e Parte dos Digitos: 4 posicoes, com 10 opgoes de digitos (0 a 9) para cada.

1. Total de placas possiveis (sem restricdes): O total é o produto das possibilidades para cada
posicao.
Total = (26 X 26 X 26) x (10 x 10 x 10 x 10) = 26> x 10*.

2. Total de placas invalidas: A restricdo é que ndo sdo utilizadas placas em que todos os

algarismos sejam iguais a zero. Isso significa que a parte numérica nao pode ser “0000”.
e A parte das letras pode ser qualquer combinacdo (26> possibilidades).
® A parte dos digitos é fixa em “0000” (1 possibilidade).
O niimero de placas invalidas é:
Invdlidas = 26 x 1 = 26°.
3. Total de placas validas: Subtraimos as placas invdlidas do total de placas possiveis.
Validas = (Total) — (Invdlidas) = 26° x 10* - 26°.
Colocando 26> em evidéncia, temos:

263(10* - 1).
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Anadlise Pedagégica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questio € uma aplicagdo direta do Principio Multiplicativo
(ou Principio Fundamental da Contagem), central para a habilidade EM13MAT310 da BNCC.
Além disso, a restricao (“Nao sdo utilizadas placas...”) exige a aplica¢do do Principio Aditivo na
sua forma de contagem complementar (Total - Excecdes). A questdo se enquadra na Competéncia
de Area 1 da Matriz do ENEM (“Utilizar estratégias... para resolver problemas’), pois o aluno
precisa modelar a situacdo LLL-DDDD e aplicar a estratégia da contagem pelo complementar. O
objetivo € avaliar a capacidade do aluno de aplicar o Principio Multiplicativo em um cenério
com repeticdo e, crucialmente, de lidar com uma restricdo. Esperava-se que o aluno modelasse
as possibilidades totais (26> x 10%), modelasse a restri¢io (a parte numérica sendo “0000”),
calculasse o total de excecdes (26> x 1), aplicasse a contagem complementar ((26° x 10%) — (26%))
e, por fim, simplificasse algebricamente a expressdo através da fatoragio para 263(10* — 1),

identificando a alternativa correta.
4.2 PROBLEMAS DA OBMEP

Problema 4.2.1 (OBMEP 2023 - MTC1H2). Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre
as linhas do quadriculado da figura, sempre para a direita ou para cima, até chegar ao vértice B.
De quantas maneiras ela pode fazer isso passando por algum dos quatro pontos destacados?

!

B

A) 4
B) 32
C) 36
D) 64

E) 74

Solucao: Para resolver, calculamos o niimero de caminhos que passam por cada um dos quatro
pontos destacados e somamos os resultados. Os caminhos que passam por um dos pontos nao
passam pelos outros, pois os movimentos sdo sempre para a direita ou para cima. Vamos chamar
os pontos de X (0,6),Y(1,5),Z(5,1) e W(6,0), considerando A(0,0) e B(6,6).
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e Caminhos passando por X(0,6): Para ir de A(0,0) até X(0,6) ha I caminho (s6 para cima).
De X(0,6) até B(6,6) ha I caminho (so para a direita). Total: 1 X 1 = 1 caminho.

e Caminhos passando por W(6,0): Para ir de A(0,0) até W(6,0) ha 1 caminho (so para a
direita). De W(6,0) até B(6,6) ha I caminho (so6 para cima). Total: 1 X 1 = 1 caminho.

e Caminhos passando por Y(1,5): O trajeto é dividido em A — Ye Y — B.

— De A(0,0) a Y(1,5): 1 movimento para a direita e 5 para cima. O niimero de caminhos

2 ~ . o~ !
€ a permutagdo com repeti¢do Pé’s = % = 6.

— De Y(1,5) a B(6,6): 5 movimentos para a direita e 1 para cima. O niimero de caminhos

s Sl _ 6l _
¢ Py =577 =06.

Total de caminhos via Y: 6 X 6 = 36 caminhos.
e Caminhos passando por Z(5,1): O trajeto é dividido em A — Ze Z — B.

— De A(0,0) a Z(5,1): 5 movimentos para a direita e 1 para cima. Pg’l = % =6.
— De Z(5,1) a B(6,6): 1 movimento para a direita e 5 para cima. Pé’s = 1?—;, =6.

Total de caminhos via Z: 6 X 6 = 36 caminhos.

O niimero total de maneiras é a soma dos caminhos que passam por cada ponto:

1+1+36+36="74.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questdao € um exemplo da habilidade EM13MAT310
(Resolver problemas de contagem), exigindo a modelagem de caminhos em malha quadriculada,
que € um caso particular de Permutagdo com Repeti¢do. Alinha-se as Competéncia 1 da Matriz do
ENEM, pois o aluno precisa traduzir o movimento na malha para um “anagrama” de movimentos
“Direita” (D) e “Cima” (C). O objetivo ¢ avaliar a capacidade do aluno de aplicar os dois principios
fundamentais da contagem de forma combinada. Esperava-se que o aluno modelasse a contagem
de caminhos (ex: PZ;bb), aplicasse o Principio Multiplicativo (para calcular rotas A — Y — B) e,
crucialmente, aplicasse o Principio Aditivo. A estratégia principal € a Decomposi¢ao em Casos
Mutuamente Exclusivos. O aluno precisava reconhecer que a condicdo “passando por algum
dos quatro pontos” ¢ uma uniao de conjuntos e que, devido a regra (s direita/cima), os quatro
pontos sdo mutuamente exclusivos, simplificando a contagem para uma soma direta dos casos. A
ferramenta central (modelar caminhos como permutacdo com repeti¢do) para este problema é

usar a Soma de Casos Disjuntos.
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Problema 4.2.2 (OBMEP 2022 - MTC1H2). Um professor de educagao fisica precisou escolher,
dentre seus alunos, uma equipe formada por dois meninos € uma menina ou por duas meninas e
um menino. Ele observou que poderia fazer essa escolha de 25 maneiras diferentes. Quantos

meninos € meninas sdo alunos desse professor?
A) S5
B) 7
09
D) 10

E) 25

Solucao: Sejam h o niimero de meninos e m o niimero de meninas. A escolha da equipe pode

acontecer de duas formas mutuamente exclusivas:

1. Dois meninos e uma menina: O niimero de maneiras de fazer essa escolha é o produto da
combinagdo de h meninos tomados 2 a 2 e da combinacdo de m meninas tomadas 1 a 1.

-1

Ch,2 : Cm,l = B

2. Duas meninas e um menino: O niimero de maneiras é o produto da combinagdo de m
meninas tomadas 2 a 2 e da combinagdo de h meninos tomados 1 a 1.

m(m—1) ‘

h.
2

Cm,Z . Ch,l =

O total de maneiras é a soma das duas possibilidades, que o problema informa ser 25.

h(h—-1) m(m—1)
2 "tTT

Multiplicando ambos os lados por 2:

mh(h —1) + hm(m - 1) = 50.

h =125.

Colocando hm em evidéncia:
hm ((h—1)+ (m—1)) =50.
hm(h+m —2) = 50.
Como h e m sdo inteiros, precisamos encontrar trés fatores inteiros (h, m, h+m —2) cujo produto

seja 50. Por inspecdo ou testando as opgoes, vemos que se tivermos 5 meninos e 2 meninas (ou

vice-versa), a equagdo é satisfeita:
eSeh=5em=2:5-2(5+2-2)=10(5) =50.

eSeh=2em=5:2-52+5-2)=10(5) = 50.
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Em ambos os casos, o niimero total de alunos é a soma do nitimero de meninos e meninas.:

h+m=5+2=17.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questao da OBMEP 2022 avalia profundamente a
habilidade EM13MAT310 (Resolver problemas de contagem), exigindo que o aluno aplique os
dois principios fundamentais de forma interligada: o Principio Aditivo (para os dois tipos de
equipe: C1 ou C2) e o Principio Multiplicativo (para a composi¢ao de cada equipe: Meninos e
Meninas). Alinha-se também as Competéncia 1 da Matriz do ENEM, focadas na construcao
de modelos. O objetivo da questdo € avaliar a capacidade do aluno de realizar um “problema
inverso” de contagem: em vez de fornecer as varidveis e pedir o resultado, o problema fornece o
resultado (25) e pede as varidveis. Isso testa a capacidade de modelagem algébrica (traduzir a
descri¢ao na expressao (Cp2 - Ci1) + (Cp2 - Ch1) = 25), a manipulacdo algébrica (simplificar
para hm(h + m — 2) = 50) e o raciocinio 16gico-numérico (resolver a equacao diofantina por
fatoracdo). A estratégia central €, portanto, a Modelagem Algébrica via Principios de Contagem.
Esta abordagem de decompor o problema em casos mutuamente exclusivos (Principio Aditivo) é

uma heuristica poderosa.

Problema 4.2.3 (OBMEP 2019 - MTCI1H2). A ra Zinza quer ir da pedra 1 até a pedra 10 em
cinco pulos, pulando de uma pedra para a seguinte ou por cima de uma ou de duas pedras. De

quantas maneiras diferentes Zinza pode fazer isso?

é'. 8 4 v 9
AN £2 3 4 ‘6 8

£ 0

A) 10
B) 35
C) 45
D) 84

E) 126

Solucao: A cada salto, Zinza precisa escolher entre pular 1, 2 ou 3 pedras. Para que ela chegue
a pedra 10 em 5 pulos, a soma dos comprimentos dos saltos deve ser igual a 9 (pois ela comeca

na pedra 1). As combinagoes de saltos possiveis sao:
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e 4 saltos de 2 pedras e 1 salto de 1 pedra:

5!
4

e 2 saltos de 3 pedras e 3 saltos de 1 pedra:

5!

o ] salto de 3 pedras, 2 saltos de 2 pedras e 2 saltos de 1 pedra:
5!

T
Portanto, o niimero de maneiras distintas que Zinza pode chegar na pedra 10 em 5 saltos é de:

5+ 10+ 30 =45.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questdo da Ra Zinza € um problema de andlise
combinatdria de nivel avancado que avalia a habilidade da BNCC EM13MAT310 (Resolver e
elaborar problemas de contagem), exigindo que o aluno v4 além da aplicacdo direta de férmulas
e mobilize estratégias diversas de raciocinio. A questdo alinha-se as Competéncia 1 da Matriz
do ENEM, cujo foco € a construcao e aplicacdo de modelos para a resolu¢do de problemas,
avaliando a capacidade de traducdo precisa da situacdo fisica para a linguagem matematica
através da Modelagem Algébrica. O aluno deve interpretar o deslocamento como uma particao do
inteiro 9 em cinco parcelas, identificando de forma sistemadtica e exaustiva os casos mutuamente
exclusivos (Principio Aditivo). Para cada conjunto de pulos, exige-se a aplicacdo de Permutacao
com Repeticdo, pois a ordem dos saltos altera o percurso, testando a diferenciagdo conceitual

entre a simples sele¢do de elementos e sua ordenagdo linear.

Problema 4.2.4 (OBMEP 2018 - MTC1H2). Um estacionamento tem 10 vagas, uma ao lado da
outra, inicialmente todas livres. Um carro preto e um carro rosa chegam a esse estacionamento.
De quantas maneiras diferentes esses carros podem ocupar duas vagas de forma que haja pelo

menos uma vaga livre entre eles?

A) 56
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B) 70
C) 71
D) 72
E) 80

Solucao: Primeiro, calcula-se o nimero total de maneiras de estacionar os dois carros distintos

em 10 vagas, sem qualquer restricdo. O primeiro carro tem 10 opgoes e o segundo tem 9.
Total de possibilidades = 10 X 9 = 90.

Em seguida, calcula-se o niimero de casos em que os carros estacionam em vagas adjacentes.

Vamos calcular isso considerando a escolha da vaga para o primeiro carro:

e Se o primeiro carro estacionar em uma das 2 vagas da ponta, o segundo carro terd apenas

1 vaga adjacente para escolher.

e Se o primeiro carro estacionar em uma das 8 vagas centrais, o segundo carro terd 2 vagas

adjacentes para escolher.
O niimero de maneiras de estacionar lado a lado é a soma dessas possibilidades:
Vagas adjacentes = (2X 1)+ (8 X2) =2+ 16 = 18.

Finalmente, o numero de maneiras em que ha pelo menos uma vaga livre entre os carros é a

diferencga entre o total de possibilidades e o niimero de casos em que eles sdo vizinhos.

Maneiras desejadas = 90 — 18 = 72.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdégico, esta questdo mobiliza a habilidade EM13MAT310 da
BNCC ao exigir que o aluno resolva problemas de contagem por meio de estratégias diversas,
como o raciocinio indireto. O item alinha-se &8 Competéncia 1 e & Habilidade H2 da Matriz de
Referéncia do ENEM, pois requer a interpretacio e a constru¢ao de um modelo matemadtico para
uma situacao pratica de ocupagao de vagas. O objetivo central € avaliar a capacidade do estudante
de simplificar um problema complexo através da Contagem Complementar, identificando que o
célculo direto da condicao “pelo menos uma vaga livre” € mais trabalhoso do que subtrair os
casos adjacentes do espago amostral total. Para obter sucesso, o aluno deve aplicar o Principio
Fundamental da Contagem para definir o total de arranjos possiveis e, simultaneamente, gerenciar
as restri¢des espaciais das vagas (posi¢des extremas versus centrais) para modelar as excecoes,
demonstrando um dominio refinado do pensamento 16gico-analitico em detrimento da aplicacdo

mecanica de férmulas.
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Problema 4.2.5 (OBMEP 2018 - MTC1H2). Helena tem trés caixas com 10 bolas em cada uma.
As bolas dentro de uma mesma caixa sdo idénticas, e as bolas em caixas diferentes possuem

cores distintas. De quantos modos ela pode escolher 15 bolas dessas trés caixas?

A) 91

B) 136
C) 150
D) 200

E) 210

Solucao: Sejam cy, ¢y, e c3 as quantidades de bolas retiradas de cada uma das trés caixas,

respectivamente. O problema é encontrar o niimero de solucoes inteiras para a equagcdo:
Cl+Cyr+c3 = 15.
Com a restri¢do de que o niimero de bolas de cada caixa ndo pode exceder 10:
0<cy,02,c3 <£10.

Vamos enumerar as possibilidades. A estratégia consiste em fixar o niimero de bolas
da primeira caixa (cy) e, entdo, determinar de quantas maneiras as bolas restantes podem ser

distribuidas entre as outras duas caixas (cy e c3), respeitando a restri¢do.

e Se c; =0, entdo cy + ¢3 = 15. Com a restricdo ¢, c3 < 10, as duplas (c», ¢3) podem ser
(5,10),(6,9),...,(10,5), totalizando 6 possibilidades.

e Se c; = 1, entdo cy + c3 = 14. As possibilidades para c, vao de 4 a 10, totalizando 7
possibilidades.

e Se c1 =2, entdo ¢y + c3 = 13, totalizando 8 possibilidades.
e Se c1 =3, entdo cy + c3 = 12, totalizando 9 possibilidades.
® Se ¢ =4, entdo cy + c3 = 11, totalizando 10 possibilidades.

e Se c) =5, entdo cy + c3 = 10, totalizando 11 possibilities.
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Por simetria, os casos para c1 > 5 espelham os resultados anteriores:
e Para c| = 6, ha 10 possibilidades.
® Para c| =7, ha 9 possibilidades.
e Para c| = 8, ha 8 possibilidades.
® Para c; =9, hd 7 possibilidades.
® Para c| = 10, ha 6 possibilidades.
O numero total de maneiras é a soma de todas essas possibilidades:

6+7+8+9+10+11+10+9+8+7+6=091.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, a questao envolve a distribui¢ao de objetos em recipientes,
um problema cldssico que mobiliza a habilidade EM13MAT310 da BNCC ao exigir a escolha
e aplicagao de modelos de contagem apropriados para situagdes de agrupamento. O item esta
diretamente relacionado 2 Competéncia de Area 1 ¢ 2 Habilidade H2 da Matriz do ENEM,
pois requer que o aluno identifique se os elementos sdo distinguiveis ou indistinguiveis para
selecionar a estratégia correta. A andlise pedagdgica destaca a importancia da transi¢do do
raciocinio intuitivo para a formalizacdo matematica através do método de Combinacdo Completa
(ou Método das Barras e Bolas). Ao resolver este problema, o estudante desenvolve a capacidade
de abstracdo necessdria para representar restricdes (como caixas que podem ou nao ficar vazias)
em uma equaco diofantina linear, avaliando sua competéncia em modelar fendmenos discretos e
utilizar o Principio Multiplicativo de forma integrada com as combinac¢des, fugindo da aplicagdo

mecanica de férmulas de arranjo ou permutacdo simples.

Problema 4.2.6 (OBMEP 2018 - MTC1H2). Um ndmero inteiro positivo é chamado de
interessante quando termina com um algarismo que € igual ao produto de seus demais algarismos.

Por exemplo, 326 e 1.020 sdo interessantes, pois 3 X2 =6e 1 x0x2=0.
a) Qual deve ser o valor do algarismo A para que o nimero 14A8 seja interessante?
b) Quantos nimeros interessantes de quatro algarismos terminam com o algarismo 6?

¢) Quantos nimeros interessantes de cinco algarismos terminam com o algarismo 0?
Solucao: (item a) Para que o niimero 14A8 seja interessante, o produto de seus trés primeiros

algarismos deve ser igual ao ultimo algarismo, 8

1-4-A=8—>4-A=8—>A=2.
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|
Solucao: (item b) Para que um niimero de quatro algarismos seja interessante, é necessario que
os trés primeiros algarismos pertencam a um dos conjuntos: {1, 1,6} ou {1,2,3}.

Logo, a quantidade procurada vale:

3!
2
P3+P3:5+3!:9.

|
Solucdo: (item c) Para que um niimero de cinco algarismos (d1dxdzdsds) seja “interessante” e
termine em 0, o produto de seus quatro primeiros algarismos deve ser igual a zero (d-dy-d3-d4 =
0). Como se trata de um niimero de cinco algarismos, o primeiro digito d| ndo pode ser nulo
(d € {1,2,...,9}). Assim, para que o produto seja zero, pelo menos um dos algarismos entre
d>, d3 ou dy deve ser obrigatoriamente O.

Dividimos a contagem em trés casos mutuamente exclusivos:

e 1° Caso: Apenas um dos algarismos (d», ds, d4) é igual a 0. Existem 3 posicoes possiveis
para o zero. O primeiro algarismo (dy) tem 9 opgoes (1 a 9) e os outros dois algarismos

restantes também tém 9 opgoes cada (1 a 9, pois ndo podem ser zero neste caso).

OX9Ox9x1x3=2187.

e 22 Caso: Exatamente dois dos algarismos (d», d3, ds) sdo iguais a 0. Existem (g) =3
maneiras de posicionar os dois zeros. O primeiro algarismo (d1) tem 9 opgoes e o algarismo

restante (ndo nulo) tem 9 opgoes.

Ox9Ox1x1x3=243.

® 3° Caso: Todos os trés algarismos (d,, d3, ds) sdo iguais a 0. Existe apenas 1 maneira de

posicionar os trés zeros. O primeiro algarismo (dy) continua tendo 9 opgoes.

Ox1x1x1=09.

Pelo Principio Aditivo, somamos os resultados:

2187+ 243 + 9 = 2439.

Analise Pedagogica da Questao 13 (Item a)

Do ponto de vista pedagdgico, o item (a) tem como objetivo testar a compreensao primaria
da regra de formacdo do “nuimero interessante” e a capacidade do estudante de realizar uma

substitui¢do algébrica simples, servindo como ponto de entrada para garantir o dominio da légica
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do problema antes de avancar para contagens complexas. A questao mobiliza a competéncia
aritmética bdsica ao exigir que o aluno traduza a descri¢dao do enunciado em uma equagao do tipo
1-4.A =8 para determinar o algarismo faltante. Na Matriz de Referéncia do ENEM, este item
associa-se 2 Competéncia de Area 1, que trata de interpretar situacdes e construir argumentos
com base em conhecimentos numéricos, relacionando-se também a Habilidade H3, que foca
na resolucdo de problemas com nimeros naturais. Embora de complexidade baixa, essa etapa
inicial € crucial para o desenvolvimento do raciocinio l6gico-analitico, pois consolida a base
necessdria para a modelagem direta e a resolucdo de equacdes elementares que fundamentam o

pensamento matematico em problemas de nivel olimpico.
Analise Pedagogica da Questao 13 (Item b)

Do ponto de vista pedagdgico, o item (b) avalia a habilidade EM13MAT310 da BNCC ao
exigir que o aluno resolva problemas de contagem que demandam a identificacdo de diferentes tipos
de agrupamentos e a organizacao sistemadtica de dados. O objetivo central € testar a capacidade do
estudante de particionar o problema, identificando inicialmente todos os conjuntos de algarismos
cujo produto resulta em 6 (como {1, 1,6} e {1, 2, 3}), para entdo aplicar corretamente o Principio
Aditivo e o conceito de Permutagdo com Repeti¢do. Na Matriz de Referéncia do ENEM, este
item associa-se a Competéncia de Area 1, voltada a utilizagdo de conhecimentos numéricos
para resolver situagdes-problema, e a Habilidade H3, ao lidar com a natureza dos nimeros
naturais e suas propriedades operatdrias. A estratégia exige que o aluno compreenda que a ordem
dos algarismos altera o nimero formado, transformando a anélise de fatores em um problema
de permutagdo, o que previne erros comuns como a contagem parcial de casos ou a falha na

distincdo entre sele¢do e ordenacao.
Anadlise Pedagégica da Questao 13 (Item c)

Do ponto de vista pedagdgico, o item (c) eleva o nivel de complexidade da questao
ao introduzir o algarismo zero, o que mobiliza a habilidade EM13MAT310 da BNCC através
da necessidade de gerenciar restricdes posicionais e miltiplas etapas de contagem. O objetivo
principal é avaliar a capacidade do aluno de particionar o problema em casos mutuamente
exclusivos com base na quantidade e na posi¢do dos zeros entre os quatro primeiros digitos,
garantindo que o produto resulte em zero conforme a regra do “nimero interessante”. Na Matriz
de Referéncia do ENEM, esta tarefa associa-se a Competéncia de Area 1 ¢ 2 Habilidade H2,
pois exige a constru¢do de um modelo matematico que considere a restri¢do de que o primeiro
algarismo nao pode ser nulo para que o nimero mantenha quatro algarismos significativos
antes do digito final. A estratégia exige a articulacdo do Principio Multiplicativo com o uso de
permutacoes para organizar os zeros nas posicoes permitidas, testando a precisdao do aluno em
evitar a dupla contagem e em aplicar corretamente o Principio Aditivo para sintetizar os casos

identificados, o que demonstra um dominio avanc¢ado do raciocinio combinatério e da 1égica de
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formagdo numérica.

Problema 4.2.7 (OBMEP 2014 - MTC1H2). O simbolo n! € usado para representar o produto
dos nimeros naturaisde 1 an,istoé,n! =n-(n—1)-...-2-1. Porexemplo,4! =4-3-2-1 =24,
Se

n!=29.30.5.72.11.13,

qual € o valor de n?
A) 13
B) 14
O 15
D) 16
E) 18

Solucao: Para resolver este problema, comparamos a decomposi¢cdo dada com o fatorial do
maior niimero primo presente no produto, que é 13.
Primeiramente, calculamos a decomposicdo em fatores primos de 13! analisando os multiplos

de cada primo até 13:
13'=13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
131=13-(2%2-3)-11-(2-5)-3%.2>.7-(2-3)-5.22.3.2
131=219.37.52. 70 . 111 131,
Comparando o valor de n! fornecido no enunciado com 13!, buscamos a razdo entre eles:
n!  219.30.53.72.11.13

1317 210.35.52.71.11-13
n! _ pI5-10  36-5  53-2 72-1

1_3'!

n!

31 = 2°.3.5-7.

Agora, agrupamos esses fatores restantes para formar numeros inteiros consecutivos apos o 13:
e 14=2.7
e15=3-5
°16=24

Verificamos que (2-7) - (3-5)-2* = 2°-3-5-7, 0 que corresponde exatamente d razdo encontrada.

Assim.
n!=13!-14-15-16
n! =16!.

Portanto, n = 16. [ ]



Capitulo 4. Problemas 76

Anadlise Pedagégica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questao da OBMEP representa um excelente exemplo
de como problemas de Teoria dos Nimeros se intersectam com a Andlise Combinatoria através
da manipulacao de fatoriais, mobilizando a habilidade EM13MAT310 da BNCC, uma vez
que o fatorial (n!) € a base para a contagem de permutagdes. O item avalia profundamente a
Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM ao exigir a construgio de argumentos baseados
no Teorema Fundamental da Aritmética para realizar a decomposi¢@o tnica em fatores primos.
O objetivo central € testar a capacidade do aluno de interpretar a estrutura de um fatorial e
realizar a decomposi¢do primal de forma sistemadtica para encontrar o limite superior do produto.
Empregando uma estratégia heuristica de contagem ldgica, o estudante deve comparar as poténcias
dadas com um fatorial conhecido (como o 13!) e aplicar a decomposicdo complementar para
isolar os fatores restantes, confirmando que n! = 16!. Esse processo demonstra a transicdo de um
célculo mecanico para uma anélise estrutural do nimero, exigindo precisdo na identificagdo de

poténcias de fatores primos e no uso da légica dedutiva para a resolu¢iao do problema.
4.3 PROBLEMAS DE VESTIBULAR

Problema 4.3.1 (UECE 2025 - MTC1H2). O quadro numérico a seguir apresentado, conhe-
cido com a denominagao de “Tridngulo Aritmético de Pascal — Tartdglia”, envolve niimeros

combinatdrios especiais: Os nlimeros que estao na linha L; sao do tipo C; p.

Linha Coeficientes Binomiais
L, 1

L 1 2 1

Lj 1 3 3 1

Ly 1 4 6 4 1

Ls 1 5 10 10 5 1
Lg 1 6 15 20 15 6 1
L, 1 n n 1

Nota: Se um conjunto possui n elementos, C, p € 0 nimero de combinagdes dos n elementos p a

p. O nimero central da centésima linha (L1go) € sendo n + p igual a C, ,.
A) 152
B) 150
C) 148

D) 151
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Solucao: A linha Loy do Triangulo de Pascal contém os coeficientes binomiais:

C100,0- C100.1- C100,25 ---» C100,100-

Essa linha possui 101 elementos, e como o Tridangulo de Pascal é simétrico, o numero central
estd na posicao 51 (lembrando que comecamos do 0):

Niimero central = Cyop 50.

O enunciado diz: “O niimero central da centésima linha (L) € sendo n+ p igual a C, ,.” Isso
quer dizer que:

C100,50 = Cu,p

comn+ p = ? Sabemos que: Cip 50 = Cy,p.
Por simetria, C, , = Cy, ,—p, entdo podemos ter n = 100, p = 50.
Logo, n+ p =100 + 50 = 150. [

Anadlise Pedagégica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questao de vestibular sobre o Tridngulo de Pascal
foca na compreensao das propriedades e da notacdo da Combinatdria, avaliando indiretamente
a habilidade EM13MAT310 da BNCC através da manipulagcdo de coeficientes binomiais. O
item alinha-se 2 Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM, pois exige que o aluno utilize
conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacoes e identificar padroes em
estruturas numéricas. O objetivo central € testar o conhecimento do estudante sobre a simetria
dos coeficientes binomiais e a organiza¢do das linhas no Tridngulo de Pascal, exigindo que ele
reconheca que a centésima linha possui 101 elementos e identifique a posi¢cdo central onde o
indice inferior € a metade do indice superior. A estratégia resolutiva baseia-se na interpretagao
da notagdo e na aplicacdo da propriedade de simetria, transformando a andlise combinatéria
em uma soma aritmética final, o que demonstra uma capacidade de abstracdo que vai além da

simples contagem, focando nas propriedades aritméticas que regem os nimeros combinatorios.

Problema 4.3.2 (UECE 2025 - MTC1H2). O Colégio Sao Jorge possui um corpo docente
composto por 20 professores, dos quais 6 sdo professores de Matematica. O nlimero de comissoes
que se podem formar com quatro professores, dentre os quais pelo menos um seja professor de

Matemitica é
A) 3844
B) 3638
C) 2034

D) 1038
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Solucao: Queremos formar comissoes com 4 professores, sendo que pelo menos um deles deve
ser de Matematica. Em vez de calcular diretamente todos os casos com pelo menos um professor
de Matemadatica, é mais facil usar o complemento:

1. Total de comissoes possiveis com 4 professores (sem restri¢do):

20! 200 20-19-18-17

4120 -4)! 416! 4-3.2-1

2. Comissoes com nenhum professor de Matemdtica (ou seja, so com os 14 outros professores):

Cao4 = = 4845,

14! 14l 141312411

A1(14-4)! 41100 4-3.2-1

3. Comissoes com pelo menos 1 professor de Matematica:

Clas = = 1001.

Cr04 — Craa = 4845 — 1001 = 3844.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questdo constitui um exercicio fundamental de
Andlise Combinatdria que avalia diretamente a habilidade EM13MAT310 da BNCC ao exigir
a resolucao de problemas de contagem por meio de estratégias diversas. O item tem como
objetivo principal testar o dominio da Contagem pelo Complementar, também conhecida como
Principio da Exclusdo, que se apresenta como a estratégia heuristica mais eficiente para simplificar
problemas que contém restricdes do tipo “pelo menos um”. Na Matriz de Referéncia do ENEM,
a questdo alinha-se 2 Competéncia de Area 1, pois requer a aplicacio estratégica de conceitos
combinatdrios para modelar situacdes-problema de forma indireta. O aluno deve ser capaz de
reconhecer que a condi¢@o solicitada abrange multiplos casos favordveis e que a subtracdo do caso
proibido — comissdes formadas apenas por professores que nao sdo de Matemdtica — do total
de agrupamentos possiveis simplifica o célculo. A resolucdao demanda que o estudante identifique
a natureza do agrupamento como uma Combinacdo Simples, onde a ordem dos membros é
irrelevante, demonstrando um pensamento 16gico-analitico superior ao evitar a enumeracao direta

e exaustiva de cada possibilidade.

Problema 4.3.3 (UECE 2019 - MTC1H2). Quantos sdo os ndmeros inteiros positivos com trés

digitos distintos nos quais o algarismo 5 aparece?
A) 136
B) 200
C) 176

D) 194
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Solucdo: A resolugdo do problema utiliza o método do complementar, que consiste em calcular
o total de possibilidades e subtrair os casos que ndo satisfazem a condicdo pedida.

1. Total de nuimeros inteiros positivos com trés digitos distintos: Para a casa das centenas, temos
9 opgoes (ndo se pode usar o zero). Para a casa das dezenas, temos 9 opgcoes (podemos usar o

zero, mas ndo o digito ja utilizado). Para a casa das unidades, temos 8 op¢oes restantes.
9 X 9 x 8 = 648 niimeros.

2. Total de numeros inteiros positivos com trés digitos distintos em que o algarismo 5 ndo
aparece: Para a casa das centenas, temos 8 opgoes (ndo se pode usar o zero e 0 5). Para a casa
das dezenas, temos 8 opcoes (ndo se pode usar o 5 nem o digito da centena). Para a casa das

unidades, temos 7 opgoes restantes.
8 X 8 X 7 = 448 niimeros.

3. Numeros que possuem o algarismo 5: A quantidade de niimeros com trés digitos distintos nos
quais o algarismo 5 aparece é a diferenca entre o total de niimeros e aqueles em que o 5 ndo

figura.
648 — 448 = 200 numeros.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questdo de vestibular constitui um caso de teste
essencial para a habilidade EM13MAT310 da BNCC, pois combina multiplas restri¢coes
simultineas: a exigéncia de trés digitos distintos, a restri¢ao de que o primeiro digito nao pode
ser zero e a presenca obrigatdria de um algarismo especifico, 0 5. A questdo avalia o dominio da
Contagem pelo Complementar, ou Principio da Exclusdo, como a estratégia mais eficiente para
gerenciar restricdes negativas, alinhando-se 2 Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM. O
objetivo € testar a capacidade do estudante de modelar o espago amostral total através do Principio
Fundamental da Contagem (PFC), descontando o algarismo zero da posi¢do das centenas, e
identificar o complemento exato, que consiste em contar nimeros com digitos distintos onde o
algarismo 5 ndo figura. Ao realizar a subtracdo dos casos indesejados do total (648 — 448 = 200),
o aluno demonstra um pensamento 16gico superior que simplifica a resolugdo e evita os erros
comuns associados a decomposicdo direta de casos positivos, que exigiria o gerenciamento

fragmentado de restricdes para cada posi¢ao do algarismo 5.

Problema 4.3.4 (UECE 2018 - MTC1H2). O nimero de ternos (x, y, z) de nimeros inteiros

positivos, maiores do que cinco, que cumprem a condi¢do x + y+z =30¢

A) 71
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B) 91
C) 61
D) 81

Solucdo: O problema pede o niimero de ternos (x,y, z) de niimeros inteiros positivos e maiores
que cinco que satisfazem a equagdo x +y + z = 30.

Como x,y,z > 5, podemos fazer a seguinte substituicdo:
x=a+6, y=b+6, z=c+6, coma,b,c €N (inteiros ndo negativos)
Substituindo na equacdo original:
(a+6)+(b+6)+(c+6)=30

a+b+c+18=30
a+b+c=12.

Agora, o problema se resume a encontrar o niimero de solugcoes inteiras e ndo negativas da nova
equagdo. Isso equivale ao niimero de combinagcoes completas (ou com repeticdo) de 3 elementos
tomados 12 a 12.

A férmula para combinagoes completas é CRy,, = ("+§ _1). Neste caso,n =3 e p = 12.

3+12-1\ (14
CRi2s = 12 |~ \12)

Calculando o binomial:

! ! 213 - 12! .
14 _ 14! _ 14! :14 13 12.:14 13:7_13:91‘
12 12!1(14 = 12)!  12!-2! 12!-2-1 2
Portanto, ha 91 solugaes. [

Anadlise Pedagégica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questio de vestibular caracteriza-se como um problema
de Contagem com Restri¢do Inferior que avalia a habilidade EM13MAT310 da BNCC em
um nivel de abstracdo elevado, exigindo que o aluno vé além da contagem direta para aplicar
transformacdes de varidveis. O item alinha-se 2 Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM,
pois o foco reside na capacidade de modelar uma restricao aritmética complexa — a exigéncia
de que as varidveis sejam maiores do que cinco — em um modelo combinatério padrao de
Combinagdo Completa. O objetivo central € testar a habilidade do estudante em manipular
algebricamente as condi¢des do problema, utilizando a estratégia de substituicao de varidveis
para converter a restri¢do inferior em uma condicao de nao negatividade. Ao simplificar a

equacdo diofantina original para o formato padrado, o aluno torna vidvel a aplicacdo da férmula
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de combinagdes com repeticdo, demonstrando dominio do método de barras e estrelas para
distribuir unidades em recipientes distintos. Esse processo de modelagem algébrica-combinatdria
¢ essencial para o desenvolvimento do pensamento estratégico, permitindo que problemas de

dificil contagem manual sejam resolvidos de maneira sistemadtica e rigorosa.

Problema 4.3.5 (UECE 2018 - MTC1H2). A quantidade de ndimeros inteiros positivos com

quatro algarismos distintos que sao multiplos de quatro é
A) 1136
B) 1114
C) 1126

D) 1120

Solucao: Para que um niimero de quatro algarismos distintos seja miiltiplo de 4, o niimero
Jormado por seus dois ultimos algarismos deve ser multiplo de 4. A solugdo é dividida em dois
casos, baseados ou ndo do algarismo 0 nos dois digitos finais.

Caso 1: Os dois ultimos digitos contém o algarismo 0. Os niimeros terminam em: 04, 08, 20, 40, 60
e 80. Temos 6 terminagoes possiveis. Para cada uma, ja usamos dois digitos distintos (ex: 0 e 4).

Restam 8 digitos para as duas primeiras posicoes.
e Para a casa dos milhares, temos 8 escolhas.
e Para a casa das centenas, temos T escolhas.

O total para este caso é:

6 X 8 X 7 = 336 numeros.

Caso 2: Os dois ultimos digitos ndo contém o algarismo 0. As terminagdes possiveis sdo:
12,16,24,28,32,36,48,52, 56,64, 68,72,76, 84,92 e 96. Temos 16 terminagoes possiveis. Para

cada uma, ja usamos dois digitos distintos (ex: 1 e 2). Restam 8 digitos, incluindo o 0.

e Para a casa dos milhares, ndo podemos usar o 0 nem os dois digitos da terminagdo. Logo,

temos 10 — 3 = 7 escolhas.

® Para a casa das centenas, podemos usar o 0. Apos escolher o digito dos milhares, restam
7 digitos.

O total para este caso é:

16 X 7 x 7 = 784 nuumeros.

Total de numeros: Pelo Principio Aditivo, somamos os resultados dos dois casos para obter o
total de niimeros.

336 + 784 = 1120.
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Portanto, ha 1120 niimeros inteiros positivos com quatro algarismos distintos que sdo miiltiplos

de quatro. [ |
Andlise Pedagégica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questao de vestibular € um complexo problema de
contagem com multiplas restri¢des que avalia a habilidade EM13MAT310 da BNCC, exigindo o
uso articulado do Principio Fundamental da Contagem (PFC), da andlise de casos pelo Principio
Aditivo e do gerenciamento da restri¢do posicional do algarismo zero na casa dos milhares.
A questio alinha-se 3 Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM por exigir a aplicacio
simultanea de critérios de divisibilidade, especificamente o do ndmero 4, integrados as regras
combinatdrias de algarismos distintos. O objetivo central € testar a capacidade do aluno de dividir
o problema em casos mutuamente exclusivos para sanar a ambiguidade da restri¢ao do algarismo
zero, garantindo que a condi¢do de o primeiro digito ser ndo nulo seja tratada corretamente
em cendrios onde o zero ji foi ou ndo utilizado nas casas finais. Esse processo requer uma
articulacdo légico-aritmética refinada, na qual o estudante deve modelar a terminacdo do nimero
com base no critério de divisibilidade e, em seguida, aplicar o PFC com restri¢des varidveis para
as posic¢oes restantes, demonstrando dominio sobre a exaustao de possibilidades e a sintese de

resultados.

Problema 4.3.6 (UECE 2016 - MTC1H2). Uma urna contém 50 cartelas das quais 20 sao azuis,
numeradas de 1 a 20, e 30 sdo vermelhas, numeradas de 21 a 50. De quantas formas diferentes é

possivel retirar trés cartelas (por exemplo, duas vermelhas e uma azul, trés azuis,...) dessa urna?
A) 19600
B) 19060
C) 16900
D) 16090

Solucdo: A solucdo consiste em calcular o niimero de maneiras para cada combinagdo de cores
possivel e somar os resultados. As possibilidades sdo: 3 azuis; 2 azuis e 1 vermelha; 1 azul e 2
vermelhas; 3 vermelhas.

1. Trés cartelas azuis: O niimero de maneiras de escolher 3 cartelas azuis dentre as 20 disponiveis

,-

= 1140 modos.

3)73120-3)!  3.2-1
2. Duas cartelas azuis e uma vermelha: O niimero de maneiras de escolher 2 cartelas azuis (de
20) e 1 vermelha (de 30) é:

(20) 20! _20-19-18

20 30 20! .
(2) . ( 1 ) = 21(19)] -30 =190 - 30 = 5700 maneiras.
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3. Uma cartela azul e duas vermelhas: O niimero de maneiras de escolher 1 cartela azul (de 20)
e 2 vermelhas (de 30) é:

20\ (30 30!
A7) =20 =22 =20 - 435 = 8700 modos.
(1) (2) 21(28)! moaos

4. Trés cartelas vermelhas: O niimero de maneiras de escolher 3 cartelas vermelhas dentre as 30
disponiveis é:

= 4060 maneiras.

3) 73127 T 3-2-1

Total de formas diferentes: Pelo Principio Aditivo, o nitmero total de formas é a soma de todas as

(30) 300 30-29-28

possibilidades:
1140 + 5700 + 8700 + 4060 = 19600.

Analise Pedagogica da Questao

Do ponto de vista pedagdgico, esta questdo de vestibular constitui um teste direto e
abrangente da habilidade EM13MAT310 da BNCC ao exigir a aplicagdo rigorosa e interligada
de dois conceitos fundamentais: a Combinacao Simples e o Principio Aditivo por meio da anélise
de casos. A questdo alinha-se 3 Competéncia de Area 1 da Matriz do ENEM, focando na
precisao da aplicacao de procedimentos € conceitos matemdaticos em um cendrio claro de retirada
de elementos de uma urna. O objetivo central € avaliar a capacidade do aluno de decompor
o problema em um conjunto exaustivo e mutuamente exclusivo de possibilidades — como a
retirada de trés cartelas azuis, duas azuis e uma vermelha, entre outras combinagdes — e utilizar
a regra combinatoria apropriada para cada subcaso. Espera-se que o estudante reconhecga que a
ordem de retirada das cartelas € irrelevante para a composi¢do final do grupo, modelando os
subproblemas via Combinagdo Simples e aplicando o Principio Multiplicativo para os casos
mistos de cores. A sintese da solugdo, que culmina na soma dos resultados de todos os casos
distintos, demonstra o dominio da estratégia de decomposi¢do sistemdtica e exaustiva, essencial

para os fundamentos da contagem.
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5 A INTELIGENCIA ARTIFICIAL GENERATIVA COMO FERRAMENTA DE ANA-
LISE DE ERROS E GERACAO DE DISTRATORES

A presente dissertacao, ao longo dos capitulos anteriores, buscou evidenciar a lacuna
existente entre o ensino tradicional da Andlise Combinatdria, frequentemente centrado na
aplicagdo mecanica de féormulas, e a crescente demanda por um raciocinio combinatdrio robusto,
exigido tanto pelas diretrizes curriculares, como a BNCC, quanto por avaliacdes de larga
escala e competi¢des cientificas. Conforme discutido no Capitulo 2, uma das barreiras mais
significativas no processo de ensino-aprendizagem reside na dificuldade dos estudantes em
interpretar corretamente os enunciados e modelar as situacdes-problema, o que os leva a cometer
erros conceituais recorrentes, muitas vezes mascarados por um foco excessivo na memorizagao
de procedimentos.

Nesse cendrio desafiador, o advento e a popularizacdo de tecnologias emergentes,
notadamente a Inteligéncia Artificial Generativa (IAG), abrem novas perspectivas para a pratica
pedagégica no ensino de matematica. A pesquisa sobre o uso de IA na educagdo tem explorado
diversas frentes, desde sistemas tutores inteligentes até a andlise de dados educacionais. Mais
recentemente, com o avanco dos modelos de linguagem ampla (LLMs), investiga-se o potencial
da IAG para tarefas mais complexas, como a geraciao automdtica de conteddo educacional e a
andlise qualitativa do trabalho do aluno (Kasneci et al., 2023).

Este capitulo propde-se a investigar ¢ demonstrar como a IAG pode ser estrategicamente
empregada como uma ferramenta pedagdgica auxiliar para o professor de matemadtica no contexto
especifico da Anélise Combinatdria, focando em duas aplica¢des principais que se alinham com

pesquisas sobre avaliacdo automatizada e feedback:

1. Analise Preditiva de Erros: A capacidade da IAG de processar padrdes linguisticos e
conceituais pode ser utilizada para antecipar os erros mais comuns que os alunos tendem a
cometer ao resolver problemas especificos de combinatéria. Essa abordagem se assemelha
a estudos sobre diagndstico de erros em sistemas de tutoria inteligente, mas aplicada de
forma generativa. Ao fornecer um problema a IAG e solicitar uma andlise das dificuldades
potenciais (por exemplo, através de um prompt como: “Analisando este problema de
contagem, quais sdo os 3 erros de raciocinio mais provaveis que um aluno do Ensino
Médio cometeria?”’), o professor obtém insights valiosos sobre os pontos que exigem maior
atencdo pedagdgica, permitindo um planejamento mais direcionado (WANG; CHEN; ZOU,
2023).

2. Geracao Qualificada de Distratores: A literatura sobre Geracdo Automatica de Itens
(AIG - Automatic Item Generation) ja explora o uso de IA para criar questdes de multipla
escolha (Gierl; Haladyna, 2013). A novidade trazida pela IAG € a capacidade de gerar
distratores semanticamente plausiveis e baseados em erros conceituais especificos (Gao et
al.,2024). Ao instruir a [AG a criar alternativas incorretas baseadas nos erros previstos (por

exemplo, com um prompt como: “Crie 3 alternativas incorretas para este problema, onde
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cada alternativa seja o resultado de um dos seguintes erros conceituais: Trocar Arranjo por
Combinaciao, Confundir Principio Aditivo com Multiplicativo, ndo contar todos os casos
possives para a solucdo do problema; o professor pode construir avaliagcdes formativas
mais eficazes, capazes de diagnosticar ndo apenas se o aluno errou, mas por qgue errou,

alinhando-se aos principios da avaliagao para a aprendizagem (Davier, 2019).
5.1 FUNDAMENTOS DA INTELIGENCIA ARTIFICIAL E A INOVACAO GENERATIVA

Para compreender o papel da tecnologia utilizada na andlise pedagdgica desta dissertacao,
¢ fundamental situd-la no contexto da evolugao da Inteligéncia Artificial (IA).
Definicao e Evolucao da Inteligéncia Artificial (IA)

A Inteligéncia Artificial (IA) refere-se a capacidade de sistemas computacionais simularem
a inteligéncia humana para executar tarefas como aprendizado, percepg¢ao, raciocinio e tomada
de decisdo. A TA ndo € uma tecnologia Unica, mas um campo vasto que abrange diversas
metodologias e sub-areas.

Historicamente, a IA passou por fases que incluiram sistemas baseados em regras
(IA Simbdlica) e, mais recentemente, o aprendizado de maquina (Machine Learning - ML).
O Aprendizado de Mdaquina € um subcampo da IA onde os sistemas aprendem e melhoram
automaticamente com a experiéncia, sem serem explicitamente programados.

Exemplos de IA amplamente existentes e utilizados incluem:

* TA de Reconhecimento de Padroes: Sistemas de reconhecimento facial, diagndstico

médico por imagem (que analisam e classificam dados visuais).

* TA Preditiva: Sistemas de recomendacao de filmes ou produtos (Netflix, Amazon), previsao

de risco de crédito (que utilizam ML para inferir resultados futuros).

* IA de Processamento de Linguagem Natural (PLN): Tradutores automadticos, assistentes

virtuais (Siri, Google Assistant) e, crucialmente, os modelos de linguagem.

A Emergéncia da Inteligéncia Artificial Generativa

A Inteligéncia Artificial Generativa (IA Generativa) representa uma fronteira na IA
baseada em Deep Learning. Ao contrdrio da IA Preditiva, que se concentra em classificar, prever
ou identificar padrdes em dados existentes, a [A Generativa tem a capacidade de criar contetdo
novo e original que nunca existiu no conjunto de dados de treinamento.

Os Modelos de Linguagem Grande (LLMs - Large Language Models), como o Gemini
(utilizado como ferramenta de andlise neste trabalho) e o ChatGPT, sdo exemplos proeminentes
de TA Generativa. Eles sdo treinados em vastissimos datasets de texto e cédigo, o que lhes
permite entender, resumir, traduzir e, mais importante, gerar texto coerente, seguir instrugdes
complexas e simular processos de raciocinio.

Na drea de Educacdo e Pesquisa, a IA Generativa atua como um poderoso motor de

andlise heuristica. Sua capacidade de processar e sintetizar o conhecimento sobre um dominio
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especifico (como a Combinatéria em problemas olimpicos) a torna uma ferramenta eficaz para

andlise e producdo de material diddtico especializado.
5.2 DISTRATORES E ANALISE DE ERROS NO CONTEXTO DO ENEM

Um dos pontos centrais deste trabalho € a utilizagao da IA para fortalecer a Anélise de
Erros e a subsequente Geragdo de Distratores em itens de Matematica, alinhados ao modelo de
avaliacao do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).
O Conceito de Distratores em Avaliacoes de Larga Escala

Em um item de multipla escolha (como os apresentados nas Andlises Pedagdgicas), as

op¢oes de resposta sdo divididas em duas categorias:

1. Gabarito: A unica opc¢ado correta, que deriva da aplicagdo bem-sucedida do modelo

matemadtico e da correta execugdo dos procedimentos.

2. Distratores: Sao as alternativas incorretas em uma questdo de multipla escolha que, apesar
de parecerem plausiveis, contém erros sutis ou representam falhas comuns na compreensao
do contetido. A fun¢do principal de um distrator € desviar a atenc¢do de candidatos que nao

dominam completamente a habilidade ou o conceito avaliado, levando-os ao erro.

No contexto do ENEM e de outras avaliagdes de alta qualidade, os distratores nao
sdo escolhidos aleatoriamente. Eles sdo formulados para corresponder a erros conceituais ou
procedimentais comuns cometidos pelos estudantes.

Caracteristicas dos distratores no Enem:

* Plausibilidade: Eles ndo sao respostas absurdas que podem ser facilmente eliminadas. Sao
formulados para parecerem corretos a primeira vista, exigindo do candidato um dominio

conceitual aprofundado para identificar a incorrecdo.

* Erros Comuns: Os elaboradores das provas criam os distratores com base em erros
conceituais ou de cédlculo frequentemente cometidos pelos alunos durante o processo de

aprendizagem.

* Avaliacao de Habilidades: A presenca de distratores eficazes permite ao sistema de
avaliacdo (como a Teoria de Resposta ao Item - TRI usada no Enem) medir com mais

precisdo o nivel de proficiéncia real do estudante em determinada habilidade.

* Distratores em Matematica: Ser o resultado de um raciocinio parcialmente correto ou
de um erro sistematico (por exemplo, confundir Arranjo com Combinag¢ao, ignorar uma

restricao de zero, ou aplicar o Principio Aditivo onde o Multiplicativo € necessario).

Ao analisar a solu¢do de um problema, a identificagdo dos distratores corresponde a
Andlise de Erros inerente ao processo. Cada distrator €, essencialmente, a manifestacdo numérica

de uma falha cognitiva ou procedimental esperada.
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5.2.1 A IA Generativa na Andlise de Erros e na Gerac¢ao de Distratores

A utilizacdo da IA Generativa, especificamente de um LLM como o Gemini, neste estudo

permitiu qualificar e quantificar o processo de Andlise Pedagdgica:

1. Andlise Heuristica Aprofundada: A IA, treinada em uma vasta base de dados, é capaz
de identificar rapidamente as estratégias de resolu¢do de problemas de Combinatdria,

desmembrando-as nos Principios Fundamentais (Aditivo, Multiplicativo, Exclusao).

2. Identificacao de Erros Sistémicos: Ao contrdrio de um algoritmo simples, o LLM pode
simular o raciocinio incorreto, associando um erro procedimental (exemplo: contar 10 X 9
em vez de Cip2 num problema de combinacdo) ao resultado numérico correspondente a

um dos distratores fornecidos.

3. Geracao de Cédigos e Estrutura: Além da andlise, a IA forneceu a estruturacdo das
Andlises Pedagdgicas em codigo I&TEX, garantindo coeréncia, padronizacgdo e eficiéncia na
documentagdo dos resultados, facilitando a transposi¢ao dos achados para o formato final

da dissertacgdo.

Portanto, o LLM nao foi usado apenas como um mero gerador de texto, mas como uma
ferramenta de apoio cognitivo e estrutural, permitindo que o foco da pesquisa fosse mantido
na articulacdo entre as estratégias resolutivas e as habilidades da BNCC, com alta precisao e
replicabilidade na andlise dos padrdes de erro.

O objetivo deste capitulo, portanto, nao € propor a IAG como substituta do professor
ou como fonte direta de respostas para o aluno, mas sim como uma ferramenta de apoio ao
trabalho docente, ecoando a visdo de que a IA deve complementar e potencializar as capacidades
do educador. Ao demonstrar, através de exemplos praticos baseados nos problemas analisados no
Capitulo 4, como utilizar a IAG para prever dificuldades e qualificar a elaboragdo de avaliagdes,
busca-se oferecer ao professor de matemdtica um recurso adicional para enfrentar os desafios
inerentes ao ensino do raciocinio combinatdrio. A exploracao dessas técnicas representa um
passo em direcdo a integracdo consciente e critica das novas tecnologias na educagdo matemdtica
contemporanea.

Para esta demonstracdo, selecionamos dois problemas desafiadores do Capitulo 4,

oriundos da OBMEP e UECE, que exigem um raciocinio combinatério em multiplas etapas.
1. Problemas Selecionados

Exemplo 1: (Problema 4.2.3 [OBMEP 2019 - MTC1H2]) A ra Zinza quer ir da pedra 1 até a
pedra 10 em cinco pulos, pulando de uma pedra para a seguinte ou por cima de uma ou de duas

pedras. De quantas maneiras diferentes Zinza pode fazer isso?
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Solucao: A cada salto, Zinza precisa escolher entre pular 1,2 ou 3 pedras. Para que ela chegue
a pedra 10 em 5 pulos, a soma dos comprimentos dos saltos deve ser igual a 9 (pois ela comeca

na pedra 1). As combinagoes de saltos possiveis sdo:

e 4 saltos de 2 pedras e 1 salto de 1 pedra:
5!
o
e 2 saltos de 3 pedras e 3 saltos de I pedra:

51
213!

e ] salto de 3 pedras, 2 saltos de 2 pedras e 2 saltos de 1 pedra:
5!

112121

Portanto, o niimero de maneiras distintas que Zinza pode chegar na pedra 10 em 5 saltos
éde:
5+ 10+ 30 =45.

2. Andlise Preditiva de Erros e Geracao de Distratores

Solicitando a uma IAG uma “andlise de erros provaveis”, identificamos os seguintes
pontos criticos de falha no raciocinio do aluno, que servem de base para a criacdo de distratores
qualificados.

Prompt Gemini: “Atue como um especialista em avaliacdo pedagdgica” e elaborador de itens de
matematica para o ENEM. Eu vou te fornecer uma questao (baseada na OBMEP ou em outro

contexto) e vocé deve realizar as seguintes etapas:

Resolucao Comentada: Resolva a questio passo a passo, identificando a resposta correta
(Gabarito).

* Mapeamento de Erros Preditivos: Identifique pelo menos 4 caminhos de raciocinio
incorretos que um aluno poderia seguir (erros conceituais, falhas de modelagem, erros de

célculo recorrentes ou interpretacio equivocada do enunciado).

* Criacao de Distratores Qualificados: Para cada erro identificado, calcule o valor numérico

resultante. Esses valores serdo as alternativas incorretas (A, B, C, D ou E).

 Tabela de Justificativa Pedagégica: Crie uma andlise final explicando o que cada alterna-

tiva (distrator) sinaliza sobre a dificuldade do aluno, seguindo o padrao:
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Alternativa X: [Descri¢ao do Erro Conceitual] + [Célculo que gera o nimero].
A questio base é: [COLE A QUESTAO AQUI].

Porque esse Prompt funciona?

* Definicao de Papel (Persona): Ao dizer “Especialista em Avaliagdo do ENEM”, vocé
forca a IA a buscar padroes de TRI (Teoria de Resposta ao Item), onde os distratores ndao

sao ndmeros aleatérios, mas refletem o processo mental do aluno.

* Comando de “Erro Preditivo”: Isso impede que a IA invente nimeros qualquer. Ela

precisa “simular” o erro do aluno antes de gerar a alternativa.

* Estrutura de Saida: Ao pedir a “Tabela de Justificativa”, vocé garante que o resultado
venha pronto para ser inserido em slides ou documentos pedagégicos (como o LaTeX que

vocé usou).
Erro Conceitual 1: Parti¢ao Incompleta (Esquecimento de um Caso)

* Descricao do Erro: O aluno modela corretamente o problema (soma 9 em 5 pulos) e
entende a necessidade de permutar. Contudo, ele falha em encontrar fodas as parti¢cdes de

inteiros. O caso mais “esquecido” tende a sero {3,3,1,1, 1}.

* Calculo Resultante (Falso): O aluno encontra apenas os casos
{2,2,2,2,1}

(5 maneiras) e
{3,2,2,1,1}

(30 maneiras).

* Distrator Gerado: 5 + 30 = 35.
Erro Conceitual 2: Erro na Modelagem (Soma Incorreta)

* Descricao do Erro: O aluno interpreta “ir da pedra 1 até a pedra 10” como uma distancia
de 10 unidades, em vezde 10 — 1 = 9.

* Calculo Resultante (Falso): O aluno busca parti¢cdes para p| + ... + p5s = 10.

5257 = 30.
31 = 20.

- Caso A: {3,3,2,1,1} — Pﬁ’z’l >
!

~ CasoB: {3,2,2,2,1} — P}"!

. 5 _ 5l
— Caso C: {2,2,2,2,2}—>P5 =5 =1L

e Distrator Gerado: 30 +20+ 1 = 51.
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Erro Conceitual 3: Confusdo entre Combinacdo e Permutagdo

* Descricao do Erro: O aluno identifica corretamente as trés parti¢des {2,2,2,2,1},
{3,3,1,1,1} e {3,2,2, 1, 1}, mas falha em aplicar a permutagdo. Ele acredita que apenas
o conjunto de pulos importa, e ndo a ordem.

* Calculo Resultante (Falso): O aluno conta apenas o nimero de parti¢des.

* Distrator Gerado: 3.
Erro Conceitual 4: Erro no Cdlculo da Permutacdo (Repeticao Parcial)

* Descricao do Erro: O aluno identifica as particdes e sabe que precisa permutar, mas erra

a féormula de permutag¢ao com repeti¢do no caso mais complexo {3,2,2, 1, 1}. Em vez de

% = 30, ele ignora uma das repeti¢des e calcula % = 60.

» Calculo Resultante (Falso): 5 (Caso C) + 10 (Caso A) + 60 (Caso B errado) = 75.

3. Resultado: Questao com Distratores Qualificados
Utilizando a andlise anterior, o problema pode ser apresentado como uma questao
de muiltipla escolha robusta, onde cada alternativa incorreta (distrator) estd ligada a um erro

conceitual especifico.

[Problema 4.2.3 - Adaptado] A ra Zinza quer ir da pedra 1 até a pedra 10 em cinco pulos, pulando
de uma pedra para a seguinte ou por cima de uma ou de duas pedras. De quantas maneiras

diferentes Zinza pode fazer isso?
A) 3
B) 35
C) 45
D) 51
E) 75
Analise dos Distratores:

A) 3: (Erro Conceitual 3) O aluno identificou os 3 tipos de combinagdes de pulos, mas esqueceu

de calcular as permutagdes (ordens) para cada tipo.

B) 35: (Erro Conceitual 1) O aluno esqueceu-se de incluir a parti¢do {3, 3, 1, 1, 1}. Ele calculou

apenas as 5 maneiras do caso {2,2,2,2, 1} e as 30 maneiras do caso {3,2,2,1, 1}.

C) 45: (Gabarito) Calculo correto. 5 + 10 + 30 = 45.
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D) 51: (Erro Conceitual 2) O aluno modelou o problema incorretamente, assumindo que a

distancia a ser percorrida era 10 (em vez de 9).

E) 75: (Erro Conceitual 4) O aluno errou o calculo da permutacdo com repeticdo do caso

{3,2,2,1, 1}, calculando % (60) em vez de % (30), e somou com os outros casos (5 +
10).

Exemplo 2: (Problema 4.3.3 [UECE 2019 - MTC1H2]) Quantos sdo 0s nimeros inteiros positivos

com trés digitos distintos nos quais o algarismo 5 aparece?
A) 136
B) 200
C) 176
D) 194

Solucao: A resolugdo do problema utiliza o método do complementar, que consiste em calcular
o total de possibilidades e subtrair os casos que ndo satisfazem a condicdo pedida.

1. Total de nuumeros inteiros positivos com trés digitos distintos: Para a casa das centenas, temos
9 opgoes (ndo se pode usar o zero). Para a casa das dezenas, temos 9 op¢coes (podemos usar o

zero, mas ndo o digito ja utilizado). Para a casa das unidades, temos 8 opgoes restantes.
9 X 9 x 8 = 648 nuimeros.

2. Total de numeros inteiros positivos com trés digitos distintos em que o algarismo 5 ndo
aparece: Para a casa das centenas, temos 8 opgoes (ndo se pode usar o zero e 0 5). Para a casa
das dezenas, temos 8 op¢oes (ndo se pode usar o 5 nem o digito da centena). Para a casa das

unidades, temos T opgoes restantes.
8 X 8 X 7 = 448 niimeros.

3. Numeros que possuem o algarismo 5: A quantidade de niimeros com trés digitos distintos nos
quais o algarismo 5 aparece é a diferenca entre o total de niimeros e aqueles em que o 5 ndo

figura.
648 — 448 = 200 nitmeros.

2. Andlise Preditiva de Erros e Geracao de Distratores
Identificamos pontos criticos de falha no raciocinio que servem de base para a criagdo de

distratores baseados em dificuldades conceituais recorrentes.
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Erro Conceitual 1: Negligéncia da Restricao do Zero na Centena

* Descricao do Erro: O aluno utiliza o Principio Fundamental da Contagem (PFC), mas
ignora que o primeiro digito de um nimero de trés algarismos ndo pode ser zero, permitindo

que o conjunto {0, 1, ..., 9} seja usado integralmente na primeira posicao.
* Calculo Resultante (Falso): Total = 10 x9x 8 = 720. Sem o algarismo 5 = 9x8x7 = 504.

* Distrator Gerado: 720 — 504 = 216.
Erro Conceitual 2: Falha na Identificacdo de Digitos Distintos

* Descricao do Erro: O aluno ignora a restricdo de que os digitos devem ser “distintos”,

tratando o problema como se houvesse reposi¢ao de elementos em todas as posicoes.
* Calculo Resultante (Falso): Total = 9x10x 10 = 900. Sem o algarismo 5 = 8x9x9 = 648.

* Distrator Gerado: 900 — 648 = 252.
Erro Conceitual 3: Contagem Direta Incompleta (Esquecimento do Zero)

* Descricao do Erro: O aluno tenta fixar o algarismo 5 em cada posicdo, mas esquece que o
zero ndo pode ser o primeiro digito quando o 5 ocupa a dezena ou a unidade, ou falha ao

somar os casos disjuntos.

¢ Calculo Resultante (Falso): Fixando o 5 na centena: 1 X 9 X 8 = 72. Fixando na dezena:
8 X 1 x 8 = 64. Fixando na unidade: 8 X 8 X 1 = 64. Ao esquecer um dos casos ou cometer

erro no Principio Aditivo, obtém-se 136.

* Distrator Gerado: 136.
Erro Conceitual 4: Erro na Contagem de Casos Favoraveis (Complementar Parcial)

* Descricao do Erro: O aluno identifica as etapas do método complementar, mas comete
um erro de contagem nos digitos disponiveis para o caso sem o algarismo 5 ou erro na

subtragao final.
¢ Calculo Resultante (Falso): 648 — 454 = 194.
* Distrator Gerado: 194.

3. Resultado: Questao com Distratores Qualificados

[Problema 4.3.3 - Adaptado] Quantos sdo os nimeros inteiros positivos com trés digitos distintos

nos quais o algarismo 5 aparece?
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A) 136
B) 194
C) 200
D) 216
E) 252
Anadlise dos Distratores:

A) 136: (Erro Conceitual 3) O aluno falhou na gestdo do zero durante a tentativa de contagem

direta por posigao.
B) 194: (Erro Conceitual 4) Erro aritmético na aplicacdo da estratégia do complementar.
C) 200: (Gabarito) Aplicacdo correta do Principio da Exclusao e restricdes posicionais.

D) 216: (Erro Conceitual 1) O aluno nao aplicou a restricdo de que o zero ndo pode ocupar a

primeira posi¢do do niimero.

E) 252: (Erro Conceitual 2) O aluno ignorou a exigéncia de que os algarismos devem ser distintos.
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6 CONCLUSAO

A presente dissertagdo cumpriu seu objetivo primordial de investigar e demonstrar o
potencial pedagdgico de problemas de Andlise Combinatdria oriundos de competi¢des e exames
de larga escala, articulando-os com as competéncias e habilidades da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) para o Ensino Médio. Ao longo desta jornada académica, evidenciou-se que
o ensino da Combinatdria deve distanciar-se da mera aplicagdo procedimental de formulas para
focar no desenvolvimento do raciocinio 16gico e na capacidade de modelagem matematica.

No referencial tedrico, fundamentado em autores como Dante e Polya, destacou-se que a
resolucdo de problemas ndo € apenas uma aplicagdo de conceitos, mas o ponto de partida para
a construcdo do conhecimento. A aplicagdo das etapas de Polya — compreender o problema,
estabelecer um plano, executar o plano e fazer o retrospecto — mostrou-se essencial para que o
aluno organize seu pensamento diante de desafios ndo-rotineiros. Além disso, a caracterizagdo da
OBMEP como uma politica educacional multifacetada reforcou a importancia de levar o clima
de investigacdo olimpica para a sala de aula regular, visando ndo apenas identificar talentos, mas
elevar o nivel de proficiéncia de todos os estudantes.

O nucleo prético deste trabalho, materializado no Capitulo 4, ofereceu um guia me-
todoldgico através da andlise de vinte problemas criteriosos do ENEM, OBMEP e UECE. A
padronizacdo das andlises pedagdgicas permitiu identificar que a habilidade EM13MAT310 da
BNCC ¢ mobilizada de forma profunda quando o estudante € instigado a usar estratégias como a
contagem pelo complementar, o Principio da Casa dos Pombos e a modelagem via equagdes
diofantinas. Tais problemas mostraram-se ferramentas eficazes para desenvolver a criatividade, a
resiliéncia e a argumentacao légica, extrapolando o dominio puramente matemadtico.

A integragdo da Inteligéncia Artificial Generativa (IAG), explorada no Capitulo 5,
representou uma inovagao significativa no suporte ao trabalho docente. A capacidade de utilizar
LLMs para realizar andlises preditivas de erros e gerar distratores qualificados oferece ao professor
uma nova dimensdo de avaliacdo formativa. Identificou-se que os erros mais comuns — como
a negligéncia de restrigdes posicionais do zero ou a confusao entre tipos de agrupamentos —
podem ser antecipados e transformados em feedbacks produtivos, permitindo uma intervengao
pedagdgica muito mais precisa e personalizada.

Conclui-se, portanto, que a unido entre problemas de alto nivel cognitivo, metodologias
ativas de resolucdo e o uso estratégico de tecnologias emergentes constitui um caminho sélido
para um ensino de Matematica mais significativo. Como recomendagdes para trabalhos futuros,
sugere-se a implementacdo desse conjunto de problemas em sequéncias didaticas aplicadas, bem
como a investigacao do impacto do uso da IA na autonomia do estudante durante o processo de
resolugcdo. Com este trabalho, espera-se contribuir para a pritica docente no PROFMAT e para a
melhoria do letramento matematico dos jovens brasileiros, capacitando-os a enfrentar com éxito

os desafios da educacdo contemporanea.
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