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Resumo

Esta dissertagao investiga o potencial das chamadas Provas Sem Palavras (PSPs) como
ferramenta didatica para o ensino de somas de inteiros e de poténcias numéricas. Par-
tindo da tradicao pitagoérica dos ntmeros figurados e passando pelas contribuigoes de
matematicos como Arquimedes, Aryabhata, Al-Karaji, Faulhaber e Bernoulli, o trabalho
analisa a evolugao histérica das demonstragoes das somas de niimeros naturais, impares,
quadrados perfeitos e cubos perfeitos, articulando dedugoes algébricas formais e repre-
sentagoes geométricas bidimensionais e tridimensionais. Sao apresentadas demonstragoes
visuais para cada uma dessas identidades, destacando sua capacidade de promover in-
tuicao matematica, reconhecimento de padroes e conexoes entre aritmética e geometria.
A pesquisa também discute os alcances e as limitagdes das PSPs, especialmente quando
se trata da generalizacao para poténcias de ordem superior, culminando na anéalise da
Férmula de Faulhaber e do papel dos nimeros de Bernoulli na sistematizac¢ao das somas
de poténcias. Inserida no contexto do PROFMAT, a dissertacdo busca contribuir para
a pratica pedagogica de professores da educagao basica, defendendo a integracao entre
rigor formal e visualizagdo como estratégia para uma aprendizagem mais significativa e

duradoura.

Palavras-chaves: Provas Sem Palavras. Somas de Poténcias. Ntimeros Figurados. Visu-
alizacao Matematica. Férmula de Faulhaber. Ensino de Matematica. Historia da Mate-

matica.






Abstract

This dissertation investigates the potential of so-called Proofs Without Words (PWWs)
as a didactic tool for teaching sums of integers and numerical powers. Beginning with the
Pythagorean tradition of figurate numbers and progressing through the contributions of
mathematicians such as Archimedes, Aryabhata, Al-Karaji, Faulhaber, and Bernoulli, the
study analyzes the historical development of demonstrations for the sums of natural num-
bers, odd numbers, perfect squares, and perfect cubes, articulating formal algebraic deduc-
tions with two- and three-dimensional geometric representations. Visual demonstrations
are presented for each of these identities, emphasizing their ability to promote mathemat-
ical intuition, pattern recognition, and connections between arithmetic and geometry. The
research also discusses the scope and limitations of PWWs, particularly regarding gener-
alizations to higher-order powers, culminating in the analysis of Faulhaber’s Formula and
the role of Bernoulli numbers in the systematization of power sums. Conducted within the
context of PROFMAT (Professional Master’s Program in Mathematics), this dissertation
seeks to contribute to the pedagogical practice of basic education teachers, advocating
the integration of formal rigor and visualization as a strategy for more meaningful and

lasting learning.

Key-words: Proofs Without Words. Power Sums. Figurate Numbers. Mathematical Vi-

sualization. Faulhaber’s Formula. Mathematics Education. History of Mathematics.
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Introducao

Esta dissertacao busca responder as seguintes perguntas: como facilitar a obtencao
de padroes e regras gerais que representem as somas de poténcias numéricas? Ha formas
de representar visualmente as demonstragoes das somas de poténcias, buscando facilitar o
processo de ensino deste tema? Essas representacoes visuais englobam somas de poténcias

numéricas de qualquer grau?

Ademais, este trabalho busca também servir como um material de apoio para pro-
fessores no desenvolvimento de sua pratica didatica diaria, apresentando uma cole¢ao de
demonstragoes visuais e nao-visuais para a soma de poténcias, que poderao ser oportu-
namente apresentadas aos alunos durante o desenvolvimento dos contetudos relacionados

aos temas aqui apresentados.

Nesse sentido, buscamos apresentar a evolucao das demonstracoes das somas de
poténcias e de séries numéricas ao longo da historia, com enfoque especial em demons-
tragoes visuais, sempre que possivel, com vistas a identificacao por parte do leitor de
ferramentas didaticas para apresentacao dos padroes relacionados as somas e a extrapo-

lacao para quaisquer limites inteiros.

Com esse enfoque, esta dissertagao investiga o potencial das chamadas “Provas Sem
Palavras” (PSPs) como ferramenta didética para o ensino de somas de inteiros e de potén-
cias, articulando historia da matematica, demonstracoes algébricas formais e construgoes
visuais bidimensionais e tridimensionais. Partindo da tradi¢ao pitagérica dos nimeros
figurados e chegando as sistematizagdes modernas difundidas por Roger B. Nelsen, o tra-
balho examina, sob perspectiva historica e pedagdgica, como representagoes geométricas
podem tornar intuitivas identidades classicas como a soma dos ntmeros naturais, dos
numeros impares, dos quadrados perfeitos e dos cubos perfeitos. Inserida no contexto do
PROFMAT (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional), a pesquisa busca
compreender os alcances e limites das PSPs enquanto metodologia de ensino, analisando
sua capacidade de promover pensamento visual, reconhecimento de padroes, conexoes en-
tre aritmética e geometria e aprofundamento conceitual na formacao de professores de

Matemética.

No contexto da educacao matematica brasileira contemporanea, torna-se perti-
nente situar a presente investigacao em dialogo com as diretrizes estabelecidas pela Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), documento normativo que orienta o desenvolvi-
mento de competéncias e habilidades ao longo da educagao basica (BRASIL, 2018). Nesse
sentido, observa-se que a proposta desta dissertacao — centrada na utilizagao de Provas

Sem Palavras como estratégia para o ensino de somas de poténcias numéricas — encontra
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respaldo em diversas habilidades previstas tanto para o Ensino Fundamental quanto para
o Ensino Médio, especialmente no que se refere ao desenvolvimento do pensamento algé-
brico, da percepcao de padroes e da articulacao entre diferentes formas de representagao

matematica.

No ambito do Ensino Fundamental, destacam-se inicialmente as habilidades
EFOSMAO1 e EFOSMAOQ2. A primeira propoe que o estudante seja capaz de efetuar cal-
culos com poténcias de nimeros inteiros e compreender suas propriedades, reconhecendo
regularidades e padroes associados a esse tipo de operagao. Ja a segunda enfatiza a com-
preensao da relacao inversa entre potenciacao e radiciagao, permitindo ao aluno transitar
entre diferentes representacoes de um mesmo conceito numérico. Ambas as habilidades
fornecem uma base conceitual essencial para o estudo das somas de poténcias, na medida
em que possibilitam nao apenas o dominio operacional, mas também a identificagdo de

estruturas e regularidades que sao posteriormente generalizadas.

Ainda nesse nivel de ensino, a habilidade EFO8MAO3, que envolve a resolugao
e a elaboragao de problemas de contagem por meio de diferentes estratégias, contribui
significativamente para o desenvolvimento do raciocinio combinatoério e da organizacao
de padroes numéricos. Tal habilidade se articula de forma direta com as abordagens
adotadas neste trabalho, uma vez que muitas das provas sem palavras exploradas se
fundamentam na organizagao de elementos em arranjos geométricos, cuja interpretacao
exige a identificacdo de padroes e a compreensao de relagoes quantitativas implicitas nas

representacoes visuais.

Ao avancar para o Ensino Médio, observa-se um aprofundamento dessas ideias,
agora com maior énfase na generalizacdo, na modelagem e na argumentacao matema-
tica. A habilidade EM13MAT301 propoe que o estudante seja capaz de resolver e elabo-
rar problemas, mobilizando diferentes estratégias e registros de representacao, incluindo
abordagens algébricas, geométricas e graficas. Nesse contexto, as provas sem palavras se
inserem como uma estratégia didatica particularmente relevante, na medida em que arti-
culam representacoes visuais e raciocinio matematico, contribuindo para a construgao de

significados e para a validacao de resultados.

De maneira complementar, a habilidade EM13MAT302 enfatiza a construgao e
a analise de modelos mateméaticos para a interpretagao de situagoes diversas, com des-
taque para a identificacdo de padroes e a formulacdo de generalizagoes. Tal perspectiva
estd intimamente relacionada ao estudo das somas de poténcias, uma vez que a obtencao
de formulas gerais a partir de casos particulares constitui um dos eixos centrais desta
dissertacao. As representagoes visuais utilizadas nas provas sem palavras favorecem preci-
samente esse movimento de generalizagao, ao tornar perceptiveis estruturas que, em uma

abordagem exclusivamente algébrica, poderiam permanecer ocultas.

Por fim, as habilidades EM13MAT507 e EM13MAT508 reforcam a importancia da



17

comunicag¢ao e da argumentacao matematica por meio de diferentes registros de represen-
tacao. A primeira estd relacionada a capacidade de interpretar, analisar e comunicar ideias
matematicas utilizando linguagens diversas, enquanto a segunda enfatiza a construcao e
a validacao de argumentos, com base em justificativas consistentes e na articulagdo entre
diferentes formas de representacdo. Nesse sentido, as provas sem palavras configuram-se
como um recurso privilegiado, pois permitem que uma proposicao matemaética seja com-
preendida e justificada por meio de construgdes visuais que evidenciam, de forma direta

e intuitiva, a veracidade das relagoes envolvidas.

Dessa forma, ao integrar representagoes geométricas, raciocinio algébrico e cons-
trucao de argumentos, a abordagem desenvolvida nesta dissertacao alinha-se de maneira
consistente as orientagoes da BNCC, contribuindo para a promoc¢ao de uma aprendiza-
gem matematica que valoriza nao apenas o dominio técnico, mas também a compreensao
conceitual, a percepcao de padrdes e a articulacao entre diferentes formas de pensar e
representar a matematica (BRASIL, 2018).

O Capitulo 1, Provas Sem Palavras, apresenta o conceito de PSP, contextualizando
historicamente sua origem e consolidagdo, com destaque para o trabalho de Roger B.
Nelsen. Discute-se a natureza dessas demonstracgoes visuais, sua diferenca em relacao
as provas formais tradicionais e seu potencial pedagdgico no desenvolvimento da intuicao
matematica, da visualizagao espacial e do pensamento critico. O capitulo também introduz
o problema central da dissertagao: investigar até que ponto é possivel construir provas
sem palavras para diferentes somas de inteiros e poténcias, bem como compreender suas

eventuais limitagoes.

Ja no Capitulo 2, Numeros Figurados, estabelece-se o fundamento historico e con-
ceitual que sustenta grande parte das PSPs exploradas no trabalho. Sdo apresentados
os numeros triangulares, quadrados e pentagonais, bem como sua generalizacao para ni-
meros poligonais, destacando sua origem pitagorica e suas conexoes com a teoria dos
numeros. O capitulo evidencia como a representacao geométrica de sequéncias numéricas
constitui uma ponte natural entre aritmética e geometria, preparando o terreno para as
demonstragoes visuais das somas estudadas nos capitulos seguintes.

Dando sequéncia, no Capitulo 3, Soma dos Primeiros Numeros Naturais, aborda-

L . n(n+1) . .
se a classica identidade 1 +2 4+ 3+ --- + n = —— articulando sua construcao
histérica — incluindo a célebre anedota de Gauss — com demonstragdes algébricas e
provas sem palavras baseadas em arranjos triangulares e retangulares. O capitulo evidencia
como a duplicagao e reorganizacao geométrica de conjuntos de pontos tornam visualmente
evidente a férmula, reforcando a ideia de que padroes aritméticos podem emergir de

construgoes espaciais simples e intuitivas.

No Capitulo 4, Soma dos Primeiros Ntmeros Impares, investiga-se a identidade
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1+34+5+---+(2n — 1) = n?, destacando seu forte apelo visual por meio da cons-
trucao sucessiva de quadrados perfeitos a partir de gnémons. Apods apresentar a dedugao
algébrica via progressao aritmética, o capitulo enfatiza a poténcia didatica da demonstra-
¢ao geométrica, que permite “ver” o crescimento quadratico como resultado da adigao de

camadas impares, fortalecendo a compreensao da relagdo entre sequéncias e areas.

Ja no Capitulo 5, Soma dos Primeiros Numeros Quadrados Perfeitos, amplia-se

a complexidade das somas estudadas, apresentando a identidade 1% + 2% + 3% + ... +

1)(2 1
n? = n(n+1)@2n+1) . Inicialmente, desenvolve-se a dedugao algébrica por meio de soma

telescopica associada a diferencas cubicas, contextualizando historicamente contribuicoes
de Arquimedes, Aryabhata e al-Karaji. Em seguida, o capitulo explora provas sem palavras
que utilizam piramides de blocos e rearranjos tridimensionais, evidenciando como uma
identidade algébrica relativamente longa pode ser condensada em uma construgao espacial

visualmente impactante.

No Capitulo 6, Soma dos Primeiros Niumeros Cubos Perfeitos, apresenta-se a no-

n(n+1)\
2

entre cubos e nimeros triangulares. Apds deducgao algébrica por meio de identidades te-

tavel identidade 1% +2% 4+ 3% + ... +n® = , que revela a profunda conexao

lescépicas envolvendo numeros triangulares, o capitulo explora PSPs que constroem um
quadrado de lado triangular a partir de blocos ctibicos, evidenciando uma surpreendente

harmonia estrutural entre diferentes niveis de poténcia e consolidando a interconexao

entre aritmética, geometria plana e espacial.

No entanto, comeca-se a notar limitagoes na utilizacao das PSPs. Por isso, o Ca-
pitulo 7 aprofunda a reflexdo sobre a abrangéncia das provas sem palavras, discutindo
seus alcances, generalizagoes possiveis e limitacoes quando aplicadas a somas mais com-
plexas ou a séries de poténcias de ordem superior. Nesse momento, a investigacao assume
carater mais analitico, problematizando até que ponto toda identidade algébrica admite
uma representagao visual convincente e quais critérios tornam uma PSP pedagogicamente
eficaz. O capitulo reforca o papel das provas sem palavras como ferramenta metodologica
potente para o ensino de Matemadatica, ao mesmo tempo em que reconhece seus limites
estruturais e a necessidade de articulacao entre rigor formal e intui¢ao visual no processo

de aprendizagem.

Por fim, o Capitulo 8 apresenta a genialidade da generalizacao apresentada pela
Formula de Faulhaber para a soma de poténcias. Essa féormula utiliza o conceito dos
Numeros de Bernoulli, que sdo explorados neste capitulo, para desenhar uma férmula
que pode ser utilizada para a soma das poténcias de qualquer grau, sistematizando os
principais resultados obtidos, retomando a questao norteadora da pesquisa e discutindo

as implicagoes para a formacao docente no contexto do PROFMAT.
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1 Provas Sem Palavras

As “Provas Sem Palavras” (PSPs) representam uma categoria singular e impac-
tante de demonstragoes matematicas. Elas consistem em representacoes visuais que co-
municam uma verdade matematica fundamental de forma intuitiva e direta, muitas vezes
sem a necessidade de uma elaborada argumentacao textual. Um diagrama, uma sequéncia
de imagens ou um arranjo geométrico habilidoso sao capazes de convencer o observador
da validade de uma proposicao, permitindo que a compreensao surja de uma forma quase
imediata e “perceptiva” (NELSEN, 1993b).

Embora a ideia de demonstragoes visuais remonte a antiguidade — com exem-
plos notaveis na geometria grega, como as provas de Arquimedes ou de Nicomaco, que
serdo apresentadas adiante, — o termo “Prova Sem Palavras” foi popularizado mais re-
centemente pelo matematico e educador Roger B. Nelsen (Figura 1). Desde a década de
1990, Nelsen compilou e publicou uma vasta cole¢cao dessas provas em seus livros “Proofs
Without Words”, “Proofs Without Words II: More Ezercises in Visual Thinking” e “Proofs
Without Words I11: Further Ezercises in Visual Thinking” (NELSEN, 1993¢; NELSEN,
2000; NELSEN, 2015), bem como em periédicos como Mathematics Magazine e The Col-
lege Mathematics Journal (NELSEN, 1993b; NELSEN, 1994), tornando-se a principal

referéncia no campo.

Figura 1 — Roger B. Nelsen - Acervo de Lewis and Clark College

As obras de Nelsen sao cole¢oes valiosas de demonstra¢oes matematicas que uti-

L do inglés, Proofs Without Words


https://college.lclark.edu/live/profiles/22683-roger-nelsen
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lizam diagramas e arranjos visuais para ilustrar identidades algébricas e geométricas de
forma elegante e intuitiva, promovendo o pensamento visual na matematica. Essas obras

serao utilizadas como espinha dorsal deste presente trabalho.

A esséncia de uma PSP reside em sua capacidade de evocar uma “epifania mate-
matica”, em que a estrutura da prova é intrinseca a sua representagao visual. Ao invés de
seguir uma cadeia logica de proposicoes e inferéncias verbais, o estudante ou professor, ou
ainda leitor leigo, é convidado a “ver” a verdade matematica, muitas vezes reorganizando
mentalmente elementos do diagrama para chegar a conclusao. Este método contrasta com
as provas formais tradicionais, que priorizam a linguagem simbdlica e a sequéncia dedutiva

e, por isso, comumente facilita a compreensao por parte do interlocutor.

Para o contexto educacional, especialmente nos ensinos médio e superior, as PSPs
oferecem um potencial pedagdgico imenso. Professores podem encontrar, nessa ferra-
menta, um recurso muito valioso. Destaca-se, em primeiro lugar, o potencial de desenvol-
vimento da intuicdo matematica: as PSPs ajudam os alunos a desenvolver uma compre-
ensao mais profunda e intuitiva dos conceitos, ao invés de apenas memorizar férmulas ou

procedimentos.

Além disso, elas estimulam o pensamento critico e a visualizacdo ao desafiar os
alunos a interpretar os diagramas e a inferir a logica por tras de suas construgoes, as
PSPs promovem habilidades de raciocinio critico e visualizacdo espacial, competéncias

essenciais em diversas areas da matematica e ciéncia.

Uma terceira vantagem dessa ferramenta ¢é a de facilitar a aprendizagem de con-
ceitos abstratos. Muitas ideias matematicas que parecem abstratas na forma simbdlica

tornam-se concretas e palpaveis através de uma representacao visual bem elaborada.

Ainda no contexto educacional, pode-se destacar uma quarta vantagem na uti-
lizagao das PSPs ao diversificar as estratégias de ensino. Essa ferramenta oferece uma
alternativa envolvente as abordagens tradicionais, podendo capturar o interesse de alunos

com diferentes estilos de aprendizagem.

Pode-se, ainda, destacar a conexao da Aritmética a Geometria, como sera apresen-
tado nas demonstra¢oes de nimeros figurados, por exemplo. As PSPs ilustram de forma

eficaz a interconexao entre diferentes ramos da Matematica.

Por fim, destaca-se a promocao da “descoberta matematica” pela natureza intrin-
seca das PSPs, que convidam o aluno a descobrir a prova por si mesmo, gerando um senso
de satisfacdo e autoconfianca. Com isso, mostra-se inegavel o potencial de utilizacdo por

parte de professores das ferramentas de provas sem palavras.

Um exemplo classico do poder das PSPs é a soma dos primeiros niimeros impares:
1+3+5+...4+(2n—1) = n?. Esta relagdo, que serd melhor trabalhada adiante, pode ser

demonstrada visualmente pela construcao de quadrados crescentes, onde cada “camada”
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adicionada corresponde ao proximo nimero impar, preenchendo o quadrado seguinte. A
imagem de um quadrado sendo preenchido por formas em L que representam os niimeros

impares ¢ autoexplicativa, como pode ser observado na Figura 2. Essas demonstracoes
podem ser encontradas também em NELSEN (1993a) e NELSEN (1994).
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Figura 2 — Original de Nicomaco - Imagem de autoria prépria

Da mesma forma, a soma dos primeiros niimeros naturais, 1 +2 +3 + ... + n =
n(n+ 1) L . o a L
————= pode ser visualizada combinando dois triangulos de pontos idénticos para formar

um retdngulo de n(n + 1) pontos, como apresentado na Figura 3.

© 00000 O
© 0000 0O
© 00 0|0 00
© 000000
© 0000 0|0

Figura 3 — Autoria prépria

No contexto do PROFMAT (Mestrado Profissional em Matemética em Rede Na-
cional), programa cujo objetivo é aprimorar a pratica pedagogica de professores de mate-
matica, essa abordagem se torna valiosa e ha trabalhos relacionados ao tema. ORTEGA
(2018) desenvolveu material com PSPs relacionadas a Geometria, Trigonometria, Produ-
tos Notaveis e Sequéncias, com foco na utilizacdo por professores de Ensino Fundamental
e de Ensino Médio. J& NUNES (2020) abordou a demonstracao de teoremas classicos
estudados no ensino basico relacionados a Geometria, a Trigonometria, a Identidades e a
Desigualdades utilizando PSPs.
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No entanto, embora as PSPs representem uma metodologia pedagogica robusta
que vai além de serem meros artificios visuais, traz-se a tona o seguinte questionamento:
serd que € possivel encontrar PSPs que sejam capazes de demonstrar qualquer soma de
inteiros? Ou ainda, existem PSPs para qualquer soma de poténcias? Vamos investigar o
processo histérico de obtencao de PSPs, suas abrangéncias e as eventuais limitagdes que

elas carregam.
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2 Numeros Figurados

A matematica, em sua esséncia, busca desvendar padroes e relagdbes no universo
que nos cerca, e uma das manifestacoes mais antigas e visualmente intuitivas dessa busca
reside nos chamados Numeros Figurados. Estes sao ntimeros que podem ser representa-
dos por arranjos geométricos de pontos em formas regulares, como tridngulos, quadrados,
pentagonos e outras figuras poligonais, ou mesmo soélidos tridimensionais. Mais do que
meras curiosidades numéricas, os nimeros figurados oferecem uma ponte fundamental en-
tre a aritmética e a geometria, revelando identidades algébricas por meio de configuragoes

espaciais e enriquecendo a compreensao de conceitos de somatoério.

A origem do estudo dos niimeros figurados remonta a antiguidade grega, mais espe-
cificamente a escola pitagdrica, por volta do século VI a.C. Os pitagdricos viam o universo
como uma entidade ordenada e numeérica, acreditando que os niimeros eram a chave para
a compreensao de todas as coisas. Para eles, os nimeros nao eram apenas simbolos abs-
tratos, mas entidades com qualidades intrinsecas, e a representacao geométrica era uma
forma natural de explorar suas propriedades. Eles se dedicavam a organizar pontos em
padroes, e foi a partir dessa pratica que emergiram os conceitos de nimeros triangulares,
quadrados e pentagonais, entre outros (KATZ, 1993). A visualiza¢ao da soma dos primei-
ros nimeros naturais como um triangulo de pontos, por exemplo, ou a soma dos primeiros
nimeros impares formando um quadrado, nao era apenas uma técnica didatica, mas uma

forma de “ver” a verdade matematica.

Os numeros triangulares, talvez os mais simples e conhecidos dos nimeros figura-
dos, sao obtidos pela soma sucessiva dos nimeros naturais: 1; 1 +2=3; 1+ 2+ 3 = 6;

1424 3+4 =10, e assim por diante. Cada termo (7,,) pode ser visualizado como uma

formagao triangular de pontos, como na Figura 4, e sua féormula geral é T,, = n(n;—l)
[ ]
[ ] [ ] ]
[ ] ] ] [ ] ] ]
[ ] [ ] ] [ ] ] ] [ ] ] ] ]
o o o o { { ([ J @ { ] ([ {  J { o
1 3 6 10 15

Figura 4 — Os primeiros nimeros triangulares - Autoria prépria

De maneira andloga, os nimeros quadrados perfeitos (1,4, 9,16, ...) sdo formados

pela soma de ntimeros impares sucessivos, e sua representacao geométrica ¢ um quadrado



24 Capitulo 2. Nidmeros Figurados

de lado n, cuja férmula é Q,, = n?.

J& os nimeros pentagonais (1,5,12,22,...) e outras sequéncias poligonais seguem

padroes de crescimento mais complexos, mais igualmente visualizaveis, culminando na

k—2n—(k—4
féormula geral para o n-ésimo nimero k-gonal: Py(n) = nll Jn = ) (BEILER,

1964; FINE, 1988). Nesse contexto, os niimeros pentagonais teriam forma geral Ps(n) =
n[(5—-2)n—(5-4)] n(3n-1)

2 2

Essa capacidade de converter uma soma ou uma identidade numérica em uma

imagem geométrica é o que confere aos nimeros figurados seu carater singular e sua forga

pedagdgica.

A importancia dos nimeros figurados transcende a mera organizacao visual. Eles
foram objetos de estudo para matematicos ao longo da historia, como Fermat e Euler,
que aprofundaram suas propriedades e conexdes com outras areas da teoria dos niimeros,
como partigdes e equagoes diofantinas (EULER, 1750; DICKSON;, 1919). A relagao entre
diferentes tipos de niimeros figurados, como a identidade que o n-ésimo nimero quadrado
é a soma do n-ésimo e do (n — 1)-ésimo numero triangular (uma vez que @, = T, +
T,_1), demonstra a riqueza dos padroes que podem ser extraidos dessas representacoes
geométricas. Além disso, a generalizagao para nimeros poligonais e, posteriormente, para
numeros piramidais e outros nimeros figurados tridimensionais, abre caminho para a
compreensao de somas de poténcias superiores, como a soma dos primeiros quadrados ou

cubos, que culmina em férmulas complexas como a de Faulhaber.

No contexto educacional contemporaneo, e em particular para o ensino médio e a
preparacao para o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), os nimeros figurados ofere-
cem uma ferramenta poderosa. Eles permitem que os alunos desenvolvam o pensamento
visual e a capacidade de reconhecer padroes, habilidades cruciais para a resolucao de pro-
blemas em diversas dreas da matematica e das ciéncias. A Figura 5 apresenta uma questao
do Enem 2023, cujo foco eram os niimeros pentagonais, o que refor¢a a importancia desse

tema a nivel de Ensino Médio.

Ao transformar conceitos abstratos de sequéncias e somatérios em imagens concre-
tas, os nimeros figurados facilitam a compreensao intuitiva e a memorizacao de férmulas
(PINTER, 1987). Essa abordagem é particularmente valiosa para o PROFMAT, que busca

justamente aprimorar a pratica pedagogica de professores de matematica.

Nesse contexto do PROFMAT, alguns trabalhos abordaram ntimeros figurados.
IBRAHIM (2022) abordou propriedades curiosas e bem conectadas entre nimeros trian-
gulares e sequéncias, recorréncias, nimeros binomiais, triangulo de Pascal e triangulares
de Mersenne. J4 VASCON (2025) investigou os nimeros de Narayana, definidos a partir
dos nuimeros triangulares, e explorou propriedades algébricas e combinatérias desses nu-

meros, destacando sua expressao por meio dos coeficientes binomiais, além de discutir a
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Os numeros figurados pentagonais provavelmente
foram introduzidos pelos pitagodricos por volta do
século V a.C. As figuras ilustram como obter os seis
primeiros deles, sendo os demais obtidos seguindo o

mesmo padrdo geométrico.
12 22
35 51

O oitavo numero pentagonal é
QO 59.
O 83.
® 86.
® 89.
@ 92

. O

1 5

Figura 5 — Retirada do Exame Nacional do Ensino Médio de 2023

importancia desses conceitos na formacgao do pensamento combinatério. CHICONELLO
(2013), por sua vez, propds uma atividade pratica de sala de aula com alunos de Ensino
Médio utilizando nimeros triangulares e nimeros quadrados para investigar a compreen-
sao do conceito de recursividade, o reconhecimento de padroes e a obtencao de férmulas,
produzindo assim um material de ensino valioso para professores que desejam desenvolver

o tema proposto em sala.

A seguir serao apresentadas algumas demonstragoes visuais que utilizam ntmeros
figurados. Primeiramente, sao apresentadas demonstracoes para os primeiros nimeros
triangulares. Em formato bidimensional, a Figura 6, sem autoria definida, apresenta uma
construgao com encaixes triangulares, como a Figura 7, de autoria de RBN e a Figura
8, sem autoria definida. Ja a Figura 9, também bidimensional e sem autoria definida,
apresenta uma construcao com pontos formando poligonos. Por fim, a Figura 10, também
bidimensional e sem autoria definida, apresenta uma construgao que utiliza congruéncias

em uma estrutura triangular e puntiforme.

Em formato tridimensional, ha trés demonstragoes. A Figura 11, sem autoria defi-
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nida, apresenta uma formacao de paralelpipedo. Ja a Figura 12, de autoria de Deanna B.
Haunsperger e Stephen F. Kennedy, ¢ uma construcao de contagem de “bolas de canhao”.

Por fim, a Figura 13, de autoria de RBN, apresenta uma construcao piramidal.

Em seguida, sao apresentadas demonstragoes para os primeiros nimeros pentago-
nais, sendo uma em formato tridimensional e uma em formato bidimensional. A primeira,
a Figura 14, é de autoria de William A. Miller, e apresenta uma construcao com peque-
nos cubos, formando um prisma maior. A segunda, a Figura 15, sem autoria definida,
apresenta uma construcao com pontos que ganham formato de tridngulos, tomando como

caminho de demonstracao a utilizagao dos ntimeros triangulares.

Essas demonstragoes podem ser encontradas também em NELSEN (1993b), NEL-
SEN (2000), NELSEN (1993¢) e NELSEN (2015).

Nimeros Triangulares

1. Caso 1
1 2
Tnz1—|—2+---+n:>T1+T2_|_..._|_Tn:n(n+ é(n+ )
14+24---+n
T,
1+2+3
142 —

1 | Ts
1 15 T,
1 2 3 n

3(h+To+---+T,)=(n+2)T,

n+2) n(n+1) nn+1)(n+2)
To+Ty+- 4+ T, = : —
1+l 4+ 3 5 6

Figura 6 — Autoria prépria



27

2. Caso 2

2n—1

Ty=1+2+-+k= > (-1)""' T, =n’
k=1

9
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9 1 00 000 0000
@ 90 0000000 00000

Figura 7 — Autoria prépria
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Capitulo 2. Nidmeros Figurados

3. Caso 3
1
1 2
1 2 3
1 2 n—1
1 2 n—1 n

1
To=1424-+k, Tn:"(”;).
1 n
2 1 n—1 n-1
3 2 1 n—2 n—2 n-—2
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3(+To+---+T,) =T, (n+2)

Figura 8 — Autoria prépria
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4. Caso 4
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Figura 9 — Autoria prépria
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5. Caso 5
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Figura 10 — Autoria propria
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6. Caso 6
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Figura 11 — Autoria propria
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7. Caso 7
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Figura 12 — Autoria propria
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8. Caso 8
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Figura 13 — Autoria prépria
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Numeros Pentagonais

1. Caso 1
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Figura 14 — Autoria propria



35

2. Caso 2
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Figura 15 — Autoria prépria






37

3 Soma dos Primeiros Nimeros Naturais

A soma dos primeiros nimeros naturais, expressa por S, =1 +2+3+---+mn, é
um dos conceitos mais elementares e, a0 mesmo tempo, mais ricos da mateméatica. Sua
simplicidade aparente esconde uma profundidade que fascina matematicos e educadores ha
séculos, servindo como um ponto de partida para a compreensao de sequéncias, progressoes
e o desenvolvimento do raciocinio algébrico e visual. A férmula para esta soma, S, =
M, ¢ um pilar fundamental da aritmética e da combinatoéria, revelando a beleza da

generalizagdo de padroes numéricos.

As raizes desse conceito podem ser rastreadas até a antiguidade, particularmente
com a escola pitagérica na Grécia (século VI a.C.). Os pitagoricos, notérios por sua
paixao pela relacdo entre nimeros e formas geométricas, foram os primeiros a explorar
os chamados “numeros figurados”, como apresentado no Capitulo 2 deste trabalho. Eles
representavam numeros com arranjos de pontos ou seixos, e ao fazer isso, naturalmente
descobriram os numeros triangulares: 1, 3,6, 10,15, e assim por diante. Cada um desses
nimeros ¢ a soma dos primeiros nimeros naturais até um certo ponto, e sua representacao
visual como um tridngulo de pontos fornecia uma compreensao intuitiva de sua formagao.
A intuigdo de que a soma dos nimeros naturais resulta em um padrao geométrico (o
tridngulo) foi uma forma priméria de “demonstragdo” para eles, embora nao formalizada

em termos algébricos modernos (Katz, 1993).

No Oriente, em civilizagbes como a indiana, mateméticos também investigavam
somas de séries. Aryabhata (c. 476-550 d.C.), em seu trabalho Aryabhatiya, apresentou
regras para calcular somas de progressoes aritméticas, que implicitamente incluiam a for-
mula para a soma dos primeiros nimeros naturais. Da mesma forma, no mundo islamico
medieval, matematicos como Al-Khwarizmi (c. 780-850 d.C.) e Al-Karaji (c. 953-1029
d.C.) trabalharam com séries aritméticas, contribuindo para o desenvolvimento de méto-
dos algoritmicos para seu célculo (BOYER, 1991; BEERY, 2010).

A anedota mais célebre associada a essa soma envolve o jovem Carl Friedrich
Gauss, um dos maiores matematicos de todos os tempos. Conta-se que, ainda crianca,
na escola primaria em Brunswick, seu professor, J.G. Biittner, buscando manter seus
alunos ocupados, pediu-lhes para somar todos os niimeros de 1 a 100. Para espanto do
professor, Gauss, com apenas sete ou oito anos, apresentou a resposta correta em questao
de minutos, sem realizar as somas sucessivas. Seu brilhante insight consistiu em perceber
que, ao somar os numeros em pares — o primeiro com o ultimo (1 + 100 = 101), o
segundo com o penultimo (24 99 = 101), e assim por diante —, ele obteria 50 pares, cada

um totalizando 101. Multiplicando 50 por 101, chegou a 5050 (DUNHAM, 1990; KATZ,
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1993).

Esta histéria nao apenas ilustra o génio precoce de Gauss, mas também serve
como um paradigma da elegdncia na resolugao de problemas matematicos, transformando
uma tarefa tediosa em um exercicio de percepcio de padroes. E um método chamado de
Emparelhamento (a abordagem dada por Gauss). Seja S,, a soma dos primeiros n naturais,

temos
Sp=14+243+-+n-2)+(n—-1)+n
Agora escrevemos a mesima soma, S() que com oS termos na ordem inversa
Sp,=n+n—-1)+n—-2)+---+3+2+1

Somando-se as duas equagdes termo a termo, segue que

2S5, =(1+n)+2+n—=1)]4+B3+n—=2)]+---+[(n—=2)+3]+[(n—1)+2)+ (n+ 1]

Observemos que cada par de termos somados resulta em (n + 1) e, como temos n

termos na sequéncia original, teremos n desses pares, cada um somando (n+1). Portanto,

2S,=(n+1)+n+1)+--+(n+1)

n termos
=(n+1)n
ou seja,
S5 — n(n;— 1)

n(n+ 1)
2

A generalizacao dessa ideia leva diretamente a formula ,onde n é o nimero

n / 7/
de termos a serem somados, e 5 é o niimero de pares, cada um com a soma (n + 1).

Para além da anedota de Gauss, a soma dos primeiros ntimeros naturais, que
também define os nimeros triangulares, possui uma rica histéria de demonstragoes vi-
suais, muitas das quais se enquadram no conceito de “Provas Sem Palavras”. Essas de-
monstragoes utilizam arranjos geométricos de pontos ou blocos para tornar a identidade

matematica imediatamente aparente, sem a necessidade de um texto formal.

Um exemplo cléssico de PSP para a soma dos primeiros n niimeros naturais, que
serd apresentado a seguir, é o que envolve a duplicacdo de um tridangulo de pontos. Se
um conjunto de pontos é arranjado na forma de um tridngulo, representando a soma
1+2+3+---+n, e um segundo tridngulo idéntico ¢ invertido e encaixado sobre o
primeiro, o resultado é um retdngulo (ou um paralelogramo) de n linhas por (n + 1)

colunas. O nimero total de pontos nesse retangulo é n(n + 1). Como este retdngulo é
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composto por dois tridngulos idénticos, a soma de um tnico tridngulo é, portanto, metade

. onn+1 . S .
do total, ou seja, g (NELSEN, 1994). Esta visualizagdo, apresentada na Figura
16, nao ¢ apenas elegante, mas extremamente eficaz para comunicar a loégica por tras da

formula de maneira intuitiva e memoravel.

A prética de usar arranjos de pontos para demonstrar propriedades numéricas
remonta, como visto, aos pitagoricos, que ja reconheciam os ntimeros triangulares e suas
relagdes geométricas. Eles construiam figuras com seixos para explorar propriedades de
nimeros, o que pode ser considerado uma forma primitiva de PSPs. Essa abordagem
intuitiva e visual permaneceu relevante ao longo da histéria da matematica e tem ganhado
renovada aten¢ao na didatica moderna. O poder das PSPs reside em sua capacidade de
transformar uma abstragdo numérica em uma experiéncia concreta e visual, facilitando a

compreensao para diversos perfis de aprendizes (NELSEN, 1993a).

Nesse sentido, a soma dos primeiros niimeros naturais ¢ mais do que uma simples
identidade; ¢ um ponto de intersecao entre a aritmética, a geometria e a histéria da
matematica. A anedota de Gauss e as diversas provas sem palavras que ilustram essa soma
sao ferramentas poderosas para desmistificar a matematica, tornando-a acessivel, intuitiva
e fascinante. Para a formacao de professores, integrar essas narrativas e visualizagoes ¢é
crucial para promover uma compreensao profunda e duradoura, cultivando nao apenas a

habilidade de resolver problemas, mas também o prazer da descoberta matematica.

A seguir sao apresentadas demonstragoes usando PSPs para a soma dos primeiros
nimeros naturais. A Figura 16, de autoria de gregos antigos, como citado por Martin
Gardner, apresenta uma construcao com pontos em formato triangular, como a Figura
17, de autoria de S. J. Farlow. J& a Figura 18, de autoria de Ian Richards, apresenta a

soma utilizando quadrados e triangulos.

Essas demonstragoes podem ser encontradas também em NELSEN (1993c) e NEL-
SEN (2000).
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1. Caso 1

2. Caso 2

coolee

decees

1
1+2+---+n:§n(n+1)

Figura 16 — Autoria propria
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Figura 17 — Autoria propria
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3. Caso 3

n2
L2+ fn="-1
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Figura 18 — Autoria prépria






43

4 Soma dos Primeiros Nimeros Impares

A soma dos primeiros nimeros impares é um dos resultados mais elegantemente
simples e visualmente impactantes da matematica, revelando uma profunda conexao entre
a aritmética e a geometria. A identidade de que a soma dos primeiros n nimeros impares
¢ igual a n? — expressa como 1 +3+5+ -+ (2n — 1) = n? — é um conceito fundamental
que tem sido objeto de estudo e admiracao desde a antiguidade, servindo como um ponto

de partida para a compreensao de sequéncias numéricas e padroes de crescimento.

A descoberta e a representagao dessa soma remontam, assim como a dos nime-
ros naturais, aos pitagéricos, no século VI a.C (HEATH, 1921; BOYER, 1991). Estes
matematicos e filésofos gregos, que enxergavam os nimeros como a esséncia do cosmos,
utilizavam arranjos de seixos ou pontos para investigar as propriedades dos niimeros. No
Oriente, a compreensao da soma dos nimeros impares também se manifestou. Matemati-
cos indianos, como Aryabhata (século V-VI d.C.) e Brahmagupta (século VII d.C.), que
se aprofundaram no estudo das progressoes aritméticas, estavam cientes dessas relagoes,
embora suas abordagens fossem mais focadas em regras e algoritmos para o calculo de

séries do que em representacoes geométricas explicitas para esta identidade especifica.

Uma das formas de se fazer a deducao algébrica da soma dos n primeiros nimeros
fmpares é utilizando a Soma de uma Progressao Aritmética (PA), j& que a sequéncia dos
nimeros impares, dada por 1,3,5,...,(2n— 1), é uma progressao aritmética de n termos,
cujo termo inicial a; = 1, cuja razao r = 2, e cujo n-ésimo termo é dado por a,, = 2n — 1.

Nesse sentido, utilizaremos a formula da soma dos n primeiros termos de uma PA,
n(ar + ay)

—

Substituimos os valores especificos da sequéncia dos niimeros impares: a; =1 e

dada por S, =

a, = 2n — 1.

Assim,

n[l+@2n—-1)] n@2n)
5o = 2 - "

Esta deducao, no entanto, nao é visual e nao oferece facilidade de compreensao
para alunos do ensino basico — fundamental e médio —, o que representa um entrave ao
ensino. Nesse sentido, apesar de a demonstracao oferecer um rigor algébrico formal e
demonstrar como a identidade da soma dos impares se encaixa na estrutura mais ampla
das progressoes aritméticas, ela deve ser apresentada em adi¢ao a uma demonstracao

visual, uma “prova sem palavra”.

Foi por meio dessa exploracao geométrica dos pitagoricos, em cerca de VI a. C., que
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eles reconheceram que a adig¢ao sucessiva de nimeros impares resultava invariavelmente em
um numero que é quadrado perfeito. O método pitagérico de formar quadrados utilizando
gnomons (formas em “L”) ilustra perfeitamente essa rela¢do, como apresentado na Figura
19. Comegando com um ponto (que representa 1), adiciona-se um gnémon de trés pontos
(o préximo impar) para formar um quadrado de 2 x 2 (4 pontos). Adiciona-se entdo um
gnémon de cinco pontos para formar um quadrado de 3 x 3 (9 pontos), e assim por diante.
Cada gnomon adicionado é o préximo niimero impar na sequéncia, e a figura resultante é
sempre um quadrado perfeito (HEATH, 1921; BOYER, 1991).

Essa abordagem visual, anterior a formalizagao algébrica, é um exemplo primordial
do que Roger B. Nelsen popularizou na era moderna, por meio de seus livros e artigos,
como as PSPs (NELSEN, 1993b; NELSEN, 2000; NELSEN, 2015).

A soma dos primeiros n niimeros impares, resultando em n?, é uma das PSPs mais
classicas e didaticamente eficazes. O diagrama que mostra um quadrado sendo construido
por camadas sucessivas de niimeros impares é autoexplicativo, permitindo que o observa-

4

dor “veja” a validade da proposicao sem a necessidade de extensas explicagoes textuais
(NELSEN, 1993c; NELSEN, 2000). Esta imagem nao apenas prova a férmula, mas tam-
bém incute uma compreensao mais profunda da relagao simétrica entre niimeros impares

e quadrados e pode ser usada como ferramenta didatica poderosa.

A relevancia pedagogica da soma dos primeiros nimeros impares e suas PSPs é
imensa. No ensino de Matematica, especialmente nos niveis fundamental e médio, essa
demonstracao serve como um forte instrumento para desenvolver o pensamento visual,
a capacidade de reconhecimento de padroes e a compreensao da intima conexao entre
geometria e algebra. Ao invés de simplesmente memorizar a férmula, os estudantes sao
capazes de reconstruir a prova visualmente, o que promove uma aprendizagem mais signi-
ficativa e duradoura. Além disso, a beleza e a simplicidade dessa prova podem servir como
um motivador para despertar o interesse pela matematica, mostrando que conceitos abs-
tratos podem ter representacoes concretas e elegantemente intuitivas. Lockwood (1995) e
Nelsen (1993b) demonstraram o impacto positivo de tais provas visuais na compreensao

dos alunos.

No cenério da educacao matematica brasileira, o Mestrado Profissional em Ma-
temética em Rede Nacional (PROFMAT) tem sido um catalisador para a exploracao
de metodologias de ensino inovadoras e eficazes. A abordagem da soma dos primeiros

nuimeros impares, com seu reconhecido apelo visual, encontra ressonancia nesse contexto.

Para educadores e no desenvolvimento de materiais didaticos para a educacao
basica, explorar a identidade da soma dos fmpares, 1 + 3+ 5+ ... + (2n — 1) = n?, atra-
vés de sua representacao geométrica sem palavras nao apenas simplifica a compreensao,
mas também inspira uma apreciagdo mais profunda pela simetria, logica e criatividade

inerentes a disciplina.
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A seguir serdo apresentados exemplos de aplicagao das provas sem palavras para
a soma dos primeiros naturais impares. Todas as figuras apresentam construgoes com

pontos, ou pequenos circulos.

A Figura 19, de autoria de Nicomaco de Gerasa, é amplamente conhecida e utili-
zada em livros didaticos. Ela apresenta uma espécie de ondas com quantidades sucessiva-

mente maiores de pontos.

A Figura 20, sem autoria definida, apresenta encaixes de pontos em formatos

proximos de triangulares, como as Figuras 21 e 22, também sem autorias definidas.

Essas demonstragoes podem se rencontradas também em NELSEN (1993c) e NEL-
SEN (2015).

1. Caso 1

0/ 0|0|0|0(0|O
O 0/0|0|0(O0|O
O 00 0(0|0|O0|O
O 0000|000
O 0000000
O 00 00O0O0O|0
0000000

o

3|ooooooo

14345+ -4+ (2n—1)=n?

Figura 19 — Original de Nicomaco - Imagem de autoria prépria
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Capitulo 4. Soma dos Primeiros Niumeros Impares

2. Caso 2

1
L34+ (2n—1) = £(20)? = n?

Figura 20 — Autoria propria
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3. Caso 3

1434+5+-+(2n—1)=n

Figura 21 — Autoria propria
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4. Caso 4

2[14+3+5+--+ (2n—1)] = 2n?

Figura 22 — Autoria propria



49

5 Soma dos Primeiros Nidmeros Quadrados

Perfeitos

A soma dos primeiros nimeros quadrados perfeitos, expressa como S, = 12 + 22 +
3% 4 - .- +n? representa um desafio matemaético de maior complexidade e, por consequén-

cia, uma beleza singular quando comparada as somas dos niimeros naturais ou impares.
n(n+1)(2n+1)

A férmula para esta soma, Sy(n) = , ¢ um resultado elegante que en-
capsula o crescimento quadratico e revela padroes intrinsecos a estrutura numérica. Sua
descoberta e demonstracao perpassam séculos de investigagao matematica, refletindo o
desenvolvimento de métodos que conectam o raciocinio geométrico ao formalismo algé-

brico.

A historia da soma dos quadrados remonta a antiguidade, com contribui¢des no-
taveis de um dos maiores matematicos e engenheiros da historia: Arquimedes de Siracusa
(c. 287-212 a.C.). Embora nao tenha formulado a expressdo exata na notagdo moderna,
Arquimedes, em sua obra “Sobre Espirais” e “A Quadratura da Parabola”, desenvolveu
métodos para somar sequéncias de quadrados e outras poténcias (ARQUIMEDES, 1897a;
ARQUIMEDES, 1897b). Ele utilizava o que hoje chamariamos de método da exaustao,
aproximando areas curvas por somas de areas retangulares ou triangulares, o que é con-
ceitualmente andlogo a soma de poténcias discretas. Heath (ARQUIMEDES, 1897a), em
sua traducgao e analise das obras de Arquimedes, demonstra como o génio grego abordou
somas de quadrados, notadamente em seu esfor¢o para encontrar a area de um segmento
de parabola, que envolvia a soma de uma série geométrica, mas com técnicas que reve-
lavam insights sobre a somatoéria de quadrados. A demonstracdo de Arquimedes, embora
nao sendo uma “prova sem palavras” no sentido pictérico de Nelsen, era profundamente
geométrica e visual para sua época, baseada na manipulacao de figuras tridimensionais

ou na comparacao de areas.

No Oriente, a férmula para a soma dos quadrados foi conhecida muito antes de sua
formalizacao na Europa. O matemadtico indiano Aryabhata (século V-VI d.C.), em seu
tratado Aryabhatiya, apresentou regras para a soma de séries, incluindo a dos quadrados,
ja no século V ou VI. Posteriormente, no mundo islamico, Abu Bakr al-Karaji (c. 953-1029
d.C.), e mais tarde Al-Samaw’al (século XII d.C.), que se baseou no trabalho de Al-Karaji,
desenvolveram métodos para somar poténcias inteiras, utilizando uma forma primitiva de
inducao matematica e manipulando identidades algébricas que levariam a essas férmulas.
Al-Karaji, por exemplo, provou a férmula da soma dos primeiros quadrados através de

uma generalizagao da identidade

(x+1)P° -2 =322 +3z +1
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somando-a de x = 1 até x = n, o que é uma das dedugoes algébricas mais comuns hoje
(Katz, 1993).

Esse método das diferencas ctibicas para encontrar a soma dos primeiros quadrados

de ntimeros naturais, que chamaremos de
n
Sy =3 K2
k=1

é um método de soma telescopica amplamente utilizado para deduzir formulas de somas de
poténcias. Ele baseia-se em uma identidade de diferencas. Considere a identidade algébrica
a seguir

(k+1P° -k =k +3k° +3k+1 -k =3k>+3k + 1

Agora, somamos ambos os lados dessa identidade para valores de k de 1 a n
So[k+1)° = k] = > (3K + 3k + 1)
k=1 k=1
O lado esquerdo da equacao ¢ uma soma telescopica
(23_13>+(33_23>+.”+ {(n—l—l)?’—ns}
Todos os termos intermediarios se cancelam, restando apenas
(n+1)* -1

O lado direito pode ser dividido nas somas individuais

S (3K 43k +1) =33 K +33 k+ > 1
k=1 k=1

k=1 k=1

A partir deste ponto, chamaremos
n
Sk =S,
k=1

que é o que estamos buscando na dedugao. Além disso,

n(n+1) . &

Zk: len
k=1 2

k=1
como visto anteriormente neste trabalho.
Assim, temos
i 1
> (3K + 3k +1) 35, 43"t D
k=1 2
Agora, igualando-se os dois lados, temos
3 1
(n+1)3_1:35n+m+n

2



o1

Expande-se o termo (n + 1)3 para sua forma n® + 3n? + 3n + 1

3 1
n3+3n2+3n+1—1:35n—|—n<n2+)+n
ou seja,
3n(n+1)

n3+3n2+3n:35n+#+n

Isolando 35,,:

1
SSn:n3+3n2+3n—3n(n2+)—n

3n(n+1)
2
2(n® + 3n* + 2n) — 3n(n + 1)
2
20 +6n® + 4n — 3n® — 3n
B 2
207+ 30 +n
2

=nd+3n2+2n—

Colocando n em evidéncia e simplificando

35, — n(2n? +23n +1)

Fatorando o trindbmio do segundo grau
2n’ +3n+1=2n+1)(n+1)

obtém-se
n(n+1)(2n+1)

38, =
2

Por fim, dividindo-se o resultado por 3:

_n(n+1)2n+1)
o = 6

A parte do processo apresentado, a formulacio explicita da soma dos quadrados,
no entanto, progrediu significativamente com matematicos posteriores. No século XVI,
o jesuita e matematico italiano Francesco Maurolico (1494-1575) demonstrou a férmula
para a soma dos primeiros n quadrados, utilizando um método de indugao matematica que
se tornaria mais formalizado nos séculos seguintes. O processo de demonstragao continuou
a evoluir, culminando na generalizacao para somas de poténcias arbitrarias por autores
como Johann Faulhaber, que investigou o que hoje conhecemos como os Polinémios de

Bernoulli e a Férmula de Faulhaber para somas de k-ésimas poténcias (KNUTH, 1993).

Esta deducao, novamente, tem miltiplas etapas, nao ¢ visual e nem facilmente

compreensivel para alunos do ensino basico, o que representa um entrave do processo
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didatico. Apesar da complexidade inerente a soma dos quadrados, também existem PSPs
que buscam elucidar visualmente esta identidade. Uma das mais famosas PSPs para a
soma dos primeiros n quadrados envolve a construcao de pirdmides de blocos (ou cubos
unitdrios). Imagine trés piramides idénticas, cada uma representando a soma 12 + 22 +
3% +--- +n?% Ao arranjar essas trés piramides de uma maneira especifica, como veremos
na Figura 27 a seguir, pode-se formar um paralelepipedo (ou um bloco retangular) com
dimensdes n, (n + 1) e (2n + 1). Como esse paralelepipedo é composto por trés das

nossas piramides, a soma de uma tunica pirdmide (nossa S,) é, portanto, um terco do
1)(2 1
n(n+1)(2n + ) Essa PSP,

embora mais abstrata que as para nimeros naturais ou impares, transforma um problema

volume total do paralelepipedo, o que nos leva a féormula

algébrico em uma manipulacao espacial, tornando a verdade matematica intuitivamente
visivel (NELSEN, 1993b; NELSEN, 2000). A beleza dessa demonstragao visual reside em
sua capacidade de condensar uma prova relativamente longa por indugao em uma imagem

tridimensional impactante e de simples analise.

Do ponto de vista pedagogico, a exploracao da soma dos primeiros nimeros qua-
drados perfeitos é crucial. Ela serve como uma ponte entre o raciocinio aritmético basico e
conceitos mais avancados de célculo, como as somas de Riemann - que levam a integragao
por meio da soma da area de retdngulos menores. Ao introduzir os estudantes a essa soma
por meio de sua historia e, especialmente, por PSPs, pode-se desenvolver sua capacidade
de abstragdo espacial e a compreensao de como o calculo de volumes e areas pode ser
conectado a somas discretas. Isso é particularmente relevante para o desenvolvimento de

um pensamento critico e analitico em estudantes do ensino médio e superior.

A seguir sao apresentadas seis demonstragoes usando PSPs para a soma dos pri-
meiros nimeros quadrados perfeitos. A Figura 23 apresenta uma demonstragdo bidimen-
sional de Katherine Kanim, enquanto a Figura 24 apresenta uma outra demonstracao

bidimensional, sem autor identificado.

J& as demais figuras apresentam demonstracoes tridimensionais. A Figura 25 é de
autoria de Man-Keung Siu e usa estruturas cubicas, enquanto a Figura 26 é de autoria de
I. A. Sakmar e usa estruturas piramidais. A Figura 27 apresenta uma demonstracao de
Nanny Wermuth e Hans-Jiirgen Schuh que utiliza estrutura em forma de paralelepipedo,

como a demonstracao de Sasho Kalajdzievski, da Figura 28.

Essas demonstragoes podem se rencontradas também em NELSEN (1993c), NEL-
SEN (2000) e NELSEN (2015).
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1. Caso 1

Figura 23 — Autoria propria
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2. Caso 2
n nin+1)(2n+1
=143+ +2k—1)=> k= ( ) )
k=1
1 1 2n-1
J i3 3 . 2n-3 2n-3
] S St 3. vl 2n-5 2n-5 2n-5
+ +
L 8 & oo =g Vs oo & &l SR 3 3
1 3 5 - 2n-3 2n-1 2n-1 2n-3 - 5 3 1 B P P T |
2n+1
2n+1 2n+1

2n+1 2n+1 2n+1

2n+1 2n+1 -+ 2n+1 2n+1
2n+1 2n+1 -+ 2n+l1 2n+1 2n+1

B(12 4224 4n?) =@2n+1) (1424 +n)

2:2n—{—1.n(n+1)

12492 4 ...
+2°+ - +n 3 5

Figura 24 — Autoria propria
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3. Caso 3

1 1
12+22+-~+n2:§n(n+1) <n+2)

Figura 25 — Autoria prépria
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4. Caso 4

2 2t Y e o g 2 = i S e =
1“4+ 24+ 3+ +n 3"” < 4 9 4 4n12

= %n(n +1)@n+1)

Figura 26 — Autoria propria
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nn+1)2n+1)

5. Caso 5

+

63 k% = n(n+1)(2n

Figura 27 — Autoria prépria
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6. Caso 6

P42 @bt :%n(n+1)(2n+l)

1
6(1°) = (H(2)3)

6(12+2%) = (23)(5)
6(12+22 +3%) = (3)(@)7)

6(12+22+ - +nd)=(m)(n+1)2n+1)

Figura 28 — Autoria propria
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6 Soma dos Primeiros Nimeros Cubos Per-

feitos

A exploracao das somas de poténcias, que se inicia com a singeleza dos nime-
ros naturais (n) e dos quadrados perfeitos (n?), atinge uma notavel complexidade e ele-
gancia quando se eleva ao cubo (n?). A soma dos primeiros niimeros cubos perfeitos,

S3(n) = 13423+ 33+ ...+ n3, culmina em uma das identidades mais surpreendentes e vi-
n(n+1) ?
2

dos primeiros n cubos ¢ igual ao quadrado da soma dos primeiros n nimeros naturais,

sualmente cativantes da matematica: S,, = . Este resultado revela que a soma

ou, de forma ainda mais concisa, ao quadrado do n-ésimo ntimero triangular (7},). Esta
conexao profunda entre diferentes somas numéricas é um testemunho da interconexao e

da harmonia inerentes a estrutura matematica.

A busca por métodos para somar poténcias superiores tem raizes profundas na
histéria da mateméatica. Embora a formulagao explicita da soma dos cubos na forma que
conhecemos hoje seja um desenvolvimento posterior, matematicos de diversas civilizagoes
j4 investigavam problemas que envolviam somas de séries. Na India antiga, Aryabhata
(século V-VI d.C.) ja apresentava regras para a soma de séries aritméticas e poténcias,
indicando uma compreensao intuitiva de padroes somatorios. Mais tarde, no mundo isla-
mico medieval, matemdticos como Abu Bakr al-Karaji (século X-XI d.C.) e seu sucessor
Al-Samaw’al (século XII d.C.) desenvolveram técnicas para somar poténcias inteiras, uti-
lizando um processo que se assemelha a indu¢ao matematica moderna. Suas contribuicoes
foram cruciais para a sistematizacao do calculo de somas de poténcias, incluindo os cubos
(KATZ, 1993).

Na Europa, a curiosidade sobre as somas de poténcias floresceu durante o Renas-
cimento e nos séculos seguintes. Leonardo Fibonacci (século XIII), em sua obra Liber
Abaci, apresentou alguns exemplos de somas de poténcias. Contudo, foi Johann Faulha-
ber (século XVII) quem realizou um trabalho extenso na tabulagdo e na descoberta de
formulas para somas de poténcias até a décima primeira poténcia, utilizando o que mais
tarde seria reconhecido como Polinémios de Bernoulli (KNUTH, 1993). Seu trabalho foi
um precursor importante para a formalizacao geral da soma de poténcias, que viria com

Jacob Bernoulli.

Em Ars Conjectandi (1713), Jacob Bernoulli ndo apenas derivou a férmula para
a soma dos primeiros n cubos, mas também apresentou um método geral envolvendo os
numeros de Bernoulli para calcular a soma de k-ésimas poténcias, consolidando o resultado
¥+---+n%=(1+4---+n)? como um caso particular de sua teoria (BERNOULLI, 1713;
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KNUTH, 1993).

Novamente, como apresentado nos topicos anteriores deste trabalho, sera apresen-
tada a dedugao algébrica da férmula da soma dos primeiros cubos perfeitos, para entao ser
possivel compara-la as provas sem palavras. Utilizaremos, aqui, a Identidade de Diferenca
de Quadrados de Numeros Triangulares. Esta deducao é elegante por sua simplicidade
e por conectar diretamente a soma dos cubos com a soma dos niimeros naturais (que é,
nada mais que um ndmero triangular).
k(k+1)

2
numero triangular, e definimos Ty = 0. Além disso, considere que a soma dos primeiros

Considere, entdo, a identidade k* = T¢ — T? |, em que T = é 0 k-ésimo

cubos perfeitos, dada por 3-7_, k3, é chamada de S,,.
Vamos verificar essa identidade Note que

T = Ty = (Ti = Thr) - (Tho + Thm)
g [ e

2 2
k-
k2K
2
= k3
A identidade k* = T? — T? | é, portanto, verdadeira.

Agora, somamos esta identidade para k de 1 a n. Assim,
- Z Z —Tiy)
k=1 k=1
Esta é, também, uma soma telescopica:
(7 = T5) + (I35 = T) + (T3 = I5) + - + (T = T, )

Todos os termos intermediarios se cancelam, restando apenas o tultimo termo positivo e

0 primeiro termo negativo:
(T7 = T5) + (T3 = T9) + (T5 = T5) + -+ (T, = T 0) = =Tg + T, = T, = Ty

Como Ty = 0, temos entdo S, = T2 = (T,,)*.

n(n+1)
2

Substituindo T}, = , temos que

como queriamos demonstrar.
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A verdadeira beleza da soma dos cubos se revela plenamente através das PSPs, que
oferecem uma compreensio intuitiva e visual da relagao S,, = (7,,)*. Uma das PSP mais
impactantes para essa identidade envolve a construcao de um grande quadrado a partir
de gnémons de blocos ctibicos, como serd apresentado adiante na Figura 31. Imagine os
numeros triangulares T,, como os lados de um quadrado. A PSP consiste em arranjar as
somas dos cubos 12, 23...., n3, desmontando-os e remontando-os, de tal forma que elas
formem um quadrado perfeito cujo lado é a soma dos primeiros n nimeros naturais. Por
exemplo, 13 é um cubo de lado 1. Em seguida, 2% pode ser arranjado ao redor de 1% de
uma maneira que, junto com 13, forme um quadrado de T, = (1 + 2) = 3 unidades de
lado. Continuando esse processo, cada k® é adicionado como uma camada em forma de
“L” (um gndémon tridimensional) ao redor do arranjo dos cubos anteriores, resultando
sempre em um quadrado cujo lado é o préximo ntmero triangular. O resultado final é
um grande quadrado (plano) de drea (14 2+ --- + n)?, construido a partir dos volumes
dos cubos (NELSEN;, 1993b; NELSEN, 2000). Esta visualizacao é notavelmente complexa
simplesmente por meio de palavras, mas, uma vez apresentada a prova sem palavras e,
uma vez compreendida a demonstracao, é uma via que oferece uma clareza inigualavel da

validade da férmula.

Do ponto de vista pedagdgico, a soma dos primeiros cubos e suas demonstracoes
visuais sao ferramentas valiosas para o ensino da matematica em niveis mais avancados
do ensino médio e superior. Elas desafiam os estudantes a expandir seu raciocinio espacial
para trés dimensoes e a conectar conceitos de volume com &areas e somas discretas. A
complexidade dessa PSP estimula o pensamento critico e a capacidade de abstracao,
habilidades essenciais para a compreensao de cdlculo e outras areas da matematica. Ao
apresentar essa soma, nao apenas como uma férmula, mas como um resultado com uma
histéria rica e uma prova visual elegante, os educadores podem fomentar um apreco mais

profundo pela matematica.

No contexto do aprimoramento da pratica docente, a exploracao da soma dos
cubos e suas PSPs pode enriquecer significativamente o repertério metodolégico de um
professor. Ao demonstrar a soma dos cubos de maneira visual, o professor pode guiar
os alunos por uma jornada de descoberta que une a geometria euclidiana, a teoria dos
nimeros e a combinatoria, mostrando que a matematica é uma disciplina viva, repleta de
conexoes surpreendentes e acessiveis através da intuicao e da visualizacao. O resultado é
um aprendizado mais robusto e uma maior capacidade de transferir o conhecimento para
a resolucao de problemas complexos. Para educadores e no desenvolvimento de materiais
didaticos, a inclusdo dessa soma oferece uma oportunidade tnica de desafiar os alunos,
desenvolver seu raciocinio espacial e algébrico, e instigar uma apreciacao pela beleza e

profundidade da matematica.

A seguir sdo apresentadas PSPs para a soma dos primeiros niimeros cubos per-
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2. Caso 2

By g =(14+2+3+ - +n)

Figura 30 — Autoria prépria
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Capitulo 6. Soma dos Primeiros Nimeros Cubos Perfeitos

3. Caso 3

Figura 31 — Retirada de GULLEY (2010)
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7 Outras Ferramentas de Demonstracao de

Somas

Até o presente momento, vimos a grandiosa fun¢ao das PSPs na demonstragao de

padrdes, sejam em numeros figurados, sejam em somas de poténcias.

Além disso, pode-se perceber alguns padroes nas somas apresentadas, entre os

quais se destacam:

1. A soma dos primeiros nimeros nimeros impares — grau 1 — resultou em um polinémio

de grau 2, n?.

2. A soma dos primeiros niimeros naturais — grau 1 — resultou em um polinémio de
n(n+1)
grau 2, —

3. J4 a soma dos primeiros niimeros quadrados perfeitos — grau 2 — resultou em um

1)(2 1
polindémio de grau 3, n(n+1)(2n+ )

6

4. Por fim, a soma dos primeiros niimeros cubos perfeitos — grau 3 — resultou em um
2
n(n + 1)]

polinomio de grau 4, l 5

Seria viavel assumir que somas de niimeros com grau p gerem um o polinémio de

grau p + 17

Ora, vamos investigar esse comportamento por indugao, partindo do pressuposto
que Sp(n) =17+ 2P + 3P + - .- + nP ¢ um polindémio de grau p + 1.

O teorema ja foi provado anteriormente para p = 1, na soma dos primeiros niimeros

naturais.

Suponhamos nesse momento que S,(n) seja um polindémio de grau p + 1 em n,
para todo p € {1,2, ..., s}.

Mostraremos que isso ¢ verdadeiro para p = s + 1, ou seja, mostraremos que

Ss+1(n) é um polinémio de grau s + 2 em n. Observe que
(k+ 1) = k"2 4 (s + 2B 4 qu(R),

em que ¢s(k) forma um polinémio de grau s em k. Temos, entao,

S+ = K+ (s+2)> KT+ qu(k)
k=1 k=1 k=1

k=1
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1 ) .. (s+2 s+2
em que a soma restante E qs(k) é representada pelo polinomio ( 9 ) kT 4+ ( 3 ) .
k=1

2
Bl 4 (2 i 1) -k + 1, de grau s em n, pela hipotese da inducao.

Simplificando os termos comuns aos dois primeiros somatorios, que sao telescopi-

cos, obteremos
n

(n+ 1) =1+ (s+2)> k' +gy(k)
k=1

Dessa conclusao intermediaria, temos que

i ks+1 _ (n + 1>8+2 —1- QS(k)
1 542

que ¢ um polinomio de grau s+2 em n. Portanto, conclui-se que sim, 174+2P 43P+ - -4-nP =

Z kP é um polindmio de grau p + 1 em n.
k=1

Morgado (1991) aplicou essa conclusao em exemplos que utilizam o Tridngulo de

Pascal para encontrar os coeficientes desse polinémio.

O Triangulo de Pascal, como ferramenta, é um triangulo aritmético formado por
numeros que tém muitas relagoes entre si. Algumas dessas relagoes foram descobertas
por Pascal. O arranjo de niimeros binomiais mostra cada niimero sendo a soma dos dois

numeros diretamente acima dele.

Nesse contexto, C* - também apresentado como (Z’) - representa combinacgao de
n tomados k a k, sendo n o nimero da linha e £ o nimero da coluna do tridngulo. As
Figuras 32 e 33 a seguir representam o tridngulo de Pascal, sendo uma com os valores

numéricos e a outra com os valores binomiais correspondentes.

1

11

1 2 1
13 3 1
14 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6

15 20 15 6 1
Figura 32 — Valores do Tridngulo - Retirada de MORGADO (1991)

Dentre as muitas propriedades que emergem dessa construcao, trés relagoes se
destacam por sua importancia: a Relagao de Stifel, o Teorema das Linhas e o Teorema
das Colunas. Essas trés relagdes sao pilares para a compreensao da estrutura interna do
Triangulo de Pascal e servem como ferramentas indispensaveis em combinatéria e em

muitos outros ramos da matematica.
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Co

G

Cy G CF

Cy Gy C3 G5

cy ¢y G CF ¢

Gy C5 C3 CF G5 G
Co Gy C§ C§ G G Cg

Figura 33 — Valores Binomiais do Tridngulo - Retirada de MORGADO (1991)

Uma das mais fundamentais entre elas ¢ a Relagao de Stifel, também conhecida
como a identidade de recorréncia do Tridngulo de Pascal, atribuida a Michael Stifel em
sua obra Arithmetica Integra (1544), embora sua compreensao remonte a mateméaticos
indianos e chineses. Essa propriedade afirma que qualquer entrada no Triangulo de Pascal
é a soma das duas entradas imediatamente acima dela. Algebricamente, ela é expressa

n n—1 n—1
o 1) =G+ (1)

Esta identidade nao é apenas a regra de construcao do tridngulo, mas também
possui uma elegante prova combinatoéria. Se desejamos escolher k elementos de um con-
junto de n elementos, podemos considerar um elemento especifico, digamos X . As escolhas
podem ser divididas em dois casos disjuntos: ou escolhemos X (e, portanto, precisamos

escolher k — 1 elementos dos n — 1 restantes), ou nao escolhemos X (e, portanto, preci-

samos escolher k elementos dos n — 1 restantes). A soma das possibilidades nesses dois
n
casos totaliza k)’ evidenciando a verdade da Relacao de Stifel e sua importancia na

recursividade dos coeficientes binomiais.

Em seguida, temos o que pode ser referido como o Teorema das Linhas, que aborda
a soma dos elementos em cada linha do Triangulo de Pascal. Esta propriedade notavel

estabelece que a soma de todas as entradas na m-ésima linha (comegando a contagem

das linhas a partir de n = 0) é igual a 2". Matematicamente, isso é expresso como
3 (”) = o
im0 \k

Combinatoriamente, esta identidade representa o fato de que um conjunto com n
elementos possui 2" subconjuntos no total, pois cada elemento pode ser escolhido ou nao
" (n
escolhido (duas opgoes para cada um dos elementos), e a soma Z < k) representa a soma
k=0
dos subconjuntos de tamanho 0, de tamanho 1, e assim por diante, até o subconjunto de

tamanho n.
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Por fim, o Teorema das Colunas descreve a soma dos elementos ao longo de uma

n
coluna. Esta identidade afirma que essa soma, comegando de um termo <k> até ( k:)’

n+1 " (1
é igual ao coeficiente binomial ( ) Algebricamente, podemos escrever Z < =

k+1 —\k
n-+1
k+1)

Com base nessas relagoes, Morgado (1991) apresentou dois exemplos interessantes

para elucidar a construcao de somas de sequéncias numéricas.

Num primeiro exemplo (Morgado (1991), p. 92, exemplo 4.2), apresenta-se uma
solucao para encontrar o valor da soma S=1-2-3+2-3-44+3-4-54---450-51-52

usando as relagoes apresentadas.

50
Primeiramente, transforma-se a sequéncia em S = Y k(k+1)(k+2). Em seguida,
k=1

50
iguala-se S = 3" 31CE, =6 (C3 + Cf + -+ + C8,) = 6C4; = 1.756.950.
k=1

Num segundo exemplo (Morgado (1991), p. 93, exemplo 4.3), apresenta-se uma

solucao alternativa para encontrar o valor da soma dos primeiros ntimeros quadrados
n

perfeitos, isto 6, 5 = 12422+ - -+n?. Primeiramente, transforma-se a sequéncia em » _ k”.
k=1
O exemplo anterior mostrou como se poderia calcular uma soma na qual cada parcela fosse

um produto de trés inteiros consecutivos. Assim, caso seja possivel transformar £ em um
polindomio da mesma natureza, teremos um polinémio do segundo grau no qual aparecam
produtos de dois inteiros consecutivos, permitindo-se que use a mesma ferramenta. Ou
seja, a ideia é tentar obter uma identidade do tipo k* = Ak(k + 1) + Bk + C.

Assim, tem-se k? = Ak? + (A+ B)k+c,em que A=1, A+ B=0e¢C = 0.
Resolvendo-se o sistema, encontram-se A = 1, B = —1 e C' = 0, ou seja, o polindmio
pode ser escrito como k* = k(k +1) — k.

Entao,

S=S K=
k=1

WE

[k(k + 1) - k] =2 Z CI?H - Z C’,i = 202+2 - Cﬁﬂ
k=1

k=1 k=1

:2(n+2)én+1)n_ (n—;l)nzn<n+1)[

n+2 1} _n(n+1)2n+1)
3 2] 6 ‘

Mostra-se, de uma outra maneira e mais uma vez, que a soma dos n primeiros

nimeros quadrados perfeitos (grau 2) resulta em um polindémio de grau 3. Esse polindmio

pode ser escrito, também, como —n? + §n2 + 6’ com os coeficientes dos termos de grau
11 1
3, 2 e 1, respectivamente, iguais a 33 e 6
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No entanto, levanta-se o seguinte questionamento: sera que existe alguma maneira
de se encontrar os coeficientes do polinémio S,(n), de grau p+1, que represente a soma dos
n primeiros numeros de grau p? O proximo capitulo mostra o que Bernoulli e Faulhaber

descobriram.






71

8 Formula de Faulhaber: a Generalizacao

Elegante para a Soma das Poténcias

A jornada através das somas de nimeros naturais, impares, quadrados e cubos
revela uma progressao notavel na complexidade e na beleza das identidades matematicas,
especialmente no contexto das provas sem palavras. Contudo, a curiosidade humana nao
se contenta com casos especificos, e a busca por uma férmula geral que permitisse somar
os primeiros n nimeros elevados a qualquer poténcia inteira p era um imperativo para os

matematicos.

Embora as PSPs sejam poderosas para visualizar somas de poténcias baixas (como
quadradas e cibicas), sua eficicia diminui significativamente para poténcias superiores, e
nao foi possivel desenvolver maneiras de se representar somas em mais que trés dimen-
soes utilizando as PSPs, encontrando-se uma limitacao para a demonstragao visual dessas
somas. A natureza abstrata e combinatoéria dessas somas complexas e os coeficientes en-
volvidos superam a capacidade de uma representacao geométrica simples, demandando

métodos algébricos rigorosos.

A busca por encontrar a formula geral culminou na célebre Férmula de Faulhaber,
um resultado que ndo apenas unifica as somas anteriores, mas abre as portas para uma

compreensdo mais profunda da combinatéria e da teoria dos ntimeros.

A Foérmula de Faulhaber refere-se a um conjunto de identidades que expressam
a soma dos primeiros n nimeros inteiros positivos elevados a uma poténcia inteira p,
ou seja, Sp(n) = 17 + 2P + 3P + --- + nP, como um polinémio em n. A particularidade
dessas formulas é que, para cada p, a soma S,(n) pode ser escrita como um polindmio
de grau p 4+ 1 na variavel n. Por exemplo, ja vimos que Si(n) = n(n;—l) (um polindémio
n(n+1)2n+1)

de grau 2) representa a soma dos primeiros naturais (grau 1), Sa(n) =

(um polinémio de grau 3) representa a soma dos primeiros quadrados perfeitos (grau 2),

e S3(n) = [n(n;l)

perfeitos (grau 3). A Formula de Faulhaber generaliza esses resultados para qualquer grau

p.

(um polinémio de grau 4) representa a soma dos primeiros cubos

O nome da férmula homenageia Johann Faulhaber (1580-1635), um matemético
alemao conhecido por suas contribui¢oes para a aritmética e a combinatoria, e apresentado
na Figura 34 a seguir. Faulhaber, trabalhando no inicio do século XVII, de forma notavel
e sem o auxilio das ferramentas analiticas que surgiriam mais tarde (como o calculo

diferencial e integral), conseguiu derivar e tabelar as férmulas para as somas das poténcias
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até p = 17. Seu método era empirico e engenhoso, baseando-se em padroes observados e

manipulacoes algébricas astutas.

Faulhaber nao apresentou uma tnica férmula geral no sentido moderno, mas sim
uma colecao de polinémios para cada poténcia p especifica, descobrindo propriedades

recorrentes e simetrias nesses polinomios. Ele percebeu, por exemplo, que para p impar,

n(n+ 1)1
5 , € para p par, ele é divisivel por n(n +

1
1) (n + 2), ou n(n+1)(2n+1) (KNUTH, 1993). Sua genialidade residiu na capacidade

de extrair essas relagoes complexas a partir de uma observacao cuidadosa e um célculo

o polinomio resultante ¢ divisivel por l

meticuloso.

A demonstragao rigorosa dessas férmulas e a hipdétese de Faulhaber de que tais
formulas existiriam para todas as poténcias impares s6 foram obtidas por Carl Jacobi
(1834), dois séculos depois. Jacobi se beneficiou do progresso da anélise matematica,
utilizando o desenvolvimento em séries infinitas de uma funcdo exponencial que gera
numeros de Bernoulli, sobre os quais trataremos mais adiante neste capitulo.

=T n\\\l\“m

I

l

|

|

Figura 34 — Johann Faulhaber - Acervo de National Gallery of Art

O principio central dessa dedugao reside na identidade do Bindémio de Newton.

Consideremos a expansao de (k + 1)P*?

(k+1)PH = i(erl)

Podemos reescrever a diferenca (k + 1)P™ — k™! usando esta expansio. Note que

. , +1
o termo para j = p + 1 na soma é (p N 1) kPt = kP Entao,
p

+1
(k + 1)p+1 — Pl — (pz (p - 1) k]) — fptl

=0\ J


https://www.nga.gov/artworks/38095-johan-faulhaber-mathematician
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— (iii)kpﬂ—l-(p;l)kp‘?““"<p—gl>k’0—k‘p+l

Os termos kPT! se cancelam e obtém-se

1 1 1
(k+1)p“—kp“:<p; )kp+<pf1>kp Ty +(p“1L )/H(pg )

Agora, somamos ambos os lados desta identidade para k de 1 a n:

é[(lzﬂ)p*l—kp“] -y Kp;1>kp+ <p+1>kp Lpt (p—;1>k+ (pgl)]

k=1

1. Lado Esquerdo (Soma Telescépica)
zn: k+ 1 p+1 kp+l] _ [2p+1 _ 1p+1] + [3p+1 _ 2p+1] et [(n 4 1)p+1 _ np+1]
k=1

— (n+1)p+1 1P+l — (n+1)p+1 1
2. Lado Direito (Soma das Poténcias)
" (p+1 p+1\, , p+1 p+1
ZK el () s
1\ & 1\ & 1\ &
k=1 k=1 k=1 k=1
+1 +1 +1 +1
:(pp >Sp(n)+<z_1>5p_1(n)—|—...+<p1 )Sl(n)+<p0 )So(n)

Lembre-se que (pzl) =p+leSyn)=r  kK"=37_1=

3. Dai, segue que

(n+1)P" =1 = (p+1)S,(n) + (if 1) Sy (n)+-- -+ (pT 1) Si(n)+ (pg 1) So(n)

Agora, podemos isolar S,(n)

1
Sp(n) = m

(1P —1- 5 <p+. 1>Sj(n>

j=0\ J

Esta é a férmula de recorréncia fundamental para as somas de poténcias, nomeada de
Formula de Faulhaber, mas com uma configuracdo complexa. Ela nos permite calcular

Sp(n) se conhecermos as somas de poténcias menores (So(n), Si(n), ..., Sy,—1(n)).

O verdadeiro salto conceitual, que unificou e provou a generalidade do trabalho
de Faulhaber, veio com Jacob Bernoulli (1654-1705) no final do século XVII. Em sua
obra péstuma Ars Conjectandi (1713), Bernoulli ndo apenas confirmou os resultados de

Faulhaber, mas desenvolveu um método sisteméatico para derivar a férmula de Faulhaber
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para qualquer poténcia p. Ele introduziu os famosos “Nimeros de Bernoulli” (B;) como
ferramenta para expressar a soma Sy,(n) de forma recursiva e explicita. A versao moderna
da Férmula de Faulhaber, creditada a Bernoulli e apontada por KNUTH (1993) na pagina
11 do seu artigo sobre a férmula, é geralmente apresentada como

1 1
Sp(n) = == <p+ )B =]
pr1is\

+1) : . . < , .
em que P , ) sao os coeficientes binomiais e B; sdo os nimeros de Bernoulli (BER-

J
NOULLI, 1713; KNUTH, 1993). Esta formulacao elegante demonstra que todas as somas

de poténcias podem ser expressas em termos de um conjunto finito de constantes univer-

sais (os ntimeros de Bernoulli) e poténcias de n.

Explorando um pouco mais profundamente os ntimeros de Bernoulli, denotados
por B;, temos uma sequéncia de niimeros racionais descobertos por Jacob Bernoulli no
final do século XVII, a partir da pagina 86 de seu trabalho Ars Conjectandi sobre a soma
das poténcias inteiras (BERNOULLI, 1713). Eles fornecem uma maneira sistematica de
expressar as somas S,(n) = zn: kP como polindmios em n. A forma mais comum de defini-

k=1
los é por meio da funcao geradora exponencial:

A partir dessa defini¢do, podemos derivar uma férmula de recorréncia para calculé-
los. Essa formula para os nimeros B, é obtida da expansao em série de poténcias da fungao

geradora. Ao manipulé-la, chegamos a seguinte relacao:

okt
Z(f)Bj:k—l—l , para k > 0.
J

J=0

Essa formula nos permite calcular By, de forma sequencial, desde que By seja conhecido.

O primeiro termo (By) é determinado pela condigao de que 1 — 1 quando z — 0, o
e —

que implica By = 1.

Com By = 1, podemos rearranjar a férmula de recorréncia para isolar By,

(k+1)B, = Z;j (k + 1)

Por conseguinte,
1 2 k+1

ou, mais comumente apresentado para k‘ Z 1
1 (k +1

By =———
g k+1:3\ J

)B para k > 1
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Esta ultima forma é mais comum em textos e computagoes, pois facilita a visualizacao da

recursividade.

Usando essa ideia, podemos deduzir os primeiros niimeros de Bernoulli, que sao
1 1 1 1
By=1, B = 3 By = 5’ B3 =0, By = —30’ B; =0, Bg = 12 em seguida tendo valores

nulos para os indices impares e valores nao-nulos para os indices pares.

A Figura 35 a seguir é um retrato de Jacob Bernoulli, um dos trés irmaos cientistas

responsaveis por diversas publica¢oes de enorme relevancia.

Figura 35 — Jacob Bernoulli - Clubes de Matematica da OBMEP

A Figura 36 a seguir apresenta a deducao, retirada do livro de Bernoulli, para as
poténcias de graus 1 a 10, bem como o polindmio com os coeficientes correspondentes. E

interessante apontar, inclusive, que ha um equivoco no tltimo termo da férmula deduzida
n

2 2

por Bernoulli para Z k°, que deveria ser —%n em vez de EETLE

k=1

No que tange as provas sem palavras (PSPs) nesse contexto, é fundamental fazer
uma distin¢cao. Enquanto as PSPs sao incrivelmente eficazes para visualizar e intuir a
validade das somas de poténcias baixas — como a dos nimeros naturais (formando um
retdngulo), dos impares (formando um quadrado) e até mesmo dos cubos (formando um
quadrado a partir de gnémons tridimensionais) —, elas sdo pouco eficazes para poténcias
de graus superiores, em que ha mais de trés dimensoes. Nesse contexto, a generalidade da
Férmula de Faulhaber em si ndo se presta a uma tnica PSP global. As PSPs sao ferramen-
tas que se destacam pela sua concretude e representacao geométrica direta, funcionando
melhor para identidades que podem ser “vistas” em arranjos de pontos ou blocos. A
Férmula de Faulhaber, no entanto, é uma expressao altamente algébrica e combinatoéria,

envolvendo coeficientes binomiais e os abstratos Niimeros de Bernoulli.

A “prova” dessa férmula geral, diferentemente do que ocorre com as provas sem
palavras, é feita por indugdo matematica, cdlculo diferencial e integral, ou por métodos de
funcoes geradoras — abordagens que, embora poderosas, nao possuem a mesma natureza

pictorica de uma PSP.


https://clubes.obmep.org.br/blog/a-familia-bernoulli/

76

Capitulo 8. Férmula de Faulhaber: a Generalizagao Elegante para a Soma das Poténcias

.. Atque si porrd ad altiores gradatim potestates pergere, levique ne-
gotio sequentem adornare laterculum licet :

Sumnine Potestatum

fn= Ian+1dn

fan = %113 + 2‘—11T‘L+ —f'}-n
f nd=1Ind4+Ind4 ;]L—n.n.

.|
| nt = 1]_771.5 + %71.4 + %71.3 — 3%11.
| n’ = —g}-n.'&‘ —+ %11.5 + %11.4 — 11:11.11.
[nf = -1,71.? + {rn.f‘ + %11.5 = —;-11.3 + —41: n
.ln?— ]u‘q"+]n?+ 7n®—_7 114-1— I nn
S 2z T2 T S TZ "
1

fnd=In?+Ind+In” — In®+ind— Jin

fnf = 1%71.1 ta —]TH-? + 51?’—11.3 — %11.6 + {r nt — ﬁll:u.n_

[t =g 4 Int0 420 —In7 410 — Ind 4+ 2n

Quin imd qui legem progressionis inibi attentuis ensperexit, eundem eti-
am continuare poterit absque his ratiociniorum ambabimus : Sumta enim

¢ pro polestatis cujuslibet exponente, fit summa omnium n® seu

3 1 ) 1 . ) .c—1-c—2
JT'LL = = nctl 4 EnL + %An"_] + %BTLC_B’
c-c—l-c—2-c—3.c—4_ __=c
2.3.4-5.6 tn
c.c—1.¢c—2.-¢c—3.c—4.¢c—5.¢c—6 =
Dn""" ... & ita deinceps,

2.-3.4.5.6.7-8
exponentem potestatis ipsius n continue minuendo binario, quosque per-
veniatur ad n vel nn. Literae capitales A, B, C, D & ¢. ordine denotant

coéfficientes ullimorum terminorum pro fnn, [ nt, [n®, | n® & c
nempe
1 ]
A=—-B=—-~C=—D=——

Figura 36 — Retirada de BERNOULLI (1713)

Isso nao diminui o valor das PSPs, mas sim demarca o limite de sua aplicabilidade

direta na derivacao de uma férmula tdo abrangente. Contudo, as PSPs continuam a ser

ferramentas pedagégicas vitais para ilustrar os resultados que a Férmula de Faulhaber

generaliza. Ao mostrar visualmente que Si(n) = T,,, Sa(n) se aproxima do formato de

pirdmide e S3(n) é o quadrado de T,,, os educadores podem construir a intui¢ado necessaria

para que os alunos apreciem a elegancia da generalizacao Faulhaber-Bernoulli, mesmo que

a prova da férmula geral requeira um raciocinio mais abstrato.

Do ponto de vista pedagogico, a Férmula de Faulhaber é um tépico avancado que

pode ser introduzido para estudantes talentosos no ensino médio ou em cursos universi-

tarios iniciais, como uma culminagao natural da exploracao de somas de sequéncias. Ela
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demonstra a beleza da matematica em unificar padroes diversos sob uma tnica teoria e
seus estudos fornecem o pano de fundo para conectar os resultados particulares (as so-
mas de quadrados e cubos, por exemplo) a teoria geral, mostrando como o evoluimos na
ciéncia desde observagoes empiricas (Faulhaber) para generalizagoes tedricas poderosas
(Bernoulli). A exploracao dessas formulas nao sé solidifica a compreensao de sequéncias e
séries, mas também introduz os alunos ao pensamento combinatério e a historia de como

as grandes ideias matematicas se desenvolveram.

Nesse sentido, a Férmula de Faulhaber ilustra a progressao do conhecimento ma-
tematico, e surge para coroar a jornada da soma das poténcias. A trajetéria de sua des-
coberta, desde as observacoes perspicazes de Faulhaber até a formalizagao por Bernoulli,
ilustra essa progressao. Embora as PSPs tenham seu lugar de destaque na visualizacao
de somas de poténcias baixas, a férmula geral exige uma compreensao mais abstrata. A
combinagao de PSPs, para casos especificos, com a introducao da Formula de Faulhaber,
como a generalizacdo que unifica esses casos, oferece um caminho rico e multifacetado
para o ensino da matematica, inspirando um aprego pela sua estrutura logica e beleza

intrinseca.
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Consideracoes Finais

Ao longo desta dissertagao, investigou-se a possibilidade de representar visual-
mente as somas de poténcias numéricas por meio das chamadas Provas Sem Palavras
(PSPs), bem como os limites dessa abordagem. A analise historica evidenciou que a visu-
alizagdo sempre esteve presente no desenvolvimento da matematica, desde os pitagoricos
e seus nimeros figurados até as construgdes geométricas de Arquimedes. As representa-
¢oOes visuais nao sao meros recursos ilustrativos, mas constituem, em muitos casos, formas

auténticas de demonstracao.

Nos casos das somas dos niimeros naturais e dos nimeros impares, observou-se que
as PSPs oferecem demonstracoes particularmente elegantes e didaticamente poderosas.
A construcao de triangulos de pontos e de quadrados por meio de gnémons permite

n 1 n
que o estudante “veja” a validade das identidades » k = n(n;) e Y (2k—1) =

k=1 k=1
n?, promovendo compreensdao conceitual mais profunda do que a simples aplicacdo de

formulas.

No caso da soma dos quadrados e da soma dos cubos, a complexidade aumenta,
mas ainda é possivel encontrar construgoes tridimensionais que traduzem identidades algé-
bricas relativamente extensas em arranjos espaciais significativos. As piramides de blocos
e os rearranjos em paralelepipedos evidenciam que a visualizacao pode condensar argu-
mentos algébricos longos em estruturas geométricas intuitivas. Particularmente notavel é
a identidade da soma dos cubos, cuja relacao com o quadrado do nimero triangular revela

uma harmonia estrutural entre diferentes niveis de poténcia.

Entretanto, a medida que se avanca para poténcias superiores, comegam a emergir
limitacoes na construcao de provas puramente visuais. A generalizacao sistematizada pela
Férmula de Faulhaber, fundamentada nos ntimeros de Bernoulli, evidencia que nem toda
soma de poténcias admite uma representagao geométrica simples ou pedagogicamente
acessivel. Essa constatacdo nao diminui o valor das PSPs, mas delimita seu campo de

aplicabilidade.

No contexto do PROFMAT e da formagao de professores da educacao bésica, os
resultados deste trabalho reforcam a importancia da integracao entre histéria da mate-
matica, rigor algébrico e visualizagdo. As Provas Sem Palavras mostram-se ferramentas
eficazes para o desenvolvimento do pensamento visual, da percepcao de padroes e da
articulagdo entre diferentes ramos da mateméatica. Ao mesmo tempo, a andlise de suas
limitacoes contribui para uma compreensao mais madura e equilibrada de seu papel no

ensino.
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Norteando o trabalho a partir das perguntas apresentadas na Introducao desta
dissertagao, é possivel afirmar que as questoes levantadas foram respondidas. Foi possi-
vel navegar pelas diferentes demonstracoes relacionadas a soma de poténcias numéricas,
identificando as limitagoes relacionadas as demonstragoes visuais, e como as ferramentas
algébricas desenvolvidas por grandes cientistas supriram essa necessidade, as suas outras

maneiras.

Conclui-se, portanto, que as PSPs constituem um recurso didatico valioso e po-
tente, especialmente no ensino de somas classicas de inteiros e de poténcias até o terceiro
grau. Sua utilizacao, aliada ao formalismo algébrico e a contextualizacao historica, pode
favorecer uma aprendizagem mais significativa, critica e esteticamente apreciativa da ma-
tematica, contribuindo para a formacao de professores capazes de articular intuicao, rigor

e criatividade em sua pratica pedagodgica.

Em se tratando de trabalhos futuros, a luz das discussoes desenvolvidas ao longo
desta dissertagao, bem como das reflexdes acerca dos alcances e limitagoes das Provas
Sem Palavras (PSPs) no ensino de somas de poténcias numeéricas, delineiam-se algumas

possibilidades de aprofundamento que podem orientar investigagoes futuras no ambito do

PROFMAT.

Em primeiro lugar, destaca-se a relevancia de estudos empiricos que investiguem
o impacto da utilizagao de PSPs em contextos reais de sala de aula. Embora o presente
trabalho tenha enfatizado o potencial didatico dessas representacgoes, pesquisas que en-
volvam a aplicagao de sequéncias didaticas estruturadas, seguidas de analise qualitativa
e quantitativa comparativas da aprendizagem dos estudantes, podem contribuir de forma
significativa para a validacao dessa abordagem. Nesse sentido, torna-se pertinente avaliar
aspectos como a compreensao conceitual, a retencdo de conhecimentos a longo prazo e a

capacidade de generalizagao por parte dos alunos.

Adicionalmente, apresenta-se como promissora a investigacao dos processos cogni-
tivos envolvidos na interpretagao das PSPs, especialmente no que diz respeito a relagao
entre visualizagao e formalizagdo matematica. Tal linha de pesquisa pode buscar compre-
ender em que medida a apreensao intuitiva proporcionada pelas representagoes visuais se
converte em entendimento rigoroso, bem como identificar possiveis obstaculos cognitivos

associados a transi¢ao entre o registro geométrico e o algébrico.

Outra perspectiva relevante consiste na ampliacao do escopo de aplicacao das
PSPs para outros contetidos da Matemaética escolar. Tendo em vista o potencial dessa
abordagem para evidenciar padroes e relagoes, sugere-se sua exploragao em temas como
produtos notaveis, progressoes aritméticas e geométricas, analise combinatoria e topicos
de geometria plana e espacial. Essa ampliagdo pode contribuir para a consolidagao das

PSPs como ferramenta metodolégica transversal no ensino de Matematica.
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Ademais, o uso de tecnologias digitais constitui um campo fértil para o desenvol-
vimento de novas abordagens baseadas em PSPs. A utilizagdo de softwares de geometria
dindmica, como o GeoGebra, pode permitir a construcao de representagdes interativas e
dinamicas, potencializando a compreensao dos estudantes e ampliando as possibilidades

de exploracao didatica dos conceitos abordados.

Por fim, ressalta-se a importancia de investigagoes voltadas a formacao de profes-
sores, especialmente no que tange a incorporacgao de estratégias baseadas em visualizacao
matematica em sua pratica pedagogica. Nesse contexto, o desenvolvimento de materiais
didaticos estruturados, sequéncias de ensino e propostas de formacgao continuada pode
contribuir de maneira significativa para a disseminagao e efetiva utilizacao das PSPs no

ensino basico.

Dessa forma, as possibilidades aqui apresentadas evidenciam que o tema das Provas
Sem Palavras, longe de se esgotar, abre caminho para um amplo campo de investigagoes
que articulam contetido matemético, pratica docente e processos de aprendizagem, em

consonancia com os objetivos do PROFMAT.
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