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Este recurso educacional apresenta sequéncias didaticas
para o Ensino Médio que integram Analise Combinatéria
e Probabilidade por meio do jogo MISSAO (X,Y),
utilizando o plano cartesiano como eixo estruturante.

As atividades exploram contagem, permutagoes,
arranjos, combinagoes e probabilidades em malhas
quadriculadas, conectando conceitos matematicos
a situagdes do jogo e a experiéncias significativas
da vida real.
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Ideal para promover investigagao, colaboragao,

tomada de decisdes e argumentacao, o material convida
os estudantes a aprender Matematica jogando,
refletindo e construindo conhecimento.

O que este recurso proporciona:

Aprendizagem Investigativa
Atividades que estimulam a exploragao,
a conjectura e a argumentagao.

Raciocinio e Probabilidade
Conexao entre o jogo, a teoria e
situagdes do cotidiano.

Desenvolvimento de Competéncias
Raciocinio légico, tomada de decisoes
e trabalho em equipe.

Conexao com o Ensino Médio
Contelidos alinhados a BNCC e as
demandas da educagao contemporanea.

Recursos para Professores
Material pronto para aplicar,
adaptar e transformar sua aula!

SOBRE O AUTOR

Geovanne Almeida dos Santos

ORIGEM ACADEMICA DO TRABALHO

: Este recurso é fruto de pesquisa desenvolvida no @mbito do
Mestre em Matematica pela Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.
Universidade de Brasilia : —

Professor da Rede Municipal @ Universidade de Brasilia

de Formosa

: Instituto de Ciéncias Exatas
Orientador: Dr. Rogérlo César dOS SantOS g Departamento de Matemética

~
Jogar, investigar e explicar:

TITULO DA PESQUISA

MISSAO(X,Y): UMA ESTRATEGIA LUDICA PARA AAAI P R O F M AT :’r':ncs?:'r::f:;‘s’:g::"er’f"’

A CONSTRUGAO DO RACIOCINIO COMBINATORIO aorendizagem significatival

UnB | EPROBABILISTICO POR MEIO DO ESTUDO DO

: >
Universidade PROBLEMA DO PONTO MA_IS VISITADO NO PLANO Mestrado Profissional em . g
de Brasilia i CARTESIANO NA EDUCAGAO BASICA i Matematica em Rede Nacional S
3

/




J

—L

= MISSAO (X.Y)

— x — Regras do Recurso —

1 @ REGRAS DO RECURSO

* O recurso é realizado em qualquer malha M x N.
Exemplo: 5 x 3.

O caminho come¢a em A=(0,0) e termina em B=(5,3),

* Cada jogador escolhe um ponto da malha,
exceto os pontos A e B.

* No saquinho ha 5 bolas vermelhas e 3 bolas azuis.
e A cada retirada, sem reposicao:

— bola vermelha = 1 passo para a DIREITA

— bola azul = 1 passo para CIMA
* As retiradas formam o caminho na malha.

e Vence quem escolher um ponto por onde
0 caminho passar.

J

€@ MALHA 5x3 - EXEMPLO DE CAMINHO
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Area do conhecimento: Matematica e suas Tecnologias.

Componente curricular: Matematica. 0
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Ano: 22 e 32 ano do Ensino Médio.

..........................................

Turma: Turmas do 22 ou 32 ano do Ensino Médio.
Quantidade de aulas: 7 aulas de 50 minutos cada.

Contetidos desenvolvidos

Plano cartesiano; leitura e representagao de pontos (x,y); caminhos em malhas retangulares;
Principio Fundamental da Contagem; permutacao simples; permutagdo com repeticao;
anagramas; arranjo simples; combinagao simples; interpretagao de caminhos como
sequéncias de passos D direita e C cima; decomposicdo de percursos em dois trechos
independentes; formalizagao da expressao Q(x,y) para a contagem dos caminhos que
passam por um ponto intermediario.

Competéncias da BNCC

A sequéncia didatica articula-se com competéncias da BNCC relacionadas a investigagao,

a resolucao de problemas, ao uso de estratégias matematicas e a interpretagao de
situacoes em diferentes contextos. Favorece o desenvolvimento do raciocinio légico, da
argumentacao matematica, da leitura de representagdes no plano cartesiano e da capacidade
de relacionar experiéncias concretas de jogo a estruturas formais da Analise Combinatoria.

Habilidades

As habilidades listadas, a seguir, constam na BNCC (Brasil, 2018) com seus respectivos codigos:

EM13MAT310 - Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos
. ordendveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
. recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

Objetivo geral

Promover a compreensao de conceitos fundamentais da Andlise Combinatéria a partir do
recurso MISSAO (X,Y), articulando experimentagéo, representagdo geométrica, linguagem
combinatéria e formalizagdo matematica no estudo da contagem de caminhos em malhas
retangulares.

Objetivos especificos
e Apresentar o jogo MISSAO (X,Y) e explorar sua dindmica em malhas retangulares.
e Retomar ideias iniciais de Analise Combinatéria, especialmente o Principio Fundamental da
Contagem e a distingao entre situagées em que a ordem importa e situagoes em que a ordem néo importa.
Relacionar a nogéo de anagrama com repeticao a representagao dos caminhos do jogo por sequéncias de passos D e C.
Sistematizar formalmente os conceitos de permutacdo, anagramas, arranjo e combinagao.
Compreender a contagem de caminhos em malhas retangulares como problema combinatério.
Analisar caminhos que passam por um ponto intermediario (x,y), decompondo o percurso
em dois trechos independentes.
e Formalizar a expressao Q(x,y) como modelo para a contagem dos caminhos que passam por
um ponto intermediario.
e Fazer com que os alunos possam intuir qual é o ponto mais visitado ou o mais provavel de ser
tocado por um caminho aleatdrio ao se escolher a trajetéria por meio de retiradas aleatérias de

bolas azuis e vermelhas sem reposicao.
___4 .
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Sequéncia Didatica Para o Ensino de
Analise Combinatoria a Partir do

Recurso MISSAO (X.Y)

Identificacdao da Sequéncia Didatica

Publico-alvo

Estudantes do 2° e do 3° ano do Ensino Médio, turmas que ja tenham tido
contato inicial ou ndo com os contetidos basicos de Analise Combinatéria
e estejam em processo de consolidagao e aprofundamento desses conceitos.

Recursos didaticos

Folha de aplicagao do recurso MISSAO (X,Y); malhas retangulares impressas;
saquinho com bolas coloridas representando movimentos para a direita e
para cima; quadro; projetor, quando disponivel; folhas de registro;
calculadora, se necessario.

Metodologia usada

A sequéncia didatica fundamenta-se em uma abordagem investigativa e progressiva, organizada
de modo a articular experimentag@o, retomada conceitual, sistematizagao formal e aplicagao
matemética. Inicialmente, os estudantes entram em contato com o recurso MISSAO (X,Y) em sua
dimensdo concreta, explorando trajetérias em malhas retangulares e registrando caminhos possiveis.
Em seguida, sdo retomadas ideias iniciais de Analise Combinatdria, com énfase na distin¢do entre
diferentes estruturas de contagem e na leitura de situagées em que a ordem interfere ou ndo no
resultado. Posteriormente, a proposta avanga para a relagao entre os caminhos do recurso e os
anagramas com repeticao, estabelecendo uma ponte conceitual entre a experiéncia ludica e a
formalizagdo matemética. Na continuidade, os conceitos de permutacao, anagramas, arranjo e
combinagao sao formalizados e, por fim, aplicados ao problema da contagem de caminhos que
passam por um ponto intermediario, culminando na construgao da expressdo Q(x,y). Dessa forma,
a metodologia privilegia a participagdo ativa dos estudantes, a formulag¢do de hipéteses, a
comparagao de estratégias e a passagem gradual do concreto ao abstrato.

Avaliacao

A avaliag@o assume carater diagnéstico, processual e formativo, considerando a participagao dos
estudantes nas discussdes, a compreensao das regras do jogo, a capacidade de representar
caminhos por sequéncias de passos, a identificagdo de estruturas de contagem, a distingdo entre
permutagao, arranjo e combinagao, a decomposigdo correta dos percursos e a aplicagdo adequada
da expressao Q(x,y). Também serao observadas a clareza dos registros, a consisténcia das
justificativas e a capacidade de relacionar estratégias intuitivas a formalizagdes matematicas.
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Jogos matematicos e raciocinio combinatério
no plano cartesiano.
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Duracao: 50 minutos |

\ @ Objetivo da aula

Apresentar o recurso MISSAO (X,Y), explorar sua
dindmica em uma malha retangular e iniciar a
discussdo sobre caminhos, sequéncias de
movimentos e ideias iniciais de contagem.

/‘ Estudantes em duplas Contexto de sala de aula

Contelidos mobilizados

Plano cartesiano; pontos (x,y); caminhos em malha retangular; representacdo de trajetdrias por sequéncias de passos;
ideias iniciais de contagem.

Desenvolvimento da aula
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Etapa 1 — Discussao inicial e ativacao de conhecimentos prévios

A aula tem inicio com a apresentacdo de uma malha retangular 5x3, na qual o professor
propde a turma a seguinte questio: como sair de A=(0,0) e chegar a B=(5,3), realizando
apenas movimentos para a direita e para cima? A partir das respostas dos estudantes,
sdo registrados no quadro dois ou trés caminhos possiveis, tanto na forma de desenho na
malha quanto na forma de sequéncia de passos, representados, por exemplo, pelas letras
D para direita e C para cima. Esse momento busca ativar conhecimentos prévios relativos
ao plano cartesiano e favorecer a percepgao de que cada caminho pode ser entendido
como uma sequéncia ordenada de movimentos.

Etapa 2 — Formulacao da questao norteadora

Apés a discussao inicial, o professor propde uma questao norteadora para introduzir

o problema matematico que sera desenvolvido ao longo da sequéncia didatica: sem
listar um por um, como poderiamos contar quantos caminhos existem de A até B, usando
apenas movimentos para a direita e para cima? Caso considere pertinente, pode ainda
acrescentar uma segunda questdo: se fixarmos um ponto (x,y), como contar quantos Saquinho do recurso
caminhos passam por ele? Nesse momento, ndo se espera uma formalizagdo imediata,
mas sim o levantamento de hipéteses e a mobilizagdo do pensamento investigativo dos
estudantes.

Etapa 3 — Apresentacdo do recurso MISSAO (X,Y)

Em seguida, o professor apresenta a estratégia lddica MISSAO(X,Y), utilizando a folha de
aplicagdo com a malha 5 x 3 disponibilizada no Apéndice A, bem como um saquinho
previamente confeccionado pelo préprio professor, contendo 5 bolas vermelhas, que
representam movimentos para a direita, e 3 bolas azuis, que representam movimentos

para cima.

Os estudantes sdo organizados em duplas, e cada jogador escolhe um ponto da malha,
exceuindo-se os pontos inicial e final. As bolas sido sorteadas sem reposi¢do, uma a uma,

e a sequéncia obtida determina o caminho a ser tragado na malha. Apds o sorteio, verifica-se
se o caminho passou ou ndo pelo ponto escolhido por cada estudante. Caso mais de um
jogador tenha escolhido pontos visitados pelo caminho, todas registram o acerto. Caso 5 bolas vermelhas

nenhum dos pontos escolhidos seja visitado, a rodada é utilizada para analise coletiva do (movimentos para a direita)
caminho formado.

Para garantir a compreensio das regras, o professor realiza inicialmente uma rodada 3 bolas azuis
demonstrativa no quadro, registrando a sequéncia sorteada e o caminho correspondente. (movimentos para cima)
O material do jogo prevé exatamente essa dinamica, com plano 5x3, ponto inicial e final

fixos, escolha prévia de pontos pelos participantes e registro das rodadas realizadas.

Etapa 4 - Exploracao guiada do recurso

Apés a demonstragao, os estudantes realizam algumas rodadas do jogo, registrando, em cada uma,
a sequéncia sorteada e o caminho correspondente. Durante esse momento de explorag3o, o professor
acompanha os grupos, esclarece davidas e chama a atengao para regularidades importantes, como o
fato de que todos os caminhos comegam em A, terminam em B e utilizam sempre a mesma quantidade
de movimentos para a direita e para cima. Busca-se, com isso, favorecer um primeiro aproximagao
intuitiva entre o recurso e o raciocinio combinatério, sem ainda introduzir formalizagdes excessivas.
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Aula 2 - Ideias iniciais de analise combinatoria 'S

@ Duracao: 50 minutos
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—_— multi;)Iicar 3x4=12
@ Objetivo da aula |

Estudar os conceitos iniciais de Analise
Combinatdria, especialmente o Principio ‘
Fundamental da Contagem e a distin¢ao
entre situacdes em que a ordem importa
e situagdes em que a ordem nao importa,
preparando os estudantes para a andlise
dos caminhos no recurso MISSAO (X,Y).

n!

Conteudos mobilizados p!(n-p)!

Principio Fundamental da Contagem;
permutacao; arranjo; combinagao;
ordem importa e ordem nao importa.

Desenvolvimento da aula:

combinagao

J

Etapa 1 — Conceitos basicos de Analise Combinatoria
A aula inicia-se com uma breve retomada de ideias ja estudadas pelos alunos, com foco em
~ conceitos que serdo mobilizados ao longo da sequéncia didatica. O professor apresenta, de
I forma oral e intuitiva, o Principio Fundamental da Contagem, destacando que, quando uma
w/ escolha se organiza em etapas independentes, o nimero total de possibilidades pode ser

obtido pela multiplicacao das possibilidartes de cada etapa. Em seguida, retoma a distingao
entre situagdes em que a ordem importa e situagdes em que a ordem nao importa, associando
essas ideias aos conceitos de permutagao, arranjo e combinagdo. Nesse momento, a abordagem
deve privilegiar exemplos cotidianos e compreensao conceitual, sem formalizagao algébrica.

..‘
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Etapa 2 - Atividade diagnéstica sobre situacoes de contagem

Apods essa retomada inicial, o professor propde uma atividade diagnéstica em que os estudantes
sdo convidados a citar situagdes do cotidiano que envolvam contagem. As respostas apresentadas
sdo organizadas no quadro em trés colunas: situagcées em que a ordem importa e todos os elementos
sdo utilizados (permutagao); situagées em que a ordem importa, mas apenas parte dos elementos
ocupa os espagos disponiveis (arranjo); e situagcdes em que a ordem nao importa (combinacao).
A partir dessa sistematizagao, o professor conduz a discussao, ajustando classificagées quando
necessario e explorando oralmente o significado das diferentes formas de organizagdo. O objetivo
dessa etapa é verificar se os estudantes reconhecem, em contextos simples, os significados
envolvidos em permutagao, arranjo e combinacao. Além disso, busca-se leva-los a perceber, de
forma intuitiva, que, em todos esses casos, os calculos podem ser compreendidos a partir do
Principio Fundamental da Contagem, ainda que sem o uso imediato de formulas. A partir dos
exemplos trazidos pelos préprios alunos, o professor pode explorar essas relagoes, favorecendo
uma compreensao inicial das diferentes estruturas de contagem.

Ordem importa e todos Ordem importa, mas apenas
os elementos sao utilizados parte dos elementos ocupa
(permutagao) os espagos disponiveis

Ordem ndo importa
(combinacdo)

(arranjo)

Ce0O0 |oceoC| (000




Aula 3 - Anagramas e a ponte entre
permutacao com repeticao e o recurso MISSAO (X,Y)

‘ @ Duragdo: 50 minutos

| @ Objetivo da aula
‘ Explorar a ideia de permutagdo por meio de

o i

anagramas com e sem repeticao, estabelecendo <
uma ponte conceitual entre palavras com letras _
‘ 1das & of Caminhos do recinss MISSAD ). Estudantes em duplas Contexto de sala de aula
s Anagramas - exemplos
T3 Contetdos mobilizados Letras diferentes Letras repetidas
VIDA ANA MAMA

Permutagao simples; permutagdo com repeticao;

anagramas; organizagio de sequéncias; [1] @ @‘ @ @ @ @ @ @ @

representacao de caminhos por letras D e C.

Alguns anagramas: Alguns anagramas:  Alguns anagramas:
VIDA, VIAD, VDAI, VADI, ... ANA, AAN, NAA MAMA, MAAM, AMMA, ...
Desenvolvimento da aula

Etapa 1 - Exploracdo de anagramas com letras diferentes ' VIDA
O professor inicia a aula apresentando palavras formadas por letras todas diferentes,
como por exemplo VIDA, e propde aos estudantes a seguinte questdo: quantos V (l J D] LA ]
anagramas podem ser formados com essas letras? A discussio deve levar os alunos
a perceber que, nesse caso, cada reorganizagdo das letras gera uma nova palavra ZEA, 2 WSO %
possivel, pois todas as letras sio distintas. O objetivo ¢ reativar a ideia de permutagio VIDA VIAD VDAI VADI A
simples de modo concreto e acessivel. ) \
Etapa 2 - Exploracdo de anagramas com letras repetidas Exemplos
Na sequetz:cé;. Ej :rofessor in:odu: O::Shvnts com;:(ns 're?etidats.. como ANA& MAMA, ANA MAMA
ARARA e , @ pergunta se as trocas de posigdo continuam gerando novas l P esirviies
possibilidades distintas. A partir das respostas dos estudantes, conduz a percepcdo @ @ @ 'MJ @ M L&J
de que, quando ha letras iguais, certas trocas nio produzem uma nova configuragdo. ARARA EREJA
Com isso, introduz-se intuitivamente a ideia de permutagdo com repeti¢io, destacando s trdgizi SN s CEREJ Z
que o nimero de arranjos distintos depende ndo apenas do nimero total de letras, @l\&]@&lﬂ C@@@@
mas também de existéncia de repeticdes. id %

Etapa 3 - Ponte conceitual com o recurso MISSAO (X,Y) Malha 5x3

Apés a discussio com anagramas, o professor estabelece a ponte com o recurso D = direita C =cima B=(5,3)
MISSAO (X,Y). Destaca-se que cada caminho do recurso pode ser representado por !
uma palavra formada por letras D e C, em que D representa um passo para a direita

e C um passo para cima. No caso da malha 5x3, por exemplo, cada caminho
corresponde a uma sequéncia com 5 letras D e 3 letras C. Assim, o problema de contar
caminhos pode ser interpretado como o problema de contar anagramas de uma
palavra com letras repetidas, Essa aproximacdo torna a ideia de permutacio com
repeticdo mais concreta e mais coerente com o contexto do recurso.

D D D |C

p |C

O = N W

>

=(0,0) 1 2 3 4 5

Etapa 4 - Exploracdo de exemplos no contexto do recurso Malha 3x2 - Caminhos possiveis

Em seguida, o professor utiliza uma malha menor, como 3x2, e registra no quadro DL 2] - Brmalos b sosutud
alguns caminhos possiveis, representando-os como palavras com letras D e C. A turma B2 ba Mu":‘ "y
é convidada a observar que diferentes ordens das mesmas letras geram diferentes RO
trajetérias. A partir disso, 0s estudantes discutem como a contagem dos caminhos se > DDCDC
relaciona com a contagem de anagramas distintos. O objetivo nio ¢ ainda esgotar a DCDDC

formalizagio, mas consolidar a compreensiio de que o recurso pode ser lido como um
problema de permutagiio com repeticio.

Etapa 5 — Atividade pratica em duplas

Na parte final da aula, os estudantes trabalham em duplas com pequenos exemplos.
Podem, por exemplo, representar caminhos em uma malha 4x2 ou 3x2 como palavras
formadas por letras D e C, comparar diferentes sequéncias e discutir quais delas

rep 1itam caminhos disti Durante essa atividade, o professor acompanha os
grupos, ouve as estratégias utilizadas e seleciona algumas produgdes para socializagio,
reforgando a ligagdo entre anagramas com repeticio e contagem de caminhos,

Malha 4x2

eian
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D = direita C =cima




‘Fy
=i

@ Duracao: 50 minutos |

Objetivo da aula

Sistematizar formalmente os conceitos de
permutagdo e anagramas, relacionando suas
definicdes e formulas a situagdes ja discutidas
em aula.

ORDEM IMPORTA PERMUTACAO SIMPLES ANAGRAMAS
\
P=n DEDR®
Fila de pessoas. Ordenagdo de todos Aplicagdo da permutagao
Ordens diferentes os elementos de um ‘ no contexto das
produzem resultados conjunto. palavras.
diferentes.

Aula 4 - Formalizacao de
3 permutagao e anagramas
(W 1055 -CHAV DA oL \

Conteudos mobilizados

Permutacdo simples; permutacdo com
repeticdo; anagramas; fatorial; ordem importa.

ANAGRAMAS: DIFERENTES SITUAGCOES

Letras com repeticao

M) (A] (] [A]

Trocas entre letras iguais ndo
produzem novas disposi¢oes.
E preciso ajustar a contagem.

Letras todas diferentes

M [ D) (4]
Todas as trocas geram
novas palavras.

———

Desenvolvimento da aula

Etapa 1 - Retomada e organizacao dos
exemplos da aula anterior

A aula inicia-se com uma breve retomada dos exemplos
cotidianos apresentados pelos estudantes na Aula 2, ja
classificados conforme os critérios discutidos anteriormente.
O professor recupera situagdes em que a ordem interfere
no resultado, retomando a distingdo entre diferentes
estruturas de contagem. Esse momento tem como
finalidade recuperar a base intuitiva construida
anteriormente e preparar a turma para a sistematizagio
formal dos conceitos que serdo trabalhados nesta aula.

Etapa 2 - Formalizagao da permutacgao
e dos anagramas

Em seguida, o professor apresenta a permutagio simples
como a ordenagao de todos os elementos de um conjunto,
introduzindo a expressdo P, = nl. Nesse momento, retoma
exemplos em que todos os elementos sdo utilizados e a
ordem altera o resultado, como a organizagdo de pessoas
em uma fila ou a disposicio de objetos distintos em
determinada sequéncia.

A seguir, introduz a nogio de anagrama como aplicagio
da permutagdo no contexto das palavras, mostrando
inicialmente casos com letras todas diferentes. Depois,
amplia a discussio para palavras com letras repetidas,
destacando que, nesses casos, a contagem exige ajuste,
pois trocas entre letras iguais niio produzem novas
disposi¢des. Com isso, apresenta-se a ideia de permutagio
com repeti¢do, utilizando exemplos simples que
favorecam a compreensdo do conceito,

EXEMPLOS RETOMADOS

Ordem nio interfere

Ordem interfere

18

Conjuntos de frutas: a ordem

A ordem das pessoas
‘ na fila muda o resultado. de escolha ndo altera o resultado.
o - = » ’\’
| ¥ Recuperar a base intuitiva para a formaliza¢do dos conceitos.
Permutagdo simples Exemplos (todos os elementos usados)
0"*‘\0(50 de todos os Pessoas em uma fila Objetos em sequéncia
e =F = — Ordens diferentes Sequéncias diferentes
produzem resultados produzem resultados
diferentes. diferentes.

Anagramas: aplicacio da permutagio no contexto das palavras

Letras todas diferentes Letras com repeticio
1 )
MO @ M [A] ] [a]
Todas as trocas entre as letras Trocas entre letras iguais ndo
geram novas palavras. produzem novas disposi¢des.
£ preciso ajustar a contagem.

A formalizagao conecta as ideias intuitivas a linguagem matemitica,
permitindo resolver e analisar diferentes problemas de contagem com precisdo.

@




/ Objetivo da aula
‘ < ) ’ Sistematizar formalmente os conceitos de arranjo e combinagao, distinguindo

situacdes em que a ordem importa daquelas em que a ordem nao interfere
no resultado.

Contetidos mobilizados

Arranjo simples; combinacao simples; fatorial; ordem importa e ordem nao importa;
comparacao entre estruturas de contagem.

| (@ Desenvolvimento da aula

7

WN -
v

Formalizacao do arranjo simples

A aula inicia-se com a apresentag¢ao do arranjo simples como situagao em que se
escolhem alguns elementos de um conjunto e a ordem da escolha interfere no

(n p)!
possivel, exemplos ja mencionados pelos estudantes, como a escolha de presidente

e vice entre varios candidatos ou a definicao de primeiro, segundo e terceiro lugares
em uma competigdo. A intengdo é mostrar que o arranjo difere da permutacao por
envolver apenas parte dos elementos disponiveis, preservando, porém, a importancia
da ordem.

resultado. Introduz-se a expressdo 4 ,, p = e retomam-se, sempre que

NE

Formalizagao da combinacao simples

Na sequéncia, o professor formaliza a combinacao simples como situagdo em que se
escolhem elementos de um conjunto sem considerar a ordem. Introduz-se a expressao

I
C np — (;) = ﬁw e retomam-se exemplos nos quais apenas a escolha
dos elementos importa, como a formagdo de uma comissdo, de um grupo ou de uma
equipe sem distribuicao de cargos. Nesse momento, o professor destaca explicitamente
o contraste entre arranjo e combinagdo, reforcando que a diferenca central entre ambos
esta no papel da ordem.

7

SN

E E

Comparacao entre arranjo e combinagao

Na etapa final do desenvolvimento, o professor promove uma comparag¢ao dirigida
entre arranjo e combinagdo, evidenciando que ambas as estruturas envolvem a
escolha de elementos, mas se distinguem pelo papel da ordem no resultado. Com
base em exemplos cotidianos ja trabalhados com a turma, os estudantes analisam
em quais situagdes a posi¢do ocupada pelos elementos altera a contagem e em quais
situagOes apenas a sele¢do do grupo é relevante. Essa atividade tem por finalidade
consolidar os critérios de distingdo entre os dois conceitos e fortalecer a capacidade
dos estudantes de identificar, em diferentes contextos, o modelo de contagem
mais adequado.

|




Aula 6 - Decomposicao de caminhos que

passam por um ponto intermediario

® Duragao: 50 minutos

Objetivo da aula

Levar os estudantes a compreender que a contagem dos caminhos que passam por um
ponto intermediario (x, y) pode ser construida a partir da decomposi¢do do percurso em
dois trechos independentes.

Conteudos mobilizados

Contagem de caminhos em malhas retangulares; anagramas com repeticao; decomposigao
de trajetédrias; ponto intermediario (x, y); leitura de coordenadas no plano cartesiano;
Principio Fundamental da Contagem.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

Retomada de um exemplo da folha do recurso

A aula inicia-se com a retomada de um dos exemplos presentes na folha de aplicagao
utilizada na primeira aula da sequéncia, na qual os estudantes registraram caminhos
obtidos norecursoMISSAO(X, Y). O professor recupera a malha correspondente e relembra
com a turma que cada caminho pode ser representado por uma sequéncia de letras, em
que D representa um passo para a direita e C representa um passo para cima. Nesse
momento, o objetivo é recolocar os estudantes diante de um exemplo concreto ja
conhecido, para que a nova discussao se apoie em uma experiéncia previamente vivenciada.

Interpretacao dos caminhos como anagramas com repeticao

Na sequéncia, o professor retoma a ideia de que cada caminho no jogo pode ser visto como
uma palavra formada por letras repetidas. Em uma malha M x N, todo caminho entre

A = (0,0) e B= (M, N) é composto por M passos para a direita e N passos para cima,
podendo, portanto, ser interpretado como um anagrama de uma palavra com M letras D
e N letras C. A partir dessa observagao, o professor refor¢a que a contagem dos caminhos
esta diretamente ligada a contagem de anagramas com repeticao, retomando a légica
combinatdria construida nas aulas anteriores.

Depois dessa retomada, o professor escolhe, em conjunto com a turma, um ponto
intermediario (x, ¥) da malha, deixando claro que, neste contexto, ndo serdo considerados
' os pontos inicial A e final B. Em seguida, propoe a questao central da aula; quantos
"'T"' caminhos de A até B passam obrigatoriamente por esse ponto? A intencao, nesse
[ momento, é deslocar a atencao do nimero total de caminhos para a contagem de um
subconjunto especifica deles, determinado pela condi¢do de passagem por (x, y).

i‘ m Introducdo do ponto intermediario (x, y)

7" 2
Etapa 4 - Decomposicao do percurso em dois trechos e preenchimento
da ficha de investigacao

g \ {7 7: O professor conduz a turma a observagao de que todo caminho que passa por um ponto

LS ! intermediario (x, y) pode ser decomposto em dois trechos. O primeiro trecho corresponde
6] _?' ao percurso de A(0, 0) até (x, ¥), enquanto o segundo corresponde ao percurso de (x, y)
até B(M, N).

Continuacio...




Aula 6 - Decomposicao de caminhos que
passam por um ponto intermediario

amn DESENVOLVIMENTO DA AULA

Etapa 4 - Decomposig¢do do percurso em dois trechos e preenchimento da ficha de investigagao
A partir dessa decomposigao, os estudantes sao levados a perceber que, no primeiro trecho,
sao necessarios exatamente x movimentos para a direita € ¥ movimentos para cima. No segundo
trecho, por sua vez, sdo necessarios M-x movimentos para a direita e N-y movimentos para cima.
= —? Desse modo, cada parte do percurso passa a ser interpretada como um problema préprio de
! | contagem de caminhos, ou, equivalentemente, como uma permutagao com repeticao dos
£ b o movimentos realizados.
--@-
‘__} t | Para favorecer a compreensido dessa estrutura combinatéria, o professor propde o preenchimento
de uma ficha de investigacao, tomando como referéncia uma malha 5 X 3. Nessa ficha, os
estudantes deverdo calcular a quantidade de caminhos de A(0,0) até o ponto escolhido, a
guantidade de caminhos desse ponto até B(5,3) e, por fim, o produto dessas duas quantidades,
obtendo o valor de Q(x,y). O modelo da ficha utilizada na atividade encontra-se no Apéndice B.
A seguir, apresenta-se um exemplo de sua organizagao.
Pont ) Movimentos de Permutagio Movimentos de Permutagio
onto (x,y A até (x,y) com repeti¢io (x,y) até B=(5,3) com repeti¢cio
} 1
(1,0) 1 direita e 0 cima ; = i 4 direita e 3 cima L = 35 1:35=35
110 4! . 3!
i < 2! A 2 6!
(1,1) 1 direita e 1 cima T T 2 4 direita ¢ 2 cima e = 15 2-15=30
o i . 3! _— : 5! o
(2,1) 2 direita e 1 cima ST.3T =3 3 direita ¢ 2 cima 3.2 = 10 3-10=30
o : 4! il : 4!
(3,1) 3 direita e 1 cima == e 4 2 direitae 2 cima = ——— =16 4-6=24
3111 = -2 =
S

m Etapa 5 - Fechamento com o principio fundamental da contagem

Ao final do desenvolvimento, o professor explicita que a quantidade de caminhos de A até (z, y)

nao interfere na quantidade de caminhos de (x,y) até B. Como se trata de duas etapas
+ independentes, o problema pode ser interpretado a luz do Principio Fundamental da Contagem.
% Assim, os estudantes sdo levados a compreender que, para determinar o niumero total de
caminhos que passam por (x,y), sera necessario combinar a quantidade de caminhos do

primeiro trecho com a quantidade de caminhos do segundo. Essa conclusao funciona como
preparagao imediata para a aula seguinte, na qual essa relagao sera formalizada matematicamente.




@ Aula 7 - Formalizacao da expressao Q(x,y)

@ Duracao: 50 minutos

/ Objetivo da aula
" Formalizar a expressdo Q(x, y) para a contagem dos caminhos que passam por
um ponto intermediario (x, y), aplicando a légica construida na aula anterior.

.l Conteudos mobilizados
L,_I Combinacao simples; contagem de caminhos; decomposicao de trajetérias;

expressao Q(x, y); interpretacdo combinatéria de percursos em malhas retangulares.

222 DESENVOLVIMENTO DA AULA

2
m Contagem dos caminhos de A até (x,y)

A A aula inicia-se com a retomada da conclusao da aula anterior: um caminho
(x,y) que passa por (x,y) pode ser decomposto em dois trechos independentes. A

@ partir disso, o professor analisa o primeiro trecho, de A = (0, 0) até (x, y),
Laad mostrando que ele é composto por x movimentos para a direita e y movimentos

1
Laoload para cima. Assim, a quantidade de caminhos possiveis nesse trecho é dada por:
1
1

=1 <x + y) _ (x+y)!

Sadl
A(0,0) X x!y!

v

Nesse momento, o professor reforca que a expressao resulta da contagem das
diferentes formas de organizar os movimentos necessarios para atingir o ponto (x, y).

-
m Contagem dos caminhos de (x, y) até B

4 B (m,n) Em seguida, o professor analisa o segundo trecho do percurso, que vai de
? (x,y) até B = (m, n). Como restam m — x movimentos para a direitaen — y
i'" movimentos para cima, a quantidade de caminhos possiveis nesse trecho é dada por:
oem-d m-x)+Mm—-y\ _ (@m-—x+n-y)!
(x,y}. & m-—x (m-=x)!(n—-y)!

A turma é levada a perceber que a mesma loégica combinatéria utilizada no
primeiro trecho também se aplica ao segundo.

4
EEEEED  Formalizagio da expressdo Q(x, y)

Apés a contagem separada dos dois trechos, o professor formaliza a quantidade

Q(x.y) total de caminhos que passam por (x, y), escrevendo:
4y’ (x+y) (Mm—x+n-—y)!
/ Q(x! y) s 171 ; o 1 = |
g x!y! (m—-x)!(n—y)!

Nesse momento, destaca-se que a expressao resulta diretamente da decomposicao
do percurso em duas partes, cada uma delas contada separadamente.




@ Aula 7 - Formalizacao da expressao Q(x,y)

2&2 DESENVOLVIMENTO DA AULA

( N\

AelERS  Aplicacdo a exemplos e interpretagéo dos resultados

Na parte final da aula, o professor aplica a expressao a

A alguns pontos da malha, escolhidos com a participagao
dos estudantes, e promove comparagdes entre os valores

obtidos, ou ainda podem usar a ficha de investigacao

encontrada no APENDICE B. O objetivo é mostrar que

diferentes pontos pertencem a diferentes quantidades de
caminhos e que essa diferenca pode ser explicada
combinatoriamente.

Esse momento também tem como finalidade favorecer a percepc¢ao de
padroes e regularidades, levando os estudantes a observar que a posicao do
ponto interfere diretamente na quantidade de caminhos que passam por ele.
Além disso, busca-se destacar que o ponto (1,0) pertence ao conjunto dos
pontos de maxima visitagao, podendo haver outros pontos da malha com a
mesma quantidade maxima de caminhos.
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( i A
Area do conhecimento: Matemética e suas Tecnologias. YA MISSAO (X,Y)
. - 3 [
@ Componente curricular: Matematica.
3 2
Ano: 22 e 32 ano do Ensino Médio.
1
B Turma: Turmas do 22 ou 32 ano do Ensino Médio.
. 00— — >
Quantidade de aulas: 6 aulas de 50 minutos cada. 0 1 2 3 4 By
| & B

m Contetidos desenvolvidos

Experimento aleatério; acaso; espaco amostral; evento; casos favoraveis; casos possiveis;
probabilidade classica; representacdo de caminhos em malhas retangulares; interpretagdo de
caminhos como sequéncias de movimentos; eventos associados a passagem por pontos
especificos da malha; comparagao de probabilidades em diferentes pontos; relagdo entre
Andlise Combinatéria e Probabilidade; expressao Q(x, y); total de caminhos possiveis; método
do saquinho; sorteio sem reposicdo; interpretacao probabilistica do ponto mais visitado.

0 Competéncias da BNCC

A sequéncia didatica articula-se com competéncias da BNCC relacionadas a investigacdo
matematica, a resolucdo de problemas, a argumentacdo, a interpretacdo de informagaes e

a utilizagdo de conceitos matematicos para analisar situagcoes em diferentes contextos. Ao

trabalhar a Probabilidade a partir do recurso MISSAO(X,Y), a proposta favorece o desenvolvimento l

do raciocinio probabilistico, da leitura de eventos em espagos amostrais finitos e da capacidade '

de relacionar experiéncias concretas de sorteio, caminhos em malhas e formalizagdes mateméticas. J C k

As habilidades listadas, a seguir, constam na BNCC (Brasil, 2018) com seus respectivos codigos:

e EM13MAT106 - Identificar situages da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos, interpretando criticamente
informagdes estatisticas e probabilisticas.

® EM13MAT311 - Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades para resolver e elaborar problemas que
envolvem o calculo da probabilidade.

® EM13MAT312 - Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabilidade
de eventos em experimentos aleatérios sucessivos. )y

Promover a compreenséo de conceitos fundamentais de Probabilidade a partir do recurso
MISSAQ(X,Y), articulando experimentagao, representacdo de caminhos, contagem de
possibilidades e interpretacéo probabilistica de eventos definidos por pontos da malha.




(f Objetivos especificos

e Reconhecer o jogo MISSAO(X,Y) como um experimento aleatério.
e Compreender o conceito de acaso a partir do sorteio dos movimentos do jogo.

e |dentificar o espago amostral como o conjunto de todos os caminhos possiveis entre
o ponto inicial e o ponto final da malha.

e Compreender evento como subconjunto do espago amostral.

e |dentificar casos favoraveis associados a passagem do caminho por pontos
especificos da malha.

o Aplicar a definicao classica de probabilidade em situagGes simples e no contexto do jogo.
® Relacionar a quantidade de caminhos que passam por um ponto a expressdo Q(x,y).
e Determinar a probabilidade de um caminho passar por um ponto especifico da malha.
e Comparar probabilidades associadas a diferentes pontos da malha.

® Interpretar o ponto mais visitado como aquele associado ao maior nimero de
caminhos favoraveis e, consequentemente, a maior probabilidade de visitacao.

e Compreender o método do saquinho como uma forma concreta de analisar
probabilidades em sorteios sucessivos sem reposicao.

N\

Publico-alvo

Estudantes do 22 e do 32 ano do Ensino Médio que ja tenham tido contato inicial com conceitos
de Analise Combinatdria ou que estejam em processo de consolidagdo desses conhecimentos,
especialmente no que se refere a contagem de caminhos em malhas retangulares e a
interpretacdo de sequéncias de movimentos.

7N

m

Metodologia usada

A sequéncia didatica fundamenta-se em uma abordagem investigativa, progressiva e contextualizada,
utilizando o jogo MISSAO(X,Y) como situagao geradora para a construgdo dos conceitos de Probabilidade.
Inicialmente, os estudantes vivenciam o jogo como experimento aleatério, observando que os caminhos
produzidos dependem da ordem dos sorteios realizados. A partir dessa experiéncia concreta, sao
introduzidos os conceitos de acaso, espago amostral, evento, casos favoraveis e casos possiveis.

Na sequéncia, a defini¢do cldssica de probabilidade é construida a partir da relagé@o entre o niumero de
casos favoréveis e o numero total de casos possiveis. Essa estrutura é entdo aplicada ao contexto dos
caminhos em malhas retangulares, permitindo que os estudantes compreendam a probabilidade de um
caminho passar por determinado ponto da malha. A proposta também retoma conhecimentos de Anélise
Combinatéria, especialmente a expressdo Q(x,y), para interpretar os eventos associados a passagem por
pontos especificos.

Por fim, a sequéncia promove a comparagdo entre probabilidades de diferentes pontos da malha,
favorecendo a interpretacdo do ponto mais visitado sob uma perspectiva probabilistica. O método do
saquinho é utilizado como recurso concreto para aproximar os estudantes da logica dos sorteios sucessivos
K sem reposicao, possibilitando a construgéo intuitiva da probabilidade antes de sua formalizagao matematica.

- rd - \
Recursos didaticos
» Folha de aplicagéo do jogo MISSAO(X,Y);
¢ malhas retangulares impressas;
» saquinho com bolas coloridas representando movimentos para a direita e para cima;
® quadro;
e pincel ou giz;
» projetor, quando disponivel;
o folhas de registro;
¢ calculadora, se necessario. )
N

(

A avaliagdo assume carater diagndstico, processual e formativo, considerando a participagdo dos estudantes
nas discussdes, a compreensdo da dinamica probabilistica do jogo, a identificacdo correta do espago amostral,
a formulagio de eventos, o reconhecimento de casos favordveis e casos possiveis, a aplicagido da definigdo
classica de probabilidade e a interpretacdo dos resultados obtidos.

Também serdo observadas a capacidade dos estudantes de relacionar os conhecimentos de Andlise
Combinatéria & Probabilidade, utilizar a expressio Q(x,y) na analise de eventos definidos por pontos da malha,
comparar probabilidades em diferentes posi¢oes e justificar matematicamente a ideia de ponto mais visitado.

- £

7, =T ET ™
Tematica integradora

§ Jogos matematicos, raciocinio probabilistico e contagem de caminhos no plano cartesiano. J

o



~
~
\

" Aula 1 - Introducio 2 ideia de

acaso e espago amostral com o
recurso MISSAO (X,Y)

J EE; Duragio: 50 minutos | =

/

/ Objetivo da aula
O Introduzir as ideias de acaso e espago amostral a partir da dindmica do

recurso MISSAO(X,Y), levando os estudantes a reconhecer que diferenttes caminhos podem
ser gerados aleatoriamente e que o conjunto desses caminhos constitui o universo
de resultados possiveis do experimento.

\—

[
Conteudos mobilizados 4 .
Acaso; experimento aleatério; espaco amostral; representacao de caminhos em :

malhas retangulares; leitura de coordenadas no plano cartesiano; interpretacao de

-

caminhos como sequéncias de movimentos; conhecimentos de Analise Combinatdria

ja estudados pelos alunos. 0 1 2 3 4 5 6x

Desenvolvimento da aula

Etapa 1 — Apresentacgao do contexto probabilistico do recurso

A aula inicia-se com a apresentagao do recurso MISSAO(X,Y) como situagéo de investigagéo
probabilistica. Organizados em duplas, os estudantes recebem a folha de aplicagdo com a
malha retangular, bem como o material necessario para a realizagio do recurso, composto por
bolas que representam movimentos para a direita e para cima. Explicita-se que o interesse
da sequéncia estara voltado para a andlise do carater aleatério do processo que produz os
caminhos. O jogo é, entdo, apresentado como um experimento em que o percurso final
| depende da ordem em que os movimentos sio sorteados.

.....................................................................................................

p
9 Etapa 2 - Vivéncia do recurso e observagao dos resultados

Em seguida, os estudantes realizam algumas rodadas do recurso, registrando as sequéncias
sorteadas e os caminhos correspondentes na malha. Durante essa exploracao, observa-se
que, embora a quantidade de movimentos para a direita e para cima permaneca fixa, os
caminhos efetivamente produzidos podem variar de uma rodada para outra. Essa etapa
tem por finalidade fazer com que os estudantes percebam, na pratica, que o resultado do 1
recurso nao é previamente determinado, ainda que o conjunto de regras seja conhecido. -

.....................................................................................................

(
e Etapa 3 — Discussao sobre a ideia de acaso

Ap6s a realizagdo das rodadas, desenvolve-se uma discussdo coletiva a partir de questoes
como: o caminho obtido podia ser previsto com certeza antes do sorteio? Por que resultados
diferentes podem surgir mesmo quando o material do jogo é o mesmo? Em que sentido o
sorteio interfere no percurso final? A partir dessas questdes, introduz-se a ideia de acaso,
destacando que o jogo envolve um experimento cujo resultado ndao pode ser conhecido O
com certeza antes de sua realizagao, embora seja possivel descrever as condigoes em que O

ele ocorre.
e _ n(E) °
&) ro-2= gzl . V




~ Aula 1 - Introdugio 2 ideia de

acaso € espaco amostral como

f?) Duragao: 50 minutos =

7

@ Desenvolvimento da aula

= 2
o Etapa 4 - Introdugdo do conceito de espago amostral em diferentes contextos :
Na sequéncia, introduz-se o conceito de espago amostral como o conjunto de todos os LG

resultados possiveis de um experimento aleatério. Para ampliar a compreensdo dos
estudantes, o conceito é inicialmente discutido em contextos mais familiares, como o
langamento de uma moeda, o langamento de um dado e a retirada de uma carta de um
baralho. Em cada caso, busca-se identificar com a turma quais 30 os possiveis resultados
do experimento e, consequentemente, qual é o respectivo espago amostral. Apés essa
exploragdo inicial, o conceito é retomado no contexto do jogo MISSAO(X,Y), no qual o
espago amostral passa a ser interpretado como o conjunto de todos os caminhos possiveis :
entre o ponto inicial e o ponto final da malha, obedecendo as regras de movimentagao 1 J—‘
L estabelecidas.

-

.............................................................................................................

- N
9 Etapa 5 - Fundamentacgdo do espaco amostral no contexto do jogo % t

Para consolidar essa ideia, os caminhos efetivamente obtidos pelos estudantes sdo 1 :
comparados com outros caminhos possiveis que poderiam ter surgido, mas que ndo i
apareceram nas rodadas realizadas. Dessa forma, evidencia-se que o espago amostral 3, 4
ndo se restringe aos resultados observados em sala, mas compreende todo o universo '
de trajetérias que o jogo admite. Nesse momento, os conhecimentos de Andlise

Combinatéria ja estudados pelos alunos podem ser mobilizados como apoio para 1) i
reconhecer que esse conjunto de possibilidades é estruturado e pode ser descrito
matematicamente. 0 T 2 3 4 8 6%




Aula 2 - Eventos no contexto do recurso
e contagem de casos favoraveis o g

@ Duragdo: 50 minutos P(E) = %E)) 0[6l© 09 3
n.

Objetivo da aula —

Compreender o conceito de evento no contexto do recurso MISSAO(X,Y) e

-

identificar, entre os caminhos possiveis, os casos favoraveis associados a =

condicdes especificas, como a passagem por determinados pontos da malha. %

Contelidos mobilizados B C
o O

Evento; espaco amostral; casos favoraveis; representacao de caminhos em :
malhas retangulares; interpretacdo de condicdes sobre trajetdrias; conhecimentos

A
@
de Analise Combinatéria ja estudados pelos alunos. I:I D D D

Q Desenvolvimento da aula

o Etapa 1 - Retomada do espago amostral no contexto do recurso '
5S¢

A aula inicia-se com a retomada da ideia de que o recurso MISSAO(X,Y) pode 4l
ser entendido como um experimento aleatério cujo espago amostral é 3l
constituido pelo conjunto de todos os caminhos possiveis entre o ponto 2!
inicial e o ponto final da malha. A partir dessa compreensao, destaca-se 1|
a atencdo do conjunto total de caminhos para subconjuntos especificos . .

desse espaco, com base em determinadas condicdes impostas ao percurso.

6 Etapa 2 - Introducdo do conceito de evento \/

Na sequéncia, introduz-se o conceito de evento como um subconjunto do [
espaco amostral. Para tornar essa ideia acessivel, propdem-se inicialmente : / A )
exemplos simples em outros contextos probabilisticos, como no langamento o’ / /
de uma moeda, de um dado ou na retirada de uma carta de um baralho. e /' /
Em seguida, o conceito é trazido para recurso MISSAO(X,Y), destacando que ( o .| , '
expressdes como “o caminho passa pelo ponto (x,y)” ou “o caminho visita ‘ L) ‘ ‘ /

um ponto da primeira linha da malha” definem eventos, isto é, conjuntos de | . 0 0 ; A
trajetorias que satisfazem uma condicao previamente estabelecida. = % \jﬁ

e Etapa 3 - Formulagao de eventos no contexto do recurso e

Apds a introdugao conceitual, os estudantes sao convidados a propor

diferentes eventos relacionados ao recurso. Entre as possibilidades, podem

surgir situagdes como:

e o caminho passa por um ponto especifico;

e o caminho ndo passa por certo ponto da malha. ] . > - - -

e 0 caminho visita dois pontos determinados;

O objetivo dessa etapa é mostrar que um evento ndo corresponde a um

Unico caminho, mas ao conjunto de todos os caminhos que atendem a

condigao proposta. Assim, amplia-se a compreensao dos estudantes sobre
% a estrutura probabilistica do recurso.




Etapa 4 - Identificacao de casos favoraveis

Na continuidade, a discussao volta-se para a nogao de casos favoraveis.
Escolhe-se, por exemplo, um ponto intermediario da malha e pede-se aos
estudantes que identifiquem quais caminhos do espago amostral
correspondem ao evento “passar por esse ponto”. Em malhas menores,

essa identificagao pode ser feita por observagao direta; em malhas maiores,

a intencao é apenas reconhecer que os casos favoraveis constituem parte
do espago amostral e que sua quantidade depende da condigao imposta.
Nesse momento, os conhecimentos de Analise Combinatdéria ja estudados
pelos alunos podem ser mobilizados como apoio para interpretar a
estrutura desses subconjuntos.

Etapa 5 - Comparacao entre eventos e analise dos casos favoraveis yt

Na etapa final do desenvolvimento, diferentes eventos sdo comparados,
de modo que os estudantes percebam que alguns deles retinem mais
caminhos favoraveis do que outros. Com isso, a turma comega a construir a
percepcao de que nem todos os eventos tém a mesma “for¢a” dentro do
espaco amostral, o que servira de base para a introducdo da probabilidade
na etapa sequinte. Essa comparagao pode ser feita a partir de pontos
escolhidos pelos proprios estudantes, utilizando o jogo como referéncia
concreta para a discussao.

1

|
y
1)
I

0



30p Aula 3 - Estudo da Probabilidade classica

n(E)

® Duragdo: 50 minutos PEE) = n(Q)

Objetivo da aula

Compreender a definicao classica de probabilidade a partir de experimentos aleatérios simples
e reconhecer sua aplicacio no contexto do jogo MISSAO(X,Y), relacionando espago amostral,
eventos, casos favoraveis e casos possiveis.

Conteudos mobilizados

Probabilidade classica; experimento aleatorio; espago amostral; evento; casos favoraveis; casos
possiveis; interpretacao probabilistica de trajetérias; conhecimentos de Analise Combinatéria ja
estudados pelos alunos.

o Desenvolvimento da aula

o Etapa 1 - Introducdo da probabilidade classica em contextos cotidianos

A aula inicia-se com a apresentagao de situagoes probabilisticas
familiares, como o lancamento de uma moeda, o langamento de um
dado e a retirada de uma carta de um baralho. Em cada caso, busca-se
identificar com os estudantes os resultados possiveis do experimento,
bem como eventos de interesse, por exemplo: “obter cara”, “obter
numero par” ou “retirar uma carta de copas”. A partir desses exemplos,
introduz-se a definigdo classica de probabilidade como a razdo entre

o nimero de casos favoraveis e o nimero total de casos possiveis,
desde que os resultados sejam equiprovaveis.

amostral (Q)

() Evento (E)

‘Casos

favoraveis

Na sequéncia, sdao organizadas, com a participagdo da turma, as nogoes
de espaco amostral, evento, casos favoraveis e casos possiveis. Busca-se
consolidar a compreensao de que o espago amostral corresponde ao
conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério,
enquanto o evento constitui um subconjunto desse universo. Os casos
favoraveis, por sua vez, correspondem aos resultados que satisfazem

a condicdo estabelecida pelo evento. Nesse momento, a énfase recai
sobre a interpretagdo dos conceitos, e ndo apenas sobre a memorizagdo
da formula probabilistica.

e Etapa 2 - Construgdo da linguagem probabilistica

y

Etapa 3 - Formalizagdo da probabilidade classica Q = todas as trajetérias possiveis
Apés a discussao conceitual, formaliza-se a probabilidade classica pela expressao jy —— I,_._.,_‘.
|

P(E) =

numeros de casos favoraveis a E n(E) 2 l
l

nGmeros de casos possiveis n(Q)

Essa formalizagdo é acompanhada de exemplos simples, escolhidos de modo 1) ‘k
que os estudantes percebam o significado da razdo probabilistica como medida . |
da chance de ocorréncia de um evento. A intengdo é fazer com que a expressdo 3
matemtica surja como sintese de uma estrutura j& compreendida, e ndo como O E = trajetorias que passam
uma férmula apresentada de forma isolada. pelo ponto marcado

4 5 6x



Aula 4 - Probabilidade de um
caminho passar por um ponto especifico

® Durac¢ao: 50 minutos

_ n!
K= ki (n-k)!
Objetivo da aula
Aplicar a definicdo classica de probabilidade ao evento de um
caminho passar por um ponto especifico (x,y) da malha, relacionando p ( E) b n(E)
o nimero de casos favoraveis a expressao Q(x, y) e o nimero total n(Q2)

de casos possiveis ao total de caminhos do jogo MISSAO(X,Y).

Contelidos mobilizados

Probabilidade classica; espago amostral; evento; casos favoraveis; casos possiveis; contagem de caminhos
em malhas retangulares; expressao Q(x, y); interpretagao probabilistica de trajetérias.

O Desenvolvimento da aula

Ya
0 Etapa 1 - Retomada da estrutura probabilistica do jogo 5 e B T
A aula inicia-se com a retomada da ideia de que o jogo MISSAO(X,Y) P( E ) = w 4 4 5
pode ser interpretado como um experimento aleatério, cujo espaco "(Q) 3 >
amostral é constituido pelo conjunto de todos os caminhos possiveis 1 1
entre o ponto inicial e o ponto final da malha. Recorda-se também que, n(E): casos favoraveis 2 fe—t——tlti——t—s
na aula anterior, foi formalizada a probabilidade classica como a razdo n(Q): casos possiveis 1} o
entre o niumero de casos favoraveis e o nimero total de casos possiveis,
0 que servira como base para a andlise do evento especifico desta aula. 0‘ <1 ’2 T

9 Etapa 2 - Defini¢do do evento associado ao ponto (x,y) Q
Na sequéncia, escolhe-se um ponto especifico (x, y) da malha,

O Espaco amostral (Q2)

excluindo-se os pontos inicial e final, e define-se o evento O Evento (E):
correspondente como o conjunto de todos os caminhos que passam caminhos que
por esse ponto. Desse modo, o evento deixa de ser apenas uma passam por (x,y)

condigdo verbal e passa a ser compreendido como um subconjunto
do espago amostral.

9 Etapa 3 - Identificacdo dos casos favoraveis por meio de Q(x,y) %

Em seguida, a atengdo se volta para o nimero de casos favoraveis
do evento definido. Mobilizando os conhecimentos de Andlise Q(x,y)
Combinatdria ja estudados, explicita-se que a quantidade de —
caminhos que passam por (x,y) é dada por Q(x, ). Nesse momento,  Namero de caminhos 2

w

-

L‘““l

reforca-se a interpretacio de Q(x, y) como a cardinalidade do que passam por 1

conjunto dos caminhos favoraveis ao evento, isto é, como a (x,y) (casos favordveis) r_‘

quantidade de trajetérias que satisfazem a condigao de passar 0 1 2 3 4 5 6x
pelo ponto escolhido.

Caminhos que passam por (x,y)



s N

Etapa 4 - Determinacdo do nimero [ . @ @ cuepascampor(ss)

total de casos possiveis . ol oI SR

Apbs a identificagao dos casos favoraveis, explicita-se i :
que o numero total de casos possiveis corresponde a i
quantidade total de caminhos entre o ponto inicial 7 g
A=(0,0) e o ponto final B=(M, N). Com isso, o professor 6 1 | r——~—ﬁ—~l
evidencia que a probabilidade de o caminho passar por 51 ; -
(x, y) pode ser expressa como a razao entre a quantidade 44
de caminhos favoraveis e a quantidade total de caminhos 3 4—o—o—d ] et
possiveis. No contexto de uma malha M x N, essa relagao 2 |
pode ser escrita como: ) N N T S S - —
/ \ Sttt

(nimeros de casos SRR B L R L

P(E) = favoraveis a E) L Q(x,y)
(nimeros de casos n(£2)
possiveis ) [ )
. - ==p n(£2): nimero total de caminhos

‘ possiveis entre A e B.
destacando-se que o denominador representa o total de

caminhos do jogo e o numerador representa apenas aqueles P Q(x.y):. nimero de caminhos
que realizam o evento considerado. L favoraveis que passam por (x, y).

. /

o

Malha 5x3

6 Etapa 5 - Aplicagdo a exemplos na malha
[(2:3) P=10i56=5028

Na parte final do desenvolvimento, a expressao é aplicada

a alguns pontos especificos da malha, escolhidos com a 3 .
participacdo dos estudantes. O objetivo é que a turma
observe que diferentes pontos possuem diferentes
probabilidades de serem visitados e que essas diferengas e
podem ser justificadas matematicamente pela relagao

entre Q(x, y) e o nimero total de caminhos. A comparagao 0 ; ® r r . —

0 1 2 3 5 X
entre os resultados obtidos favorece uma leitura mais ~ ©9

refinada da malha sob o ponto de vista probabilistico.

Quanto maior o valor de Q(x, v), maior a probabilidade de o caminho
passar por esse ponto: P(P) = Q(x,y) / n(£2).




Aula 5 - Comparacao entre probabilidades

de diferentes pontos da malha e
interpretacao do ponto mais visitado

® Duracgao: 50 minutos ]
o
<Cf:’ Objetivo da aula Conteudos mobilizados

Comparar as probabilidades associadas a Probabilidade classica; evento; casos favoraveis;
passagem do caminho por diferentes pontos comparagdo de probabilidades; interpretacdo de
da malha, interpretando os resultados resultados em malhas retangulares; expressao
obtidos e relacionando-os ao problema do Q(x,y); leitura geométrica e probabilistica de
ponto mais visitado no recurso MISSAO(X, Y). trajetorias.
N ¥ X J
.  Desenvolvimento da aula - ¢

Etapa 1 - Calculo de probabilidades em pontos distintos da malha

O professor propde o calculo da probabilidade de o caminho passar por diferentes
pontos da malha 5 x 3, considerando pontos de borda, pontos internos, pontos Malha 5x3

simétricos e o ponto (1,0). Inicialmente, retoma-se que o espago amostral é (239 p=1uss=sms]

composto por todos os caminhos possiveis de A = (0, 0) até B = (5, 3), totalizando 3 £ E > —>
56 caminhos. Em seguida, os estudantes calculam, com apoio do professor, a
quantidade de caminhos favoraveis Q(x, y) para cada ponto escolhido e determinam 4
a probabilidade correspondente pela razdo entre os caminhos favoraveis e o total 10— > g
de caminhos possiveis.

A

K 2
3>

v

- - -
°

—

0 L g
Para organizar os calculos, sera utilizada uma ficha de investigacao probabilistica, 0 1 2 3 5 X
& a_ge . ..g ¢ P d (0-{) [(1,0) P=3sse=sa (4,0) P=wse=14 |
apresentada no Apéndice C, na qual os estudantes registrardao o ponto analisado, e e

o valor de Q(x,y), o total de caminhos, a probabilidade obtida e uma breve
observagao sobre a posicao do ponto na malha.

4

Etapa 2 - Comparacao entre valores e identificacao de padroes powto(.y) Qy) | p= Q56

| (n® de caminhos) |
Apds os calculos, os valores obtidos sdo colocados em comparagdo. Nesse momento, ® (10) 35 | 355=58

busca-se levar os estudantes a observar regularidades, como o fato de alguns pontos ‘ |
g o gl & S ©® (22) 24 | 24/56=3/7

apresentarem maior probabilidade de visitagao do que outros e a existéncia de pontos , | _

distintos com a mesma probabilidade, em razao de simetrias da malha. O professor ® (40 4 | 4/56=1/14

pode conduzir a discussdo por meio de perguntas como: quais pontos parecem mais —————

favorecidos? Quais apresentam a mesma chance de serem visitados? O que a posicdo % > % > Aq

do ponto sugere sobre a quantidade de caminhos que passam por ele? 14

J
\

= i o ae o678 X =~~~ ponto
Etapa 3 - Interpretacao probabilistica do ponto mais visitado f(x y) R . 100

Na continuidade, a discussdo é direcionada para a ideia de ponto mais visitado. A partir
da comparagao entre probabilidades, os estudantes sao levados a perceber que o ponto
mais visitado pode ser interpretado, do ponto de vista probabilistico, como o ponto que
pertence ao maior nimero de caminhos e, consequentemente, aquele que apresenta a
maior probabilidade de ocorréncia do evento “o caminho passa por (x,y)". Assim, a
nocao de ponto mais visitado deixa de ser apenas uma observagao empirica do jogo
e passa a ser compreendida como um resultado matematicamente justificavel. pontos




Aula 5 - Comparacao entre probabilidades

de diferentes pontos da malha e
interpretacao do ponto mais visitado

Etapa 4 - Discussao final e articulagao entre Combinatdria e Probabilidade S .
Na etapa final do desenvolvimento, consolida-se a articulagdo entre os conhecimentos Combinatiria Probabilidade
de Andlise Combinatdria ja estudados e a leitura probabilistica do jogo. Os estudantes

= sdo levados a reconhecer que a comparagdo entre probabilidades depende diretamente '
"} da comparagdo entre os valores de Q(x,y), isto é, entre as quantidades de caminhos ; S

gl que passam por cada ponto. Desse modo, o estudo probabilistico do jogo € apresentado 1 Comparagdo de Q(x,y)

| como desdobramento natural da estrutura combinatéria da malha. \ J




@ @ Aula 6 - Método do saquinho: probabilidade

de um caminho passar por um ponto da malha

n [@ Duracao: 50 minutos j

i X &
@ Objetivo da aula @ Conteddos mobilizados

Construir, de forma intuitiva, a probabilidade Probabilidade classica; experimento aleatdrio
de um caminho passar por um ponto da malha, sem reposicdo; casos favoraveis; ordem das
utilizando o sorteio sucessivo das bolas do retiradas; representacdo de caminhos na
jogo MISSAO(X, Y), sem recorrer inicialmente malha.
a formulas gerais.

L3 =7 e

~
Etapa 1 - Apresentacao do método do saquinho
A aula inicia-se com a explicacdo de que a probabilidade
sera construida a partir do préprio sorteio das bolas do
jogo. Considera-se um saquinho com 5 bolas vermelhas,
representando passos para a direita, e 3 bolas azuis,
representando passos para cima, Cada retirada
corresponde a um passo do caminho, e a ordem das
retiradas determina a trajetéria na malha.
J
)
Etapa 2 - Caso A: probabilidade de o caminho passar por (1,0)
Analisa-se inicialmente o ponto (1,0). Para que o caminho
passe por esse ponto, a primeira retirada precisa ser uma
bola vermelha. Como ha 8 bolas ao todo, sendo 5 vermelhas,
conclui-se que: P(1,0)=5/8.
o 7\
1
O
: |
5/8 = 0,625 = 62,5%
L _ I P y
n e _ n(4) . o _B
R i i | I
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Etapa 3 - Caso B: probabilidade de
o caminho passar por (1,1)

Em seguida, considera-se o ponto (1,1) na malha 5x3. Para que o caminho
passe por esse ponto, nas duas primeiras retiradas deve aparecer 1 bola
vermelha e 1 bola azul, em qualquer ordem. Ha, portanto, duas possibilidades:
Ha 8 bolas ao todo; 5 sdo vermelhas e 3 azuis, para chegar a (1,1), nas duas
primeiras retiradas deve sair 1 vermelha (Direita) e 1 azul (Cima), em qualquer
ordem, observe a figura abaixo, ha dois caminhos ou vai pelo caminho verde
(DC) ou pelo caminho em marrom (CD).

@ Para ir pelo caminho verde, temos de tirar uma bolinha vermelha no qual
a probabilidade é :— e depois uma bolinha azul, como é sem reposicao,
no saquinho hé 7 bolas e a probabilidade é % .logo, D= C: 2 -3 =15/56.

@ Para ir pelo caminho marrom, temos de tirar uma bolinha azul no qual
a probabilidade é % e depois uma bolinha vermelha, como é sem
reposicdo, no saquinho agora ha 7 bolas e a probabilidade é 2 , logo,
C->D: 3-3=15/56

Somando as duas ordens, temos:
P((1,1))=15/56+15/56=30/56=15/28 = 0,5357 =53,6%

y A Malha 5x3

34

2-4

(1,1)

1 .
CD |pcC

0. L L Ll Ll L ;
0 1 2 3 4 5 X
Caminho verde (DC) = D depois C
-9 <
5/8 317 T

Caminho marrom (CD) = C depois D f \

L \ |
2’ E’ S |

—

-

-

Etapa 4 - Caso C: probabilidade de
o caminho passar por (2,1)
= )
Na sequéncia, analisa-se o ponto (2,1). Para que o caminho passe por : MALHA XS DDC
esse ponto, nas trés primeiras retiradas devem aparecer 2 bolas vermelhas 0"0"’0
e 1 bola azul, em qualquer ordem. As possibilidades sao: DDC, DCD e CDD.
DCD
Cada uma dessas ordens tem probabilidade: @)
: ) 5 0-9-Q
5.4.3 _5/28
8.7 ‘6 Fi &
Logo, 0“’ 0 1 "2 3 4 5 CDD
0-90-9Q
P((2,1))=5/28+5/28+5/28=15/28 R &
Destaca-se que, depois da terceira retirada, o caminho ja passou
por (2,1), e o restante das retiradas ndo altera esse fato. .
\
Etapa 5 - Sintese da ideia construida
( D
y4
- Q09099
Ao final, sistematiza-se que, para um ponto (x,y), ; % ~——t ~—
. o o - » x bolas y bolas
€ necessario observar apenas as primeiras X+y (x,y) Al ke
retiradas e verificar se nelas aparecem exatamente e \ /
x bolas vermelhas e y bolas azuis, em qualquer ‘
- . - . - \
ordem. O que ocorre depois disso nao modifica 4 ( As retiradas posteriores nfio
o fato de o caminho ja ter passado pelo e—_ alteram o fato de o caminho
ponto considerado. L < l(i t;r)passado pelo ponto
X Ll

L




APENDICE A - Folha de aplicagio da malha 5 x 3

da estratégia lidica MISSAO(X, Y)

[
(

(
\
\

I
B4

-

3
&

Data: / / Professor: Turma: Nota: J
@) - RECURSO PEDAGOGICO: MISSAO (X,Y) - @
- );__Tabela de Instrugdes do Jogo _ .

Objetivo do jogo

Acertar um ponto que esteja no caminho gerado pelo sorteio das bolas.

Participantes 2 alunos por rodada.

Material necessario 1 saquinho com 8 bolas: 5 vermelhas (= direita) e 3 azuis (1 cima).

Plano do jogo Plano cartesiano de 5x3, com ponto inicial A(0,0) e final B(5,3).
Escolha de ponto  Cada aluno escolhe um ponto qualquer no plano (menos o inicio e o fim).
Como jogar Sorteie as 8 bolas, uma a uma, e vé tragando o caminho no plano.

Condigao de vitoria  Vence quem tiver escolhido um ponto que esta no caminho sorteado.

Empate Se mais de um acertar, todos sdo vencedores. Pode haver empate!

Dica estratégica ~ Pense nos pontos que tém mais chance de aparecer em varios caminhos.

(g

%
3 ® 3 °
2 2
1 1
4 | | =4 | d
\A 0 1 2 3 4 5 IR AO 1 2 3 4 5 /
—— D ——— e —
(g 4 B 3t B l,‘\:,
3 2 2 \‘\\
1 1 p Y
—@ —> —e > X
\_AO 1 2 3 4 5 ) \_A0 1 2 3 4 5" K
- Pense estrategicamente, visualize os caminhos e divirta-se com os desafios da MISSAO (X, Y)! QU




() ~ APENDICE B- «
= Ficha de investigacdao de ~~C4
y xx caminhos para amalha 5 x 3 4-

Movimentos de Permutacao
A até (x,y) com repetigao

== S,

~~77-- Fonte: Elaborado pelo autor. | - Q .




— Ficha de investigacao probabilistica
paraamalha5 x 3

9 *5i ',"7 | e | ( Ba
Localizagao Caminhos Total de s
analisado doponto  favoraveis Q(x,y) = caminhos

Probabilidade Observacao

(1,0) Borda inferior 56
(1,1) Ponto interno 56
(2,1) Ponto interno 56
(3,1) Ponto interno 56
(4,2) | Simétrico de (1,1) 56
(4,3) | Simétrico de (1,0) 56
(0,3) | Bordaesquerda 56
(5,0) Borda inferior 56
9
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