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Resumo

A probabilidade geométrica constitui um ramo da teoria das probabilidades que trata
de experimentos aleatorios definidos em espagos continuos, nos quais a atribuicao de
probabilidades esta associada a razao entre medidas geométricas. Apesar de sua relevancia
tedrica e de sua presenga recorrente em problemas de olimpiadas, esse tema costuma
ser apresentado de forma excessivamente intuitiva, sem o devido esclarecimento de seus
fundamentos matematicos.

Neste trabalho, apresenta-se uma sistematizacao da probabilidade geométrica a partir da
teoria da medida, com énfase na construcao da medida de Lebesgue e em suas propriedades
essenciais, como invariancia por translagoes e homogeneidade, além da anélise de problemas
que desafiam a intuicdo geométrica. Também é apresentada uma breve contextualizacao
histérica do tema, bem como os tépicos basicos necessarios a compreensao da abordagem
mais abstrata.

Com base nesse arcabougo teorico, discutem-se diferentes modelagens da probabilidade
geométrica em R", culminando em uma defini¢do formal compativel com os axiomas de
Kolmogorov. Paralelamente, o trabalho propoe uma transposicao didatica desse contetdo,
voltada a professores e estudantes do ensino médio com interesse académico e olimpico,
buscando conciliar rigor matemético e acessibilidade conceitual.

Para isso, sao apresentados problemas classicos da probabilidade geométrica, bem como
situagoes que exigem modelagem cuidadosa do espago amostral, incluindo o paradoxo de
Bertrand, discutido a luz da teoria da medida. O material elaborado busca contribuir
para a compreensao conceitual da probabilidade geométrica e para o fortalecimento da

formacao matemética de professores e estudantes.

Palavras-chave: Probabilidade geométrica; Teoria da medida; Medida de Lebesgue;

Transposicao didatica; Olimpiadas de matematica.



Abstract

Geometric probability is a branch of probability theory that deals with random experiments
defined on continuous spaces, in which probabilities are assigned as ratios of geometric
measures. Despite its theoretical relevance and its frequent appearance in mathematical
olympiad problems, this topic is often presented in an excessively intuitive manner, without
proper clarification of its mathematical foundations.

In this work, a systematic treatment of geometric probability is developed from the
perspective of measure theory, with emphasis on the construction of the Lebesgue measure
and its essential properties, such as translation invariance and homogeneity, as well as the
analysis of problems that challenge geometric intuition. A brief historical overview of the
subject and the basic topics required for understanding the more abstract approach are
also presented.

Based on this theoretical framework, different modelings of geometric probability in R™
are discussed, culminating in a formal definition compatible with Kolmogorov’s axioms.
Additionally, the work proposes a didactic transposition of this content aimed at high
school teachers and students with academic and olympiad interests, seeking to reconcile
mathematical rigor with conceptual accessibility.

To this end, classical problems of geometric probability are presented, along with situations
that require careful modeling of the sample space, including Bertrand’s paradox, examined
in light of measure theory. The resulting material seeks to contribute to the conceptual
understanding of geometric probability and to the strengthening of the mathematical

education of teachers and students.

Keywords: Geometric probability; Measure theory; Lebesgue measure; Didactic transpo-

sition; Mathematical olympiads.
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1 Introducao

A probabilidade geométrica constitui um ramo da teoria das probabilidades que
articula conceitos de medida, calculo de areas e volumes e modelagem matemaéatica de
experimentos aleatorios definidos em espacos continuos. Diferentemente dos problemas
classicos de probabilidade discreta, baseados na contagem de elementos finitos, a pro-
babilidade geométrica exige a traducao de situacoes reais em construgoes geométricas
mensuraveis, possibilitando a aplicacao de técnicas analiticas e de visualizagdo bidimen-
sional e tridimensional. Essa complexidade, frequentemente subestimada no contexto
educacional, evidencia a necessidade de estudos que esclarecam nao apenas os métodos de
resolucao desses problemas, mas também estratégias didaticas capazes de tornar o tema

acessivel a professores e estudantes.

O interesse por esse tema surgiu a partir da experiéncia do autor com estudantes
participantes de olimpiadas de matemaética avancada, como a Olimpiada Matematicos
por Diversao (OMpD) e a Olimpiada de Matematica da UNICAMP (OMU). Nesse
contexto, foram identificados problemas cuja modelagem demandava conhecimentos de
geometria, calculo e interpretacao matematica que extrapolavam os contetidos usualmente
trabalhados no ensino médio. Observou-se, ainda, a escassez de materiais que integrassem,
de forma sistemaética, os fundamentos teéricos da probabilidade geométrica as ferramentas
computacionais necessarias para a visualizacao tridimensional e a resolucao de situagoes
mais sofisticadas. Ademais, verificou-se que tanto alunos quanto docentes enfrentavam
dificuldades na utilizagao de softwares de geometria dindmica e na articulagdo entre

resultados numéricos e intuicao geométrica.

Diante desse cenario, o projeto propos a elaboragao de um material didatico sobre
probabilidade geométrica, voltado a professores e estudantes do ensino médio com interesse
académico e olimpico. Inicialmente, foram revisados conceitos basicos de probabilidade e
de teoria da medida que fundamentam o calculo de areas e volumes em espagos continuos.
Em seguida, foram apresentados exemplos progressivamente mais complexos, incluindo
situagoes que demandaram visualizagao tridimensional, nas quais se utilizaram softwares
como recurso de apoio a compreensao dos resultados. Por fim, o material foi apresentado
a comunidade matemaética da regido de Juazeiro do Norte-CE, no contexto do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), para a obtengao do titulo

de mestre em matematica.

A justificativa para a elaboragao deste material fundamentou-se no fato de que, a
medida que o estudante avanga nos estudos de probabilidade, ele passa a lidar com situagoes

que envolvem espagos amostrais nao finitos e que exigem ferramentas conceituais distintas
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daquelas utilizadas em modelos discretos elementares. Nessas circunstancias, tornaram-se
recorrentes dificuldades relacionadas tanto a modelagem adequada do problema quanto a

interpretacao do significado dos resultados probabilisticos obtidos.

Embora nem toda situagao envolvendo espagos amostrais infinitos esteja diretamente
associada a probabilidade geométrica, exemplos classicos da teoria da probabilidade
evidenciaram a necessidade de um amadurecimento conceitual por parte do estudante. Um
caso ilustrativo é o problema em que dois jogadores langam repetidamente uma moeda e
vence aquele cuja face escolhida ocorre duas vezes consecutivas. Apesar da probabilidade
de término do jogo ser igual a 1, existe a possibilidade tedrica de ocorréncia de uma

sequéncia infinita alternada de caras e coroas, o que frequentemente causa estranhamento
e dificuldade de compreensao (MORGADO; CARVALHO, 2015).

Situagoes dessa natureza, embora pertencentes ao contexto da probabilidade dis-
creta, compartilham desafios conceituais semelhantes aos encontrados na probabilidade
geométrica, especialmente no que se refere a interpretagdo de eventos definidos em espacos
nao finitos. Por essa razao, ao longo deste trabalho, tais exemplos também foram discuti-
dos, de modo a auxiliar o leitor na construcao de uma compreensao mais solida sobre a
noc¢ao de probabilidade em contextos continuos e discretos, bem como sobre o papel da

modelagem matematica na atribuicao de significado aos resultados probabilisticos.

Concomitante ao exposto, vale destacar que a probabilidade geométrica tem sido
um fator de destaque em algumas olimpiadas do conhecimento. Nesse sentido, estudantes
orientados pelo autor desta dissertagao, participantes de olimpiadas de matematica mais
avangadas, como a Olimpiada Mateméaticos por Diversao (OMpD) e a Olimpiada de
Matematica da UNICAMP (OMU) destacam a presenga de problemas de dificil modelagem
e dificil aplicacao dos conceitos de probabilidade geométrica. Com isso, foi necessario,
muitas vezes, a intervengao do professor para explicar conceitos aos estudantes, ensinar

como trabalhar com alguns softwares, ou coisas similares.

Além disso, é perceptivel a auséncia de referenciais tedricos que enfatizem esses
aspectos e que apresentem preocupac¢ao no que se refere ao pleno entendimento dos
conceitos basicos da probabilidade geométrica, pois ela nao pode se resumir ao calculo de
areas e volumes, apenas. E ainda, alguns materiais fazem uso de calculo diferencial para
apresentar as solucoes de alguns problemas, fato esse que serd evitado, mas nao ignorado,
ao longo desse trabalho, por se tratar de um material que busca atingir estudantes do
ensino basico. Logo, essa dissertacao buscou a construgao de um material que sirva tanto
para professores quanto para alunos que desejam se aprofundar nessa teméatica e dominar

os fundamentos da probabilidade geométrica.

Ao analisar livros que discutem as ideias do projeto, percebeu-se que ha diversos
autores que fundamentam as ideias realizadas nesse projeto. Nesse contexto, a Base Naci-

onal Comum Curricular (BNCC) estabelece as aprendizagens essenciais para a Educagao



Capitulo 1. Introdugdo 18

Basica e orienta a elaboracao dos curriculos em todo o pais, definindo competéncias gerais
e direitos de aprendizagem que garantem igualdade de oportunidades e desenvolvimento
integral dos estudantes (BRASIL, 2018). No Ensino Médio, a BNCC reforga a necessidade
de articular conhecimentos matematicos, habilidades criticas e atitudes éticas, preparando
o aluno para desafios contemporaneos e para a participagao ativa na sociedade (BRASIL,
2018). Para atingir tal objetivo, percebe-se, com a leitura do documento, a presenca
de habilidades que refor¢cam, nao s6 o ensino da probabilidade, mas também a plena
compreensao do significado do resultado de um célculo probabilistico para que o estudante

possa atuar conscientemente nas decisoes da sociedade em que ele vive.

Sob o ponto de vista matematico e didatico, a probabilidade geométrica é apresen-
tada nos textos-base do PROFMAT como o estudo de experimentos aleatérios definidos
em espagos continuos mensuraveis, nos quais a probabilidade de um evento é estabelecida
por meio da razao entre medidas geométricas, usualmente areas ou volumes, associadas as
regioes envolvidas na situagao-problema (MORGADO; CARVALHO, 2015). No entanto,
ao se deparar com esse assunto durante as aulas da disciplina, percebe-se que o contetudo é
delineado em poucas paginas, o que abre margem para diversas perguntas, principalmente
em relagdo ao que tange a didatica e a compreensao formal desse assunto. Diante disso, o
trabalho buscara construir um material sistematizado e conceitualmente fundamentado
sobre o tema para estudantes e professores que também se interessem em aprofundar seus

conhecimentos no ramo da probabilidade geométrica.

A presente pesquisa fundamenta-se na Teoria da Transposicao Didatica, conforme
sistematizada por Chevallard e ampliada por Izquierdo-Aymerich e De Mello, a qual
analisa os processos de transformacao do saber cientifico em saber escolar. Segundo
essa perspectiva, o conhecimento produzido nas esferas académicas, denominado saber
sabio, passa por sucessivas adaptagoes conceituais, epistemologicas e metodolégicas até
se consolidar como saber a ensinar e, posteriormente, como saber efetivamente ensinado
em sala de aula. Essas transformacoes nao se restringem a simplificacdo do contetdo,
mas envolvem a reorganizacao dos conceitos, a escolha de modelos explicativos adequados
e a consideragao das caracteristicas cognitivas e formativas do publico-alvo (MELLO,
2019). Nesse sentido, este trabalho se insere no esfor¢o de realizar uma transposigao
didatica da Probabilidade Geométrica, buscando apresentar esse tema em uma linguagem
acessivel aos estudantes do ensino médio e a formacao de professores, sem comprometer
sua consisténcia matematica. Assim, pretende-se contribuir para a aproximacgao entre
o conhecimento matematico formal e a realidade escolar, respeitando os principios da
transposicao didatica ao adaptar conceitos oriundos do contexto académico para um nivel

de compreensao compativel com o ensino médio.

Além disso, a exploracao da probabilidade geométrica em contextos educativos tem

se mostrado eficaz ao aproximar os alunos da modelagem de certos tipos de fenémenos.
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Segundo Paula e Jr. (2022), o uso do GeoGebra permite que se conjuguem probabilidades
e geometria em atividades interativas, ampliando a compreensao de espacos amostrais
continuos e promovendo aprendizagens visualmente significativas. Ademais, revisdes da
literatura sobre ambientes de geometria dindmica, como a realizada por (RIBEIRO, 2024),
apontam o GeoGebra como a ferramenta mais utilizada nas pesquisas nacionais sobre
ensino geométrico, reconhecendo seu potencial na construcao do conhecimento de forma
colaborativa e interativa (RIBEIRO, 2024). Esses estudos evidenciam a possibilidade de
conjugar softwares de geometria dindmica e a probabilidade geométrica, promovendo o
entendimento significativo do contetido e facilitando a resolugdo de problemas olimpicos.
Ao longo do texto, diversas figuras representativas de espagos amostrais e eventos foram

construidas por meio desse aplicativo.

Em sintese, a fundamentacgao deste projeto apoia-se em quatro pilares: os fundamen-
tos matematicos da probabilidade geométrica, delineados pela teoria da medida, calculo
de areas e volumes e modelagem matematica; as potencialidades e desafios pedagogicos no
ensino de conceitos da probabilidade geométrica; a teoria da transposicao didatica como
método de organizacao da escrita do trabalho; e a promoc¢ao do uso de tecnologias digitais
como recurso didatico alinhado as diretrizes da BNCC para o Ensino Médio, especialmente

para alunos de olimpiadas de matematica.

Portanto, observa-se que o projeto apresentado insere-se nas linhas de pesquisa do
Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional (PROFMAT), pois contribuiu

para o aprofundamento conceitual do pesquisador e para a producao do material didatico.

Do ponto de vista metodolégico, a presente dissertacao caracteriza-se como uma
pesquisa de carater exploratério, uma vez que tem como objetivo proporcionar maior
familiaridade com o tema da probabilidade geométrica, buscando torna-lo mais explicito,
organizar seus fundamentos e identificar possibilidades de abordagem matemaética e
didética, sem a pretensao de esgotar o assunto ou produzir generalizagoes conclusivas (GIL,
2008) (LAKATOS; MARCONI, 2017). Trata-se também de uma pesquisa bibliografica,
fundamentada na analise de livros, artigos cientificos e materiais académicos que tratam
tanto dos aspectos tedricos da probabilidade geométrica quanto de suas implica¢oes no
ensino de matematica. Além disso, a investigacdo assume uma abordagem qualitativa, na
medida em que prioriza a analise conceitual, a interpretacao de problemas e a construcao
de materiais diddticos, com énfase na compreensao dos significados matematicos e na

transposicao didatica do contetido para o contexto da educacao béasica.

A pesquisa ocorreu em cinco etapas. A primeira consistiu em uma revisao biblio-
grafica da maior quantidade de acervos sobre este assunto para a constru¢ao do material.
A segunda foi a elaboragdo de um material introdutério sobre probabilidade, com os
pré-requisitos necessarios para a compreensao dos conceitos de probabilidade geométrica.

A terceira etapa correspondeu a construcao de um capitulo sobre probabilidade geométrica,
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com sua apresentacao formal e aprofundamento do tema. A quarta foi a solucao de diversos
problemas de olimpiadas, bem como a escrita de suas respectivas solu¢oes. Por fim, a
quinta etapa consistiu na organizacao do material, apresentando-o de forma estruturada

para a leitura de interessados no assunto.

Neste trabalho, os capitulos seguintes sao dedicados a fundamentacao tedrica,
organizada em diferentes eixos. Inicialmente, apresenta-se um capitulo voltado aos pré-
requisitos necessarios a plena compreensao da probabilidade geométrica. Esse capitulo
inicia-se com um panorama historico da probabilidade, desde suas origens até desenvolvi-
mentos contemporaneos. Em seguida, sao discutidas as defini¢oes e os principais teoremas
da teoria classica da probabilidade, incluindo o conceito de probabilidade condicional,

finalizando com uma breve descricio do método de Monte Carlo.

Na sequéncia, apresenta-se um capitulo dedicado a probabilidade geométrica e
a teoria da medida, no qual se introduz, inicialmente, uma modelagem intuitiva da
probabilidade geométrica. Posteriormente, sao abordados topicos de teoria da medida,
com o objetivo de fornecer a base formal necesséaria a sua defini¢ao rigorosa, culminando
na formalizagdo desse conceito. O capitulo prossegue com a apresentacao dos principais
modelos de probabilidade geométrica e se encerra com a discussao de casos de espacos

amostrais enumerdveis infinitos, ainda que nao geométricos.

Por fim, concluindo a fundamentacao tedrica do trabalho, apresenta-se um capitulo
dedicado a resolugao de problemas classicos e contemporaneos relacionados a essa teoria.
Encerrada essa etapa, cuja composicao envolve os capitulos de probabilidade classica,
probabilidade geométrica, teoria da medida e problemas e solucoes, apresenta-se a conclusao
do trabalho. As demonstragoes de teoremas que demandam maior aprofundamento técnico

sao reunidas nos anexos, a fim de preservar a fluidez da leitura.
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2 Objetivos

2.1 Objetivos Gerais

Investigar a probabilidade geométrica sob a perspectiva da teoria da medida
e elaborar uma transposicao didatica desse contetudo, conciliando rigor matematico e
acessibilidade conceitual, com vistas a formacao matematica de professores e estudantes

do ensino médio com interesse académico e olimpico.

2.2 Objetivos Especificos

o Apresentar os fundamentos da teoria da medida necessarios a compreensao da

probabilidade em espagos continuos;

o Discutir a constru¢ao da probabilidade geométrica como medida normalizada em

espagos mensuraveis;

» Analisar problemas classicos da probabilidade geométrica, enfatizando a modelagem

adequada do espaco amostral;

o Examinar o paradoxo de Bertrand a luz da teoria da medida, evidenciando a

importancia da definicao da medida adotada;

« Organizar o contetdo de forma didaticamente estruturada, de modo a favorecer a

compreensao conceitual e o aprofundamento matematico do tema.
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3 Probabilidade Classica

3.1 Histéria da Probabilidade

A teoria das probabilidades tem suas origens ligadas aos jogos de azar, emergindo
como disciplina matematica no século XVII. Um marco inicial ocorreu com as corres-
pondéncias trocadas entre Blaise Pascal e Pierre de Fermat, em que ambos investigaram
problemas sobre apostas justas em jogos interrompidos. Nessas cartas, motivadas por
questoes propostas pelo jogador Antoine Gombaud (Cavaleiro de Méré), Pascal e Fer-
mat formularam os principios fundamentais da probabilidade matemaética, resolvendo o
chamado “problema dos pontos” (como dividir o prémio de forma justa quando a par-
tida é interrompida antes do término). Nao se sabe o quanto Gombaud ganhou com os
conselhos de Pascal, mas a matematica certamente ganharia muito com a nova area que
seria desenvolvida (JOHNSON, 1995). Embora pensadores renascentistas como Girolamo
Cardano j4 tivessem analisado o acaso, foi com Pascal e Fermat que se estabeleceu uma
metodologia sisteméatica para o calculo de probabilidades. Poucos anos depois, em 1657,
Christiaan Huygens publicou De Ratiociniis in Ludo Aleae (Sobre O Raciocinio em Jogos
de Azar), o primeiro tratado de probabilidade, no qual apresentou de forma estruturada as
ideias de Pascal-Fermat. Posteriormente, Jan De Witt, em seu Tratado sobre Anuidades
Vitalicias (1671), d& continuidade aos estudos de probabilidade, introduzindo o conceito de
esperanca matematica (diferente de esperanca moral, ideia proposta por Daniel Bernoulli).
Esses desenvolvimentos iniciais langaram as bases da Teoria das Probabilidades, definindo
regras para situagoes discretas (como langamentos de dados e cartas) e demonstrando que
o acaso podia ser descrito de maneira quantitativa e racional. (BOYER; MERZBACH,
2012)

Nos séculos seguintes, a teoria progrediu significativamente pelas maos de diversos
matematicos. Dos diversos devotos a probabilidade, um deles foi Abraham De Moivre.
Em 1711 publicou a obra Philosophical Transactions (Transacoes Filoséficas), um longo
trabalho sobre as leis do acaso, e o expandiu no volume Doctrine of Chances (A Doutrina
das Probabilidades), em 1718. Nesse trabalho foram apresentados diversos problemas
sobre tirar bolas de cores diferentes de um saco, sobre dados e varios outros tipos de
jogos. Jacques Bernoulli, em sua obra péstuma Ars Conjectandi (A Arte de Conjecturar)
(1713), ampliou os fundamentos ao provar a Lei dos Grandes Numeros, resultado que
estabeleceu que as frequéncias observadas tendem as probabilidades tedricas quando o
numero de ensaios é grande. Esse foi um passo crucial ao conectar a teoria abstrata com a
experiéncia empirica, mostrando matematicamente por que a probabilidade funciona como

uma medida de tendéncia em longo prazo. Ao longo do século XVIII e inicio do XIX,
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outros estudiosos consolidaram e expandiram o campo. Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
publicou Théorie Analytique des Probabilités (Teoria Analitica das Probabilidades) (1812),
uma obra monumental que sistematizou métodos de calculo probabilistico (inclusive
técnicas integrais, uso de fungoes geradoras e a transformada de Laplace) e aplicou a teoria
a problemas reais em astronomia, fisica e estatistica moral. Laplace via a probabilidade
como “bom senso expresso em numeros”, sublinhando seu duplo papel tedrico e pratico
(HAZZAN, 2013). Por volta de meados do século XIX, a teoria das probabilidades ja
se estabelecia com um corpo conceitual solido, englobando tanto casos discretos quanto
continuos, e mostrava utilidade em diversos campos do conhecimento, da fisica astronomica

a fiabilidade de seguros, preparando terreno para refinamentos tedricos subsequentes.

Paralelamente a consolidacao da probabilidade classica, surgiu o conceito de proba-
bilidade geométrica, motivado por problemas que envolviam medig¢oes de comprimento,
area ou volume em vez de contagens de casos finitos. A ideia de atribuir probabilidades por
meio de razoes geométricas ganhou destaque a partir do século XVIII, quando o naturalista
e matematico francés Georges-Louis Leclerc (Conde de Buffon) propds um problema célebre
que se tornaria o marco inicial desse tépico. Em 1777, Buffon apresentou o problema da
agulha: qual é a chance de uma agulha, quando langada aleatoriamente sobre um piso com
tabuas ou linhas paralelas igualmente espacgadas, cair de modo que atravesse uma dessas
linhas? A solucao requer integrar sobre todas as possiveis posi¢oes e orientagoes da agulha,
levando em conta relagoes geométricas. Dai, culmina em um calculo cujo resultado envolve
o namero w. A resolucao da agulha de Buffon inaugurou formalmente a probabilidade
geométrica, pois demonstrou como probabilidades podiam ser obtidas por proporgoes
de comprimentos ou dreas (no caso, o comprimento da agulha em relagao a distancia
entre as linhas) em um espago de resultados continuo. Esse trabalho pioneiro evidenciou
a intima ligacao entre probabilidade e calculo integral: problemas de acaso podiam ser
resolvidos por métodos da geometria e da analise (BOYER; MERZBACH, 2012). Nos anos
que se seguiram, outros problemas geométricos classicos foram investigados, consolidando
o novo ramo. Por exemplo, questoes como “qual a probabilidade de, ao quebrar um
segmento em trés partes, formar-se um tridngulo?” ou “qual a probabilidade de trés
pontos escolhidos ao acaso no plano formarem um triangulo acutangulo?” passaram a
ser exploradas. Um destaque no final do século XIX foi o paradoxo de Bertrand (1889),
que discute a probabilidade de uma corda aleatéria num circulo ser maior que o lado do
triangulo equilatero inscrito. Bertrand mostrou que, sem um critério rigoroso para definir
o que é “escolher uma corda ao acaso”, respostas contraditérias (como % ou %) podem
surgir. Esse paradoxo evidenciou a necessidade de fundamentagao mais rigorosa para a
probabilidade geométrica: tornou-se claro que era imprescindivel definir com precisao o
método de selecao aleatéria em um continuo, sob pena de resultados inconsistentes. Nas

proximas secoes, sera trabalhado de forma mais aprofundada esse paradoxo.

No alvorecer do século XX, a matematica forneceu as ferramentas conceituais
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para resolver essas questoes de rigor e formalizar de vez a teoria da probabilidade em
espagos continuos. Em 1902, Henri Lebesgue introduziu a teoria da medida e a integral de
Lebesgue, aprofundando o tratamento de grandezas continuas. Com essa nova abordagem,
tornou-se possivel definir rigorosamente o “tamanho” (medida) de conjuntos em R", seja
pelo comprimento de subconjuntos da reta, area de regides do plano ou volume em espagos
de dimensao superior, mesmo em situacoes altamente abstratas. A aplicagdo da teoria da
medida a probabilidade foi imediata e poderosa: ela forneceu a base técnica para definir
probabilidades geométricas de forma nao ambigua, atribuindo a eventos continuos medidas
compativeis com nosso intuitivo “calculo de areas”. Ambiguidades como as do paradoxo
de Bertrand foram eliminadas ao se entender que cada procedimento aleatério corresponde
a uma medida especifica no espaco geométrico considerado. Consolidando essa visao,
em 1933 Andrey Kolmogorov publicou Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Fundamentos da Teoria das Probabilidades), no qual apresentou os axiomas modernos
da probabilidade. Kolmogorov definiu probabilidade como uma medida definida em uma
o-algebra de subconjuntos de um espago amostral, satisfazendo propriedades de nao-
negatividade, aditividade (contavel) e normalizagdo (probabilidade total igual a 1). Essa
estrutura axiomatica, firmemente baseada na teoria de Lebesgue, unificou os tratamentos
discreto e continuo num s6 arcaboucgo tedrico. Com isso, a probabilidade geométrica
adquiriu status formal dentro da teoria geral, deixando de ser apenas uma colecao de
problemas curiosos para se tornar parte integrante do conhecimento probabilistico. A
partir de entdo, qualquer situagdo envolvendo selecdo “ao acaso” de pontos em um
segmento, regiao ou volume pode, e deve, ser modelada indicando-se a distribui¢ao (medida)
adotada, assegurando respostas bem definidas. Vale notar que, posteriormente, ramificagoes
especializadas surgiram deste contexto, como a geometria integral e a geometria estocastica,
que estudam respectivamente medidas invariantes em espacos geométricos e modelos
aleatorios de estruturas geométricas; essas areas refletem o desdobramento natural do

amadurecimento da probabilidade como um todo ao longo do século XX.

Além de seu interesse historico, a probabilidade geométrica destaca-se por sua
relevancia teodrica e pratica na atualidade. Do ponto de vista tedrico, ela exemplifica de
forma elegante a interface entre probabilidade e analise matematica, fornecendo intui¢oes
geométricas para resultados de teoria da medida e integrabilidade de fungoes (por exemplo,
calcular probabilidades equivalentes a determinar dreas sob curvas ou volumes em regioes).
Ja do ponto de vista aplicado, intimeros problemas contemporaneos fazem uso de principios
de probabilidade geométrica. Métodos de simulacao por Monte Carlo, amplamente
empregados em ciéncia de dados e engenharia, baseiam-se justamente em amostragem
aleatéria de pontos em dominios geométricos para estimar valores numéricos (como areas,
integrais ou solugbes de equagoes complexas) de forma aproximada, uma estratégia que

remonta a ideia de Buffon de estimar 7 lancando agulhas ao acaso.

[gualmente importante, no ambito educacional, a probabilidade geométrica fornece
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problemas ricos e visualmente atrativos, que tém sido incorporados tanto no ensino médio
quanto em competi¢coes matematicas (olimpiadas). Problemas de olimpiadas frequente-
mente exploram conceitos de probabilidade continua disfar¢ados em desafios de geometria,
exigindo dos estudantes raciocinio aprofundado sobre areas e comprimentos. Essa caracte-
ristica interdisciplinar faz da probabilidade geométrica uma ferramenta pedagogica valiosa:
ao mesmo tempo em que estimula a intuicao geométrica, ela reforca os fundamentos de
probabilidade e calculo, mostrando na pratica como conceitos abstratos se aplicam em
situacgoes concretas e muitas vezes surpreendentes. Estudar probabilidade geométrica
hoje, portanto, é relevante tanto pelo seu valor tedrico, ao conectar duas grandes areas da
matematica, fornecendo técnicas para resolucao de integrais e compreensao de medidas,
quanto pelo seu valor pratico, nas aplicacdbes modernas mencionadas e na formagao de

alunos e resolutores de problemas.

Motivado pelo panorama apresentado, esta dissertacao centra-se na aplicacao
da probabilidade geométrica na resolucao de problemas em nivel de ensino médio e de
olimpiadas de Matematica, explorando como os conceitos classicos podem ser ensinados
de forma acessivel e utilizados para solucionar desafios nao triviais. No capitulo seguinte,
apresenta-se o referencial tedrico fundamental sobre probabilidades e medidas geométricas
que dara suporte as discussoes posteriores, seguido de uma estruturacao dos capitulos
subsequentes de modo a conectar o contexto histérico e conceitual aqui delineado com os
objetivos e metodologia do presente trabalho. Além disso, serao apresentados problemas

interessantes de probabilidade geométrica e os métodos utilizados para soluciona-los.

Em suma, partindo das raizes histéricas até as aplicagoes atuais, buscamos eviden-
ciar nesta introducao a evolugao e a importancia da probabilidade geométrica, estabelecendo
o contexto para os desenvolvimentos que serao aprofundados nos capitulos seguintes da

dissertacao.

3.2 Conjuntos e Definicoes

Antes de se falar de probabilidade, é necessario elencar algumas propriedades
de conjuntos que serao utilizadas ao longo do trabalho para resolver alguns problemas
e demonstrar certos teoremas. Além disso, serdo definidas uma série de propriedades

matematicas que aparecerao ao longo do texto.

1. Experimento aleatério: é um processo que, mesmo repetido diversas vezes sob
as mesmas condigoes, produz resultados imprevisiveis. Lancamento de dados nao
enviesados de seis faces e verificacao da face superior, lancamento de moedas, por

exemplo, constituem experimentos aleatérios.

2. Espago amostral (€2): Conjunto de possiveis resultados de um experimento
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10.

11.

12.

aleatério. No caso do dado, as possibilidades sdo de cair, com a face voltada para
cima, os ntmeros {1,2,3,4,5,6} = Q. Outro tipo de experimento aleatério seria a
escolha de um nimero qualquer em um intervalo real [a,b], com a < b. Nesse caso,
[a,b] = Q. O primeiro e segundo exemplos constituem espagos amostrais enumeraveis

e nao-enumeraveis, respectivamente.

Conjunto Vazio: Denotado por (), ele representa o que chamamos de evento

impossivel.

Os elementos (ou pontos) de um espago amostral podem ser representados gene-
ricamente por w € €2. Nesse sentido, os pontos w serdo associados aos possiveis
resultados do experimento. Normalmente, a denominac¢ao “ponto” sera utilizada

quando se tratar de probabilidade geométrica.

Qualquer subconjunto de € serd representado por letras maitsculas, como A C 2.
A ele daremos o nome de “evento”. Diremos que €2 é o evento certo, () é o evento

impossivel, e {w} o evento elementar.

Numeros de Elementos: Caso um espaco amostral seja enumeravel e finito,
denotaremos por [€2| o nimero de elementos de 2. Ocasionalmente, pode ser
necessario usar #¢) para essa finalidade. No caso da probabilidade geométrica,

denotaremos a area de uma regiao (ou volume de um sélido) €2 por |©].

Complementar: O conjunto A€ é o complementar de A, isto é, todos os elementos

w € Q, tais que w ¢ A. Pode ser reescrito como A¢ = — A.

n

Uniao: U A; =A1UAU---UA, representa os pontos de €2 tal que eles pertencem
i=1

a, pelo menos, um dos A;, com 1 < i < n.

. Interseccao: ﬂ A; = A NAyN---N A, representa os pontos de €2 tal que eles

i=1
pertencem, simultaneamente, a todos os A;, com 1 <i < n.

Conjuntos Disjuntos: Caso A e B sejam subconjuntos de € e se tenha AN B = (),
diremos que esses conjuntos sao disjuntos, ou ainda, ndo comungam de elementos

€111 comuin.

Diferenca: Dado A, B C €2, define-se a diferenga como o conjunto dos elementos

que pertencem a A e nao pertencem a B, isto é,
A-B={weQ|weAew¢ B}.

Diferenca simétrica: Dado A, B C (), define-se a diferenca simétrica como o
conjunto dos elementos que pertencem a um dos dois conjuntos, mas nao a ambos,
isto é,

AAB=(A-B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB).
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13. Conjunto das Partes de Q: Denotado por P(£2), para nao confundir posteriormente

com a probabilidade (P(£2)), é o conjunto que tem todos os subconjuntos de €.
Um conceito que serd amplamente utilizado neste trabalho é a definicao de classe
de subconjuntos, a qual definiremos agora.

Definigao 3.2.1 (Classe de Subconjuntos:). Seja Q2 um conjunto ndo vazio. Denomina-se

classe de subconjuntos de Q0 qualquer colegio C cujos elementos pertencem a P(S2), isto é
CC P
em que P(2) € o conjunto das partes de .

A proposicao a seguir ajudara a provar alguns fatos ocasionalmente. Ela é conhecida

como “Leis de Morgan”.

Proposigao 3.2.2 (Leis de Morgan). Sejam Ay, --- , A, subconjuntos de Q2 (esse sendo o

conjunto universo). Entao

(UAJ-) A (rm-) yy
J=1 j=1 7=1 j=1

Demonstragcao: Para provar uma relagdo de igualdade entre conjuntos, basta que
U4 | c N4 eNA cUA|. Sewe |[UA4] = we¢ JA;. Como
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

n
w ¢ Aj, para todo 1 < j <mn, logo w pertence a todos AS, com 1 < j<n. Daiw € ﬂ Aj
j=1

UA AS. Por outro lado, sew € (VA5 =>w ¢ [JA; =we [|JA4;].
j=1 j=1 j=1
Logo ﬂ A C ( ]) e, portanto, (

para a segunda zgualdade teremos:

e
o

= ﬂ Aj. Utilizando o mesmo método

e(ﬁAj> =>wé ﬁAj:mue OAjé(ﬁAj) CLnJAj

j=1 j=1

Por outro lado,

w e 0A§:>w¢ (n]Aj:Mue ((N]AJ)C: U A4S c ((n]Aj)c

Jj=1 Jj=1
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C
n n
Teremos, portanto, (ﬂ Aj> = U AS.
j=1 j=1

Por fim, se tivermos uma sequéncia (A, )nen, utilizando as argumentagoes anteriores
de forma andloga, obtemos
o0 c [e'¢) o0 € [e'¢)
— c _ c
(UAn> SN A (mn) s
n=1 n=1 n=1 n=1

g

A formalizagdo da probabilidade em espacos continuos exige a introducao de uma
estrutura matemadtica que garanta fechamento sob opera¢des como uniao enumeravel
e complemento. Essa estrutura é dada pela nocao de o-algebra, fundamental para a
construcao rigorosa da teoria da medida e, consequentemente, da probabilidade geométrica.

Segue:

Definigao 3.2.3 (o-algebra). Uma classe de subconjuntos de 2, representada por F, é

denominada uma o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades:

1. Qe F;

2. Se Ae F, entio A° € F;

3. Se A, € F,i>1, entdo UAiEJ:.

=1

Na definigao 3.2.3, percebemos que, para uma classe ser uma o-algebra (1é-se “sigma
dlgebra”), essa classe deve satisfazer os trés requisitos, pois nem toda classe de Q satisfara
os trés simultaneamente. No exemplo 3.2.4, sao apresentadas duas situacoes, uma em que

se tem uma o-algebra, e outra que nao é uma o-algebra.

Exemplo 3.2.4. Seja o conjunto Q = {a,b,c,d} e considere:
Fr ={Q,0,{a},{b,c,d}}
Fo=1{Q,0,{a,b}{c,d}, {a}, {b,c,d}}

Perceba que Q) € Fy, para cada conjunto pertencente a Fi, o complementar também pertence
e quaisquer unioes de subconjuntos pertencentes a Fy também pertence a ele. Logo, Fy €
uma o-dlgebra. Por outro lado, percebe-se facilmente que 1. e 2. da defini¢io 3.2.3 é valida

na classe Fo. No entanto, perceba que {a} U{c,d} ¢ Fa. Logo, Fa ndo é uma o-dlgebra.

No exemplo 3.2.4, perceba que, dadas as condigoes estabelecidas, F; é a menor
o-algebra que possui o elemento {a}. Sendo mais especifico, qualquer outra o-algebra

que tenha {a} terd mais elementos que F;. Por isso, de forma mais genérica, se tivermos
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ACQeF ={0,0,A, A}, essa serd a o-algebra gerada por A. Outros que sejam maiores,
diremos que sao F geradas por A e denotaremos por o(A). Por fim, perceba que os dois

primeiros passos sao simples de verificar e o terceiro é o mais trabalhoso.

Nos exemplos apresentados, foram trabalhados conjuntos enumeraveis. Um conjunto
X é dito enumeravel quando ele é finito ou quando existe uma bijecao f : N — X.
Exemplos de conjuntos enumeraveis sao os naturais, os inteiros, os racionais e o conjunto
trabalhado no exemplo 3.2.4. Caso contrario, diremos que ele é nao enumeravel. A
defini¢ao apresentada estd presente em (LIMA, 2013), além do fato de demonstrar alguns
teoremas que serao muito uteis ao longo deste texto, como, por exemplo, que o conjunto dos
numeros reais R é ndo enumeravel, assim como intervalos reais nao degenerados. Perceba
que, ao trabalhar com segmentos no plano cartesiano, eles constituem, assim, conjuntos
nao enumerdveis. Estendendo esse raciocinio para o R? e R?, as regioes do plano e do
espaco associadas a areas e volumes nao nulos também formam conjuntos ndo enumeraveis.
Logo, na probabilidade geométrica, os espagos amostrais considerados serao, por via de

regra, nao enumeraveis.
No exemplo 3.2.5 é apresentada uma o-algebra cujo espago amostral sera um

conjunto nao enumeravel, a saber, R.

Exemplo 3.2.5. Seja Q2 =R e seja
‘F = {@, Q7 (_007 2]7 (27 —I—OO)’ (_007 1)7 [17 +OO)7 (_007 1) U (27 +oo)7 []‘7 2]}

A classe F € uma o-dlgebra. Para verificar, basta perceber que todos os requisitos da

definicio 3.2.3 sao vdlidos.

Teorema 3.2.6. Seja F uma o-dlgebra de subconjuntos de Q2. Se Ay, Ay, --- € F, entao
() A, € F.

n=1

Demonstragdao: Tendo A, € F, pelo fechamento por complemento (As), temos AS € F
o0

para todo n. Pelo fechamento por unides enumerdveis (As), temos U A € F. Novamente

n=1
pelo fechamento por complemento, temos

(U A;) €F.
n=1

Por outro lado, pelas Leis de Morgan 3.2.2, temos (U AZ) =
n=1

i
I
3
)
g

obtemos (| A, € F. Lembre-se que (A°)° = A. O

n=1

Na definicao 3.2.7, serd apresentada uma o-algebra muito importante, conhecida

como o-algebra de Borel.
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Definicao 3.2.7. A menor o-dlgebra em 2 = R que contém todos os os intervalos abertos
de R € chamada de o-dlgebra de Borel, denotada por B(R). Um elemento dessa o-dlgebra

¢ denominado por boreliano.

O interessante da o-algebra de Borel é que ela pode ser gerada pelos intervalos da
forma (—o0, ), com x € R. O fato principal dessa afirmacao é que qualquer intervalo real
pode ser obtido por meio de operacoes de uniao ou intersec¢ao com intervalos desse tipo.

Segue a:

Proposicao 3.2.8. A o-dlgebra de Borel em R (denotada por B(R)) pode ser gerada pelos

intervalos da forma (—oo,x), com x € R, isto €,
B(R) = o({(—00,7) : z € R}).

Demonstragao: Seja F = 0({(—oo,x) tx € R}) Como F € uma o-dlgebra, ela é
fechada por complementos, unides e intersecoes enumerdveis. Assim, para cada x € R,

(—o0.2] = () <—oo,:v + i) € F, e (2,400) = ((—o0,2])° € F.

n=1
Logo, para a < b,
(a,b) = (—o0,b) N (a,+o0) € F.

Como todo aberto U C R pode ser escrito como unidgo enumerdvel de intervalos abertos

(a,b), seque que U € F e, portanto, o(abertos) C F.

Por outro lado, cada (—oo,z) é um aberto, logo F C o(abertos). Concluimos,
entao, que
B(R) = o(abertos) = cr({(—oo, x):x € R})

OJ

Na pratica, isso significa que todos os intervalos, semirretas, conjuntos fechados,
e mesmo unides ou intersecgoes contaveis desses conjuntos pertencem a B(R). Portanto,
é um conjunto suficientemente amplo para lidar com qualquer situacao que apareca em

aplicagoes reais.

Uma cole¢ao nao-vazia de subconjuntos de um €2 dado que seja fechado para finitas
operacoes de teoria dos conjuntos é chamada de dlgebra de subconjuntos de 2. O que
a diferencia de o-algebra ¢é o fato de que, essa ultima, relaciona infinitas e enumeraveis

operagoes, configurando-se como uma colegao mais restritiva. (STONE, 1978).

3.3 Probabilidade

O estudo desenvolvido até aqui estabeleceu a base conceitual necessaria para o

tratamento rigoroso de situacoes aleatorias no contexto matematico. Na secao anterior,
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foram apresentados elementos fundamentais da Teoria dos Conjuntos e estruturas algébricas,
bem como a construcao formal de o-algebras, em especial a o-dlgebra de Borel, que
servem como dominio de eventos nos quais a probabilidade podera ser definida de forma
consistente. Essa etapa preliminar nao é apenas formal, ela assegura que os objetos
matematicos manipulados possuem propriedades que permitem operagoes bem definidas,
como uniao contavel, intersecao e complementar, além da mensurabilidade necessaria para
a atribuicao de valores numéricos coerentes. Nesse tultimo caso, a teoria complementar

serd vista na secao 4.2.

A partir desta fundamentacao, torna-se possivel evoluir da simples nocao intuitiva
de acaso para uma formulacao axiomatica de probabilidade. Neste capitulo, portanto,
sera introduzida a definigado formal de probabilidade, com base nos axiomas propostos por
Andrei Kolmogorov em 1933, marco que consolidou a probabilidade como ramo rigoroso da
matematica. Serao discutidas suas propriedades basicas, consequéncias légicas do modelo

axiomatico e a estrutura geral de um espaco de probabilidade.

Ao longo do capitulo, a abordagem alternara entre o rigor matematico necessario
ao nivel universitario e interpretacoes didaticas que permitam compreender como tais
conceitos se conectam a problemas reais e a aplicagoes que serao exploradas posteriormente,
especialmente no contexto da probabilidade geométrica. Assim, do ponto de vista estrutural,
este capitulo constitui a ponte entre a formalizacdo dos objetos matematicos apresentada
anteriormente e os modelos probabilisticos que fundamentarao as analises desenvolvidas nos

capitulos seguintes. Os conceitos apresentados a seguir foram vistos em (MAGALHAES,
2024) e (JAMES, 2010).

Antes de apresentarmos o modelo axiomético de Kolmogorov, é 1til retomar a
nocao intuitiva de probabilidade em contextos simples, nos quais o conjunto de resultados
possiveis ¢ finito e todos os resultados sao considerados igualmente provaveis. Esse ¢é o
caso classico de experimentos como o lancamento de um dado, o sorteio de uma carta ou

o giro de uma roleta com divisoes idénticas.

Nessas situacoes, a probabilidade pode ser entendida como uma razao entre quanti-
dades: conta-se quantos resultados favoraveis ao evento desejado (|A]) existem e divide-se

pelo total de resultados possiveis no experimento (|€2|).

_ Al

PA=1q

Essa interpretagao oferece uma porta de entrada natural para o conceito formal,
ajudando a construir a intuicdo necessaria antes de generalizé-lo para contextos mais

abstratos, continuos ou nao enumeraveis.

Abaixo, apresentaremos a definicdo formal de probabilidade, baseada em um

conjunto de axiomas propostos por A. N. Kolmogorov. Perceba que a defini¢cao informal
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de probabilidade deriva da defini¢ao formal.

Definicao 3.3.1. Uma funcgao P, definida na o-dlgebra F de subconjuntos de §2 e com

valores em [0, 1], € uma probabilidade se satisfaz os axiomas de Kolmogorouv:

A1 P(Q)=1
A2 Para todo subconjunto A € F, P(A) > 0;

A8 Para toda sequéncia Ay, Ay, --- € F, mutualmente exclusivos, temos
o (04)-Erin
j=1 j=1

A trinca (92, F, P) é denominada espago de probabilidade. Os subconjuntos em
F sao denominados eventos, e somente a eles se atribui probabilidade. O espaco de
probabilidade forma a base para o tratamento de fendmenos aleatérios (fendémenos aleatérios
sao experimentos cujos resultados nao podem ser previstos com certeza, mesmo quando
repetidos nas mesmas condigoes, como o langamento de uma moeda ou um dado). Na
pratica, o Al afirma que a probabilidade do evento certo é 1. O A2 afirma que a
probabilidade de qualquer evento acontecer ¢ positiva ou nula, nunca serda negativa.
Por fim, o A3 afirma que se os eventos possuem intersecdo vazia, basta somar suas

probabilidades individualmente.

Exemplo 3.3.2. Considere o lancamento de um dado de seis lados honesto e a observacao
da face superior. As possibilidades observdveis seriam Q) = {1,2,3,4,5,6}. Definamos a
o-dlgebra F = P(§2). Nao é dificil perceber que o conjunto das partes é uma o-dlgebra.
Por fim, definamos a fung¢io P(A) = :é; = |12| Fazemos isso partindo do principio
da indiferenca, que, na probabilidade, afirma que, na auséncia de informagoes, todos 0s
resultados possiveis de um evento devem ter probabilidades iguais. Logo P(i) = =Vi € Q.
Chamaremos essa situacdo de resultados equiprovdveis, como explica James (2010). Observe
que, definido assim, a trinca (S, F, P) configurard um espaco de probabilidade. Verifiquemos

0S axriomas um a um.

:M:

A1 P(Q) 1.

A2 Perceba que |A| > 0 para todo A € F. Logo, P(A) >0, para todo A € F.

A3 Seja (Ay)n>1 C F uma familia de eventos dois a dois disjuntos. Como Q é finito,
no mdximo seis dos A, podem ser nao vazios (pois, se A, # 0, podemos escolher
um elemento distinto a, € A, produzindo uma cole¢io de elementos distintos de ).
Portanto, o conjunto de indices I ={n >1: A, # 0} € finito, com |I| < 6. Assim,

Udn=UAn e |U A =2 14l

n>1 nel nel nel
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pois 0s A, sdo disjuntos. Assim, calculando a probabilidade da unido, obtemos
1

PlU A =21U A,
n>1 6

nel
Tendo mostrado a validade dos axiomas, podemos calcular a probabilidade de eventos

1
6

>4 = 3 = 5 P,

nel nel n>1

especificos. Por exemplo:

1. Ay ={2,4,6}. Esse conjunto seria sinénimo de calcular a probabilidade de a face
ser par. Vale ressaltar que deve-se parar de contar no 6, pois €2 € o espago amostral
e seus valores variam apenas de 1 a 6. Perceba também que A; € F, logo podemos

calcular sua probabilidade. Dat, obtemos que P(A;) = =73

2. Ay = {3,5}. Pode-se dizer que esse conjunto é formado pelos impares maiores do
2 1
que 2 e sua probabilidade serd P(As) = 6= 73
3. Vale ressaltar que, no caso de Ay e Ay, o arioma A3 é vdlido, jd que Ay N Ay = ().
1 1 5
Assim, P(A; U Ay) = 3 + 37§ que equivaleria a probabilidade da face ser par ou
um valor impar maior do que 2.

Neste momento, uma pergunta pertinente que o leitor pode se fazer é: qual a razao
da construcao de uma o-dlgebra para a definicao formal de probabilidade? Se pensarmos
um pouco, de fato, ela ndo é necessaria para casos em que o {2 seja finito ou enumeravel.
Isso se deve ao fato de que o conjunto das partes de €2 é uma o-algebra (JAMES, 2010). Os
casos em que é de fato relevante a construcao de uma o-algebra é quando temos conjuntos
nao enumeraveis, como a reta real, o plano ou o espaco, que fardo parte do que chamamos
de probabilidade geométrica. Por isso, a justificativa da construcao da o-dlgebra se dara
na secao 4.1. Ademais, apresentaremos agora algumas propriedades da probabilidade que
servirao para qualquer espago de probabilidade, seja com conjuntos discretos ou continuos.

Segue:

Proposigao 3.3.3. Dado o espago de probabilidade (2, F,P), considere que os conjuntos

mencionados abairzo sdo eventos desse espaco de probabilidade. Temos:

P1. P(A) = 1— P(A°).

Demonstragdo: Pelo axioma 3 e 1, temos que
P(Q)=P(AUA®) = P(A) + P(A°) = 1.
Logo P(A) =1 — P(A°). Um detalhe interessante é que
PQ)=1-P(Q°)=1-P(0)

P(0) = 0.
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P2.

P3.

PJ.

Sendo A e B dois eventos quaisquer, vale P(B) = P(BNA) + P(B N A°).

Demonstracdo: Para dois eventos quaisquer A e B, sempre € possivel reescrever B
como a unido disjunta B = (BN A)U (BN A), como mostrado na figura 1. Supondo
que essa unido nao fosse disjunta, se w € A, teriamos w € B e consequentemente
w € A°, ja que existiria pelo menos um elemento w € BN A ew € BN A,
que € um absurdo, jd que um elemento nao pode pertencer simultaneamente a um

conjunto e ao seu complementar. Assim, teremos, pelo axioma A3, que P(B) =
P(BNA)+ P(Bn A°). O

Figura 1 — Unido disjunta B = (BN A) U (BN A°).

A B

Q
Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Se A C B, entio P(A) < P(B).

Demonstragdao: Pela propriedade anterior, temos B = (BN A) U (BN A°) =
AU (BN A°. Essa dltima sendo disjunta. Pelo axioma A3, temos que P(B) =
P(A) 4+ P(B N A°). Como pelo A2 toda probabilidade deve ser ndo negativa, temos,
portanto, P(B) > P(A) ou P(A) < P(B). O

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Demonstragdo: Utilizaremos o fato de que AU B = BN (AN B°) é uma unido

disjunta. Pela P2, sabemos que
P(A)=P(ANB)+ P(ANB°) e P(B)=P(BNA)+ P(BN A°
Organizando a equacao, obtemos
P(A)+ P(B)— P(ANB)=P(ANB)+ P(ANB°) + P(BnN A°)
Pela P2, sabemos que P(AN B)+ P(BN A°) = P(B). Substituindo, obtemos
P(A)+ P(B)— P(ANB)=P(B)+ P(An B

Perceba que AU B pode ser reescrita como a unido disjunta B U (AN B¢), como
¢ observdvel na figura 2. Assim, do A3, temos P(AU B) = P(B) + P(AN B°).

Substituindo, obteremos, portanto,

P(A) + P(B) — P(AN B) = P(AU B)
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P5.

Po.

Figura 2 — A — B = AN B¢ considerando o espago amostral §2.

A B

Q

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Um detalhe importante é que, se AN B =), teremos P(AU B) = P(A)+ P(B). O

Para quaisquer eventos A;, temos

Demonstracao: Perceba que podemos reescrever a soma U A; como uma unido
Jj=1
disjunta da sequinte forma:

U A=A U(ASNA) U (ASNASN Az U- -

Jj=1

Dai, pelo A3, temos

P (U Aj) =P(A)+PATNAy) + P(ATNASNAg) + - -
j=1

Perceba que AN ASNASN---NA, CA,, para todo n. Assim, pela P3, obtemos

P (U Aj) = P(A)) + P(AS N Ag) + P(AN A5 N Ag) +--- < 3 P(A)).
j=1 J=1
O

Se A, T A, entao P(A,) T P(A). De forma similar, se A, | A, entdo P(A,) | P(A).

Demonstracao: Mostraremos separadamente os casos crescente e decrescente.

(i) Caso crescente. Seja (A,)n>1 uma sequéncia de eventos tal que

A CACAC-- e A= (] A
n=1
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Defina os conjuntos
D1 = Al, Dn = An \ An,1 (n 2 2)
Pela construgdo, os conjuntos Dy sdo dois a dois disjuntos e satisfazem

k=1 k=1

Pela aditividade finita da probabilidade (P4), obtemos
P(A,) =Y P(Dy), m > 1.
k=1

Logo, a sequéncia (P(A,,)) € mondtona crescente e limitada superiormente por

P(Q) =1, sendo, portanto, convergente. Denotemos

L= lim P(A,) = ];P(Dk).
Como A, C A para todo m, pela monotonicidade da probabilidade (P3), tem-se
P(A,,) < P(A) para todo m,
o que implica L < P(A).
Por outro lado, pela subaditividade enumerdvel (P5),
HM:POJM)SZP@Q:L
k=1 k=1

Assim, P(A) = L, isto é,

lim P(A,,) = P(A).

m—r0o0

(ii) Caso decrescente. Seja (B,),>1 uma sequéncia de eventos tal que
BiOB, 2By 2 ¢ B=()B.
n=1
Considere os complementares Bf. Entao
BECBSC... e B°= DBg.
n=1

Logo, a sequéncia (BS) é crescente. Pelo item (1),

lim P(B¢) = P(B°).

n—o0

Utilizando a propriedade do complementar (P1) e passando ao limite, obtemos

lim P(B,) = lim (1— P(Bg)) = 1— P(B°) = P(B).

n—oo

Isso conclui a prova. 0]
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3.4 Probabilidade Condicional

Na teoria das probabilidades, frequentemente lidamos com situagoes em que a
informacao disponivel restringe o universo de resultados possiveis. Por exemplo, ao saber
que um aluno pertence ao Clube Olimpico de Matematica da escola, a chance de ele ser
medalhista ndo é mais avaliada sobre todo o conjunto de estudantes, mas apenas sobre o
subconjunto dos que pertencem ao clube. Esse tipo de raciocinio exige uma reformulacao

da medida de probabilidade, levando ao conceito de probabilidade condicional.

Para ilustrar essa ideia, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.1. Em wuma escola estadual com 200 estudantes, 10 foram premiados
com medalhas na Olimpiada Mandacaru de Matemdtica. Dentre esses 10 medalhistas, 8
pertencem ao Clube Olimpico de Matemadtica da escola, que é composto exatamente por 10

estudantes.

1. Ao escolher um estudante aleatoriamente na escola, qual € a probabilidade de ele ser

medalhista?

2. Ao escolher um estudante sabendo que ele pertence ao Clube Olimpico de Matemdtica,

qual € a probabilidade de ele ter sido medalhista na Olimpiada Mandacaru?
Solucdo:

1. Como hd 10 medalhistas em um total de 200 estudantes, a probabilidade de que um
estudante escolhido ao acaso na escola seja medalhista é

10 1

P(medalhista) = 200 = 20°

2. Agora, ao sabermos que o estudante escolhido pertence ao Clube Olimpico de Ma-
temdtica, o universo de referéncia deixa de ser o conjunto de todos os estudantes
da escola e passa a ser o conjunto dos 10 membros do clube. Dentre eles, 8 foram
medalhistas. Assim, a probabilidade procurada é

P(medalhista | clube) = 180 =

4
£

Esse exemplo evidencia que a probabilidade de um mesmo evento pode variar
significativamente quando informacgoes adicionais sao incorporadas ao modelo probabilistico.
Em particular, ao restringirmos o espago amostral a um subconjunto relevante, torna-se
necessario redefinir a forma como a probabilidade é calculada. Esse procedimento conduz

naturalmente ao conceito de probabilidade condicional.

Formalmente, considere um espago de probabilidade (2, F, P). Agora, suponha

que B € F seja um evento com P(B) > 0. Queremos medir a probabilidade de outro
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evento A € F, sabendo que B ocorreu. Intuitivamente, restringimos o espaco amostral

apenas a B, tornando-o o novo “universo” de referéncia. Dai, surge a:

Definigao 3.4.2. Considere os eventos A e B em (2, F,P). Sendo P(B) > 0, a probabi-
lidade condicional de A, dado que ocorreu B, € dada por

P(ANB)

Caso P(B) =0, definimos P(A|B) = P(A).

Segundo Magalhaes (2024), no caso P(B) = 0, alguns autores preferem igualar a

probabilidade condicional a zero ou consideréa-la indefinida.
Proposicao 3.4.3. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e Ay, As, ..., A, € F

n
eventos tais que P ﬂ A; | > 0. Entao, vale a Regra do Produto:
j=1

P(AiNA3N---NA,) = P(Ay)-P(Ay | A1)-P(As | AiNAy)--- P(A, | AiNAsN---NA,_4).

Essa igualdade expressa a decomposicao da probabilidade conjunta em termos de probabili-
dades condicionais sucessivas.
Demonstracao: Utilizaremos inducao em n. Observemos, primeiramente, o caso n = 2.

Pela definicao de probabilidade condicional,
P(A; N Ay)

P(A; N Ay) = P(Ay) TPA) P(A1) P(Az | Ay),

jd que P (ﬂ Aj) > 0= P(A4;) > 0.

j=1

Assuma agora que tal proposicio € valida para n — 1 eventos, isto €,

n—1 n—1
P(ﬂl Ai> — P(A) kH P(Ac| AN N A).
1= =2

Considere n eventos. Pelo caso n = 2 aplicado aos eventos ;= A; e A,,
n n—1 n—1
i=1 i=1 i=1
Substituindo a hipdtese de inducao obtemos
n n—1 n—1
P(ﬂ Al-> — P(A) [] P(Au | A0 Ay - P(An N AZ->,
i=1 k=2 i=1

que € exatamente a formula desejada para n eventos. Isso completa a prova por inducao.

O
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Exemplo 3.4.4. Numa lagoa de um pesque e pague ha 6 tildpias, 3 bagres, 10 tambacus e 4
carpas, totalizando 23 peizes. Um pescador captura aleatoriamente 4 peixes sem reposicao,
todas as extracoes sendo equiprovaveis. Qual a probabilidade de que os quatro peixes

capturados sejam tilapias?

Solugao. Considere que cada A; corresponde ao evento "o i-ésimo peixe capturado é uma

tildpia", para i =1,2,3,4, e tome como A o evento "pescar quatro tildpias'. Entdo temos

P(A) = P(A;) P(As | A) P(As | Ar N As) P(As | Ar N Ay N A3)

6 5 4 3 3

PA) = > . 2.2 2 _°
(4) 23 22 21 20 1771

Alternativamente, usando a abordagem combinatoria (contagem de casos favordveis

sobre casos possiveis), obtemos a mesma resposta:

@) 15 _ 3
P(4) = *) T 8855 177l

A inspiragao para esse problema veio pela leitura de James (2010).

Teorema 3.4.5. Seja (By, Bo, ..., B,) uma particio de Q, isto €, eventos em F tais que
BiNB;=0parai#j e |JB =9,
i=1

com P(B;) > 0 para todo i. Entao, para qualquer evento A € F, vale a Lei da Probabilidade
Total: .
P(A) = ZP(A | Bi) P(B;).

i=1
FEssa lei permite calcular P(A) somando as probabilidades condicionais de A em cada

subconjunto B; ponderadas pelas probabilidades de cada B;.

Demonstragdo: Como {B;}", é uma particao de 2, temos a decomposi¢cao
A=ANQ=AnN (O Bi> ~Uinsy,
i=1 i=1
onde os conjuntos AN B; e AN B;j sdo disjuntos se i # j. Pelo A3, seque
P(A)=P (O(A N BZ)> = zn: P(ANBy).
i=1 i=1

Para cada i com P(B;) > 0 aplica-se a defini¢io de probabilidade condicional:
P(ANB;) = P(B;) P(A| B;).
Substituindo na soma obtemos a identidade desejada:

P(A) - épw» P(A| B,
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Observagao 3.4.6. Se algum P(B;) =0, entio P(AN B;) =0 e o termo correspondente
na soma € zero; por isso a formula continua vdlida interpretando-se P(B;)P(A | B;)) =0

quando P(B;) = 0.

Exemplo 3.4.7. Durante um jogo de tabuleiro, um personagem estd amaldi¢oado e para
quebrar a maldi¢do a prozima rolagem de dado feita deve resultar em um nimero menor
ou igual a 3. Tal jogo utiliza dados justos de 6, 8, 10 e 20 lados, que possuem diferentes

chances de serem os proximos rolados:

tipo do dado ‘ Dy Dy D3 Dy,
numero de faces d 6 & 10 20
probabilidade de rolagem P(B;) | 1« 3+ 3+ 3

Qual a probabilidade de que, apos a rolagem, o personagem quebre a maldicdo?

Solugao. Seja B;, com i =1,2,3,4, o evento “foi escolhido o dado D;” e A o evento “a

rolagem resulta em um valor < 37

Pela Lei da Probabilidade Total, usando a partigio { By, Bo, Bs, By}, temos

4

P(A) :ZP(Bi)P<A | B;).

i=1
Para um dado com d faces (e d > 3), a probabilidade condicional de se obter um nimero

3
menor ou iqual a 3 é P(A | B;) = 7 Logo

3 1
PA|B) =% =5,

3
P(A|BQ) o)

8

3
AlB —
P(A|By) = <,

3
P(A|B —
P(A| By) = o

Substituindo na soma ponderada,

11 13 1 3 1 3
PA) = — . —4+-.24-. 2 4 -2
(4) 10 2+5 8+5 10 2 20

1,3 3.3

20 40 50 40

21
© 200 50

Teorema 3.4.8. Nas mesmas condicoes da Lei da Probabilidade Total, a Regra de Bayes
permite inverter a condi¢io de um evento. Para A, B; € F, com P(B;) >0 e P(A) > 0,

vale:
P(A| B;) P(By)

n

P(B; | A) = -
> P(A| B;) P(B;)
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Demonstragdo: Pela definicao de probabilidade condicional,
P(B;NA) P(ANB))
P(A) P(By)
Da sequnda igualdade obtemos P(AN B;) = P(A | B;) P(B;). Substituindo na férmula de
P(B; | A) seque

P(B; | A) = P(A| B;) =

P(A| B) P(B;)
P(A)
Aplicando a Lei da Probabilidade Total ao denominador P(A) (usando a particio {B;}%_,)

P(B; | A) =

obtemos . .
=Y P(ANB;)=>_P(A|B)) P(By).
j=1 j=1
Substituindo essa expressao em P(B; | A) resulta exatamente na formula reivindicada:

P(A| B;) P(Bi)

P(B; | A) =

n

S°P(A| B;) P(B)
7j=1

Isto conclui a prova.

O

Exemplo 3.4.9. Num pantano existem trés bruzras que preparam pogoes por encomenda.
Quando uma encomenda € feita, a probabilidade é de % de que ela seja preparada pela

bruxa B, de G pela bruza By e de + = pela bruza Bs.

Um barao com problemas conjugais encomendou uma pog¢ao com o objetivo de
reacender a pairao entre ele e sua esposa; porém, hd o risco indesejado de que a po¢cao
fagca com que o casal nunca mais possa ficar junto. Seja A o evento “o casal é separado”,

e sejam as probabilidades condicionais desse efeito
PA|B) =45  PA|B)=1 PA[B)=:

Apés a confeccio e utilizacao da pogdo, o casal de fato foi separado. Sabendo que o evento
A ocorreu, o Bardo prendeu a bruxa cuja probabilidade de ter feito a pogdo defeituosa era
maior. Qual bruxa foi presa pelo barao?
Solugdo. Pela Lei da Probabilidade Total, temos:
P(A) = P(B1)P(A | By) + P(B2) P(A | By) + P(B3)P(A | Bs)
13 n 3 3 n 1 2
220 10 10 5 5
3 9 2 15 18 16 49

=10 100 T 25 200 T 200 T 200 ~ 200°

3
Como, P(A) =Y P(A| B;) P(B;), aplicando a Regra de Bayes para i = 1,2,3,
i=1
temos:
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P(A|B)P(B1) -3  3/40 3-200 15

P(B, | A) = = — — _
(Br ] 4) P(A) B 49/200  40-49 49
P(B. | A _ P(A|B)P(By) 1535 9/100  9-200 18
(B2 [ A) = =@ = = = 10
P(A) a9 49/200  100-49 49
P(B. | A _ P(A|By)P(Bs) 2-5 2/25 2-200 16
(Bs | A) = =g = = =19
P(A) o 49/200  25-49 49

Tais resultados sdo interpretados da sequinte forma: se a encomenda tivesse sido
repetida de maneira independente um numero muito grande de vezes, entdo a brura Bs

seria responsdvel por aproximadamente % das pogoes defeituosas.

Assim, as probabilidades B; podem ser chamadas de probabilidades “anteriores” (ou
“a priori”), enquanto as P(B; | A) podem ser chamadas de probabilidades “posteriores” (ou
“a posteriori”). Como P(By | A) € a maior das trés probabilidades posteriores, o Bardo

prendeu a bruza Bs.

Uma andalise superficial desse problema indicaria erroneamente que By seria a bruza
presa pois, embora By tivesse a maior probabilidade a priori, a combinacao da probabilidade
a priori de By com seu risco condicional faz com que By seja a candidata mais provdvel

apos observar A.

Definicao 3.4.10. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Dois eventos A, B € F sdo
ditos independentes se a ocorréncia de um ndo influencia a probabilidade de ocorréncia do

outro, isto €, se vale:
P(ANnB) = P(A)- P(B).

De forma equivalente, sempre que P(B) > 0, a condi¢io acima implica:

Pl B) = T — P,
e, simetricamente, se P(A) > 0,
P(B | A) = P(]f(jl)B) ~ P(B).

Defini¢ao 3.4.11. Os eventos Ay, --- , A, em (0, F, P) sao independentes se, para toda

colecao de indices 1 < i1 <119 < --- < <n e2<k<n, tivermos

P(A; N A, NN Ay) = P(Ay) - P(Ay) -+ - P(Ayy).

Exemplo 3.4.12. Considere o espaco de probabilidade obtido ao lancar, uma de cada vez,
duas moedas justas e independentes. Seja C' a representacdo da face “cara” para cima, e

K a representagio de “coroa” para cima. Dai, temos

Q= {CC,CK,KC KK},
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com cada resultado elementar equiprovdvel.
Definimos os eventos
Ay = {primeira moeda mostra C} = {CC,CK},

Ay = {segunda moeda mostra C} = {CC, KC},
Az = {as duas moedas dao o mesmo resultado} = {CC, KK}.

Observe que: )
1
P(Al):P(Aﬁ:P(As):z:Q

Agora, calculemos as intersegoes de pares:

AlﬂAQZ{OO}, P(AlﬂAg) = i :P(Al)P(A2)7
AiNA; ={CC}, P(A;NAs)=1=P(A)P(4;),
AyN A3 ={CC}, P(AyNA;3) = i = P(A2)P(As3)

Portanto os trés eventos sao par-a-par independentes.

Entretanto, a intersecao dos trés eventos é
AiNAyNA;={CC}, P(AiNAyNA;) = i.
Se os eventos fossem independentes em conjunto deveriamos ter

P(Al N AQ N Ag) - P(Al)P(AQ)P(A3) = — = = = -,
2 2 2 8
0 que nao ocorre ( i =+ % ). Assim, embora sejam independentes par-a-par, as varidveis nao

sao independentes em conjunto.
Lema 3.4.13. Seja (Ap)nen uma sequéncia de eventos em (2, F,P) com p, = P(A,)

para todo n > 1. Temos:

1. Se > p, < o0, entdo P(limsup A,) = 0. (Primeiro Lema de Borel-Cantelli)

n=1

2. Se os eventos (A,) sdo independentes e Y p, = oo, entdo P(limsup 4,) = 1.
n=1

(Sequndo Lema de Borel-Cantelli)

Demonstracao: Recorde que

limsup A, = () U An, (limsup A,)° = [ J ) A
n—oo k=1n>k " k=1n>k

(i) Se X pn < 00. Defina By = U,>i, An. Entdo (By) € decrescente e

limsup A, = ﬂ B;.
k



Capitulo 3. Probabilidade Cldssica 44

Pela continuidade de cima,
P(limsup A,) = lim P(By).
k—o0

Pela o-subaditividade,

n>k

Como Y- p, converge, temos

lim an—()

k—>oo

logo P(limsup A,,) = 0.

(ii) Se > p, = o0 e (A,) independentes. Defina

— N A

n>k
Entao (Cy) € crescente e
(limsup A,)° = | J Cy.
k
Para m >k, defina

m

= Ac.
n=~k

Pela independéncia,
m

P(Ck,m) = H(l _pn)'

n=~k

Passando ao limite,
P(Cy) = lim (1~ py).
n=~k

Comol—x<e®,

P(Ck,m> S e_ Z:?:kpn'

Logo,
(Ck < €xp < Z pn)
Como an converge, seque que hm an = 0.
n=1
portanto
lim P(Cy) =
k—oo

Pela continuidade de baixo,
P((limsup A,)°) = klim P(Cy) =0.
—00

Logo P(limsup A,,) = 1. O
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Observagao 3.4.14. A independéncia € essencial no item (ii): sem ela a conclusao pode
falhar (por exemplo, se todos os A, coincidirem com um mesmo evento A de probabilidade

0<p<1, entio >, p, = +00 mas limsup, A, = A tem probabilidade p # 1).

Exemplo 3.4.15. Considere, a cada dia n > 1, que um carteiro embaralha aleatoriamente
um baralho padrdao de 52 cartas e coloca o baralho na sua mesa. Assuma que, em dias
distintos, os embaralhamentos sdo independentes entre si e que cada permutacao do baralho

¢ igualmente provavel.

Fize uma carta especifica, por exemplo o As de Espadas, e defina o evento
A, = {no dian o As de Espadas estd na primeira posigio (topo) do baralho}.
Como cada permutacao € equiprovdvel, temos a probabilidade constante

1
pn =P(A,) = w5 bare todo n.

Aplicando o Lema de Borel-Cantelli (parte (ii)), temos que

1

an = Z 5 = +00,

e, pelo fato de os eventos A, serem mutuamente independentes (cada embaralhamento
independe dos demais), seque que
]P’(lim sup An) =1
n—0o0

Em palavras: com probabilidade 1 o As de Espadas aparecerd na posicio de topo infinitas

vezes ao longo dos infinitos dias.

Ao longo desta secao, foram apresentados os fundamentos da probabilidade em seu
contexto classico, com énfase em espagos amostrais finitos ou enumeraveis, nos quais a
atribuigdo de probabilidades se d4 por meio da contagem e da razao entre casos favordveis
e possiveis. Ainda que essa abordagem seja suficiente para uma ampla classe de problemas,
ela se mostra limitada quando o espaco amostral deixa de ser discreto. A partir deste ponto
do trabalho em questao, interrompe-se a analise de modelos baseados exclusivamente na
contagem e passa-se a investigacao de situagoes em que o espago de resultados é continuo,
exigindo novas ferramentas conceituais. Nesse contexto, o método de Monte Carlo surge
como ponte intuitiva entre a interpretagao frequencial (que foge do escopo do trabalho,
por isso serd citada brevemente a seguir) e os modelos continuos, preparando o terreno

para a formalizagdo via teoria da medida desse tltimo modelo.
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3.5 0O Método de Monte Carlo

Durante a Segunda Guerra Mundial, fisicos e matematicos buscavam compreender
o comportamento dos néutrons dentro dos reatores nucleares. Realizar experimentos reais
era inviavel, tanto pelo alto custo quanto pelo risco envolvido, o que motivou a criagao de
modelos matematicos de simulagao estocastica que reproduzissem de forma aproximada o
fendmeno observado. Essas simulagoes, baseadas em procedimentos aleatérios e repetitivos,
receberam o nome de Método de Monte Carlo, em referéncia a cidade europeia famosa
por seus cassinos, devido a analogia com jogos de azar (gambling games). O termo
passou, entao, a designar uma classe de métodos numéricos e probabilisticos que utilizam
experimentos aleatérios (reais ou simulados) para estimar valores ou resolver problemas
complexos, sobretudo aqueles que envolvem integracao, otimizacao ou distribuicao de
probabilidades em espacos continuos. Em linhas gerais, o método consiste em realizar
um grande numero de repeticoes de um experimento aleatério e utilizar a frequéncia
relativa observada para aproximar probabilidades teéricas ou valores esperados. Essa
abordagem ¢ particularmente util quando a anélise matematica direta é impraticavel, e as
simulagoes computacionais se tornam uma alternativa viavel (JOHNSON, 1995). Embora
o foco deste trabalho nao esteja na aplicagdo computacional ou estatistica do método de
Monte Carlo, é relevante menciona-lo, pois o termo surge ocasionalmente em contextos de
probabilidade geométrica e em discussoes sobre estimativas probabilisticas obtidas por
simulagdo. Assim, a presente mencao visa apenas situar o leitor quanto ao significado
e a origem desse conceito, sem adentrar nas técnicas especificas de sua implementacao.
Caso haja interesse se aprofundar em probabilidade geométrica por meio de simulagoes,
consulte Aratjo (2017).
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4 Probabilidade Geométrica e Teoria da Me-
dida

4.1 Probabilidade Geométrica e suas Modelagens Intuitivas

Primeiramente, vamos analisar trés experimentos aleatorios e, utilizando um pouco
de senso comum e logica, calcular as probabilidades de cada evento. Sera apresentada a

definicdo intuitiva do que seria a probabilidade geométrica em R, R? e R3.

Definigao 4.1.1. Quando o espa¢o amostral Q0 é um intervalo [a,b] € R, com a < b, a
probabilidade geométrica mede a razao entre o comprimento da parte favordvel (evento) e o
comprimento total. Em outras palavras, se um ponto é escolhido ao acaso em um intervalo

Q = [a,b], e 0 evento A corresponde a um subintervalo de |a,b], entdo:

comprimento de A

P(A) = :
(4) comprimento de )

Exemplo 4.1.2. FEscolhe-se, ao acaso, um ponto no intervalo [0,10]. Qual a probabilidade

desse ponto pertencer a A =1[0,11? Ea B=[3,5|]? Ea AUB?

Solugdo: Seja Q2 = [0,10] o espago amostral, com comprimento |Q| = 10. Na figura 3, estd

representado o espago amostral e os dois eventos (destacados em vermelho). Primeiramente,

Figura 3 — Ilustracao do problema. Eventos destacado em vermelho.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

| | | | | | | | | | |
I 1 I I T T I I I I I

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Y

calcularemos a probabilidade de pertencer a A = [0,1]. Como o comprimento desse intervalo
7/ A
€ |A| =1, teremos P(A) = ﬁ =5 =0,1.

A probabilidade de pertencer ao intervalo B = [3,5] serd: Comprimento do intervalo

|B| =2, logo P(B) = 1ol = & =0,2.
Por fim, calcularemos a probabilidade de pertencer a AU B = [0,1] U [3,5]. Como
AN B =10, temos pela propriedade 3.5.3 que

1 2 3

Portanto,

P(A)=01 P(B)=02 P(AUB)=03
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Definicao 4.1.3. No plano, a probabilidade geométrica € a razao entre a drea da regido
favoravel e a drea da regiao total. Se um ponto é escolhido ao acaso em uma regido €2 do
plano, e A C Q, entdo: )
P(A) = Cfrea de A.
darea de )
Exemplo 4.1.4. Considere Q como um quadrado de lado 2, e A o circulo de raio 1 inscrito
nesse quadrado. Qual a probabilidade de se escolher um ponto aleatoriamente no quadrado
de modo que ele também pertenca ao circulo?

Solucgdo:

Figura 4 — Quadrado com um circulo inscrito, com coloragao destacando o evento.

Q

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Seja Q o quadrado de lado 2 e A o circulo de raio 1 inscrito em ), como mostra a

figura 4. A probabilidade geométrica é dada por

drea(A)
P(A) = .
(4) drea(2)
A drea do quadrado €
Q] =22 = 4.
A drea do circulo inscrito é
Al =7-12=m.
Portanto,
Al _
P(A) = — =—.
T
P(A) = —.
(=1
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Definicao 4.1.5. No espaco tridimensional, a probabilidade geométrica é a razdo entre o
volume da parte favoravel e o volume total. Ou seja, se um ponto € escolhido ao acaso em
uma regido espacial 2 e A C Q € uma sub-regido, entao:

P(A) = volume de A.
volume de €2
Exemplo 4.1.6. Considere 2 como um cubo de aresta 1, e A a esfera inscrita nesse
cubo (raio r = %) Ao se escolher um ponto aleatoriamente pertencente ao cubo, qual a
probabilidade dele pertencer a esfera?

Solugdo: Seja 2 o cubo de aresta 1, e A a esfera inscrita de raio r = %, como ilustra a

volume(A) __ |£|
volume(2) |Q| ’

figura 5. A probabilidade geométrica é dada por P(A) =

Figura 5 — Esfera inscrita em um cubo, destacando-se o evento.

Q

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

O volume do cubo é
Q] =1° = 1.

O volume da esfera é

4 4 /1N 4 1 o«
Al =g =375 37876
Portanto,
Al § ow
pA) =26 T
(4) ol 1 6
v
P(A) =
(A)=T

Em James (2010), o autor explica, de forma sucinta, que nao é possivel definir P(A)

para todo subconjunto A C 2. Em outras palavras, existem conjuntos cujo comprimento



Capitulo 4. Probabilidade Geométrica e Teoria da Medida 50

(no sentido de Lebesgue), darea ou volume nao sao bem definidos. A demonstragao dessa
impossibilidade esta relacionada ao Azioma da Escolha, razao pela qual o autor estabelece
que as probabilidades serao calculadas apenas para comprimentos, areas e volumes que

possuam medida bem definida.

4.2 Medida - Espaco mensuravel

Ao falar sobre probabilidade, é comum pensar em espagos amostrais discretos, como
o lancamento de um dado ou de uma moeda, nos quais basta listar todos os resultados
possiveis e contar quantos satisfazem um determinado evento. Contudo, quando passamos
para situagoes continuas, como escolher um ponto ao acaso em um segmento, em um
quadrado ou em um cubo, surge uma questao mais sutil: como garantir que todos os

eventos possiveis tenham uma “area”, “comprimento” ou “volume” bem definidos?

Essa questao é o ponto de partida para o uso de o-algebras e, em especial, da
o-4lgebra de Borel. Em espacos continuos, nem todo subconjunto de R, R? ou R? tem
uma “medida” coerente. Existem conjuntos probleméticos, como o conjunto de Vitali 4.2.3,
que nao admitem uma definicdo consistente de medida. Assim, é necessario restringir os
conjuntos aqueles que sao “bem comportados”, isto é, que podem ser medidos de maneira
compativel com as propriedades desejadas que veremos a seguir. Esses conjuntos “bem
comportados” sao, justamente, os elementos da o-algebra de Borel, que posteriormente

serd estritamente ampliada na construgao da medida de Lebesgue.

Antes de iniciar esta se¢do, foram apresentadas algumas defini¢bes que serao
importantes ao longo do texto. Para preservar a fluidez da leitura, as demonstracoes
excessivamente longas foram deslocadas para o Anexo A e, ao longo do texto principal,

serao indicadas por um asterisco (*). Dito isso, segue o desenvolvimento da segao.

Definigao 4.2.1. O conjunto dos nimeros reais estendidos é definido por
R=RU{—00,+00} = [—00, +00].

A ordem usual de R é estendida a R impondo-se que, para todo = € R,

—o0 < x < 400.

Para os nossos objetivos, nesse trabalho, consideraremos principalmente o subcon-
junto de R dado por [0, +00], pois estaremos trabalhando com tamanhos nio negativos.
Enfatizamos que os simbolos —oo e +00 nao sdo numeros reais, trata-se de um simbolo
formal utilizado para descrever comportamento de nao limitagao, como em limites, ou

medidas infinitas.

Um espago mensurdvel é um par (2, F), onde 2 é um conjunto ndo-vazio e F é

uma o-algebra em (2.
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Definicao 4.2.2. (Medidas e espagos de medida). Seja (2, F) um dado espago mensurdvel.
Uma fungdo p: F — [0,400] € chamada medida em (2, F) se

1. pu(0) =0,

2. ,u(U An> = > u(A,) para toda sequéncia (A,), de conjuntos em F disjuntos.
n=1 n=1
Esta propriedade chama-se o-aditividade.

O trio (2, F, u) é chamado espago de medida. Dizemos que p é uma medida finita
se 11(€2) < oo. Dizemos que p é uma medida o-finita se existem conjuntos (A, ),en em F
tais que U,eny An = Q e u(A,) < oo para todo n.

Quando () = 1, a medida p é uma medida de probabilidade, como definida na

secao anterior.

Tabela 1 — Tabela-resumo sobre os conceitos que podem confundir em um primeiro mo-

mento.
Objeto Definicao Papel conceitual
Espago mensuréavel Par (Q,F) Diz quais A €  podem receber medida.
Medida Fungdo p : F — [0,+00] | Atribui um tamanho aos conjuntos mensuréveis.
Espago de medida Triplice (2, F, ) Estrutura completa para medir conjuntos.

Dado um intervalo I C R definimos ¢(I) como o seu comprimento, isto é, (1) = +0o0

se [ for ilimitado e ¢(I) = b — a se a,b € R, a for seu extremo inferior, b seu extremo
superior e a < b.

De acordo com Rolla e Lima (2025), o problema de medida na reta é encontrar
uma fungdo m a valores reais estendidos nao negativos, isto é, tomando valores em [0, +o0]

definida nos subconjuntos de R que satisfaca as seguintes propriedades:

1. se £, CR, n € N, é uma sequéncia de subconjuntos dois a dois disjuntos entao

n>1 n>1

(o-aditividade);
2. se I é um intervalo entao m(I) = ¢(1);

3. se E é um conjunto e € R entdo m(E + x) = m(E), sendo

E+z={y+z,yec L}
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Os conjuntos para os quais essa construcao é possivel sdo chamados conjuntos

mensuraveis a Lebesgue, e a funcao assim obtida recebe o nome de medida de Lebesgue!.

Um detalhe curioso é que, de acordo com Royden e Fitzpatrick (2010), nao hé
sequer uma funcao que satisfaga as condicoes 2 e 3 e que seja finitamente aditiva para
todos os subconjuntos dos reais. Por isso a motivacao por construir uma funcao sobre um

conjunto especifico que possua tais propriedades.

Segundo Fernandez (2002), esse problema é conhecido por alguns autores como
“problema dificil da medida” e ele ndo tem solucao, isto é, nao é possivel estabelecer uma
funcao que consiga “medir” todos os subconjuntos dos reais, seguindo as propriedades
naturais desejaveis citadas anteriormente. Esse fato é evidenciado pela construgao do

conjunto de Vitali, apresentada no Teorema 4.2.3.

4.2.1 O Teorema de Vitali e a impossibilidade de medir todos os conjuntos

Uma questao natural ao tentar generalizar a nogao de comprimento é saber se é
possivel atribuir medida a todos os subconjuntos da reta real, preservando propriedades
geométricas desejaveis, como a invariancia por translagoes e a aditividade enumeravel. O
Teorema de Vitali demonstra que nem todo subconjunto de R admite medida compativel
com invariancia por translacao e aditividade, reforcando a necessidade de restringir a
probabilidade geométrica a conjuntos mensuraveis, que serao definidos em breve. Dito

isso, segue:

Teorema 4.2.3 (Vitali*). Eziste um subconjunto V' C [0, 1] tal que ndo existe nenhuma

fungio m : P(R) — [0, +00] satisfazendo simultaneamente:

2. m € o-aditiva;
3. m(I) = (1) para todo intervalo I C R;

4. m(E 4+ x) = m(E) para todo E C R e todo x € R.

Em particular, o conjunto V ndao é mensurdvel no sentido de Lebesgue.

Observagao 4.2.4. O Teorema de Vitali mostra que ndo é possivel definir uma medida em
todos os subconjuntos de R que seja simultaneamente compativel com a nocao geométrica
de comprimento e invaridvel por translagoes. FEsse resultado justifica a necessidade de
restringir o dominio da medida a uma o-dlgebra apropriada. E é exatamente por isso

que nao podemos considerar P(S2) como a o-dlgebra (mesmo ela sendo uma o-dlgebra

1" Henri Lebesgue (1875-1941) foi um matematico francés que introduziu a medida e a integral que levam

seu nome, fundamentais para a anélise mateméatica moderna.
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propriamente dita e a maior possivel, inclusive), pois ela contém conjuntos aos quais nao

¢ possivel atribuir uma medida com tais propriedades.

4.2.2 Medida Exterior

Antes de introduzir formalmente o conceito de medida exterior, é importante
esclarecer sua motivagao. Em muitos contextos, especialmente em R”, deseja-se atribuir
um tamanho a subconjuntos arbitrarios, mesmo quando nao se sabe a priori se eles
pertencem a uma o-algebra adequada. A medida exterior surge como um primeiro passo
nesse processo: trata-se de uma funcao definida em todos os subconjuntos do espaco, que
fornece uma estimativa do tamanho de um conjunto por meio de aproximagcdes externas
(por isso 0 nome de “medida exterior” ou “outer measure”, em inglés). Somente em um
segundo momento serd possivel selecionar, a partir desse objeto, os conjuntos para os quais

essa estimativa é compativel com as propriedades de uma medida propriamente dita.

Definicao 4.2.5. Seja Q2 um conjunto. Uma funcao
p e P(Q) — [0, 4+00]

¢ chamada de medida exterior em ) se satisfaz as sequintes propriedades:

1. (@) = 0;

2. (Monotonicidade) Se A C B C , entdo
pi(A) < i (B);

3. (Subaditividade enumerdvel) Para toda familia enumerdvel (Ay)nen C P(Q2),
u*(u An) <3 (A
n=1 n=1

Diferentemente de uma medida, a medida exterior é definida sobre todo subconjunto
de €2, nao estando, em geral, associada a uma o-algebra, nem satisfazendo a propriedade
de aditividade. Seu papel fundamental consiste em servir como ponto de partida para a
selecao dos conjuntos que podem ser considerados mensuraveis, por meio do critério de

mensurabilidade de Carathéodory.

A introducao da medida exterior permite, assim, dissociar dois problemas concei-
tualmente distintos: o de atribuir um “tamanho” a subconjuntos de um espaco e o de
determinar quais desses subconjuntos devem ser admitidos como mensuraveis. A partir de
uma medida exterior, define-se uma classe especial de subconjuntos, chamados conjuntos
mensuraveis no sentido de Carathéodory, para os quais a restricio da medida exterior

passa a satisfazer as propriedades de uma medida propriamente dita.
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No contexto da probabilidade geométrica, a medida exterior é construida a partir de
coberturas por intervalos, no caso da reta real, ou por retangulos, em R". Essa construcao
conduz, via o Teorema de Carathéodory, a definicdo da medida de Lebesgue, que fornece
uma nocao rigorosa de comprimento, area e volume compativel com as propriedades
naturais desejadas. Observe que a definicio dada nao é, ainda, medida exterior de

Lebesgue, mas sim uma definicao geral.

4.2.3 Critério de mensurabilidade

De acordo com Royden e Fitzpatrick (2010), existem varias maneiras de definir o que
significa mensurabilidade de um conjunto. Para os nossos objetivos, seguimos uma abor-
dagem devida a Constantine Caratheodory?, conhecida como critério de mensurabilidade

de Carathéodory.

Definicao 4.2.6. Seja p* uma medida exterior em um conjunto 2. Um subconjunto

E C Q ¢é dito mensurdvel se, para todo conjunto A C €0, vale

pr(A) = pr (AN E) + pr (AN E°).

A condicao acima expressa que o conjunto E é compativel com o processo de
medicao induzido pela medida exterior. Mais precisamente, para todo conjunto A C 2, a
medida exterior de A pode ser decomposta exatamente nas partes contidas em E e em seu
complementar, sem perda ou excesso de medida. Dessa forma, conjuntos mensuraveis no
sentido de Carathéodory sdo aqueles que permitem decomposicoes aditivas consistentes da

medida exterior.

Observagao 4.2.7. Algumas literaturas, como (ROLLA; LIMA, 2025), dizem que a
condigcao supracitada é chamada de p*—mensurdavel. Por padronizacdo, continuaremos

chamando de “mensurdvel a Carathéodory’

Teorema 4.2.8 (Carathéodory™). Seja u* uma medida exterior em Q e denote por M a
colegcio de todos os subconjuntos de €} que sao mensuraveis no sentido de Carathéodory.
Entao:

1. M ¢é uma o-dlgebra;

2. a restri¢ao p = p*|pm € uma medida em (2, M).

O Teorema de Carathéodory fornece o mecanismo central para a construgao de

medidas. A ideia fundamental consiste em partir de uma medida exterior definida sobre

2 Constantin Carathéodory (1873-1950) foi um matematico que formulou o critério de mensurabilidade

que fundamenta a construcao rigorosa da medida de Lebesgue.
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a colecao de todas as partes de um conjunto €2, selecionar, por meio de um critério de
mensurabilidade, uma o-algebra natural de subconjuntos e, em seguida, restringir a medida
exterior a essa classe. Essa restricao satisfaz as propriedades exigidas de uma medida

propriamente dita, resultando, assim, em um espac¢o de medida bem definido.

No caso particular em que 2 = R", a medida exterior é construida a partir de
coberturas por retangulos. A aplicacao do critério de mensurabilidade de Carathéodory
conduz, entdo, a o-algebra dos conjuntos mensuraveis de Lebesgue e a correspondente
medida de Lebesgue, que fornece uma nocao rigorosa de comprimento, area e volume.

Essa construcao constitui a base tedrica da probabilidade geométrica.

Observacao 4.2.9. O critério de Carathéodory ndo impoe previamente uma o-dlgebra;
ao contrario, a o-dlgebra surge naturalmente como consequéncia da compatibilidade dos
conjuntos com a medida exterior. Esse fato reforca o cardter estrutural, e ndo arbitrdrio,
da escolha do dominio da medida. Como mostrado anteriormente, a propriedade de
o-aditividade aplica-se apenas a unioes enumerdveis. O exemplo a sequir destaca as

consequéncias dessa restri¢do:

Exemplo 4.2.10. Um cubo de volume V # 0 pode ser particionado em um niumero finito
ou enumerdvel de cubos menores e mensurdveis, de modo que o volume total seja dado

pela soma dos volumes das partes.

No entanto, o cubo também pode ser escrito como a uniao de todos os seus pontos,

cada um deles de volume zero, o que levaria a conclusao equivocada de que V = 0.
Ambas as situacoes sio demonstradas na figura 6.

Por que nao € legitimo tentar calcular o volume do cubo como a soma dos volumes

de seus pontos?

Figura 6 — Cubo sendo decomposto em varios outros cubos e depois em infinitos (nao
enumeraveis) pontos.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).
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Solucgao: O problema do raciocinio estd na aplicagdo indevida da propriedade de aditividade
da medida. Quando um cubo é particionado em um niumero finito ou enumerdvel de cubos

menores mensurdveis, a medida satisfaz a propriedade de o-aditividade, isto €,
u(Un) =S ucn

o que permite recuperar corretamente o volume total como soma (ou limite de somas) dos

volumes das partes.

Por outro lado, ao escrever o cubo como a unido de todos os seus pontos,

=,

zeC

temos uma decomposicio em conjuntos de medida nula, mas cuja unido é nao enumeravel.
A propriedade de o-aditividade ndo se aplica a unioes nao enumerdveis, de modo que a

eTpressao

u(C) = p({z})

zeC
nao € vdlida, pois a propriedade de o-aditividade aplica-se apenas a unioes enumerdveis, e

nao a unioes nao enumerdvels.

Assim, ndo hd contradicao: o volume de um conjunto nao é obtido como soma
dos volumes de seus pontos, mas como um limite de volumes de decomposicoes finitas ou

enumeraveis por conjuntos mensurdveis.

4.2.4 Teorema da Extensdo de Carathéodory

Em muitas situagoes, uma fun¢ao de medida é inicialmente definida apenas sobre
uma classe restrita de conjuntos simples, como intervalos ou retangulos. O Teorema da
Extensao de Carathéodory garante que, sob hipoteses adequadas, essa definicao pode ser

estendida de maneira tnica a uma medida definida em uma o-algebra maior.

Teorema 4.2.11 (Extensao de Carathéodory*). Seja A uma dlgebra de subconjuntos
de um conjunto 2 e seja py = A — [0,+00] uma pré-medida, isto é, uma fungdo tal
que 1o(0) = 0 e que € o-aditiva, no sequinte sentido: se (Ag)g>1 C A € uma familia de

conjuntos dois a dois disjuntos tal que
U Ar € A,
k=1

entao

*

Entao existe uma medida exterior u* em § tal que:
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1. todo conjunto de A € mensurdvel no sentido de Carathéodory;

2. a restricao de p* a o-dlgebra M dos conjuntos mensurdveis é uma medida p que

estende fug.

Além disso, se ug € o-finita, essa extensao € unica.

Observacao 4.2.12. No caso de R", toma-se como dlgebra inicial a cole¢io dos retangulos,
com a pré-medida definida pelo produto dos comprimentos dos lados. O Teorema da
Extensao de Carathéodory garante que essa pré-medida se estende de forma consistente a

medida de Lebesgue, definida sobre a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis.

Os resultados apresentados nesta secao completam o esquema abstrato de constru-
¢ao de medidas: parte-se de uma pré-medida simples, constréi-se uma medida exterior,
seleciona-se uma o-algebra natural de conjuntos mensuraveis e obtém-se, por restri¢ao,
uma medida propriamente dita. Esse esquema serd aplicado diretamente na definicdo da

probabilidade geométrica e nas demonstragoes das proposicoes da proxima secao.

4.3 Retangulos em Rn

Os fundamentos para criar essa segdo vieram de Royden e Fitzpatrick (2010),
Folland (1999) e Marginean (2015). Como o objetivo é definir a probabilidade geométrica
na reta, no plano e no espaco, as demonstragoes serao desenvolvidas diretamente em R™.
Assim, os casos particulares correspondentes a R, R? e R? decorrem naturalmente das

proposicoes gerais apresentadas a seguir.

Definicao 4.3.1. Em R", chama-se reta@ngulo qualquer conjunto da forma

R = H[ai,bl-), com a; < b;.

=1

No caso n =1, tais conjuntos correspondem a intervalos semiabertos da reta real.

Os retangulos constituem uma classe simples de subconjuntos de R", estavel
por intersec¢oes finitas e adequada para gerar a o-algebra de Borel. Eles servirao como
blocos fundamentais para a construgao da medida de Lebesgue. A escolha de retangulos
semiabertos garante decomposicoes sem ambiguidades de fronteira e assegura a aditividade
da pré-medida, evitando sobreposicoes artificiais nos extremos. Segue um exemplo dessa

afirmacao:
Exemplo 4.3.2. Em R3, considere o retingulo semiaberto

R=10,2) x[0,1) x [0,1).
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Esse conjunto pode ser decomposto como a uniao de dois retangulos semiabertos disjuntos,
R=10,1)x[0,1) x [0.1) U [1,2) x [0,1) x [0, 1),

cuja uniao coincide exatamente com R.

Se fossem utilizados intervalos fechados, teriamos
[0,2] x [0,1] x [0,1] =[0,1] x [0,1] x [0,1] U [1,2] x [0,1] x [0, 1],

mas 0s conjuntos do lado direito nao seriam disjuntos, pois compartilham a face {1} x
[0,1] x [0,1], que seria contada duas vezes. Assim, a escolha de intervalos semiabertos

evita a contagem dupla de fronteiras e garante a aditividade da pré-medida.

4.4 Pré-medida em retangulos

Definicao 4.4.1. Define-se a pré-medida geométrica em retangulos de R™ pela funcao
1o dada por
Ho <H[ai, bz)) = H(bz —a;).
i=1 i=1
Observagao 4.4.2. Embora ambos os lados da igualdade envolvam o simbolo [], o termo

[[la:,b;) denota um produto cartesiano de conjuntos, ao passo que [[(b; — a;) denota um
i=1 i=1
numero real, interpretado como o volume do retangulo.

No caso n = 1, uy coincide com o comprimento de intervalos; para n = 2, com a

area de retangulos; e para n = 3, com o volume de paralelepipedos.

441 Consisténcia da Pré-medida Geométrica

A funcao ug definida sobre a colecao dos retangulos de R™ possui a propriedade
fundamental de aditividade enumeravel quando uma decomposi¢ao de um retangulo em
retdngulos disjuntos é considerada. A demonstracao desse fato em sua forma mais geral
exige um formalismo técnico mais elaborado, envolvendo propriedades estruturais da
familia de retangulos como um semianel de conjuntos. Uma exposi¢do completa pode ser
encontrada, por exemplo, em Royden e Fitzpatrick (2010, p. 424), na se¢ao sobre medida

de Lebesgue no espaco eucliciano R".

No contexto deste trabalho, sera apresentada uma versao mais acessivel desse
resultado, suficiente para os objetivos da construcao da medida geométrica, considerando
o caso em que a decomposicao do retangulo ocorre ao longo de uma tnica coordenada,

que é possivel ser provada usando os fatos ja conhecidos.
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Proposicao 4.4.3. A funcdo pg definida sobre a colecio dos retangulos de R™ é uma

pré-medida, isto €,

1. MO(@> = 07'

2. Se .
R = H[ai, bz)
i=1

pode ser escrito como uniao enumerdvel de retangulos dois a dois disjuntos

R=|J R,

k=1

com
n

Ry = [[la, bir),

i=1
e tal decomposicao ocorre ao longo de uma unica coordenada, entao

R) = i Mo(Rk)-
k=1

Demonstragcao: Primeiramente, observe que puo(0) = 0, pois o conjunto vazio pode ser

identificado com um retangulo degenerado

para o qual

Agora, seja

um retangulo de R™ e suponha que

R= | R,

k=1
onde (Ry)r>1 € uma familia de retangulos dois a dois disjuntos cuja unido é novamente

um retangulo. Para cada k, escrevemos

n

Ri = [[lai, bu),
=1

onde i indica a coordenada e k identifica o retangulo da decomposicdo.

Nessas condigoes, a decomposicao so pode ocorrer ao longo de uma unica coordenada,

digamos a coordenada j, de modo que

[oe)
[a;, b; U ik, bji),
k=1
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com o0s intervalos do lado direito dois a dois disjuntos, enquanto, para todo v # j, vale
a;r =a; e by =20 paratodo k.

Assim,

,uo(R):ﬁ(bi—ai): (Hb —al)z ik — Qjk)

i=1 i#j

Como 1_[(6Z — a;) representa o produto dos comprimentos dos intervalos que per-
i)
manecem fizos e
[0.9]

Z bjr — ax) = bj — aj,

k=1
além de, para cada k,

po(Re) = (H(bi - @i)) (bjr — aji),
i#]
seque que
H(bi_ai) Z k_a]k Z,Uo Rk R)-
i#j k=1
Logo, g € aditiva para decomposicoes enumerdveis de retangulos dois a dois dis-

juntos quando a decomposicdo ocorre ao longo de uma unica coordenada. Conclui-se que

Lo € uma pré-medida sob as condicoes dadas.

Sobre a ultima igualdade, poderia ter sido escrita alternativamente como:

(H (b — a; ) i bjk — ajk) = i ﬁ(bzk —ag) = ?Mo(Rk) = po(R).

i) k=1 k=11i=1

O

A diferenca do teorema 4.4.3 para a sua generalizagao é que a decomposi¢ao nao
precisa ser feita em uma tnica coordenada. A consisténcia da pré-medida garante que
ela pode ser estendida, via o Teorema de Carathéodory, a uma medida definida em uma

o-algebra maior.

4.4.2 Construcao da Medida de Lebesgue em Rn

Definicao 4.4.4. A medida exterior de Lebesgue \ em R" € definida, para todo
conjunto A C R™, por

Ar(A) = inf {Z po(RE) : A C U Ry, Ry, retdngulos} )

k=1 k=1

A funcao > é uma medida exterior. Aplicando o critério de Carathéodory, obtém-se

uma o-algebra de conjuntos mensuraveis sobre a qual a restricao de A\ é uma medida.
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4.4.3 sigma-algebra de Lebesgue e medida de Lebesgue

Definicao 4.4.5. Chama-se o-dlgebra de Lebesgue em R™ a colegio L(R™) dos conjuntos
mensurdveis no sentido de Carathéodory em relagio a medida exterior \;. A medida de

Lebesgue )\, € a restricao de \! a essa o-dlgebra.

A medida de Lebesgue estende a pré-medida geométrica definida em retangulos, é

invariante por translagoes e constitui a base formal da probabilidade geométrica em R".

4.4.4 Compatibilidade com a sigma-algebra de Borel

Proposicao 4.4.6 (B(R") C L(R")*). A o-dlgebra de Borel B(R") estd contida na o-
dlgebra de Lebesgue L(R™). Além disso, a medida de Lebesgue A = X*|;mn) estende a

pré-medida geométrica Ay, isto €,
AMR) = N(R), VR € R.

Observacao 4.4.7. A o-dlgebra de Lebesgue é estritamente maior que a o-dlgebra de
Borel. De fato, embora todo conjunto boreliano seja mensurdvel a Lebesque, existem
conjuntos mensurdveis a Lebesque que nao pertencem a o-dlgebra de Borel. Um exemplo
tipico é dado por subconjuntos nao borelianos do conjunto de Cantor (para uma explicagio
completa desse fato, que é demasiado longo, consulte Royden e Fitzpatrick (2010, p. 53)),
o qual é um conjunto fechado e de medida nula. Como todo subconjunto de um conjunto de
medida zero é mensurdavel a Lebesque, obtém-se assim conjuntos mensurdveis que nao $ao
borelianos. Por outro lado, a o-dlgebra de Lebesque é estritamente menor que o conjunto
das partes de R™, pois existem subconjuntos de R™ que nao sdo mensurdveis no sentido de

Lebesgue, como os conjuntos de Vitali.

4.45 Invariancia por translacdes da medida de Lebesgue
Teorema 4.4.8. Seja A € L(R") e seja x € R™. Entdo

onde A+ x={a+z:a€ A}.

Demonstracao: Para demonstrar a invariancia por translacoes da medida de Lebesgue,
procede-se da sequinte forma: prova-se inicialmente que a medida exterior associada a pré-
medida geométrica € invariante por translacoes. Em sequida, verifica-se que a translacao
preserva a mensurabilidade no sentido de Carathéodory. Como consequéncia, obtém-se
a tnvariancia da medida de Lebesque, uma vez que esta é definida como a restricao da

medida exterior aos conjuntos mensurdveis.
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Seja R a familia dos retangulos semiabertos de R™, pg a pré-medida geométrica

em R, u* € a medida exterior definida para todo E C R™ e que A\, = 1| zmn).
Passo 1: Para todo E C R" e todo x € R™, vale \*(E + ) = \*(E).

De fato, note primeiro que, se R = H a;,b;)) € R e x = (x1,...,2,), entdo
=1

n n

R+:E:H[ai+:pi,bi+xi)€7€ e po(R+x) :H(b+xl az+xl)>:,u0(R).

i=1 i1

Agora fize € > 0 e escolha uma cobertura E C Uy R, com Ry € R tal que

S o(Ri) < N (E) + ¢

Transladando, obtemos E + x C U (Ri + ) e, pela invariancia de pg em retingulos,
k=1

N(E+z) < iNU(Rk +r)= iuo(Rk) S A(E)+e

k=1 k=1

Como e > 0 € arbitrdario, seque \*(E + x) < X*(E). Aplicando a desigualdade anterior ao

conjunto E + x e ao ponto —x, obtemos
MN(E)=XN((E+2z)+ (—z) <X(E+2),
logo \*(FE + x) = \(E).

Passo 2: Se A€ L(R"), entao A+ x € L(R™).

Seja E C R™ arbitrario e ponha F'=FE — x; entdo E = F + x. Como translacoes

comutam com intersecio e complemento,
(FNA) +z=(F+2)n(A+2)=EN(A+2),

(FNAY)4+xz=(F+z)Nn(A4+2)=EnN(A+x)

Pelo Passo 1,
N(E) = M(F +z) = X(F),

NENA+2z)=XN((FNA)+z)=\(FNA),
NEN(A+2))=N(FNAY) +x)= X\ (FnA.
Como A é mensurdvel a Carathéodory (isto €, A € L(R™)), temos, para todo F C R,
N(F)=XN(FNA)+ \(FnA°.
Substituindo as igualdades acima, obtemos

N(E)=XN(EN(A+z)+X(EN(A+x)°).
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Como E foi arbitrdrio, concluimos que A + x é mensurdvel no sentido de Carathéodory,
isto é, A+ x € L(R™).

Passo 3: Como A€ LIR™) e A+ x € L(R™), seque que
M(A+z)=X(A+2z)=XN(A4) = \(4),

onde usamos o Passo 1 e a definicio A\, = X*|mny.

O
Observacao 4.4.9. A invariancia por translagoes expressa a homogeneidade do espaco
euclidiano do ponto de vista da medida e é essencial para a definicao de uma probabilidade

geométrica uniforme, pois, ao deslocar um conjunto em seu respectivo espaco, sua medida

nao € alterada.

4.4.6 Homogeneidade (escalonamento) da medida de Lebesgue

Proposigao 4.4.10. Seja A € L(R") e seja a > 0. Entao
(@A) = a" N\, (A),

onde A = {aa:a € A}.

Demonstragao: Seja R a familia dos retangulos semiabertos de R™ e py a pré-medida

geométrica definida em R por

Ho (ﬁ[% bz‘)) = ﬁ(bz‘ —a;).

i=1 =1

Passo 1: comportamento da pré-medida sob escalonamento.

Se R = H[ai,bi) €R ea >0, entio

i=1
aR = [[laa;, ab;) € R
i=1

n n

po(aR) = [[(ab; — aa;) = o™ ] (b — a;) = " po(R).

i=1 =1

Passo 2: comportamento da medida exterior sob escalonamento.
Seja E C R™. Fize € > 0 e escolha uma cobertura E C Up2 | R, com R, € R tal
que

S ol Fe) < X (E) + <.

k=1
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Entao -
aF C U (Osz>

k=1
e, pelo Passo 1,

N(E) <3 polaR) = a" S po(Ri) < a"(\*(E) + ).
k=1 k=1

Como € > 0 € arbitrdrio,
N (aE) < a"X\'(E).

Aplicando essa desigualdade ao conjunto aE e ao fator 1/a, obtemos
N(E) = X (L(aB)) < (1) N (aB),
isto €,
a"N(E) < X' (ab).
Portanto,

N (aFE) =a"\'(E).

Passo 3: preservacdo da mensurabilidade.
Se Ae L(R") e ECR", ponha F = éE Entio E = oF e, usando o Passo 2,
X(E) = a"\*(F),
N(EN (@A) =X (a(FNA) =a"\(FNA),
N(E N (aA)) = N (a(FNA°) =a" X\ (F N AS.
Como A é mensurdvel a Carathéodory,
N(F)=XN(FNA)+ X(Fn A9,

logo,
N(E) = X(EN(ad)) + X (EN(ad)f).
Como E ¢ arbitrario, «A € L(R™).

Passo 4: Como A,aA € L(R"), seque que

An(@A) = X (@A) = a" N (A) = a" A\, (A).

O

Observacao 4.4.11. FEssa propriedade justifica a interpretacao geométrica da medida
de Lebesgue como comprimento, drea ou volume, conforme a dimensdo do espago, isto
¢, expressa o comportamento esperado da medida de Lebesque sob mudancas de escala,
formalizando, por exemplo, a conversao entre diferentes unidades de medida, como metros

cubicos e centimetros cubicos.
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447 Conjuntos de Medida Zero

Definicao 4.4.12. Um conjunto A C R" é dito de medida zero se \,(A) = 0.

Observacgao 4.4.13. Conjuntos de medida zero podem ser geometricamente nao vazios,
mas sao despreziveis do ponto de vista da medida e desempenham papel central na teoria

da probabilidade continua.

4.5 Interpretacao probabilistica dos conjuntos de medida zero

Observacao 4.5.1. No contexto probabilistico, eventos correspondentes a conjuntos de
medida zero sao interpretados como eventos de probabilidade nula. Isso justifica, por
exemplo, que a escolha aleatoria de um ponto em um intervalo tenha probabilidade zero de

coincidir com um ponto fixo.

4.5.0.1 Espaco de probabilidade continuo

Definicao 4.5.2. Um espacgo de probabilidade continuo é um espaco de probabilidade
(Q, F, P) no qual Q2 é um subconjunto mensurdvel de R"™, F é uma o-dlgebra de subconjuntos

de Q e P ¢ obtida pela normalizagdo da medida de Lebesgue em €2.

Observacao 4.5.3. A estrutura do espago de probabilidade continuo permite modelar

experimentos aleatorios com infinitos resultados possiveis.

4.5.0.2 Normalizacdo da medida em conjuntos de medida finita

Definigao 4.5.4. Seja Q € L(R") tal que 0 < \,,(2) < co. Define-se a fungdo

An(4)
(4) = ()’

ACQ, AeL(R"),

como a normalizacao da medida de Lebesque em Q.

Observagao 4.5.5. A normalizacdo transforma a medida de Lebesgue em uma medida de

probabilidade, preservando proporcionalidade geométrica.

4.5.0.3 Probabilidade induzida por medida (probabilidade geométrica)

Definicao 4.5.6. A probabilidade geométrica em R" é a medida de probabilidade P
induzida pela medida de Lebesque, definida por

para todo evento mensurdvel A C 2, onde 2 C R™ é mensurdvel e de medida finita.
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Observacao 4.5.7. Nos casos particulares n = 1,2,3, a probabilidade geométrica é

interpretada, respectivamente, em termos de comprimento, drea e volume.

4.6 Probabilidade Geométrica - Definicao Formal

4.6.1 Espaco amostral geométrico

Definicao 4.6.1. Um espago amostral geométrico é um conjunto
QCR"
tal que §2 € mensurdvel no sentido de Lebesque e satisfaz
0 < A(0) < 0.

Nesse contexto, os eventos sdo os subconjuntos mensurdveis de §2, isto €, os conjuntos
A C Q) pertencentes a o-dlgebra L(R™).

Observacao 4.6.2. A exigéncia de mensurabilidade e de medida finita garante que a

nogao de probabilidade geométrica seja bem definida e normalizdvel.

4.6.2 Definicao formal de probabilidade geométrica em Rn

Definigao 4.6.3. Seja Q2 C R™ um espago amostral geométrico. Define-se a probabilidade

geométrica associada a ) como a fungdo
P:L(Q)—[0,1]

onde
LQ)={ACQ|Ae LR}

E escreve-se:

A e L(Q).

Observacao 4.6.4. A funcio P assim definida é
(Q,L(Q)). Teremos, portanto, a trinca (2, L(2), P) como o espago de probabilidade

que satisfaz os axiomas de Kolmogorov.

uma medida de probabilidade em

Nos casos particulares n = 1,2, 3, a medida de Lebesgue \,, admite interpretagoes

geométricas classicas:

e em R!', )\ coincide com o comprimento;

« em R?, )\, coincide com a 4rea;
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« em R3, \3 coincide com o volume.

Consequentemente, a probabilidade geométrica nesses espacos ¢é interpretada como a razao

entre comprimentos, areas ou volumes.

4.6.3 Modelo Linear - Formal

Definicao 4.6.5. Seja Q C R um conjunto mensurdvel tal que
0< )\1(9) < 0.

Define-se a probabilidade geométrica na reta real como a medida de probabilidade

AcCQ, Ae L(R),

onde A\ denota a medida de Lebesque em R.

Como A\ coincide com o comprimento de intervalos, essa defini¢io pode ser in-
terpretada como a razao entre comprimentos. Em particular, se Q@ = [a,b] e A C [a,b] é

mensurdvel, entao
comprimento de A

b—a

P(A) =
Um exemplo interessante que foi incentivado por um problema de James (2010) da
aplicagao dos conjuntos mensuraveis a Lebesgue é:

Exemplo 4.6.6. Qual a probabilidade de, ao escolher um nimero aleatoriamente no

intervalo [0, 1], ele seja irracional?

Solucao: Considere o espago de probabilidade
(Q"C([()? 1])7P)7 P(A) = /\1(A)7

onde \; € a medida de Lebesgue restrita ao intervalo [0, 1].

O conjunto dos nimeros racionais em [0,1], dado por QN [0,1], é enumerdvel.

Como todo conjunto enumerdvel possui medida de Lebesque nula, temos

M(QN[0,1]) = 0.

O conjunto dos numeros irracionais em [0,1] é o complementar de Q N [0,1] em
0, 1], isto é,
[0,1]\ (@ N[0, 1]).

Assim,

P(nimero irracional) = 1 — P(nidmero racional) =1 — A\ (QN[0,1]) = 1.
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Portanto, a probabilidade de que um nimero escolhido aleatoriamente no intervalo

[0, 1] seja irracional € igual a 1.

Uma observagdo interessante é que, nesse caso, como nao se trata de um problema

que envolva conjuntos patoldgicos, poderiamos também utilizar B([0, 1]).

Outro fato interessante observado em James (2010) é que, nos problemas de
probabilidade geométrica usualmente considerados, as regioes da reta, do plano ou do
espaco, aquelas que podem ser descritas e visualizadas geometricamente, pertencem a
o-algebra de Borel. Assim, toda a teoria desenvolvida até aqui pode ser aplicada a essas

figuras sem a necessidade de lidar com conjuntos problematicos da teoria da medida.

4.6.4 Modelo Superficial - Formal

Definicao 4.6.7. Seja Q0 C R? um conjunto mensurdvel tal que
0< )\Q(Q) < 0.

A probabilidade geométrica no plano € definida por

_ Ma(4)

( )_/\Q(Q)’ ACQ, AcL(R?),

onde Ay € a medida de Lebesgue bidimensional.

Nesse caso, Ay coincide com a drea de conjuntos mensurdveis usuais, de modo que
a probabilidade geométrica corresponde d razdo entre dreas. Assim, quando €1 € uma regido
plana limitada e A C Q é um evento mensurdvel, P(A) representa a propor¢io da drea de

Q ocupada por A.

4.6.5 Modelo Volumétrico - Formal

Definigao 4.6.8. Seja Q C R3 um conjunto mensurdvel tal que
0 < A3(9) < 0.

Define-se a probabilidade geométrica no espaco tridimensional por

A3(A)
(4) = ()

AcCQ, AcL(R?),

onde A3 denota a medida de Lebesque em R3.

Nesse contexto, A3 coincide com o volume de solidos mensurdveis, e a probabilidade
geomélrica € interpretada como a razao entre volumes. Assim, se €1 representa um sélido
de volume finito e A C Q é um subconjunto mensuravel, P(A) mede a fra¢io do volume

total de ) correspondente ao evento A.
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Observacao 4.6.9. Nos trés casos anteriores, a probabilidade geométrica € obtida pela
normalizacdo da medida de Lebesque no espaco considerado. A exigéncia de mensurabilidade
e de medida total finita é essencial para garantir que a funcio P seja uma medida de
probabilidade bem definida.

4.6.6 Condicbes de validade da probabilidade geométrica
Observacao 4.6.10. A definicao de probabilidade geométrica pressupoe implicitamente:

1. a mensurabilidade dos eventos considerados;
2. a finitude e positividade da medida do espaco amostral;
3. 0 uso da medida de Lebesgue como modelo de homogeneidade do espaco;

4. a invariancia por translagoes, garantindo auséncia de viés geométrico.

Na auséncia dessas condigoes, a interpretacao probabilistica pode falhar ou tornar-se

ambigua.

Dessa forma, a probabilidade geométrica surge naturalmente como uma normaliza-
¢do da medida de Lebesgue em subconjuntos mensuraveis de R", fornecendo um modelo

rigoroso para experimentos aleatérios continuos.

Segundo James (2010), os conjuntos que surgem em problemas geométricos usuais,
definidos a partir de regides limitadas por curvas ou superficies regulares, sao mensuraveis
a Lebesgue. Assim, ao longo deste trabalho, consideraremos apenas conjuntos mensura-
veis, evitando construgoes patolégicas que nao aparecem no contexto da probabilidade

geométrica, principalmente se tratando do Ensino Bésico.

4.6.7 Como encarar a probabilidade geométrica daqui para frente

Nos problemas de natureza geométrica que serao considerados ao longo deste
trabalho, os conjuntos envolvidos correspondem, em geral, a regioes limitadas por curvas
ou superficies regulares, bem como a combinagoes finitas dessas regides. Tais conjuntos
pertencem a o-algebra de Borel e, consequentemente, sao mensuraveis no sentido de
Lebesgue. Por esse motivo, nao serda necessario, nos exemplos e aplicacoes seguintes,
verificar explicitamente a mensurabilidade dos conjuntos considerados. A probabilidade
geométrica poderd, assim, ser interpretada diretamente como a razao entre medidas de

Lebesgue, refletindo a proporcionalidade geométrica entre comprimentos, dreas ou volumes.
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4.6.8 O que ocorre ao relaxarmos os axiomas da medida de Lebesgue?

O exemplo a seguir é o famoso Paradoxo de Banach-Tarski, que mostra ser possivel
dividir uma bola de volume V em duas bolas de mesmo volume V. Esse resultado
nao contradiz a teoria da medida de Lebesgue, pois ocorre apenas quando se abandonam

hipdteses como a mensurabilidade dos conjuntos envolvidos. Segue a descri¢ao do paradoxo.

Exemplo 4.6.11. O chamado Paradoxo de Banach-Tarski é um resultado da geometria
e da teoria dos conjuntos que afirma que, em espagos euclidianos de dimensdo maior ou
tgual a trés, € possivel decompor uma bola solida em um nidmero finito de subconjuntos
disjuntos e, utilizando apenas rotacoes e translacoes, recompor esses pedacos de modo a

obter duas bolas solidas idénticas a original, como na figura 7.

Figura 7 — Uma bola pode, com movimentos de rotagao e translagao, se decompor em
duas exatamente iguais.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Explicacdo: A primeira vista, o Paradozo de Banach-Tarski parece contradizer a nogio
usual de volume, uma vez que sugere a duplicagdo de um solido sem acréscimo de matéria.
No entanto, nao hd contradi¢io com a teoria da medida de Lebesque. Os subconjuntos
envolvidos na decomposicao paradoxal nao sao mensurdveis no sentido de Lebesgue, de
modo que a nogao de volume simplesmente nao se aplica a eles. O paradozro evidencia
que, em dimensoes mais altas, conjuntos extremamente irrequlares podem surgir quando se
admite o Azioma da Fscolha, inviabilizando a extensao da nogdo geométrica de volume a

todos os subconjuntos do espaco.

A mencao ao Paradoxo de Banach-Tarski tem por objetivo destacar que as restrigoes

impostas pela teoria da medida nao sao meramente técnicas, mas refletem limitagoes
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estruturais profundas da geometria dos espagos euclidianos. Esse resultado mostra que,
em dimensoes maiores ou iguais a trés, nao ¢é possivel definir uma noc¢ao de volume que
seja simultaneamente invariante por isometrias e aditiva, mesmo quando se exige apenas
aditividade finita. Dessa forma, a medida de Lebesgue surge como o limite natural e
matematicamente coerente de qualquer tentativa de formalizar a nocao de volume e,
consequentemente, de probabilidade geométrica em R”. Como esse paradoxo foge do
escopo do trabalho, ele foi citado apenas a titulo de curiosidade. Para mais, consulte
Tomkowicz e Wagon (2016) e Banach e Tarski (1924).

4.7 Modelo de Coordenadas Geométricas

Além das formulagoes puramente geométricas, a probabilidade geométrica também
pode ser tratada de forma analitica, por meio de um modelo de coordenadas geométricas.
Nesse contexto, os pontos do espaco amostral sao representados por coordenadas reais,
em uma reta, plano ou espago, e os eventos correspondem a subconjuntos definidos por

equagoes ou desigualdades.

Assim, problemas de probabilidade geométrica passam a ser formulados e resolvidos
por meio de comprimentos na reta, areas ou volumes em regioes do espago de coordenadas,
o que permite uma abordagem mais geral e precisa, mas ainda sim baseando-se em tudo
que foi exposto. Esse tipo de formulacao é ttil em problemas que envolvem condigoes
algébricas entre variaveis, como distancias, angulos ou desigualdades envolvendo coordena-
das, permitindo uma transicao natural entre a interpretacao geométrica e a formulagao
analitica da probabilidade. Vejamos a seguir dois problemas que introduzem bem essa

ideia.

47.1 O Problema do Encontro

O problema do encontro é um caso classico do modelo de coordenadas geométricas
que sera apresentado agora. Algumas pequenas variagoes podem aparecer no enunciado.

O caso que estudamos foi apresentado em Tunala (1992) e transcrito logo a seguir.

Problema 4.7.1. Duas pessoas decidiram se encontrar em um determinado local entre 11
e 12 horas. Combinou-se previamente que a primeira pessoa a chegar esperard no maxrimo
15 minutos pela outra. Ache a probabilidade Py deste encontro realizar-se neste intervalo,
admitindo-se que os instantes de chegada (entre 11 e 12 horas) de cada uma das pessoas

provém do acaso.

Solugdo: Sendo aleatdrios os instantes de chegada das duas pessoas em [11,12], podemos
associd-los a pontos de dois segmentos de comprimento unitdrio (amplitude do intervalo),

representados em eiros ortogonais v e y em R?. Cada ponto (z,y) € [0,1] x [0,1] terd
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coordenadas x,y numericamente iguais as fracoes de horas dos respectivos instantes de

chegada, 11 + x e 11 4+ y, das duas pessoas.

De acordo com o enunciado, o encontro somente terd lugar se

1
_rl< Z
|y x|_4,

ou seja, se

Figura 8 — O evento do problema do encontro esta em destaque.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Essas restricoes definem a regidgo destacada da figura 8. Por isso, basta calcular a

area formada pelos dois triangulos congruentes, cada um com base e altura iguais a % e,

entdo, calcular o complementar disso. Assim,

] L, (133
P_Areadeg_ o '(2'4'4)_7
Y7 Area de G 1 16

Para calcular essa drea g, utilizamos o complementar.

4.7.2 O Problema do Espaguete

Um problema bastante conhecido em probabilidade geométrica é o chamado Pro-
blema do Espaguete. Ele mostra como situacoes aleatorias simples podem ser estudadas

por meio de desenhos geométricos no plano. A ideia central é transformar as possiveis
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divisdes de um segmento de reta em pontos de uma regiao geométrica, permitindo que a
probabilidade seja calculada a partir de razoes entre areas. A inspiracao do enunciado e da
resposta foi retirada de Wagner (s.d.) e Morgado e Carvalho (2015). O nome do problema
vem pelo fato de um espaguete se assemelhar a um segmento de reta, e de que é possivel

fazer esse problema em sala de aula utilizando esse tipo de objeto.

Problema 4.7.2. Dividindo aleatoriamente um segmento em trés partes, qual é a proba-

bilidade de que esses movos segmentos formem um triaingulo?

Solucao: Considere um segmento de comprimento 1. Escolhem-se dois pontos ao acaso
sobre esse segmento, dividindo-o em trés partes. A questdo que se coloca é: qual € a

probabilidade de que esses trés segmentos possam formar um triangulo?

Sejam x ey os dois pontos escolhidos em [0, 1]. Sem perda de generalidade, podemos
supor
0<zxr<y<l

Nesse caso, os comprimentos dos trés segmentos formados sao

x, y—x, 1—uy.

Recordemos que trés segmentos positivos formam um triangulo se, e somente se,
cada um deles é menor do que a soma dos outros dois (desigualdade triangular). Como a
soma dos trés comprimentos é igual a 1, essas condicoes sao equivalentes das desigualdades

x < i

1 1
55 y—r<g, 1—y<§.

A dltima desigualdade equivale a y > % Portanto, a condicao necessdaria e suficiente

para que os trés segmentos formem um triangulo é

1 1
§<y<m—i—§, 0<xr<y<l.

A figura 9 mostra o espago amostral (triangulo maior) e o evento (tridngulo interno

menor).

e a drea do tridngulo total (espago amostral) é %;

1
27

0|

e a regiao favordvel (evento) é um triangulo de base % e altura =, cuja drea é

Assim, a probabilidade de que os trés segmentos formem um triangulo é

P =

Nl —|oo =
\

Concluimos, portanto, que a probabilidade de que um segmento dividido aleatori-
amente em trés partes gere trés comprimentos capazes de formar um triangulo € igual

a
1

1
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Figura 9 — Espaco amostral e evento do problema do espaguete.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

4.8 Espaco Amostral Infinito Enumeravel

Nos exemplos elementares de probabilidade, o espago amostral costuma ser finito,
como no lancamento de um dado ou de uma moeda. Nesses casos, quando todos os resul-
tados sao considerados equiprovaveis, a probabilidade de um evento é obtida simplesmente
pela razao entre o nimero de casos favoraveis e o nimero total de casos possiveis. Essa
defini¢ao, porém, deixa de ser adequada quando o espago amostral passa a ser infinito,

ainda que permaneca enumeravel.

Considere, por exemplo, um experimento cujo conjunto de resultados possiveis é
2 = N, ou o conjunto de todas as sequéncias finitas de lancamentos de uma moeda até a
ocorréncia da primeira face “cara”. Embora tais conjuntos sejam infinitos, eles podem ser
colocados em correspondéncia biunivoca com os ntimeros naturais, o que os caracteriza
como espagos amostrais enumeraveis. Nesses contextos, nao faz sentido falar em “casos
igualmente provaveis” no mesmo sentido do caso finito, pois nao existe uma maneira
consistente de atribuir a mesma probabilidade positiva a cada ponto de €2 sem violar o

axioma da soma total igual a 1.

A abordagem correta, portanto, consiste em definir diretamente uma funcao de
probabilidade

P:P(Q)—[0,1],

em que {2 ¢ um conjunto enumeravel, satisfazendo as propriedades fundamentais de nao
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negatividade, normalizacao e aditividade enumeravel. Em particular, a probabilidade de

um evento A C 2 é dada por

P(A) = >_ P({w}),

weA

desde que a série seja convergente. Normalmente, para o Ensino Basico, o tratamento
dessas séries se dara pela soma dos termos de progressoes geométricas de razao 0 < ¢ < 1,
uma vez que elas sdo sempre convergentes. Assim, a probabilidade em espacos enumeraveis
infinitos é construida a partir da atribuicao de probabilidades aos eventos elementares,
exigindo necessariamente o uso de séries numéricas e da nogdo de soma infinita. Veja
o exemplo abaixo, que foi inspirado em um dos problemas de GRINSTEAD e SNELL
(2006):

Exemplo 4.8.1. Considere um experimento aleatério no qual uma moeda € langada

repetidamente até que ocorra, pela primeira vez, o resultado “cara” O espago amostral é
Q= {172737"'}7

em que o numero w € ) representa a quantidade de lancamentos necessarios até a primeira

ocorréncia de “cara”. Trata-se de um conjunto infinito, porém enumerdvel.

Se a moeda € honesta, cada lancamento € independente e a probabilidade de “cara”

em cada tentativa é p = % Definimos a probabilidade pontual por
1 w
P({uh) = (5) weN

Observe que nao é um espago equiprovavel: eventos correspondentes a valores

matores de w possuem probabilidades cada vez menores.

A normalizagdo € garantida pelo fato de que

glP({w}) - i (;) =1

ou seja, a soma infinita das probabilidades pontuais converge para 1. Para qualquer evento
A C Q, a probabilidade é dada por

Py =Y (5)

weA

0 que evidencia a necessidade do uso de séries numéricas (nesse caso, soma da PG) e da

aditividade enumeravel.

Esse exemplo mostra que, em espacos enumerdveis infinitos, a probabilidade ndao
decorre de contagem de casos, mas da atribuicdo explicita de uma distribuicao compativel

com a soma total unitdria.
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Esse caso intermediario, infinito, mas discreto, desempenha um papel conceitual
importante: ele evidencia que o cerne da teoria da probabilidade nao esta na contagem
de casos, mas na definicdo de uma medida que respeite a estrutura do espaco amostral.
Essa ideia é essencial para espacos continuos, nos quais a nocao de probabilidade pontual
deixa de fazer sentido e exige ferramentas mais sofisticadas, como as medidas em R". Mais

exemplos desse tipo de caso estao disponiveis na segao 5.

4.9 Problemas Classicos de Probabilidade Geométrica

4.9.1 A Agulha de Buffon e de Buffon-Laplace

O problema da agulha de Buffon foi proposto pelo naturalista e mateméatico francés
Georges-Louis Leclerc, Conde de Buffon, em 1777, sendo um dos primeiros problemas
conhecidos de probabilidade geométrica. A questdo buscava determinar a probabilidade de
uma agulha cair sobre uma linha em um plano com linhas paralelas igualmente espacadas
e marcou o inicio do uso da probabilidade para medir areas e comprimentos, antecipando
conceitos da teoria da medida e do método de Monte Carlo (usado séculos depois em
simulagoes computacionais) (JOHNSON, 1995). No caso desse problema, deve-se ter um

conhecimento prévio de calculo integral para compreender completamente sua solugao.

Problema 4.9.1 (Agulha de Buffon). Considere um plano no qual foram tracadas li-
nhas paralelas igualmente espacadas, separadas por uma distancia d. Lanca-se ao acaso
uma agulha de comprimento L (com L < d) sobre esse plano. Deseja-se determinar a

probabilidade P de que a agulha intersecte uma das linhas.

Solugao: Seja 0 o angulo entre a agulha e as linhas paralelas, com 0 < 6 < g, e seja x a
d

distancia do centro da agulha a linha mais prozima, variando de 0 a 5 €omo mostra a
figura 10.

Observando a figura 10, na situagdo central, perceba que

2x
:—:>3::§-COSQ.

0 —
COS I

XTI

Dai, temos que a agulha intersecta uma linha se:

xz < —cos@.
2
O espago amostral € formado por todos os pares (0, x) possiveis, com drea total:

d m_md

A2(02)

T2 2 4
A idlustragdo no plano cartesiano do espaco amostral e do evento estd representado

na figura 11.
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Figura 10 — Trés situacoes: uma em que a agulha nao toca a linha, uma em que ela toca
a linha com sua extremidade e outro em que ela atravessa a linha.

€

d d d
Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

»

Figura 11 — representacao grafica do problema.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

d
A drea favoravel (ou seja, o conjunto dos pontos (0, x) tal que 6 € {O, g] ,x € [0, 5]

ex < —-cosf), pode ser calculada por meio de integral definida. Dai:

2

3 L L
)\Q(A) :/0 ECOSGdH = 5

Assim, a probabilidade é dada por:
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Perceba que:

1. O resultado ¢ vdlido apenas quando L < d.

2. No caso em que L = d, temos P = —.
T

3. Buffon mostrou que este experimento pode ser usado para estimar o valor de 7

empiricamente.

Em Boyer e Merzbach (2012), enuncia-se uma versao estendida do problema da
agulha de Buffon, que foi enunciado posteriormente por Laplace. A ideia seria, além
de construir as retas paralelas, criar um conjunto de retas perpendiculares, criando um
reticulado. O problema, seguido de sua solucao, sera apresentado agora, no problema 4.9.2.
Para resolvermos esse problema, utilizaremos a propriedade de que, dados dois eventos A
e B, temos P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B). Outros autores resolvem esse problema
utilizando a propriedade P(A) =1 — P(A€), como é o caso de Solomon (1978).

Problema 4.9.2 (Agulha de Buffon-Laplace). Considere um plano com linhas verticais
espacadas por a > 0 e linhas horizontais espacadas por b > 0, formando retangulos
congruentes. Langa-se ao acaso uma agulha (segmento) de comprimento L < min{a,b}
com posicao e orientacdo uniformes. Qual é a probabilidade P de a agulha intersectar ao
menos uma das linhas do reticulado?

Solugcao: Sejam:

-
e O € [0, 5| angulo entre a agulha e o eixo x;
.
o T € {O, 5| distancia do centro da agulha a reta vertical mais prorima;
bl . . S
e y e |0, 3l distancia do centro a reta horizontal mais proxima.

A agulha cruza:

alguma linha vertical se v < écos 0,

alguma linha horizontal se y < %sin 0.

Na figura 12, sdo apresentadas trés situagoes: uma em que a agulha ndo toca
nenhuma linha, uma em que ela toca uma linha vertical e uma em que ela toca uma

horizontal.
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Figura 12 — Nao toca, toca vertical, toca horizontal.

<l o

A
Y
A
Y
A
Y

a a a

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

A figura 13 representa a situagcdo em que a agulha toca em duas retas, simultanea-

mente.

Figura 13 — Agulha tocando simultaneamente ambas as retas.

A
Y

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Com isso, temos que o espago amostral é ) = {(x,y,0);z € [0, 5],y € [0, %],9 €

[0, 2]}, configurando wm paralelepipedo de volume:

Tab

A3(Q) = % .

T
2 8

oo

Agora, devemos analisar cada um dos casos favordveis. Primeiramente, considere-

mos o evento A, que é quando a agulha toca uwma linha vertical. Para isso, devemos ter
r < 5 cos @, assim como foi no problema 4.9.1. Por outro lado, nesse caso, o valor de y

pode assumir qualquer valor em [0, %], ja que consideramos sempre a menor distancia do
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centro da agulha ao reticulado. A figura 1/ representa geometricamente o espaco amostral

A.

Figura 14 — Representacao tridimensional da regido associada ao evento A.

L
2
/1
X 2

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Assim, teremos que o volume de A (A3(A)) serd:

T Ly L
Ag(A):Z-/22-cosed€:b4 -/20089d0:b4 .
0 0

Por outro lado, procedendo da mesma forma para as linhas horizontais, evento que

chamaremos de B, teremos que y < 3 sinf e o valor de x podendo variar no intervalo
[0, §] sob 0 mesmo pretexto do evento anterior. Assim, obteremos o evento descrito pela
figura 15 cujo volume serd dado por:

ok - [ sinbds - oL
0 4
Como A\3(AUB) = A3(A) + A\3(B) — A\3(AN B) (essa propriedade fica mais clara ao

observar a figura 17), calculemos A\3(AN B). Nesse caso, devemos ter ambas as situagoes

i L
s(B) :‘21/0 5 +sin 69 =

se confirmando, a saber, x < 3 cosf ey < 3 sinf. A figura 16 ilustra essa situacdo:

Nesse caso, para cada valor de 0, teremos uma drea que serd dada por

2
A(0) = (L cos@) : (L sin@) L cosf - sinf.
2 2 4

™
)
drea sob a curva. Por isso, basta calcular sua integral definida de zero a 3 para encontrar
A3(AN B). Dai, obtemos

Como 6 pertence ao intervalo [0,%], isso é uma situagdo cldssica do cdlculo da



Capitulo 4. Probabilidade Geométrica e Teoria da Medida

81

Figura 15 — Representacao tridimensional da regiao associada ao evento B.

o[

o

+ N

A\ 4
=<

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Figura 16 — Representacao tridimensional da regiao associada ao evento A N B.

N
RLS
2
L b
2 2
T 'y
L
2
a
2

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

s L2 2 3
A(G)dé’:/ —-cosé’-sin@d@:—-/ cos § - sin Odf.
o 4 4 Jo

INIE]

As(AN B) :/

0

Pelas identidades trigonométricas, sabe-se que sin(20) = 2sinf cos . Substituindo,

obtemos:

2

L L2 [ cos201® I2 1 1 12
(AN B) = /osm< 0)d0 =5 [ 2 ]0 8 [ ( ﬂ

WP
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Logo,
P(AUB) = A3(A) +As(B) — A3(AN B)
A3(Q)
Loy oaL _ L2 2L(afb)=L o _ 2
P(AUB): : +7:(11b 5= 7r(81b = (a+b)
= = Wab
_ 72
P(AuB):QL(a—l—b) L
mab

Na figura 17, € ilustrado o evento AU B, que é um pouco dificil de visualizar

mentalmente a primeira vista.

Figura 17 — Representacao tridimensional da regiao associada ao evento AU B.

0 A6

N[

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Uma curiosidade é que, se tivermos L = a = b, a probabilidade torna-se:

2L(L+L)—L* 3L?
PALE) = wL? T L2

PAUB) =2

(e

4.9.2 Paradoxo de Bertrand

O denominado paradoxo de Bertrand surge de uma aparente contradi¢cao em
um problema de probabilidade geométrica proposto por Joseph Bertrand, em 1889. O

enunciado classico é o seguinte:



Capitulo 4. Probabilidade Geométrica e Teoria da Medida 83

“Qual é a probabilidade de que uma corda tragada ao acaso em um circulo seja

maior que o lado do tridngulo equilatero inscrito nesse mesmo circulo?”

A primeira vista, o problema parece bem definido. No entanto, a expressio
“corda escolhida ao acaso” é ambigua, e justamente essa ambiguidade conduz a resultados
diferentes conforme o método adotado para definir o que significa “escolher aleatoriamente”
uma corda. Assim, o chamado paradoxo nao decorre de um erro matematico, mas da
indeterminagdo do espaco amostral utilizado em cada abordagem. Em outras palavras,
cada método define uma maneira distinta de gerar as cordas e, consequentemente, um
espaco de probabilidade diferente, o que conduz a valores de probabilidade incompativeis

entre si, ainda que cada um deles seja internamente coerente.

Bertrand apresentou trés formas de interpretar a escolha aleatoria:

1. Método do arco:
Escolhe-se uma corda de modo que o menor arco por ela determinado na circun-
feréncia tenha medida angular superior a 120° (uma vez que qualquer lado de um
tridngulo equildtero inscrito na circunferéncia tera seu menor arco medindo 120°).
Para isso, escolhe-se o primeiro ponto e, depois, é escolhido o segundo de modo
que satisfaga o que é pedido. Na figura 18, perceba que a corda AD corresponde
com as expectativas, enquanto as cordas AE e AF, nao. Isso ocorre pelo fato de
que o menor arco formado pela corda AD é maior do que 120°. Como na figura os
segmentos estao partindo do ponto A, esse fato é apenas para que a ideia fique mais
visivel, pois o segmento que queremos nao precisa partir de A. Um exemplo disso é o
da figura 19, que é escolhido, aleatoriamente, um ponto D e traga-se a corda DE de
modo que o menor arco de DFE seja maior do que 120°. Com base nessa construgao
geométrica, conclui-se que a probabilidade de a corda ser maior do que o lado do

triangulo equilatero inscrito é igual a:

Do ponto de vista formal, a construgao descrita no método do arco pode ser modelada
por meio de um espaco de probabilidade continuo bem definido. Observa-se que cada
corda considerada pode ser identificada de maneira univoca com o menor arco por ela
determinado na circunferéncia, o qual pode ser parametrizado por um angulo central.
Assim, tomamos como espago amostral o conjunto 2 = [0, 7], em que cada elemento
representa a medida angular do menor arco associado a uma corda escolhida. Sobre
esse conjunto, consideramos a o-algebra de Borel F = B([0, 7)), garantindo que

todos os eventos de interesse sejam mensuraveis. A medida de probabilidade P é
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Figura 18 — Representacao do evento valido para a primeira interpretacao do problema.

B

F

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Figura 19 — Representacao do evento valido ao selecionar inicialmente um ponto D diferente
de algum dos vértices do triangulo.

B

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

entdo definida como:

P(A) = A(A[(ﬁr]) - A(f), AeF.

Essa escolha traduz matematicamente a hipotese equiprovavel dos arcos possiveis
e completa a descricdo formal do espaco de probabilidade associado ao método do
arco. Nesse modelo, o evento de interesse corresponde as cordas cujo comprimento
¢é estritamente maior que o lado do tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia.

Como cada corda ¢ identificada com a medida angular do menor arco que ela
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determina, e como um lado do triangulo equilatero corresponde a um arco de 120°,

isto é, %”, tal evento ¢é descrito pelo subconjunto

2
E:(;T,W)CQ,

formado por todos os arcos cuja medida angular é superior a 120° e cujo comprimento

2
seria A(F) =7 — g = 7. Finalmente, com isso terfamos
1
P(E)=3 ==
(E) T 3

Uma forma alternativa de descrever o experimento aleatério consiste em fixar ini-
cialmente um ponto da circunferéncia, o que é licito em virtude da invaridncia
do problema por rotagoes (como o experimento é invariante por rotagoes, pode-se
fixar um ponto da circunferéncia sem perda de generalidade, considerando apenas
a posicao relativa do segundo ponto), e escolher em seguida um segundo ponto de
maneira uniforme ao longo da circunferéncia. Essa identificacao pode ser interpretada
como a abertura da circunferéncia e sua correspondéncia com um intervalo real,
de modo que tomamos como espago amostral o conjunto Q2 = [0,27r), onde r é

o raio da circunferéncia. Sobre esse conjunto, considera-se a o-algebra de Borel
F = B([0,27r)) e a medida de probabilidade P definida por

A(4)
P(A) = AeF
(4) 2rr
Nesse modelo, o evento pode ser definido como o intervalo A = (2;:—’", 4—?), pois,

quando x pertence a esse intervalo, o menor arco determinado pelos dois pontos possui
comprimento estritamente maior que 277 /3 e menor ou igual a 7r. Como o intervalo
A possui comprimento igual a 27 /3, conclui-se novamente que a probabilidade de a

corda ser maior que o lado do tridngulo equilatero inscrito é igual a 1/3.

2. Método do ponto médio:
Escolhe-se o ponto médio da corda aleatoria dentro do circulo. A corda serd maior
que o lado do triangulo equilatero se, e somente se, o ponto médio estiver dentro do
circulo de raio § (onde r é o raio do circulo original), como mostra a figura 20. Nela,
perceba que a corda BC' satisfaz o que se deseja, enquanto a corda DFE, ndo. As
cordas foram desenhadas paralelamente para que fosse possivel fazer a representacao
dessa situagao em uma Unica imagem. O triangulo também foi desenhado para
facilitar a compreensao. Assim, a probabilidade corresponde a razao entre as areas

dos dois circulos:
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Figura 20 — Representacao do evento valido para a segunda interpretacao do problema.

B

O

<

C

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Nesse segundo método, o experimento aleatorio consiste em escolher o ponto médio
da corda no interior do circulo de raio r. Dessa forma, tomamos como espago
amostral o conjunto

Q= {(r,y) eR*:2* +y* <1’}
isto é, o disco de raio r centrado na origem. Sobre esse conjunto, consideramos
a o-algebra de Borel F = B(f2) e definimos a medida de probabilidade P como a
normalizacao da medida de Lebesgue bidimensional, dada por
_ Xa(4)

P(A) = ()

AeF,

onde )\ denota a medida de Lebesgue em R2. Nesse modelo, a corda determinada
pelo ponto médio escolhido é maior que o lado do tridngulo equilatero inscrito na
T

circunferéncia se, e somente se, esse ponto médio pertencer ao disco de raio § e

centro na origem. Assim, o evento de interesse é o subconjunto

E:{(a:,y)eﬂzx2+y2< (;)2}

Como a razao entre as areas dos discos de raio r/2 e r é igual a 1/4, conclui-se que
a probabilidade de a corda ser maior que o lado do triangulo equilatero inscrito é

i 1
igual a 7.

Observagao 4.9.3. Um caso curioso € que, em Tijms (2012, p. 237), ele coloca o
método do ponto médio como exercicio. Seque a descri¢io do problema em tradugdo

livre:
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“Escolhe-se aleatoriamente um ponto no interior de um circulo de
raio v e constréi-se a corda (dnica) que tem esse ponto como seu
ponto médio. Qual € a probabilidade de que essa corda seja maior do
que o lado de um tridngulo equildtero inscrito no circulo?”(TIJMS,
2012, p. 237)

Ao contrario do enunciado original de Bertrand, neste caso o procedimento aleatorio
¢ explicitamente definido, o que fixa a medida de probabilidade associada. Nao ha,
portanto, ambiguidade na escolha da corda, e o problema deixa de apresentar cardter

paradozal.

3. Método do ponto extremo:
Escolhe-se aleatoriamente um ponto sobre a circunferéncia - no caso da figura 21
de referéncia, serd o ponto A - traca-se o diametro AB e, em seguida, seleciona-
se um segundo ponto (C) desse didmetro. Desse ponto C, trace uma corda DE
perpendicular ao diametro, como mostrado na figura 21. Perceba que, independente
do ponto A escolhido, a corda DE sempre sera maior do que o lado do tridngulo

equilatero inscrito se o ponto C' escolhido pertencer ao segmento M'M, em que M e
AB
M’ sao os pontos médios de OA e OB, respectivamente. Assim, como |M'M| = |2|,

temos que a probabilidade sera:

|AB|

9 1
P=—2_-_

|AB] ~ 2

Do ponto de vista formal, o método do ponto extremo pode ser descrito por meio
de um espago de probabilidade unidimensional. Inicialmente, fixa-se um ponto da
circunferéncia, o que € licito em virtude da invaridncia do problema por rotagoes, e
considera-se o didmetro AB por ele determinado. O segundo ponto C' é entao esco-
lhido ao longo desse diametro. Dessa forma, o espaco amostral pode ser identificado

com o segmento

Q= AB,

que representa todas as posigoes possiveis do ponto C'. Sobre (2, considera-se a
o-algebra de Borel F = B(AB) e define-se a medida de probabilidade P como:

Ai(A)
P(A) = , AeF,
W= 5ap)
onde \; denota a medida de Lebesgue em R. Nessa modelagem, a hipdtese pro-
babilistica adotada é a de que o ponto C' ¢é escolhido aleatoriamente ao longo do
didmetro, o que completa a descricao formal do espaco de probabilidade associado

ao método do ponto extremo.
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Figura 21 — Representacao do evento valido para a terceira interpretacao do problema.

O

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).
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respectivos modelos de escolha. Portanto, ndao ha propriamente um paradoxo, mas

Essas trés respostas sao todas matematicamente corretas dentro de seus
uma divergéncia de resultados oriunda da ambiguidade na definicado do acaso geométrico.
O paradoxo de Bertrand, nesse sentido, ilustra de maneira exemplar a importancia da
especificacao do espaco de probabilidade e da medida associada a ele em qualquer modelo

de probabilidade geométrica.

Como observado em Johnson (1995) e Magalhaes (2024), o paradoxo nao é uma
falha da teoria, mas sim um alerta conceitual: a probabilidade de um evento depende
essencialmente da forma como se define o processo de escolha aleatéria. Perceba que, em
experimentos classicos de natureza discreta, como o langcamento de um dado ou de uma
moeda, o espaco amostral é definido de forma clara e tnica: no caso do dado, por exemplo,
nao ha outra maneira de realizar o experimento senao lancando-o e observando a face
superior que resulta da rolagem. Nessas situagoes, a definicdo do espaco de probabilidade

¢ direta, e nao ha ambiguidade na noc¢ao de “escolha ao acaso”.

Em contrapartida, no caso do paradoxo de Bertrand, a escolha aleatéria de uma
corda pode ser formalizada de maneiras distintas, e cada uma delas conduz a um espago
de probabilidade diferente. Assim, a aparente contradicao entre os resultados decorre, na
verdade, da multiplicidade de interpretacoes possiveis para o processo aleatério algo que
nao ocorre nos experimentos discretos usuais. Essa disting¢ao evidencia o papel essencial

da definicao do espago amostral e da medida de probabilidade na formulagao rigorosa de
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problemas de probabilidade geométrica.

Na secdo 5 encontram-se problemas semelhantes a esse, nos quais a falta de

esclarecimento sobre o processo de escolha resulta em ambiguidades na resolucao.
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5 Problemas e Solucoes

Nesta secao, sao apresentados problemas de probabilidade geométrica e em espagos
enumeraveis infinitos, selecionados com o objetivo de ilustrar, de forma prética, os conceitos
teodricos desenvolvidos nos capitulos anteriores. Cada problema ¢é enunciado de maneira

autonoma e, em seguida, ¢ acompanhado de sua respectiva solugao detalhada.

As solugoes nao se limitam a obtencao do resultado final, mas procuram explicitar o
raciocinio matematico envolvido, destacando a modelagem probabilistica adotada, a escolha
do espago amostral e a identificacao dos eventos considerados. Sempre que pertinente,
enfatiza-se a relacao entre a abordagem intuitiva do problema e o formalismo matemético
subjacente. Vez ou outra, serao apresentados problemas que exigirao ideias mirabolantes

para serem resolvidos. Nesses casos, vale a pena rever a solucao mais de uma vez.

A organizacao desta se¢ao visa, portanto, cumprir um duplo papel: por um lado,
consolidar os fundamentos tedéricos da probabilidade geométrica por meio de exemplos
resolvidos; por outro, oferecer ao leitor um material que possa ser explorado em contextos
didaticos, servindo como apoio tanto para o estudo auténomo quanto para a pratica em

sala de aula.

Por fim, estando o leitor habituado com a linguagem adotada, denotaremos por A,
a medida de Lebesgue em R"™. Em particular, Ay, Ay e A3 correspondem, respectivamente,

as nogoes usuais de comprimento, area e volume.

Problema 5.0.1. Considere um quadrado de lado 10cm. Um dardo é lan¢ado de modo
que sempre atinja um ponto do quadrado ou de sua borda. Associe o impacto do dardo a

um ponto do plano e responda:

1. E possivel calcular a probabilidade de o dardo cair exatamente sobre um dos lados do

quadrado?
2. Qual € o principio geral que explica esse tipo de resultado em probabilidade geométrica?

3. Qual a probabilidade do dardo acertar um circulo de raio r = lem que estd concéntrico

em relacao ao quadrado?
Solucgdo:

1. Sim, € possivel calcular essa probabilidade no modelo de probabilidade geométrica, e

o valor obtido é

P(o dado cair sobre o lado do quadrado) = 0.
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Embora o lado do quadrado tenha comprimento positivo, ele é um subconjunto
unidimensional do plano. Ao modelarmos o lancamento do dardo como a escolha
aleatoria de um ponto no interior do quadrado, a probabilidade de um evento é
proporcional a drea do conjunto correspondente. Como um segmento de reta tem

area nula no plano, a probabilidade associada a esse evento € zero.

2. O principio geral € que, em probabilidade geométrica, eventos associados a subcon-
juntos de medida nula (como pontos, curvas ou superficies sem drea ou volume) tém
probabilidade zero quando o espago amostral possui dimensao maior. Assim, um
ponto no plano tem probabilidade zero, uma linha no plano tem probabilidade zero, e,
analogamente, uma superficie no espaco tem probabilidade zero quando comparada a

um volume tridimensional.

3. A drea do quadrado (espago amostral) é A2(2) = 100 e o evento A é \y(A) = 7.

Assim,
T

~ 100

Problema 5.0.2. escolhe-se um ponto ao acaso em um disco de raio R. Qual é a

P(A)

probabilidade de esse ponto estar mais proximo do centro do disco do que de sua borda?

Solucdo: A primeira vista, trata-se de uma questao puramente geométrica. No entanto,
assim como ocorre no paradozo de Bertrand, a resposta depende essencialmente da forma
como se modela o processo de escolha aleatoria, isto €, da medida de probabilidade adotada

no espago amostral.

Uma primeira interpretacao natural consiste em considerar o circulo
D = {(z,y) e R*: 2* + y* < R*}.

Nesse caso, o evento de interesse corresponde aos pontos cuja distancia ao centro é

menor que a distancia até a borda do disco, o que equivale a condi¢ao r < %. Assim, a
probabilidade procurada P(A) € dada pela razdo entre a drea do disco de raio % e a drea

do disco de raio R (como ilustra a figura 22).

2 p—
mR?2 4’

P(A) =

Considere agora um modelo probabilistico distinto para a escolha do ponto no disco.
Em vez de distribuir a probabilidade uniformemente pela drea do disco, adotamos o sequinte

procedimento:

e escolhe-se um dangulo 0 uniformemente no intervalo [0,27);

e escolhe-se um raio r uniformemente no intervalo [0, R];
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Figura 22 — Primeira interpretacao do problema, baseada na razao entre areas.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

e 0 ponto sorteado € aquele de coordenadas polares (r,0).

Nesse modelo, todos os valores do raio r entre 0 e R tém a mesma chance de serem
escolhidos, independentemente da drea do evento correspondente no circulo. Ou seja, a
aleatoriedade é distribuida uniformemente ao longo do segmento [0, R], e nao sobre a drea

do disco.

A figura 23 ilustra o modelo de escolha aleatoria baseado em coordenadas polares. O
ponto P ¢é determinado pela escolha de um angulo 6 e de um raio r, ambos independentes.
O segmento OM representa a distincia %, que separa os pontos mais proximos do centro
daqueles mais proximos da borda do disco. Observa-se que, para qualquer direcao firada

por 0, a verificagio do evento depende apenas do valor do raio r.

O evento de interesse ocorre quando o ponto estd mais prozimo do centro do disco
do que de sua borda. A distancia do ponto ao centro é r, enquanto a distincia até a borda
¢ R—r. Assim, a condicao desejada é r < g.

Como o raio r foi escolhido uniformemente no intervalo [0, R|, a probabilidade

R

desse evento P(A) ¢ dada pela razio entre o comprimento do intervalo favordvel [0, 5] e o

comprimento do intervalo total [0, R):

Observa-se, portanto, que esse valor difere do obtido no modelo baseado na drea.
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Figura 23 — Segunda interpretagao do problema, baseada na razao entre comprimentos.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Isso ocorre porque os dois procedimentos de escolha aleatoria ndo sdo equivalentes: no
primeiro, a probabilidade é distribuida uniformemente pela drea do disco, enquanto, neste
sequndo modelo, ela € distribuida uniformemente ao longo do raio (é como se a escolha de

0 nao interferisse no resultado).

Problema 5.0.3. Um nimero é escolhido ao acaso no intervalo [0,1]. Calcule a probabi-

lidade de que, na expansdo decimal deste numero:

1. o primeiro algarismo (apds a virgula) seja 0.
2. 0 sequndo algarismo (apés a virgula) seja impar.

3. apareca o algarismo 1 em algum momento.
Solugdo:

1. Como o numero é escolhido uniformemente em [0,1], cada digito na primeira casa

decimal ocorre com probabilidade 1—10. Assim,

P=—.
10

1
2. Assim como no item anterior, nesse caso, teremos P = 5
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3. Seja

A={z€0,1] : a expansao decimal de x contém o algarismo 1}.
Para cada n € N, considere
A ={z € [0,1] : os primeiros n digitos ndao contém o algarismo 1}.
Entao,

A (A7) = (190>”

A = ﬂ Ar
n=1

Como

seque, pela continuidade da medida,

M (A = lim A (A°) = lim (9> — 0.

Portanto,

AM(A) =1 A (A9 = 1.

Concluimos que a probabilidade de que, na expansao decimal de um nimero escolhido

aleatoriamente em [0, 1], apareca o algarismo 1 em algum momento é igual a 1.

Problema 5.0.4.

Dois nimeros x e y sao sorteados, ao acaso e independentemente, no intervalo [0,1] e
calcula-se a sua soma s = x +y. A sequir, cada um destes nimeros é arredondado para o
inteiro mais proxzimo, obtendo-se os numeros inteiros T, § e §. Calcule a probabilidade de

que § seja igual a T + 4.

Solugdo: A figura correspondente ao quadrado [0,1]* pode ser decomposta em 6 regioes
disjuntas, de acordo com os valores de T, § e § (antes de ler a solugao, € importante que o
leitor tente fazer isso sozinho). A sequir, apresentamos exemplos explicitos em cada uma

dessas regioes, indicando quando ocorre ou nao a iqualdade § = T + 7.

e Regido favordvel 1: 1 =3y=0e5=0

Ezxemplo:
Nesse caso,

logo § =2 + 7.
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e Regido favordvel 2: (z,y) = (1,0)

>1 <1
x> = —.
=5 ¥Y<s3
Ezxemplo:

r=0,7, y=0,3
Temos

z=1, g=0, s=10=5=1,

logo 5 =17+ 7.

e Regido favordvel 3: (z,y) = (0,1)

<1 >1
r < = —.
2 V=3
Ezxemplo:

r=0,4, y=0,8
Entao

=0 g=1, s=12=5=1,

logo s =2 + 7.

e Regido favordvel 4: T=7=1¢e5=2

S 1 5 1 + 5 3
:E_2, y_27 z ?J_2-
Ezxemplo:
r=0,8 y=0,8
Assim,
=1, g=1 s=16=35=2,
logo s =2+ 7.
e Regidao desfavordvel 1: T=353=0e5=1
<1 <1 + >1
T 9 Yy 9 z y_2-
Ezxemplo:
r=0,3, y=0,3
Nesse caso,

logo § # & + 7.
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e Regidao desfavordvel 2: T=y5=1e5=1
>1 >1 " <3

513_2; 9_27 rTy 9

Ezxemplo:
r=0,6, y=0,6

Entao

=1 g=1, s=12=5=1,
logo 5 # T + 7.

Para x € [0,1], temos @ =0 sex < 3 eT =1 sex > 5 (0 caso x = ; tem

probabilidade zero). Analogamente para y. Como s = x +y € [0,2], tem-se: §

S<%,§=1S€%§S<%6§Z2S€SZ%.

No quadrado [0,1]2, separamos por casos:

1. Sex =9y =0, entdo x < % ey < %, logo © + 13y = 0. Para que 5 = 0, precisamos

rt+y< %, que é um triangulo de drea

() G) -5

2. Se (z,7) = (1,0) ou (0,1), entao estamos em dois retingulos de drea total

DN | —
N | —
[\

Neles, vale x +1vy € B, %) (fora de bordas de medida zero), logo § =1 = T+ 7y sempre.

3. Sex=19=1, entao x > % ey > %, logo & + 1 = 2. Para que § = 2, precisamos
1
2

2
1} forma um triangulo de drea

() G) -5

Na figura 24 explicitamos geometricamente o espaco amostral e os eventos.

T4y > %, que dentro de [f

Somando as dreas favoraveis, a probabilidade P é

1 1 1 3
P=-+-+-=".
572781

Os casos em que x = % ouy = % podem ser ignorados, pois formam subconjuntos de
medida bidimensional nula em [0,1]2. Assim, sua contribui¢do para a probabilidade € zero.
Para evitar problemas na descricao do problema, podemos ignorar quando s = 37 para

evitar explicagoes desnecessarias, ja que ela também ndo altera em nada a probabilidade.
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Figura 24 — Espaco amostral do problema em destaque na cor azul. E possivel, inclusive,
observar onde se encontram as seis regides exemplificadas inicialmente.

1 ‘l‘\
: 9 Qllando:fﬁ:l c
I \\ y:l
1 ' hN
7 I S
Arca= —
rea= g : N
. O gl b
) N Area = 3
1 N
Quando=Z=0e =1 : AN
I AN
: \*
I AN
N
! N
S it S 3
\\ 1
\ 1
N 1
AN 1 . 1
N | = —
S | Area 4
N I
N 1
1 N 1
Area= 3 N ! 5 N
8 A : Quando=Z=1¢9=0
\\ 1
Quando= Z =0 e AN :
~ Y
y=0 ), |
AN
o

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Problema 5.0.5 (Olimpiada Paraibana de Matematica - 2025). Seja R uma regiago do
plano que representa um conjunto de resultados possiveis. Neste contexto de probabilidade
geométrica, consideramos que todos os pontos sao equiprovdveis, ou seja, possuem resultados
tgualmente possiveis. Se A C R é um subconjunto que representa um evento desejado,

entao a probabilidade desse evento ocorrer é dada por

drea de A
P(A) = ——M—.
(4) area de R

Um ponto € escolhido ao acaso no quadrado
Q =10,4] x [0,4]
do plano cartesiano xy. Qual a probabilidade de que o ponto escolhido satisfaca a condigdo

le+y—3| <|z—1|7

Solugdo: Escolhe-se um ponto (x,y) ao acaso no quadrado
Q=Q= [074] X [074]7

em que
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A2(Q2) = 16.
Deseja-se calcular a probabilidade do evento
A={(z,y) € Q: |z +y—3|<|z—1]}.

Por definicao de probabilidade geométrica,

Aa(A)
A2(2)°

P(A) =

Para isso, analisemos a desigualdade. Distinguimos dois casos conforme o sinal de x — 1.

e Caso 1: 0 <z < 1. Temos |z — 1| =1 — =z, logo
—(l—2)<z4+y—3<1-u.
Somando 3 — x em todos os termos,

2<y<4-— 2.

e Caso 2: 1 <z <4. Temos |z —1|=z—1, ¢
—(r—1)<z4+y—3<z-—1
Somando 3 — x,

4 -2 <y<2

2. Interpretacdo geométrica. O evento A é a unido disjunta das sequintes regioes:

um triangulo com vértices A(0,2), B(0,4), C(1,2); um triangulo com vértices C(1,2), D(2,0), E(2,2);
um retangulo com vértices D(2,0), E(2,2), F'(4,2), G(4,0), como mostra a figura 25.

3. Cdlculo das dreas.

e Area do triangulo ABC':
1-

[\

A(ABC) = —= = 1.

M ‘

e Area do trigngulo CDE:

1-2

— =1
2

e Area do retingulo DEFG:

A(DEFG) =2-2=4.
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Figura 25 — Espago amostral e evento do problema.

Bj 7

0 D el

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Assim,

4. Probabilidade. Portanto,

M4 63
P =50 " 168
P(A) ="

Problema 5.0.6. Cristina e Maria, que sao pessoas muito pontuais, marcaram um
encontro as 16h00. Se cada uma delas chegard ao encontro em um instante qualquer entre
16 e 17 horas e se dispoe a esperar no mdzrimo 10 minutos pela outra, qual é a probabilidade

delas se encontrarem?

Antes da solugdo, sugerimos que tente resolvé-lo apenas tendo como parametro o

problema resolvido na se¢ao 4.7.1.

Solugdo: A resolucio deste problema baseia-se em uma modelagem por meio da geometria
analitica. Sejam x e y os instantes (medidos em horas) em que Cristina e Maria chegam
ao local do encontro, respectivamente. Como ambas podem chegar em qualquer instante

entre 16h00 e 17h00, podemos supor, sem perda de generalidade, que
z,y € [0,1],

onde o instante O corresponde a 16h00 e o instante 1 corresponde a 17h00.

Dessa forma, o espago amostral é dado por

Q=10,1] x [0, 1],
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cuja medida é
Ao () = 1.

As duas se encontrarao se, e somente se, a diferenca entre os hordrios de chegada
for de no mdzximo 10 minutos, isto €,
2=yl < .
6

Denotemos por
A={(z,y) € Q: |z —y| < %}

o evento correspondente ao encontro entre Cristina e Maria.

Geometricamente, o conjunto A corresponde da regido v compreendida entre as retas

L1 1
=r+—- e y=x——.
Y 6 4 6

A regiago complementar A¢ é formada por dois triangulos retangulos congruentes,

cada um com catetos de comprimento %, como mostra a figura 26. Assim,

Figura 26 — Espaco amostral e o evento do problema apresentados geometricamente na

figura.
5
6
G
;
5
6
Fonte: Elaborada pelo autor (2026).
1/5\% 25
na) =22 (2) =2
2(49 2\6/ ~ 36
Logo,
25 11
A(A) =X () — X (A) =1 — — = —.

Portanto, a probabilidade de Cristina e Maria se encontrarem é

X(A) 11
A(Q) 36




Capitulo 5. Problemas e Solugdes 101

Problema 5.0.7. (OMU - 2025 - 2° Fase) Um espaguete cru caiu e, com o impacto,

quebrou-se simultaneamente em alguns pedagos de maneira aleatoria. Responda:

1. Se o espaguete se quebrou em exatamente trés pedacos, qual a probabilidade de as

medidas destes pedacos serem as medidas de um triangulo?
Solugdo: FEste é o problema cldssico do espaguete, basta consultar a resposta do
problema na secdo 4.7.2.

2. Se o espaguete se quebrou em quatro pedagos, entdo:

a) Determine as condigoes (algébricas) que descrevem todas as configuracoes pos-
stweis para 0os tamanhos dos quatro pedagos e, usando o GeoGebra, grafique a

regiao do espaco delimitada por essas condigoes.

Solugdo: Sejam x,y,z,w € R} e L =x+y+ 2+ w. Definamos os pontos de

corte do espaguete com extremidades em (0,0) e (L,0) pelas abscissas
r, x+y, T+y-+-=z

Efetuando tais cortes, obtém-se quatro pedacos de comprimentos x,y, z,w. As

condicoes
x>0, y>0, z2>0, w>0, r+y+z+w=1L

representam geometricamente um tetraedro no espago R3 (o dominio de escolha
de (z,y,2) comw =L — (x+y+2) >0). A representa¢io geométrica disso

esta na figura 27.

Figura 27 — Representacao geométrica do tetraedro do problema.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

O volume do espaco amostral é portanto

L3
Q:/\g{(x,y,z): x>0, y>0, 2>0, x+y+z<L}:€.
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b)

Determine as condigoes (algébricas) que quatro nimeros devem satisfazer para

que sejam medidas de um quadrildtero.
Solucdo: FEsse é um resultado cldssico da geometria.

Teorema: Dados quatro segmentos de comprimentos positivos, eles formam um
quadrildtero (simples) se, e somente se, a soma dos comprimentos de quaisquer

trés deles for maior do que o comprimento do quarto.

Demonstragdo: (Necessidade = ). Seja ABCD um quadrildtero com
AB=a, BC=b, CD=¢, DA=d.

Considere a diagonal BD de comprimento m. Nos triangulos ABD e CBD

aplica-se a desigualdade triangular:
a+b>m, m+c > d.

Da sequnda desigualdade seque m > d — c; substituindo em a + b > m obtemos
a+b>d-—c, isto éa+b+c>d. De maneira andloga obtém-se as demais

desiqualdades
a+b+d>c, a+c+d>Db, b+c+d>a,

0 que prova a necessidade.

(Suficiéncia <=). Suponha, sem perda de generalidade, que
a>b>c>d>0

e que as quatro desigualdades do enunciado sao satisfeitas. Seja r =b+d', com
d' um numero positivo suficientemente proximo de d e menor que d, de modo
que ainda valha r+c > a. Entao a,r,c satisfazem as desigualdades triangulares
e formam um triangulo. Analogamente, os comprimentos r,b,d formam outro
triangulo. Tomando a unido desses dois triangulos que compartilham o lado de
comprimento r, obtemos um quadrildatero simples cujos lados, em ordem, sao

a,b,c,d. Isso conclui a prova da suficiéncia.
Tendo provado isso, obtemos a resposta do item em questdo.
Utilizando (i) e (ii), determine as condigoes (algébricas) que devem ser satisfeitas

para que os tamanhos destes quatro pedacos formem um quadrildtero e, usando

o GeoGebra, grafique a regidgo do espago delimitada por essas condigoes.
Solugao: Pelo item b-ii, as condigoes para que x,y, z, w formem um quadrildtero
5a0

r<y+z+w,

y<zr+z+w,

z<x+y+w,

w<r+y+ =z
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. . _ 7/ . ~ L L
Substituindo w = L—(x+y+z) obtém-se as condicoes x,y,z < 5 ex+y+z > 5.

Juntas, elas representam o volume delimitado pelo cubo de aresta L/2 e o plano

z= % —x —y., como ilustrado na figura 28.

Figura 28 — Representacao geométrica do sélido geométrico tridimensional resultante do
corte de um cubo por um plano de acordo com o item da questao.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Tomando apenas a por¢do que representa comprimentos favordveis geometrica-

mente, tais condigoes descrevem a regiao do cubo de aresta L/2 limitada pelos

planos x+y+ 2z = % ex+y+z=L (A regigo pode ser vista como a intersecio

entre o primeiro tetraedro de vértices (L,0,0), (0,L,0), (0,0,L), (0,0,0) e a
regidgo do cubo descrita anteriormente.) A representagio geométrica € dada na
figura 29.

d) Calcule a probabilidade de os tamanhos dos pedacos serem as medidas de um
quadrildtero.

Solugdo: Para calcular o volume desejado (regiao descrita em b-iii), observe

3
que o cubo de aresta L/2 tem volume (é) = %3. Da porgao do cubo que excede

o tetraedro mencionado, podemos retirar duas piramides retas congruentes cujas
L2

bases tém drea % e alturas % O volume de cada piramide é

base X altura %2 . % B L3
3 3 48
Retirando as duas piramides do cubo obtemos

A AN D L D L T A Uy

1%

8§ 48 8 24 24 12

Pelo item b-i, lembrando €2 = %3, tem-se

Cn(V) B 112 1
P=N@ " e e
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Figura 29 — Representacao grafica solicitada pelo problema.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Problema 5.0.8. (OMPD 2022) Trés amigos internautas combinaram de participar de
uma call no Discord para discutir a OMpD 2022. Eles combinaram de entrar no Discord
em algum hordrio entre as Oh e 1h da madrugada, mas cada um deles vai entrar na call em
algum hordrio aleatorio, vai esperar uma fragio x de hora e, se nenhum dos outros amigos
estiver online durante esse tempo, ele saird do aplicativo. Sabendo que a probabilidade de
que cada um dos amigos nao veja nenhum dos outros dois amigos online € de %, quanto

vale x?
Solugao: O método para solucionar esse problema é bem criativo. Seque.

Sejam 11, Ty, Ty hordrios escolhidos ao acaso e de forma independente no intervalo
[0,1] (medindo horas a partir de Oh). Ordenando-os, obtemos: 0 < Ty < Ty, < T3 < 1. Daf,
percebe-se que o espago amostral Q serd a intersegio do produto cartesiano [0,1]> com a

condicao anterior. Nesse caso, a figura obtida serd um tetraedro, como mostrado na figura

30, cujo volume é A3(2) = 3.

Como queremos que eles nao se encontrem, basta perceber que os intervalos [Ty, T, +
x| e [Ty, To + | nao podem se sobrepor, isto €, Ty ¢ [Ty, Ty +x) e Tz ¢ [Ty, T+ x) (perceba
que deizar o intervalo aberto ou fechado ndo interfere, pois o extremo do intervalo tem
volume nulo. Faremos isso para deizar a notagio a sequir melhor). Com isso, concluimos

que T3 =Ty >x ely —T) > .

A ideia curiosa desse problema vem no proximo passo. Ao invés de ficar buscando
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Figura 30 — Tetraedro formado pela condi¢ao imposta pelo problema.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

maneiras de calcular o evento nessas condigoes, vamos modificar o comprimento do nosso
intervalo. Perceba que a distancia x deve existir, pois, caso contrdrio, dois deles sempre se
encontrariam. Queremos que eles nunca se encontrem, dois a dois. Por isso, basta retirar
o comprimento = duas vezes do intervalo [0, 1] pois, com isso, qualquer ponto escolhido tal
que 0 <T) <Ty —x <T;3—2x <1—2x satisfard as condi¢oes propostas. Essa mudanca

no comprimento dos segmentos estd representada na figura 31.
Figura 31 — A mudanca de variaveis corresponde a uma translagao dos instantes de entrada,

que elimina os intervalos de seguranga de comprimento x entre eles, reduzindo
o intervalo original [0, 1] ao intervalo efetivo [0, 1 — 2x].

0 T1 T1+X TZ T2+X T3 1

Y

0 T. T.-x T: - 2x 1-2x
| | | | |
T I T | I

Y

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

No entanto, como nesse passo hd uma mudanga de varidveis (pois o Ty se tornard
outro valor nesse novo segmento), como mostra a figura 31 (perceba que o Ty torna-se
Ty —x agora). fagamos a mudanga de varidvel t| = Ty, to = To —x ety = Ty —2z. Observe
que a relacao inversa ¢ Ty =t1, Ty =ty +x, T3 = t3+ 2x, logo a mudanga é uma bijecdo.
Essa mudanca de varidvel serve apenas para reescrever o problema em um novo sistema

de coordenadas, simplificando as desiqualdades e evitando expressoes como Tz — 2.

Perceba que, apos a mudanca de varidveis, o problema se reduz a considerar os
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pontos (ty,ts,t3) € [0,1 — 2z]® que satisfazem a condigo de ordenagio
Geometricamente, esse conjunto corresponde d regigo do cubo [0,1 — 2z]> em que as

coordenadas estao ordenadas. FEssa regiao forma um tetraedro, andlogo aquele obtido no

caso inicial sobre o cubo [0,1]>.

Em outras palavras, estamos apenas “encolhendo” o cubo original [0,1]> para
0,1 —2z]? e, dentro dele, considerando novamente apenas a regiio ordenada, como mostra

a figura 32. Dai, o volume do novo tetraedro serd calculado de forma semelhante.

Figura 32 — Novo tetraedro apds fazer as modificacoes necessarias.

Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

Assim, o evento A, correspondente aos casos em que nenhum dos amigos se encontra,
¢ representado por um tetraedro de volume
(1—2x)3

/\3(A) = 6

Sabe-se que a probabilidade de nenhum deles se encontrar é

)\3(14) B (1—290)3

= (1—22)*

o,

=

I

|
[N (e

Como P(A) = 3, seque que

1
1—22)%=—.
(1-22)" =3

2 - V4
T

Resolvendo essa equagdo obtemos x =
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Observacao 5.0.9. A sequir, consideramos apenas problemas cujo espaco amostral é

infinito enumerdvel.

Problema 5.0.10. Dois jogadores langcam sucessivamente uma moeda honesta. Ganha o
primeiro que obtiver um resultado igual ao obtido na jogada anterior. Qual € a probabilidade
de que o primeiro a lancar a moeda seja o ganhador?

Solucao: Considere dois jogadores, A e B, que lancam sucessivamente uma moeda
honesta, alternando as jogadas, sendo A o primeiro a lancar. Ganha o jogador que, em
sua jogada, obtiver o mesmo resultado da jogada imediatamente anterior. Observemos
inicialmente que ndao € possivel haver vencedor na primeira jogada, pois nao hd jogada
anterior para comparar. A partir da sequnda jogada, em cada lancamento, o jogador vence

se o resultado coincidir com o da jogada anterior.

Vitorias do jogador A: O jogador A realiza as jogadas de nimero impar. Para que A
venga na jogada 2i + 1 (como i € N, ele s pode ganhar na terceira, quinta, sétima,...,

jogadas, jd que a primeira ndo conta), é necessario que:
e nao tenha ocorrido dois resultados iguais nas 2i primeiras jogadas;

e o resultado da jogada 2t + 1 seja igual ao da jogada 2i.

Como a moeda € honesta, a probabilidade de nao haver duas jogadas consecutivas iguais
nas primeiras 21 jogadas é iqual a (%)2i_1, Pois a comparagcao so comega a partir da sequnda

jogada. Logo, a probabilidade de A vencer na jogada 21 + 1 é
2 2 \2/ \4/)°
Assim, pode-se calcular a probabilidade de A ganhar como
1 1\? 1\? 1\! < /1\?
@) @) e (G) =2 ()
Como se trata de uma progressao geométrica de razao i, temos que

N
> (1) =it1=3

1
i=1 4

Portanto, a probabilidade de A vencer é dada por

1
P(A vence) = 3

Vitorias do jogador B: O jogador B realiza as jogadas de nimero par. Para que B
venga na jogada 2i (com i € N), isto €, na sequnda, quarta, sexta, ... jogadas, é necessdrio

que:
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e nao tenha ocorrido dois resultados iguais nas 2t — 1 primeiras jogadas;

e o resultado da jogada 2i seja igual ao da jogada 21 — 1.

Como a primeira jogada ndao possui resultado anterior para compara¢dao, apenas
as 21 — 2 jogadas sequintes precisam ser diferentes da jogada imediatamente anterior.
Como a moeda é honesta, a probabilidade de uma jogada diferir da anterior é % Logo, a

probabilidade de ndao ocorrer coincidéncia nas primeiras 21 — 1 jogadas é

O

Multiplicando pela probabilidade de coincidéncia na jogada 2t, obtemos que a

probabilidade de B vencer nessa jogada é

1 2i—2 1 1 2i—1
<2> 2 (2> ‘

Assim, pode-se calcular a probabilidade de B ganhar como

SIEYRTE) RSl Y B L) ST )8

=1

1

Como se trata de uma progressao geomélrica de razao 3, assim como na situagao

do jogador A, temos que

1 2
P(B vence) =2 - - = —.
3 3

Além disso, a probabilidade deles jogarem, infinitamente, sem nenhum deles ganhar

1 1
¢ dada por lim;_, <2> = 0.

Problema 5.0.11. Arlindo tem um real e Bernardo tem dois. Eles combinam de apostar
um real em sucessivas disputas de cara ou coroa, até que um deles perca todo o seu dinheiro.

Qual é a probabilidade de que Arlindo seja o ganhador?

Solugdo: Representemos o estado do jogo por um par ordenado (a,b), em que a denota
a quantia de dinheiro de Arlindo e b a de Bernardo. O estado inicial é (1,2), e o jogo
termina quando se atinge um dos pares (3,0) (vitéria de Arlindo) ou (0,3) (vitdria de
Bernardo). Para que Arlindo seja o vencedor, o processo deve eventualmente atingir o
estado (3,0). Observemos que isso ocorre quando o estado (2,1) é sequido por uma vitdria

de Arlindo. Assim, as sequéncias possiveis que levam a vitoria de Arlindo sao da forma:

(1,2) = (2,1) — (3,0),
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(1,2) - (2,1) — (1,2) — (2,1) — (3,0),

ou ainda
(1,2) —» (2,1) = (1,2) — (2,1) = (1,2) — (2,1) — (3,0),

e assim sucessivamente.

Em cada disputa, a probabilidade de vitoria de qualquer jogador é % Logo, a
2 4
probabilidade de Arlindo vencer na primeira sequéncia é (%) , na sequnda é (%) , na

6
terceira € (l> , e assim por diante. Portanto, a probabilidade de vitéria de Arlindo € dada

2
, N2 /1IN /1N o 1\ 2k
P(Arlindo vence) = <2> + (2) + (2> 4= > (2) .

Trata-se de uma progressao geométrica de razao i, cuja soma €

pela soma

AN,

1
P(Arlindo vence) = . =3

=

Problema 5.0.12. A e B lancam sucessivamente um par de dados ndo enviesados até
que um deles obtenha soma de pontos 7, caso em que a disputa termina e o vencedor é o
jogador que obteve soma 7. Se A € o primeiro a jogar, qual a probabilidade de A ser o

vencedor?

Solucdao: Comecando por A, ou A ganha na primeira rodada, ou na terceira, ou na quinta,
e assim sucessivamente. Assim, a probabilidade de A ganhar é a soma das probabilidades

correspondentes a cada uma dessas situacoes.

Para que A venga na i-ésima jogada, € necessdrio que nenhuma das i — 1 jogadas

anteriores resulte em soma 7 e que a i-ésima jogada resulte em soma 7. Como a probabili-

dade de nao sair 7 em uma jogada é % e a de sair 7 é é, a probabilidade de A vencer na

jogada 21 — 1 é

Logo,
- =\6 6
Fatorando: | oo jo5y it
P =53 (5)
6 ;= \36

Soma geométrica:
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De modo andlogo, a probabilidade de B ganhar, utilizando o mesmo raciocinio, é

CEORE S DICIE SEIE)]

i=1 i=1

que também é uma progressao geométrica de razao 52, com termo inicial sendo . Cal-
culando a soma pela formula da soma dos termos da progressao geométrica, obtemos
i (25)1 = % _ 5 Dai, concluimos que
~\36) 1-2Z 11 !
25
PB)=—--—=—
11 11

Observagao. A probabilidade de que nenhum dos jogadores obtenha soma 7 apds
2x

2x jogadas é (6) , a qual tende a zero quando x — oo. Assim, a probabilidade de que o

jogo nunca termine tende a zero.
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6 Conclusao

A probabilidade geométrica ocupa uma posi¢ao singular no ensino e na teoria das
probabilidades, pois articula conceitos geométricos intuitivos com estruturas matematicas
que exigem maior rigor conceitual. Ao longo deste trabalho, buscou-se evidenciar que a
compreensao adequada desse tema nao pode se restringir ao calculo intuitivo de areas ou
volumes, sendo indispenséavel o entendimento dos fundamentos que legitimam a atribuicao

de probabilidades em espacos continuos.

Nesse sentido, a teoria da medida mostrou-se essencial para a formalizagao da
probabilidade geométrica, fornecendo os instrumentos necessarios para definir medidas
compativeis com as propriedades intuitivamente desejadas, como invariancia por translagoes
e homogeneidade. A construcao da medida de Lebesgue, bem como a discussao sobre
conjuntos nao mensuraveis e conjuntos de medida zero, permitiu esclarecer limites e
possibilidades da modelagem probabilistica em contextos continuos, evitando ambiguidades
como as evidenciadas pelo paradoxo de Bertrand e outras presentes na secao de problemas

e solugoes.

Paralelamente ao desenvolvimento tedrico, este trabalho assumiu como objetivo
central a realizacdo de uma transposicao didatica da probabilidade geométrica, voltada a
formacao de professores e ao atendimento de estudantes do ensino médio interessados em
contextos académicos e olimpicos. Ao propor uma apresentacao progressiva dos conceitos,
procurou-se equilibrar rigor matematico e acessibilidade, explicitando as hipdteses envolvi-
das na modelagem dos espacos amostrais e na interpretacao dos resultados probabilisticos.
Sob outra perspectiva, observa-se que nao é possivel reduzir ainda mais os conceitos
matematicos necessarios a exposicao da definicdo formal de probabilidade geométrica sem
comprometer sua esséncia. Uma simplificacao excessiva poderia conduzir a imprecisoes
ou mesmo a erros conceituais, o que se mostrou incompativel com os objetivos deste
trabalho. Assim, apesar do esforgo de transposicao para uma linguagem mais acessivel,
algumas partes do texto nao puderam ser apresentadas com o mesmo nivel de didatismo
observado em outras segoes. Essa escolha reflete uma decisao consciente de preservar o

rigor matematico indispensavel a compreensao adequada do tema.

Com o objetivo de formalizar a no¢ao de probabilidade geométrica a luz da
teoria da medida, este trabalho exigiu a mobilizagdo e o aprofundamento de diversos
conteudos matematicos, contribuindo para uma compreensao mais refinada do préprio fazer
matematico. Tal aprofundamento mostrou-se necessario, uma vez que, nos textos classicos
de teoria da medida, a formalizacao explicita da probabilidade geométrica nao constitui,

em geral, uma preocupacao central dos autores, sendo o tema geralmente tratado de
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forma indireta ou implicita. Diante dessa lacuna, tornou-se necesséario articular resultados
provenientes da teoria da medida de modo a construir uma apresentacao formal coerente
da probabilidade geométrica, compativel com os axiomas da probabilidade. Esse processo
revelou-se construtivo, especialmente no contexto da formacao docente, ao favorecer uma
compreensao mais integrada entre rigor matematico, modelagem e interpretacao conceitual.
Assim, o trabalho contribui para o aprimoramento do saber matemaéatico do professor e
do estudante, fortalecendo sua capacidade de transitar entre a matematica formal e sua

transposi¢ao para o contexto educacional.

A secao de Problemas e Solugdes, bem como os problemas desenvolvidos ao longo
da fundamentacao tedrica, constituiu um elemento relevante deste trabalho do ponto de
vista pedagodgico. A presenca de problemas desde as segOes iniciais, especialmente na
introducao a probabilidade, e sua continuidade ao longo do texto, possibilita ao professor
utilizar o material de forma modular, articulando teoria e pratica conforme os objetivos
didaticos pretendidos. Destaca-se ainda que a maior parte dos problemas apresentados foi
elaborada no contexto deste trabalho, o que permitiu uma abordagem dos temas tratada
sob perspectivas distintas daquelas comumente encontradas na literatura didatica. Essa
caracteristica favorece a exploragao conceitual dos contetidos e amplia as possibilidades de
utilizacao do material em sala de aula ou em atividades de aprofundamento, especialmente

em contextos de formacao docente e preparacao para olimpiadas de matemaética.

Os problemas analisados e resolvidos ao longo do texto evidenciam que a pro-
babilidade geométrica constitui um campo fértil para o desenvolvimento do raciocinio
matematico, da visualizacao geométrica e da compreensao critica dos modelos proba-
bilisticos. O material sistematizado nesta dissertacao pode, assim, ser utilizado como
suporte tedrico e metodoldgico por professores que desejem aprofundar esse tema em sala
de aula ou em atividades extracurriculares, especialmente no contexto de olimpiadas de

matematica.

No desenvolvimento deste trabalho, o software GeoGebra foi utilizado como recurso
auxiliar na construcao de algumas representagoes graficas bidimensionais, especialmente
na ilustracao de espacos amostrais e eventos associados aos problemas de probabilidade
geométrica. Sua utilizagdo mostrou-se adequada para a visualizacdo de regides planas
e para o apoio a compreensao geométrica dos exemplos apresentados ao longo do texto.
Entretanto, no que se refere a elaboragao de representacoes tridimensionais mais elaboradas,
o GeoGebra apresentou limitagoes em relagao ao nivel de controle visual e precisdo gréafica
desejados para este trabalho. Diante disso, optou-se pela utilizacdo do software Adobe
Illustrator na construcao de algumas figuras tridimensionais, de modo a garantir maior
clareza visual e fidelidade geométrica as situagoes analisadas. Essa escolha refletiu uma
decisdo metodoldgica orientada pela adequacao da ferramenta ao objetivo especifico de

cada representacao.
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Por fim, este trabalho nao teve como objetivo esgotar o estudo da probabilidade
geométrica, mas oferecer uma base conceitual sélida e um referencial didatico consistente
para sua compreensao e ensino. Os objetivos propostos ao longo da dissertacao, a
formalizacao da probabilidade geométrica a luz da teoria da medida, a explicitagdo de seus
fundamentos matematicos e a construcao de uma transposicao didatica consciente, foram
contemplados no desenvolvimento do texto. Como perspectivas futuras, destacam-se a
realizacao de estudos empiricos sobre a aprendizagem dos alunos, a ampliagao do material
para outros contextos educacionais, a organizagao do conteudo apresentado para utilizagao
em seminarios de formacao de professores de matematica e, ainda, o aprofundamento
e aperfeicoamento dos resultados obtidos com vistas a possiveis publicagoes. Dessa
maneira, o percurso tedrico e didatico apresentado evidencia que a compreensao rigorosa da
probabilidade geométrica constitui um elemento fundamental tanto para o aprofundamento

conceitual da matematica quanto para sua efetiva transposicdo ao ensino.
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ANEXO A - Demonstracoes dos Teoremas

A.1 O Teorema de Vitali

Definicao A.1.1 (Relagao de equivaléncia por diferenca racional). No intervalo [0, 1]
definimos a relagdo ~ por

r~y <<= zx—yeQ.

E imediato verificar que ~ é uma relagao de equivaléncia em [0, 1].

Definicao A.1.2 (Conjunto de Vitali). Um conjunto de Vitali V' C [0, 1] é um conjunto
que contém exatamente um representante de cada classe de equivaléncia de [0,1] para a

relacao ~ acima.

Definigao A.1.3 (Axioma da Escolha). Se F é uma familia de conjuntos nao vazios, entdo
existe uma fungio de selegio (ou fungao de escolha) [ definida em F tal que f(A) € A
para todo A € F.

Teorema A.1.4 (Vitali). Eziste um subconjunto V C [0,1] tal que nao existe nenhuma

Jungio m : P(R) — [0, +00] satisfazendo simultaneamente:

(1) m(0) =0;

(2) m é o-aditiva;

(8) m(I) = 4(I) para todo intervalo I C R;

(4) m(E + z) = m(E) para todo E C R e todo x € R (invaridncia por translagio).

Em particular, tal V ndo é mensurdvel no sentido de Lebesque.

Demonstragao: Consideremos a relagio de equivaléncia ~ em [0,1]. Cada classe de
equivaléncia é um subconjunto nao vazio de [0, 1]. Aplicando o Azioma da Escolha a familia
formada por todas as classes de equivaléncia, obtemos uma fungdo de escolha que seleciona
exatamente um elemento de cada classe. O conjunto V' formado por esses representantes é

um conjunto de Vitali contido em [0,1]. Seja, entao,

Q = Q N [_17 1]7
que € enumerdvel. Para cada q € Q) considere a translagdo

V+g={v+q:veV}
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Mostremos que as colegoes {V + q : q € Q} sao mutuamente disjuntas. De fato,
suponha que existam q; # qa em Q e pontos vi,vy € V tais que vy + g1 = vo + qo. Entdo
vy — v =qo — q1 € Q, logo v; ~ vy. Pela construcao de V' seque-se vy = vq, 0 que implica

¢ = @2, contradizendo a hipdtese. Assim, para q1 # g2 tem-se (V +q1) N (V 4+ q2) = 0.

Além disso, a unido dessas tradugoes contém [0,1]. De fato, para cada x € [0, 1]
existe v € V com x ~ v, isto é, x —v € Q; como x,v € [0,1] tem-se x —v € [—1,1],

portanto x € V +q com g =x — v € Q). Consequentemente,

0,11 U (V+q) < [-1,2].
q€Q

Suponha que exista m : P(R) — [0, +o00] satisfazendo todas as quatro condigies

enunciadas pelo teorema. Pela o-aditividade e pela disjuncao das tradugoes,

m(U(V+q)) => m(V+gq).

o) q€eqQ

Pela invariancia por translagio tem-se m(V + q) = m(V') para todo q € Q. Como Q é

infinita enumerdvel, a soma Y- ,com(V') vale:

0, se m(V) =0,

9€Q +00, sem(V) > 0.

Por outro lado, da inclusdo [0,1] € U,eo(V +q) € [—1,2] e da monotonicidade de

m (sequida da o-aditividade) obtemos

1=m([0,1]) < m(U (V+ Q)) <m([-1,2]) = ([-1,2]) = 3.

q€Q

Assim m( Uyeo(V + q)) € finito e > 1, o que contradiz as duas possibilidades
anteriores (ou é 0 ou € +00). Portanto ndo pode existir medida m definida em toda P(R)

satisfazendo simultaneamente tais propriedades.

O

A.2 O Teorema de Carathéodory

Teorema A.2.1. Seja pu* uma medida exterior em e M a colecio de todos os subcon-

juntos de 2 que sdo mensurdveis no sentido de Carathéodory. Entao:

1. M € uma o-dlgebra;

2. a restri¢ao p = p*|pm € uma medida em (2, M).
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Demonstracao: Primeiro, note que para todo E C € e todo A C € sempre vale a
desigualdade
p(A) < p (ANE) + p* (AN E),

pois A = (ANE)UJ(ANE®) e a subaditividade aplicada aos dois conjuntos dd a desigualdade.

A propriedade de Carathéodory exige a desigualdade reversa para todos os conjuntos A.

(i) M é uma o-dlgebra.

(fechamento por complemento) Se E € M, entdo para todo A,
W(A) = i (AN E) + (AN E).

Isso € simétrico em E e E°, entao K¢ € M.

(contém o vazio) Colocando E = () vemos facilmente que ) € M (ji que p*(A) =
P (AND) +p*(ANQ) =0+ p*(A)).

(fechamento por uniodes finitas) Sendo A, B € M, temos
p(E) = p (ENA) + p*(E N AY).
Porém, perceba que ENA°= (ENA°NB)U(ENA°N B°), logo
p(ENAY) =pu (ENA°NB)+ p*(ENA°N B°).
Somando ambas as equacoes e manipulando os termos, ficamos com
P (E)=p (ENA)+u (ENA°NB) + p*(ENA°N B°).
Pela subaditividade de p*,
p(ENA)+p (ENA°NB) > w ((ENA)U(ENA°NB)).

Porém, observe que (ENA)U(ENA“NB)=EN(AUB), portanto

p(E) Z p(EN(AUB)) + p"(EN (AU B)Y).
Como a desigualdade oposta € obtenivel pela subaditividade, obtemos

W' (E) = w*(EN (AU B)) + (BN (AU B)°),
o que implica AU B € M.

(fechamento por unides contdveis) Sejam E C Q, B, = |J Ay ¢ B = |J 4k, com
k=1 k=1
{Ar}2, € M. Logo,

W(ENB,) = i ((E N B,)N An> o ((E N B,)N Aﬁ).
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Como os {Ax}2, sdo disjuntos dois a dois, B, N A, = A, e, para todo n > 2, temos
B,NA, = B,_1. Portanto

p(ENB,) =p(ENA,)+p (ENB,1).

Iterando tal processo (ou aplicando o caso finito recursivamente), obtemos que

n

w(ENB,) = Zu*(EﬂAk).

Como M ¢ fechado para unioes contdveis, B,, € M para todo n inteiro positivo. Portanto
pi(E) = (ENBy,) + p"(EN By),

donde

S wH(EN AL+ p(ENBS).
k=1

w(

Pela sub-aditividade de p*,

zij (BN A > i (O(EﬂAk)) :u*(Em (kQIAk>)_

k=1

Além disso, como B, C B, temos B¢ C B,° e portanto (E N B¢) C (EN B,). Pela
monotonicidade de p*, p*(E N B°) < p*(E N B,°). Note, entdo, que

1w (B) > ( ( U Ak)> “(E N B),

e fazendo n — oo,
p(E) =z w(ENB)+ p'(ENBY).

Pela sub-aditividade de p*, obtemos a desigualdade contraria, logo

p(E)=p (ENB)+u (ENB°) = BeM.

Isso demonstra que M é uma o-dlgebra, como queriamos.

(ii) p*|m € uma medida.
Basta mostrar que p € aditiva para unioes contdveis de conjuntos disjuntos.

Novamente, sejam E C Q, B, = | J Ay e B =] Ak, com {A}};2, € M disjuntos
k=1 k=1
dois a dois. Perceba que

p(E) > > (BN Ay) + p (BN B).
Como E ¢€ arbitrdario,

Z (BN Ag) + 1" (Bn B9,
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mas p*(B N B) = u*(0) =0 e, para cada k inteiro positivo, BN Ay, = Ay, donde

pB) 2 S (A

Pela sub-aditividade de p*, obtemos a desigualdade contrdria, logo p*(B) = > " (Ax) € a
k=1
restricao pu* |pm € uma medida.

A.3 O Teorema da Extensdo de Carathéodory

Teorema A.3.1. Seja A uma dlgebra de subconjuntos de 2 e ug : A — [0,4+00] uma

pré-medida. Entao existe uma medida exterior u* em ) tal que:

(1) todo conjunto de A é mensurdvel no sentido de Carathéodory (isto é, A C M);

(2) a restricao de p* a o-dlgebra M dos conjuntos mensurdveis é uma medida |1 que

estende fug.

Além disso, se ug € o-finita (isto é, existe (B,) C A com Q =U,, B, € uo(B,) < 0o para

todo n), entdo essa extensdo é unica na o-dlgebra gerada por A.

Demonstragdo: Antes de demonstrar tal teorema, definamos p* : P(2) — [0, 4+00] como

pt(B) =it { 3 (A - (A € A B C J A}

k=1 k=1
Mostremos que p* é uma medida exterior.

Tomando Ay, = () para todo k inteiro positivo, pelo infimo na defini¢io de i*,

w(0) < i po(Ax) = i/ﬁo(@) =0.

k=1
Mas de p* : Q — [0, +00], temos 0 < p*(0). Portanto p*(0) = 0.

Para mostrar a monotonicidade de i*, veja que, se A C B C (Q, entdo toda cobertura

de B também cobre A, e pelo infimo na definicao de u*, devemos ter que pu*(A) < p*(B).

Agora, passaremos a demonstrar a sub-aditividade de p*.
[e.@]
Seja § > 0. Pelo infimo na definicio de p*, existe uma cobertura U E;j de A;
i=1
com A; {E;;}2, € P(Q) para cada j inteiro positivo, tal que
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> io(Bij) < p*(A) + 6277
i=1

o0 oo [e.e]
Como A; C U E; ; para cada j inteiro positivo, U A; C U E; ;, donde
i=1 j=1 i,j=1

Y no(Eig) <Y pf(Ay) + > 0277
j=1 j=1

ij=1 =

Veja que Z 6277 = (52 277 = §, portanto

j=1 =1
> to(Big) < 3w (4)) +6.
ig=1 j=1

Agora, tomando o infimo na definicio de p*,

/f( Gl Aj) < i fo(Ei ),

1,j=1

e por transitividade,

M*( @1 Aj> < Z?#*(Aj) +0.

Como & € arbitrdrio, basta que 0 — 0. Isso mostra que p* €, de fato, uma medida

exterior.

Agora, partiremos para a demonstracao do teorema.
(i) AC M.
Basta mostrar que, para todo A € A e E C 2, temos
P (E) =p (ENA)+p (BN A%.

Seja { B}, C A uma cobertura de E, isto é, E C U By. Para cada k,
k=1

By = (BeNA) U (B, N A9).

Como g € aditiva em familias contdveis de conjuntos dois a dois disjuntos e

(BxNA), (BN A°) € A,

po(Bk) = po(Bi N A) + puo(Bi N A%),
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e somando em k,

i_o:ﬂo(Bk) = i ,UO(Bk N A) + i ,UO(Bk N AC)

k=1 k=1
Note que { B, N A}, é uma cobertura de EN A por elementos de A, e pelo infimo
na defini¢io de p*, Y po(Bxy N A) > p*(ENA).

k=1
Analogamente para { B, N A},

> ol Ba) 2 (B0 A)+ (B0 A7),

Como { By}, € uma cobertura arbitrdaria de E, tomando o infimo em u* sobre

todas as coberturas de F,

P (E) 2 p (ENA)+p' (BN A).

Pela sub-aditividade de p*, obtemos a desiqualdade contraria, logo

W (B) = 5 (B A) + " (B 1 A9,
Como A € arbitrario, u*é tal que todo A € A € mensurdvel.

(ii) 1 é uma medida que estende piy.
Pelo anterior, p = p* |p € uma medida.

Como A é uma cobertura de si mesmo e p*(A) é o infimo sobre todas as coberturas,
por defini¢ao de p*, temos u(A) = pu*(A) < po(A).

k-1
Agora, seja {Bi}72, C A uma cobertura de A e seja Cy, = (AN By)\ | J B; € A.

i=1

k k
Note que C; N C; =0 para todo i # j e UCZ- =AN UBZ-, donde

i=1 i=1

(G

k=1

k=1

Como Cy, e BEg\Cy sdo disjuntos, pela aditividade contdvel de py,

t1o(Br) = po(C) + po(Bi\Ck),

e somando em k,
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i to(Br) = i 10(C) + i to(Bi\C)-

k=1 k=1

Perceba que

o

3" p0(Be) = - po(Ch) = po(A).
k=1

Como {By}2, € uma cobertura arbitrdria de A, pelo infimo na definicio de p*,

i (Bi) > po(A) = u(A) > po(A),

e como jd mostramos que pu(A) = p*(A) < po(A), u(A) = puo(A) e p estende pyg.

Caso 1y € o-finita.

Definamos:

e P € um m-sistema se € fechado por intersegoes finitas.

e L é um \-sistema (Sistema de Dynkin) se Q0 € L, é fechado por complementos

relativos a ) e fechado por unides contdveis de conjuntos disjuntos.

Utilizaremos o sequinte teorema, cuja demonstracao foge do escopo do presente
trabalho:

Teorema ™ — A\ (Dynkin): se P é w-sistema e L é \-sistema com P C L, entio
o(P) C L. Em particular, se uma A-sistema contém um w-sistema gerador, entao contém

a o-dlgebra gerada por ele.
Note que toda dlgebra A é um m-sistema por ser fechada por intersecdo finita.

Seja v outra medida definida em o(A) tal que v|4 = po. Queremos provar v = p

em o(A).

Para qualquer E C e qualquer cobertura (Ax) C A de E,

E) < V<UAk) < (A = 3 po(Ar)-

Tomando infimo sobre todas as coberturas obtemos v(E) < p*(FE). Em particular,

na o-dlgebra onde v estd definida, v < p.
Analisaremos, entao, o caso finito global (isto €, u(2) < oo).

Se 1(Q2) < 0o (e entdo v(2) = pp() = u(Q) < 00), considere a classe
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C=Feco(A): v(E)=pulE).
Mostramos que C é um \-sistema e contém A. Entao, por m — X (jd que A é
w-sistema), o(A) C C e portanto v = p em o(A).

Observe que:
e Q€ C porque v(§2) = u(f2).
e Se E €C entio v(E) =v(Q) —v(E) = n(Q) — p(E) = p(E°), entao E° € C.
o Se B\, Fs,--- €C sdao disjuntos entdo

(UB) = Zvm) = S uis) = n(UF),

k

portanto U, Ey € C.

Assim C é \-sistema. Como A C C (porque v e u coincidem em A pela hipdtese),
pela m — X concluimos o(A) C C. Logo v = p em o(A).

Agora, analisemos o o-finito geral.

Suponha apenas o-finitude: exista (B,)n > 1 C A com Q =, By, € po(Bp) < o0.

Para cada n definimos medidas finitas nas partes B, por

WO(E) = p(ENB,),  v"(E):=v(ENB,),

definidas para E € o(A). Note que u™ (Q) = u(B,) = po(B,) < 0o e vM(Q) =
v(B,) = uo(B,) < oo. Além disso p™ e v™ coincidem em A intersectada com B,.
Aplicando o caso finito global a o-dlgebra o(A) restrita a B, (ou, de forma equivalente,

aplicando o caso finito global as medidas ™, ™ no mesmo espaco), deduzimos

w(ENB,) =v(ENDB,) paratodo E € o(A), Vn.

Finalmente, para qualquer E € o(A) temos

=> n=1%wENB,) Z (ENB,) =v(E),

onde a troca de ordens e a soma sdo vdlidas porque as intersecoes E'N B, partem
E em pedacos disjuntos e ambos os lados sao nao negativos. Assim p(E) = v(E) para

todo E € o(A). Portanto a extensao é unica na o-dlgebra gerada por A.

O
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Observacao A.3.2. A condicio de o-finitude € essencial para a unicidade na o-dlgebra

gerada por A. Sem o-finitude artefatos podem surgir e ndo podemos garantir unicidade.

A.4 Compatibilidade com a Sigma-Algebra de Borel

Proposicdao A.4.1. A o-algebra de Borel B(R™) estd contida na o-dlgebra de Lebesgue
L(R™). Além disso, a medida de Lebesgue p = p1*|o@wny estende a pré-medida geométrica
Lo, isto é,

u(R) = po(R),  VRER.

Demonstracao: Seja iy a pré-medida geométrica definida na familia R dos retangulos

semiabertos de R" e seja p* a medida exterior associada a py. Considere a colegao
LR")={ECR": p"(A)=p"(ANE)+pu (ANE), YACR"}.
Pelo Teorema de Eztensdo de Carathéodory, L(R™) é uma o-dlgebra e a restrigio u =

M*|L(Rn) ¢ uma medida.

Passo 1: Retangulos semiabertos sGo mensurdveis e preservam a pré-medida.
Pelo proprio teorema de Carathéodory, todo conjunto pertencente ao dominio original da

pré-medida po € mensuravel no sentido de Carathéodory. Em particular,
RC LR e w(R)=pu(R), VR € R.
Como L(R™) é uma o-dlgebra, seque que

o(R) C L(R").

Passo 2: A o-dlgebra gerada por R coincide com a de Borel. Seja Q a familia

dos retangulos abertos de R™ da forma
n
Q= H(@i,bi), a;,b; € Q, a; < b;.
i=1
A familia @ é enumerdvel, pois Q é enumerdvel e produtos finitos de conjuntos enumerdveis

permanecem enumerdveis.

Mostremos que todo conjunto aberto G C R™ pode ser escrito como unido enume-
ravel de elementos de Q. Seja x € G. Pela definicdo de conjunto aberto, existe € > 0 tal

que

.

(i —e,z;+¢) CG.

=1

Como os niumeros racionais sao densos em R, € possivel escolher a;,b; € Q satisfazendo

ri—e<a; <z < b <wmpi+e,
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para todoi =1,...,n. Assim, obtemos um retangulo QQ € Q tal que x € () C G. Repetindo
esse procedimento para cada ponto de G e tomando a uniao de todos os retangulos obtidos,
conclui-se que G € unido de elementos de Q. Como Q € enumerdvel, essa unido pode ser

tomada enumerdvel. Logo,

B(R") = o(Q).

Por outro lado, cada retangulo Q) € Q pode ser escrito como unido enumerdvel de

retangulos semiabertos. De fato,

n

o0 n 1

H(aiabi) = U H [ai + ,bi> ~

i=1 k=1i=1 k

Cada conjunto do lado direito pertence a R, o que implica
QCo(R) = 0(Q)Ca(R).

Como também é claro que R C B(R™), obtemos

o(R)C B(R") e BR")=0(Q) Co(R),

logo
o(R) = B(R").

Passo 3: Conclusdo. Dos passos anteriores, seque que
B(R") =0o(R) C L(R™).

Além disso, a medida de Lebesque i estende a pré-medida geométrica o, isto é, p(R) =
to(R) para todo R € R.
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