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RESUMO

O presente trabalho teve como principal objetivo produzir e executar uma sequéncia didatica
abordando o ensino de fungdes quadraticas, utilizando, como ferramenta auxiliar, o software
GeoGebra. Como produto educacional, elaborou-se uma sequéncia didatica para o ensino de
fungdes quadraticas aplicadas no contexto da educagao bésica, utilizando o software GeoGebra,
afim de facilitar a visualizagcao geométrica e os conceitos envolvidos. A proposta foi aplicada
em uma turma mista, composta por estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental e das 1°, 2° e
3° séries do Ensino Médio. As principais estratégias metodologicas envolveram a analise de
referéncias bibliograficas especificas sobre o tema, bem como dissertagdes de mestrado
disponiveis no portal do PROFMAT. O desenvolvimento do produto educacional iniciou-se
com um diagnostico preliminar, realizado por meio da aplicagdo de duas atividades
introdutorias baseadas em metodologias ativas, especialmente na Aprendizagem Baseada em
Problemas (ABP), com o intuito de identificar lacunas na formagdo matematica dos alunos
envolvidos na sequéncia didatica. Em seguida, a sequéncia didatica elaborada foi aplicada
culminando na realizagdo de um simulado final para fins avaliativos. A pesquisa, de carater
qualitativo, fundamentou-se em documentos orientadores da educagdo, como os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Partindo da
hipdtese de que o uso de metodologias ativas, aliado a utilizagdo do GeoGebra, favorece uma
aprendizagem significativa e participativa, os resultados obtidos apontam para confirmacao
dessa suposi¢ao, tanto sob critérios quantitativos quanto qualitativos.

Palavra-chave: Funcdes do 2° grau; Software GeoGebra; Metodologias ativas; Percurso de

aprendizagem.



ABSTRACT

The present work had as its main objective to produce and execute a didactic sequence
addressing the teaching of quadratic functions, using the GeoGebra software as an auxiliary
tool. As an educational product, a didactic sequence was developed for the teaching of quadratic
functions applied in the context of basic education, using the GeoGebra software, in order to
facilitate geometric visualization and the concepts involved. The proposal was applied in a
mixed class, composed of students from the 9th grade of Elementary School and the 1st, 2nd,
and 3rd years of High School. The main methodological strategies involved the analysis of
specific bibliographic references on the subject, as well as master's theses available on the
PROFMAT portal. The development of the educational product began with a preliminary
diagnosis, carried out through the application of two introductory activities based on active
methodologies, especially Problem-Based Learning (PBL), in order to identify gaps in the
mathematical education of the students involved in the teaching sequence. Next, the
instructional sequence that was developed was applied, culminating in the completion of a final
simulation for evaluative purposes. The research, of a qualitative nature, was based on guiding
educational documents, such as the National Curriculum Parameters (PCNs) and the National
Common Curricular Base (BNCC). Starting from the hypothesis that the use of active
methodologies, combined with the use of GeoGebra, promotes meaningful and participatory
learning, the results obtained point to the confirmation of this assumption, both under
quantitative and qualitative criteria.

Keywords: Second-degree functions; GeoGebra software; Active methodologies; Learning
path.
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1 INTRODUCAO

A nogao de fungdes quadraticas ¢ introduzida nos anos finais do ensino fundamental e,
de forma mais aprofundada, no primeiro ano do ensino médio. Em geral, o tema ¢ introduzido
destacando suas aplicagdes em outras areas do conhecimento, como Fisica, Economia e
Engenharia. A forte presenca deste tema no curriculo basico lhe confere uma posicdo de
destaque no processo de ensino-aprendizagem. Documentos oficiais, como os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), também
ressaltam a importancia desse conteudo, evidenciando a necessidade de consolidar habilidades
relacionadas ao estudo das fungdes quadraticas.

O periodo pandémico da COVID-19 provocou profundas repercussdes no cenario
educacional brasileiro, especialmente no que se refere aos processos de ensino e aprendizagem.
A transi¢@o repentina para o ensino remoto, a limitacdo do acesso a recursos tecnologicos e a
desigualdade nas condi¢des de estudo contribuiram para ampliar lacunas na formagao dos
estudantes, dificultando o desenvolvimento de competéncias essenciais € tornando o processo
educativo ainda mais desafiador. Nessa etapa, anos finais do ensino fundamental, inicia-se o
estudo das equagdes do segundo grau, desenvolvendo conceitos como coeficientes e zeros (ou
raizes) da equagdo. Essa abordagem estabelece uma relagdo direta com o estudo das fungdes
quadraticas, pois as raizes da equacdo correspondem aos zeros da funcdo, as quais podem ser
interpretadas geometricamente como os pontos em que o grafico da fun¢do intercepta o eixo
das abscissas.

Nesse sentido, as habilidades referentes a conceituacio e a resolucao de equacdes do
segundo grau tornam-se primordiais para a compreensdo das fungdes quadraticas e, neste
momento, a utilizacdo do GeoGebra pode contribuir positivamente para um processo de ensino-
aprendizagem mais significativo. No contexto de inovag¢des metodoldgicas impulsionadas,
principalmente pelas restrigdes impostas pela pandemia, muitas tendéncias de abordagens
metodologicas ganharam espaco no dia a dia escolar, principalmente no que se refere a
recomposi¢ao das aprendizagens. Junto com essa corrente de inovagao metodologica, o uso de
novas tecnologias passou a ser uma necessidade para um processo de ensino que resulte em
uma aprendizagem mais significativa e com habilidades consolidadas. O GeoGebra, recurso
educacional pedagdgico utilizado no produto educacional deste trabalho, apresenta-se como
uma ferramenta que pode contribuir notoriamente para a aprendizagem de diversos topicos de
Matematica, principalmente no ensino de geometria e funcdes. Dessa forma, este trabalho tem

como foco estimular a participacdo dos alunos nas aulas de Matematica por meio do uso do
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GeoGebra, visando a uma melhor compreensao das fungdes quadraticas. Com este objetivo,
produziu-se e executou-se uma sequéncia didatica que aborda o tema fun¢des quadraticas,
utilizando o GeoGebra.

De acordo com a professora Aline Soares em matéria para a Revista Nova Escola feita

pela jornalista Dimitria Coutinho:

(...) os docentes ainda precisam se apropriar de forma mais robusta desses métodos,
que podem ajudar bastante na recomposicdo das aprendizagens, ja que partem do
principio de focar em cada aluno, contemplando a diversidade de aprendizagens que
ha dentro das salas de aula. As metodologias ativas colocam o estudante no centro do
processo. Entdo, se o professor usar dessas estratégias, eu acredito que a gente consiga
recuperar muito mais esse processo que foi perdido nesses dois anos de pandemia
(Coutinho, 2023, n.p).

Documentos norteadores, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) e a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), constituem referenciais tedrico-normativos
fundamentais para a organizacdo do ensino de Matematica no Brasil, ao delinearem, de modo
sistematico, as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas ao longo da Educacdo Basica.
Tais diretrizes ndo apenas orientam a pratica pedagdgica, mas também explicitam o lugar
epistemologico e didatico de conceitos estruturantes, como as fungdes quadraticas, no curriculo
escolar. Nesse sentido, oferecem um quadro analitico que permite compreender a relevancia
desse objeto matematico na formagao dos estudantes. A seguir, apresentam-se as habilidades
relacionadas ao estudo de fun¢des quadraticas, conforme estabelecido pela BNCC:

e (EFO8MAO09) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que
possam ser apresentados por equacdes polinomiais de segundo grau do tipo ax? = b.
(Brasil, 2018, P.313)

e (EF08MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figuras
geométricas, utilizando expressdes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e
circulos), em situagdes como determinar medidas de terrenos. (Brasil, 2018, P. 315)

o (EF09MA06) Compreender as fungdes como relagdes de dependéncia univoca entre
duas varidveis e suas representagdes numérica, algébrica e gréafica e utilizar esse
conceito para analisar situagdes que envolvam relagdes funcionais entre duas varidveis.
(Brasil, 2018, p. 317)

e (EF09MAO09) Compreender os processos de fatoracdo de expressdes algébricas, com
base em suas relagdes com produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas que
possam ser representados por equacdes polinomiais do segundo grau. (Brasil, 2018, p.

317).
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o (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de primeiro e
segundo graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais. (Brasil,2018, p. 536)

o (EMI13MATS502) Investigar relagdes entre numeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa
representacao ¢ de funcao polinomial do segundo grau do tipo y = ax?. (Brasil, 2018,p.
541).

o (EM13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungdes quadraticas
em contextos envolvendo superficies, matematica financeira ou cinematica, entre
outros, com apoio de tecnologias digitais. (Brasil, 2018, p. 541)

Este trabalho esta dividido em trés partes. A primeira apresenta de forma fundamentada
e consistente a defini¢do e as principais propriedades das fungdes quadraticas. A segunda
apresenta diversas aplicacdes do tema proposto em areas do conhecimento como Fisica,
Engenharia e Economia, além da resolucdo de questdes do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), de Olimpiadas de Matemadtica, do Exame Nacional de Acesso ao PROFMAT (ENA)
e do Exame Nacional de Qualificagao (ENQ) do PROFMAT. A terceira apresenta a construgao
de uma sequéncia didatica como proposta pedagogica para o ensino de fungdes quadraticas,
fazendo uso da metodologia ativa da Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP) e do
GeoGebra. O presente trabalho tem como publico-alvo os alunos da rede publica de ensino do
municipio de Saboeiro, Ceard, contemplando estudantes das escolas publicas locais e buscando

contribuir para o processo de ensino e aprendizagem no contexto educacional da regido.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Iniciamos com a apresentacao da defini¢do formal de parébola e a deducao de algumas
de suas propriedades. Na sequéncia, definimos formalmente as fungdes quadraticas. Em
seguida, estudamos as principais propriedades destas fun¢des, com destaque para as raizes ou
zeros da fungdo, a concavidade e a simetria do grafico.

Este capitulo foi construido com base em leituras exploratorias de livros e artigos, com
destaque para Elon (2023), Neres (2023), Delgado (2010), Machado (1982), entre outros.
Abordaremos, de forma objetiva, os conteudos basicos do componente curricular Matematica
sobre fungdes quadraticas (definicao e principais propriedades).

2.1 Parabola

Consideremos uma reta d € um ponto F no plano cartesiano de modo que F nao pertenga
a reta d. A parabola P de foco F e diretriz d ¢ o lugar geométrico p dos pontos do plano que
equidistam de F e d, ou seja,

P={p €R*d(p,F) = d(p,d)}.

Como pode ser observado na Figura 1.

Figura 1: Parabola de vértice V, foco F e diretriz d

|
|
|
|
|
|
|
|

|

|
.
-

| |

| | |

| o 1

ol ol °- d
Bl C, D,

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Observe que na figura 1 estdo assinalados sete pontos que sdo equidistantes do ponto F'
e dareta d.

(p€P) =d(pF) = d(p.d)

O parametro da pardbola P ¢ a distancia entre o foco F e a diretriz d. Denotamos o

parametro por 2p, ou seja,
2p=d(F,qd).

O vértice da parabola P é o ponto V € R? que satisfaz a condi¢io d(V,F) = d(V,d) =

p. A reta que contém o foco F e o vértice V da parabola P ¢ chamada de eixo da parabola P ou

reta focal.
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Para encontrarmos a equacao de uma parabola vamos fixar um sistema de coordenadas
xOy. Sendo 2p o parametro, onde p > 0, a distancia de F a reta d, ou seja, d(F,d) = 2p.
Consideremos inicialmente o vértice } na origem do sistema e o eixo da parabola um dos eixos
de coordenadas. Na parabola o eixo da parabola coincide com o eixo de simetria, ou seja, ¢ a
reta que passa pelo foco F e pelo vértice V. Tomaremos por caso I quando o eixo da parabola
coincide com o eixo Oy e por caso II quando o eixo da parabola coincidir com o eixo Ox.

Como pode ser observado na Figura 2.

Figura 2: Parabola com eixo focal no eixo y

A

>

Fonte: www.bing.com//parabolafocodiretriz

Caso I: Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola de foco (0,p). Pela defini¢do, sabemos que
d(P,F) =d(P,d). Seja P' € d, o pé da perpendicular baixada de por P, ou seja, P’ =(x, - p).
Portanto,
P(x,y) € P d(P,F) =d(P,P")
< d((x,¥),(0,p)) = d((x,y), (x,—p))

o Ja-0? + 0 -p= [c- 0 + - (P

o [ +o-p7 = [+

2 2
@(sz +(y—p)2) = < (y+p)2)

e x> +-p)?=@+p)’
e x? +y? —2py +p* =y*+ 2py +p°

& x* =4py
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. iy ~ 1 N ,
Na Geometria Analitica, a ado¢do de a = 2p @ equagdo da parabola decorre da forma
A . ~ 1.
candnica x?=4py ou ( y*>=4px ), ou seja, na expressao x? = 4py tome a = 7p 25Sim,

1 1
= — = -,
a p” 4p "

Substituindo em x? = 4py, temos y = ax®. Essa escolha ndo ¢ arbitraria, mas sim uma
parametrizacao que explicita a conexao entre o coeficiente quadratico e a abertura da parabola,
permitindo interpretar geometricamente o comportamento da curva em fun¢do da posi¢ao do
foco. E importante observar que, na defini¢do de pardbola, considera-se que o foco ndo pode
pertencer a diretriz. Portanto, p # 0. Caso p = 0, a pardbola deixa de existir como curva,
caracterizando um caso degenerado. Como x? > (), entdo 4py = 0, sendo assim, os sinais de p
¢ y sdo sempre iguais, consequentemente, se p > 0 a parabola esta no semiplano {(x,y): y =0}

e se p <0, a parabola esta no semiplano {(x,y): y < 0 }, conforme Figura 3.

Figura 3: A pardbola y = ax? paraa > 0ea < 0.

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Caso II: Analisaremos, a seguir, a equagao da parabola quando o eixo da parabola ¢ o eixo Ox
e o vértice na origem. Considere P(x,y), um ponto arbitrario da parabola (Figura 4), com foco

F(—p,0), de forma analoga ao caso anterior, obteremos a equagdo reduzida

y? = 4px.
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Figura 4: Parabola x = % com foco F =(—p,0) e vértice V' =(0,0).

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Dai temos que, se p > 0, a parabola se estende no sentido positivo do eixo horizontal,

se p < 0, ela se estende no sentido negativo desse eixo. Conforme Figura 5.

Figura 5: Parabolas x = ay?’ coma < 0 ¢ a > 0.

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Consideremos o caso em que o vértice da pardbola ndo coincide com a origem do
sistema de coordenadas. Vamos assumir que o eixo da parabola ¢ paralelo ao eixo Oy. Seja
V= (h,k) o vértice da parabola. De modo geral, dada uma parabola y = ax?, com vértice na
origem (0,0) e eixo de simetria x = ), quando esta € transladada de / unidade na horizontal e de
k unidades na vertical, obtemos uma parabola congruente a primeira, tendo como equagao

y —k = a(x — h)?% Onde A = (h, k), conforme a Figura 6.
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Figura6: y = ax* ey —k = a(x — h)%

Fonte: Produzido pelo préprio autor

Seja P=(x,y) um ponto na pardbola P de equacio y —k = a(x — h)? ou seja, a
parabola de vértice V=(h,k). Vamos analisar dois casos:

(i)Sea > 0,entdo y = a(x — h)*+ k = 0, logo y = k ¢ o valor minimo assumido por
y € 0 mesmo ocorre quando x = /.

(i) Se a < 0,entdo y = a(x — h)* + k < k,logo y = k é o valor maximo assumido por

y € 0 mesmo ocorre quando x = /.

2.1.1 Defini¢ao de funcio

A nocdo de funcdo quadrética possui seus primeiros registros nos primordios da
civilizagdo. No entanto, sua formulagdo, at¢ o formato apresentado atualmente foi concebida
ao longo de milhares de anos, ap6s a contribuicao de diferentes matematicos e civilizagdes. Sua
associacdo com equagoes do segundo grau considera-se fundamental para sua andlise integral,
dessa forma, remotamente, seus primeiros registros retomam tabletes de barro babilonicos com
escrita cuneiforme de 4000 anos. Nesse contexto, torna-se necessario conhecer a definicao
formal tal como as condic¢des para existéncia e unicidade. Inicialmente, definiremos funcao e
seguiremos com a defini¢do formal de func¢do quadratica.

Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma relagdo R entre 4 ¢ B ¢ um subconjunto do
produto cartesiano A X B. Se (a,b) € R dizemos que a esta relacionado a b pela relagdo R e
denotamos aRb.

Definicdo: Uma funcdo / de A em B ¢ uma relagdo de A em B na qual cada elemento de A esta
relacionado a um Unico elemento de B. Uma funcdo / de A em B ¢ denotada por f: A — B.

Chamamos o conjunto A de dominio da fun¢do f'o conjunto constituido pelos elementos

x € A e denotamos por D(f). O conjunto B ¢ chamado de contradominio da fungdo e denotado
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por CD(f). A imagem da fungdo ¢ o conjunto Im(f) constituido pelos elementos y € B para os
quais existe algumx € Atal que y = f(x),isto é, Im(f) = {y € B:I x € 4; f(x) = y}, ouainda,
Im(f) = {f(x):x € A} c B.
Sejam A={x€Z;—-1<x<3} e B={x€Z0<x<9} dois conjuntos e
f:A—- B,f(x) = x + 1. Como pode ser observado na Figura 7.
Figura 7: Diagrama de Flexas da fun¢éo f{x)=x+1

Im(f).

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

D(f)

2

CD(f)

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Dessa forma temos,
f=i(x.f(x)) € AX B} ={(-1,0),(0,1), (1,2),(2,3), (3.4)}

D= 1{-1,0,1,2,3}
CD({,=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Im(H),=1{ 0,1,2,3,4}

Uma fungdo esta bem definida quando sdo conhecidos D(f), CD(f) e a lei de
correspondéncia y=f(x). No entanto, para fun¢des cujo dominio e contradominio sdo
subconjuntos dos nlimeros reais, ¢ comum apresentarmos a sentenga aberta y = f'(x), para nos
referirmos a uma fungdo f. Nesse sentido, fica subentendido que D(f) ¢ o conjunto formado
pelos numeros reais cujas imagens sao reais, isto é:

D(f) = {(x €R: f(x) E R}

Nesse contexto, ja podemos apresentar uma defini¢ao mais formal de fun¢ao quadratica,

no qual segue-se como:
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Defini¢ao: Uma funcgdo f: R — R ¢ chamada fun¢do quadratica quando existem nlimeros reais
a,bec,coma# 0, tais que

f(x) =ax?+ bx + c,
para todo x € R.

Por exemplo, a funcdo f, de tal forma que f(x) =6+ 3x + 5x* é uma funcio
quadratica pois a = 5 # 0. Por outro lado, a fun¢do h, dada por h(x) = 1 + 5x + 0x? ndo
representa uma func¢ao quadratica, pois a = 0.

Verificaremos a seguir a unicidade de uma fungao quadratica, isto é, dados f,g: R = R
fungdes quadraticas, tais que f(x) = ax? + bx +ce g(x) =a'x* + b'x + ¢’ com a,a’ # 0,
entdo f = g se, e somentese,a =a’',b =b"ec=c, paratodo x e R.

De fato, se f = g entdo

ax?+bx+c=ax*+b'x+c,VxeR
Para x = 0 a igualdade acima torna-se ¢ = ¢'. Portanto, temos

ax?+bx=a'x*+b'x,VxeR

Tomando x = 1 e x = —1 nesta equagao, obtemos o sistema
a+b=a+b
a—b=a -b'.

Resolvendo o sistema, obtemos a = a’ , b = b’. Portanto concluimos que se f = g,
entioa=a’ ,b=Db'ec=c.

Visto dessa forma, essa observagao nos permite relacionar uma fun¢do quadratica a uma
terna ( a,b,c) € R3,coma # 0. Assim, vamos identificar a fun¢io quadritica como um
trindmio do segundo grau a ela associada,

f(x) =ax*+bx+c,VxeR
Proposicao: Sejam x4, x,,x3 € R, dois a dois distintos e y4,y,,¥3 € R. Considere os pontos
(x1,y1), (x2,¥,) e (x3,¥3). Se esses pontos nao forem colineares, entdo existe uma Unica
funcio quadratica f(x) = ax? + bx + c¢,a # 0, tal que f(x;) = y;, i=1,2,3.

Suponha que

fGe) = y1, f(x2) = y2, f(x3) = y3.
Entdo, temos o sistema

ax? +bx, +c=y,
ax? + bx, +c =1y,
ax? + bx; +c =y,

Subtraindo a primeira equagao das demais, obtemos:
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(1) a(x3 —x7) + b(xy —x1) = y2 — ¥
(2) a(xf —x{) +b(xz —x1) =y3 =y
Como x4, x, € x3 sdo numeros reais distintos dois a dois, segue que

X,-x1#0e x3-x;#0

obtemos:

Multiplicar a equagao (1) pela a equagao . lx ,
2741

(x — xf) _ Y20

—+ b= ——

(22 —x1) (2 —x1)

Utilizando a fatoracdo (x5 — x2) = (x, — x1)(x, + x1), segue:

Y2 =M1

(X2 —x1)

Analogamente, dividindo a equagdo (2) pela equacdo (x3 — x;), obtemos:
Y3 =01

(x3 —x1)

(3 a

a(x, +x) +b=

4) a(x3+x)+b=

Subtraindo a equacao (4) da equagao (3), resulta:

_ Y27V Vs N
Xp =Xy Xz—Xg

al(x; +x1) — (x5 + x1)]

Logo,

Ya=V1 Vs~ N
xZ_xl X3—x1'

a(x; —x3) =
e, portanto,

a=

1 (J’Z_J’1_3’3_3’1>
(xz =x3) \x3 —x1 X3 — 2/

Observa-se que a # 0, pois, caso contrario, f seria uma fun¢do afim. Além disso, a
condi¢@o de nao colinearidade dos pontos (x1, Y1), (x3,V2) e (x3,y3) garante a existéncia e a
unicidade de a, b, c € R. Assim, dados trés pontos ndo colineares com abscissas distintas, existe
uma unica fun¢do quadratica

f(x) =ax?+ bx +c,
tal que

f(x1) =y1, f(x2) = ype fx3) = 3.

2.2 Forma canonica
Seja f: R — R uma fungdo quadratica definida por
f{x) =ax*+ bx + c¢,coma,b,c € Rea # 0.
A forma candnica de f ¢é obtida por meio do método de completar quadrados, o que

permite uma analise estrutural mais precisa dessa funcao.
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Inicialmente, fatoramos o coeficiente a dos termos:
2 2 b c
ax“+bx+c= a.(x +Ex+5)'
Para completar o quadrado, observamos que
b b b?
(x+—)2 =x*+-x+—.
2a a 4a

2

. .. . b o n
Assim, adicionando e subtraindo o termo 2= Do interior do paréntese, obtemos:

5 . b
ax*+bx+c=a.|x*+-x+ - =+-|

=a. _(x+i)2—b—2+£].
L 2a 4a a

= a. (x +£)2 _2 _4“].
L 2a

4q?

Distribuindo o coeficiente a, segue que:

2 b*-4ac

Fe = a4 5)" -2

Definindo o discriminante A= b? — 4ac, a forma candnica é dada por:
A

S =a(x+-)?—=.

Esta maneira de escrever o trindmio do segundo grau (chamada de forma canonica) nos
permite observar algumas propriedades que possibilitam uma melhor compreensao da fungao
quadratica. Uma dessas consequéncias, mais imediata, ¢ a dedugdo da formula que permite
obter as raizes da equacio ax® + bx + ¢ = 0.

De fato, sejam a # 0 e ax® + bx + ¢ = 0, obtemos as seguintes equivaléncias:

A

2 b\?
ax +bx+c=0<:>a.(x+z) —Ezo (1)

& (x +%)2 —btac ()

4q?

b b%—4ac
Sx+—=¢% >
2a 4a

(3)

Supondo b* — 4ac = 0, segue que:

-b . b*-4ac
Sx=—+—
2a 2a

—b+y/b*—
Sx=——— =, (5)

; (4)

€, portanto,
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_—b+VA

x 2a

Note que na passagem (1) para (2) asseguramos que A = 0, pois (x + %) 2>0, em

consequéncia, garantimos que a equagdo possua raizes reais, caso contrario, isto ¢, A < 0,
significa que a equagdo nao possui raizes reais.

Analisando mais profundamente a férmula resolutiva obtida na passagem (5)
conseguimos perceber que:
(1) Se o discriminante for positivo, temos de imediato duas raizes reais distintas. De fato, seja

ax*+ bx+c=0,coma#0ea,bec€ R.Considere x' e x" raizes da equacdo. Logo:

,  —b+VA w  —b=VA
e X = .
2a 2a

Dai, x' > x", sdo as raizes distintas da equag¢do. Além disso, valem as rela¢des classicas
de Victe:

o« X4y —b+\/Z+ —b—VA _-b
2a 2a a

9

P —b+VA -b—VA\ _ b*-A _ b*-(b?-4ac) _ b’>-b*+4ac _ <
¢ X x_( 2a )( 2a )_4(12_ 4qa?  aa? a
A média aritmética das raizes ¢ dada por:
. —=b+VA —-b—+A —b
X+x" Tog t73qa  _Ta _~b
2 2 2 2a

Esse valor corresponde a abscissa do vértice da parabola e define o eixo de simetria do
grafico da funcgao.
(II') Se o discriminante for igual a zero, teremos duas raizes reais iguais, isto €, a equagao
possui apenas uma Unica raiz real.

Considere ax®* + bx + ¢ = 0,com a # 0 e a,b e c € R. Considere x' e x" raizes da

equagao, logo:

! _b+\/z " _b_\/z
x = e x' = :
2a 2a
Como A= 0, temos
X = -b+VA _ -b+J0 _ —b+0 _—b o X" = -b—VA_-b—/0 _-b-0 _-b
T 2a 2a 2a 2a T 2a 2a 2a 2a’

Dai, x" = x". Nesse caso, o vértice da parabola pertence ao eixo Ox, e as relagdes de

Viete permanecem validas:

—bZJ:/Z —-b—VA :_Tbe X 5" :(—b+\/Z) ' (—b—\/Z) _ b*-’-4ac) _ ¢

x' +x"= + >
4a

Q-

2a 2a 2a
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A forma candnica evidencia a simetria da fung¢do quadratica. De fato, para x' e x" € R,

temos:

fo=e o (x4 2) = (x4 2)

Isso ocorre se, e somente se,

x’+£= —(x"+i>
2a 2a/’
ou, equivalentemente,
x'+x" —b
2 2a
Portanto, a fungdo assume valores iguais em pontos simétricos em relacdo a reta vertical
—b
X =

que constitui o eixo de simetria da parabola.
2.2.1 Zeros da Func¢ao Quadratica

Seja f: R - R uma func¢do quadratica definida por f{x) = ax* + bx + c,com a,b,c €
Rea # 0.

Denominam-se zeros (ou raizes ) de f os valores de x € R tais que f(x) = 0.

Equivalentemente, determinar os zeros de f consiste em resolver a equagao polinomial
do segundo grau ax® + bx + ¢ = 0.

Por exemplo: Considere f(x) = x* — 4x + 4, uma fungdo quadratica. Observa-se que
f(x) =(x—2)% deondesegueque f(x) =0 (x—2)>’=0x = 2.

Logo, x = 2 ¢ a unica raiz real de f, com multiplicidade algébrica igual a 2. De fato,
f2Q)=22-4-2+4=0.

De modo geral, as solugdes da equacdo quadratica sdo dadas pela férmula resolutiva

—b+VA
x =

2a ’

em que A= b* — 4ac é denominado discriminante da equagio. A natureza das raizes depende

do sinal de A:
: n n . r . 7 . . —b .
)A=0:x"=x",comx’,x" € R, isto é, existe uma Unica raiz real x = oo Geometricamente,

o grafico de f tangencia o eixo Ox em um Unico ponto.

ii)A>0:x" # x", com x’, x" € R, isto ¢, existem duas raizes reais e distintas

, —b+VA w  —b—VA
e X = .
2a 2a

Nesse caso, o grafico de f intercepta o eixo Ox em dois pontos distintos.
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iii) A < 0: x', x" & R. Nesse caso, as solugdes pertencem a C \ R e o grafico de f ndo intercepta
o eixo Ox.

Além da “férmula de Bhaskara”, a determinagao das raizes pode ser realizada por outros
métodos, tais como fatoracao do polindmio, completamento de quadrados e analise geométrica
do grafico da fungdo. Do ponto de vista didatico e teodrico, a escolha do método mais adequado
depende tanto da estrutura algébrica da expressdo quanto do contexto em que o problema esta
inserido.

No topico seguinte, sera abordada a resolucao sistematica de equagdes do segundo grau,
consolidando o processo de determinacao dos zeros de fungdes quadraticas.

2.2.2 Equacio do 2° grau

Ao longo de toda a histéria da matemadtica, varios povos se destacaram e deram
importantes contribuicdes ao desenvolvimento dessa ciéncia. De acordo com ALMEIDA
(2020), egipcios, babilonios, gregos, romanos, hindus, arabes, entre outros, tiveram um papel
fundamental nesse processo.

Os babildnios, civilizagdo que habitou a antiga Mesopotdmia, tiveram uma enorme
contribui¢cdo para o desenvolvimento da matematica nos campos de algebra e geometria. O
conhecimento nessa ciéncia foi extremamente valioso para o desenvolvimento da agricultura,
arquitetura e astronomia, aplicando em varias situacdes, por exemplo, célculo dos dias, meses
e anos, construcao de templos e palacios.

Entre os varios documentos deixados pelos babilonios, dentre eles tabletes de barro com
escrita cuneiforme, hd um antigo texto que apresenta um problema que podemos enunciar
assim: Qual a medida de comprimento do lado de uma regido quadrada, sabendo que a medida

da area dela menos a medida de comprimento do lado ¢ igual a 870? Como ilustra a Figura 8.

Figura 8: Tablete de argila com escrita cuneiforme

Placa de argila de aproximadamente 2000 a.C. -1600 a.C.
(19,4 cm x 11,7 cm), guardada no Museu Britanico, em
Londres (Inglaterra). O primeiro problema dessa placa,
registrada em escrita cuneiforme, corresponde ao

problema citado no texto.

Fonte: Yale Peabody Museum
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Apresentamos a seguir, a formalizagdo matematica do problema descrito na placa de
argila, bem como sua resolucdo no contexto das equacdes quadraticas. Posteriormente, serdo
discutidos métodos gerais para a resolucdo de equagdes do segundo grau, com énfase na
deducdo da chamada formula de Bhaskara, além de abordagens alternativas de natureza
algébrica e geométrica.

A traducdo da situagdo-problema para a linguagem algébrica conduz a equagao

x* — x = 870.

Reescrevendo-a na forma padrdo das equacdes quadraticas, obtemos

x> —x—870=0.

De modo geral, uma equagao do segundo grau € uma equagao polinomial da forma

ax®>+ bx +c =0,
emquea,b,c € Rea # 0,exéaincognita. No caso em analise, identificamos os coeficientes
como
a=1b=-1,c =-870.
O discriminante da equagao ¢ definido por
A= b* — 4ac.
Substituindo os valores dos coeficientes, obtemos
A= (—1)*—4-1-(—870) = 3481.
Como A > 0, a equagdo admite duas raizes reais distintas, dadas pela formula de

Bhaskara:

_—b++VA
X = oa
Logo,
_ —(=1)£+v3481 1+59
*= 21 ~ T2
Portanto, as solugoes sao
X =22230 e x" =2 = 20
2 2

Contudo, diante do problema, percebemos que o comprimento deve ser 30. Cabe
destacar que, por se tratar de uma medida, a raiz negativa ndo pode ser considerada solugao
para o problema.

Segundo Rosa (2008), um outro importante problema matematico encontrado em uma
placa de argila é o Tablete YBC 6967, escrito no dialeto Akkadian por volta de 1500 a.C., é

considerado um dos primeiros problemas em que os babildnios aplicaram métodos geométricos
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para resolver situagdes envolvendo equagdes do segundo grau. O problema pode ser enunciado
da seguinte forma:
“O comprimento de um retangulo excede a sua largura em sete unidades. Sabendo-se que a

area do retangulo ¢ de 60 unidades quadradas, determine o seu comprimento e a sua largura.”
Figura 9: Tablete YBC 6967 com escrita cuneiforme

Tablete YBC 6967 escrito no dialeto
Akkadian por volta 1500 a.C. Considerado

um dos primeiros procedimentos nos quais os
babilénios aplicaram métodos geométricos
para resolver situacdes envolvendo equagdes

quadraticas.

Fonte: Yale Peabody Museum
Sejam [,c € R as medidas da largura e do comprimento de um retangulo,
respectivamente, com a restricdo natural [ > 0ec > 0. As condigdes do problema sdo
formalizadas por:

)c=1+7, i) c./=060.

De (1)e (i) temos
(I+7).l=60=>1*+71—60=0.

Trata-se de uma equagdo quadratica da forma ax® + bx + ¢ = 0, de coeficientes
a=1,b=7ec=-60
A=b*—4ac=7*—-4-1-(—60) = 289.

Como A > 0, a equagdo admite duas raizes reais distintas, dadas por

= —b+yb’—4ac _ —7+V289 _ -7+17
o 2a o212

Logo, I = ‘7;” =5¢l = ‘7;” = —12.

Impondo a condigdo de / > 0, concluimos que as dimensdes do retdngulosdol =5ec = 12.
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Uma caracteristica comum em célculos utilizados pelos babilonios para resolver
situacdes geométricas era o método “cortar e colar”. Vejamos outro problema da civilizacao
babilonica.

“O comprimento de um retangulo excede a sua largura em seis unidades. Sabendo-se
que a area do retangulo ¢ de 55 unidades quadradas, determine o seu comprimento € a sua
largura.”

Chamemos de x a medida da largura ¢ de y a medida do comprimento. Como o
comprimento excede a largura em 6 unidades entdo y = x + 6. Dessa forma geometricamente
temos,

Figura 10: Método babilonico de “cortar e colar” (1* passagem)

x+6

Fonte: Neres,2023.

Perceba que a figura inicial, com area A; = x(x + 6), aplicando o método babildnico
de “cortar e colar” formamos a Figura 10. Note que o mesmo retangulo da figura 10 foi
“cortado” em um quadrado de A, = x% e um retangulo de 4, = 6.x.

Figura 11: Método babilonico de “cortar e colar” (2* passagem)

X 3 3 X 3
L 2 . 2 L 2 . J ® 4 @
X X X
o © L 2 o @ . 4 ®
o ®

Fonte: Neres,2023.

Note que o primeiro retdngulo € composto por um quadrado de A, = x? e dois
retangulos de A, = 3x. J4 o segundo retangulo ¢ determinado por A, = 3x + x(x + 3) + 3.3.

Note que o 2° retdngulo ¢ um quadrado.
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Temos entdo que 55 + 9 = 64. ( O quadrado que falta = 9 unidades de area ). Como,

64 = 82 & (5 + 3)?, amedida procurada x é igual a 5 unidades de comprimento. Dessa forma,

Figura 12: Método babildnico de “cortar e colar” (3* passagem)

X 3 8
¢ @ —9 @ ©
X 55 X 5
' 64
& o—@ 3
] ",l 3 3
e e o © 1o ©
X 3 5 3

Fonte: Neres,2023.

O chamado método de “cortar e colar” corresponde, em linguagem matematica, ao
método de completar quadrados. Tal procedimento consiste em reescrever um trindmio
quadratico como o quadrado de um bindmio acrescido de uma constante, permitindo nao apenas
a resolugdo algébrica da equacdo associada, mas também uma interpretagdo geométrica,
especialmente quando se consideram areas. Essa abordagem evidencia, em particular, a
estrutura das solugdes reais da equagao quadratica.

Historicamente, a resolu¢do de equagdes do segundo grau foi sistematizada por diversos
matematicos. No contexto usual do ensino contemporaneo, destaca-se a chamada féormula
resolutiva, frequentemente atribuida a Bhaskara (1114—1185), matematico indiano que, em sua
obra Bijaganita, apresentou métodos gerais para a resolucdo de problemas algébricos, incluindo
equacdes quadraticas.

Consideremos a equacao do segundo grau na forma geral

ax’+bx+c=0,com a#*0ea,b,c€ER.

Dizemos que a equagdo é completa quando b # 0 e ¢ # 0, e incompleta quando pelo

menos um desses coeficientes ¢ nulo. Em particular, distinguem-se os seguintes casos:
e b = 0: equagdo incompleta em b;
e ¢ = 0: equacdo incompleta em c ;

e b =c = 0: caso particular em que a equagio reduz-se a ax® = 0.
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O estudo sistematico dessas equagdes permite compreender o comportamento das raizes
em fungdo dos coeficientes, bem como a estrutura da funcdo quadratica associada.

Do ponto de vista pedagogico, embora o ensino tradicional enfatize a aplicacao
repetitiva da formula resolutiva, ¢ matematicamente mais enriquecedor explorar diferentes
estratégias (algébricas e geométricas) que conduzam a solugdo do problema. Tal abordagem
favorece a compreensdo conceitual e prepara o estudante para contextos mais avangados.

A equagdo do segundo grau, usualmente introduzida no 9° ano do Ensino Fundamental,
¢ frequentemente apresentada por meio de sua forma geral e de procedimentos algoritmicos de
resolugdo. Nesse contexto, observa-se uma pratica pedagogica fortemente baseada na repeticao,
materializada, em geral, na resolugdo de extensas listas de exercicios, cujo objetivo central € a
memorizacdo de regras e formulas. Embora tal abordagem contribua para a aquisicdo de
habilidades operacionais, ela tende a limitar a compreensao conceitual dos estudantes acerca do
objeto matematico em questao.

Diante disso, este trabalho propde a apresentacdo de diferentes abordagens para a
resolugdo de equagdes do segundo grau, contemplando tanto representacdes algébricas quanto
geométricas. A énfase recai sobre a construcdo de significados e o desenvolvimento de
competéncias que serdo fundamentais para o estudo de conteidos mais avangados,
particularmente no ambito da analise de fungdes.

Para alcangar esse objetivo, serdo exploradas demonstragdes de formulas, aplicagdes em
problemas e discussodes detalhadas de etapas intermediarias dos célculos. Tais elementos visam
proporcionar uma compreensdo mais profunda do comportamento da fungdo quadrética
associada ao trindmio do segundo grau, favorecendo, assim, uma resolugdo que transcenda o
carater meramente mecanico.

Inicialmente, abordaremos a resolucdo de equagdes do segundo grau incompletas,
avangando, em seguida, para o método geral de resolugdo, amplamente conhecido no Brasil
como “formula de Bhaskara”. Paralelamente, serdo apresentadas diferentes estratégias
algébricas comumente utilizadas nos anos finais do Ensino Fundamental, com o intuito de
evidenciar a relevancia de multiplas abordagens. Essa diversidade metodologica busca
promover a autonomia do estudante na escolha dos procedimentos que considerar mais
adequados.

Por fim, cabe destacar um aspecto historico relevante. De acordo com a Revista do
Professor de Matematica (1996), a denominacao “férmula de Bhaskara” consolidou-se no
Brasil por volta da década de 1960, ndo sendo usual em outros paises. Ha ainda registros de que

o termo foi utilizado anteriormente pelo professor André Pérez y Marin, em 1909, ao se referir
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ao método de resolucdo de equagdes quadraticas. Tal fato evidencia que a nomenclatura
consagrada no contexto brasileiro ndo corresponde, necessariamente, a uma padronizagdo
internacional
Passemos agora ao estudo de um caso geral de equacao incompleta. Suponha
ax’+bx+c=0,a#0,b=0ec #0.

A equagao reduz-se a

ax*+c=0.
Resolvendo, obtemos
c
ax*=—-c=> x*=—-,
a
Assim,
c
XxX=4 |[——
a

A existéncia de solugdes reais depende do sinal da quantidade — 2 Mais precisamente:

e Se —2 > 0, a equacao admite duas solucdes reais distintas, dadas por

xl_ C xn_ c
- a’ o a’

as quais possuem o mesmo valor absoluto e sinais opostos;

c , .
e Se— o= 0, ha uma raiz real dupla;

C ~ . ~ .
e Se— " < 0, ndo existem solugdes reais.

Esse resultado evidencia que, no caso b = 0 e c # 0, as raizes, quando reais, sdo
simétricas em relagio a origem, refletindo a simetria da fungio quadratica f(x) = ax® + c em
relagdo ao eixo vertical x=0.

Por exemplo: Considere a equagdo do segundo grau 2x*—32=0, onde a=2,b=0 e
c = 32.
Somando 32 em ambos 0s membros, obtemos
2x% = 32.
Dividindo ambos os membros por 2, segue que
x* = 16.

Portanto, as solugdes reais da equagio sio dadas por x = +/16 = +4.

Conclui-se que o conjunto solugdo ¢ S = {+4, —4}.

Note que, para haver solugdes reais no casode b = 0 e ¢ # 0, é necessario que os sinais

de a e c sejam diferentes.
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Considere agora que ax®>+ bx + ¢ =0, com a # 0,b # 0 e c = 0.Temos, entdo, uma
equagao do segundo grau incompleta em c.

Segue o algoritmo de resolugio, ax® + bx + ¢ = 0. Como ¢ = 0, temos ax* + bx = 0.

Fatorando o termo comum x, obtemos x. (ax + b) = 0.

Segue-se de imediato que x = O ou ax + b = 0. Logo,
b
ax+b=0s ax=—b<:>x=—a.

Portanto, o conjunto solugao ¢ dado por

s={o,—2}.

Por exemplo, considere a equagio 2x*—32x =0, na qual a=2,b=-32 e ¢c=0.
Fatorando, temos 2x. (x — 16) = 0, de onde obtemos x = 0 ou x = 16.

Assim, o conjunto solugédo ¢ S = {0, 16}.

No contexto do ensino de equagdes algébricas, ¢ desejavel que a progressao das
atividades propostas esteja associada a consolidagdo efetiva das habilidades previamente
desenvolvidas, de modo que o aumento do nivel de complexidade ocorra de forma gradual e
fundamentada.

Do ponto de vista matematico, consideremos a equagao quadratica geral

ax’+bx+c=0,coma,b,c €R.

Suponha, agora, o caso particular em que a # 0e b = ¢ = 0. Nessas condi¢cdes, a
equagdo reduz-se a ax® = 0.

Como a # 0, podemos dividir ambos 0os membros por a, obtendo a equagdo equivalente

x* = 0.

Observa-seque x> =0 < x - x = 0.

Pela propriedade do produto nulo no corpo R, segue que x = 0. De modo que S ={0}.
Por exemplo, seja 6x* = 0, temos, nessa equagdo, a = 6,b = ¢ = 0. Logo,

6x* =0 6-x x ==0-xx=0.

Concluimos, assim, o estudo das equagdes do segundo grau incompletas, contemplando
os diferentes casos obtidos pela anulagdo de um ou mais coeficientes. Passamos agora a analise
do caso geral, isto ¢, das equacgdes quadraticas completas, bem como a apresentacao de distintos
métodos de resolucao, tais como a fatoracao, o método de completar quadrados, as relagdes de
Girard e a formula geral de resolugao.

Considere a equacdo quadratica

ax*+bx+c=0,coma,b,c ERe a =+ 0.
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O problema consiste em determinar o conjunto solug@o
S={xeR]|ax*+ bx +c =0}.
Um dos métodos mais difundidos para a obtencdo das raizes ¢ a chamada féormula de
Bhaéskara, segundo a qual as solugdes sao dadas por
_—b+VA
2a

onde A= b* — 4ac é o discriminante da equagdo. A natureza das solu¢des depende do sinal de

X

A: se A> 0, existem duas raizes reais distintas; se A= 0, existe uma raiz real dupla; e, se A< 0,
nao ha solugodes reais.
Por exemplo, considere a equagio x*—3x—10=0, na qual a=1,b=-3 ¢
¢ = —10. Calculando o discriminante, obtemos
A= (—3)*—4-1-(-10) = 49.

Como A > 0, a equacdo admite duas raizes reais e distintas. Aplicando a formula geral,

segue que
_ —(—3) £ V49 _ +3+7
B 2.1 2
Portanto,
X =3 =50 x"=3T=_9,
2 2

Conclui-se que o conjunto solugédo é S = {5, —2}.

No estudo das equagdes, ¢ fundamental que o estudante compreenda o papel do
discriminante na caracterizacdo das solu¢des. Além da formula resolutiva (formula de
Bhaskara), ¢ matematicamente relevante apresentar métodos alternativas para a determinagao
das raizes, ampliando o repertorio técnico dos estudantes. Dentre esses métodos, destaca-se o
método da fatoracdo, que consiste em reescrever a equacao sob a forma de um produto de
fatores, explorando identidades algébricas notaveis.

Em particular, utilizam-se as seguintes identidades fundamentais:

(1) Quadrado da soma de dois termos

(a + b)? = a® + 2ab + b?
(11 ) Quadrado da diferenca de dois termos

(a —b)? = a* — 2ab + b?
(i1 ) Diferenca de quadrados

a’*—b*=(a+b).(a—Db)
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De modo geral, o método da fatoragdo baseia-se na identificacdo de padrdes algébricos,
como trindmios quadrados perfeitos, diferenca de quadrados, ou ainda na extragdo de fatores
comuns € no reagrupamento de termos.

Por exemplo,

4x* —32x = 0.
Nota-se que
4x.x — 8.4x = 0.

Observa-se que ambos os termos possuem o fator comum 4x . Colocando-o em

evidéncia, obtemos:
4x.(x —8) = 0.

Pela propriedade do produto nulo, segue que 4x =0 ou (x —8) =0, de onde se
conclui que as solugdes sao x = 0 ou x = 8.

Esse procedimento ilustra como a fatoracdo pode simplificar significativamente a
resolugdo de equacdes quadraticas, sobretudo em casos nos quais a estrutura algébrica da
expressao favorece tal abordagem.

Mesmo quando o trindmio quadratico ndo ¢, inicialmente, um quadrado perfeito, ¢
possivel recorrer a manipulacdes algébricas que preservam a equivaléncia da equagdo, com o
objetivo de obter uma expressao fatoravel. Uma técnica recorrente consiste em adicionar e
subtrair uma mesma constante, isto €, “somar zeros”, de modo a completar quadrados.

Considere, por exemplo, a equagdo x> — 22x + 120 = 0.

Observa-se que o coeficiente do termo linear sugere a construcao de um quadrado
perfeito envolvendo o nlimero 11, uma vez que —22x = —2-11 - x. Assim, adicionamos e
subtraimos 112 = 121, preservando a igualdade:

x> —22x+120+1—-1=0,
isto &,
x> =2-x-114+11?=1= (x —11)* = 1.
O membro da esquerda passa a ser um trindmio quadrado perfeito:
x> —22x + 121 = (x — 11)7,
de modo que a equacado se reduz a
(x —11)* =1,
onde
(x —11) = +V1.

Donde seguem as solu¢des x = 12 ou x = 10.
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Além disso, ha situagdes em que a fatoragdo pode ser realizada em etapas sucessivas,
mediante a identificagdo de fatores comuns e o uso de identidades algébricas. Considere a
equacao

3x*—75=0.

Inicialmente, colocamos o fator comum 3 em evidencia:

3x*—3:25=0 e 3(x*—-25) =0.

Em seguida, reconhece-se uma diferenca de quadrados:

(x*=25)=x*-5*=(x+5) (x —5).

Logo, a equacdo pode ser reescrita como

3-(x+5)-(x—5)=0.

Pela propriedade do produto nulo, segue que x + 5 = 0 oux — 5 = 0, de onde se obtém

x=-5oux =5,

Portanto, o conjunto solugdo da equagdo ¢ S = {—5,5}.

O método da fatorag@o revela-se uma ferramenta algébrica eficiente, ndo apenas para a
resolucdo de equagdes quadraticas, mas também para o desenvolvimento de habilidades
fundamentais, como a manipulacdo simbolica e o reconhecimento de estruturas algébricas. Tais
competéncias sdo amplamente mobilizadas em contextos mais avangados da matematica, como,
por exemplo, no célculo de limites, em que a fatoragdo desempenha um papel central na
simplificagdo de expressdes indeterminadas.

Passemos agora ao método de completar quadrados, cuja origem remonta a matematica
babil6nica. Trata-se de um procedimento que admite tanto uma interpretacao algébrica quanto
geométrica, o que o torna particularmente relevante do ponto de vista didatico. Sob a
perspectiva geométrica, o método permite visualizar a constru¢do de um quadrado a partir de
uma configuragdo inicial incompleta; sob o ponto de vista pedagdgico, essa abordagem pode
ser explorada com o auxilio de materiais concretos, favorecendo uma aprendizagem mais
significativa.

De acordo com Lima et al. (2013, p.49) este método consiste em reconhecer que
(a+b)?=a*+2ab+b*de modo que a*+2ab=a®*+ 2ab+b*—Db* isto ¢,
a®+ 2ab = (a + b)* — b?. Portanto, pelo raciocinio apresentado, podemos concluir que
completar quadrados consiste em escrever uma expressio do tipo a®+ 2ab sob a forma

(a + b)* — b
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Figura 13. Completando quadrados

X 4 AX=(X+A472) = (42)

Fonte: Mathematical Association of America

Considere a equagio x2+ 4x = 12. Com o objetivo de resolvé-la pelo método de
completar quadrados, procedemos adicionando o termo necessario para transformar o primeiro
membro em um quadrado perfeito. Observa-se que,

t+a4x=12x*+4x+4 =12 + 4.

Dessa forma, obtemos x* + 4x + 4 = 16, isto &, (x + 2)? = 16.

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, segue que x + 2 = t+4, de onde se
conclui que x = 2 ou x = —6.

Do ponto de vista geométrico, a expressdo x* + 4x pode ser interpretada como a area
de um retangulo formado por um quadrado de lado x acrescido de dois retangulos de dimensdes
x e 2. Ao adicionar a area correspondente a um quadrado de lado 2, completa-se um quadrado
maior de lado x + 2, cuja 4rea total é (x + 2)2. Assim, a equagio original equivale a condigdo
de que a area desse quadrado seja igual a 16, o que conduz naturalmente a equagdo
(x + 2)? = 16 e, consequentemente, as solu¢des encontradas. Conforme evidenciado na Figura
14.

Figura 14: Método de completar quadrados

X 4
iy x| x| 4 x = 12
2x  2x
X 2 X 2

i X| X[ 2x[x x| x| 2x
| i) ,
2| 2x § 2|2x | 4

2

»
,
.
5
"
-

Fonte: http://www.osfantasticosnumerosprimos.com.br

38



Generalizando o procedimento de completar quadrados, ¢ possivel deduzir uma
expressao fechada para as solugdes de qualquer equagdo quadratica, independentemente de ser
completa ou incompleta. Tal expressdao ¢ conhecida como formula resolutiva da equacao do
segundo grau (ou formula de Bhaskara).

Considere a equagdo quadratica geral

ax’+bx +c=0,
emque a,bec E Rea # 0.

Dividindo ambos os membros por a, obtemos

, bx ¢
x+—+-=0,
a a
ou, equivalentemente,
bx —c
xrp—=—,
a a

.. b?
Dessa forma, “Completando Quadrados”, adicionamos @ ambos os membros,

obtendo

O primeiro membro ¢ agora um quadrado perfeito:
( N b )2 b2 — 4ac
X+—| =———
4q?
Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados, segue que
b Vb* — 4ac
X+—=t—7-—"—
2a 2a

Isolando x, obtemos

X

_ bt Vb? —4ac
B 2a |

Definindo o discriminante A= b? — 4ac, temos, entdo

_—b++VA

x 2a

Como ilustracdo, considere a equagao
4x* —8x +3 = 0.
I) Por completamento de quadrados
Inicialmente, reescrevemos

4x% — 8x = —3.
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Somando 4 a ambos os membros, obtemos 4x* — 8x + 4 = 1, isto é, (2x — 2)?> = 1. De onde
segue
2x — 2 =%1.

Assim, x = gou x = %
IT) Pela formula resolutiva

Temosa =4,b = —8 ¢ ¢ = 3. Logo,

A= 64 — 48 = 16.
Assim,

—(-8)+Vi6 8+4
X = 8 = 8 )

o que fornece

Conclui-se, portanto, que o método de completar quadrados ndo apenas conduz a
formula resolutiva geral, mas também fornece uma interpretagdo estrutural da equagdo
quadratica, evidenciando sua conexao com quadrados perfeitos e com o processo de fatoragao.

Seguiremos apresentando outras formas alternativas de determinar as raizes de uma
equacdo do segundo grau, ¢ agora de forma mais consistente, proporemos estratégias
relacionadas a soma e ao produto das raizes, abordando, assim, as relagdes de Girard e o
“macete” do método da soma e produto das raizes.

Pelas relagdes de Girard, tem-se:
X +x=-2 ex x"=<
a a
onde x’ e x” sdo raizes da equagdo ax®* + bx + ¢ = 0,emque a,bec ER ea # 0.
Essas relagdes decorrem da fatoragcdo do polindmio quadratico associado. De fato, sendo
x' e x” raizes de ax® + bx + ¢ = 0, podemos escrever:

ax2+bx+c=ax2+%bx+%-c.

=a(x2+§x+£).

Quando a = 1, temos:
x>+ bx+c=x*-Sx+P,

onde,S=x"+x"eP =x"-x".

40



Essa caracterizagio permite determinar as raizes por meio da busca de pares (x', x") que
satisfacam simultaneamente as condi¢des impostas pela soma e pelo produto, quando tais raizes
pertencem a um dominio conveniente.

Por exemplo, considere a equagdo x* — 5x + 6 = 0.

Sabemos que
b _ —(-5) 6

S:x,+x":—— :56P:x’-x":£:_:6.
a 1 a 1

Procuramos, entdo, dois nimeros cuja soma seja 5 e cujo produto seja 6. Observa-se que
2 e 3 satisfazem tais condigdes, logo
x'=2ex"=3.
Por outro lado, podemos obter, através do método soma e produto uma outra forma
representativa da equagdo do segundo grau.
Seja ax? + bx + ¢ = 0 uma equacio do segundo grau e sejam x'e x” raizes da equagio.
Vimos que,

b c
ax2+bx+c=a[x2—<——)x+—].
a a

Substituindo as expressdes fornecidas pelas relagdes de Girard, obtemos:
ax*+ bx +c = a[x* — (x' + x"x + x" - x"].
Fatorando a expressdo quadratica no interior dos colchetes obtemos,
ax*+bx+c=a-(x—x") (x—x"
Como exemplo, considere a equacao
x?2—7x+10=0.
Fatorando a equagao temos,
x> —7x+10=1-(x—-2)-(x = 5).

Logo x' = 2 e x" = 5, so as raizes da equagio.

Concluimos, neste capitulo, o estudo das raizes de um trindmio do segundo grau, no
qual foram apresentados diferentes métodos de resolucao, incluindo abordagens alternativas de
reconhecida utilidade no contexto educacional. Ressalta-se que, no desenvolvimento desse
conteudo, ¢ fundamental que o docente evidencie ndo apenas os procedimentos operacionais,
mas também a origem e a fundamentagdo teorica das técnicas empregadas, de modo a ampliar
o repertdrio conceitual e metodoldgico dos estudantes.

Na sequéncia, serdo introduzidos os conceitos de grafico de uma funcdo e de parabola,
bem como a andlise das diferentes configuragdes geométricas que o grafico de uma fungdo

quadratica pode assumir no plano cartesiano, em fun¢ao da variacao de seus coeficientes.
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2.3 Grafico da Funcgao
Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma fun¢do ¢ uma aplica¢ao
f:A- B,
isto ¢, uma correspondéncia que associa a cada elemento x € A um Unico elemento f(x) € B.
O conjunto A ¢ denominado dominio da fungdo, enquanto B ¢ chamado contradominio. A
imagem de um elemento x € A pela fungdo f ¢ denotada por f(x), e escreve-se, de forma mais
formal,
x e f(x).
A defini¢do de fung¢do implica duas propriedades fundamentais:
1. (Existéncia) Para todo x € A, existe f(x) € B ;
2. (Unicidade) Se x;,x, € A sdo tais que x; = x,, entdo f(x1) = f(xy).

O grafico da fungdo f: A — B, denotado por Gy, € o subconjunto do produto cartesiano

A X B dado por
Gr ={(x,f(x)) EAXB;x € A}.

Equivalentemente, Gr S A X B € caracterizado pela propriedade de que, para cada
X € A, existe um Unico y € B tal que (x,y) € Grey = f(x).

No caso em que A,.B S R, essa unicidade corresponde ao conhecido teste da reta
vertical: qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas intercepta o grafico em, no maximo, um
ponto.

Consideremos agora a fun¢io quadratica f: R - R, f(x) = ax® + bx + ¢, com a # 0.

O gréfico de f ¢ uma pardbola, que pode ser caracterizada geometricamente como o
lugar geométrico dos pontos no plano que sdo equidistantes de um ponto fixo ' (foco) e de uma
reta fixa d (diretriz).

Os pontos de intersecao do grafico com o eixo Ox correspondem as solucdes da equacao

ax*+bx+c=0,
isto €, as raizes da func¢do. A natureza dessas raizes ¢ determinada pelo discriminante
A= b* — 4ac:
e Se A > 0, existem duas raizes reais distintas e o grafico intercepta o eixo Ox em dois
lugares distintos.
e Se A =0, existe uma raiz real dupla e o grafico tangencia o eixo Ox.

e SeA<0,ndo0 existem raizes reais e o grafico ndo intercepta o eixo Ox.
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A parabola possui um eixo de simetria vertical, que passa pelo seu vertice V=(x, , ).
Se x’ e x”sdo0 as raizes reais (quando existem), entdo, pela simetria, a abscissa de vértice V' € o

ponto médio entre elas:

Como

~ b
entao, x, = — .

A ordenada do vértice ¢ dada por y, = f(x,). Substituindo, temos:

YV, = a.(—%)z + b. (—2%)+c.

_ —(b*—4ac)
Yv = 4a :

Simplificando, obtemos:

Como A= b* — 4ac, segue que: y, = — v
Portanto, o vértice da parabola associada a funcao quadratica
f(x) = ax*+ bx + c,

¢ dado por

Conforme representado na Figura 15.

Figural5: Vértice da Parabola

) tom do simelna

Fonte: Neres,2023.
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2.3.1 Varios tipos de graficos

Analisaremos, a seguir, o comportamento da fun¢do quadratica
fiR->R, f(x) =ax*+bx+c,a+#0,
a medida que variamos os coeficientes @, b e c. Tal andlise permite compreender, de forma
estruturada, como esses parametros influenciam propriedades geométricas do grafico, tais como
concavidade, posi¢ao do vértice, intersegdes com os eixos coordenados e simetria.

No contexto do ensino basico, em particular nos anos finais do ensino fundamental, é
comum introduzir a construgdo de graficos de fungdes por meio da determinacdo de pares
ordenados. Esse procedimento consiste em selecionar valores x € R, calcular as respectivas
imagens f(x) e, em seguida, representar os pontos (x, f(x)) no plano cartesiano. Embora
operacionalmente simples, esse método possui carater essencialmente exploratdrio e nao
evidencia, de imediato, a estrutura analitica da fungao.

Como ilustracdo, considere o problema de esbogar o grafico da fungao

fx) =x*+1.

Nesse caso, ¢ usual que o estudante construa uma tabela de valores, escolhendo um
conjunto finito de pontos x (por exemplo, simetricamente distribuidos em torno da origem),
com o objetivo de obter pares ordenados que orientem a representacao grafica. Tal
procedimento, embora util em uma abordagem inicial, deve ser posteriormente complementado
por uma analise mais tedrica, baseada nas propriedades intrinsecas da fun¢do quadratica, como
a identificacdo do vértice, do eixo de simetria e da concavidade da parabola.

A seguir, apresentamos uma tabela de valores:

x f)=x*+1 y (x,y)
3 f(=3)=(-3)?+1 10 (-3,10)
2 f(=2)=(-2)2+1 5 (-2.,5)
-1 f(-1) =(-12+1 2 (-1,2)
0 f(0)=0%+1 1 (0,1)
1 fH=12+1 2 (1,2)
2 f(2)=22+1 5 (2,5)
3 f3)=3%+1 10 (3,10)

Logo em seguida, esboca-se o grafico no plano cartesiano com as coordenadas indicadas

na tabela.
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Figural6: Grafico da fungdo f(x) = x* + 1
' .

Fonte: Produzido pelo proprio autor
Passemos agora a analise da familia de fungdes

fIR-R,f(x)=ax?* a=+0,

coincidente com o eixo Oy.

onde, implicitamente, consideramos b = ¢ = 0. Essas fung¢des constituem um caso particular
importante, pois seus graficos sdo parabolas com vértice na origem (0,0) e eixo de simetria

Consideremos inicialmente o caso a > 0. Sejam, por exemplo, as fungdes

f(x) = x% g(x) = 2x%, h(x) = 3x%, i(x) = 4x%.

Figura 17: Grafico das fungdes f, g, h, i;

LY

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Note que a variagcdo do coeficiente a controla a abertura da pardbola: quanto maior o

valor de a > 0, mais “fechada” (ou estreita) ¢ a parabola. Formalmente, para x # 0, se

a, > a, >0, entdo a;x*> > a,x* o que implica que o grafico de y = a;x* cresce mais
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rapidamente que o de y = a,x? , resultando em uma parabola mais contraida em torno do eixo

de simetria.
Consideremos agora o caso a < 0. Sejam, por exemplo, as fungdes

f(x) = —x% g(x) = —2x%, h(x) = =3x%, i(x) = —4x.
Figura 18: Gréfico das fungdes f, g, h, i;

Fonte: Produzido pelo proprio autor
b=c=0 possui concavidade voltada para cima,

Note que, quando a >0, ¢
assumindo vértice na origem, dessa forma, a fungdo possui ponto minimo e ¢ ilimitada

superiormente. Por outro lado, quando a <0, e b = ¢ = 0, o grafico possui concavidade
voltada para baixo, assumindo ponto maximo no vértice e sendo ilimitada inferiormente.

Analisemos a familia de fungdes quadraticas f: R - R, f(x) = ax* + ¢, a # 0, no qual

Consideremos, inicialmente, o caso a > 0 e ¢ = 0. Sejam, por exemplo,
gix) =x*+1, h(x) = x*+ 2, i(x) = x* + 3.
Figura 19: Grafico das fungdes f, g, h, i;

f(x) =x%,

Fonte: Produzido pelo proprio autor
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Vejamos, o caso a > 0 e ¢ < 0. Sejam, por exemplo,
fx) = 2, gx) =x*—1, h(x) = x* -2, i(x) = x* - 3.
Figura 20: Grafico das fungdes f, g, h, i;

Fonte: Produzido pelo proprio autor
Consideremos, a seguir, o comportamento da fun¢do no caso a < 0 e ¢ = 0. Sejam,
i(x) = —x*+3.

por exemplo,
gx)=-x*+1,  h(x)=-x*+2,

f(x) = _x2!
Figura 21: Grafico das fungoes f, g, h, i;

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Vejamos, agora, o caso a < 0 e ¢ < 0. Sejam, por exemplo,
fe)=-x%, gl)=-x*-1, h@x)=-x*-2, i(x)=-x*-3,
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Figura 22: Grafico das fungoes f, g, h, i;

-

alnf \\
Fonte: Produzido pelo proprio autor

Podemos perceber que o coeficiente ¢ caracteriza a translacao vertical, isto €, de modo
geral, fungdes do tipo f(x) = ax* + ¢ possuem vértice V(0,c).
Consideremos a funcdo quadratica f: R — R definida por

f(x) = ax*+ bx,a # 0.
Note, inicialmente que f(x) = x(ax + b), de modo que suas raizes sdo x =0 e x = _Z’

quando b # 0.
Completando quadrados, obtemos a forma candnica:

da qual segue que o vértice da parabola ¢

Assim, o grafico de f € uma parabola com concavidade voltada para cima se a > 0 e
para baixo se a < 0, interceptando o eixo Ox nos pontos ja determinados e passando pela
origem.

A seguir, procederemos ao esbo¢o do grafico dessa fungdo e, com base nele,
analisaremos de forma mais sistematica suas principais caracteristicas, tais como concavidade,
vértice, eixo de simetria e interceptagdes com os eixos coordenados.

Considere as func¢des:
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fx)=x% gx) =x*+x h(x) =x* +2x; i(x) =x*+3x;(@a=1>0 e b 20).
Figura 23: Grafico das fungdes f, g, h, i;

1941
|

Fonte: Produzido pelo proprio autor
fx)=x%gx)=x*—x; h(x) =x*—-2x; i(x) =x*—3x;(a=1>0¢ b <0)

Figura 24: Grafico das fungdes f, g, h, i;

Fonte: Produzido pelo proprio autor
Podemos perceber que o coeficiente b # 0 provoca um deslocamento do grafico tanto

verticalmente como horizontalmente. Algo bastante importante ¢ que o coeficiente ¢

corresponde ao ponto em que a parabola intercepta o Oy, isto €, f(0) = c.
Veremos, adiante, o esboco de graficos da fun¢io f(x) = ax® + bx + ¢, com todos

os coeficientes diferentes de zero.
f(x)=x*+2x+1,com a>0,b >0 ec>0.
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Figura 25: Graficoda f(x) =x*+2x+1 ,coma >0,b >0 ec>0

Fonte: Produzido pelo proprio autor

f(x) =x*+2x—1 ,com a>0,b >0ec<0.
Figura 26: Graficoda f(x) =x*+2x—1 ,coma>0,b >0 ec<0

|

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Veremos a seguir o papel de cada coeficiente e assim compreender melhor o
comportamento da fun¢do quadratica de acordo com seus coeficientes.
i) Sobre o coeficiente a e o grafico.
O coeficiente a da funcdo quadrética relaciona-se com o comportamento da parabola
associando-se ao sentido da concavidade (voltada para cima ou voltada para baixo) e a abertura
da pardbola. Assim podemos perceber que, quando a > 0, a parabola possui concavidade

voltada para cima, quando a < 0, possui concavidade voltada para baixo. Além disso, quando
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variamos o valor de a, a abertura da parabola aumenta ou diminui: quando maior |a|, mais

“fechada” ¢ a parabola; quanto menor |a|, mais “aberta” ela é.

Figura 27: Grafico da f(x) = ax* , coma =1

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Figura 28: Grafico Familia da f(x) = ax* , coma > 0

\ | / | /f

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Para compreender o comportamento da fungdo quadratica na forma f(x) = ax?, é

importante analisar seus graficos para diferentes valores do coeficiente a. Considerando

x = —1, observa-se como a variagao desse coeficiente influéncia a concavidade, a abertura ¢ a
posi¢ao da parabola no plano cartesiano. Assim, os graficos a seguir apresentam representacoes

da fungdo f(x) = ax?® destacando as principais caracteristicas associadas aos valores

assumidos por a.
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Figura 29: Grafico da f(x) = ax* ,com a = —1

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Figura 30: Grafico Familia da f(x) = ax* , com a < 0

Fonte: Produzido pelo proprio autor

ii) Coeficiente b e o grafico
Seja f: R — R dada por
f(x) =ax*+bx +c,a +0.
Denotando por V(x,, y,,) o vértice da parabola, tem-se
b A
Xy = ——-ey, = —— onde A= b* — 4ac.

Logo, o vértice ¢ dado por:
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b b*-4ac
V(-2 o)
2a 4a

Substituindo x,, = — 2% em f(x), obtemos
f(x,) = ax,®+ bx, + ¢ = —ax,* + c.
Portanto,
V(x,, —ax,?+c), comx, = — %.
Assim, fixados a e c, o coeficiente b controla a posi¢ao do vértice, pois x,, = — %.

Logo, ao variar b, o vértice desloca-se ao longo do plano cartesiano. Conforme
apresentado no grafico da Figura 24. A coordenada do vértice ajusta-se de acordo com
y, = —ax,” + c.
Para compreendermos melhor considere a fun¢do f(x) = x*+ bx + 2. Note que
fixamos a e ¢ (a = 1 e ¢ = 2). Verificaremos a seguir o comportamento da familia de graficos

quando variamos b (considerando b assumindo os valores -2,-1,0,1 ¢ 2).

Figura 31: Grafico Familia da fungio f(x) = x® + bx + 2 com b variando de (-2 a 2)

oF
Fonte: Produzido pelo proprio autor

O coeficiente b determina a posi¢ao horizontal do vértice e do eixo de simetria da
parabola. Ao variar b, o grafico ndo sofre uma translagao horizontal simples, mas sim uma
modificagdo que desloca o vértice no plano, alterando simultaneamente suas coordenadas
horizontal e vertical.

iii) Coeficiente c e o grafico

Seja f: R = R dada por f(x) = ax* + bx + ¢c,a # 0.
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A intersecdo do grafico de f com o eixo Oy ocorre no ponto x = 0. Avaliando a funcao
nesse ponto, obtemos

f(0)=a.0°+b.0+c = c.

Portanto, o grafico de f intercepta o eixo Oy no ponto (0,c).

Considere g(x) = ax® + bx. Entdo

flx)=g) +c

0 que mostra que o grafico de f € obtido a partir do grafico de g por uma translagdo vertical de
vetor (0,c). Assim,

e sec > 0, o grafico ¢ deslocado para cima;

e sec <0, o grafico ¢ deslocado para baixo;

e sec = 0, o grafico passa pela origem;

Considere, por exemplo a fungdo f(x)=x?+2x + 2. Tomando x = 0, temos graficamente:

Figura 32: Grafico da f(x) = x* + 2x + 2

Fonte: Produzido pelo proprio autor

2.3.2 Analise do grafico (Crescente ou decrescente)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a > 0. Logo,

f(x) =ax*+ bx +c = a. [(x + %) Z 4+ 4a:;2b2].

b . ., 4ac=b* -
Note que (x + Z) 2> 0 ¢ dependente de x, ja a7 © constante e seu valor minimo

b . b A .
ocorre quando (x + Z) 2 =0, ou seja, quando x = ~5a .Em consequéncia, f(x) também
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b , . )
assume seu menor valor. Logo, quandoa > 0ex = — e f(x) assume seu valor minimo, isto
é, a fungio f(x) = ax* + bx + c é ilimitada superiormente com inf = y,,.

De fato, f(x) = ax® + bx + ¢, com a > 0.

Fazendo f ( ), temos

(-2 =al-2) (-2

Foz) =

Suponhamos agora que a < 0. Dai, temos que f (

b
2a
Logo,

b\ , .
- Z) ¢ o maior valor de f(x), para

todo x € R, sendo, portanto, o valor maximo da fungao, isto ¢, quando a < 0 a fungdo f(x) =
ax* + bx + c é ilimitada inferiormente com sup = y,.

Concluimos, a partir da forma canonica da fun¢ao quadratica, importantes propriedades
do seu grafico, em particular a determinacdo de seus valores extremos. De fato, a forma
candnica permite identificar diretamente o valor minimo ou o valor maximo da fungdo,
conforme o sinal do coeficiente a.

Seja f: R — R dada por

f(x) =ax*+bx+c,a#0.

Sabe-se que o grafico de f € uma parabola cuja concavidade depende do sinal de a. A
saber:

e sea > 0,apardbola ¢ voltada para cima;
e sea <0, aparabola ¢ voltada para baixo;

O vértice V(x,,y,,) desempenha papel central nessa analise, sendo dada por

VG ) = (-5 -

, —), onde A= b? — 4ac.
2a 4a

Do ponto de vista geométrico e analitico:
e sea > 0, o vértice representa o ponto de minimo global da fungao;

e sea < 0, o vértice representa o ponto de méximo global da fungdo;
ST : ‘L b . . , . ..
Além disso, a abscissa do vértice, x,, = — Py divide o dominio R em dois intervalos nos

quais a funcdo ¢ mondtona. Mais precisamente , no caso a > 0:
e A fungdo é decrescente no intervalo(—oo, x,,];
e A fungdo é crescente no intervalo [x,,, +00).

Vejamos um exemplo na Figura 33.
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Figura 33: Grafico da fungdo f(x) = x* —4x + 4

Fonte: Produzido pelo proprio autor
Conforme o grafico, os intervalos sdo: decrescente em (—oo, 2] e crescente em [2, +0).
Nocasoa < 0:

A funcdo ¢ crescente no intervalo(—oo, x,,|;
[}

A fungdo ¢é decrescente no intervalo [x,,, +0)
Conforme Figura 34.

b

Figura 34: Grafico da fungdo f(x) = —x* — 4x + 4

oy

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Como exemplo, considere a fungdo f(x) = x? — 4x + 3. Note que a > 0, logo a
parabola possui concavidade voltada para cima. O vértice ¢ dado por:

b

= — %

=2
2a
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Portanto, f(x) é decrescente no intervalo (—oo, 2] e crescente no intervalo [2, +0),

como pode ser observado no exemplo apresentado na Figura 35.
Figura 35: Grafico da fungdo f(x) = x> —4x + 3

|

Fonte: Produzido pelo proprio autor

Portanto, diante do exposto, podemos concluir que a analise dos intervalos de
crescimento e decrescimento de func¢des quadraticas depende essencialmente do sinal do

coeficiente a e da posigao do vértice.
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3 FUNCAO QUADRATICA NO ENSINO MEDIO

A funcdo quadratica constitui um dos topicos mais importantes do curriculo de
matematica no ensino médio. As habilidades associadas a essa tematica sao desenvolvidas
desde os anos finais do ensino fundamental até todas as séries do ensino médio, apresentando
com isso seu grau de relevancia.

Diante do exposto, conclui-se que seu ensino ndo contempla apenas um componente
curricular a ser seguido, mas uma base para a consolidacdo de conhecimentos algébricos
essenciais para a modelagem de diversas situagdes e interpretacdes graficas, além da resolugdo
de problemas.

Comumente apresentada pela expressdo f(x) = ax? + bx + ¢, com a# 0, as vezes
acaba passando despercebido seu papel em outras areas do conhecimento e da vida cotidiana,
tais como na Fisica, relacionada principalmente a calculos de movimento uniformemente
variado (MUV), na Economia (lucro e custo), na Engenharia (trajetorias) e até na Biologia.

No entanto, principalmente apds o periodo pandémico, o processo de ensino foi
significativamente prejudicado. O distanciamento do ensino presencial no periodo de pandemia
potencializou as lacunas de aprendizagem ja existentes.

O ensino da fungdo quadratica muitas vezes ficava restrita a estratégias metodoldgicas
tradicionais e se limitava a apresentagdo de férmulas e sua aplicacdo em situacdes propostas,
omitindo com isso conceitos ¢ demonstracdes essenciais. Procedimentos mecanicos de
repeticdo faziam parte do dia a dia escolar.

Hoje, o novo perfil de alunos requer abordagens mais interativas. A busca por
metodologias que possam de fato incluir os alunos no processo de ensino e aprendizagem,
aliada a praticas que promovam uma compreensao significativa da tematica sem a dependéncia
exclusiva da repeticao de férmulas, tornou-se essencial.

De acordo com Elias e Silva (2016), a natureza abstrata das fun¢des quadraticas ¢ um
dos desafios epistemologicos intrinsecos ao ensino desse topico matematico. As fungdes
quadraticas, representadas pela forma geral f(x) = ax? + bx + ¢, podem parecer distantes e
complexas para muitos alunos, especialmente aqueles que estdo sendo introduzidos a conceitos
mais avangados da Matematica.

Silva (2022) aponta ainda que uma das dificuldades inerentes ¢ que a representagdo
algébrica das fungdes quadraticas, com suas letras e simbolos, pode parecer desvinculada da

realidade concreta, onde consideravel parcela dos estudantes pode se deparar com uma barreira
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de compreensdo de como essa representacdo se relaciona. Essa abstracdo exige dos alunos a
capacidade de transcender os simbolos e traduzi-los em situagdes concretas.

Em particular, no curriculo do ensino médio, a fun¢do quadratica surge como uma
extensao natural do estudo de fung¢des iniciado no ensino fundamental, precedida pelo estudo
das funcdes afim e linear. Essa progressao permite que os alunos reconhegam padrdes e
generalizem comportamentos de fun¢des com base em suas representacdes algébricas, graficas
e em tabelas de valores, além de reconhecer suas aplicagdes em situagdes diversas tais como
calculos de area, volume, movimento e etc.

A fungdo quadratica, atua apresentando aos estudantes uma maior complexidade
principalmente quando passam a analisar a curva (parabola) possibilitando com isso um melhor
entendimento dos pontos maximos, minimos, raizes e caracteristicas exclusivas da parabola.

O grafico da funcdo quadrética (pardbola) tem sua construg¢do voltada para cima ou
para baixa definida pelo sinal do coeficiente a. Nesse contexto, ¢ importante ressaltar que as
habilidades inerentes a essa temdtica se consolidam quando os estudantes conseguem perceber
e projetar informagdes da parabola a partir dos coeficientes e assim interpretar corretamente os
zeros da fungdo, reconhecer o eixo de simetria e a translagdo do grafico do plano cartesiano.

Compreender essas caracteristicas permite que o estudante interprete situagdes do
cotidiano onde hé variacdo crescente e decrescente, como o lucro em fun¢do do preco de um
produto ou a altura de um projétil langado verticalmente. Nesse sentido interdisciplinar, o
ensino da funcdo quadratica nao deve ser visto apenas como um contetido isolado, mas como
uma ferramenta poderosa para a resolugdo de problemas reais e para o desenvolvimento do
raciocinio l6gico e matematico.

Contudo, mesmo apresentando o quanto a tematica ¢ relevante, muitos alunos ainda
apresentam dificuldades na aprendizagem da funcao quadratica que ora pode ser motivada pela
escassez metodologica do professor ou por lacunas de aprendizagem de habilidades anteriores
porem necessarias para o tema, ou mesmo pela dificuldade do tema em si.

Segundo Silva (2019) e Passos (2020), a abstracdo matematica das fungdes quadraticas
pode parecer distante da realidade cotidiana para os estudantes, na qual se perguntam se
precisam aprender essa representacdo aparentemente abstrata, e como ela esta relacionada com
os fendmenos que encontram em suas vidas diarias.

Diante disso, sera apresentado alguns fatores principais que justificam as dificuldades
de aprendizagem da fun¢do quadratica pelos alunos:

i) Abstragdo de conceitos e aplicagdes: E notével o nivel de dificuldade que os estudantes
apresentam em compreender a relagdo dos coeficientes e o comportamento do grafico da
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fungdo. Sem a consolidagdo dessa habilidade visual ¢ contextual, essas relacdes tornam-se
meramente decorativas.

ii) Foco na algebra: E comum o uso frequente de formulas para determinagio de raizes ou zeros
da funcao. A mais famosa formula de Bhaskara usada mecanicamente e isolada de defini¢des
conduz os alunos @ mecanizagao e repeti¢ao de passos e operacdes. Negligenciando com isso a
interpretagdo geométrica e a resolugdo de problemas que envolvam a funcao.

1i1) Descontextualiza¢ao: Quando o contetido ¢ apresentado de forma descolada da realidade
dos alunos, perde-se o potencial motivador e investigativo que a fung¢do quadratica oferece.

iv) Pouca utilizagdo de recursos tecnoldgicos: Ferramentas digitais como softwares graficos,
aplicativos educacionais ou até mesmo a calculadora grafica sdo pouco utilizados, apesar de
contribuirem significativamente para a compreensdao do comportamento da fungao.

Passos (2020) e Iezzi (2013) apontam que para superar esse desafio no ensino da fungao
quadratica requerem-se metodologias e condutas pedagoégicas que demonstrem claramente
como as equagdes quadraticas estdo vinculadas a situagdes reais, de modo a utilizar exemplos
concretos do mundo fisico, econdmico e até mesmo artistico pode ajudar a ilustrar essa situacao.

Esses desafios reforcam a necessidade de repensar praticas pedagdgicas que coloquem
o estudante como agente ativo na constru¢do do conhecimento. Muitas metodologias ativas
foram criadas e incorporadas ao dia a dia escolar, visando fomentar o protagonismo dos alunos
durante o processo de ensino.

Para superar as dificuldades mencionadas, ¢ essencial que o ensino da fun¢do quadratica
esteja fundamentado em abordagens que favorecam a compreensdo conceitual, a exploragao
grafica e a resolugdo de problemas contextualizados. Estratégias ativas como agrupamentos
produtivos, aprendizagem baseada em problemas, rotacdo por estagdes e/ou sala de aula
invertida podem contribuir fortemente no dia a dia estudantil.

De acordo com Apple (2018), percebe-se que existem diversos desafios no ensino da
Matematica, aos quais certamente existem abordagens multidisciplinares e interdisciplinares,
que buscam adaptar-se as necessidades e realidades dos alunos, fazendo com que estes, com o
passar do tempo, consigam realizar as conexdes sobre o tema e como estas ferramentas estao
ligadas com seu cotidiano.

Algumas sugestdes que podem transformar o ensino da funcdo quadratica em um espaco
de construcao do conhecimento:

1) Exploragdo de situagdes-problema: Iniciar o estudo da funcdo quadratica a partir de um
problema do cotidiano (Aprendizagem Baseada em Problemas - ABP), como o calculo da area

de um terreno, a analise da trajetoria de um objeto lancado verticalmente para cima ou o custo
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de producao de um produto, permite que o aluno perceba a relevancia do conteudo e se envolva
na busca por solugdes.

1) Construcao de graficos com tecnologia: Utilizar ferramentas como GeoGebra, permite que
os estudantes visualizem, em tempo real, as alteragdes no grafico da pardbola conforme os
coeficientes da fun¢do s3o modificados apresentando o papel de cada coeficiente no
comportamento do grafico (translagdo vertical e translagdo horizontal), identifica¢do do vértice
e zeros da funcdo. Isso torna o aprendizado mais dindmico e significativo.

1i1) Analise de variagdes: Trabalhar com tabelas de valores e identificar quando a fungdo esta
crescendo ou decrescendo, além de reconhecer tais taxas a partir do vértice da fungdo, bem
como o valor maximo ou minimo, promove a compreensdo do comportamento da fun¢do em
diferentes intervalos.

iv) Articulagdo entre representacdes: Estimular o aluno a transitar entre as formas algébrica,
grafica e descritiva da fun¢do ajuda a consolidar a aprendizagem e desenvolver multiplas
formas de pensar matematicamente.

v) Uso de jogos e atividades ludicas: Jogos matemadticos (por exemplo, Torre de Hanoi),
desafios e atividades investigativas podem tornar o processo de aprendizagem mais motivador
€ promover maior engajamento por parte dos estudantes.

O professor tem papel fundamental na mediacao do processo de ensino e aprendizagem
da fungdo quadratica. Para isso, ¢ necessario que ele domine o conteido matematico,
compreenda as dificuldades mais comuns dos estudantes e conhega diferentes abordagens
didaticas para o ensino do tema. A formacdo continuada e o acesso a materiais didaticos
atualizados sdo essenciais para que o docente possa inovar em suas praticas € promover uma
educacgao matematica mais critica e reflexiva.

Portanto ¢ consideravel admitir que o ensino da fun¢do quadratica no Ensino Médio
representa uma excelente oportunidade para o desenvolvimento de competéncias matematicas
essenciais. Mais do que ensinar formulas e procedimentos, ¢ preciso favorecer a compreensao
conceitual, a analise grafica, a resolucao de problemas e a contextualizacdo do conteudo.

Para isso, ¢ fundamental que o ensino esteja alinhado as necessidades e interesses dos
estudantes, incorporando tecnologias, metodologias ativas e estratégias que promovam o
protagonismo do aluno no processo de aprendizagem. O papel do professor, nesse contexto, ¢
o de facilitador e mediador, capaz de criar um ambiente favoravel a constru¢ao de conhecimento
matematico significativo. Investir na melhoria do ensino da funcdo quadratica €, portanto,
investir na formacdo de cidaddaos mais criticos, autdbnomos e preparados para os desafios do

mundo contemporaneo.
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4 APLICACOES

A fungdo quadratica desempenha um importante papel na modelagem de situagdes que
envolvem varias outras areas. Seu grafico modela situagdes cotidianas e fendmenos que
fundamentam precisamente as tomadas de decisdes. Como exemplos podemos apresentar o
estudo dos movimentos uniformemente variados (MUV), que verificam o comportamento
apresentado no langamento de projéteis. Na economia, as fun¢des quadraticas sdo utilizadas
para estudar lucros, receitas e custos, tendo em vista a otimizagao de resultados. Na construcao
civil (engenharia e arquitetura) ¢ comum aparecer estruturas parabdlicas em pontes, arcos,
tuneis e telhados. Assim, o célculo da curvatura, por meio de fun¢des quadraticas, auxilia no
dimensionamento seguro de construgdes ¢ no design estético de obras arquitetonicas. As
aplicagdes da funcao quadratica se estendem a varias outras areas, no entanto, neste trabalho,

apresentaremos as aplicag¢des na fisica e na economia.

4.1 NA FiSICA

O estudo dos movimentos ¢ uma das principais caracteristicas do campo da fisica, pois
tal analise nos permite compreender o comportamento dos corpos que se deslocam no espago
em fun¢do do tempo. Na Fisica, um dos principais tipos de movimento ¢ o Movimento
Uniformemente Variado (MUV), que ocorre quando um corpo tem sua velocidade variando de
forma constante ao longo do tempo, ou seja, quando esta submetido a uma aceleragcdo constante.

O Movimento Uniformemente Variado (MUV) caracteriza-se principalmente pela
existéncia de uma aceleragao constante. Dessa forma:

. Quando a aceleracdo ¢ positiva (a > 0) o movimento ¢ dito acelerado, e sua
velocidade cresce com o tempo.

° Quando a aceleragdo ¢ negativa (a < 0), o0 movimento ¢ dito retardado, e sua

velocidade diminui com o tempo.

Além disso, a equagdo da posicdo apresenta, por meio de uma fung¢do quadratica a
modelagem do MUYV, onde a posi¢do s = f{?) ¢ dada em fun¢do de ¢ (tempo) e representa os
sucessivos instantes de tempo registrados durante o movimento, isto €,

s(t) = At +Bt+C
onde, para ¢ = 0, temos C = 5(0), que ¢ a posi¢ao inicial do mével.

Dentre as principais equagdes do MUV, destacam-se:
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1) Funcao horaria da velocidade:

v(t) = vy +a.t

onde:

v(t): velocidade no instante t;

vo: velocidade inicial;

a: aceleracgdo constante;

t: tempo.
2) Funcio horaria da posicao:

t2

a.
s(t) = sp +v0.t+T

onde:
e S§(1): posi¢do no instante ¢;
e Sy posicdo inicial,

e v,: velocidade inicial;

a: aceleracao;

t: tempo.

3) Equacio de Torricelli (quando néo se conhece o tempo):

v? = v¢ + 2a(s — sg)

Por exemplo: Uma bola situada a 3m acima do solo, ¢ lancada para cima com uma
velocidade de 14m/s. Quando atinge o chao? (Almeida,2020, p. 62)

Nesta questdo, podemos notar algumas informagdes importantes, tais como: o
movimento ocorre no sentido ascendente (vertical para cima), o que serd modelado por uma
fun¢do quadratica com concavidade voltada para baixo (¢ < 0), o tipo de lancamento, a
aceleracdo (no caso aceleracao da gravidade — vamos adotar g=10m/s?), velocidade inicial (vg)
de 14m/s e espaco inicial (sy) de 3m.

Modelando a altura h(t)(em metros) pelo MUV vertical temos:

g.t?
h(t) = ho +U0.t_T
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10.t2
2 )
= 3 + 14t — 5t?,

=3+14.t—

onde A(t) ¢ a altura atingida pela bola no instante .
Sabemos que, ao atingir o solo, a altura da bola ¢ nula, isto ¢, 4(z) = 0. Logo, devemos
resolver h(t) = 0, ou seja, 3 + 14t — 5t = 0.
A modelagem do problema conduz a uma fungao quadratica do tipo
h(t) = at* + bt +c,
com coeficientes a = —5,b = 14ec = 3. O instante em que a trajetdria atinge o solo
corresponde as solugdes da equagao
3+ 14t — 5t* = 0.

_bi\/z, onde A= b? — 4ac.

Aplicando a formula de Bhaskara, temos t = —

Calculando o discriminante,

A= 14* — 4 - (=5) -3 = 256.

Logo,
—14 + V256
- =10
Dai, obtemos as duas solugoes:
t, — —-14+16 — _l’ t" — —-14-16 _ 3
-10 5 -10

Do ponto de vista fisico, o tempo deve satisfazer t > 0. Portanto, a Gnica solucdo

admissivel € t = 3s.

4.2 NA ECONOMIA

A modelagem matematica possibilita a interpretacdo de situagdes-problemas em
diversas areas, representando-as muitas vezes, através de uma func¢do quadratica. Na economia,
diversas situacdes de demanda, consumo, receita e lucro, dentre outras, sdo representadas por
modelos matematicos através da modelagem matematica.

Sistematicamente, alguns modelos matematicos sdao desenvolvidos através de
conhecimentos geométricos ou algébricos, considerando alguns passos essenciais para sua
formulagdo. Segundo TAN (2007) a criagdo de modelos matemadticos inicia-se escolhendo
letras para representar as varidveis descritas no problema, se necessario, constroi-se a

representacao geométrica da situagdo (o que muitas vezes facilita o entendimento), em seguida,
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construa uma expressdo algébrica considerando as condigdes e restricdes do dominio
provenientes da situagdo-problema.

A construgdo de modelos matematicos que interpretem problemas reais nas mais
variadas areas contribui significativamente na resolucdo de problemas. Segundo TAN (2007),

ha quatro passos que ilustram, de forma sequencial, o processo de criagdo de modelos.

Figura 36: Passos para criagdo de modelos matematicos

Problemas Formulagio Modelo
reais e matemaitico
Verificacao Resolugao
Solucao de Interpretacao Solucgao do

problemas reais modelo matemadtico

Fonte: Tan, S.T (2007)
De forma sistematica, observa-se que ha etapas bem definidas. A formulagdo baseia-se

na apresentagdo de um problema real, e em seguida, na constru¢do de um modelo matematico,
empregando variaveis para a constru¢do de fungcdes com uma ou mais varidveis. Em
continuidade, tem-se a etapa de resolucdo, na qual, apos a formulagao do problema por meio de
um modelo matematico, aplica-se estratégias para determinar os valores que as varidveis
assumem nas condi¢des dadas no problema.

A passagem da interpretacdo representa um importante momento para a resolugdo da
questdo, pois nem sempre as solucdes dadas sdo solugdes viaveis, tudo depende da
contextualizacdo do problema as condicdes reais. Por fim, a verificagdo consiste em analisar se
os resultados sdo satisfatorios

Existem diversos modelos econdmicos que utilizam fungdes quadraticas como
ferramentas de interpretacdo de problemas. Em uma economia de livre concorréncia, a oferta e
a demanda de bens de consumo destacam-se no mercado, apresentando propostas de oferta nas
quais a quantidade consumida de um determinado produto depende de seu preco unitario
(existem outros fatores que influenciam a oferta e a demanda de produtos aos quais omitiremos
neste estudo).

De modo geral, quanto maior o preco de um bem, menor ¢ a quantidade consumida

(relagdo inversamente proporcional). Dessa forma, € intuitivo perceber que a demanda por certo
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produto depende da procura do mercado por ele. Assim, a relagcdo entre o prego unitario ¢ a
quantidade produzida é conhecida como equacdo de demanda, a qual pode ser expressa através
de modelos algébricos na forma de uma fungao que relaciona a demanda e o precgo.

Uma equacgdo de demanda pode ser dada de varias formas, a depender das condi¢des do
problema e restricdes do dominio para a formulacdo da funcdo representativa. Assim,
considerando p o preco ¢ f{x) o preco unitario do produto ou bem temos entdo p =f{x), onde f{x)
¢ a representacdo algébrica do preco em funcao de x que € o nimero de unidades demandadas.

Podemos ainda considerar que a producao x de unidades do produto ¢ condicionada por
outros fatores de custo, os quais podem ser representados por g(p), logo x=g(p). A fungdo g(p)
¢ a fungdo demanda, sendo g(p) o nimero de itens demandados quando p for o prego unitario.

Vamos analisar a seguinte situagdo hipotética:

Em um mercado local de garrafas d’dgua, as quantidades demandadas e ofertadas (em

unidades por semana) em fun¢ao do preco p (em RS por unidade) sdo dadas por:
. Demanda: F(p) = 500 — 80p — p*

Note que o modelo matematico que interpreta a situagdo de mercado ¢ uma fungao
quadrética que apresenta grafico decrescente e concavidade voltada para baixo. Ja para equagao

da oferta, temos:
. Oferta: G(p) = —100 + 40p +2p?

Nesse caso, observa-se que o grafico da funcao € crescente e possui concavidade voltada
para cima,

Queremos determinar o preco e a quantidade de equilibrio entre demanda e oferta.

Inicialmente, devemos para obter o equilibrio de mercado, devemos determinar os
pontos de interseccao dos graficos de demanda e oferta. Para isso vamos colocar F(p) = G(p).

Igualando as expressoes:
1
500 — 80p — p?> = —100 + 40p + Epz.
Reorganizando os termos, obtemos:
500 + 100 — 80p — 40p — p* —p* = 0,

ou seja,

600 — 120 —E 2=0
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Para facilitar o desenvolvimento dos céalculos multiplicaremos ambos os lados por 2
1200 — 240p — 3p* = 0.
Note que 1200, 240 e 3 sao multiplos de 3, logo dividiremos por 3.
400 —80p —p*=0

Resolvendo a equagao quadratica temos:

_ —(=80)+/(~80)"~4.(-1).400
2.(-1) :

_ 80+v6400+1600
-2 :

_80%+v8000
-2 *

Tomando a raiz positiva temos:

p =~ 4,721
Dessa forma, a quantidade de equilibrio ¢ dado substituindo em qualquer das fungdes o
valor de p por 4,721. Utilizando G(p) = —100 + 40p + %pz, temos:
G(4,721) = 100.
Logo, o prego de equilibrio ¢ aproximadamente R$ 4,72 ¢ a quantidade de equilibrio é

de aproximadamente 100 unidades por semana. Conforme ilustra a Figura 37.

Figura 37: Grafico da funcdo Oferta x Demanda

Q)

dade

Quants

Prego (p)

Fonte: Produzido pelo proprio autor
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5 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo, veremos algumas questdes em exames nacionais (ENEM, ENA e ENQ)
e algumas questdes olimpicas que envolvem funcao quadratica. O objetivo € analisar diferentes
abordagens e niveis de complexidade, evidenciando a aplicacdao desse contetido em contextos
variados. Além disso, busca-se promover a compreensao dos conceitos envolvidos por meio da

resolugdo e interpretacdo das questdes propostas.

5.1 Questoes do ENEM
1.(ENEM - 2022) A trajetoria de uma pessoa que pula de um andaime até o chao ¢ descrita por

uma funcdo y = f'(x), sendo x e y medidos em metro, conforme mostra a figura.

y (metro) |20
f(x)=ax*+bx+c

15
1,0

0,5
X (metro)

! >

05 10 15 20 25 30

0,0

Seja D o dominio da fung¢do f(x), como definida na figura.
Para que a situacdo representada na figura seja real, o dominio dessa funcdo deve ser igual a

A) {x2} , sendo x; a raiz positiva de f (x).
B) {x €R | 0 <x < x2 }, sendo X2 a raiz positiva de f(x).
C) {x €R | x; <x < x2 }, sendo X1 e X2 a raiz positiva de f (x), com x; < x2 .
D){xeR|x>0}
E)x eR.
Solucao:

Note que a parabola apresentada possui dominio iniciando em x=0 indo até x= x>, no
qual x> € raiz positiva. Portanto, o dominio D da fun¢do ¢ dado por {x ER | 0 <x < x2 ).

Alternativa correta: letra B.

2. (ENEM - 2022) Ao analisar os dados de uma epidemia em uma cidade, peritos obtiveram
um modelo que avalia a quantidade de pessoas infectadas a cada més, ao longo de um ano. O
modelo ¢ dado por p(f) = - + 10t + 24, sendo ¢ um niimero natural, variando de 1 a 12, que
representa os meses do ano, e p(f) a quantidade de pessoas infectadas no més ¢ do ano. Para

tentar diminuir o nimero de infectados no proximo ano, a Secretaria Municipal de Saude
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decidiu intensificar a propaganda oficial sobre os cuidados com a epidemia. Foram apresentadas
cinco propostas (I, II, III, IV e V), com diferentes periodos de intensificagdo das propagandas:
1152

cII: 3<t<4;

III: 5<¢<6;

e IV:7<t<9;

*V:10<5¢<12;

A sugestao dos peritos ¢ que seja escolhida a proposta cujo periodo de intensificagao da
propaganda englobe o0 més em que, segundo o modelo, hd a maior quantidade de infectados. A
sugestao foi aceita.

A proposta escolhida foi a
Alternativas
AL
B) 1.
C) I
D) 1V.
E) V.
Solugdo: Note que a fungdo p(t) = -+ 10t+ 24 possui a = —1,b= 10ec=24. O
discriminante da fun¢ao dada ¢ definido por
A= b* — 4.a.c.

Substituindo os coeficientes, obtemos

A= 10? — 4.(—1).24 = 196.

Determinando o x,,, temos:

= b 10
v o247 2(-1)

Logo, diante das alternativas, o periodo de maior infectados ¢: III: 5 <7< 6;

Alternativa correta: letra C.

3. (ENEM 2020) Em um ano, uma prefeitura apresentou o relatério de gastos publicos
realizados pelo municipio. O documento mostra que foram gastos 72 mil reais no més de janeiro
(més 1), que o maior gasto mensal ocorreu no més de agosto (més 8) e que a prefeitura gastou
105 mil reais no més de dezembro (més 12). A curva que modela esses gastos € a parabola
y = T(x), com x sendo o nimero correspondente ao més e 7(x), em milhar de real.

A expressao da fungdo cujo grafico € o da parabola descrita é
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Alternativas

A) T(x) = -x° + 16x + 57

B) T(x) =-11/16 x° + 11x + 72
C) T(x) = 3/5 x°- 24/5 x + 381/5
D) T(x) = - x’ - 16x + 87

E) T(x) = 11/6 x* - 11/2x + 72
Solucao.

Note que 0 méaximo ocorre em x = 8, assim x,, = 8. Logo, para T(x) = ax* + bx + c,

vale
b
xv=—z=8=>b=—16a.
Além disso:
T(1)=72eT(12) = 105.
Substituindo b = —16a na expressdo geral:

T(x) = ax* — 16ax + c.

Agora usando os dados:

1) Parax = 1:
a—16a+c=72=—-15a+c=72.(1)
2) Parax = 12:
144a — 192a + ¢ = 105 = —48a + ¢ = 105. (2)
Subtraindo (1) de (2):
(—48a+c)—(—15a+c) =105—-72
—33a=33=>a=-1.
Entao,

Substituindo em (1),
=15 (1) +c=72>=c=57.
Portanto,
T(x) = —x? + 16x + 57.

Alternativa correta: A.

4. (ENEM - 2021) Uma empresa de chocolates consultou o gerente de produgdo e verificou
que existem cinco tipos diferentes de barras de chocolate que podem ser produzidas, com os

seguintes precos no mercado:

70



e Barra I: R$ 2,00;

e Barra II: RS 3,50;
e Barra I1I: R$ 4,00;
 Barra IV: R$ 7,00;
 Barra V: RS 8,00.

Analisando as tendéncias do mercado, que incluem a quantidade vendida e a procura pelos
consumidores, o gerente de vendas da empresa verificou que o lucro L com a venda de barras
de chocolate é expresso pela fungio L(x) = — x> + 14x — 45, em que x representa o preo da
barra de chocolate. A empresa decide investir na fabricagdo da barra de chocolate cujo preco
praticado no mercado renderd o maior lucro. Nessas condi¢des, a empresa devera investir na
producao da barra
Alternativas
A) L
B) 11
O) IIL
D) IV.
E) V.
Solucao.

A fungao lucro ¢

L(x) =— x>+ 14x — 45,

uma parabola concava para baixo (a = —1 < 0), portanto o lucro maximo ocorre no vértice.

A abscissa do vértice é
b
2a

Logo, o lucro méximo ocorre quando o prego € x = 7.

X, = 7.

Portanto, a empresa deve investir nessa barra (Barra [V:R$ 7,00).

Alternativa correta D.
5. (ENEM - 2018) Um projétil ¢ langado por um canhdo e atinge o solo a uma distancia de 150

metros do ponto de partida. Ele percorre uma trajetoria parabdlica, e a altura maxima que atinge

em relacdo ao solo ¢ de 25 metros.
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Admita um sistema de coordenadas xOy em que no eixo vertical y esta representada a altura e
no eixo horizontal x estd representada a distdncia, ambas em metro. Considere que o canhao
esta no ponto (150; 0) e que o projétil atinge o solo no ponto (0; 0) do plano xOy. A equagao da
parabola que representa a trajetdria descrita pelo projétil €:
Alternativas
A)y=150x-x°
B) y = 3 750x - 25x°
C) 75y = 300x - 2x°
D) 125y = 450x - 3x°
E) 225y = 150x - x°
Solugao:

A trajetdria ¢ uma parabola que passa pelos pontos (0,0) e (150,0), logo pode ser escrita
da forma fatorada

y = ax(150 — x),com a > 0.

O vértice ocorre no ponto médio das raizes:

b
Xy = —5g = 75.
A altura maxima ¢ 25, entdo:
y(75) = 25.
Substituindo:
25 =75a(150 — 75) = 5625a.
Logo,
25 1
a=ceoe = oor
Portanto,

Y =358 (150x — x?) = 225y = 150x — x2.

Alternativa correta E.
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5.2 Questdes Olimpicas
1. (OBM) a,b,c ed s3o numeros reais distintos tais que a e b sdo as raizes da equagdo
x?2—3cx—8d = 0, e cedsio as raizes da equagdo x? — 3ax — 8b = 0. Calcule a soma
a+b+c +d
Solucao:

Pelas relacdes de Viéte, temos

a+ b = 3c(]), a.b = —=8d (I, c +d = 3a(ll) e c.d =-8b(IV)

Somando (I) e (IIT), obtemos: a + b + ¢ + d = 3¢ + 3a = 3(a + ¢).

Logo, o problema se reduz a determinar a + c.

Como a e ¢ sdo raizes dos respectivos polindmios, temos:

a’> —3ac—8d = 0ec?—3ac—8b = 0.
Subtraindo as duas equagdes, resulta:
(a? —3ac — 8d) — (¢? — 3ac — 8b) = 0,
isto é,
a’>—c>—8d—-8b = 0.
Logo,
a’ —c? =8(d - b).
Fatorando,
(a +c)(a—c)=8(d—-b).(V)
Agora, subtraindo (III) de (I), obtemos:
(a+b)—(c+d)=3(c—a),
ou seja,
a+b—-c—d=3(—a).
Reorganizando,
b—d=4(c—a).(VI)
Substituindo (VI) em (V), segue que:
(a +c)(a—c)=8(d—b)=8[-(b—d)] =32(a—c).
Se a # ¢, podemos dividir ambos os lados por a — ¢, obtendo:
a+c=32.
Por conseguinte,
a+b+c+d=3(a+c)=096.
Portanto,

a+ b +c+d=096.
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2. (Rissia) Sejam a,b e ¢ nlimeros reais tais que as equagdes x*+ax+1 =0 e
x% + bx + ¢ = 0 tém exatamente uma raiz real em comum e as equacdes x2 +x +a = Oe
x4+ cx+b = 0 também tém exatamente uma raiz real em comum. Determine a soma
a+b+ec.
Solugao:

Chamemos de 7 € s as raizes comuns dos dois pares de equacdes. Dessa forma

r’+ar+1 =7r2+br+c=0>=>r(b—-a)=1-c,

s’+s+a=s*+cs+b=0=>s(1-¢c)= b —a.
Note que,sea = b ec =1 os pares de equagdes coincidem e as equagdes devem ter
somente uma raiz em comum, a ndo ser que ela seja dupla, ou seja, a =b = +2, mas ai,

x> +x+a = 0 ndo tem raiz dupla, o que nos leva a uma contradi¢do. Portanto a #b e

c+ 1.
Deste modoszé,e
1 1 1
—+t-t+a=0e1+r(1+ar)=0o1+ar= —-.
r r r
Assim,
2 4+ar +1=0 (:)rz—%=0<=) r=1,
e

1’+a+1=0oa =-2c¢l+b+c=02b+c=-1
Logo,a+b+c= —-2—-1=-3.
3. (OBMEP 2017 — 1* Fase — Nivel 3) Se f(x) = 5x* + ax + b,coma # b, f(a) = b
e f(b) = a, qual é o valor de a + b?
-5 b-z 0 d) = e)5
Solucao:
Se f(a) =b, entdo 5a® +a.a+b =b < 6a’> + b = b & 6a® = 0. Logo,a = 0.
Como f(b) = a entdo
5b2+a.b+b=a<5b>+0.b+b=0e b(5b+1) =0.

Portanto,
b=0 ou b= — 1+ ,
5
e,como b=0oub= —%. e,comoa # b entiob= —%.
Assim,a+b = 0 + (—%.) = — % Alternativa correta: letra B.
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4. (OBM 2001 — 1* Fase — Nivel 3) O nimero de solucdes inteiras distintas da equacao
(—6x% + 12x — 2)¥"~2x+2 = 4 4
a)0 b) 1 c)2 d)3 e)4
Solucdo:
Note que x2 — 2x + 2 = (x — 1)* + 1. Temos entdo que:
(—6x2% 4 12x — 2)* 722 = (2)2 ou (—6x2 + 12x — 2)* 72%+2 = (=2)?
Assim temos:
() —6x%>+12x—2=2 e (x—1)>*+ 1 =2 ndo obtendo solugdes em comum.
(I) —6x% +12x—2=—-2 e (x—1)>+1=2 obtendo x =0 ou x =2 como solugdes
comuns.
(Il) —6x% + 12x —2 =4 ¢ (x —1)*+ 1 =1 obtendo x = 1 como solugio.
Portanto, a equacao admite trés solugdes inteiras distintas.

Alternativa correta: letra D.

5. (OBM 2001 — 1* Fase — Nivel 3) A soma dos valores reais de x tais que x>+ x + 1 = xlzti
é:

a) 13 b) 6 c)-1 d) -2 e) -6
Solucao:

(C) Sejay = x* + x. Temos que

X +x+1l=—
X+ x

156
= y+1=7 ©y*+y=156 © y*+y—156 = 0.
Calculando o determinante, temos
A= b?> — 4.a.c = 625.
Assim,

—b +Vb? —4ac -1 +v/625
(—4 .

2a 2.1
Dessa forma, as raizes sao dadas por:
-1+25 -1-25
yh1=—=12ey,= ——=-13.
M x*+x=y
X¥*+x=12ex*+x—-12=0,obtendo x' =3 ex" = —4.

() x*+x =y,
x*+x=-13 x>+ x+ 13 =0, obtendo x’, x" & R.

Logo, a soma das raizes reais sdo 3 + (—4) = —1. Alternativa correta: letra C.
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5.3 Questdes do Exame Nacional de Acesso a0 PROFMAT (ENA)
1. (ENA 2025) Observe o sistema de coordenadas abaixo em que estdo representados os

graficos de uma fun¢do afim e de uma fun¢ao quadratica

L

Za

Assinale a opg¢do cujas expressoes podem ser representadas pelos graficos
(A)y =—x?>+3x+3 ey =x+3.

B)y =—x?+3x+4ey =x+4

C)y =—x*-3x+2ey =x+2

D)y =—x2—5x—4ey =x—4

(B)y =—x?>—-3x+4 ey =x+4

Solucao:

Sejam f(x) = ax?+bx+c eg(x) = a'x + b’ as fungdes apresentadas no plano
cartesiano.

Note que, para x = 0, determinamos o ponto no eixo y aos quais os graficos se
interceptam. Dessa forma, f(0) = a-02+b-0+c e g(0) = a -0 + b’,logoc="b".
Além disso, f(x) possui concavidade voltada para baixo, logo a < 0.

Note, ainda, que uma das raizes de f(x) também é raizde g(x) e ¢ negativa.
Fazendo a alternativa (E) temos:

(BE)y =—x?>—-3x+4ey =x+4,logoy =—x*>—3x+4, coma = -1, b = -3 ¢

c = +4.

Calculando o discriminante obtemos: A = (=3)* — 4-(=1)-4 = 25.

Fazendo x = _bi\/z, temos: x = — DRV _ 348 Logo, x' = Lo sex =2=1.
2a 2.(-1) -2 -2 -2

Fazendo y = 0 na equagdo y = x + 4, obtemos x = —4. Note que , ¢ = +4 ¢
b = +4ex =—-4¢ x"=—4.

Alternativa correta letra (E)
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2. (ENA 2025) O menor elemento do conjunto {n*-25n | n ¢ inteiro} é:
(A) —154
(B)—155
(C)—156
(D) —157
(E) —158
Solucao:

Considere a func¢io quadratica y = n? — 25n. Note que, como a > 0, a parabola
apresenta concavidade voltada para cima. Dessa forma, determinando o vértice temos:
A= b*—4-a-c
A= (-25)*> — 4-1-0 = 25.

Dai,

V—( b A)_ (—(—25) —25)_(25 25)
- 2a’ 4a) 21 '4-1)  \2' 4 )

Assim, a fun¢do assume seu menor valor quandon = 22—5 = 12,5. Logo, o menor elemento do
conjunto ocorre quando n =12 oun = 13.
Fazendo n = 12, obtemos
y = 122 — 25-12 = — 156.
Portanto, o menor elemento é —156.

Alternativa correta: letra (C)

3.(ENA2024)Sendo — 1 < x; < 0ex, > 1, ainequacdo ax? + bx + ¢ <0 possui solugio
(=9,x1) U (x;,+ o0) se, e somente se,

(A)a<0,b>0,c<0

(B)a<0,b<0,c<0

(C)a<0,b>0,c>0.

(D)a>0,b>0,c<0

(E)a<0,b<0,c>0.

Solucao:
Para que a solugdo da inequagao
ax?> +bx +c < 0seja(—0,x;) U (xp, + ) énecessario quea < 0.

Além disso, considerando x’ e x" as raizes da equagdo ax? + bx + ¢ = 0, temos:
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X +x"==>-1+1>01lgo- >0
Como a <0,entdob > 0.
Temos, ainda, que x' - x" = 5 < 0. Como a <0, segue-se que ¢ > 0.

Alternativa correta: letra (C)

4. (ENA 2024) Considere a funcdo quadritica f(x) = x* — 8x + 6 no dominio dos reais.
Sabendo que f(2023) = k, determine em funcao de k o valor de f(- 2015).
(A) k
(B) 2k +1012
(C)k*-403
(D) 242 - 880
(E) 3k
Solucao:
Observe que,
fx)=x* —8x + 6 = (x — 4)*— 10.

Dai,

£(2023) = (2023 — 4)*— 10 = (2019)* — 10

f(—2015) = (—2015 — 4)2— 10 = (—2019)* — 10.

Logo, f(2023) e f(—2015) sao simétricos em relagdo ao eixo x = 4.
Portanto, f(2023) = f(—2015) = k

Alternativa correta: letra (A)

5. (ENA 2023) Todas as fungdes abaixo tém como graficos parabolas cujos vértices estdo no
primeiro quadrante, exceto:
Ay =—-(x+1).02 -x)
By =&+ 2).G3 —x)
(C)y =-3x* + 6x + 7
Dy =2.(x — 1D*+ 3
201

(B)y=x*-20x+—~

Solucao:
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- , . -b —A L
Sabemos que o vértice da pardbola ¢ dado por V = (Z’E)' Note que, para o vértice

pertencer ao 1° quadrante, x,, > 0 ey, > 0. Logo, determinando os vértices de cada funcao,

temos:
)y =—-(x+1)-2—-x)=x*—x—2.Coma=1,b=—-1lec = —2.
Temos que:
A= b?> —4-qg-c =09.
Dai,

V—( b A)_(—(—l)—‘})_(l 9)

~\ 2a" 4a/)  \2:174-1)  \20 4)
Portanto, o vértice da funcdoy = — (x + 1) (2 — x) esta no 4° quadrante.
by=(x+2):-@B—-—x)=—-x*+x+6.Coma=-1,b=1ec = 6.

Temos que:

A= b?> —4-q-c =25.

V = (—%,—f—a) = (2.zi1)'4-_(2—51)> - <%§>

Portanto, o vértice da fungdo y = (x + 2).(3 — x) estd no 1° quadrante.

Dai,

c)y =-3x>+ 6x + 7.Coma = =3, b = 6ec =7

Temos que
A= b* — 4-a-c=120.
Dai,
V=(—£,—A>= ( -6 ’—120)=(1’10)
2a’  4a 2.(—3) 4.(-3)
Portanto, o vértice da fungio y = —3x* + 6x + 7 esta no 1° quadrante.

d)y =2-(x —1)*+3=2x*—4x + 5.Coma =2, b = -4 ec = 5.
Temos que

A= b*> — 4-a-c =-24.
Dai,

'~ (o) = Gz ) = 0

Portanto, o vértice da fungioy = 2-(x — 1)®> + 3 estd no 1° quadrante.
e)y = x* — 20x +22ﬂ.C0ma =1 b=-20ec =2
Temos que:

A=b*—4-a-c=-1.
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Dai,

- (fh) - FE2ED) - ()

Portanto, o vértice da fungio y = x* — 20x + % estd no 1° quadrante.

Concluimos assim, que todas as parabolas tém vértice no primeiro quadrante, exceto a do item
(A).

5.4 Questoes do Exame Nacional de Qualificacio do PROFMAT (ENQ)

1.(ENQ 2021.1) Sejam r e s raizes da equacio ax? + bx + ¢ = 0emque a, b e ¢ s3o nlimeros

reais dois a dois distintos, com a e ¢ ndo nulos. Suponha que, nesta ordem, a,c e b estdo em

~ . rps , 1 1 ~ ~ i
progressao aritmética e também que, — + -, r+ s, r>+s? estdo em progressao geométrica, nesta
T N

[N R

ordem. Mostre que 2 =
Solucao:

Note que o produto das raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 ¢é dado por 2 Chamemos
de k esse produto. Logo 2 = k.

Como a,ceb estdo em progressdo aritmética (P.A), temos que ¢ —a =b —c. Logo,

2c = a + b. Dividindo tudo por a. (a # 0)

Comoia = k, temos que
2k =1 +2,
a

1 1 ~ ~ SR
Agora, como —t+ ot r?+s? estdo em progressao geométrica (P.G.), temos:

+ s r?+s?
=—— & r’+s* = rs(r + s).

=

+

R
© R

Note que r? + s> = (r + s)®>— 2rs. Logo, (r + s)>— 2rs = rs(r +s).

Comor + s = — — = 1 — 2k. Substituindo na identidade encontrada, temos:

(1 —2k)? — 2k = k(1 — 2k),
onde
6k* —7k + 1 =0.
Coma =6, b = —7ec = 1.
O discriminante ¢ dado por

A= b* — 4.a.c > (-7)* — 46.1 = 25.
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Logo,

—b+VA —(=7)%V25 75
= = :
2a 2.6 12
Segue que as raizes sdo

12

K==
12

— ekt = 2 =1
-t T T

Qla
c\.lr—k

Considerando que a # c, temos que k =§ # 1,logo

2. (ENQ 2020.2) Determine a equagio da reta tangente a parabola y = x2 + x + 1 no ponto
P =(1, 3) usando o seguinte procedimento:

e Escreva a equacdo de uma reta » passando pelo ponto P = (1, 3) com inclinagdo m.

e Determine m de modo que a intersecdo entre a parabolay = x? + x + 1 e areta r tenha

um unico ponto, no caso o ponto P.

Solugao:
Sabemos que a equagdo geral dareta é dadapor: y —y; = m:- (x — x;) onde m € a inclinagdo
de 7. Assim temos que o ponto P (1, 3) possui x; = 1 ey; = 3. Substituindo temos:

y—-3=m(x-1)eoy=m-(x—-1) + 3.

Tomemos
y=x’+x+1(Dey = m.(x —1) + 3 (1I).
Igualando (I) e (II) temos:
>’+x+1=mkx -1 +3ex>+(1 -m)x + (m—2) =0.

Note que, teremos solucao unica se, € somente se, A= 0. Sendo assim,

A= b?> —4-a-c.

Fazendo A= 0,
(1-m)> —4-1-(m—2)=0.
Entao,
(m —3)*=0.
Logo m =3.

Portanto a equacao da reta tangente ¢ y =3+ 3-(x — 1) = 3x.
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3. (ENQ 2017.2) Sejam a, b e c numeros reais com a # 0.Considere a funcdo f:R - R,
definida pela expressio f(x) = ax? + bx + c.

(a) Escreva a expressio de fna forma f(x) = a(x — m)*+ k.

(b) Utilizando o item anterior, prove que, se b*> —4ac >0, as raizes da equacio

ax? + bx + ¢ = 0, sdo dadas por

—-b+Vb2—4ac —-b—Vb2—4ac
T‘l - —Za e 7‘2 = —Za .

Solugao:
(a) Vamos fatorar a fungao f(x) .

. i . 1
e Inicialmente, vamos multiplicar a fungdo por -

f(x) =ax2+bx+c=a[x2+3x+£].

e Vamos, agora, completar quadrados

—alxz il 20 i]
f(x)—a[x t2ox+ -+
Logo,
b \? 4ac —b*
f(x)—a(x +Z) t =
Dai temos que m = —— ek = 22
2a 4a

(b) Utilizando o item (a), temos:
ax?’+bx+c=0 o f(x) =0

4ac —b?
4q?

2 2
b 4ac —-b
(:)a(x +—) —_—( 2 )
2a 4a

2 2
b b —4ac
=4 (x + —) =
2a 4a

+

(:)a(x +%)2 =0

b? —-4ac
4a

ox+— =+
2a

b? —4ac b

Sx== -
4a 2a
vV b?% —4ac b
Sx == -
2a 2a

—b +Vb? —4ac

X =

2a

Dai, as raizes ry e 1y sao:
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__ —b+Vb2—-4ac —-b—Vb2—4ac

T‘l— eT2=

2a 2a

4. (ENQ 2017.1) Determine as equagdes das duas retas tangentes a pardbola de equagdo
y = x? — 2x + 4 que passam pelo ponto (2, —5).
Solugao:
A equacgdo da reta que passa por um ponto (xg, Vo) ¢ dadapor:y —y,=m-(x — xp). Dai a
equacado da reta que passa pelo ponto (2,—5) ¢
y —(=5)=m-(x —2),
dai,
y =m-(x —2)—-5.
Como a reta ¢ tangente a parabola, o sistema formado deve possuir uma tnica solugdo. Logo,
x2=2x+4=m-(x —2)-05,
Assim,
x>— 2+ m)x +2m+ 9=0.
Vamos agora determinar o discriminante
A=b* —4ac=(2+ m)* —4.1.2m+9),
entao
A=m?* —4m — 32.
Para haver tangéncia, A= 0. Assim,
m? —4m—32=0.
Resolvendo a equacdo usando a féormula de Bhéskara, temos:

Logo,

_—b ++/b? — 4ac
B 2a

m

_ ) 2V (EH 4010 (232)
B 2-1
4 +£+16 + 128

—

Segue que as raizes sdo dadas por

4+vV144 4—vV144
= 5 =8em,=

my
Temos entdo que param,; = 8 aequagdodaretaé:y =8-(x —2)—5 = 8x — 21.

Param, = —4 aequagdodaretaé:y =—4-(x —2)—5 = —4x + 3.
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5. (ENQ 2020.1) Para cada sentenca abaixo, diga se ela ¢ verdadeira ou falsa, justificando sua
resposta.

(a) Existe um ntimero real x tal que 5x + 7 <2 —x < 7x + 8.

(b) Se x ¢ um niimero real tal que x > 3, entdo iji:’;iz = 0.
(c)Para todo ntimero real x, tem-se que x < 1 = x> < 1.
Solucao:

(a) Temos que

S5x4+7<2—-x<7x+8o5x+7<2—xe2—x <7x+8.
ex<—2ex >—2
6 4

, . 5 3
Portanto, a sentenca ¢ falsa, pois — . < - "

(b) Como x > 3, temos que x*> + 4x + 3 > 0 e assim

x?+4x+3
x2—4x+3

>0 ©x*—4x+3>0.

Concluimos que, se x > 3 entdo (x — 1)(x — 3) > 0. Portanto, a sentenga ¢ verdadeira.

(c) Usando x = —2 como exemplo, temos: —2 < 1e (= —2)? > 1 Portanto, a sentenca é falsa.
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6. METODOLOGIA

Para a elaborag¢ao deste trabalho, que culmina na constru¢do de uma sequéncia didatica,
realizou-se uma ampla pesquisa bibliografica acerca da temadtica proposta, bem como das
principais dificuldades enfrentadas pelos estudantes nas séries finais do Ensino Fundamental e
em todas as séries do Ensino Médio. Nesse percurso, foram analisados livros didaticos
amplamente utilizados nas escolas, tomando como referéncia o locus de aplicagdo da sequéncia
didatica, que envolveu duas institui¢des de ensino, uma municipal e outra estadual.

Os materiais didaticos adotados foram Telaris Essencial, da Editora Atica, ¢ Prisma
Matematica, da Editora FTD. Além desses, consultaram-se obras de autores renomados e
relevantes para a area, como Elon Lages, James Stewart, George Polya, entre outros, bem como
dissertacdes disponibilizadas no repositorio do PROFMAT.

O conjunto dessas pesquisas forneceu bases solidas para a apresentagdo das definigdes,
conceitos e demonstragdes essenciais a compreensao plena do tema. A selecdo das fontes foi
conduzida de forma criteriosa, considerando sempre a pertinéncia didatica e a profundidade
tedrica necessaria para sustentar o estudo.

A proposta pedagdgica apresentada por meio da sequéncia didatica fundamentou-se
também em documentos normativos oficiais, como os PCNs e a BNCC, além de autores de
referéncia no campo das metodologias ativas, especialmente na Aprendizagem Baseada em
Problemas (ABP), como Moran, Valente, Demo, entre outros. Consultaram-se ainda
dissertagdes do PROFMAT que abordam o uso do software GeoGebra no ensino de
Matematica. Dessa forma, constituiu-se um arcabougo teérico robusto, que embasa e legitima
a estrutura geral do trabalho.

Por fim, a sequéncia didatica foi aplicada em uma turma mista, composta por estudantes
do 9° ano do Ensino Fundamental e das trés séries do Ensino Médio, ao longo de 10 aulas,
distribuidas em seis encontros. Os resultados obtidos, apresentados no topico Resultados e
Discussoes, evidenciam significativa contribui¢do e elevado grau de alinhamento com os
objetivos inicialmente propostos.

A pesquisa desenvolvida caracterizou-se como de natureza qualitativo-quantitativa,
considerando que buscou analisar tanto os aspectos descritivos quanto os dados numéricos
obtidos durante a investigacdo. A abordagem qualitativa permitiu compreender as percepcoes
e dificuldades apresentadas pelos estudantes, enquanto a quantitativa possibilitou a organizagao
e andlise dos resultados obtidos nas atividades aplicadas.

A metodologia adotada contemplou a selecdo dos participantes por meio de sorteio,

garantindo maior imparcialidade na composi¢cdo da amostra. Foram selecionados 20 alunos ao
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todo, distribuidos da seguinte forma: 5 alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, 5 alunos do
1° ano do Ensino Médio, 5 alunos do 2° ano e 5 alunos do 3° ano do Ensino Médio.

A coleta de dados ocorreu por meio da aplicagdo de atividades diagnosticas, elaboradas
com o objetivo de identificar os conhecimentos prévios, as principais dificuldades e o nivel de
compreensdo dos estudantes acerca dos contetdos abordados na pesquisa. Os resultados obtidos

serviram de base para a anélise e interpretacdo dos dados apresentados no estudo.
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7 PROPOSTA PEDAGOGICA/ PRODUTO EDUCACIONAL

Neste capitulo, apresenta-se o desenvolvimento de uma sequéncia didatica voltada ao
ensino de fun¢do quadratica, com a utilizagao do software GeoGebra como ferramenta de apoio
pedagogico. A proposta tem como objetivo central implementar uma intervengao metodoldgica
diferenciada, que favoreca uma aprendizagem mais interativa, investigativa e significativa por
parte dos estudantes.

Inicialmente, a sequéncia fundamenta-se em uma abordagem baseada na resolugao de
problemas, caracteristica das metodologias ativas. Nesse contexto, propde-se que os alunos
analisem situagdes oriundas do cotidiano, de modo a identificar e compreender os elementos
essenciais que conduzem a constru¢do do conceito de fun¢do quadratica. Essa etapa busca
promover o protagonismo discente e o desenvolvimento do raciocinio matematico.

Em seguida, a proposta incorpora o uso do software GeoGebra como recurso didatico,
com a finalidade de potencializar a compreensdo das propriedades da funcdo quadratica por
meio de sua representacdo grafica. A exploragdo dindmica proporcionada pelo ambiente
computacional permite ao estudante estabelecer relacdes entre as expressdes algébricas e suas
interpretagdes geométricas, favorecendo a construgdo de significados.

Entende-se que a articulagdo entre situagdes-problema e o uso de tecnologias digitais,
como o GeoGebra, pode contribuir de forma significativa para o fortalecimento do processo de
ensino e aprendizagem, em consonancia com as habilidades previstas no curriculo. Ademais, a
sequéncia didatica proposta busca auxiliar na superacdo das dificuldades associadas ao estudo
da fungdo quadratica, previamente identificadas, bem como oferecer subsidios ao planejamento

pedagdgico dos docentes.

7.1 Ensino da Fun¢ao Quadratica e a BNCC

O ensino da fun¢do quadratica ocupa papel central no curriculo da Matematica do
Ensino Médio, ndo apenas por sua relevancia no campo algébrico, mas também por seu
potencial de desenvolvimento do raciocinio légico, da capacidade de modelagem e da
interpretagdo de fenomenos reais. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece
competéncias e habilidades que devem nortear o trabalho docente, de forma que o contetdo
ndo se restrinja a manipula¢do simbolica, mas se estenda a compreensdo conceitual e a
aplicacdo em contextos significativos.

Segundo a BNCC (BRASIL, 2018, p. 523), "as fungdes devem ser estudadas de forma
contextualizada, de modo a possibilitar que os estudantes reconhecam e representem relacdes
entre grandezas, utilizem diferentes registros de representagdo e interpretem o significado de
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parametros e variaveis em diferentes situacdes". Esse direcionamento demanda que a funcao
quadratica seja abordada ndo apenas em sua forma algébrica, mas também por meio de
representacdes graficas, tabelas e problemas aplicados.

A funcio quadratica, usualmente representada por f(x) = ax? + bx +c¢, com a # 0
¢ um dos primeiros modelos matematicos nao lineares que o estudante encontra. A BNCC, ao
indicar que “os alunos devem compreender as diferentes formas de representacao de fungdes e
transitar entre elas” (BRASIL, 2018, p. 524), estimula a exploracao integrada das
representacdes algébrica, grafica e tabular, permitindo que os discentes percebam as relagdes
entre os coeficientes e a forma da parabola.

De acordo com Dante (2018), o ensino da funcao quadratica deve priorizar o significado
da expressdo matematica, para que os alunos sejam capazes de interpretar o papel de cada
coeficiente e seu impacto no grafico da fungdo. Essa compreensdo amplia as possibilidades de
aplicagdo, como na modelagem de fenomenos fisicos (por exemplo, o0 movimento de um
projétil) ou economicos (analise de lucro e custo), aspectos que se alinham a competéncia geral
da BNCC que propde “utilizar conhecimentos matematicos para compreender e atuar no
mundo” (BRASIL, 2018, p. 265).

Além disso, pesquisas em Educacdo Matematica, como a de Smole, Diniz ¢ Candido
(2015), apontam que a abordagem contextualizada facilita a compreensdo e a retengdo do
contetdo. A BNCC reforga essa perspectiva ao defender que “a contextualizagdo deve
considerar problemas significativos para o aluno, conectando a Matematica com outras areas
do conhecimento e com a vida cotidiana” (BRASIL, 2018, p. 262). Assim, atividades como a
analise de trajetorias, calculo de areas maximas e estudo de variacao de grandezas permitem a
integragdo entre teoria e pratica.

Outro ponto relevante ¢ o uso de tecnologias digitais. Softwares de geometria dinamica,
planilhas eletronicas e aplicativos graficos potencializam o aprendizado, permitindo que os
alunos visualizem a alteragcdo dos coeficientes € o comportamento da parabola em tempo real.
Borba e Penteado (2016) destacam que “a tecnologia pode contribuir para uma mudanga no
paradigma de ensino, oferecendo novas formas de visualizagdo e exploragdo de conceitos
matematicos”.

Por fim, o trabalho com funcao quadratica deve desenvolver nao apenas a habilidade de
resolver equagdes do segundo grau, mas também a de interpretar solugdes no contexto do
problema. A BNCC enfatiza que o estudante deve ser capaz de “relacionar raizes de equagdes
a interse¢des de graficos com o eixo Ox, compreendendo o significado dessas solucdes no
contexto analisado” (BRASIL, 2018, p. 525).
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O ensino da fun¢do quadratica, quando guiado pelas orientagdes da BNCC, deve
transcender a mera aplicagdo de formulas, buscando promover o pensamento critico, a
resolucao de problemas e a capacidade de modelagem matematica. A exploragdo de diferentes
representacoes, a contextualizacdo em situagodes reais € o uso de tecnologias sao estratégias que
favorecem uma aprendizagem mais significativa.

A BNCC propde um ensino que integre conceitos, habilidades e atitudes, de modo que
a fun¢do quadratica ndo seja percebida como um contetudo isolado, mas como um instrumento
para compreender ¢ atuar sobre o mundo. Nesse sentido, o professor desempenha papel
fundamental na mediacdo desse processo, criando oportunidades para que o aluno construa o

conhecimento de forma ativa e contextualizada.

7.2 Aprendizagem Baseada em Problemas e o ensino de fun¢io quadratica

No periodo pés-pandémico, a educacdo, em seus diversos niveis, foi significativamente
impactada, o que tornou necessaria a adaptagdo e, em muitos casos, a criagdo de novas
estratégias pedagogicas capazes de assegurar a efetividade do processo de ensino e
aprendizagem. Nesse contexto, observou-se um crescimento expressivo na utilizagao de midias
digitais e tecnologias educacionais no ambiente escolar. Tais recursos passaram a integrar o
cotidiano pedagogico, promovendo novas perspectivas de abordagem didatica e contribuindo
para o processo de recomposi¢do das aprendizagens comprometidas durante a pandemia.

Dentre essas estratégias, destacam-se as chamadas metodologias ativas, que
progressivamente passaram a ocupar espago central no planejamento docente. Atualmente,
torna-se essencial a elaboracdo de praticas pedagogicas que incorporem tais metodologias de
forma intencional e estruturada. Nesse sentido, sera apresentada uma analise da Aprendizagem
Baseada em Problemas (ABP), a qual constitui uma das principais referéncias para a construgao
do produto educacional proposto.

Ressalta-se que, no cenario educacional contemporaneo, discussdes acerca do ensino e
de suas abordagens metodoldgicas permanecem em evidéncia, sendo consideradas elementos
centrais para a promog¢ao de uma aprendizagem significativa. A Aprendizagem Baseada em
Problemas, enquanto estratégia de ensino, destaca-se por possibilitar a introducao de conteudo
a partir de situagdes contextualizadas, favorecendo a constru¢do do conhecimento por meio da

investigacao, da analise critica e da aplicagdo pratica dos conceitos abordados.

(...) € importante que se levem em consideragao os diferentes propositos da formagao
matematica na educagdo basica. Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos

saibam usar a Matematica para resolver problemas matematicos quotidiano; para
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modelar fenomenos em outras areas do conhecimento; compreendam que a
Matematica é uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas
e demonstracdes; percebam a Matematica como um conhecimento social e
historicamente construido; e saibam apreciar a importadncia da Matematica no

desenvolvimento cientifico e tecnoldgico. (BRASIL, 2006, P.69)

Segundo Pereira (1998), a condi¢cdo necessaria para que a aprendizagem ocorra € seu
fator transformacional, exigindo do professor uma compreensdo de novos significados,
relacionando-os as experiéncias prévias e as vivéncias dos alunos, permitindo a formulagao de
problemas que estimulem, desafiem e incentivem novas aprendizagens. Nesse sentido a
Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP) surge com o propdsito de auxiliar o discente no
conhecimento do conteudo teorico, fortalecer a sua capacidade de resolver problemas e
envolvé-lo no aprendizado (LEVIN, 2001).

Nesse sentido, busca-se iniciar a aula apresentando uma situacdo-problema que os
discentes reconhecam como situacdo do cotidiano e a partir da exploracdo do professor,
apresentar o tema proposto.

Por exemplo,

(ENEM —2022) QUESTAO MOTIVADORA) Em jogos de voleibol, um saque é invalidado se
a bola atingir o teto do ginasio onde ocorre o jogo. Um jogador de uma equipe tem um saque

que atinge uma grande altura. Seu recorde foi quando a batida do saque se iniciou a uma altura

de 1,5 m do piso da quadra, e a trajetéria da bola foi descrita pela parabola y = — xz — %x +

12, em que y representa a altura da bola em relagdo ao eixo x (das abscissas) que esta localizado
a 1,5 m do piso da quadra, como representado na figura. Suponha que em todas as partidas

algum saque desse jogador atinja a mesma altura do seu recorde.

A equipe desse jogador participou de um torneio de voleibol no qual jogou cinco
partidas, cada uma delas em um ginésio diferente. As alturas dos tetos desses gindsios, em

relagdo aos pisos das quadras, sdo:
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* gindsio I: 17 m; ¢ ginasio II: 18 m; < ginasio Ill: 19 m « ginéasio IV: 21 m;e* ginasio V: 40 m.
O saque desse atleta foi invalidado
A) apenas no ginasio .
B) apenas nos ginasios I e Il.
C) apenas nos ginasios I, Il e III.
D) apenas nos ginasios I, II, lll e I'V.
E) Em todos os ginasios.

ApoOs a exploragao e apresentacao da tematica, a utilizacdo do Software GeoGebra
propicia uma maior interagdo, pois geometricamente aponta-se o comportamento da parabola
em relacdo ao sinal dos coeficientes, além dos zeros da fungao, valor maximo ou minimo. Por

exemplo, na tabela de valores abaixo

1

a>0

X -3

v=—n

f yv=_T9

Podemos perceber que a representagdo “visual” geométrica apresentada por meio do
software propicia uma melhor compreensdo das principais caracteristicas que a funcao
quadratica possui. Os passos posteriores descritos na sequéncia didatica conduzem em paralelo
a utiliza¢do do GeoGebra, a exploracao sistematica do tema, em nivel superficial, do conteudo
em questdo, cuja finalidade, apds todos os encontros previstos, ¢ a consolidagao das habilidades
basilares relacionadas ao tema e, assim, propiciar melhores resultados nas avaliagdes propostas,

sejam elas internas ou externas.

7.3 Sequéncia Didatica: Ensino das fun¢des quadraticas utilizando GeoGebra

A sequéncia didatica aqui apresentada constitui o produto educacional vinculado a
pesquisa de mestrado intitulada “Ensino das Fungoes Quadraticas utilizando o software
GeoGebra”, cujo objetivo ¢ promover o ensino de Matemadtica por meio da integragcdo de

tecnologias digitais, favorecendo um processo de ensino-aprendizagem mais significativo.
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Esta pesquisa integra os requisitos do Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), ofertado pela Universidade Regional do Cariri
(URCA), campus Juazeiro do Norte. Seu objetivo central consiste em proporcionar uma
melhor compreensao da temadtica proposta mediante a utilizacdo de metodologias ativas,
com énfase na Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP), aliadas ao uso do software

GeoGebra como recurso didatico.

A implementagdo da sequéncia didatica foi realizada em uma turma mista, composta
por estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental e das 1%, 2* e 3* séries do Ensino Médio,
de uma escola publica do municipio de Saboeiro—CE. Inicialmente, foram aplicadas duas
atividades diagnodsticas (Apéndices 1 e 2), com o objetivo de identificar o nivel de
compreensdo dos estudantes acerca do conteido, bem como possiveis lacunas de

aprendizagem.

Na etapa seguinte, desenvolveu-se uma sequéncia composta por oito aulas (duas
aulas semanais), contemplando tanto momentos expositivos quanto atividades praticas com
o uso do software GeoGebra. Essas atividades foram direcionadas a resolucao de problemas
e a identificacdo das principais caracteristicas das fungdes quadraticas, especialmente por

meio de sua representacao grafica.

Ao final da intervengao, foi aplicado um instrumento avaliativo (Apéndice 3), com
a finalidade de verificar o progresso dos estudantes, por meio da comparagdo entre os

resultados obtidos nas atividades diagnoésticas iniciais € na avaliagdo final.

A analise dos dados fundamenta-se na perspectiva da Analise de Contetido proposta
por Bardin (1977), adotando como corpus as producdes escritas dos estudantes,
especialmente no que se refere a resolucdo de problemas e a aplicacdo dos conceitos
estudados. As dificuldades identificadas foram classificadas em duas categorias: lacunas
conceituais e lacunas operacionais. A discussdo dos resultados estrutura-se em trés etapas:
pré andlise, exploracdo do material e tratamento dos resultados, seguidos de sua

interpretacao.

O produto educacional contempla: (i) o roteiro detalhado da sequéncia didatica; (ii)
dois instrumentos diagnosticos iniciais; (iii) um planejamento sugestivo de aulas,
correspondente a oito horas-aula; (iv) um instrumento avaliativo final, que investiga tanto a
aprendizagem dos contetdos quanto a percepc¢ao dos estudantes acerca do uso do GeoGebra;

e (v) uma sec¢do dedicada a discussao da relevancia desse software no ensino de Matematica.
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O GeoGebra, utilizado como principal recurso tecnologico, consiste em uma
plataforma digital voltada a construcdo de graficos, analise de func¢des e estudo de conteudos
de geometria plana e analitica. Sua utilizagdo, no contexto desta pesquisa, permite
estabelecer uma articulagdo entre representacdes algébricas e geométricas, especialmente
no estudo das fung¢des quadraticas, por meio da visualizagdo dinamica de seus graficos no

plano cartesiano.

Por fim, o objetivo principal desta proposta consiste em tornar o processo de
aprendizagem mais dinamico e atrativo, favorecendo a compreensdo dos conceitos
envolvidos e contribuindo para a superacdo das lacunas de aprendizagem previamente
identificadas. Ademais, busca-se evidenciar a relevancia do uso de tecnologias digitais, em
particular o software GeoGebra, como ferramenta potencializadora no ensino de fungdes

quadraticas

A base tedrica que fundamentou essa sequéncia didatica envolve Onuchic e Allevato
(2021, p.47) os quais apresentam para o professor a concep¢do em que O ensino, a
aprendizagem e a avaliagdo devem ocorrer simultaneamente durante a constru¢do do
conhecimento pelo aluno, assumindo, o professor, o papel de mediador. Lima, E.L et., que
forneceram grandes contribuigdes tedricas de analise do tema mencionado, Zabala (2014),
apresentando a importancia de conhecer e compreender as dificuldades especificas da turma.
Libaneo (1990), apontando a necessidade de utilizacdo de recursos tecnologicos como
ferramenta pedagogica. S&4 e Machado (2017), ao afirmarem que a utilizagdo de softwares
matematicos permite uma melhor compreensdo e visualizagdo de conteudo, além de

documentos referencias como PCNs e a BNCC.

Como apontado nas avaliagdes de carater diagnostico, podemos perceber o quanto ¢
importante refor¢ar o trato da fun¢do quadratica, a fim de suprir tais dificuldades de
aprendizagem ora identificadas. Nesse contexto metodoldgico, faz-se necessario utilizar
estratégias que possam, de forma efetiva, atrair a aten¢do dos estudantes e, assim, envolve-
los no processo de aprendizagem. Dai a importancia de utilizar ferramentas tecnoldgicas no

processo pedagdgico.

De acordo com os PCNs “A tecnologia deve servir para enriquecer o ambiente
educacional, propiciando a constru¢do de conhecimentos por meio de uma atuagdo ativa,

critica e criativa por parte de alunos e professores” (Brasil, 1998, p. 140.).
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Nesse sentido o GeoGebra surge como uma ferramenta pedagdgica que, nos dias
atuais, atua de forma interativa e atrativa para o ensino de matematica. O GeoGebra ¢ um
software gratuito e de facil acesso na internet, podendo ser utilizado tanto em smartphones
como em computadores e notebooks. Esse software ¢ comumente usado para o ensino de

Geometria (plana e analitica), Algebra, estatistica, entre outros assuntos matematicos.

“os softwares matematicos surgem como alternativa que amplia os conceitos
teodricos dos conteudos em sala de aula e de recurso dindmico que pode atrair o
interesse e a intui¢do dos alunos e incentivar o estudo dos conceitos de forma
inovadora.” (BARROS; PACHECO, 2013, p. 8).

Portanto, a partir de uma concepgdo construtivista, este trabalho visa utilizar o
software GeoGebra para o ensino de fun¢do quadrética, propondo, nesse sentido, o
desenvolvimento de wuma sequéncia didatica, passando por alguns momentos

sistematicamente bem definidos, tais como:
1) Aplicagdo das atividades 1 ¢ 2. (APENDICES 1 e 2)
2) Apresentacgao da situagdo problematica.
3) Exposicao do conceito e defini¢des.
4) Generalizagdes;
5) Aplicagoes;
6) Exercitacdes;
7) Avaliagio final. (APENDICE 3)
8) Andlise dos resultados.

Dessa forma, espera-se que, ao final do desenvolvimento e da implementacao desta
sequéncia didatica, haja uma contribuicdo efetiva para o desenvolvimento cognitivo e
conceitual dos estudantes, especialmente no que se refere as habilidades de leitura,
interpretacdo, analise e resolucdo de situagdes-problema envolvendo fungdes quadraticas.
Ademais, pretende-se evidenciar a relevancia da utilizacao de ferramentas tecnoldgicas no
contexto da sala de aula, de modo a tornar o processo de ensino-aprendizagem mais

dindmico, interativo e significativo.

Com o intuito de assegurar clareza quanto a necessidade da abordagem proposta,

estruturou-se inicialmente o Momento I, constituido por uma atividade motivadora
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(Apéndice 1), cuja finalidade foi diagnosticar o nivel de compreensao prévia dos estudantes
acerca da tematica. Posteriormente, apos cinco aulas (distribuidas em trés encontros), foi
aplicada a Atividade 2 (Apéndice 2), denominada Momento II, com o objetivo de

aprofundar a analise diagnostica e acompanhar a evolugdo dos estudantes.

A partir da aplicacdo dessas atividades e da analise dos resultados obtidos, tornou-
se possivel elaborar, de forma mais fundamentada, um roteiro pedagogico que orienta a
sequéncia didatica, visando a promoc¢do de uma aprendizagem significativa. Para conferir
maior dinamismo a proposta, adotou-se a metodologia ativa da Aprendizagem Baseada em
Problemas (ABP), a qual favorece o protagonismo discente e a construgdo coletiva do

conhecimento.

A utilizacdo da ABP, quando implementada de forma planejada e contextualizada,
tende a ampliar o engajamento dos estudantes, bem como a fortalecer sua autonomia no
processo de aprendizagem. Nesse sentido, a sequéncia didatica foi estruturada de modo a
possibilitar que os objetivos estabelecidos em cada etapa sejam alcancados de forma
progressiva e integrada. Para garantir maior efetividade ao produto educacional, adotou-se

a seguinte organizacao didatica

ORGANIZACAO DIDATICA

Componente curricular: Matematica

Série: Turma mista —9° ano do Ensino Fundamental, 1°, 2° e 3° ano do Ensino M¢édio

Tema: Funcdo quadratica

Questao Norteadora: Como o uso do GeoGebra pode contribuir para o processo de

ensino e aprendizagem da fun¢ao quadratica?

Contetdos trabalhados: Grafico da fun¢do quadratica; Zeros da funcdo; Ponto maximo
e ponto minimo; Translagdo horizontal e translagdo vertical do grafico; Vértice; Eixo de

simetria e concavidade.

Objetivos:

Utilizar o software Geogebra na construcao e analise de graficos da funcao quadratica.
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Identificar possiveis dificuldades de aprendizagem relacionados aos conceitos e

aplicacdes da funcao quadratica;

Apresentar o software GeoGebra e os seus recursos para a construgdo e andlise

de graficos da fun¢do quadratica;
Compreender o conceito de fungdo quadratica e sua representacao grafica.

Analisar as caracteristicas da funcdo quadratica, incluindo zeros, vértice, eixo de simetria

e concavidade.

Explorar recursos tecnoldgicos do software para investigar propriedades e

comportamentos da funcao quadratica.

Resolver problemas matematicos envolvendo fungdes quadraticas com o auxilio do

GeoGebra.

Habilidades e competéncias:

EF09MA09: Compreender os processos de fatoracao de expressdes algébricas, com base em
suas relagdes com produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas que possam ser

representados por equagdes polinomiais do segundo grau. (Brasil, 2018, p. 317).

EM13MAT302: Resolver e elaborar problemas que envolvam fung¢des quadraticas, incluindo

a identificagdo de suas caracteristicas ¢ a determinacao de suas raizes.

EMI13MAT303: Analisar e interpretar graficos de funcdes quadraticas, incluindo a

identificacdo de vértice, eixo de simetria e concavidade.

EM13MAT304: Utilizar fungdes quadraticas para modelar e resolver problemas reais.

Duragdo da sequéncia didatica: 6 encontros e 10 aulas

Materiais utilizados na sequéncia didatica:
* Quadro branco, Caneta, Data show, Computadores;
* Software GeoGebra;

* Instrumentos de desenho técnico (régua, escalimetro e esquadros).

96




Tendo em vista que todos os pré-requisitos que fundamentam a construgdo de uma
sequéncia didatica sdo atendidos pela organizagdo didatica, descreveremos, a seguir, o
desenvolvimento de cada encontro, bem como os objetivos, materiais utilizados e

procedimentos metodologicos realizados.

Encontro 1 (1 tempo de aula)

Conteudo: Atividade Diagnéstica: Defini¢do de funcao quadratica; zeros da funcao; ponto

maximo e ponto minimo.

Objetivo especifico:

e Identificar conhecimentos prévios: Avaliar o nivel de conhecimento e compreensao

dos alunos sobre fun¢do quadratica desde conceitos basicos a aplicagdes pontuais.

e Detectar possiveis dificuldades relacionadas aos conceitos e propriedades da fungdo

quadratica.

e Avaliar habilidades e competéncias dos alunos no tema proposto.

Autores: Stewart (2013), Larson (2014), Iezzi (2010), Dante (2015)

Duracao da aula: 50 min.

Materiais: Atividade diagnostica impressa.

Procedimentos:

e Aplicacdo da atividade diagndstica: Defini¢ao de fungdo quadratica; zeros da fungao;

ponto maximo e ponto minimo.
e Aplicacdo individual da avaliacdo diagnostica;

e Observagao das estratégias utilizadas pelos alunos na resolugdo das questdes.

Referéncias:
e [EZZI, G. Fundamentos de matematica elementar. Vol. 1. Sdo Paulo: Atual, 2010.
e DANTE, L. R. Matematica: contextos e aplicagdes. v. 1. Sdo Paulo: Atica, 2015.
e STEWART,J. Calculo. v. 1. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

e LARSON, R. Célculo Aplicado. v. 1. Sao Paulo: Cengage Learning, 2014.
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Nesse primeiro encontro, apdés uma acolhida, a turma convidada, foi aplicado uma
atividade diagnostica (Apéndice 01), cuja finalidade foi verificar o nivel de entendimento dos
alunos a respeito do tema proposto —Funcao quadratica: defini¢do, zeros da funcao, ponto

maximo e ponto minimo. A atividade teve duracdo de aplicacao de 50 min.

Encontro 2 (2 tempos de aula)

Conteudo: Introducdo a fun¢ao quadratica; analise do grafico da fun¢do quadratica;

Objetivo especifico:
e Introduzir o conceito de fun¢do quadratica e sua representacdo grafica.

e Analisar as caracteristicas do grafico da fun¢do quadratica.

Autores: Stewart (2013), Larson (2014), Iezzi (2010), Dante (2015)

Duracao da aula: 1h ¢ 40min.

Materiais: Quadro branco, pincel e datashow.

Procedimentos:
e Defini¢ao de funcao quadratica e exemplos.
e Utilizagdo do GeoGebra para plotar graficos de fungdes quadraticas simples.

e Utilizacdo do GeoGebra para plotar graficos de fungdes quadraticas com diferentes

coeficientes.

e Andlise das caracteristicas do grafico (vértice, eixo de simetria, concavidade etc)

Referéncias:
e [EZZI, G. Fundamentos de matematica elementar. Vol. 1. Sao Paulo: Atual, 2010.

e STEWART,J. Calculo. v. 1. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

Neste segundo momento (Encontro 2), ap6s acolhida a turma convidada, iniciamos a
aula apresentando uma situagao cotidiana. Visto que a pratica esportiva adotada pela instituicao
foco da aplicacao desta sequéncia didatica € o volei, foi apresentada aos alunos uma situagao-
problema (Questdao Motivadora, p. 90). Apds andlise da situagdo proposta, apresentamos a

defini¢do de fungdo quadratica, bem como sua representacao grafica por meio do GeoGebra.
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Em seguida, utilizando o GeoGebra plotamos fungdes quadraticas simples para analise do

vértice, eixo de simetria, raizes e concavidade.

Encontro 3 (2 tempos de aula)

Contetido: Vértice e eixo de simetria; concavidade e pontos de interse¢ao.

Objetivo especifico:

e Compreender o vértice e o eixo de simetria da fungdo quadratica.

e Analisar a concavidade e os pontos de interse¢ao da funcao quadratica.

Autores: Iezzi (2010), Dante (2015), Stewart (2013), Larson (2014)

Duracao da aula: 1 h ¢ 40 min.

Materiais: Quadro branco, pincel para quadro branco, datashow e GeoGebra.

Procedimentos:
e Plotar graficos de fungdes quadraticas no GeoGebra para identificagdo do vértice e do
eixo de simetria;
e Exploragdo da concavidade da parabola a partir da variagao dos coeficientes da funcao;
e Utilizagdo do GeoGebra para plotar graficos de fungdes quadraticas e analisar a
concavidade.

e Identificacdo dos pontos de intersecao com 0s €iX0s x € ).

Referéncias:
e IEZZI, G. Fundamentos de matematica elementar. Vol. 1. Sdo Paulo: Atual, 2010.
e DANTE, L. R. Matematica: contextos e aplicag¢des. v. 1. Sdo Paulo: Atica, 2015.

e LARSON, R. Célculo Aplicado. v. 1. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2014.

Neste terceiro encontro, o foco da aula voltou-se para o estudo do vértice, do eixo de
simetria e do sentido da concavidade. Nesse contexto, destacamos o papel dos coeficientes na
compreensdo do comportamento da pardbola. Apds um momento inicial formativo,
apresentando definigdes e demonstragdes do vértice e o papel dos coeficientes no quadro branco
utilizamos o software GeoGebra e construimos o grafico de uma fun¢do quadratica qualquer.
Em seguida, fixamos os coeficientes b e ¢, por meio da barra deslizante, variamos o coeficiente
a, de modo que a concavidade da parabola alterasse seu sentido. Foi impressionante perceber
como os alunos permaneceram atentos e compreenderam claramente o papel dos coeficientes

no comportamento da funcdo quadratica.
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Encontro 4 (1 tempo de aula)

Conteudo: (Atividade de acompanhamento): resolugdo de equagdes quadraticas; aplicagao

de fungdes quadraticas; analise de funcdes quadraticas com parametros;

Objetivo especifico:

e Avaliar a compreensao dos alunos sobre resolu¢do e interpretacao de fungdes

quadraticas.

e Identificar avangos e possiveis dificuldades relacionadas as propriedades e aplica¢des

da fun¢ao quadratica.

e Verificar a capacidade dos alunos de analisar fungdes quadraticas envolvendo

diferentes parametros.

Autores: Stewart (2013), Larson (2014), Iezzi (2010), Dante (2015)

Duracao da aula: 50 min.

Materiais: Atividade de acompanhamento

Procedimentos:
e Aplicagdo individual da atividade avaliativa;
e Observagao das estratégias utilizadas pelos alunos durante a resolugdo das questdes;

e Discussao coletiva das principais dificuldades identificadas na atividade.

Referéncias:
e [EZZI, G. Fundamentos de matematica elementar. Vol. 1. Sao Paulo: Atual, 2010.
e DANTE, L. R. Matematica: contextos e aplicagdes. v. 1. Sdo Paulo: Atica, 2015.

e STEWART,J. Calculo. v. 1. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

Nesse quarto encontro, apdés uma acolhida a turma convidada, foi aplicado um
questionario (Apéndice 02), cuja finalidade foi verificar o nivel de entendimento dos alunos a
respeito do tema proposto — Fungdo quadratica: resolucido de equagdes quadraticas; aplicacao
de fungdes quadraticas e analise de fungdes quadraticas com pardmetros. A atividade teve

dura¢ao de 50 min.
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Encontro 5 (2 tempos de aula)

Conteudo: Resolugdo de equagdes quadraticas;

Objetivo especifico:

e Compreender e resolver equacdes quadraticas com o auxilio do GeoGebra, analisando

geometricamente suas solucdes.

Autores: Iezzi (2010), Dante (2015)

Duracio da aula: 1 h e 40 min.

Materiais: Quadro branco; pincel para quadro branco; projetor multimidia, GeoGebra.

Procedimentos:

e Apresentagdo de equagdes quadraticas e discussdo inicial sobre possiveis estratégias
de resolugao;

e Utilizacdo do GeoGebra para construir os graficos das fungdes correspondentes as
equagdes propostas;

e Identificacdo das raizes da fun¢@o por meio da andlise grafica;

e Comparagdo entre os métodos algébrico e grafico de resolucao;

e Discussao coletiva sobre a interpretacao geométrica das solugdes encontradas.

Referéncias:
e IEZZI, G. Fundamentos de matematica elementar. Vol. 1. Sdo Paulo: Atual, 2010.

e DANTE, L. R. Matematica: contextos e aplicag¢des. v. 1. Sdo Paulo: Atica, 2015.

Neste quinto encontro, focamos na resolu¢do de equagdes do 2° grau. Inicialmente,
foram apresentadas algumas equagdes do 2° grau e aplicamos diferentes métodos de resolucao.
Algumas equacdes foram resolvidas por meio do método babildnico de completar quadrados,
enquanto foram resolvidas utilizando a férmula de Bhaskara. Apds esse momento, com o
auxilio do software GeoGebra, construimos os graficos das fun¢des quadraticas associadas as
equagoes trabalhadas e analisamos o grafico de cada uma. Nesse contexto, os alunos
compreenderam que as raizes da equagao correspondem aos zeros da fung¢do quadratica a ela

relacionada.
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Encontro 6 (2 tempos de aula)

Conteudo: Aplicacdo de fungdes quadraticas; analise de fungdes quadraticas com

parametros. Simulado Final.

Objetivo especifico:
e Aplicar fungdes quadraticas na resolugdo de situagdes-problema contextualizadas;

e Analisar a influéncia dos parametros no comportamento do grafico da fungado

quadratica.

Autores: lezzi (2010), Dante (2015), Stewart (2013), Larson (2014)

Duracao da aula: 1h ¢ 40 min.

Materiais: Quadro branco; pincel para quadro branco; projetor multimidia, GeoGebra.

Procedimentos:

e Fortalecer o carater investigativo e evidenciar melhor a culminancia da sequéncia;

e Construcdo, no GeoGebra, de graficos de fun¢des quadraticas envolvendo diferentes
parametros;

e Investigacdo da influéncia dos coeficientes no comportamento do grafico da funcao
quadratica;

e Modelagem e resolucdo de situagdes-problema relacionados a fungdes quadraticas;

¢ Discussdo coletiva sobre a interpretagdo dos resultados obtidos;

e Aplicagdo de um simulado final para avaliagdo da aprendizagem dos contetudos

trabalhados na sequéncia didatica.

Referéncias:
e STEWART,J. Calculo. v. 1. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

e LARSON, R. Célculo Aplicado. v. 1. Sao Paulo: Cengage Learning, 2014.

Neste ultimo encontro, foram abordadas aplica¢des da funcdo quadratica que exigia a
modelagem matematica. Esse tema foi o que apresentou maior dificuldade entre os alunos, pois
exigia, além do dominio de fun¢do quadratica, boa fluéncia leitora e capacidade de interpretacao
das informagdes para modelé-las por meio de uma funcao. Ao final do encontro 6, foi aplicado
um simulado final (Apéndice 03), cuja finalidade ¢ verificar o nivel de aprendizagem dos alunos
apos os encontros formativos realizados.
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7.4 Resultados e discussoes

Diante das atividades propostas (Atividade diagnostica e atividade de
acompanhamento), obtiveram-se informagdes essenciais sobre o nivel de conhecimento dos
estudantes. Constatou-se que 90% dos alunos avaliados ndo sabiam definir corretamente o
termo “pardbola”, embora fossem capazes de identificar, sem dificuldade, o grafico de uma
funcdo quadratica. (Figura 38)

Figura 38: Grafico relativo a questdao 01 — (Atividade 01).

a5 Compreensao do Conceito de Fungao Quadratica

9%

8

Percentual (%)

&

2014
10%

Nio sabem conceituar Sabem canceftuar
funcdo Quadratica Funcho Quadratica

Fonte: Elaborado pelo proprio autor

No que se refere ao célculo dos zeros da fun¢do quadratica, verificamos que 70% dos
estudantes resolveram corretamente a questdo proposta. Entre aqueles que ndo obtiveram éxito,
a principal justificativa apresentada foi a auséncia de estudo prévio do contetido na série em
curso ou o esquecimento das formulas necessarias.

Figura 39: Grafico relativo a questdao 02 — (Atividade 01).
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor
Quando solicitada a definicdo de ponto maximo e ponto minimo, observou-se que
nenhum estudante conseguiu demonstrar ou justificar formalmente as férmulas utilizadas.
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Entretanto, todos conseguissem identificar o vértice no grafico e classifica-lo corretamente

como ponto minimo ou maximo. Apenas 40% dos alunos recordavam as formulas no momento

da atividade.

Figura 40: Grafico relativo a questdo 3 (Atividade 02)
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor
O dado mais preocupante, no entanto, surgiu quando foi apresentada uma situagao-
problema que exigia a elaboracdo de um modelo matematico para construir a fun¢do quadratica
e determinar seus zeros: somente 10% dos alunos conseguiram resolver adequadamente a

atividade proposta.

Figura 41: Grafico relativo a questdo 01.(Atividade 02)
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Fonte: Elaborado pelo préprio autor

Durante o desenvolvimento das aulas, observou-se que diversos conceitos foram

compreendidos com maior facilidade quando apresentados por meio do software GeoGebra.
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Figura 42: Func¢do quadratica no GeoGebra.

|

Fonte: Elaborado pelo proprio autor

As demonstragdes formais também foram bem recebidas pelos estudantes; porém,
devido as lacunas de aprendizagem relacionadas a habilidades matematicas basicas, apenas
60% conseguiram reproduzi-las corretamente.

Ao final das nove aulas previstas, destinadas a exploragdo do tema, foi aplicado um
simulado final (Apéndice 03), cujos resultados mostraram-se satisfatorios. Todos os alunos
foram capazes de identificar corretamente, no grafico de uma fun¢do quadratica, as raizes, o
vértice, a classificagdo da concavidade em fungao do sinal do coeficiente a e os intervalos de
crescimento e decrescimento.

Quanto a determinagdo algébrica das raizes e do vértice, 90% dos estudantes
responderam corretamente. No entanto, no que se refere a demonstracdo formal das formulas

estudadas, apenas 40% apresentaram dominio satisfatorio.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma analise fundamentada da tematica
proposta, explorando conceitos e demonstragdes essenciais a constru¢ao do arcabouco tedrico
relacionado ao estudo das fungdes quadraticas no ambito do curriculo de Matematica.

Para sua elaboragdo, foram consideradas aplicagdes do tema em diferentes contextos,
notadamente na Fisica e na Economia, bem como a resolucdo de problemas provenientes de
avaliagOes de larga escala e competi¢des académicas, tais como ENEM, ENA, ENQ, OBM e
OBMEP. Adicionalmente, propde-se o desenvolvimento de uma sequéncia didatica que
incorpora o uso do software GeoGebra, com a finalidade de favorecer a compreensdo das
principais propriedades da fun¢do quadratica por meio de sua representagdo geométrica.

A definicdo da temadtica e das abordagens metodologicas adotadas foi fortemente
influenciada pelas lacunas de aprendizagem identificadas nas atividades diagnoésticas iniciais
(Atividades I e II), o que reforca a pertinéncia e relevancia do estudo desenvolvido. Nesse
sentido, o trabalho orienta-se para a consolidacao conceitual dos elementos fundamentais das
fungdes quadraticas, contribuindo para a compreensao de suas propriedades e aplicagdes.

A adocdo da metodologia ativa de Aprendizagem Baseada em Problemas (ABP)
mostrou-se adequada a organizagdo da sequéncia didatica, ao promover maior engajamento dos
estudantes e favorecer a construcdo do conhecimento de forma mais significativa e
contextualizada.

Por fim, este trabalho configura-se como um recurso pedagogico de apoio, passivel de
utilizacdo no contexto escolar, com potencial para subsidiar praticas docentes e contribuir para

o aprimoramento do processo de ensino-aprendizagem da Matematica.
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APENDICE 01
ATIVIDADE 01 : Funciao Quadratica: Definicdo, zeros da funciao, ponto maximo e

ponto minimo.

01) Defina Fungao Quadratica.

02) Dada a fungdo f(x) = x? + 10x — 25. Determine f(x) = 0.

03) Considere a fun¢do f(x) = 2x? + 4x + 2. Quais os coeficientes a, b e c?

04) Dada a regido retangular abaixo. O valor de x que faz com que a area dessa regido seja igual

a2l é?

(x+3)

05) Uma equacao foi descrita da seguinte maneira: (k> —4) x>+ (k-2 )x*+7x-8=0
Analisando os coeficientes, o valor de k que faz com que essa equagdo seja uma equagdo do 2°

grau €7

06) (Enem 2013) A temperatura T de um forno (em graus centigrados) ¢ reduzida por um
sistema a partir do instante de seu desligamento (t = 0) e varia de acordo com a expressao T(t)
= -t?/4 +400, com t em minutos. Por motivos de seguranga, a trava do forno sé ¢ liberada para
abertura quando o forno atinge a temperatura de 39°C.

Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apos se desligar o forno, para que a porta possa
ser aberta?

A) 19,0

B) 19,8

C) 20,0

D) 38,0

E) 39,0
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APENDICE 02
ATIVIDADE 02 : Fun¢ao Quadratica: Grafico da funciao.

1. Em uma partida de futebol, a bola descreveu uma trajetdria parabolica representada pela

curva a seguir:

himetros)
-

1/ \

\
Cl A
/ "\, dimetios)

De acordo com o grafico, a altura maxima atingida pela bola foi de aproximadamente:

2. No langamento de foguetes de sua escola, Jonas atirou seu foguete para cima de modo que
sua altura em relag@o ao solo pode ser descrita pela fungao h(t) = 10 + 150t — 4¢?
onde h ¢ a altura dada em metros e t ¢ o tempo expresso em segundos. Qual a altura atingida

pelo foguete 2 segundos apos o seu langamento?

3. A soma das raizes da funcio quadratica f(x) = x?—4x — 5 é:

4. Um atleta de salto com vara, ao sair do solo, descreve no ar uma curva com formato de um
arco de parabola, descrito pela fun¢do do 2° grau f(x) = 8x* — 4x + 1. Quais os coeficientes da

fun¢ao?

5. Raissa Rocha ¢ recordista mundial de langamento de dardo. Em um determinado langamento,
um professor de Matematica representou a trajetdria descrita pelo dardo. Sabendo que a
trajetoria corresponde ao grafico de uma funcao quadratica, identifique o grafico que melhor

representa esse langamento.

VA

c) /9 d)
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APENDICE 03 (simulado final)
01) Defina Fungao Quadratica.

02) A fun¢io quadratica é dada por f(x) = ax? + bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo nliimeros reais.
Para que essa fungdo represente uma parabola voltada para cima, qual deve ser a condigdo sobre
o coeficiente (a)?

03) Considere a fun¢do quadratica f(x) = 2x? — 4x + 1. Qual é o seu vértice?

04) Em relagio a fungio quadratica f(x) = —x? + 6x — 8. Determine f(x)=0?

05) Considere a fungdo f(x) = 2x? + 4x + 2. Quais os coeficientes a, b e ¢?

06) Em uma partida de futebol, a bola descreveu uma trajetdria parabdlica representada pela

curva a seguir:

himetros)

"\ dimeauos)

De acordo com o grafico, a altura maxima atingida pela bola foi de aproximadamente:

07) No langamento de foguetes de sua escola, Jonas atirou seu foguete para cima de modo que
sua altura em relacao ao solo pode ser descrita pela fungdo h(t) =10 + 150t — 4¢?
onde h ¢ a altura dada em metros e t é o tempo expresso em segundos. Qual a altura atingida

pelo foguete 2 segundos apos o seu langamento?
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APENDICE 04: GeoGebra — Variando os coeficientes

L
b=1
L
c=1
-5 3 ar = -5 A4 - 2 40 1 ? 5 s 5 & i e 8
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-3
-
-5
3a=-02 3
b=-14
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